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Rozdziat 1

Cel i zakres pracy

Celem pracy jest przedstawienie wynikow badan wtasnych autorki dotyczacych
wyznaczania efektywnych wlasnosci materiatéw kompozytowych: sprezystych,
piezoelektrycznych i termosprezystych. Pojecie materialu kompozytowego (zto-
zonego) zdefiniowano zgodnie z matematyczna teoria homogenizacji. Dzigki tej
teorii mozna okresli¢ w sposob jednoznaczny zwigzek pomiedzy mikrostruktura
i makroskopowymi (efektywnymi, zastepczymi) wlasnosciami materialu. Bada-
nia, oparte o rézne metody teorii homogenizacji i przedstawione w rozprawie,
dotycza nastepujacych klas materiatéw.

Kompozyty sprezyste. Wyprowadzone zostang nielokalne zwiazki konstytu-
tywne dla liniowego osrodka sprezystego, w ktérych nielokalno$é jawnie za-
lezy od rozmiaréw mikrostruktury. Pokazany bedzie wplyw mikrostruktu-
ry na zmiane profilu fali przejécia przez warstwe z materialtu typu FGM
oraz opisane bedzie zachowanie sie makroskopowe osrodka o periodycznie-
stochastycznym rozktadzie szczelin.

Kompozyty piezoelektryczne. Dzieki wprowadzeniu nowych pojeé i udo-
wodnieniu kilku waznych twierdzen, mozliwe bedzie wyznaczenie wlasnosci
fizycznie nieliniowych kompozytéw piezoelektrycznych, dokonanie analizy
zagadnien projektowania optymalnego piezoelektrycznych kompozytéw gra-
dientowych, podanie nowych charakterystyk sprzezenia elektromechaniczne-
go, a takze sfrormutowanie pewnych nowych ograniczen na liniowe wlasnosci
piezoelektryczne i obliczenie efektu warstwy brzegowej. Zostana takze wy-
prowadzone formuty typu Murata na tzw. laminacje wielokrotna.

Kompozyty termosprezyste. Zastosowanie metod homogenizacji stocha-
stycznej oraz wprowadzenie nowego funkcjonatu, ktéry opisuje fizycznie
nieliniowe oddziatywanie pél sprezystych z dodatkowym polem skalarnym,
umozliwi znalezienie formul opisujacych efektywne state termosprezyste.

Otrzymane wyniki teoretyczne beda wyjasnione i zilustrowane przyktadami
numerycznymi.
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Merytorycznie rozprawa jest jednorodna tematycznie — wszystkie rozdziaty
zwigzane s3 z modelowaniem wpltywu mikrostruktury na zachowanie sie kom-
pozytow. Z punktu widzenia metod uzytych do wykonania postawionego celu
nalezy wydzieli¢ Rozdzial 6, w ktérym uzyto metod homogenizacji stochastycz-
nej. Z powodu specyfiki jezyka uzywanego w metodzie stochastycznej homo-
genizacji, rozdzial ten zawiera duzo nowych definicji i poje¢ niezbednych do
zrozumienia przedstawionych wynikdow.

Ze wzgledu na szeroki zakres analizowanych zagadnien, literatura stanowiaca
podstawe przeprowadzonych badan bedzie oméwiona w odpowiednich rozdzia-
tach.

Treéé¢ rozprawy jest w duzej czeSci podsumowaniem oryginalnych wynikéw
badan autorki prowadzonych w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki
PAN w latach 1989-2006. Czes¢ wynikéw opublikowano w pracach, ktérych
wspoétautorami byli koledzy z Pracowni Metod Wariacyjnych i Biomechaniki.



Rozdziat 2

Wprowadzenie

2.1. Mikrostruktura w kompozytach

Kompozyty, czyli materiaty ztozone wystepuja zaréwno w przyrodzie jak i sg
wytwarzane przez cztowieka. Wiekszos¢ metali ma strukture kompozytowa. Gdy
przetamiemy pret metalowy struktura polikrystaliczna uwidacznia sie poprzez
nieréwnosci powierzchni ztomu. Martenzyt — typowy material z pamiecia ksztal-
tu — posiada strukture warstwowa, w ktérej naprzemiennie pojawiaja sie dwie
rézne odmiany martenzytu. Pewne skaly, takie jak piaskowce, posiadaja struk-
ture ziarnista. Inne skaty, takie jak granit, sa agregatami krysztatéw. W skatach
porowatych pory sa wypelnione wodg lub ropa naftowa. Badania materiatéw
porowatych i zlozonych w kontekscie geologicznym sa wazne dla przemystu
naftowego, jak tez pomagaja przy analizie wstrzaséw sejsmicznych. Materiaty
konstrukcyjne takie jak drewno czy beton maja rowniez strukture ztozona. Kosé
jest materialem porowatym o strukturze hierarchicznej. Kompozyty wtokniste
o osnowie szklanej i lekkie kompozyty weglowe znalazly zastosowanie zaréwno
w przemysle lotniczym, jak i w masowej produkcji sprzetu sportowego. Lista
nowoczesnych materiatéw kompozytowych jest bardzo diuga.

Reasumujac, kompozyty sa materiatami, w ktérych niejednorodnosci maja
skale dtugosci duzo wieksza, niz skala atomowa, co umozliwia zastosowanie do
ich opisu fizyki klasycznej. W skalach o dtugosci makroskopowej, przyjmujemy,
ze sa one statystycznie jednorodne. W materiatach tworzonych przez czlowieka
mikrostruktura moze by¢ modyfikowana w celu uzyskania pozadanych wtasnosci
materiatu kompozytowego. Liczne zastosowania tego typu materialéw wynikaja
z polaczenia wlasnosci poszczegdlnych sktadnikéw kompozytu. Mozna w szcze-
gblnosci dobraé¢ mikrostrukture tak, aby sprezysty material kompozytowy mial
ujemny wspolczynnik Poissona, por. [98]. Osnowa o takiej wlasnosci jest szcze-
gélnie korzystna w produkcji kompozytéw piezoelektrycznych, gdyz ujemny
wspotczynnik Poissona podnosi znacznie wydajno$é niektérych urzadzen pie-
zoelektrycznych, por. [99]. Mikrostruktura i jej wplyw na wielko$¢ sprzezenia
elektromechanicznego jest przedmiotem licznych badan naukowych zwiazanych
z wzrastajacym zainteresowaniem miniaturyzacja ukladéw (ang. MEMS — mi-
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croelectromechanical systems) iich wykorzystaniem w procesie wytwarzania ,in-
teligentnych” materialéw czy tez inteligentnych” konstrukeji, por. [118].

Modele materiatéw ztozonych, ktérych makroskopowe zachowanie jest wyni-
kiem hierarchicznej mikrostruktury, moga by¢ zastosowane do opisu struktur
biologicznych. Np. tkanka kostna i tkanki mieckkie, posiadaja skomplikowana
mikrostrukture hierarchiczna (por. Rozdz. 7.3). ,Projektowanie kompozytéw”,
gdzie mikrostruktura jest budowana w celu osiagniecia pozadanych wtasnosci,
bedzie z pewno$cia jedna z najszybciej i najowocniej rozwijajacych sie dyscyplin
teorii o$rodkéw ciagltych (por. Rozdz. 5).

2.2. Metody homogenizacji

Metody wariacyjne sa w mechanice znane od czaséw braci Bernoullich. Ogdlnie
mozna powiedzieé, ze sg to metody pozwalajace opisaé jakie$ zjawisko fizyczne
przy pomocy maksimum lub minimum odpowiedniego funkcjonatu, a doktadniej
przez poszukiwanie tzw. punktéw stacjonarnych, czyli krytycznych. Do nowo-
czesnych metod wariacyjnych nalezg metody tzw. teorii homogenizacji uzywane
w przedstawionej rozprawie.

Podwaliny pod teorie homogenizacji zostaly potozone w potowie lat 70-tych
ubiegtego wieku przez rosyjska, francuska i wloska szkole matematyki stosowa-
nej. Nalezy podkresli¢, ze pierwotne pojecia matematyczne, ktore leglty u pod-
staw tej teorii zawdzieczamy polskiemu matematykowi Kazimierzowi Kuratow-
skiemu (wprowadzil zbiezno$é ciagu nadzbioréw funkcji, tzw. e-zbieznosé, ktéra
w zastosowaniu do ciagéw funkcjonaléw nosi nazwe I'-zbieznosci). Homogeniza-
cja podaje spodoby przejscia z charakterystycznym rozmiarem niejednorodno-
$ci (malym parametrem) do zera. W przypadku osrodkéw ztozonych oznacza to
,rozmywanie” niejednorodnosci, czyli budowanie tzw. modeli makroskopowych.
Homogenizacja wyjaénia réwniez w jaki sposéb w modelach makroskopowych
uwzglednia¢ maly parametr, uwzgedniajaé efekt skali. Warto réwniez zaznaczy¢,
ze w literaturze istnieje wiele prac poSwieconych otrzymywaniu w rozmaity spo-
sob usrednionych charakterystyk wtasnosci materiatéw. Jedna z tych metod jest
nieasymptotyczna metoda, autorstwa Cz. Wozniaka, ktéra umozliwia opisanie
w prosty sposéb efektéw zwigzanych z wymiarem niejednorodnosci, zaréwno
w zagadnieniach statycznych jak i dynamicznych, por. np. [172] i literatura
cytowana w tej pracy. Metoda ta byla stosowana m.in. do opisu zagadnien
osrodkéw spekanych [173] i gradientowych [174].

W niniejszej rozprawie postugujemy sie metodami, ktére opisuja badane
zagadnienie w sposéb Scisty i korzestaja z pewnych dzialéw nowoczesnej ma-
tematyki stosowanej. Rownocze$nie metody te stanowia podstawe do analizy
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problemoéw inzynierskich dotyczacych materiatéw i konstrukeji o ztozonej struk-
turze , w szczegblnosci zagadnien optymalizacji tzw. materialéw gradientowych.
Bedziemy stosowali nastepujace metody homogenizacji: metode dwuskalowych
rozwinie¢ asymptotycznych, I'-zbieznosci oraz H-zbieznosci (G-zbieznosci).
I'-zbieznos$é jest rowniez stosowana w stochastycznej homogenizacji. Dlaczego
moéwimy o zbieznosci? Odpowiedz jest prosta: poszukiwanie wlasnosci efektyw-
nych osrodkéw ztozonych wigze sie z przejéciem z rozmiarem niejednorodnosci
(wspomnianym wyzej malym parametrem) do zera. Piémiennictwo w zakresie
zastosowan metod homogenizacji do analizy osrodkéw ztozonych jest juz bardzo
bogate, por. monografie [6, 101, 111, 132]. Rozwdj tych réznych metod ho-
mogenizacji wigze sie Scidle z rozwojem nowoczesnego rachunku wariacyjnego.
Warto jeszcze raz podkredli¢, ze to wtasnie metody homogenizacji pozwalaja
zrozumie¢ i nadaé precyzyjny sens pojeciu wlasnosci efektywnych oérodka
ztozonego. W polskim srodowisku naukowym pojawily sie w ostatnich latach
dwie rozprawy habilitacyjne, w ktérych wykorzystywano matematyczna teorie
homogenizacji do opisu zagadnien zwigzanych z zachowaniem sie o$rodkéw
porowatych wypelnionych ciecza [27, 106]. W rozprawie [27] postuzono sie
metodami homogenizacji stochastycznej, ktora bedzie réwniez stosowana w tej
pracy do opisu wtasnosci kompozytéw spekanych i termosprezystych, por.
Rozdz. 6. Cytowane monografie zawieraja obszerne bibliografie.

Metoda rozwinigé asymptotycznych umozliwita analize tzw. efektu warstwy
brzegowej (Rozdz. 3.8), a wiec precyzyjniejszego wyznaczania rozwiazan w oto-
czeniu brzegu, co ma istotny wplyw na zrozumienie odpowiedzi konstrukcji.
Pozwolita rowniez pokazaé¢ w jaki sposéb interpretowaé nielokalne zwigzki kon-
stytutywne (Rozdz. 2.8).

Metoda I'-zbieznosci w tej rozprawie zostala zastosowana do udowodnie-
nia twierdzen o postaci makroskopowej energii kompozytéw, a wiec w szcze-
gbélnosci do opisu ich wlasno$ci makroskopowych. W Rozdz. 3.1 podano po-
sta¢ zhomogenizowanej energii nieliniowego kompozytu piezoelektrycznego, a w
Rozdz. 3.2 posta¢ wlasnosci efektywnych liniowego kompozytu piezoelektrycz-
nego. W Rozdz. 6.2 podano efektywne zwiazki konstytutywne dla losowego
kompozytu termosprezystego. W Rozdz. 6.1 wyprowadzono wzory na energie
opisujaca nieliniowe zachowanie si¢ materialu sprezystego ostabionego mikrosz-
czelinami.

Zagadnienia optymalnego projektowania kompozytéw i konstrukeji stanowia
niezwykle interesujacy obiekt badan. W tym przypadku istotna jest odpowiedz
na trudne czesto pytanie, czy postawione zadanie posiada rozwiazanie. Jesz-
cze w latach 70-tych analizy czysto inzynierskie prowadzily do paradokséw, np.
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stwierdzenie, ze sprezysta plyta cienka o minimalnej podatnosci zawiera nie-
skonczenie cienkie pasma. Dopiero umiejetne zastosowania nowoczesnych metod
wariacyjnych (tzw. relaksacja odpowiedniego funkcjonatu) w powiazaniu z ho-
mogenizacja pozwolily zrozumieé, ze uktady optymalne sa czesto realizowane
przez skomplikowane mikrostruktury. W Swiecie przyrody ozywionej dobrym
tego przykladem jest tkanka kostna, ktérej architektura jest bardzo zlozona
i oczywidcie w pewnym sensie optymalnie dostosowana do obciazen fizjologicz-
nych (por. Rozdz. 5.3).

W niniejszej rozprawie pokazano, w jaki sposéb dzieki metodzie H-zbieznosci
mozna uzyska¢ sformutowanie zagadnienia relaksacji projektowania konstruk-
¢ji na minimum uogdlnionej podatnosci wykonanej z gradientowego materiatu
piezoelektrycznego.

Ponizej pokazemy metode dwuskalowych rozwinie¢ asymptotycznych i w ja-
ki sposéb przy uzyciu tzw. wyzszych wyrazdéw rozwiniecia mozna otrzymac
zwiazki konstytutywne stabo-nielokalnej teorii sprezystosci. Rozwazania oparto
o wyniki czesto cytowanej pracy [78].

2.3. Metoda asymptotyczna na przyktadzie kompozytéw
sprezystych

Metoda uéredniania prowadzaca do definicji statych efektywnych, stosowana
najczesciej w pracach aplikacyjnych, korzysta z definicji tzw. Reprezentatyw-
nego Elementu Objetosciowego — REO (ang. RVE — Representative Volume
Element). Element taki jest probka wycieta myslowo z niejednorodnego osrod-
ka o rozmiarze znacznie wiekszym, niz rozmiar niejednorodnosci, ale znacznie
mniejszym, niz rozmiar catego osrodka. Usrednianie objeto$ciowe po reprezen-
tacyjnym elemencie objetosciowym (REO) gradientéw pél (odksztalcen w spre-
zystosci i dodatkowo pola potencjatu elektrycznego w piezoelektrycznosci) oraz
pol strumieni (naprezen w sprezystosci i dodatkowo pola przesuniecia elektrycz-
nego w piezoelektrycznosci) prowadzi do definicji stalego tensora, zwanego ten-
sorem efektywnym. W piezoelektrycznosci otrzymujemy uklad tensoréw two-
rzacych macierz blokows.

Tensor efektywny przeksztalca srednie gradienty na Srednie strumienie, czyli
wyznacza efektywny zwiazek konstytutywny (naprezenie-odksztalcenie w spre-
zystosci i dodatkowo w sposéb sprzezony miedzy przesunieciem elektrycznym
i polem elektrycznym w piezoelektrycznosci). Przy zalozeniu przemieszczenio-
wych warunkéw brzegowych mozna pokazaé, ze energia wewnetrzna niejedno-
rodnego osrodka rowna jest energii wewnetrznej oérodka o wlasnoéciach efek-
tywnych.
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Aczkolwiek powyzsza definicja jest intuicyjnie oczywista, nie jest jasne czy
jest ona dostatecznie ogdlna. W szczegdlnodci efektywny tensor wlasnosci ma-
terialowych mozna uzalezni¢ od wyboru zrédet sit przyltozonych zaréwno we-
wnatrz ciata jak i na jego brzegu, od typu pozostalych warunkéw brzegowych,
a takze od rozmiaréw probki i jej ksztaltu. Matematyczna teoria homogenizacji
proponuje diametralnie inne podejscie. Zamiast rozpatrywac¢ jeden niejedno-
rodny oérodek z ustalong skalg niejednorodnosci, zagadnienie jest ,zanurzone”
w pewien ciag zagadnien samopodobnych o coraz mniejszych skalach niejedno-
rodnosci opisanych przez maly parametr €. Przeprowadza sie analize asympto-
tyczna gdy € — 0 i otrzymujemy tensor konstytutywny dla zagadnienia
granicznego. Tensor ten nazywany jest tensorem efektywnym lub zho-
mogenizowanym. To podejscie jest bardziej skomplikowane, ale jego zaleta
jest to, ze definicja tensora efektywnego jest jednoznaczna. Co wiecej, aprok-
symacja rzeczywistych mikroskopowo niejednorodnych wspétczynnikéw moze
by¢ uzasadniona poprzez analize jakoSciowa btedu przyblizenia. Sposéb w jaki
przechodzimy do granicy z zagadnieniem ,epsilonowym” wymaga przecyzyjne-
go jezyka matematycznego i bedzie zdefiniowany w dalszej czesci pracy poprzez
pojecia I'- i H-zbieznosci. Na poczatku zajmieny sie najstarsza techniksg uzywa-
na w metodzie homogenizacji, ktéra umozliwia znalezienie zwiazkéw pozwalaja-
cych wyznaczy¢ zhomogenizowany tensor efektywny, a mianowicie tzw. metoda
dwuskalowych rozwinie¢ asymptotycznych. Metoda ta jest heurystyczna, ale
poprawnos¢ uzyskanych przy jej zastosowaniu wynikéw zostata udowodniona
innymi metodami homogenizacji. Metoda ta umozliwi otrzymanie nielokalnych
zwiazkéw konstytutywnych naprezenie — odksztatcenie dla sprezystych kompo-
zytow mikroperiodycznych.

W teorii homogenizacji o$rodkéw niejednorodnych z periodycznie roztozo-
nymi w przestrzeni wlasnosciami liniowo sprezystymi wprowadza sie liniowy
operator rézniczkowy

Li(z) = —V, - () - Vi, (2.1)

w kazdym punkcie przestrzeni € R", n = 1,2 lub 3. Operator V,, jest odnie-
siony do wspélrzednych x7, j = 1, 2, 3, zas kropka ,,-” oznacza proste nasuniecie.
Roéwnanie (2.1) w zapisie indeksowym ma postaé

jk}(x) - j Cukl(m) . ( : )
Wielkos$¢ € jest zmienng bezwymiarowa, zwang malym parametrem. Maly para-

metr jest wyznaczony przez stosunek mikrodtugosci (skali komorki periodyczno-
$ci np. dlugosci boku sze$cianu dla szesciennej struktury komérki periodycznej)
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do makrodltugosci (charakterystycznego wymiaru ciata lub zagadnienia). Tensor
czwartego rzedu c°(x) jest tensorem moduléw sprezystosci w punkcie x i zale-
zy od € w sposob szczegblny. Zakladamy mianowicie, ze c®(x) = c(x/¢) i c(y)
jest pewng funkcja periodyczng. Ograniczymy sie do jednorodnych warunkéw
Dirichleta tj. zalozymy, ze przemieszczenie u®(x) = 0 na brzegu 9V obszaru V
zajetego przez cialo. Réwnania réwnowagi maja postac

Li(x) -uf(x) = ff(x) w V,
u(x) = 0 na JV,

(2.3)

gdzie f°(x) jest objetosciowa gestoscia sit zewnetrznych. Oczywiscie to zagad-
nienie ma dwa aspekty: mikro i makro, gdzie mikroskala charakteryzuje sie pe-
riodycznosciag pol, a makroskala dotyczy calego, globalnego zachowania sie cia-
ta. Jak zobaczymy, mozna mniej lub bardziej precyzyjnie oddzieli¢ zagadnienie
mikroskopowe tj. periodyczne od makroskopowego, w ogdlnosci nieperiodycz-
nego. Postgpimy klasycznie, tak jak w innych pracach z teorii homogenizacji,
np. [20, 144, 143], wprowadzajac oprécz zmiennej makroskopowej & zmienna
mikroskopowa y = x/e. W formaliZzmie homogenizacji te dwie zmienne traktu-
jemy jak zmienne niezalezne, x okresla polozenie makroskopowe za$ y zmien-
ng wewnetrzng w komorce periodycznosci. Jesli funkcja zalezy od zmiennej y
to jest ona z zalozenia funkcja periodyczng tej zmiennej. W celu rozwiazania
zagadnienia poszukujemy przemieszczenia w postaci dwuskalowych rozwinieé
asymptotycznych

ue(x) = ug(x,y) + cuy(x,y) + 2ug(x,y) +... . (2.4)
Wstawiajac (2.4) w (2.3) z (2.1) i wykorzystujac transformacje

1
Vz — Vi + gVy : (2.5)

ktéra jest konsekwencja faktu, ze y* = x'/e, otrzymujemy formalne rozwiniecie
operatora L (x)

Lé(x) — L(z,y) = ¢ °Li(y) + ¢ 'La(x,y) + La(x,y), (2.6)

gdzie

Il
|
<
(¢]
—~
<
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Operator V,, jest odniesiony do ukladu wspoétrzednych w komoérce periodycz-
noéci. L(x,y) dziala na funkcje u(x,y). Zauwazmy, ze tensor materialowy c
nie zalezy explicite od zmiennej x, poniewaz ograniczamy sie do struktur mi-
kroperiodycznych makroskopowo jednorodnych. Ponadto, operator L zalezy
tylko od zmiennej mikroskopowej y, i jest operatorem dzialajacym na funkcje
periodyczne tej zmiennej. Gdy (2.4) wstawimy do (2.7) otrzymujemy hierarchie
rownan przy odpowiednich potegach e:

L1 g = O, (28)
Li-u; = —Ls - u, (2.9)
L -uw = —Lg-ul—Lg-UQ—l—fo, (210)
L1-U3:—L2-u2—L3-u1, (2.11)
L1 Uy = —LQ -ug — L3 a2, ... , itd. (212)

W tym miejscu zatozymy, ze f¢(x) = fO(x), czyli, ze sily zewnetrzne zaleza
tylko od zmiennej @, a nie zaleza od €. Oznacza to, ze sily masowe zmieniaja
sie na skali makroskopowej i ich rozktad w ciele nie zalezy od procesu ,zagesz-
czania” mikrostruktury w procesie homogenizacji. Gdyby

fo(x) = () + ef (z,y) + 2% (x,y) + ..., (2.13)

to cztony f1, f2 pojawityby sie w réwnaniach (2.11), (2.12). Wptyw mikrostruk-
tury na rozktad sit masowych w réwnaniu 2.13 jest rzedu rozmiaréw mikro-
struktury. Réwnania (2.8), (2.9) itd. wraz z warunkami Dirichleta na brzegu oV
dla ug, up, us itd. wzgledem zmiennej makroskopowej @ sg réwnaniami podsta-
wowymi i beda dalej analizowane.

2.3.1. Procedura rozdzielania zagadnienia mikroskopowego
od makroskopowego

Latwo zauwazy¢, ze ug(x,y) jest funkcja tylko zmiennej makroskopowej x.
Funkcje te oznaczamy przez Gp(x). Niezalezno$é ug(x,y) od zmiennej mikro-
skopowej y wynika z jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia (2.8) w klasie
funkcji periodycznych (prawa strona w réwnaniu (2.8) jest réwna zeru). Roz-
wiazanie réwnania (2.9) przyjmuje sie w postaci:

wi(z,y) = X (y) - Vaio(x) + i (z), (2.14)

gdzie dwie kropki w poziomie oznaczaja podwdjne nasuniecie tensoréw. Po-
nizej, trzema i czterema kropkami bedziemy oznaczali odpowiednio potrdjne
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i poczwérne nasuniecie tensoréw. Trzeciego rzedu pole tensorowe Xi(y) musi
spelnia¢ réwnanie

Vy - c(y) -VyXi(y) = —Vy - c(y) = Ai(y), (2.15)

A (y) jest z zalozenia znana funkcja periodyczna. Z réwnania (2.15) wynika,
ze Xi(y) jest zdefiniowane z dokladnoscia do tensora, ktéry zalezy tylko od
zmiennej . Réwnanie (2.15) moze by¢ przepisane w postaci:

Vy - Co(y) =0, Co(y) =c(y) -VyXi(y) +c(y). (2.16)

Réwnanie (2.15) oznacza, ze X;(y) jest rozwiazaniem zagadnienia czysto pe-
riodycznego tzw. zagadnienia na komdrce, ale 4;(x) nie moze by¢ wyznaczone
z (2.8) i (2.9). Aby wyznaczy¢ 0 (x) musimy wzia¢ pod uwage (2.11). Zanim
przejdziemy do analizy réwnania (2.10) zauwazmy, ze wszystkie réwnania w hie-
rarchii (2.8)-(2.12), itd.) sa w postaci L -v = p.s. (p.s. — prawa strona), gdzie v
jest przyporzadkowane ug, uj, us, itd. Warunkiem koniecznym i dostatecznym
jednoznacznoéci rozwigzania w klasie funkcji periodycznych jest, aby

% /(p.s.) dy =0, (2.17)
Y

gdzie Y — oznacza komérke periodycznosci, za$ |Y| jej objetosé. Podstawiajac
warunek (2.17) do (2.10), gdzie u; jest w postaci (2.14), otrzymujemy

37/ (92 Coly) - uia(e) + ()] dy = . (219
Y
Stad mamy
V. - Co - Vatig(x) + fo(x) = 0, (2.19)
Cy= ﬁ /Co(y) dy, (2.20)
Y

gdzie nadkreslenie bedzie w tym rozdziale oznaczac¢ uérednienie po komérce pe-
riodycznoéci. Tak wiec, gdy tylko obliczymy Xi(y) otrzymujemy tzw. zhomo-
genizowane moduly spreiyste tworzace tensor czwartego rzedu Cg. Tensor ten
definiuje wlasnosci makroskopowe kompozytu. Znajomosé tensora Cy umozliwia
znalezienie zhomogenizowanego pola przemieszczen g(x) poprzez rozwiazanie
zagadnienia brzegowego (2.19). Pole to jest aproksymacja rzeczywistego pola
przemieszczen pojawiajacego sie w ciele mikroniejednorodnym. Znalezienie Cy
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nie wymaga wyjscia poza réwnanie (2.10). Wykorzystujac te wyniki dochodzi-
my do sformutowania nastepujacego zalozenia:

w(x,y) = Xi(y) - Vi () + Xa(y) - Vzio(x) Vg + Go(x). (2.21)

W tym wzorze i ponizej, V, stojace po prawej stronie funkcji dziata na nia
prawostronnie. Zapis taki umozliwia jasne przejscie do zapisu indeksowego:

u(x,y) = X{* () Vidk (@) + XM (y) VIl (2) VE + ) ().

Roéwnanie, z ktérego mozna otrzymaé tensor czwartego rzedu Xs(y), otrzymu-
jemy podstawiajac zalozenie (2.21) do (2.10), a mianowicie

Vy - c(y) ~VyXa(y) = —Vy - c(y) - Xi(y) + Co — Co(y) = Az(y). (2.22)
Przez analogie do (2.16), réwnanie to moze by¢ zapisane w postaci

Vy-Ci(y) = Co— Co(y), Ci(y) =c(y)-Xi(y) +c(y) -V, Xa(y). (2.23)

Zauwazmy, ze X5 jako funkcja y jest zdefiniowane jednoznacznie z doktadnoécia
do tensora bedacego funkcja x, gdyz érednia po komoérce z prawej strony réw-
nania (2.23) znika. Poniewaz prawa strona réwnania (2.22) jest znana, mozemy
znalezé¢ Xo(y). Teraz znamy nie tylko Ci(y), ale takze us(x,y), z wyjatkiem
4 (x) 1 Ga(x). Aby znalezé i (x) rozwazamy réwnanie (2.11), natomiast Go(x)
bedzie wyznaczone z (2.12). Poniewaz wyznaczanie wyzszych czlonéw w rozwi-
nieciu asymptotycznym nie jest przedstawiane w innych pracach, ponizej poka-
zemy odpowiednia droge postepowania. Wykorzystujac réwnania (2.8) — (2.11)
oraz przyjeta postaé¢ rozwiazan dla uy(x,y) i us(x,y) dana wzorami (2.14)
i(2.21), otrzymujemy zwiazek

% / [Co(y) -+ Vatio(@) Ve + C1(y) =+ Vallo(2) Vo Va] dy =0, (2:24)
Y

ktoére jest rownowazne réwnaniu:

Prawa strona powyzszego réwnania po rozwiazaniu (2.19) jest znana, a wiec
G4 (x) moze by¢ wyznaczone z réwnania (2.25) z warunkiem brzegowym
u; = 0 na brzegu ciata 0V. Teraz widaé jasno jak postepowaé przy wyzna-
czaniu dalszych wyrazéw rozwiniecia.



12 Rozdziat 2. Wprowadzenie

2.3.2. Nielokalne makroskopowe zwigzki konstytutywne
naprezenie-odksztatcenie

Wstawiamy ug(x,y), us (z,y) etc. w (2.4). W rezultacie mamy:
u(z,y) = do(z) +
+e [y () + Xy (y) - Voo ()] +
+€2 [1’12(:13) + Xl(y Vxﬁl :II) + Xg(y) Vwﬁo(w)Vm] + (2.26)

ro
(2.27)
lub inaczej
u(z,y) = G(z) + Xy (y) - Vei(z) + 2 Xo(y) - Vei(2) Ve +...,  (2.28)
gdzie
U(x) = to(x) + ety (x) + 2o (x) + ... . (2.29)

Poniewaz tensory X(y) sa symetryczne wzgledem dwdch ostatnich indek-
séw (por. definicja (2.15)), mozemy zastapi¢ wszystkie gradienty V0 przez
odksztalcenia, powiedzmy é(x). Uzywajac relacji (2.5) wyznaczamy odksztal-
cenia zalezne od przemieszczen u(x,y) jako:

o(w.y) = &) + VX (1) -6(@) 4 OV Koly) - 6@ Vet
+ VX (y) -6(2) + eV, Xa(y) - &(@) Vi + ... ],

gdzie symbol ,sym” oznacza symetryzacje. Srednie po komérce tensoréw X

wybierzemy réwne zeru, korzystajac z faktu, ze tensory te byly okreslone z do-

ktadnoscia do tensoréw niezaleznych od y. Poniewaz operacja rézniczkowania

wxgledem « i uSredniania po komorce komutuja, wiec Srednie z gradientéw

wszystkich X’éw znikaja. Stad otrzymujemy

2

é(x) = e(w,y) =¢(x), (2.31)

Naprezenia otrzymujemy poprzez nasuniecie tensora c(y) na odksztalcenia dane
wzorem(2.30):

o(z,y) = c(y) -e(x) +c(y) -V X; -&(x) +
+e[c(y)X1(y) - e(x)Vz + c(y) X1 (y) VyXa(y) - &(z) Vz] +
+..., (2.32)



2.3. Metoda asymptotyczna na przykladzie kompozytéw sprezystych 13

lub inaczej

o(x,y) = Co(y) -&(x) + eCi(y) - (@) Vy + *Ca(y) -&(x) Vo Vi +
+... (2.33)

Wszystkie cztony w powyzszym wyrazeniu sg jawnie zalezne od @ lub y. W wie-
lu zastosowaniach istotne sa nie tylko mikroskopowe fluktuacje naprezen i od-
ksztalcen zwiazane z Cg(y), ale zmiany $rednich pél. Jesli usrednimy (2.33)
otrzymujemy makroskopowa relacje naprezenie-odksztalcenie w postaci

&(x) = Cp-&(x) +cC - 8(x)Vy +°Co 8(x) Vi Vi + ... . (2.34)
Podsumujemy powyzsze wyniki uzywajac notacji symbolicznej (uproszczone;):
e=Axe, (2.35)

gdzie A jast operatorem tensorowym (4 rzedu) zwanym operatorem koncentra-
cji odksztalcen, por. [71]. Nasuwajac na tensor e tensor c¢ i biorac $rednie po
komorce otrzymujemy

g=c-Axe=C¥ g (2.36)

w.n.l.

gdzie Czjﬁ_cn.l. jest efektywnym (4 rzedu) operatorem opisujacym makroskopowe
sprezyste zachowanie sie materiatu, symbol w.n.l. oznacza ,stabo-nielokalny”
(ang. weakly non-local). Oznaczenie to podkresla fakt, ze w relacji konstytutyw-
nej pojawiaja sie gradienty odksztalcenia wyzszych rzedéw. Taka klasyfikacje
modeli nielokalnej teorii sprezystosci mozna znalezé w pracach D. Roguli i B.
Gairoli, por. [138] i literature tam cytowana.

Modele stabo nielokalne ograniczone do pierwszego gradientu odksztalce-
nia w réwnaniu konstytutywnym naprezenie-odksztalcenie znane sa jako mo-
dele gradientowe sprezystosci. W pracy [46] uzywajac uogdlnionej metody I'-
zbieznosci analizowano makroskopowe zachowanie sie kompozytéw o witasno-
Sciach opisanych stalymi ,wyzszego rzedu” (modele gradientowe).

W trzech nastepnych rozdziatach oméwimy wyniki dotyczace homogenizacji
kompozytéw piezoelektrycznych. Podstawowe zwiazki piezoelektrycznosci zo-
stana podane w Dodatku D.1.






Rozdziat 3

Efektywne wtasnosci kompozytow
piezoelektrycznych

Piezoelektryczne materialy w silnych polach elektrycznych wykazuja nielinio-
wa zalezno$¢ od pola elektrycznego. Tiersten [168] zaproponowal modelowa-
nie tego zjawiska poprzez uwzglednienie wyzszego rzedu czlonéw wzgledem pol
elektrycznych E w wyrazeniu na energie. Postaé elektrycznej entalpii, zapropo-
nowana przez tego autora, zawierata cztony trzeciego rzedu w E, a wiec ental-
pia H(e,E) nie byta funkcja wklesta wzgledem pola E. Ponizej sformultujemy
i udowodnimy twierdzenie o homogenizacji przy zatozeniu wypuklosci ener-
gii wewnetrznej U(e, D), ktéra jest definiowana tutaj jako czastkowo wklesle
sprzezona do entalpii H. Zalozenie to jest istotne w dowodach sformutowanych
ponizej twierdzen i lematéw. Rozwazania oparte sa o wyniki pracy [161].

W tym rozdziale e oznacza tensor odksztalcenia, zas D wektor indukcji elek-
trycznej (inaczej przesuniecia elektrycznego), por. Dodatek. Uzywajac metody
I’-zbieznosci otrzymamy ogdélna posta¢ makroskopowego potencjatu czyli efek-
tywng energie wewnetrzng. Twierdzenie to w szczegdlnosci obejmuje liniowsg
teorie piezoelektrycznosci. Jego dowdd stanowi uzasadnienie formul opisuja-
cych efektywne (zhomogenizowane) zwiazki konstytutywne wyprowadzone me-
toda asymptotycznej homogenizacji w sposob analogiczny do wyprowadzenia
formutl na efektywny tensor materialowy podanych w Rozdz. 2.3 dla liniowej
sprezystosci. W przypadku nieliniowego kompozytu o strukturze warstwowej
mozna podaé jawna posta¢ efektywnych potencjatow. W pozostatych przypad-
kach nalezy poszukiwaé ograniczen na te potencjalty. Postepowanie takie moze
byé¢ uogdélnieniem metod poszukiwania ograniczen podanych w pracy Talbota
i Willisa [154] dla zagadnienia nieliniowe]j sprezystosci.

Rozszerzymy takze twierdzenie o homogenizacji jednorodnych makroskopo-
wo kompozytéw piezoelektrycznych na przypadek makroskopowo niejednorod-
nych kompozytéw. Pokazemy rowniez jak zredukowaé zagadnienie poszukiwa-
nia efektywnych potencjaléw do potencjalu opisujacego liniowe materiaty pie-
zoelektryczne. Nastepnie, korzystajac z metod wariacyjnych, wyprowadzimy
formuty na ograniczenia efektywnych tensoréw dwuskladnikowego kompozytu
piezoelektrycznego, w przypadku gdy dane o mikrostrukturze ograniczone sg

15
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do wyspecyfikowania wlasnosci sktadnikéw oraz ich udziatéw objetosciowych
w kompozycie. Na zakonczenie rozdzialu podamy sposéb wyznaczenia efektu
warstwy brzegowej dla piezoelektrycznego kompozytu warstwowego, stosujac
metode formalnych rozwinieé asymptotycznych.

3.1. Homogenizacja fizycznie nieliniowych kompozytéw
piezoelektrycznych

Przejdziemy do Scistego sformulowania zagadnienia homogenizacji fizycznie
nieliniowych kompozytéw piezoelektrycznych.

Niech V' C R? bedzie ograniczonym, dostatecznie regularnym obszarem ta-
kim, ze jego domkniecie V jest zajete przez piezoelektryczny kompozyt w stanie
nieodksztalconym (naturalnym). Oznaczmy przez v = OV brzeg obszaru V. Za-
16zmy, ze energia wewnetrzna

U=U(y,e,D), yey

jest funkcjg periodyczng zmiennej y, dla y € Y, gdzie Y jest komorka elemen-
tarna.

Zdefiniujemy funkcje energii wewnetrznej dla €Y -periodycznego kompozytu
przez

T

Us(x,e,D) = U(g,e,D), (3.1)

gdzie x € V, e € E2 i D € R3; E? oznacza przestrzen symetrycznych macierzy
3 x 3. W ogélnym przypadku réwania konstytutywne dane sa poprzez:

_U gl (3.2)

77 De oD’

gdzie o oznacza tensor naprezenia, a E wektor pola elektrycznego. Przyjmiemy
nastepujace zalozenie.

Zalozenie (A): Funkcja U : (y,€,p) € R3 x E2 x R? — U(y,€,p) € R jest
mierzalna i Y-periodyczna wzgledem y, wypukta wzgledem (e, D) i taka, ze

Jer > >0, collel’ +|pl") <Uly, € p) <cllel’ + o), (3.3)

dla kazdego (y,€,p). Tutajp > 1iq> 1.
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Zalozenie (A) bedzie dalej ostabione w przypadku opisu makroskopowo nie-
jednorodnych mikroperiodycznych kompozytow.

Jako szczegdlny przypadek energii wewnetrznej rozwazmy nastepujaca po-
staé:

T x x

U(gaeaD) :Ul(g’eaD)+U2(g’e’D)’ (34)
gdzie U1(%,e,D) jest dodatnio okreslong forma kwadratowa zmiennych e i D,
typowa dla liniowych kompozytéw piezoelektrycznych, patrz Dodatek (D.4).
Funkcja Uz(%,e,D) zawiera cztony wyzszego rzedu niz kwadratowe. Prostym
przyktadem jest funkcja

Us(y.e,D) = Dly, D) = byu(y) DiD;DeDs, y =", (35)
gdzie b jest symetrycznym tensorem, a jego sktadowe sg funkcjami Scisle ograni-
czonymi, czyli b;ji € L*(Y). L*>(Y') oznacza przestrzen funkcji periodycznych
istotnie ograniczonych. Ponizsze rozwazania ograniczymy do matych deformacji
sprezystych e. Skoniczone deformacje nalezy opisywaé¢ niewypuktymi funkcjami
energii wewnetrznej.

Sformutujemy zasade minimum energii wewnetrznej. Zatozymy nastepujace
warunki brzegowe na pole przemieszczen, sktadowa normalna (do brzegu v ob-
szaru zajetego przez cialo) tensora naprezenia, potencjal elektryczny i skladowa
normalna indukcji elektryczne;j:

u=0 na ", oijnj = X; na i, (3.6)

@ =0 na"s, Din; =0 na~s, (3.7)

gdzie ¥; sa skladowymi sil zewnetrznych, v = F, U7, v N1 = 0
Y=, U753, 2N~y = 0 oraz n = (n;) jest jednostkowym wektorem nor-
malnym do v; oczywiscie () oznacza zbior pusty. Dla ustalonego ¢ > 0 potozymy

F.(u,D) = /Us(a:,e(u), D) dz — L(u,D), (3.8)
1%
gdzie
L(u,D) = /bl-ul- dx +/Eiui dy — /gooDmZ- dry, (3.9)
\% Y1 Y2
oraz

e W(Vino) = {v=(ui) | i € WH(V),v = 0nanof.
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D e W(div;V,v3) =
={D = (D;)| D; € LY(V),divD € LY(V),divD=0w V,D -n=0na 73}.

Przestrzenie LP(V), W%P(V) sa odpowiednio, przestrzeniami funkcji catko-
walnych z p-ta potega oraz catkowalnych az do i-tej pochodnej z p-ta potega.

Zagadnienie réwnowagi fizycznie nieliniowych kompozytow piezoelektrycz-
nych o e-Y periodycznej mikrostrukturze mozna sformutowaé jako nastepujace
zagadnienie minimalizacji

(P:) F.(u®,D°) =inf {F.(u,D) |[ue W(V,v), D e W(div;V,~3)}.

Zalozenie (A) implikuje istnienie jednoznacznego rozwiazania (u®, D) €
W(V,70) x W(div;V,~3) zagadnienia (P;).

3.1.1. TI'-zbieznosé

Wprowadzenie w teorie I'-zbiezno$ci mozna znalezé w pracach Attoucha [11]
i Dal Maso [54]. Attouch [11] uzywa okreSlenia epi-zbieznosci, ktére jest
szczegdlnym przypadkiem I'-zbieznosci. W rozwazanych ponizej przypadkach
pojecia te pokrywaja sie.

Ponizej przytoczona Definicja 3.1, wlasnosci I'-zbieznosci (i)-(iv) oraz
Twierdzenie 3.1, zaczerpniete z pracy [54], postuza do udowodnienia gléwnego
twierdzenia o homogenizacji kompozytéw piezoelektrycznych (Twierdzenie 3.2).

Definicja 3.1. Niech (X,7) bedzie metryzowalna przestrzenia topologiczna,
i niech {G.}.>0 bedzie ciggiem funkcjonatéw z X w R, gdzie R oznacza rozsze-
rzong przestrzen liczb rzeczywistych.

(a) I'(7)- liminf, oznaczany takze przez G, jest funkcjonatem na X zdefiniowa-
nym nastepujaco

Gi(u) = F(T)—lignjglf Ge(u) = min liminf Ge(ug).

{usl)u} e—0

(b) T'(7)-limsup, oznaczany takze przez Gs, jest funkcjonatem na X zdefinio-
wanym nastepujaco

Gs(u) =T'(7)-limsup Ge(u) = min limsup G¢(u.).

e—0 {’u,6 l)u} e—0
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(c) Méwimy, ze ciag {G:}.>0 jest I'(7)-zbiezny jezeli G; = G,; wtedy mozemy
zapisaé

G =T(7)-lim G..

e—0

Wtasnosci ['-zbiezno$ci

Nieh G. : (X,7) — R bedzie ciagiem funkcjonaléw I'(7)-zbieznych i niech
G= F(T)—ii_}r% G.. Wtedy:

(i) Funkcjonaly G; i G4 sa T-pdlciagle dolnie (7-l.s.c.).

(ii) Jezeli funkcjonaly G. sa wypukle, wtedy G5 = I'(7)-limsup G; jest takze
pewnym funkcjonalem wypuklym. Co wiecej, F(T)—granicae_éo = F(T)—;ii% G.
jest T-domknietym (7-l.s.c) funkcjonalem wypuklym.

(iii) Jezeli ® : X — R jest 7-ciaglym funkcjonatem, zwanym funkcjonalem
perturbacyjnym, wtedy

I'(7)- liI%(GE + @) =T'(1)- lir% Ge+P=G+ .
E— Eg—
(iv)
V{u. 5 u}, G(u) < limi(r)lf Ge(ue), u € X;
e—
G(u) =T(1)- lir% G-(u) & Yue X Ju. > u takie, ze

E—

G(u) > limsup Ge(ue).
e—0

Prawdziwe jest rowniez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 Niech G = F(T)—lir% Ge, i zaldZmy, Ze istnieje T-wzglednie
e—

zwarty podzbor Xg C X taki, Ze i)I(lf G, = igl(f G. (Ve > 0). Wtedy i%fG =
0

lin%(i%f Ge¢). Ponadto, jezeli {u:}e>o jest takie, Ze Go(ug) — igl(f G. _, 0, wtedy

e—s e—0

T-punkt skupienia ciggu {uc : € — 0} minimalizuje G na X.

W rozwazanym przypadku, proces homogenizacji zagadnienia (P:), polega

na znalezieniu granicznego funkcjonatu Fj, (funkcjonatlu zhomogenizowanego)
ciagu funkcjonaléw F. danych przez (3.8), dokladniej poszukujemy

I(r)-lim . = Fy, (3.10)
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gdzie topologia 7 = ((s — LP(V)3) x (w — LY(V)3)), LP(V)? = [LP(V)]?, za$
s — LP(V)3(w — L9(V)3) oznacza silng topologie w przestrzeni LP(V)3 (staba
w L9(V)3). Zaktadamy, ze funkcjonal obciazen L dany przez (3.9) jest ciagly
w topologii 7 = (s — LP(V)3) x (w— L4(V)3). W tym celu wystarczy zalozyé, ze
be LV (V)3 2 e LP ()3 i € Wl_q_l”q/(’yg), gdzie %—i—% = 1 oraz %—1—1% =1.
W szczegdlnym przypadku, mozliwe jest przyjecie zatozenia o ciaglodci pg na
~9 oraz znikanie potencjalu na dvs. Wtedy L peki role funkckjonalu pertur-
bacyjnego, por. wlasnosé (iii). Tak wiec, w celu znalezienia I'(7)-granicy (3.10)
wystarczy zbada¢ I'(7)-granice nastepujacego ciagu funkcjonaléw {J;}.~o da-
nego przez

J.(u,D) = /Us(a:,e(u),D) dz. (3.11)
|4

3.1.2. Gféwne twierdzenie o homogenizacji nieliniowych periodycznych
kompozytéw piezoelektrycznych

Twierdzenie 3.2 Przy zalozZeniu (3.3) z Rozdz. 3.1 cigg funkcjonalow {J: }e>o
jest T'(1)-zbiezny do funkcjonalu

Jh(w,D) = / Un(e(u), D) da, (3.12)
1%

gdzieuw € WiP(V)3, D € LY(V)? i

Unle, p) = (3.13)

- inf{% Y/ Uly,e*(v(y)) +e.d(y) + p) dylv € WYY, d € A (V).

W powyzszym twierdzeniu: € € E2, p € R3, eiyj (v) = % (g;l + ?)27) i
J v

WLP(v)? = {v € W'P(Y)? | v jest Y-periodyczne}, (3.14)

per

Aper(Y) = {d € LY(Y)*| divyd = 0w Y, (d) =0, d jesta-p.}, (3.15)

1
@ = ! d(y) dy.
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Uwaga. 3.1. Funkcja v € WI}e’{f (V)3 jest Y-periodyczna, jezeli §lady v sa réwne
na przeciwleglych $ciankach komoérki periodycznosci Y. Réwnosé sladéw ozna-
cza, ze wartosci sktadowych v; sa co najmniej réwne prawie wszedzie. Podobnie,
jezeli d € Ape,(Y), wtedy $lady d - N maja przeciwne znaki na przeciwlegltych
Sciankach Y, takie pola wektorowe nazywaja sie a-p. (antyperiodyczne). Tutaj

N oznacza jednostkowy wektor normalny skierowany na zewnatrz brzegu Y.

Wlasnosci granicznej energii Uy,

(i) Funkcja Uj, jest wypukla.

Ta oczywista wlasno$é wynika bezposrednio z wypuklosci funkcji U(y, -, -) i li-
niowosci operatora e¥(-), cf. [133].

(i) Jer > ¢f > 0 takie, ze

co(el’ + [pl?) < Un(e, p) < ci(lel” + |pl?),
dla kazdego € € E2, p € R3. Stala c; jest taka sama jak w (3.3).

Dowéd
Rzeczywiscie, z (3.3) 1 (3.13) otrzymamy

Un(e, p) < (U(y, € p) < cr(|el” +|p|*).

Podobnie, niech (v,d) € WaE(Y)? x Ape,(Y) bedzie minimizerem zagadnienia
minimalizacji (3.13). Taki minimizer jest jednoznaczny, gdyz (v) = 0. Biorac

pod uwage (3.3) otrzymamy

Un(e,p) = (U(y,e* (V) + €,d(y) + p) >

(3.16)
> (|e¥(V) + €’ + |d(y) + p|?) = co([e]” + [p]*).
Rzeczywiscie, z (3.3) wnioskujemy, ze
e +1p"17) SU*(y. €', p) < es(le|” + 1p7|7), (3.17)

gdzie c3 > co > 0 sg stalymi i € € E2, p* € R3. Jak zwykle zakladamy,
ze 119 +1% = 1, %—1—% = 1, por. [58]. Tutaj U* oznacza funkcje sprzezona
(tranformacja Fenchel’a) do U.

Zauwazmy, ze jezeli f < g, to g* < f* por. [133, 58]. Poniewaz
U*(y,€e*, p*) > 01 U*(y,0,0) = 0, mozemy wykorzysta¢ uwage 4.3, Rozdz. I,
w [58] i nieréwnos¢ (3.17) jest spelniona.
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Korzystajac ze wzoru na efektywny potencjal dualny (3.18) podanego w Le-
macie 3.1 ponizej, otrzymamy

Ui (€%, p") < (U*(y,€", %)) < es(|€" " + |p"|9).
Wiec
Un(e, p) > co(lel” +[pl?).

Zhomogenizowany potencjal dualny jest funkcja makroskopowych naprezen,
ktore sg dualne do odksztalcen, a wiec oznaczane przez €* oraz makroskopo-
wego pola elektrycznego, ktoére jest dualne do indukcji, a wiec oznaczane dalej
przez p*.

Uwaga 3.2. Dla p = ¢ = 2 dowdd nieréwnosci (3.16) mozna przeprowadzié
w inny spos6b, w ktérym stala ¢, wyznacza sie efektywnie. W tym przypadku
mamy

Un(e, p) > co(le?(¥) + € + [d(y) + p|?) =

C ~ - ~ ~
= ,70, [1e¥(9(y))? + 26 : () + [e + [d(y)[* + 2d(y) - p+ |p[?] dy >
Y
Co
W / (e + 1) dy = ch(le* + p]?).
Y

Q.

poniewaz (d(y)) =01 [ e¥(v(y)) dy = 0; tutaj c; = 5
Y

Aby udowodnié twierdzenie 3.2, sformutujemy dwa lematy.

Lemat 3.1. Makroskopowy potencjal dualny U} dany jest wzorem

Ui (€', p7) = it {(U*(y, t(y) + €, BY(€) + p)) |
(3.18)

t € Sper(Y), €Wt (V) },
gdzie U* jest funkcja sprzezona do U(y,-,-), €* € E2, p* € R? i
Sper(V) = {t € L¥(V,E3) | divyt =0 w Y, (t) =0, t-N jest a-p.}. (3.19)

Dowéd
Rozwazmy sprzezony potencjal zhomogenizowany:

Uy (€, p") =Sup{e* e+ p" - p—Unep)|ecES p€R3},
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stad

* * * 1 * *
Up(e*,p*) = sup 7/(6 re+p"-p)dy +
€cE3,peR3 ’ ’Y

VGWl’p(Yl)gl,dGAper(Y)Y/U(y’e (viy) +edy) +p) y} (3.20)

= sup %{! [(e": (e¥(v(y)) +€) +p" - (d(y) + p) —U(y,e’(v(y)) +¢,

d(y)+p)] dy | ve WH(Y)?, d € Aper(Y), e€E2 pe ]R3},

gdziele* :e¥(v)dy=01i(d(y)) =0.

Ostatnig relacje mozna zapisa¢ w postaci

Ui(e", p) = % G+ )" (€, "), (3.21)
gdzie
it y) = /U(y,t(y),v(y)) dy, (3.22)
Y
H o= (! (Wpb(V)*) ® ES) x (Aper(Y) B R?). (3.23)

Tensor €* oraz wektor p* sa stalymi funkcjami w przestrzeniach LP' (Y, E3)
i Lq/(Y)3, odpowiednio (wielkoSciami makroskopowymi). Stad mamy, patrz
[100]

(] + IH)* = j*DIHJ_, (324)
gdzie O oznacza inf-convolution:

0 _ . .
J O () = it () + T ()

I oznacza funkcje indykatorows zbioru H, czyli funkcje zbioru przyjmujaca
wartos¢ zero na zbiorze i nieskonczono$é¢ poza zbiorem. W tej definicji z, y, 2
sa elementami przestrzeni H-L.
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Funkcjonal sprzezony do j definiujemy jako:

JEY) = /U*(y,t*(y)ﬂ*(y)) dy,
Y

(v (Wie())) " 0 (ED*

HE =

X [(Aper (V)0 (R (3.25)
Mozemy okresli¢ nastepujace przestrzenie ortogonalne:

B = {r e /' (v, ED) | {r) =0},

(ey(Wl’p(Y)‘g))l: {TeLp/(y, E§)|/T(y) ceV(v)dy =0 Vv € Wl’p(Y)?’} —

per per
Y

= {r e LP (Y, E3)|div,T € LY (Y)?], divyr =0 w Y; 7- N jest a-p.},
(BN = {R e L7(V) | [ ¢+ dly) dy =0 Vd € 8yr (1)} =
Y

={pcL7(V)* | ¢ =E'(p), p e Wyl (V)}.
Stad

/d(y) EY() dy — /gp(div ,d) dy — / pdiN; ds =0 Vd € Apep(Y),
Y Y oYy

pod warunkiem, ze ¢ € Wple’f!,(Y). Tutaj EY(p) = —g—i.

Biorac pod uwage (3.24) i (3.25), wzér (3.21) przyjmie postaé

* * * 1 <%k * *
Uy (e 7P):m(3 Oly1) (€5, p) =
1

- infm{j*(tla’h) + Iyo (b2,72) | € =ty + b2,

p" = {1+ 72 ta € Sper(V), ¥ = B¥(00), w0 €Wpel (V), a=1,2} =

PR S GNP x '
= mfm {J (" —t,p" =) [t € Sper(Y), ¥ = E¥(p), ¢ € Wt (Y)} =

= inf {(U*(y,t + €, BY (@) + p*) | £ € Sper(V), 9 € Wl (V) },

poniewaz Sper(Y) i Wplczg/(Y) sg przestrzeniami liniowymi. Ten fakt zapewnia

definicja (3.18). To koniczy dowdd.
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Whiosek 3.1. Makroskopowa entalpia elektryczna Hy, (e, E) moze byé wyzna-
czona jako czastkowe wkleste sprzezenie energii Uy, patrz [157]

Hy(e,E) = inf {~E- D+ Uy(e,E) | D € R*}. (3.26)
Postepujac analogicznie jak w dowodzie relacji (3.18), otrzymamy ostatecznie

Hy(e,p)= inf  sup (H(y,e'(v) +EY(E) +p7),  (327)
VEWnr (V) cewet (v)

gdzie e € E2, p* € R3 i
H(y,e,E) =inf {~E-D+U(y,e,E) | D € R*} (3.28)
jest mikroskopows entalpia elektryczna. Jak juz wspomnieliSmy, asymp-

totyczna homogenizacja liniowych piezokompozytéw byla po raz pierwszy
przedstawioma w [157].

Lemat 3.2. Niech t € Sy, (Y), £ € WLY(Y), ¢ € D(V). Niech ograniczone

per

ciagi {u®}.n0 C WHP(V)3, {Df}.o0 € W(div,V) beda takie, ze

u® —u  silnie w LP(V)3,

D° ~ D stabow LY(V)3,

gdy € — 0. Wtedy

lim / w(w)tij(g)eij(ua(w)) dz = 0, (3.29)

Di(@)Ei(¢(T)) = Dil@)Bi((€)) w D(V) gdy < — 0. (3.30)

Tutaj D'(V) jest przestrzenia dystrybucji lub dualna do przestrzeni D(V).

Dowéd wzoru (3.29). Polézmy
x
R. = / bt (2 e (u () da.
J €

Catkujac przez czesci, otrzymamy

R == [ b5ty (2)ui(@) o~ [ @)t ()ui() da.
14

e
\%4
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Po przeskalowaniu y — £ mamy ai = zsa%i, w konsekwencji divyt =0 w Y

7

implikuje e( divt)(Z) = 0 lub (divt)(2) = 0'w V. Stad ti;;(2) — (ti;;(y)) = 0
w LY (V) stabo, gdy € — 0, dlatego lir% R. = 0, co konczy dowdd.
E—

Do dowodu (3.30) wykorzystamy nastepujacy rezultat Murat [113].

Whniosek 3.2. Niech ¢ i ¢/ spelniaja warunki
1

1
1<q7 q,<+OO, _+_,:17
qa (g

i niech V' bedzie ograniczonym lub nieograniczonym obszarem w RYV. Zdefiniu-
jemy nastepujace przestrzenie:

W(div,V) = {ue LI(V)" | divue LI(V)},
W(rot,V) = {ve L' (V)" | rotv e LV (V,EV)},
gdzie
ov;  Ov;

- 61‘j 89@-’

(rotv)ij 1<, <N,

a EVN jest przestrzenia macierzy N x N. W przestrzeniach W(div, V)
i W(rot, V) sa okreslone normy:

lullw(aiv,vy = lall Loy + [ divul[Lavy,
||VHW(rot,V) = HVHLq’(v)N + |l 1”OtV||L«;r’(v,1{<:N)-

Jezeli dwa ciagi {u,},cy C W(div,V), {vp}, ey € W(rot, V) spelniaja wa-
runki

u,, sa ograniczone w W (div,V), u, —~u stabow LI(V)V,
v, sa ograniczone w W(rot,V), v, —u slabow L7 (V)V,
to
u, vy, —u-v wD(V)gdyn— .
Dowéd wzoru (3.30). Zauwazmy, ze rotEY({) = 0, stad E({(;) €

W(rot, V). Korzystajac z wniosku (3.1), stwierdzamy, ze

Di@)Ei(§(2)) = Dil@Ei((€) =0 wD/(V) gdy e —0,
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poniewaz £(Z) — ({(y)) stabo w LY(V), patrz [52, 90]. Dowéd jest komp-
letny.

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia 3.2.

Dow6d Twierdzenia 3.2. Dowdéd w naturalny sposéb sktada sie z dwbch
czesci.
I. Najpierw pokazemy, ze

Ji = F(T)—limi(I]lf Je = Jp.
E—>

Przypomnijmy, ze 7 = w-(W1P(Q)3 x L1(2)?). Niech {u®, D}, C WP(Q)3 x
L4(Q)3 bedzie ograniczonym ciggiem takim, ze

u® —u  silniew LP(Q)3,
D —~ D stabow L4(Q)3,

jezeli e — 0.
Nalezy pokazac

limiélf J-(u®, D) > Jp(u,D) = /Uh(e(u),D) de =
E—
|4

(3.31)
= sup {/[0' :e(u) +D*-D —U;(o,D%)] d:c]aeLp/(V,Eg’), D*ELq,(V):S}.
1%
Krok I. Po pierwsze wezmy o oraz D* w nastepujacej postaci:
o(x) = Z XVK(.’L')O'K, o c E2,
Kek (3.32)
D*(z) = Y xv,(z)D*X, D*K ¢ R3,
Kek

gdzie funkcja charakterystyczna zbioru zdefiniowana jest jako

1 gdy =€ Vg,
0 gdy « ¢ Vgk.

XV (w) =

Tutaj {Vi}gex jest rodzing otwartych roztacznych zbioréw takich, ze

V= U Vk.
KeKk
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Dla 6 > 0 weZmiemy

VY = {x € Vi | dist (x,dVk) > 0} . (3.33)
Niech % € D(Vi) bedzie takie, ze 0 < ¢4 < 1143 =1 dlax € V2.

Niech (t%, %) € Sper(Y) x WLT(Y), K € K. Na mocy Lematu 3.2, biorac

per

pod uwage, ze U > 0, otrzymamy

. . I3 I3 . . T € 3
llgrilélfJe(u ,D%) > llgélf{/U(g,e(u ), D ) dx +
|4

-y / Q)Z)%(.’B)tfj-(%)@ij(ua)dx -3 / V3 (z) D5 (x)E; <80K<£))d1’} =
K

9
KVK

.. Ey €T
= > liminf / D3 (@)U (o) (;,e(ue),Da) dz,
K Vie

gdzie

U m(ox ) (U €.p) = U(y,€,p) — t5 : e = B(o") - p.
Nieréwno$é Fenchel’a zastosowana do [(e(uf), D?); (o, D*K)] daje:

Ulpr gy (o)) (Y- €, p7) = ol e(u®) +D*F.D - Ur By (o5 (Y, e(u®), D).
Stad

lim i(1;1f Jo(u®,D%) >

e—

. s [ K. «K X K 1K
>;}Chgi1(r]1f/wl( [o- ce(u®) + DD — U(tK7Ey(<pK))(y, o”,D )} dx.
Vi

Typowe przeksztalcenia prowadza do
Ua;K,Ey(¢K))(y,0K,D*K) =

sup {O'KZ e+DE . p— Ur mv(ox)) (Y, €, p) | € € E3 pec R3} =

= sup{ (0" + %) e + (D + BUGN)) p~ Uy, e.p)le € EL p e B | =

=U*(y, o™ +t%(y), D" + EY(p")).

Tak wiec mamy

(Ul mn(orcyy (9,07, D)) = (U*(y, 0 +£" (), DT 1BV (0" (1)) ). (3.34)
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Wiec
hmlan (u®, D) Z /wK ce(u) +
KE’CV
+DN.D — (U"y, 0" + " (y), D + E(p" ())]) } da.

Biorac supremum prawej strony ostatniej nieréwnoéci, gdy (t¥, ) przebiega
zbior Sper(Y) X WLe(Y), otrzymamy

per
lim inf J:(u®, D) >

5 [ o o)+ D7D — 5005 ) s,
KGKVK

poniewaz sup(— [) = —inf |[.
Przypomnijmy, ze U} jest dane wzorem (3.18), stad % > 0 i o(z), D*(x)
sa podane wzorem (3.32), dlatego

hmlan (u®, D) / > Vo (a ce(u(x)) + D*(x) - D(z)] de +
KeK
- [ ¥ @Ui(o@),D" (@) da.
v KeK
Nieréwnosé

0< Y v <1

Kek
implikuje nieré6wnosé

<Y vkl (), D*(z)) < Up(o(z), D (z)),

KeKk

poniewaz Uy > 0. Stad mamy

hmlan (u®, D) / Z Vo (x ce(u(xz)) + D*(x) - D(x)] dx +

KeK

/ Ui (o(z), D" (@) da.
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Przechodzimy teraz do granicy. Gdy 6 — 0 to Y. 9% () dazy do jednosci dla
KeK
prawie wszystkich (p.w.) & € Q i otrzymujemy
lim iglf J-(u®, D) >
E—
> [lo(@): e(u(a)) + D*(2) - D(a)] dz - [ Uj(o(@),D"(@)) da.
v 1%
Krok II. Dla kazdego o € L¥(V,E3) oraz D* € LY(V)? istnieja ciagi
{0} en C LY (VLE2) i {D*"}, oy © LY (V)? funkcji prostych takie, ze
o' —o w LV (V,E3) gdy n — oo,

D** - D* w LY(V)® gdy n— oo,

odpowiednio. Tutaj
o(@) = 30 iy, @ o e E,

D™ (x) = Y x3,, @DH™,  DEO R,
(n)

i 5n = %, diamVK(n) < (5n, V = U VK(n)
7 poprzedniego kroku wnioskujemy, ze
lim iglf Je(u®,D%) >
E—
> /[U”(:c) . e(u(z)) + D*(z) - D(z)] dz —/U,;*(a”(x),D*”(x)) dx.
1% v

Przejscie do granicy po prawej stronie ostatniej nieréwnosci, gdy n — oo pro-
wadzi ostatecznie do:

limi(r]lf Je(u®, D) > /[a’(:c) ce(u(x)) + D*(x) - D(x) — Uy, (o(x), D(x))] dz.
£—
v
I1. Pokazemy teraz, ze dla dowolnego (u, D) € W1P(V)3 x L4(V)3 istnieje ciag
{u®, D%} ., C WHP(Q)3 x L()? taki, ze
w—u w WY(V)? stabo,

D*—~D w Li(V)3 stabo,
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gdy e —» 01

Jp(u®, D) > limsup J.(uf, DF). (3.35)

e—0
Oczywiscie, zbiezno$é ciggu u® do u jest silna w LP(V)3.
Krok III. Przyjmijmy
ui(x) = €ijzj +a;, € B2 a; €R, (3.36)

za$ D jest pewnym elementem z R3 traktowanym jako stata funkcja z LI(V)3.
Nastepnie potézmy

u®(x) = u(z) + 5{’(§>’ (3.37)
D*(z) = D(x) + a(%)’

gdzie (v, d) jest rozwigzaniem zagadnienia lokalnego. Tak, wiec mamy
uw—u w LP(V)3 silnie,
D —~D w LYV)® stabo,

gdy € — 0.
Stosujac Tw. 1.5 z pracy Dacorogna [52], Rozdz. 2, otrzymujemy

lim Jy(u®, D%) = lim U[% €+ e(O)(%),D + d(%)] da =

Vv
~ [Wy.e +e"((y)). D + d(y)) do =
1%

:/Uh(e,D) dw:/Uh le(u(z)), D(z)] da,
Vv Vv

poniewaz u jest dane wzorem (3.36) i D € L9(V)? jest funkcja stata.

Krok IV. Niech u bedzie ciagla afiniczng funkcja jako element przestrzeni
WLP(V)3 oraz D funkcja prosta w przestrzeni L4(V)3:

u(z) = ez +af, z e Vg, (3.38)
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x) = ZXVK (z)DX, DX cR?, (3.39)
gdzie €X € IE3 a € R? i {Vi} e jest skoriczonym podzialem obszaru V na
wielo$ciany. Potézmy

V) ={x € Vi | dist (z,0Vk) > 8}, &>0.
Niech ¥9- € D(Vk) bedzie takie, ze 0 < 1% < 1i q,zgqvg = 1. Z kazdg rodzing
funkeji (v, d%) € WLE(Y)3 x A, (Y) zwiazane sa nastepujace ciagi:

u™d(x) = u(z) + ¢ Z w‘[s{(a})vK(§>, (3.40)
KeK

D= () )+ Y (= dK(;>. (3.41)
KeK

Jest oczywiste, ze

uwd—u w LP(V)? silnie,

D° -D w L9(V)® stabo,

gdy € — 0.
Przypominamy, ze dla Ny € N dostatecznie duzego mamy:

/‘VK(§ dr < N0/|v y)|P dy.
Vi

Wezmy 0 < t < 1. Poniewaz t9 + t(1 — %) 4+ (1 —t) = 1, wiec z wypukloéci
funkeji U(%, -, ) mamy

a”

J.(t 56tD66 Z/ —tsze +e(v )( ))+t(1—¢K)

Ky,
= (Ve (2)). e (D7 + % (2)) +
(1 — sz)DK +(1-1)0| da <

< ;{/ UE,eK +e(vK)<§),DK +dK(§)} dx + (3.42)

Vk

+(1 - t)

ter (| + DX /(1 — oyl da +
Vi

+cl(1—t)/ 1_75‘(%“1( )05(2))\’” dz).

Vi
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Przypominamy, ze U > 0
Niech teraz ¢ zbiega do zera. Wtedy otrzymamy

lim sup J; (tu56 tDE‘S < Z {|VK|< ( X +ey(VK(y)),DK +dK(y)> > +

e—0
ter (€N + DX ) /(1 o) da).
Vi
Nastepnie, niech ¢ — 1~ oraz § — 0. Ciag 3 ¢%-(x) zbiega do 1 prawie wszedzie,
gdy § — 0. Stad “
lim sup lim sup J. (tu°, tD*?%) <

§—0 e—0

Rl (3.43)
< Vil(U (9, € + ! (v(y)), DF +d" (1)) ).
K

W dalszej czesci dowodu wykorzystamy nastepujacy lemat (Attouch [11]).

Lemat 3.3. Niech {a4 5 | A € N, B € N} podwdjnie indeksowana rodzina w R
(ang. the extended reals). Wtedy istnieje odwzorowanie A — B(A), rosnace
do 400, takie, ze

limsupay pay < limsuplimsupaa g

A—oo B—oo A—oo

Na mocy tego lematu konstruujemy odwzorowanie ¢ — (t(g),d(¢))
z (t(g),0(g)) — (17,0) takie, ze po przyjeciu

u® = t(e)u?, D? = t(e)D?,
z (3.43) otrzymujemy

lim sup J:(u®, D) < Z|VK| ( e +eY(vE(y)), DX +dK(y))>. (3.44)
e—0

Biorac infimum prawej strony ostatniej nieréwnoéci, gdy (v, d”) przebiegaja

WLE(Y)3 X Aper(Y), otrzymujemy

per

Js(u,D) < limsup J.(u®, D) Z]VK\Uh DY) =
&0 (3.45)

/Uh ) dx = Jp(u, D),
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gdzie Jg oznacza I'(7)-limsup.J., gdzie tak jak poprzednio topologia
e—0

= (w-WH(V)3) x (w-L4(V)3). W szacowaniu (3.45) musieliémy wykorzy-
staé¢ fakt, ze

u® —u silnie w ~ LP(V)3,

D°° -~ D stabow L(V)3,
gdy € — 0.

Krok V. Wypuktoéé¢ funkcjonatu J. jest wlasnoscia niezmiennicza przejécia
granicznego I'-limit. Na mocy wlasnosci (ii) energii zhomogenizowanej Uj, mamy

Jw.D) < e [ (le(u@))” + @)/ da.
1%

gdzie u € WtP(V)3, D € L9(V)3. Poniewaz funkcjonat Js jest wypukly
i skonczony, jest wiec ciagly na przestrzeni W1P(V)3 x LI(V)3. Wykorzystujac
wtasnosci potencjatu shomogenizowanego Uj, stwierdzamy, ze Jp, jest réwniez
wypuklym i cigglym funkcjonalem na tej przestrzeni. Ze wzgledu na gesto$é
kawatkami afinicznych funkcji ciagltych w przestrzeni W1P(V) i kawatkami
stalych funkcji w L4(V'), por. [58], nieréwnos$¢ Js(u,D) < Jy(u, D) rozszerza
sie¢ na WLP(V)3 x LI(V)3, patrz [101, 156]. To kohczy dowdd.

Uwaga 3.3. Dowéd Tw. 3.2 jest réwniez stuszny dla u € WHP(V)3 z u = 0 na
v i D € W(div,V) spelniajacych divD = 0 w V. Dla prostoty przyjmijmy
v3 = ), wtedy o = OV. Nastepnie niech u bedzie zdefiniowane tak jak we
wzorze (3.38), z warunkiem u = 0 na g oraz

D (z) = D°(z) = D(z) + dK(§>, d = d.

Tutaj d jest elementem w Ape.(Y'). Poniewaz div,d(y) = 0w Y, wiec divd(%)
znika w V. Zamiast J.(tu®?,tD?) rozpatrzymy teraz J.(tus° D?).

Uwaga 3.4. Wykorzystujac zalozenie (A), nie jest trudno pokazaé, ze

inf {Jp(u,D) — L(u,D) | (u,D) € X} =
~ lim (inf {.(w, D) — L(u, D) | (u,D) € X}).
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gdzie

X = {(u,D) € WHP(V)? x W(div,V) | (3.46)

u:Ona'yO, DHZOW‘/, Dmizona'yg}.

Zauwazmy, ze dla liniowej piezoelektrycznosci ta uwaga oznacza, ze infima
sa osiagalne i mozna je wyznaczyé rozwigzujac réwnania Eulera zaréwno
dla funkcjonatu Jp(u,D) — L(u,D), jak i dla kazdego ¢ > 0 funkcjonalu
Je(u,D) — L(u,D) wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi okreslony-
mi przez definicje przestrzeni X . Znaczy to, ze ciag rozwiazan (u®, D) réwnan
Eulera jest zbiezny w odpowiedni sposéb do (u”, D"), ktéry z kolei jest roz-
wigzaniem ,zhomogenizowanego” uktadu réwnan. Ta definicja postuzy nam do
wprowadzenia pojecia H-zbieznosci w Rozdziale 5.

3.2. Homogenizacja liniowych kompozytéw piezoelektryczych
Rozpatrzmy szczegblny przypadek, gdy w (3.4) polozymy U; = 0. Wtedy

U(%,e.D) =03(%,e.D) = sea(%)e - Dh(Z)e + ;Dx(Z)D,

gdzie wspotezynniki tensorowe a(%), h(2), k(%) opisujace wlasnosci materia-
tlu piezoelektrycznego (por. Dodatek, wzér (D.2)) sa funkcjami periodycznymi
zmiennej y = Z o okresie Y. Ponizej nie bedziemy oznaczac operacji kontrakcji
pomiedzy tensorami.

Na mocy twierdzenia o homogenizacji otrzymujemy nastepujaca postaé ener-
gii makroskopowej (P1) (wzér (3.47)) dla kompozytu makroskopowo jednorod-
nego:

Utte.o) = nt{ g [ (Gle+ e (viatw)e+ e (vw) +
Y

—(d(y) + p)h(y)(e + e’ (v(y)) + %(d(y) + p)R(y)(d(y) + p)) dy |

v EWR(Y)?, d € Aper(Y)}. (3.47)

per

Poniewaz U; spelnia zalozenie (A), (wzér (3.3)), istnieje wiec €¥(v(y)),d(y)
— jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia poszukiwania kresu dolnego opisanego
wzorem (3.47). Spelnione sa nastepujace réwnania Eulera:

div [(a(y)(e +€'(v(y)) — h(y)(d(y) + p)] =0,
rot [h” (y)(e + ¥ (v(y)) + £(y)(d(y) + p)| = 0.
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Roéwnania te nalezy rozumieé¢ w stabym sensie. Korzystajac z Wniosku 3.1 o po-
staci zhomogenizowanej entalpii elektrycznej réwnowazny uktad réwnan Eulera
mozna zapisa¢ w postaci:

div [(c(y) (e + e/ (v(y)) — &(y) (E + E¥(4(y))]
div [(g(y) (e + e”(v(y)) + e(y) (E + EY(¢(y))] =

Poniewaz pola e oraz E nie zaleza od zmiennej y, wiec rozwigzania réwnan
(3.48) poszukujemy w postaci:

0,
(3.48)

eY e
=Vx :
EY E

gdzie Vx jest tensorem o budowie macierzy blokowej i strukturze tensora A
we wzorze (D.12) w Dodatku.

Na nieznane sktadowe tensora ,,blokowego” x otrzymujemy nastepujace row-
nania ,na komérce” Y, w zapisie indeksowym zgodnym z konwencja przyjeta
w Dodatku D.1:

(v4)
0 8Xﬁ 0
a_yi |iciaﬁk(y) ayk ] = _a_yicza'yj (y) (3-49)

Indeksy i, 7, k,l przebiegaja ciag wskaznikéow 1,2,3, za$ indeksy «, (3,7 ciag
wskaznikow 1,2, 3, 4.

State zhomogenizowane w tej notacji dla piezoelektrycznego kompozytu mi-
kroperiodycznego okreslone sa wzorem:

(B9

C?aﬂj = <C’iocﬁj> + <Cia'an>a (3.50)
n

gdzie jak zwykle (-) = ‘—;‘ [() dY.
Y

3.3. Uwagi o niejednorodnej homogenizacji

Z punktu widzenia homogenizacji, warunek koercytywnosci wystepujacy w (3.3)
moze by¢ istotnie ostabiony. Rzeczywiscie, niech teraz

U=U(z,y,6p): R3xR>xE3 xR> — [0, +00),
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bedzie funkcja mierzalng wzgledem x, Y-periodyczna wzgledem y, ciagta wzgle-
dem x i wypukla wzgledem € i p. Zakltadamy, ze ta funkcja spetnia nastepujace
warunki, por. [25-27]

(i) [U(z,y.€.p)=U(@"y,€ p)l <w(z—2'])(a(y) + Uz, y.€,p)),

(i) 0<U(z,y,€ p) <b(x)(aly) + e[’ +|pl?),
dla kazdego x € V, y € Y, p € R? i kazdego € € E2. Tutaj a € L} (R?) jest
pewna Y-periodyczng funkcja, w : RT — RT jest pewna rosnaca funkcja, cia-
gla w zerze i taka, ze w(0) = 0 oraz b: R® — R jest funkcja ciggly i nieujemna.
Zalozenie (ii) dopuszcza energie wewnetrzne, ktore nie sa $cisle wypukte. Ozna-
cza to, iz moze sie zdarzyé, ze U(x,y,e(u),D) = 0 mimo, ze albo e(u) albo
D nie znika. Zalezno$¢ U od zmiennej makroskopowej & oznacza, ze po homo-
genizacji efektywny potencjal U, zalezy od x (homogenizacja niejednorodna).
Rzeczywiscie, potencjal ten ma postaé:

. 1
Uh(xaeap) = mf{m/U(m,y,ey(v) + G,d(’y) + D) dy |
Y

(3.51)
vEWR(Y), d € Aper(V) }.

Makroskopowa zmienna x zmienia si¢ wolno w przestrzeni, podczas gdy lo-
kalna zmienna y charakteryzuje szybkie zmiany lokalne. Zauwazmy, ze dla mi-
kroperiodycznych kompozytéw, energia makroskopowa U w (3.51) nie zalezy
od zmiennej makroskopowej x € V. Zalozenie (i) jest wiec trywialnie spel-
nione. Wiec z (ii) wynika, ze mimo niekoercytywnosci zagadnienia I'-zbieznosé
prowadzi do tych samych rezultatéw, jak dla zagadnienia koercytywnego.

3.4. CQOgraniczenia na state efektywne dla liniowej
piezoelektrycznosci

Ponizsze rozwazania oparte sa na pracy [64]. W celu wyznaczenia efektywnych
wtasnosci kompozytu piezoelektrycznego nalezy rozwigzaé lokalne zagadnienie
periodyczne na komorce. Poza przypadkiem jednowymiarowym (mikrostruktu-
ra warstwowa) zagadnienia takie na ogdl sa rozwiazywane numerycznie. W tym
rozdziale podamy ograniczenia na efektywne stale piezokompozytu otrzymane
z zasad wariacyjnych. Nieréwnosci typu Thompsona i Dirichleta beda wykorzy-
stane do wyznaczenia ograniczen na sprezyste, piezoelektryczne i dielektryczne
wlasnosci kompozytu piezelektrycznego. Ponadto, dla dwufazowego kompozytu
poréownano wyniki otrzymane metoda Ritza z wyznaczonymi ograniczeniami.
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3.4.1. Ograniczenia typu Voigt'a-Reuss’a

Energia kompozytu (zhomogenizowana) (3.47) ma nastepujaca postaé

1
U (e Dh) 5@53“6”6“ hkz_] k.ew + KJ DhDh (352)
gdzie
o U o U, U
Y 8eh oer,’ Y 86% oD’ Y aDZhé?D;L

Zal6zmy, ze pola dopuszczalne w zagadnieniu minimalizacji (3.47) nie fluktuuja,
a wiec sa stale na komérce. Stad:

1

~lagm(y))elier — (huij(y)) Ditels + 1<“ij(y)>Dth?~ (3.53)

Ue", D") < 5

Analogicznie dla zagadnienia sprzezonego otrzymujemy:
1. - L.
U (0" B) < Sasgm(y))oiom — (i W) Eioiy + 5 (i () B Ej, - (3.54)

gdzie (-) oznacza Srednia po komérce periodycznosci. Dla funkcji wypuklych f
i g nieréwno$é f(x) < g(x) prowadzi do nieréwnosci f*(z*) > g*(z*). Wyko-
rzystujac ten fakt, po przeksztalceniach otrzymujemy

Dyell +— kDD (3.55)

1
h(h T4k v _h_h
Ut(e",D") > 2 Yijki€ijChl ~ kij

gdzie afjk_l 1 k;; skladowymi obiektéw odwrotnych (tj. tensora 4 rzedu i macie-

rzy) do obiektow A i K odpowiednio, gdzie

Aijra = {aigaa) = i) (F) ™ mn (i), (3.56)

Kij = (i) — (hirt) (@)™ Vet (hjmn) (3.57)
oraz

h;}jk = _(<hlmn>(<"%>_ )Zla’mn]k (358)
Nieréwnosci (3.53), (3.55) sa elementarnymi ograniczeniami na energie we-
wnetrzng komopozytu. Zakladajac w tych nieréwnosciach, ze D* = 0 lub
e’ = 0, otrzymujemy w szczegdlnosci nastepujace ograniczenia

v h.h h _ho_h h _h h w3
ajip€ijer < aimeizer < (aijri(y))ei;er, ve" € Eg, (3.59)
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kDI D} < & DD} < (rij(y))DID}, VD" € R, (3.60)

Nieréwnosci (3.59) i (3.60) sa réwnowazne dodatniej okreslonosci nastepuja-
cych form kwadratowych:

(ali — alw),  Cagu®)) — alin), (65 — 62, (ke(y)) — Kl5),  (3.61)

Przy pomocy tych nieréwnosci mozna wyprowadzi¢ elementarne ograniczenia
na diagonalne elementy macierzy Voigta. Maja one w postaé

afim < aliy < (aiju(y)), (3.62)
iy < iy < (ki (), (3.63)
gdzie

(ijkl) € {(1111), (2222), (3333), (1212), (1313), (2323)},
(3.64)

(i) € {(11),(22), (33)}.
Kazda nieréwnos¢ na efektywne wspélczynniki alhj g F%hj z indeksami poza zbio-
rem (3.64) zawiera co najmniej dwa elementy ze zbioru efektywnych wspétczyn-
Zhj z indeksami ze zbioru (3.64). Na przyklad dla a’ 53 nieréwnoéci,
ktére zawieraja allyy; oraz alls; maja posté:

. ’ h .
nikéw Qg 1 K

\a}f133 — (a133)| < \/(alﬁn - (a1111>)(a’§333 — (as333)), (3.65)

h
lati33 — aiiss| < \/(a?m — af111)(alz33 — a8ss3)- (3.66)
Dowolna nieréwnos¢ spetniona przez h’,;ij wynika bezposrednio z (3.53) i (3.55).
Zawsze zawiera ona conajmniej dwa elementy ze zbioru efektywnych wspot-

czynnikéw a?jkl i n?j z indeksami ze zbioru (3.64). Na przyklad nieréwnosci

spelnione przez h’flg i zawierajace a}fglg i k7, maja nastepujaca postac:

|hlf13 — D3| < \/(%313 - 011)313)(“5?1 — ki), (3.67)

IWfg — ()] </ (alisis — (aras)) (Kl — (k1)) (3.68)

W ten sposob otrzymane ograniczenia sa dosy¢ szerokie. Podstawiajac

ey =PuijDi, D' = Qinely (3.69)
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do (3.53) i(3.55) i optymalizujac otrzymane wyrazenie ze wzgledu na Py;; i Qspi,
otrzymamy ograniczenia na stale dielektryczne

(3.70)
S <K;ij> + (hzhkl - <hlkl>)((ah - <a>)71)klmn(h?mn - <hzmn>)7
oraz ograniczenia na stale sprezyste
ks + (hgu‘j = hynis) ((th - n”)_l)mn (Rl — hYy) < a?jkl <
(3.71)

<Aaiju) + (hnij = (hmig)) (6" = ()™ ) (hfigy = (Paukt))-

Dla indekséw ze zbioru (3.64) ograniczenia te sa wezsze od ograniczen Voigta-
Reussa (3.62), (3.63).

3.4.2. llustracja graficzna ograniczen

Rozpatrzymy periodyczny kompozyt widknisty, w ktérym osnowa i widkna sa
materiatlami jednorodymi, transwersalnie izotropowymi z osiami transwersalnej
izotropii zorientowanymi w kierunku witdkien. Dla uproszczenia sze$é sktado-
wych tensora odksztalcenia e i trzy skladowe indukcji elektrycznej D tworza
nastepujacy wektor:

F' = (e11, €22, €33, 2e93, 231, 2€19, D1, Dy, D3), (3.72)

gdzie gérny indeks ,[I” oznacza transpozycje. Gestos¢ energii swobodnej wlo-
kien i osnowy sa funkcjonatami kwadratowymi F, co oznacza ze sa okreslone
(1)

przez dwie symetryczne, dodatnio okre$lone macierze 9 x 9, a mianowicie A

(2

1A
(n) 1, O
U (F) = 5FT- A F, (3.73)
) 1., @
U (F)=-FT. A ‘F. (3.74)

2
Blokowy zapis stalych materialowych wiékna (material (1), w obliczeniach ce-
ramika PZT-7A) i osnowy (material (2), w obliczeniach epoksyd) ma postaé

(3.75)
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Wprowadzmy macierze:

AR CORC
A*=fi A +f2 A, (3.76)

m\ ! @\ 1)
A" = fi <A> + f2 <A> ; (3.77)

gdzie f; oznacza udzal objetosciowy witdkien, a fo = 1 — f; oznacza udzial
objetosciowy osnowy.

Nieréwnosci (3.53) i (3.55) sa réwnowazne nastepujacym:
A" < Al < A° (3.78)

gdzie A" oznacza macierz efektywna. Nieréwnosci te prowadza wprost do
gérnych i dolnych ograniczen na diagonalne wspoélczynniki materialowe kom-
pozytu. Lepsze ograniczenia moga by¢ otrzymane z (3.70)-(3.71). W literaturze
nie spotkano poprawnych ograniczen explicite na pozadiagonalne skladowe
stalych materialowych kompozytu piezoelektrycznego. Bisegna i Luciano
[29, 30] podali ograniczenia na pozadiagonalne skladowe poprzez elementy
macierzy A" i A®. Taka defincja jest w ogdélnosci niepoprawna, poniewaz
ograniczenia na skladowe macierzy nie pokrywaja sie z ograniczeniami na cale
macierze. Podobna uwaga dotyczy ograniczen Hashina-Shtrikmana podanych
w pracy [29]. Zauwazmy, ze ograniczenia podane w [31] na wspOlczynniki
niediagonalne sa poprawne jedynie dla statych sprezystych. W zwiazku z tym
ponizej, wykorzystujac formuty (3.70)-(3.71), podajemy przyklady poprawnego
wyprowadzenia ograniczen na skladowe pozadiagonalne macierzy stalych
piezoelektrycznych kompozytu. Formuly te sa nowym wkladem w teorie
ograniczen wariacyjnych.

Na rysunku 3.1 pokazano ograniczenia na wspétczynnik afy,,. Ograniczenia
te sa zalezne od (alyyy,alys). Zakladajac, ze afyy; i alye, pokrywaja sie,
ograniczenia te leza w plaszczyznie. Czeéé¢ plaszczyzny wewnatrz réwnoleglo-
boku zawiera punkty o wspétrzednych (a?1q,ali95). W szczegdlnogci mozna
wyznaczy¢ ograniczenie liczbowe —5.41 < afyyy < 49.3. Znak ,+” oznacza
punkt wyznaczony metoda Ritza, patrz. Dodatek D.3.

Rysunek 3.2 przedstawia powierzchnie wyznaczona przez maksymalne war-
toéci wspotezynnikéw hfys (ograniczenie gérne) jako funkcje alygy i k7. Dwa
ostatnie wspotczynniki zmieniaja sie wewnatrz ograniczen Voigta-Reussa. Na
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Rysunek 3.3. Dolna powierzchnia obszaru ograniczen
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rysunku 3.3 pokazano powierzchnie dolnych ograniczen. Obszar zawarty po-
miedzy powierzchniami nazywamy ,obszarem ograniczen”. Podobnie mozna
przedstawié¢ graficznie powierzchnie dla innych pozadiagonalnych sktadowych
macierzy A"

3.5. Zagadnienie warstwy brzegowej w kompozycie
piezoelektrycznym

Homogenizacja dostarcza statych efektywnych opisujacych wystarczajaco do-
brze makroskopowe wtasnosci materiatu. Rozwiazania makroskopowego zagad-
nienia brzegowego i rozwiniecia asymptotycze (wzgledem malego parametru
mierzacego rozmiar niejednorodnoéci w poréwnaniu z charakterystycznym roz-
miarem zagadnienia brzegowego) prowadza do przyblizenia pdl mikronaprezen
i mikroindukcji elektrycznej wewnatrz ciata przez funkcje lokalnie periodyczne.
W poblizu brzegu przyblizenia mikropdl traca sens z powodu nie wzglednie-
nia doktadnych warunkéw brzegowych dla wyjsciowego zagadnienia os$rodka
niejednorodnego. Jest to tzw. utrata translacyjnej niezmienniczosci geometrii
mikrostruktury w poblizu brzegu ciala [15, 71]. Celem tego rozdzialu jest zde-
finiowanie aproksymacji lokalnych naprezen i indukcji elektrycznej w poblizu
brzegu. Rozpatrujemy zagadnienie z warunkami brzegowymi typu Neumanna.
Zaproponowana aproksymacja umozliwia precyzyjna analize lokalnych pél na
poziomie mikroskopowej skali niejednorodnosci. Jest ona istotna np. w zada-
niu rozpoznania poczatku lokalnego zniszczenia w postaci delaminacji w po-
blizu swobodnego brzegu. W rozwinigciu asymptotycznym poszukiwanych pél
wprowadzamy dodatkowe czlony odpowiedzialne za efekt warstwy brzegowe;j.
Wyprowadzamy uktad réwnan na niewiadome pola w warstwie brzegowej. Ja-
kosciowy efekt cztondéw brzegowych zostal zilustrowany na przykladzie piezo-
elektrycznego kompozytu warstwowego o stratyfikacji prostopadlej do brzegu.
Bedziemy uzywali sformutowania kinematycznego tzn. niewiadomymi polami
beda pole przemieszczen i pole elektryczne. Wprowadzone réwnania, pozwala-
jace wyznaczy¢ efekt warstwy brzegowej, sa réwnaniami 2 rzedu, eliptycznymi,
okreslonymi na poéinieskonczonym pasmie prostopadtym do swobodnego brzegu
ciala. Proponowane sformutowanie wyklucza analize zjawiska jesli stratyfikacja
mikrostruktury jest rownolegta do brzegu ciata.

Na zakoniczenie rozdzialu podamy przykitad numeryczny wyznaczania wply-
wu warstwy brzegowej na pole efektywne przy zalozeniu struktury o stratyfika-
cji prostopadtlej do brzegu ciala oraz do analizy zjawiska czysto elektrycznego.
Rozwazania przedstawione ponizej oparte sa o wyniki pracy [75].
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3.5.1. Aproksymacja mikronaprezen i mikroindukgcji elektrycznej wewnatrz
ciata

Niech, jak dotychczas V C R" bedzie obszarem ograniczonym, z gltadkim brze-
giem. Niech * = (x1,x9,x3) oznacza kartezjanskie wspélrzedne punktu nale-
zacego do V wzgledem osi R = (0, €}, €5, €3). Piezoelektryczne cialo zajmuje
obszar V. Przemieszczenie oraz potencjal pola elektrycznego zaktadamy réwne
zeru na brzegu OV = T'y, za$ brzeg I'y = OV\I'; pozostaje swobodny od napre-
zen i indukcji elektrycznej. Zalozymy, ze material jest laminowanym kompozy-
tem o strukturze periodycznej, a kierunek €3 jest prostopadty do warstw. Kazda
warstwa jest jednorodnym materialem piezoelektrycznym. Oznaczmy jednowy-
miarowa komorke periodycznosci przez Z = [0, 2], gdzie 2z € Z, z = %2 oraz €
jest jak zwykle bezwymiarowym, malym parametrem charakteryzujacym wy-
miar mikrostruktury. Wspotczynniki materialowe oznaczamy jako nastepujace
funkcje zmiennej z:

c(2) = chimn(2),  8(2) = gi(2),  n(2) = nw(2),

zdefiniowane na Z i przedtuzone na calg przestrzen liczb rzeczywistych przez Z
periodycznos¢, gdzie ¢y — 0znaczajg wspolczynniki sprezystosci, gp; — wspol-
czynniki sprzezenia piezoelektrycznego, zas n;, — wspoétczynniki dielektryczne.

Zakladamy, ze c(z), g(z), n(z) naleza do L*°(Z) i spelniaja dpowiednie wa-
runki ograniczonosci i symetrii (por. [120, 157]). Tak wiec, lokalne wspotezynniki
dane sg poprzez formute:

c’(z) =c (%) = Ckimn <%> :

g =g (2) —an (2). (379)

n(z) =n (%) = Mkl (%) .

Definiujemy nastepujace zagadnienie.

Zagadnienie (P5)
Znalez¢ rozwigzanie rownan réwnowagi

o5; (@) = fi(x),  D5;(@)=0, weV, (3.80)

z warunkami brzegowymi

(@) =0, ¢(@)=0, wxeli, of@n; =0, Di(a)n;=0, z el
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gdzie

75 = it (2) wkate) - gty (2) o),

Dj = gil <%) el (T) + M0 (%) ¢5(x).

Jak poprzednio of;(x) — jest tensorem napreznia, D5(z) — wektorem indukcji
elektrycznej, u,, — wektorem przemieszczenia, ¢ — potencjalem elektrycznym,
fi — wektorem objetosciowych sil masowych, a n; jest wektorem prostopadiym
do brzegu I's.

Rozwiazania (ug,, ¢, 0f;, D) zagadnienia (P;,) poszukujemy w postaci:
e (z) = ul (x) +eul (x,2) + ...,

oi(x) = O'%(:IC,Z) + 50ilj(:z:,z) +...,
(3.81)

o (x) = () +egl (x,2) + ...,
D5(x) = D%(x,z) + eD'(z,2) + ...,

gdzie z = % i funkcje ub, (x, 2), ¢*(x, z) oraz Jgj(a:,z), D?(:c,z)(p >1,q > 0)

sa zdefiniowane dla & € V i periodyczne w zmiennej z € Z. Pokazano ([66]), ze

O-lgl(x’ Z) = aklmn(z)ugn,n(x) - bZl(Z)¢?n($)a

(3.82)
D)(z,z) = dfrzn(’z)u?’n,n(x) - hkm(z)éf)?m(fl’)a
gdzie
d mn 3 d mn
Aetmn (2) = Chimn(2) — CkliB(z)%Xz‘ (2) — gkl(z)E’Y (2),
d d

w(2) = g (2) + Cklz':s(z)%A?(z) - g}f;l(z)%A"(z), 5.83)

3.83

d d

Min(2) = n (2) + 95 (2) - AF(2) i (2) A7)
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Funkcje xi'", A", A", ™" sa periodycznymi rozwigzaniami nastepujacych row-
nan rézniczkowych zwyczajnych

d d .. d 5 d .. d

Eck?,jfi(z)EXj - EQ’“(Z)EV = dzckf%mn(z)’

d d d d d

el . — AT _ 3 — A = 3

dzck3j3(z) dz j ngkg(Z) dz dzgkm(z)’

(3.84)

() + (7)™ = =g ()

dzg]B dz X] dz7733 dz’y - dzgmn )

d 4 d d d d

— g z—AT 4+ — — A" = ——n3(2).

4z 773% g, + dzngg(z)dz dz'" (2)

Powyzsze réwnania maja analityczne rozwigzania. Makroskopowe zachowanie
piezoelektrycznego laminatu opisuja ponizsze réwnania:

<ng,z(wvz)> = frs

(0@, 2)) = (@i ()08, (@) = (b (2))65, (@), (3.85)
(Dy gz, 2)) =0,

<

z warunkami brzegowymi

ugn(:c) =0=¢%z eI, <021(w,z)>nl =0, (Dg(a:,z»nk =0, xecly,

P
gdzie (1) = & [ () da.
0

Aproksymacje dla naprezen ng i indukcji elektrycznej D,g dane sa przez
(3.82) pod warunkiem, ze znane sa rozwiazania zagadnienia (3.85). W pobli-
zu swobodnego brzegu I's nie sa one zadawalajace, gdyz warunki brzegowe sa
spelnione jedynie przez pola usrednione (makroskopowe). W rozwazanym za-
gadnieniu oznacza to, ze aby(x, 2)-ny # 0, DY(x, 2)ny # 0 na 'y, czyli zalozenie
o periodycznosci 6% i DY, wzgledem zmiennej z w poblizu brzegu, jest w kon-
tradykcji z warunkami Neumanna.

Podobnie jak w [57], gdzie rozwazano kompozyt sprezysty, wprowadzimy
w rozwinieciu (3.81) czlony warstwy brzegowej, dla ktérych hipoteza o perio-
dycznosci wzgledem zmiennej z jest zastapiona przez hipoteze periodycznosci
wzgledem zmiennej rownoleglej do brzegu. Zazadamy, aby dodatkowe cztony
tacznie z mikroskopowymi naprezeniami Ugl(:c, z) oraz mikroskopowa indukcja
DY(z, z) spenialy warunki brzegowe na I's.




3.5. Zagadnienie warstwy brzegowej w kompozycie piezoelektrycznym 47

3.5.2. Réwnania dla warstwy brzegowej

Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze I's jest plaszczyzna nachylona pod
katem « do plaszczyzny (€1,€5). Osie R = (0, €1, €3, €3) sa przeksztalcone przez
obrét do osi R’ = (0, €, éh, es), gdzie 0 nalezy do I'y i €5 = — sin a€h + cos aes.
Wprowadzimy nastepujace zmienne mikroskopowe

=2 =23 3.86

Y2 - Y3 - ( )
Jest oczywiste, ze

z = sin ayy + cos ays. (3.87)

Polézmy G = Y2 % (0,400), gdzie Y2 = (0,Y5) 1 Y5 = Z—. Obszar G, ktéry jest
pél-nieskoficzonym pasmem, powtarza sie periodycznie wzgledem zmiennej Ys

i wtedy wspotczynniki

c(y2,y3) =c(2),  8y2,y3) =8(2),  N(y2,y3) = n(2)

sa Y5 periodyczne dla ustalonego ys. Zmienna z jest okreslona przez (3.86).
Nalezy podkreslié, ze sktadowe €(y2,v3), &(y2,v3), 7(y2,y3) powinny byé wy-
znaczone w nowym ukladzie wspélrzednych. Tak wiec, przemieszczen u®(x)
i potencjaltu elektrycznego ¢°(x) poszukujemy w nastepujacej postaci:

w (@) = ul(@') +efu' (@', 2) + u! PH (@, y2, y3)] + ..

(3.88)
¢* (@) = ¢°(@') +e[¢! (2, 2) + 6'PF (2! y2, ys)] + .-,
za$ naprezen o°(x) oraz indukcji D*(x) w postaci
of(x') = oz, 2) + o"BL (2 yo,y3) + . . .,
(3.89)
D(z') = D°(x', z) + DL (2! yo,y3) + ...
Zmienne (y2,y3) i z okredlone sa formutami (3.86) i (3.87), gdzie u'BL (', yo,y3),

B ya,y3) (i > 1) i o7PE(2! y2,ys3), DIPL(x ya,y3) (j > 0) oznaczaja
czlony warstwy brzegowej (ang. boundary layer).

Sa one zdefiniowane dla @’ € T'9, ' = (2),25,0) i (y2,y3) € G oraz sa Ys
periodyczne w y9 i spelniaja warunki

O-jBL(x/) Y2, y3) - Oa DjBL(',L'/) Y2, y3) - 0’ gdy Ys — OQ, (390)



48 Rozdzial 3. Efektywne wlasnosci kompozytéw piezoelektrycznych

oraz
jBL, / J / /
Op3 (.%'1,.%'2,0,y2,0) = —0p3($17$2707y270)7
(3.91)
DéBL(x/bx/Q’Ova’O) = —D§($/1,$/2,0’y2,0), Vy2 S YQ-

Zauwazmy, ze pola u'(x’, 2), ¢'(2',2), 0% (x',2), D(x’', 2) sa zdefiniowane po-
przez formuly (3.81) i (3.82), wyrazone w ukladzie osi R'.

Ostatecznie otrzymujemy uktad réwnan na niewiadome zwiazane z zagad-
nieniem warstwy brzegowej:

0 0
a—y2092BL(wlv Y2, y3) + a—ygU?:gBL(e’B/, Y2, yg) = 0,
0 0
a—yzDgBL(:B/,yz,yg) + %DgBL(fU'ayQ,yzs) =0,

(3.92)

opPt = G (y2, y3)ur s (@', y2, y3) — b (y2, y3) 05 (', 2, y3),

D?BL - dinn(y% y3)u}n,n(m,a Y2, y3) + him(y2’ y3)¢}£L(m” Y2, y3)

lBL’ ¢IBL

Przyjmijmy, ze poszukiwane wielkosci u maja postac:

ullfBL(',L'/a Y2, ?/3) = pﬁcm(yQa y3)u?,m(‘r/1’ xl2’ 0) +

(Y2, y3) P (2], 7h, 0) + @ PL (2, 25, 0), (3.99)

' PE(@ 2, y3) = T (Y2, ys)ul (2, 75, 0) +
+Hm(y2’ y3)¢?m(xlla :C/2’ O) + gblBL(xll’ ‘TIQ’ 0)

Wstawiajac (3.93) do (3.92) otrzymujemy uklad réwnan dla vi™, pit, 7im  ym
z warunkami:

vim porim om0 gdy  ys — 0V €Y, o0
3.94

V,im, PL, rim o m sa Y periodyczne w yso.

Ponizej podamy prosty przyktad ilustrujacy jako$ciowy charakter efektu war-
swy brzegowej.
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Przyktlad
Dla prostoty w przyktadzie przyjmiemy nastepujace uproszczenia:
1° warstwy sa prostopadte do brzegu, czyli @ = 7/2,
2° tensory c, g sa stalymi tensorami,
3% wspotczynniki sprzezenia elektromechanicznego sg o rzad mniejsze od statych
dielektrycznych, czyli |g| < |n|,
4° n = n(y2).
W takim przypadku zagadnienie warstwy brzegowej redukuje sie do znale-
zienia yo-periodycznych rozwiazan v(ys,ys) nastepujacego réwnania:

0 0 0 0

a a ’ + — a ; = 07

9 (7733(2/2) ayzv(yz y3)) 97 (7722(2/2) aygv(yz y3))

dla y2 € (0,1), wy3€ (0,00), 2z warunkiem (3.95)
0 1

(m22)-

(Y2, ¥3)lga=0 = 1 — ——
I3 - m22(y2)
Roéwnanie powyzsze rozwiazano poél-analitycznie, a mianowicie poprzez trans-
formacje Fouriera i catlkowanie numeryczne. Czlony odpowiedzialne za efekt
warstwy brzegowej pojawiaja sie jedynie w polach DYBL i DgBL , dane sg przez
nastepujace wyrazenie:

0
DgBL (y27 Y3, wl) = 77336—212”(927 y3)¢?3(wl)

(3.96)

0
DYBL (ya, y3,2') = ana—va(yz, y3) 0% (x')

Wielkosci 8%2”’ 8%31} sa bezwymiarowe i zaleza od stosunkow wlasnoéci para-
metréw materiatowych nly, nis, 732, 133 dla dwéch réznych materiatéw.

W ogélnym przypadku rozwiazanie zagadnienia wymaga duzego naktadu
pracy numerycznej, ale uktad réwnan podany tutaj umozliwia analize konkret-
nych probleméw technicznych, w ktérych mozna dokonaé szereg dodatkowych
uproszczen.

Charakter efektu warstwy brzegowej pokazano na rysunku, Rys. 3.4. Latwo
zauwazy¢, ze wpltyw efektu brzegowego zanika na diugoéci proporcjonalnej do
okresu periodycznosci mikrostruktury.

Sposob opisu zagadnienia warstwy brzegowej przy uzyciu metody homoge-
nizacji, podany powyzej, oparty jest o Sciste definicje homogenizacyjne. Nie
mozna tego powiedzie¢ o podejéciu przedstawionym w pracy [105], w ktérej
definicja efektywnych wlasnosci nie jest matematycznie precyzyjna i w zwigzku
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0—1v(y2,y3)‘
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0

0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30 7y,

Rysunek 3.4. Wykres %Bv(yg, y3) w zaleznosci od ys, y2 = 0.5

z tym interpretacja wynikéw uzyskanych przez autoréw jest dyskusyjna. Auto-
rzy tych prac otrzymuja nielokalne réwnania efektywne postugujac sie pojeciem
uérednienia po ansamblu. Nie wyjasniaja doktadnego znaczenia takiego usred-
nienia jasno okre$lonego w teorii homogenizacji stochastycznej (por. Rozdz. 6).
Nalezy zaznaczy¢, ze geometria periodyczna jest szczegdlnym przypadkiem geo-
metrii ergodycznej; losowej i rozwazania autoréw powinny sie odnosié¢ réwniez
do struktur periodycznych.



Rozdziat 4

Formuty analityczne dla laminatow
piezoelektrycznych

W tym Rozdziale wyprowadzimy formuly opisujace wlasnoéci makroskopo-
we warstwowych, wielofazowych kompozytéw piezoelektrycznych. Wtasnosci te
zaleza od wlasnosci poszczegdlnych skladnikéw, ich udzialéw objetoéciowych
w kompozycie, a takze od kierunku laminacji. Oczywiscie taka struktura jest
anizotropowa. Nastepnie, wykorzystujac wyprowadzone wzory dla dwusktadni-
kowego kompozytu warstwowego, wyprowadzimy wzory typu Murat’a na lami-
nacje wielokrotng dwusktadnikowych kompozytéw piezoelektrycznych. W tym
celu wprowadzimy symboliczny rachunek algebraiczny na macierzach blokowych
definiujacych wtasnosci materiatu piezoelektrycznego. Otrzymane formuty ty-
pu Murat’a opisuja wlasnosci tzw. laminatéw plaszczowych, w ktérych jedna
z faz jest wyrdzniona i powtarza sie na kazdym kroku warstwowania (laminacji).
Laminaty plaszczowe posiadaja wielopoziomows, hierarchczna strukture war-
stwowa. Ich efektywne tensory materiatowe zaleza nie tylko od wlasnosci faz
i ich globalnego udziatu objetosciowego w kompozycie, ale takze od wszystkich
kierunkéw laminacji i od ilosci fazy ,plaszcza” na poszcezegdlnych poziomach
warstwowania. Dowolnie duza licza parametréw geometrycznych umozliwia uzy-
skanie szerokiej klasy tensorow efektywnych opisujacych kompozyty piezoelek-
tryczne. Przejdziemy do Scistego, systematycznego wyprowadzenia wzoréw na
laminacje w oparciu o wyniki twierdzenia o homogenizacji z Rozdziatu 3.

4.1. Piezoelektryczne kompozyty warstwowe

Rozwazmy osrodek warstwowy o strukturze periodycznej. Zatozymy, ze state
materialowe zaleza tylko od jednej zmiennej y = yn = ying i sa funkcjami pe-
riodycznymi tej zmiennej. Rozwiazan zagadnienia lokalnego poszukujemy wiec
tez jako funkcji zmiennej y. Poniewaz

OF(yn) _ dF(y)
Oyx dy

N
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wiec wzér (3.49) opisujacy problem lokalny mozna zapisa¢ w postaci:

(v4)
d
i Nim Cmaﬂn(y) s X5 = i maryj (y)nﬂ’h
dy dy dy
stad
ngYj)
Mo Cmar (Y)Nr a0 = —NmCmay; (Y) + Aay;- (4.1)

Wprowadzajac oznaczenie (nmcnwg?n(y)n,n)71 = 543(y), mamy:

d—y = _Sﬁa(y)nrcra'yj(y) + Sﬁa(y)Aowj- (4'2)

Zauwazmy, ze tensor s,g jest tensorem symetrycznym drugiego rzedu reprezen-
towanym macierza 4 x 4. Caltkujac (4.2) po komérce otrzymamy:

(880 (Y)NrCrayi(y)) = (58a(y)) Aars
stad

AOWJ = <804V(y)>_1<svu(y)nicm'yj (y)> (4.3)

Podstawiajac (4.3) do (4.2) otrzymujemy:

ngYJ')

d—y = —$8a(Y)nrCray;(y) + Sﬁa(y)<3w/(y)>71<3vu(y)niciwj (¥))- (4.4)

Z (3.50) mamy ogdélna posta¢ wzoréw na stale zhomogenizowane dla osrodka
warstwowego o dowolnej niejednorodnosci (ciagtej lub ,dyskretnej”)

C?aﬂq - <Ciaﬂq(y)> n <Cia“m(y) nmSHV(y)nrchﬂq(y)> + (4.5)

+{Cicom ()11 8oy () (3,0 () ™ (S0 (1) 20 Conpg (1) -

Dla osrodka N-skladnikowego wtasnosci materiatowe przyjmujemy w postaci:

(@)
Cnozﬁk(y) = Z C nafk Ki (y)’
=1
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gdzie k;(y) jest funkcja charakrerystyczna obszaru zajetego przez material i-ty,

i) . .
€ nagk 53 stalymi tensorami.
Wtedy

Cnaﬁk Z Cnaﬁk Vi, (46)

gdzie v; jest udzialem objetosciowym i-tego materiatu, tj. wzgledna gruboscia
warstwy.
W tym przypadku otrzymujemy

i (@) (@)
<Cnaﬁm(y)nm3ﬁ,u(y)nkck,uuj (y)> = Zvi Cnapm Mm S Bu Nr Cruvj,

gdzie

) (i) _
Sap= (M Crap;nj) ",

(@)

<Cnaﬂm( )nmsﬁu Zvl nocﬁm Nm S Bu,

=1

N (Z

Saﬁ sz afBs

N

(Z) (Z)

(sas(y)nrcrpuqg(y) Zvl af M CrBug -

=1

Wrzory (4.5) w zapisie absolutnym, przy kierunku laminacji n, maja postac:

¢ = (e) = {fe-m) (n-com) - (m-0) +

+{(c-n) - (n-c-n)7) (m-c-n)"H 7 ((m-c-n)7h - (n-c)), o
gdzie - oznacza proste nasuniecie.
Prostsze wyrazenia otrzymujemy dla
" n=(c-n)-m-c-n)H-((n-c-n)"H (4.8)
n-c"-n={(n-c-n)"H L (4.9)

Dla oérodka dwuskladnikowego wzoér na state zhomogenizowane mozna za-
pisa¢ w postaci:
(1) ™ 2) ™
8 dy + Cza'yq a Ve

1 Yo

Cihaﬁn =< C’iocﬁn >+ Cz’a’yq dy. (410)
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(mn)

Dla periodycznej funkcji x, ~ mamy:

" 0y =
Iyq ’
czyli
(Bn) (Bn)
Yy 0y,
Y2 1

Wiec na state zhomogenizowane otrzymujemy wzor:
"
Cihocﬂn =< C@aﬁn za'yq]]/ s 7 (411)

gdzie

(2) (1)
[Ciapql =Cliapq = Ciapg -

Stale efektywne dla osrodka warstwowego mozna wyznaczaé ze wzoru (4.11
w postaci zawierajacej jawna zalezno$é¢ od kontrastu [Ciagq]:

Cfaﬁn =< Ciapn > —v(1 — v)(B);(S1 [Ciarr]ne [Csspnl s, (4.12)

gdzie v jest udzialem objetogciowym pierwszego sktadnika, zaé B~! jest macie-
rza odwrotna do macierzy

(2) (1)
Bag = v Cpapg Mg + (1 = v) Cpagq npng

Wzér 4.12 w zapisie absolutnym przyjmuje postaé
Ch=(C) —v(1 —v)([C] -n) - B! (n-[C]). (4.13)

Wszystkie powyzsze formuty redukuja sie do zwigzkéw na state efektywne dla
warstwowych osrodkéw sprezystych, gdy wskazniki gérne lub dolne oznaczone
literami greckimi przebiegaja ciag wartosci 1,2,3.

Formuly (4.7)-(4.9) oraz zapis absolutny (4.13) nie byly dotychczas opubli-
kowane w znanych autorce pracach.
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4.2. Laminowanie wielokrotne dwusktadnikowego kompozytu
piezoelektrycznego

Rozpatrzmy kompozyt warstwowy ztozony z dwdch powtarzajacych sie warstw

piezoelektrycznych. Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku jeden z mate-
riatéw moze by¢ sprezysty i ewentualnie posiadaé niezerowe state dielektryczne.

Zwiazki konstytutywne zapiszemy w notacji symbolicznej

Y =A¢, (4.14)
gdzie
o c —g e
Y= , A= , £ = , E = —gradp. (4.15)
D g € E

Zakladamy, ze wlasnosci materiatu zaleza od jednej zmiennej przestrzennej
w kierunku wektora n; (np.wektora jednostkowego osi x1) w sposéb nastepujacy

(M) (2)
A = x(1) A +(1 = x(z1)) A, (4.16)

1 @
gdzie blokowe macierze A, A opisuja odpowiednio, stale materiatowe jedno-

rodnego materiatu (1) i (2), a funkcja x(x1) jest periodyczna funkcja charak-
terystyczna obszaru zajetego przez material (1), czyli x(z1) = 1 na warstwie
zajetej pzez material (1), a x(z1) = 0 na warstwie zajetej pzez material (2).

Dla o$rodka warstwowego lokalne pola odksztalcen i pola elektryczne sg state
na warstwach, tzn.:

(1) 2)
E(r1) = x(z1) € +(1 = x(21)) €, (4.17)

1 2
gdzie blokowe wektory £, £ sa stale na warstwach zajetych przez material (1)

i(2).

Warunek ciaglosci naprezen normalnych i normalnej sktadowej pola induk-
cji elektrycznej (przesuniecia elektrycznego) wyraza sie¢ w notacji symbolicznej
formuta:

(A€)n; =(A€)ny, (4.18)
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co oznacza w notacji indeksowej:

o o G 0 @2 @ @ @

(Cijprer — JujE)ni = (Cijr €1 — 915 E1)nai, (4.19)
oraz

L @ 1 M 2 (2 2 @)

(Jimen+ €iEj)ng = (9 ik €+ €45 Ej)ni. (4.20)

Warunek ciagtosci lokalnego przemieszczenia i potencjatu elektrycznego ma po-
stac

SO ©))

E - E=Won,, (4.21)
w

gdzie W = , W jest wektorem, wy jest skalarem, a operacja @ zdefiniowana
wo

jest nastepujaco:

%(W®H1+n1®w)

W & np = (422)

wony

Warunek ten oznacza, ze lokalnie state pola odksztalcen i pole elektryczne sa
polami bezrotacyjnymi (potencjalnymi). Symbol ® oznacza iloczyn tensorowy.
W wyniku homogenizacji, makroskopowe zwiazki konstytutywne maja postaé

»h = Algh, (4.23)
gdzie
h h h h
(o2 C — e
L , Al = 8 , gl = . (4.24)
Dh gh Gh Eh

Poniewaz X" = (X) oraz " = (£), to

N (¢51¢Y) @®)

Sh=0AE +(1-0) AE, (4.25)
LW @

E'=0E +(1-0) £, (4.26)

(1)
gdzie 0 jest udzialem objetosciowym materialu o wlasnosciach A .
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2
Wyznaczajac € ze wzoru (4.21) i podstawiajac do (4.23), po uwzglednieniu

(4.25) 1 (4.26) otrzymamy
o @ (@) o @ @
(A"—A)E-(1-0OW®n; | =0(A—A) €.

Stad

ey h @ @ @)
E-(1-0O)Wan =0A"-A)"'(A—-—A) E. (4.27)

Macierz A~! odwrotna do macierzy A jest zdefiniowana zalezno$cig

I, O
0 I

ATA =

)

gdzie Iy = (%(5ik5jl+5il(5jk)), I, = (4;;) sa odpowiednio jedynkami tensorowymi
rzedu 41 2.
Wprowadzmy oznaczenie

o @ @

gdzie 17 ma strukture blokowa podobnag do struktury blokowej uogdlnionych
narezen X. Dla niezerowej réznicy pomiedzy wlasnosciami rozwazanych mate-
riatéw mamy

SO CVIE)
E=(A-A)'n (4.28)

Podstawiajac (4.28) do (4.27) otrzymujemy

2) @
(A"~ A)'p=(A - A)'n-(1-0)W @ny. (4.29)

Aby wyznaczyé W korzystamy ze wzordéw (4.21), (4.18) i (4.28). Otrzymujemy
réwnosé
2)
m; = —(A Wdn;)n, (4.30)

ktorg mozna zapisa¢ w postaci

nm; = —q(_Q%(nl)W. (4.31)



o8 Rozdzial 4. Formuly analityczne dla laminatéw piezoelektrycznych

Stad

W = —qg)(n1)(nm1), (4.32)

—1

gdzie qp)(n1) jest macierza 4 x 4, a jej odwrotnosé q(2)(n1) w symbolicznej

notacji (w zapisie wskaznikowym), ma postac:
(2) 2)

1( ) Cijkl NN — 945k N1jN1k ( )
q.\(n;) = . 4.33
(2) (2) (2)

9 jkl NN € ij M1N1;

Ostateczny wzor na efektywne wtasnosci piezoelektryczne dla osrodka war-
stwowego ma postac:

R @ @ _,

O(A"— A) " n=(A - A)" n+(1-0)(qe(n))(mmi) G ny. (4.34)
Powyzszy wzér ma dogodng postaé, jesli chcemy otrzymaé zwarta formute na
efektywne wlasnosci tzw. laminatu p-krotnego, inaczej tez nazywanego wie-
lokrotnym laminatem ptaszczowym. Konstrukcja takiego laminatu polega na
tworzeniu materiatlu warstwowego w sposéb rekurencyjny. Mianowicie, w pierw-

szym kroku wyznaczamy state zhomogenizowane A? dla oérodka warstwowego,

1 @
dwusktadnikowego o wtasnosciach A i A, udziale objetoSciowym pierwszego

sktadnika 07 i kierunku laminacji n;. Dolny indeks w wielko$ciach A}f ;0
oznacza kolejny krok laminacji. W drugim kroku laminacji wyznaczamy state
zhomogenizowane A} dla o$rodka warstwowego, dwusktadnikowego o wlasno-

éciach AR, (;2, udziale objetosciowym pierwszego skladnika 65 i kierunku la-
minacji ng, itd. Tak wiec, nowopowstaly osrodek warstwowy, o wlasnosciach
A, uzywany jest jako sktadnik pierwszy w drugim kroku laminacji. Oznacza
to, ze nie zmieniajacy sie sktadnik (2), traktowany jako otulajacy ,plaszcz”,
jest uzyty do tworzenia laminatu, gdy tym czasem pierwszy sktadnik jest mie-
szaning obu faz otrzymana w wyniku poprzedniego kroku laminacji. Na stale
zhomogenizowane dla p-krotnego laminatu otrzymujemy wzoér:

P . @ w @, T
[L0:AL— &) 0= (A = A) 9+ Y"(1-6) (g (03) (mmi)) @ ] TT 0,
i=1 =1 k=t

gdzie 6y = 1.

Powyzszy wzoér mozna zapisa¢ w postaci

2) 1 (© P
fl(AZ— 12X)—117 = (11& — 112{)_117 + fo Zci {(q(g)(ni)(nni)) ) nz} , (4.35)
i=1
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gdzie fi jest calkowitym udzialem objeto$ciowym materiatu (1), fo = 1 — f;
jest udzialem materiatu (2) po p-tej laminacji. Stale ¢; dane sa wzorem

f(i—l) _ f(i)
1= fi

Stale () oznaczaja udzial objeto$ciowy materiatu (1) po i-tej laminacji, ktory
Wynosi

O = H 0.
k=1

State ¢; spelniaja warunki:

(4.36)

Ci

P
¢ >0, i=1,...,p, =1 (4.37)
i=1
Zauwazmy, ze jesli mamy dany dowolny ciag stalych ¢; spelniajacych (4.37)
i dowolna liczbe f; € (0,1), to mozemy wyznaczy¢ zbior czeSciowych udzialéw
objetosciowych fU) takich, ze réwnosci (4.36) sa spelnione poprzez réwnanie

P
fO=a+0-f) Y a i=12....p-1, f™=p,
k=i+1

Oznacza to, ze formuty na laminacje sa podane w postaci bardzo dogodnej do
sterowania parametrami w nich zawartymi. Zmieniajac katy laminacji, a zacho-
wujac udzialy objetosciowe na poszczegdlnych krokach procesu mozemy otrzy-
ma¢é rézne wilasnosci kompozytu. Podobnie, zachowujac kierunki, a dobierajac
optymalnie (z ustalonego punktu widzenia) parcjalne udzialy objetosciowe do-
staniemy réwniez mozliwo$é¢ sterowania wlasnosciami kompozytu. Ogdlnie mo-
zemy jednoczesnie sterowaé katami i udziatami objetosciowymi. Zauwazmy, ze
przyjecie we wzorze (4.33) macierzy A; o postaci

00
0 €

A =

umozliwia otrzymanie zamknietych formul na wtasnosci multilaminatu ,,po-
rowatego” dla p > 2. Podobnie wiec jak w przypadku sprezystym (por. [6])
formuty te sg przydatne w optymalizacji topologicznej kompozytu piezoelek-
trycznego.

Formuly na wielokrotna laminacje kompozytéw piezoelektrycznych (4.35) sa
oryginalnym dorobkiem autorki opublikowanym w [62].






Rozdziat 5

Zagadnienia projektowania kompozytow
piezoelektrycznych

Podstawowym zagadnieniem projektowania struktur niejednorodnych jest okre-
Slenie optymalnego roztozenia sktadnikéw kompozytu w przestrzeni. W ostat-
nich latach temu zagadnieniu, w kontekécie tzw. materialow funkcjonalnie gra-
dientowym (ang. FGM — functionaly graded material), poSwiecono wiele uwagi,
por. np. [6, 107]. Problemy zwiazane z FGM rozwazali zar6wno matematycy
stosowani, jak i inzynierowie zajmujacy sie optymalizacja konstrukcji. Wspdlna
cecha badan w tej dziedzinie jest zastosowanie metod homogenizacji do opty-
malizacji topologicznej oraz do metody relaksacji w optymalizacji konstrukc;ji.
Metody homogenizacji zastosowane do projektowania sprezystych materialow
ztozonych, w celu otrzymania optymalnej ,wydajnosci” elementu konstrukcyj-
nego lub calej konstrukeji, mozna znalezé w pracach [16, 17, 18, 19]. Bez wat-
pienia lista ta nie jest kompletna. Scisle rezultaty dotyczace zadania okreslenia
optymalnego, przestrzennego rozktadu sktadnikéw uzyskano w ramach liniowej
sprezystosci przy uzyciu teorii efektywnych zwiazkéw konstytutywnych [6].

Pojecia H-zbieznosci i G-zbieznosci dla liniowej sprezystosci sa pojeciami
podstawowymi umozliwiajacymi podanie $cistych definicji oraz interpretacji
efektywnych relacji konstytutywnych. Rozszerzymy te pojecia na zagadnienia
liniowej teorii piezoelektrycznosci.

5.1. H-zbiezno$¢ w piezoelektrycznosci

Wprowadzimy definicje H-zbieznosci ciagu macierzy blokowych Bf(x), € V
(por. (D.15)), opisujacych wlasnosci mikroniejednorodnego osrodka piezoelek-
trycznego. Granica tego ciggu, macierz blokowa, oznaczona jako B”, opisuje
wlasnosci kompozytu piezoelektrycznego. Wprowadzmy przestrzen macierzy,
ktéra oznaczymy przez L°°(V;M, ), gdzie § > a > 0 oznaczaja stale. Ele-
menty tej przestrzeni sa macierzami blokowymi, a ich skladowe sg funkcjami
istotnie ograniczonymi w obszarze V, tj. naleza do przestrzeni L>°(V'). Oznacza
to, ze:

61
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Ma,ﬁ = {B | Qijik € LOO(V), hijk S LOO(V), Kij S LOO(V),
B(z)¢- ¢ > allg1]” + [d2]?), BT (@)d- ¢ > B(|o1]” + |¢a]), (5.1)
Vi € M, ¢y € R? dla prawie wszystkich @ € v}.

Poniewaz (5.1) zachodzi dla p.w. ¢ € V, wiec tym samym w rozpatrywanej
klasie macierzy blokowych uwzglednione zostaly wtasnosci warstwowych i wie-
lowarstwowych niejednorodnych materialéw piezoelektrycznych.

5.1.1. Definicja H-zbieznosci dla piezolektrycznosci

Ciag blokowych macierzy Bf(x) z przestrzeni L>(V; M, g) jest H-zbiezny do
H-granicy B" € L°°(V; M, ) jesli dla dowolnego b; € H~'V) i dowolnego
d € H-'/%(T'3), ciag (u®, D?) rozwiazan réwnai

—laijrier(u®) — hi;; Dilj = bi, w'V, (5.2)
Di; =0, €iml[hijpeju(u®) + K5 D5 m =0, WV, (5.3)

z warunkami brzegowymi

[S— £ . — f.
u; =0 naly, ofn;=f; naly,

(5.4)
©° =¢o nal'y, Din;=d nals,
zbiega stabo do (u,D):
u° —u stabow Wl’Q(V)g,
D° - D stabow L*(V)3,
oraz
afjklekl(ua) — hiijD,f; — a?jklek.l(u) — hzijDk stabo w LQ(V), (5.5)
—hikeje(u®) + k5 Dy — —h?jkejk(u) + m?ij stabo w L2(V), (5.6)

gdzie (u, D) jest rozwiazaniem ukladu réwnan brzegowego zagadnienia dla zho-
mogenizowanego osrodka

[a}ser(u) — B Dyl = bi, WV, (5.7)

Di,i =0, elim[—h?jkejk(u) + K%Dj],m =0, wl, (5.8)
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(2% =0 na F(), 04515 Zfi na Fl, (5.9)

@Y =@ nha F2, DZTLZ =d na Fg. (510)

M, g oznacza sktadowe macierzy blokowej o strukturze macierzy A zdefiniowa-
nej w Dodatku. W powyzszych wzorach

ho_ h h h_  gh hp.
oy = aggert — gD, B = —hijpejn + ki Dy,

€lim jest symbolem permutacyjnym Levi-Civity, E? jest makroskopowym
polem elektrycznym, o” jest makroskopowym naprezeniem (por. (D.12)).

Uwaga 5.1. Warunek brzegowy stawiany na powierzchni I'y zaktada znajomosé
potencjatu elektrycznego ¢® na brzegu oSrodka niejednorodnego, jak i potencja-
hu ¢ na brzegu kompozytu, czyli oérodka jednorodnego, zhomogenizowanego.
Funkcje te mozemy znalezé wyznaczajac Df(D) i u®(u) i wykorzystujac
zwiazki konstytutywne.

Graniczna macierz, dla zagadnienia minimum energii liniowego kompozytu
piezoelektrycznego, oznaczana jest jako macierz blokowa B”. Znajac macierz
B", mozna wyznaczy¢ macierz A" zwigzana z entalpia kompozytu. Macierze
te charakteryzuja zhomogenizowany material piezoelektryczny, czyli kompozyt
piezoelektryczny.

W ogdlnosci, jezeli dany ciag funkcjonaléow jest I'-zbiezny i kazdy element
tego ciagu ma minimum (tzn. istnieje rozwiazanie réwnan Eulera), to granica
ciagu minimizeréw jest rozwigzaniem réwnania Eulera dla funkcjonatu granicz-
nego (I-granicy), [54]. H-zbieznosé ciagu macierzy wspoétczynnikéw wprowadzo-
na powyzej wynika z ['-zbieznoéci odpowiedniego ciagu funkcjonatéw energii.
Poniewaz blokowe macierze B¢ sg symetryczne to pojecie H-zbieznosci pokrywa
sie z definicja G-zbieznosci, [6]. Nazwa G-zbieznosé pochodzi od nazwy ,funk-
cja Greena” dla rozpatrywanych réwnan roézniczkowych. Istnienie H-granicy
(G-granicy) ciagéw macierzy nalezacych do odpowiednio okreslonej przestrzeni
nie wymaga przyjmowania zalozenia o typie niejednorodnoéci, ani nawet zdefi-
niowania maltego parametru e jako miary rozmiaru niejednorodnosci. Dodanie
zalozenia o sposobie zaleznosci wspétczynnikéw materialowych od matego pa-
rametru, a w szczegélnosci periodyczna zaleznos¢ od argumentu 2, pozwala
na podanie sposobu wyznaczania macierzy granicznej zhomogenizowanej, por.
réwnania ,na koméree” (3.49) oraz (3.50).
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5.2. Minimalizacja podatnosci o$rodka piezoelektrycznego

Sposrdd roznorakich zagadnien projektowania optymalnego wiele uwagi poswie-
cono zagadnieniu projektowania osrodkéw sprezystych na minimum podatnosci
w przypadku, gdy rozpatrywany osrodek ma by¢ zbudowany z dwu materia-
léw. Monografia [6] stanowi podsumowanie osiagnietych wynikéw. W mono-
grafii [101] rozpatrzono podobne zagadnienia dla plyt i powlok sprezystych.
Istotna role w analizie tego typu zagadnien odgrywa relaksacja odpowiednich
funkcjonaléw i zastosowanie homogenizacji. Scisle rzecz biorac, okazuje sie, ze
kompozyt dwuskladnikowy o minimalnej podatnosci (maksymalnej sztywno-
§ci) jest realizowany przez laminaty odpowiedniego rzedu. Ten gleboki rezultat
udato sie $cisle udowodnié¢ jedynie dla kompozytu zbudowanego z dwu spre-
zystych materialéw izotropowych o dobrze uporzadkowanych modutach Scina-
nia i modutach objetoéciowych, por. [6]. W ogdlnodci wazna jest znajomosé
zbioru wszystkich mozliwych kompozytéw utworzonych z dwoch sktadnikow,
czyli tzw. G-domknigcie. Innymi stowy, chodzi o znajomo$é modultéow efek-
tywnych (zhomogenizowanych) dla kompozytéw utworzonych z danych dwo6ch
materiatéw, w ogdlnosci anizotropowych. G-domkniecie dla kompozytéw pie-
zoelektrycznych oznacza zbiér wszystkich mozliwych tensoréw blokowych B”
otrzymanych w wyniku homogenizacji (poprzez H-granice) dwéch skladnikéw
piezoelektrycznych.

Charakteryzacja zbioru G-domkniecia nie jest znana dla dwusktadnikowych
kompozytéw piezoelektrycznych. Wprowadzimy dodatkowe pojecie tzw. Gg-
domkniecia dla kompozytéw piezoeletrycznych, czyli G-domkniecia, gdy udziat
objetosciowy jednego za sktadnikéw jest ustalony i wynosi 6, a drugiego 1 — 6
dla 6 € [0, 1]. Zbiér kompozytéw otrzymanych w wyniku wielokrotnej laminacji
oznaczaé bedziemy Lg. Stanowi on oczywiscie podzbiér Gy.

Przejdzmy do sformutowania pewnego zadania na minimum uogdélnionej po-
datnosci dla elementu piezoelektrycznego. Wprowadzmy konkretny funkcjonal
uogdblnionej podatnosci J(x), ktdry, dzieki naturalnym, rozwazanym poprzednio
warunkom brzegowym, mozna przyjaé w postaci:

J(X,BX) = /bzuz dx—i—/flul dr—i—/Dinz‘(po dF—i—/d(p dr'. (5.11)
14 I I'a T's

Funkcje D;, u; i ¢ zaleza od funkcji charakterystycznej y, bowiem macierz
wspolczynnikéw materiatlowych ma nastepujaca postac:

0 @)
By(z) = x(z) B +(1 —x(z)) B, (5.12)
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gdzie x(x) oznacza funkcje charakterystyczna czesci obszaru V zajmowanej
przez material piezoelektryczny (1), tzn. x(x) = 1, jesli faza (1) znajduje sie
w punkcie x i x(x) = 0, jesli znajduje sie w nim faza (2). Funkcje u; i D; sa roz-
wigzaniami réwnan typu (5.2) i (5.3) z warunkami brzegowymi (5.4). Potencjal
» wyznaczamy, znajac u; i D; (zalezne od x) oraz zwiazki konstytutywne.

Zadanie na minimum podatnosci oznacza znalezienie kresu dolnego funkcjo-
natu J(x,By) przy zadanych warunkach, czyli:

(P)  if {J(.By) [ x € LX(V30,1), [x(@)dz =y,
4 (5.13)
spelnione sa réwnania r(’)wnowagi}.

Zakladamy, ze 0 < v1 < vol V. Warunek izoperymetryczny w (5.13) ozna-
cza, ze objetos¢ obszaru zajetego przez material (1) jest dana przez vy, podczas
gdy vol V oznacza objetosé obszaru V zajetego przez cale cialo. Wprowadza-
jac mnoznik Lagrange’a A € R, zapisujemy zadanie na minimum podatnosci
w postaci

(P inf{T00) + )\/X(w) dz |y € L2(V;{0,1)}. (5.14)
\%

Zwr6éémy uwage na fakt, ze symbol {0,1} oznacza zbiér dwuliczbowy: 0 i 1.
W ostatnim wzorze pomingliSmy stalag —AVi, poniewaz nie odgrywa ona roli
w poszukiwaniu projektu optymalnego.

Jest rzecza znana, ze zadania typu (5.14) nie posiadaja w ogdlnym przy-
padku rozwiazania. Istnieje bowiem kres dolny, ale minimum nie jest osiagalne
na zadnym elemencie zbioru dopuszczalnych konfiguracji faz materiatu. Stad,
podobnie jak w zagadnieniach sprezystosci (por. [6]) pojawia sie koniecznosé
poszukiwania projektow uogélnionych. W tym celu funkcjonal podatnosci za-
stepujemy funkcjonatem rozszerzonym (uogélnionym, zrelaksowanym):

F(6,B") = J(6) + A / 0(x) de, (5.15)
\%4
gdzie 6 € L*>(V;[0,1]), za$ B"(z) € Gy y).
Relaksacja zadania (Py) ma postac
(R) min{J(0,B" |0 € L®(V;[0,1]), B"(2) € Gy(z) dla p.w. € V} (5.16)

Funkcje wu;, D; i ¢ zaleza obecnie od 6(x) € [0, 1], a wiec wartosci funkcji 6
mogg sie zmienia¢ od 0 do 1.
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W zagadnieniu zrelaksowanym (R)) minimum jest osiagalne, gdyz w tym
przypadku przestrzen dopuszczalnych konfiguracji zostala ,domknieta” przez
dotaczenie G-granic ciagéow elementéw dopuszczalnych konfiguracji w zagad-
nieniu (P, ). Ponadto, kres dolny zagadnienia pierwotnego jest réwny minimum
zagadnienia zrelaksowanego, co mozemy zapisa¢ symbolicznie

inf(Py) = min(R,)). (5.17)

Oczywiécie kazdy element macierzy B" nalezy do L>(V), czyli jest funkcja
istotnie ograniczong.

Jedno z pytan, jakie sie nasuwa, to czy zbiér macierzy B”(zx), na ktérym
(R)) ma rozwiazanie jest taki, ze B(x) € Ly(x)? Na to pytanie nie ma
w tej pracy ogélnej odpowiedzi, gdyz twierdzaca odpowiedZ dotyczy jedynie
szczegblnej klasy kompozytéw sprezystych, por. [6]. Nie nalezy wiec oczekiwad,
ze w rozwazanym tutaj przypadku (znacznie ogdlniejszym, niz mieszanina
dwéch izotrpowych materialéw sprezystych), mozna udowodnié istnienie
konstrukcji zbioru istotnych w relaksacji wlasnosci efektywnych jako zbioru
laminatow wielokrotnych.

Wréémy do zagadnienia relaksacji. Intuicyjnie posta¢ funkcjonatu w zagad-
nieniu (R)) mozna uzasadnié¢ nastepujaco. Stosujac tzw. metode bezposrednia
rachunku wariacyjnego do zadania (Py) mamy do czynienia z ciagiem funk-
cji charakterystycznych x®, a wiec i z ciagiem macierzy modutéw piezoelek-
trycznych BE. Wiadomo, ze staba granica ciagu x° (¢ — 0) nie jest funkcja
charakterystyczna, lecz pewna funkcja 6 € L>(V;[0,1]), czyli 0 < 6(z) < 1.
Z H-zbieznosci tego ciagu wynika, ze odpowiednia granica ciagu B¢ (¢ — 0)
jest H-granica B". Tym samym piezoelektrykiem o minimalnej podatnosci be-
dzie niejednorodny material piezoelektryczny, ktérego lokalne wtasnosci beda
otrzymane na drodze homogenizacji.

Podobnie, jak w przypadku materiatéw sprezystych, mozna rozpatrywaé za-
danie optymalizacji ksztaltu na minimum podatnosci, por. [6, 101]. Formalnie
wystarczy przyjaé, ze moduly ,stabszego” materiatu znikaja. Optymalizacja to-
pologiczna odnosi sie do sytuacji, w ktorej poszukujemy optymalnego ksztattu
i topologii rozmieszczenia materiatu, ktére minimalizuja odpowiedz konstrukcji
poddanej dziataniu sil zewnetrznych. Zagadnienie tak rozumianej optymalizacji
topologicznej jest szczegdlnym przypadkiem projektowania kompozytu dwufa-
zowego, w ktérym jedna z faz jest pustka (rozumiana jako graniczne przejscie
z wlasnosciami materialu do 0), a wiezami w poszukiwaniu projektu optymal-
nego jest dany calkowity ciezar lub objeto$¢ materiatu litego. Specyfika takich
zagadnien dla kompozytéw piezoelektrycznych jest fakt, ze pustka rozumiana
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jako préznia ma stala dielektryczna rézna od zera. Préznia jest tez nosnikiem
pola elektrycznego, a wiec macierz blokowa charakteryzujaca préznie nie jest
tozsamosciowo réwna zeru. W wyniku procesu homogenizacji materiatu litego
i pustek otrzymujemy lzejszy material o wlasnosciach piezoelektrycznych, ktére
moga by¢ lepsze, niz wlasnoéci materiatu litego. Ten fakt zostal wykorzystany
do opracowania produkcji nowych, lekkich materialéw piezokompozytowych,
por. [86, 145, 147]. Nalezy jednak podkresli¢, Zze optymalizacja topologiczna jest
zagadnieniem prostszym, niz poszukiwanie optymalnego projektu wyznaczaja-
cego minimalng podatnosé. Warto zauwazy¢, ze element konstrukeji z materiatu
piezoelektrycznego o optymalnym ksztalcie moze zawieraé trzy podobszary zto-
zone z trzech sktadnikéw: 1) materiatu litego, 2) pustek, 3) kompozytu bedacego
mieszaning materiatu i pustek.

5.3. Powierzchnia wytezenia dla kompozytéw piezoelektrycznych

Rozpatrzymy elementy konstrukcji wykonane z 2 liniowo piezoelektrycznych
sktadnikéw o wlasnosciach zadanych blokowymi tensorami A;, i = 1,2. Obszar
zajety przez cialo oznaczymy przez V. Sktadniki zajmuja dwa podobszary tego
zbioru. Wprowadzimy oznaczenie A = (Aj, Ay). Stosunek liniowego wymiaru
mikroniejednorodnosci do charakterystycznego wymiaru ciala oznaczymy jak
zwykle przez e. Lokalny tensor wlasnosci piezoelektrycznych A°(A,x), x € V
jest kawaltkami staly i przyjmuje wartosci A®(A,x) = A; w i-tej fazie. Dla
sit masowych f naprezenia o i indukcja elektryczna D w kazdym punkcie
kompozytu spelniajg réwnania:

dive® = —f, (5.18)
divD® = 0. (5.19)
Zwiazki konstytutywne zapiszemy w notacji symbolicznej
3¢ = A°E°, (5.20)
gdzie
oc ct _gs e
3 = , Af = ) E = . (5.21)
DE gE 65 EE

Tutaj e® jest tensorem odksztalcenia, E° polem elektrycznym,

1
o =e(w(x) = (ui; +u5;), B =E(F)=-grady, (5.22)
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u; jest i-ta sktadowa przemieszczenia, u; ; pochodna czastkowa wzgledem j-tej
wspolrzednej, a ¢° jest potencjatem elektrycznym.

Na brzegu ciala zadajemy przemieszczenia i potencjal elektryczny réwne
zeru. Funkcjonalnie gradientowe (,w sposéb celowy” zmienne makroskopowo)
materialy (FGM — ang. functionaly graded material) charakteryzuja sie mikro-
struktura, ktéra jest zalezna od polozenia w elemencie materialnym. A wiec
material taki jest makroskopowo niejednorodny, jego wlasnosci zmieniaja sie
przestrzennie na makroskali, cf. [3]. Tak wiec rzeczywiste naprezenia oraz pole
indukcji mozna rozlozy¢ na czesé lokalna i makroskopowa, ktére odzwierciedla-
ja hierarchiczng strukture geometrii kompozytu. Naprezenie o oraz indukcje
D¢ mozna przedstawi¢ w postaci:

o°=ocM o™,
D° =DM + D™
Tutaj o™ jest makronaprezeniem, a DM jest makroskopowa indukcja.

Makroskopowe prawa konstytutywne maja postac:

e(u(z))

o'(z) = AP (A, z)EM, €M =EuM(z), oY (2) =
E(pM)

gdzie e(u (x)) i E(¢M) jest odpowiednio zhomogenizowanym lub makrosko-

powym odksztatceniem i polem elektrycznym. A¥ (A, x) jest efektywnym ten-

sorem piezoelektrycznym. Tutaj e(u) = (u% + u%)/2, za$ E(pM) = ((pﬁ([),

gdzie uM jest makroskopowym przemieszczeniem, a ¢™ makroskopowym po-

tencjalem elektrycznym. Na brzegu obszaru potozymy uM = 0 i ¢ = 0. Pola

makroskopowe spelniaja réwnania:
dive™ = —f, divDM = 0. (5.23)

Mikronaprezenia o* oraz mikroindukcja D7* zalezg od ¢ i opisuja zwiazki po-
miedzy mikrostruktura, a polami makroskopowymi e i DM,

Oddzialywanie pomiedzy polami makroskopowymi i mikrostruktura mozna
opisaé poprzez rozwiazanie zagadnienia

div (A(A,2)) (@M, M) + E(u™, ™)) = div (AT(A, z)E(M, oY),
(5.24)

przy zalozeniu, ze ul" i ¢ znikaja na brzegu ciata.
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Opis efektywnych wtasnosci FGM nie wymaga zalozen o typie mikrostruk-
tury. Hipoteza o statystycznej jednorodnosci jest nieprzydatna do opisu ta-
kich zagadnien. Dopuszczamy rozktady geometrii, ktére sa makroskopowo sta-
tystycznie niejednorodne. W tym przypadku istotne sa pojecia H (G)-zbieznosci
wprowadzone w Rozdz. 5.1.

G-zbiezno$¢ opisuje zbiezno$é zagadnienia (5.18), (5.19) do rozwiazania za-
gadnienia makroskopowego M (5.23), gdy € — 0.

Zagadnienie brzegowe zwigzane z efektywnym niejednorodnym tensorem pie-
zoelektrycznosci AP (A, x) zapiszemy w notacji symbolicznej

div (AP (A, z)EM, M) = -F, (5.25)

gdzie F = , za$ uM i oM s réwne zeru na brzegu ciala.
0

G-zbiezno$¢ oznacza, ze ciag blokowych tensoréw Af(A,x)) jest G-zbiezny
do AP(A,x), gdy € dazy do zera. Fizycznie oznacza to, ze zachowanie sie
piezoelektrycznego ,elementu” ciala posiadajacego mikrostrukture mozna
przyblizyé, dla matych e, piezoelektrycznym efektywnym tensorem AP (A, x).
Bogatsza informacja o mikrostrukturze, niz ta zawarta w efektywnym tensorze
piezoelektrycznym jest ukryta w rozwiagzaniu zagadnienia mikroskopowego
(5.3.24). Rzeczywiscie rownanie to zawiera informacje o koncentracji naprezen
i pola indukcji na poziomie mikrostruktury, por. wyprowadzenie réwnan na
efekt warstwy brzegowej w Rozdz. 3.5. tej monografii.

Wprowadzmy sformulowanie lokalnej wersji (5.3.24) stowarzyszonej z cia-
giem {A®(A, :13)}520. W tym celu rozpatrzmy kostke Q(x,r) o $rodku w punk-
cie € V i dlugosci krawedzi r. Dla r dostatecznie malych, Q(x,r) za-
wiera sie w V. Wprowadzajac stale odksztalcenie € i pole elektryczne E,
lokalne funkcje ,korektorowe” (ang. corrector functions) beda rozwiazaniami
réwnania:

divAZ(A, z) (8(W§%,¢2’%) +E) = div (AE(A,:C)E), w Q(z,7),

gdzie wS'Z oraz 1/)5’% jest réwne zeru na brzegu kostki, zas € =
67 67

=
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Zauwazmy, ze tak sformutowane zagadnienie jest uogdlnieniem periodyczne-
go zagadnienia na komorce. Wtedy efektywny tensor piezoelektryczny wyraza
sie wzorem:

AF(A, a:)E £ =
1

= lim
r—0 sao Qx

/ A“(Ay) (EWG vin) +B) : (E(wi, vim) + E) dy.
W zastosowaniach technicznych wazne jest okreslenie kryterium wytezenia kom-
pozytu piezoelektrycznego. Aby wyrazi¢ to kryterium, niezbedne jest zdefi-
niowanie pojecia pochodnej tensora wlasnosci efektywnych wzgledem ,fazy”.
Oznaczmy przez x; funkcje charakterystyczna obszaru zajetego przez i-ta faze.
Funkcja x5 przyjmuje warto$¢ jeden dla punktéw lezacych wewnatrz i-tej fazy
oraz zero w pozostatych punktach.

Tensor wlasnoéci piezoelektrycznych opisujacy wybrang konfiguracje dwoch
faz mozna przedstawi¢ w postaci:

= Zx?(ﬂc)A

W przypadku kompozytu N-sktadnikowego i = 1,..., N, definiujemy gradient
piezoelektrycznych wlasnosci efektywnych V'A¥ kompozytéw po i-tej
fazie nastepujacym wzorem:

(VZ‘AE(A,w)) .= (520

1 € er L ET ra
lim lim, 0@, r) /Xi (5(“’5’@7%’@) + 5) X (8(W6E7 =)+ 5) dy,
Q(z,r)

gdzie X definiujemy nastepujaco:

e - e eRke e®E
E E Ee EQE

Formuty (5.26) dla pochodnych sa p6l jawne w tym sensie, ze podane sg jako
granice ciaggdéw rozwigzan zagadnien lokalnych. Sa one uogdlnieniem definicji
wprowadzonej dla liniowej sprezystosci w [103].
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5.3.1. Homogenizacja fluktuacji naprezen i pola indukcji w i-tej fazie

Powierzchnie wytezenia dla kompozytéw sprezystych opisano w pracy [37].
W podobny sposob zajmiemy sie kompozytami piezoelektrycznymi. Przewidy-
wanie wytezenia dla kompozytow piezoelektrycznych musi by¢ oparte o znajo-
mos¢é lokalnych powierzchni wytezenia dla poszczegolnych skladnikow piezoelek-
trycznych, ktore definiujemy jako

s .3 =1,

gdzie IT' jest symetrycznym, dodatnio okreslonym tensorem blokowym wyteze-
nia dla i-tej fazy, a ¥° opisuje wzoér (5.21);.

W podobszarach i-tej fazy, gdy IT'S? : 3¢ przekracza wartosé jeden, material
przestaje mie¢ pozadane wlasnosci piezoelektryczne z powodu inicjacji procesu
zniszczenia. W szczegdlnosci tensor ten moze mieé postacé:

gdzie I’ jest tensorem czwartego rzedu, ﬁfnjkl = %(5mk5ﬂ + dmibjr) — %5m]~5kl.
Wtedy powierzchnia wytezenia redukuje si¢ do pewnej powierzchni plastyczno-
$ci. Zadajac staty IT i dowolna rézniczkowalna funkcje p(x), ktéra jest ciagla
na domkieciu V', otrzymujemy nastepujacy rezultat wynikajacy bezposrednio
z twierdzenia o homogenizacji: jeéli {A®(A,x)}.~o G-zbiega do AF (A, x), wte-
d

y
i [ @) TS +57): (8 4 27 do = [ pa) s 5 de,
1% 1%
gdzie

()= wM = (SF(A,2)ATIA, VAP (A, )87 (A, 2)) =M : 2.

Tutaj S¥ = (AF)~1(A, x) jest tensorem odwrotnym do tensora wiasnosci pie-
zoelektrycznych A.

Gdy ¢ zbiega do zera, to ciag funkcji charakterystycznych i-tej fazy zbiega
stabo do gestosci 0;(x) tak, ze dla dowolnej kostki Q(x,r) w V mamy

lim (xi(y) — 0i(y)) dy = 0.

e—0

Q(w,r)

Zbiezno$¢ ta zapisujemy symbolicznie x§ =00,
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5.3.2. Zhomogenizowana powierzchnia graniczna dla i-tej fazy

Zakladamy, ze ciag {A°(A,x)}esq G-zbiega do AF(A, x), xi = 6; oraz, ze

uogélnione naprezenia w i-tej fazie spelniajg nieréwnosé: Z
'y : ¥° < 1.
Wtedy
=M. M,
prawie wszedzie w V. Co wiecej, jezeli IT'X® : 3¢ =1 to (IT'), XM : M =1,

5.3.3. Homogenizacja powierzchni granicznej w materiale gradientowym

Zatézmy, 7e {A®(A,x)}.~0 G-zbiega do A¥(A,x) oraz odpowiednie umowne
,haprezenia” X° spelniaja warunek

IT*(X°) = max{IT'E° : ¥°} < 1,
dla kazdego € > 0. Wtedy
(x)  (I)NEM) = max{(IT), =M . =M <1,

prawie wszedzie. Jezeli przyjmiemy efektywna powierzchnie graniczng dla kom-
pozytu w postaci

nesM.sM =3 ar)st M =1,
i
to z warunku

nesM . M

wynika warunek (*). Jezeli powierzchnia wytezenia wszystkich faz jest taka sa-
ma, to oznacza¢ bedziemy ja przez II. Oczywiscie powierzchnia IT jest funkcjo-
nalnie zalezna od A, czyli zar6wno od wtlasnosci materialowych poszczegdlnych
sktadnikéw kompozytu, jak i od wlasnosci zhomogenizowanych.



5.4. Projektowanie optymalne gradientowych materialéw piezoelektrycznych 73

5.4. Projektowanie optymalne gradientowych materiatéow
piezoelektrycznych

Projektowanie materialéw gradientowych opiera sie o pojecie zbioru efek-
tywnych tensoréw piezoelektrycznych, podobnie jak metoda relaksacji
w zagadnieniu optymalizacji na minimum uogdlnionej podatnosci, ktéra
byla wprowadzona w poprzednim paragrafie. Réznice tkwig w przestrzeniach
projektéw dopuszczalnych. Przestrzen projektéw w metodzie relaksacji zostala
rozszerzona do zbioru wszystkich G granic, czyli do zbioru G-domkniecia.
Poniewaz zbiér G-domkniecia jest zbiorem domknietym z definicji, to istnieje
minimum zrelaksowanego funkcjonalu podatnosci. Zbiér projektéow okreslony
przez G-domkniecie obejmuje material makroskopowo niejednorodny, ktérego
wilasnosci moga sie zmienia¢ skokowo w poprzek obszaru zajetego przez
element konstrukcji. Natomiast zbiér projektéw dopuszczalnych w materiatach
gradientowych jest ograniczony do okreélonej Scidle klasy efektywnych tenso-
row odpowiadajacej zdefiniowanej klasie mikrostruktur. Ponadto, poniewaz
w zastosowaniach istotna i pozadana jest cigglo$é¢ zmiany efektywnych ten-
soréw piezoelektrycznych w poprzek obszaru elementu, istotnym zalozeniem
matematycznym bedzie spelnienie tego warunku.

Przejdziemy do zdefiniowania zbioru dopuszczalnych efektywnych tensorow
piezoelektrycznych opisujacych wtasnosci osrodkéw makroskopowo niejedno-
rodnych w sposéb ciggly. Formuly na state efektywne dla piezokompozytu
wyznaczone sa wzorami (3.50). Tutaj ograniczymy sie do mikrostruktur pe-
riodycznych. Takiego rodzaju materialy produkowane sa seryjnie przy uzyciu
technologii tréjwymiarowej litografii (ang. stereolitography), por. [86].

Lokalnie periodyczna mikrostruktura oznacza, ze dla kazdego ustalonego
punktu makroskopowego « € V, lokalne fluktuacje funkcji charakterystycznych
x

X5 sa periodyczne ze wzgledu na zmienng lokalng y, y = £, i.e. x5 () = xi(x, y)

i xi(-,y) jest Y-periodyczne. Ponadto, ﬁfxi(:c,y) dgj = 0;(x). Procedura
niejednorodnej homogenizacji moze by¢ uZy%/a do sformulowania tzw. ,zagad-
nienia na komérce” dla kazdego ustalonego makroskopowego punktu « € V,
por. Rozdz. 3.3. Oznacza to, ze zadana jest periodyczna geometria okreslona
jednoznacznie przez funkcje charakterystyczna x(x,y). W szczegdlnosci moze-
my ustali¢ geometrig, a zmienia¢ jedynie udzial objetosciowy sktadnikéw, tj.
zatozy¢, ze (x(x,y)) = 0(x). Tak wiec, w przypadku, gdy znane sa wlasno-
$ci obu faz kompozytu, powyzsze zagadnienie moze by¢ rozwigzany numerycz-
nie z jednym parametrem sterowania, ktérym jest lokalny udzial objetosciowy
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jednego ze sktadnikéw, np. O(x) = 01(x) (udzial objetosciowy drugiej fazy wy-
nosi Oa(x) =1 — 61(x)).

Zdefiniujemy jednoznacznie mikrostrukture przez zbiér parametrow geome-
trycznych oznaczonych przez 3 = f,...,[3,). Parametry te musza by¢ wyspe-
cyfikowane w kazdym konkretnym zagadnieniu projektowania. W szczegdlnosci
rozwazmy przypadek dwuskladnikowego kompozytu o lokalnej geometrii typu
osnowa-wlokna. Wiékna maja ustalony przekrdj prostokatny, roztozony w osno-
wie w ten sposob, ze Sciany prostokata sa rownolegle do Scian pewnej kwadrato-
wej komérki periodycznoéci. Wersor normalny do ptaszczyzny przekroju zadany
jest przez dwa katy Eulera opisujace kierunek utozenia widkien w przestrzeni.
Geometrie przekroju opisuja dwa parametry: stosunek bokéw prostokata i po-
le powierzchni prostokata. ,Wektor” 8 ma w tym przypadku cztery sktadowe.
Jezeli dopuscimy mikrostruktury, w ktérych geometria przekroju w poprzek
wlokien nie jest stala (np. prostokat moze byé¢ dowolnie obrécony wzgledem
srodka symetrii komorki periodycznoéci), to musimy dodaé jeszcze jeden pa-
rametr geometryczny opisujacy ten obrét. W kazdej komérce periodycznosci
sktadowe wektora geometrycznego sa ustalone. Oczywidcie mozemy mie¢ bar-
dziej restrykcyjne zadania i okresli¢ zbiér dopuszczalny tylko poprzez jeden
parametr, ustalajac pozostale.

Przypomnijmy, ze komoérka periodycznos$ci — oznaczana jak i dotychczas
przez Y — opisuje punkty w mikrostrukturze y € Y. Charakterystyczna funkcje
i-tej fazy w komorce periodycznoéci oznaczamy przez x;(8,y), i = 1,..., N,
gdzie N jest liczbg sktadnikow w kompozycie. W kazdym przypadku kom-
pozyt moze byé N-sktadnikowy i wowczas tensor wlasnosci materialowych
APT(A, B,y) jest funkcja obszarami stalg na fazach, réwna A; w i-tej fazie. Pole
geometrycznego wektora (3 opisujace geometri¢ kompozytu zmienia si¢ w ob-
szarze V zajetym przez material kompozytowy. Ta makroskopowa zmiennosé
odpowiada za zmiany efektywnych parametrow materiatlowych zgodne z makro-
skopowymi zmianami charakteryzujacymi zmienno$¢ mikrostruktury od jedne-
go do drugiego punktu makroskopowego & € V. Tak wiec efektywny tensor
piezoelektrycznosci moze by¢ zapisany jako:

AT(A. B@)E : =
1 /AperA 2),y) (Ew(y). b(y) + E) : (E(w(y).v(y) + E) dy

gdzie w i 9 sa Y-periodycznymi rozwiazaniami problemu na komoérce (3.48)
o sktadowych w klasie funkcji W12(Y, R3). Zakladamy, Ze obszar zajmowany
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przez kazdy ze sktadnikéw kompozytu w mikrostrukturze zmienia sie w sposéb
ciggly ze wzgledu na wektor geometryczny (3, tj.:

51;390/ Xi(B,y) = xi(B + 00, y)| dy = 0. (5.27)
T Y

Zbiér dopuszczalnych wektoréw geometrycznych oznaczymy przez Ad i zalozy-
my, ze jest to zbiér skonczony i ograniczony. Makroskopowe zmiany wtasnosci
materialéw gradientowych sg ciaglte wzgledem zmiennej & € V. W celu udowod-
nienia twierdzen o istnieniu projektu optymalnego musimy zazadaé spelnienia
warunku jednostajnej ciggtoéci Holdera w domknieciu zbioru V, co oznacza, ze
dla pewnych staltych C >0i0 < a <1,

Bl +h) ~ B(@) <Chl",  paw.w V. (5.28)
Nalezy tez nalozyé wiezy na ilosci materialu poszczegdlnych sktadnikéw, kto-
rymi mozemy dysponowaé przy projektowaniu. Sa one uogélnieniem warunku
izoperymetrycznego przyjmowanego w optymalizacji podatnosci, por. [6]. Wie-
zy te dane sa w postaci nastepujacych nieréwnosci

/ Oi(x) doe <, i=1,...,N, (5.29)
1%

gdzie lokalny udzial objetosciowy i-tego sktadnika w kompozycie dany jest jako
0;(x) = [ xi(B(x),y) dy. Tak wiec przestrzen projektowania zawiera wszystkie
J X

mozliwe podzialy v na podzbiory V;, i = 1,..., N (zajete przez rézne mate-
riaty), objetos¢ (Vi) < i, a ,wektor” v = (v1,72,...,7n) nazwiemy wektorem
wiezow.

Zbiér parametréw sterowania (3, ktory spelnia (5.27) oraz warunek (5.28),
oznaczymy przez Ad,. Rozpatrywana ponizej uogélniona podatnos¢ projektu
zhomogenizowanego dana jest jako

E
P(u”, ¢F) = /F M
v oF

gdzie F zadane jest wzorem (5.25), a (u”, ¢¥) jest rozwiazaniem zagadnienia
makroskopowo niejednorodnego, por. (5.23). Zhomogenizowane (funkcjonalnie
gradientowe) optymalne zagadnienie projektowania (P)FGM definiujemy jako
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zagadnienie poszukiwania kresu dolnego podatnosci uogélnionej w przestrzeni
projektéw dopuszezalnych. Oznaczmy przez P warto$é kresu dolnego:

(PFeM P = 5Ly, (P67}, (5.30)

Udowodnimy ponizej, ze projekt optymalny istnieje. Przypomnijmy, ze podob-
nie jak wszystkie rezultaty otrzymane przy uzyciu metod homogenizacji, powyz-
sze definicje i pojecia sa wazne w zastosowaniu do bardzo drobnych mikrostruk-
tur i nie moga by¢ stosowane do optymalizacji niejednorodnych materiatéw,
w ktorych rozmiar niejednorodnosci jest rzedu wielkosci elementu kompozyto-
wego, ktory chcemy zaprojektowad.

Wprowadzimy definicje (Pw)FGM zagadnienia projektowania materialu gra-
dientowego w przypadku przyjecia dodatkowych calkowych wiezéw na uogdl-
nione naprezenia:

(Pw)FGM

. 5 p [ o 2
Pw_ﬁ(ml)rgéldl{P(u 9 )7V/{H (A, BB £F do < K2}, (5.31)

gdzie £ jest zhomogenizowanym uogélnionym naprezeniem, a u? i ¢F jest
rozwiazaniem zhomogenizowanego ukladu réwnan (5.23), za$ P, wartoscia kre-
su dolnego (5.31). Zalozymy, ze powierzchnie wytezenia obu faz sa jednakowe
i majg postaé zadang Il. Zauwazmy, ze powierzchnia I1 zalezy od klasy rozpa-
trywanych materialéw gradientowych, wiec

I1 = TI(A, §).

Jezeli polozymy K? = +oo otrzymamy zagadnienie projektownia bez wiezéw,
a wiec ponizej udowodnione twierdzenie obejmuje takze zagadnienie (P)F¢M

Twierdzenie 5.1  Istnieje optymalny projekt dla zhomogenizowanego

zagadnienia projektowania (Py,)" GM  coyli istnieje optymalne sterowanie

B(x) € Ady, dla ktérego kres dolny w (5.31) jest osiggalny.

Dowéd
Rozpatrzmy jakikolwiek cigg minimalizujacy P(u, ¥) w problemie (P,,)
mianowicie {3 (x)}5Z;.

Poniewaz ciag {8 (z)}52, jest jednostajnie ciagly, istnieje podciag, oznaczo-

FGM
;

ny takze przez {8 (z)};2;, zbiezny jednostajnie na V, do sterowania é(w) €
Ad,. Nastepnie, dla kazdego statego tensora odksztalcen € i statego wekto-
ra pola eklektrycznego E, rozpatrzmy funkcje Y-periodyczne w zmiennej y ze
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A~

sktadowymi w przestrzeniach WL2(Y), w(x,y) oraz ¢(x,y), bedace rozwigza-

per
niami nastepujacych réwnan na komérce periodycznosci (zmienna x traktowana

jest jako parametr):

—div (A""(A, (), y)(E(W(@,9), d(z,9)) + &) =0. (5:32)

Poniewaz zachodzi warunek (5.27), wiec

n—oo

tim [ V'8, (2).9) - X' (B@),y)| dy = 0, (53
Y

dla kazdego x w V. Stad mamy

tim [ le(W(z,y)) - e(wa(@. y)I* dy = 0.
Y

n—oo

(5.34)

n—oo

tim [ [E(3(@.) ~ E(Ga(.y)) dy =0,
Y

gdzie wy(x,y), ¢n(x,y), sa Y-periodyczne w zmiennej y, naleza do przestrzeni
WL2(Y, R?) i s rozwigzaniami nastepujacego ukladu réwnan:

_div (ApeT(A, B, (@), y)(E(wWn(z,y), dn(z,y)) + E)) =0. (5.35)
Jest oczywiste, ze z (5.35) oraz z (5.33) i (5.36), mamy

lim TI”(A, 8, (z)) = " (A, 3(x)),

n—0c0 ) (5.36)
Tim AP(A, 8 () = AP(A, (@)

dla kazdego = w V. Z (5.37) wnioskujemy, ze ciag {AE(A,Qn(w)) o0 | jest
G-zbiezny do AE(A,Q(:C)), por. Rozdz. 5.1. Rozpatrujemy rozwigzania
(uf ¢F) i (0¥, F ), ktore spelniaja jednorodne warunki brzegowe, odpowied-
nio, nastepujacych réwnan réwnowagi:

—div (AP(A, B, (@), y) (E(Wn(@,y), én(z,y))) =0, (5.37)
oraz

—div (A"(A, B(x)E(a", 67)) = 1. (5.38)
Poniewaz podatno$é jest ciggla wzgledem G-zbieznosci, wnioskujemy ze

lim P(uy, ¢}) = P(a”,¢"). (5.39)

n—oo
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Na mocy (5.37) otrzymujemy wniosek, ze ciggi {€(uf, ¢Z)}1o0, i {25};":1

silnie zbiegaja w przestrzeni L?(V)3*3 odpowiednio do elementéw &£ (0%, ¢¥)
~ E N N

i3 = AF(A, B(z))E(GF, ¢F). Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci,

otrzymujemy

n—oo

lim /{HE(A,QH(:C))}EE .2 dg — /{HE(A,Q(Q:))}EE .3 dz, (5.40)
Vv 1%

co konczy dowdd. O

Fakt istnienia projektu optymalnego moze byé wykorzystany do skonstru-
owania zagadnien przyblizajacych zagadnienie optymalne. Sformutujemy na-
stepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.2 Optymalne sterowanie @(:c) € Ad, moze byc¢ uzyte do kon-
strukcyi ciggu celowo gradientowych materialow z tensorami piezoelektrycznosci
{AS(A, x)}es0, ktory zbiega do {AF (A, B(x)}ex0 takiego, Ze

lim P(u®, ¢°%) = Py,
e—0

lir% ¥ : 3¢ de < K?  oraz (5.41)
E—>
v
lim [ X () dar = /Hi(w) dw <, i=1,...,N.
E—
v v

Przyktad elementu ciggu materialéw gradientowych jest pokazany na konicu
biezacego rozdziatu.

Twierdzenie 5.2 mozna dowies¢ w oparciu o dowdd twierdzenia dla przypadku
sprezystego FGM podanego w [132] str. 183. Przejdziemy teraz do rozwazenia
przyktadu, ktory dzieki w duzej mierze analitycznym wynikom, dobrze ilustruje
powyzsze abstrakcyjne sformutowania.

5.4.1. Przykfad — zagadnienie jednowymiarowe

Zanim przejdziemy do rozwazania zagadnienia piezoelektrycznego sformutuje-
my zagadnienie problemu optymalnego projektowania sprezystego kompozytu
makroskopowo niejednorodnego (materialu gradientowego), ze wzgledu na
minimalng podatno$é, z wiezami i bez wiezéw nalozonych na naprezenia.
Zagadnienie to sprowadza si¢ do znalezienia minimum podatnosci przy dodat-
kowych warunkach ograniczajacych naprezenia (projektowanie z wiezami) lub
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bez tych warunkéw (projektowane bez wiezéw). Zalozymy, ze rozpatrywane
zagadnienie jest zagadnieniem jednowymiarowym, w ktérym zmienna x € R.
Istnienie optymalnego sterowania, czyli optymalnego rozkladu niejednorod-
nosci, jest zagwarantowane na mocy Tw. 5.1. Pokazemy przykladowo jak
skonstruowaé¢ elementy ,ciagu minimalzujacego” w skonczonym, dyskretnym
(skokowo-zmiennym) modelu przyblizajacym material gradientowy.

Przypomnimy elementarne, potrzebne w dalszych rozwazaniach wyniki do-
tyczace szczegblnego, jednowymiarowego zagadnienia brzegowego dla niejedno-
rodnego ciala sprezystego. Zagadnienie brzegowe ma postaé

d (> d 15
— (c (x)—u (x)) =—f(z) dlaxze(0,1) oraz

u®(0) =0, u®(1) =0.
Gradientowa, mikroperiodyczng strukture materialu okresla zaleznosé
¢(z) = Cix“(z) + Co(1 = x*(2)),

gdzie funkcja charakterystyczna podzbioru odcinka [0,1], w ktérym znajduje sie

material o stalej sprezystosci C, ma postaé¢ x*(z) = x(z,y), a funkcja x(x,y)

jest Y-periodyczna wzgledem zmiennej y. Przypomnijmy, ze y = Z. Oznaczmy

makroskopowa zmienno$¢ wartosci ,$redniej” z funkcji charakterystycznej przez
1

m?fx(w,y)]; dy = 0(x).

Przyjmujac stala (réwnomiernie rozlozona) site masowa f(x) = f, rozwiaza-
nie zagadnienia brzegowego (5.42) ma postaé

1
fcsiz)dzm 1 z

“(z,E(z) = f|2 z— c 4. )
OcEz

(5.44)
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Poniewaz e dazy do zera na mocy twierdzenia o homogenizacji, por. [20], otrzy-

mujemy:
. i 1 ’ 1 . ’ z i z
;1_% =) dz_/cE(z) dz Vx, ;1_% =02) dz_/cE—(z) dz Vzx,
0 0 0
gdzie
1 (! 11 177!
E
=(—— =||=——-—= — . 4
(@) <C€(UC)> [(Cl 02)0(90)—1—02} (5.45)
Ponadto mamy
/
z dz « x
cF(2) 1 z
: € 0 - _ .M
glinu(x)—f{l 1 /cE 3 dz /CE(Z) dz} u™ (),
i @ dz 0 0
0
1
Ik cEZ(z) dz
lim o (x) = f{ol - x} =oM(z)
E—
J cEl(z) dz
0

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

1
Ik cEZ(z dz
2

)
_ 0
t=T—"""—

L_g

P (2)

Zauwazmy, ze dla skonczonych i réznych od zera wlasnosci materiatéw Cf,
(3, spelniony jest warunek ¢ > 0. Wielko$¢ ¢ zalezy od postaci funkcji 6(x).
Uzywajac oznaczenia t, wprowadzimy o™ (z) = f(t — z), skad otrzymujemy

(M (@) = f2(t — )2, (5.46)

Podatnosé jest praca wykonang przez sity f, wyrazona nastepujacym wzorem:

1
PuM) = f/uM(x) dx.
0
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Zagadnienie projektowania funkcjonalnie gradientowego materialu na mini-
mum podatnosci redukuje sie do nastepujacego zagadnienia minimalizacji:

FGM o M
(P) P = e(ir)lgidP(u ), (5.47)

gdzie Ad jest zbiorem funkcji nad przedziatem [0, 1], o wartodciach w tym prze-
dziale. Zbiér ten okresla wszystkie mozliwe makroskopowe dopuszczalne niejed-
norodnoéci. Z uwagi na zatozenie Tw. 5.1 musi by¢ spelniony warunek Holdera
dla funkcji 6(z) (por. warunek (5.28)).

Jedli zdefiniujemy globalne wiezy na naprezenia

1
/ (oM (2)) dw < 72, (5.48)
0

gdzie 7 jest ustalong stala, to mozemy rozpatrywaé zagadnienie projektowania
z wigzami (Py,)FM jako poszukiwanie P, danego przez (5.47), z warunkiem
na naprezenia (5.48).

Korzystajac ze wzoréw (5.48) i (5.46), otrzymujemy 7 > % Stad wynika,
ze najnizsze mozliwe ograniczenie na poziom naprezen, to warunek, aby
T = f/2V/3. Zagadnienie nie ma rozwiazania dla 7 < 2—\];5 Gorne ograniczenie

dla 7 wynika z oczywistej nieréwnosci ¢t < 1, a mianowicie 7 < % Zauwazmy,

ze w zakresie okreslonosci 7, tylko punkt 7 = 2—\% odpowiada jednej wartosci
parametru ¢, w pozostalych przypadkach sa dwie mozliwe, rézne wartosci.

Rozwiazanie zagadnienia sprowadza sie do znalezienia rozkladu 6(x) na od-
cinku [0,1]. Aby rozwiazaé¢ zadanie numerycznie, dzielimy przedzial [0,1] na
czesdci o dhugosci % Jako niewiadome wprowadzamy nieznane, ale stale na kaz-
dej czesci, wartosci funkcji 6(x). Otrzymalidémy zagadnienie nieliniowego pro-
gramowania z wiezami danymi przez (5.48). Obliczenia przeprowadzono dla
Cy=1,0y=01, f =1, 7 = —t=. Wyniki sg pokazane na Rys. 5.1, Rys. 5.2

23"
i w Tabeli 5.1. Warunek izoperymetryczny, tj. globalna ,ilo$¢” materiatu C; jest

1
dana jako v = [6(x) dx. Optymalny rozklad lokalnych udzialéw objetoscio-
0

wych fazy C; (dla ustalonego v) prowadzi do okreslenia wartosci optymalnych
niejednorodnych wlasnosci materialu gradientowego (5.45). W rozpatrywanym
przypadku, bez wigzé6w na naprezenia, otrzymano dwa optymalne rozktady nie-
jednorodnoéci przedstawione na Rys. 5.2. Oba sa niesymetryczne wzgledem osi
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symetrii elementu konstrukeji w zakresie 0.1 < v < 0.7. Podobny efekt wy-
stepuje w zagadnieniu z wiezami, gdy 7 > ﬁ Jednakze, w tym przypadku

istnieje 7, dla ktérego brak symetrii obserwowany jest dla kazdego 0 < v < 1.

Z analizy zaleznosci T z 7(t) wynika, ze dwie niesymetryczne struktury beda

istnialy w zakresie 7 € (ﬁ, %) Tak wiec, tylko przypadek 7 = ﬁ

dzi do jednoznacznej, symetrycznej wzgledem $rodka odcinka [0, 1], struktury
1/i

optymalnej. Wyniki przedstawiono w Tab. 5.1, gdzie v; = [ 6(z)]; dz.
0

prowa-

Tabela 5.1. Optymalny rozktad 6(x) w pieciu odcinkach, dla r6znych globalnych

udziatéw objetosciowych v, z wiezami na naprezenia dla 7 = —2=

23
v | 0]0.1 0.210.3 04105 0.6 | 0.7 081091
v1 101025105 ]075 (1 1 1 1 1 1 1
v |00 0 0 0 0251050751 1 1
v3 | 0|0 0 0 0 0 0 0 0 051
v 1010 0 0 0 0251050751 1 1
vs 101025105 ]075 (1 1 1 1 1 1 1
1.0
0.8
0.6 min F
0.4
0.2

0 T 1 T 1 T T T 1 T T 1
0 0.1 0203 04 0506 0.70.38 092)1‘0

Rysunek 5.1. Minimum podatnoéci jako funkcja globalnego udzialu objeto-
$ciowego, bez wiezow

Rozpatrzenie jednowymiarowego zagadnienia optymalnego projektowania
dla gradientowego materialu piezoelektrycznego wymaga rozwigzania ukta-
du dwoéch réwnan zwyczajnych. Rozpatrzmy dwusktadnikowy kompozyt pie-
zoelektryczny utworzony z materialéw piezoelektrycznych o symetriach tenso-
row opisujacych wlasnosci ceramiki PZT5. Tak jak poprzednio, przyjmiemy, ze
wszystkie stale materialowe zalezg tylko od jednej zmiennej x € R, a sily maso-
we maja postaé: f = [0, 0, f3]. Réwnania réwnowagi oérodka piezoelektrycznego,
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il

=0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 v=10

Rysunek 5.2. Optymalny rozklad 6(z) w pieciu odcinkach jako funkcja global-
nego udziatu objetosciowego, bez wiezdéw

w ktérym jednokierunkowy stan przemieszczenie opisuje wektor [0, 0, u], a pole

elektryczne — wektor [Ef,0,0] (Ef = %) maja postaé

d (E du® . do*®
— (@) —— — 9131(55)—) = —f3,

d (. du® | do® )
—_ - — | =0
e (9131(90) I + e (@) I ;
dla z € (0,1). Jednorodne warunki brzegowe w punktach 0 i 1, stawiane sa
zaréwno na przemieszczenie u° jak i na potencjal elektryczny ¢°.

Wprowadzajac macierz blokowa wspoétczynnikéw materiatu piezoelektrycz-
nego (szczegblna postaé¢ macierzy blokowej wprowadzonej w dodatku D.1)

113(®)  —9giz ()

9531() €f1(z)

Af(z) =

przeprowadzamy proces homogenizacji i otrzymujemy zaréwno postaé efektyw-
nych, makroskopowych wspoétczynnikéw materialowych, jak i réwnania na pola
makroskopowe. W tym przypadku efektywne zhomogenizowane) wspotczynniki
materialowe zalezg oczywiscie od zmiennej x. Dla osrodka mikroperiodycznego,
dwusktadnikowego o wlasnoéciach A i A? (ktérego definicja jest analogiczna
do podanej poprzednio dla przypadku sprezystego), maja one postaé

AP(2) = (A) () + (A (1 - 0())
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gdzie 0(x) jest wartoscia $rednia z funkcji charakterystycznej obszaru zajetego
przez material ,pierwszy” — (1). Wtedy réwnanie réwnowagi dla zagadnienia
zhomogenizowanego piezoelektrycznego (materiatu gradientowego) ma postac:

d du

— (AF(x)— ) =F. 5.50

dx < (z) dzx > ( )
Przyjeto tu nastepujaca symboliczng notacje:

u,
u 3’ F:f3

& 0

Rozwiazanie réwnania (5.50), dla jednorodnych warunkéw brzegowych na
uogoblnione przemieszczenie u i dla stalej sity F, wyraza sie wzorem

xT

u(zr) = / (AE(Z))_1 Fz dz+C/ (AE(Z))_l dz,
0

0
gdzie

1

C=- (0/1 (AE(z)f1 dz> 10/(AE(Z)>1FZ dz.

Na mocy Tw. 5.1. uogélniona podatnos¢ zdefiniowana jako

P:F/lu(x) dx.
0

osigga minimum przy pewnym rozktadzie faz. Mowimy wéwczas o sterowaniu
optymalnym 6(z).

Postepujac analogicznie jak poprzednio, poszukujemy rozwigzan réwnania
(5.50) jako dyskretnych, skokowo niejednorodnych konfiguracji faz. Badajac
przypadek projektowania optymalnego bez wiezow, jako state materiatowe przy-
jeto: Al — dla ceramiki PTZ5, A? — dla epoksydu. Warunek izoperymetryczny
dla ,jiloéci” fazy pierwszej opisuje réwnoéé¢ v = 0.2. W tym przypadku otrzy-
mano jedng konfiguracje niesymetryczng wzgledem érodka przedziatu, w ktérej
material zlozony z samej ceramiki ulokowany jest na krancu badanego prze-
dziatu. Na Rys. 5.2 opisuje ja prawy stlupek dla v = 0.2. Konfiguracja opisana
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przez lewy stupek na Rys. 5.2, ma warto$¢ podatnosci skrajnie najwieksza spo-
$§réod mozliwych kombinacji, czyli nie tylko nie jest réwnowazna poprzedniej,
ale maksymalizuje podatnosé przy danym warunku izoperymetrycznym. Wy-
nik ten jest zgodny z intuicja, gdyz zagadnienie nie jest juz skalarne {u®}, lecz
ma charakter wektorowy {u®, ¢°}. Przeprowadzanie pelnej analizy i wykonanie
szczegdtowych obliczen jest interesujace, ale nie jest przedmiotem tej pracy.






Rozdziat 6

Kompozyty losowe — homogenizacja
stochastyczna

Jak podkreslono we wstepie przy omawianiu rzeczywistych materialéw ztozo-
nych, wiekszo$¢é z nich ma strukture ,losowa”, por. [42]. Precyzyjna definicja
pojecia osrodka losowego z mikrostruktura jest podstawa rozwazan w homoge-
nizacji stochastycznej, ktérej dotyczy ten rozdziat. Nalezy jednak podkreslié, ze
pojecie oérodkéw losowych (ang. random media) uzywane bylo réwniez weze-
$niej w ogdlniejszym sensie (por. monografie [71, 148] oraz cytowana tam li-
terature). W podejéciu tym badano m.in. modele nielokalne opisywane przez
réwnania rézniczkowo-catkowe wzgledem Srednich pol przemieszczen. Nielokal-
nosé zwiazana byla z zachowaniem w modelu parametru skali opisujacego roz-
miar niejednorodnoéci. W tym przypadku otrzymuje sie efekty rozpraszania fali
na niejednorodnosciach. Pojawia sie tlumienie zwiazane z rozpraszaniem fali,
zwane ttumieniem Reyleigha.

W ramach homogenizacji stochastycznej, przy uzyciu dwuskalowych rozwi-
nie¢ asymptotycznych, przedstawiono w pracy autorki [70] propozycje zachowa-
nia wyzszych wyrazow rozwiniecia pola przemieszczen wzgledem matego para-
metru w formalnych rozwinieciach asymptotycznych. W cytowanej pracy prze-
dyskutowano konsekwencje zachowania efektu skali w modelowaniu zjawiska
propagacji fal. Praca ta nie bedzie tutaj omawiana, gdyz w niniejszej mono-
grafii ktadziemy nacisk na metody $ciste homogenizacji stochastycznej, a me-
toda rozwinie¢ dwuskalowych jest, podobnie jak w przypadku periodycznym,
heurystyczna. W Rozdziale 6 ograniczymy sie do oméwienia wynikéw badan
bedacych wkladem w teorie nieliniowej homogenizacji stochastycznej wykorzy-
stywanych w opisie pewnych statycznych zagadnien nieliniowych dla kompo-
zytow o strukturze losowej. Mianowicie, w Rozdz. 6.1 opartym na wynikach
prac innych autoréw, podamy krétkie wprowadzenie w matematyczny forma-
lizm zwiazany z nieliniowa homogenizacja stochastyczna. Natomiast Rozdzia-
ly 6.2 i 6.3 zawieraja wlasne wyniki badan przedstawione w oparciu o prace
[79, 80]. Pierwszy z rozdzialéw dotyczy zagadnienia homogenizacji funkcjona-
tow, w ktorych funkcje podcatkowe zalezg nie tylko od symetryzowanego gra-
dientu przemieszczenia (odksztalcen), ale réwniez od pewnego dodatkowego

87
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pola skalarnego i jego gradientu (pola temperatury i jej gradientu). Redukcja
tego zadania do zagadnienia liniowego , czyli kwadratowych zaleznosci funkcji
podcatkowej od gradientow, prowadzi do zagadnienia homogenizacji kompozy-
téw termosprezystych. W Rozdz. 6.3 rozpatrzono zagadnienie makroskopowego
opisu materialéw spekanych, w ktorych na powierzchniach peknieé (szczelin)
zadane sg tzw. warunki Signoriniego, czyli wiezy jednostronne na naprezenia.
Zagadnienie takie wymaga w sformutowaniu uzycia nieréwnosci wariacyjnych,
a wynik procesu homogenizacji mozna przedstawié¢ nastepujaco: osnowa liniowo-
sprezysta ostabiona mikroszczelinami pracuje makroskopowo (efektywnie), tak
jak material nieliniowy — dokladniej, w takim materiale inaczej przebiega proces
rozciggania, a inaczej Sciskania.

6.1. Wstep do analizy pdl losowych

Istotnym zagadnieniem w teorii osrodkéw losowych jest matematyczny opis mi-
krostruktury. W modelowaniu mikrostruktury musimy postuzyé¢ sie odpowied-
nimi idealizacjami. O$rodki losowe stanowig wazna klase takich idealizacji, por.
[2]. W pracy [4] opisano losowe rozklady peknie¢ oraz sieci peknieé¢ uzywajac
metod geometrii p6l losowych, por. [2]. Waznym zagadnieniem jest nie tylko
opisanie rzeczywistych materialnych struktur, ale takze opracowanie metod ich
generowania i ich analizy numerycznej. Zagadnieniom takim poswiecona jest
monografia [151], a takze materialy z kursu AMAS — RMM’04, [150]. W szcze-
gbélnosci nie analizowane w niniejszej rozprawie zagadnienie rekonstrukcji mi-
krostruktur losowych (np. geometria polikrysztatu) jest przedstawione w pracy
[149], w ktoérej po raz pierwszy zastosowano do tego celu zasade maksimum
entropii informacyjnej.

Przejdziemy teraz do podstawowego formalizmu homogenizacji stochas-
tycznej.

6.1.1. Opis osrodkéw losowych

Niech (€2, %, ) oznacza przestrzen probabilistyczna, gdzie €2 jest zbiorem zda-
rzen elementarnych, 3 jest zupelna sigma-algebra podzbioréw zbioru i u jest
miarg probabilistyczna okreélong na Y. Aby opisa¢ strukture losowa wprowadz-
my pewng dodatkows operacje na przestrzeni probabilistycznej. Mianowicie,
zalézmy, ze na Q dziala n-wymiarowy uklad dynamiczny T(x) : Q — Q, taki,
ze dla kazdego & € R", zaréwno T(z) i T(x)~! sa mierzalne oraz takie, ze
spelnione sa nastepujace warunki:

(a) T(0) jest identycznoscig na Q idla @y, xy € R™, T(x1+x2) = T'(21)T (22);
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(b) dla kazdego & € R™ i mierzalnego zbioru F € ¥, u(T(x) 1 F) = u(F), tj.,
1 jest niezmiennicza miara wzgledem T

(c) dla kazdego F' € 3, zbior {(z,w) € R" x Q|T(x)w € F} jest dx x du
mierzalnym podzbiorem R"™ x €, gdzie dx oznacza miare Lebesgue’a na R”.

Zauwazmy, ze T(x)™! = T(—z). Uklad dynamiczny spelniajacy warunki
(a) — (c) jest nazywany réwniez przeplywem zachowujgcym miare, por. [141].

Dla zadanej zmiennej losowej f € L'(Q) wprowadzamy jednorodne pole lo-
sowe:

flz,w) = f(T(x)w). (6.1)

Pole f jest réwniez nazywane statystycznie jednorodnym (tj. stacjonarnym)
procesem losowym. Wprowadzenie pola losowego pozwala zdefiniowaé strukture
losowa, a takze pozwala zdefiniowaé osrodek losowy. Statystyczna jednorodnoéé
pola losowego oznacza, ze dowolne dwa punkty w przestrzeni sa statystycz-
nie nierozréznialne. Innymi stowami, statystyczne wlasnosci oérodka opisanego
przez pole takie losowe beda translacyjnie niezmiennicze. Zatem istnieje gru-
pa {U(x) : * € R"} izometrii na L*(Q) = L*(Q, X, u) zdefiniowana przez
Uz)f)(w) = f(T(x)w), x € R*, w € Q, f € L*(). Funkcja z — U(x)
jest ciagla w silnej topologii, tj. dla kazdego f € L2(Q), U(z)f — f zbie-
ga silnie w L?(Q) gdy & — 0. Silna zbiezno$¢ wymaga osrodkowosci prze-
strzeni probabilistycznej, ktéra bedziemy w ciagu dalszym zakladaé. Funkcja
f(T(x)w), x € R™, nazywana jest realizacja pola f. Méwimy, ze uklad dy-
namiczny jest ergodyczny, jezeli kazda funkcja niezmiennicza, tj. spelniajaca
warunek f(7T(x)w) = f(w), jest stala prawie wszedzie w Q.

Zanim wprowadzimy niezbedne definicje prowadzace do okreslenia osrodka
losowego z mikrostruktura podamy przyktady losowych struktur, ktére opisuja
rézne geometrie osrodkéw losowych.

Przyklad 6.1

(i) Sferyczne wtrgcenia lub pustki w osnowie, por. [140, 142]. Rozpatrzmy nie-
skonczony osrodek kompozytowy skladajacy sie z osnowy oraz losowo w niej roz-
rzuconych jednakowych sferycznych czastek (pustek). Wtedy, realizacja zmien-
nej losowej opisujacej geometrie dla ustalonego w € 2 moze by¢ identyfikowana
ze zbiorem w = {a™ : m € N} Srodkéw a™ czastek (pustek) rozmieszczo-
nych w przestrzeni. W tym miejscu N oznacza zbiér liczb naturalnych. Niech
Nb(w, Q) oznacza liczbe srodkéw wtracen, ktére zawieraja sie w otwartym
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zbiorze Q C R"™. Wielkos¢ X jest zdefiniowana jako najmniejsza o-algebra za-
wierajaca podzbiory 2 w postaci:

{w e Nb(w,Ql) =ki,..., Nb(w,Qi) Zk}i},

gdzie podzbiory @1, ..., Q; sa roztaczne, liczby k1, ..., k; sa dodatnie i catkowi-
te. Miara probabilistyczna p jest okreslona jednoznacznie na 3 poprzez swoje
wartosci na tych podzbiorach; translacje dziatajg na 2 nastepujaco:

Vae,Vw = {a™: m € N}, T'(x)w = {a™ + x| m € N}.

Aby zapewnié statystyczna jednorodno$é kompozytu, miara g musi byé¢ nie-
zmiennicza wzgledem dziatania T'(x), dla kazdego x. Tak bedzie, jesli np. p ma
nastepujacy rozktad Poissona:
pPINb(w, Q1) = k1,..., Nb(w,Q;) = ki] =
= p[Nb(w, Q1) = k1] x ... x p[Nb(w, Q;) = kil,

7z warunkiem

(al@D)*
J!

n(Nb(w, Q) = k) = exp(—al@)).
Tutaj a > 0 jest stala i || oznacza miare @@ (objetosé).

Wiadomo, ze rozklad Poissona jest ergodyczny, por. [126]. Niestety, model

ten nie zawsze w sposOb zadawalajacy opisuje zachowanie sie o$rodkéw z wtra-
ceniami, zwlaszcza w przypadku duzych koncentracji czastek z powodu mozli-
wosci pokrywania sie wtraceh (ang. overlapping). Zauwazmy, ze ten przyktad
podaje sposdb generacji realizacji geometrii losowej.
(i) Struktury statystycznie periodyczne sa modelowane przez przestrzen proba-
bilistyczna (€', %, 1’), na ktéra dziala grupa zachowujaca miare T'(z), z € Z",
ktora jest zbiorem bijektywnych odwzorowan z €) na siebie spelniajaca wtasno-
$ci grupowe w Z™ i posiadajaca nastepujaca wltasno$¢ niezmienniczodci:

VzeZ"VFeY, T(2)F={w|T'(-2)weF}eY,

ponadto, ¢/ (T'(2)F) = u/(F).

Przypominamy, ze Z oznacza zbiér liczb catkowitych. Osrodki statystycznie
periodyczne sg ergodyczne jesli stale sa jedynymi zmiennymi losowymi takimi,
ze

VzeZ", foT'(z)=f (pn.p.— prawie na pewno).
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Zauwazmy, ze osrodki statystycznie periodyczne zdefiniowane przez taki ,dys-
kretny” uktad dynamiczny sg szczegdlnym przypadkiem osrodkéw statystycznie
jednorodnych. Rzeczywiscie, wystarczy wzia¢ Q =Q' xY iY =[0,1)", X jako
¥ @ L(Y), uzupelniona ze wzgledu na p = ¢/ ® dy do o-algebry produktowej
¥ i borelowskiej o-algebry na Y. Teraz T'(x), zdefiniowane jako:

Ve e R", Vo' e U, Vy eV, T(x)(w,y) = (T ([x+y]) (W, z+y—[z+y]))

jest przeptywem zachowujacym miare na (2, %, u); co wiecej, struktura jest er-
godyczna wtedy i tylko wtedy jezeli T” jest ergodyczne. Przypominamy, ze [x]
oznacza czesé catkowita x. Przyklad jednowymiarowego osrodka statystycznie
periodycznego wykorzystany jest w tym rozdziale, por. Rozdz. 6.2.2, do znale-
zienia zamknietych formul na wtasnosci losowego kompozytu termosprezystego.

(iii) Struktury periodyczne makroskopowo jednorodne sa takze szczegblnym przy-
padkiem struktur ergodycznych statystycznie jednorodnych. Tutaj Y jest zbio-
rem Y = [0,1)" (komérka elementarna), podczas gdy ¥ i p sa odpowiednio
o-algebra Borela i miara Lebesgue’a na Y. Wtedy T'(x) dziala na Y nastepu-

jaco:
VeeR", yeY, T(xy=x+y—[z+y.

W tym szczegblnym przypadku, kazda zmienna losowa jest utozsamiana z mie-
rzalnym odwzorowaniem na Y, pole losowe f jest utozsamiane z periodycznym
przedtuzeniem f na cala przestrzen, zas warto$¢ oczekiwana z usrednianiem
objetosciowym na komérce elementarnej Y, a du = dy. Kazdy osrodek, ktérego
wtasnosci sg opisane przez funkcje periodyczne jest wiec jednocze$nie pewna
struktura losowa, makroskopowo jednorodna.

(iv) Struktury kwaziperiodyczne. Niech Q@ = T™ dla m > n, bedzie m-
wymiarowym torusem wyposazonym w miare Lebesgue’a. Aby zdefiniowaé
uklad dynamiczny T'(x) ustalamy (m X n)-macierz A = (A;5) i zbiér

T(x)w = w + Az mod Z™,

por. [124]. Odwzorowanie T'(x) zachowuje miare pu. Dla przeplywéw T'(x) er-
godycznych, potrzeba i wystarcza aby Ak # 0, dla k € Z", k # 0. Dowolna
mierzalna funkcja f na Q moze byé utozsamiona z jednoznacznie mierzalng
1-periodyczng funkcja na R™. W tym przypadku mamy duzo istotnie réznych
realizacji pola losowego f(w + Ax). Realizacje tego typu sa nazywane funkcja-
mi kwaziperiodycznymi, jezeli funkcja f(w) jest ciagta. Funkcja kwaziperiodycz-
na, jest np. suma dwdéch funkeji periodycznych o okresach niewspoétmiernych.
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Struktury kwaziperiodyczne spotykane sa czesto na antycznych mozaikach oraz
w przyrodzie, w tzw. kwazikrysztatach.

Reasumujac, majac okreslong przestrzen probabilistyczna, przeptyw zacho-
wujacy miare na tej przestrzeni, zmienna losowa, a co za tym idzie stacjonarne
pole losowe, mozemy powiedzieé, ze pojecie jednorodnego osrodka losowego jest
jednoznacznie okre$lone wtedy i tylko wtedy, gdy zdefiniujemy znaczenie danej
zmiennej losowej. W tym rozdziale niejednorodne osrodki losowe nie beda defi-
niowane.

Definicja losowego obszaru, losowej funkcji charakterystycznej i obszaru
z losowg mikrostrukturg

Osrodki z mikrostruktura sa okreslone, dla kazdego rzeczywistego materiatu,
przez skonczony rozmiar niejednorodnosci € = ¢y > 0. Poniewaz proces
homogenizacji polega na ,pozbywaniu sie” niejednorodnosci, np. porédw,
wtracen, szczelin, wiec definicja losowego oérodka z mikrostruktura musi
jawnie zawiera¢ parametr charakteryzujacy wielko$¢ niejednorodnoéci. Ma-
tematycznie oznacza to, ze w procesie homogenizacji, tak samo jak w teorii
homogenizacji osrodkéw periodycznych, zdefiniujemy ciag zagadnien parame-
tryzowany przez maly parametr € i dopiero dokonujac przejScia granicznego
e — 0, zdefiniujemy pojecie losowego materiatu ztozonego, czy tez inaczej
— kompozytu stochastycznego. W rozdziale tym, losowy material ztozony
zdefiniowany jest przez gesto$¢ makroskopowej (zhomogenizowanej) energii
wewnetrznej otrzymanej w wyniku procesu przejscia granicznego € — 0 z cia-
giem energii wewnetrznych, dla coraz drobniejszej mikrostruktury w materiale
losowo niejednorodnym. Taka zbieznosé nosi nazwe I'-zbieznosci stochastyczne;j.

Ustalmy zbiér G € ¥ oraz uktad dynamiczny T. Losowy obszar G(w) jest
zbiorem w R"™ okre$lonym w nastepujacy sposob:

Gw) ={x eR"|T(x)w € G}.

Zwykle zaklada sie, ze G(w) jest prawie na pewno (p.n.p.) otwartym zbiorem
w R™. Wprowadzimy réwniez losowq funkcje charakterystyczng x(w) obsza-
ru G(w) 1 realizacje x(T'(x)w) tej zmiennej losowej. Wtedy = — x(T'(x)w),
dla ustalonego w € €, jest losowq funkcjg charakterystyczng losowego obsza-
ru G(w).

W celu wprowadzenia pojecia obszaru losowego z mikrostruktura, a co za
tym idzie opisanie osrodkéw z mikrostruktura, potrzebne bedzie twierdzenie
ergodyczne. Aby je sformutowaé, wprowadzimy pojecie sredniej wartosci funkcji
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zdefiniowanych w przestrzeni rzeczywistej R™. Niech g € L}, (R™), tj. funkcja f
jest catkowalna na kazdym mierzalnym ograniczonym zbiorze K C R". Liczba

M{g} jest nazywana Sredniq wartoscig g, jezeli

lim [ g(e ™) dw = |K|M{g}. (6.2)
E—
K

Tutaj | K| oznacza miare Lebesgue’a zbioru K.
Ponizej przedstawimy bardzo wazne twierdzenie, por. [90].

Twierdzenie 6.1 Ergodyczne twierdzenie Birkhoffa. Niech f € L%(Q),
a > 1. Wtedy dla prawie wszystkich w € , realizacja f(T(x)w) posiada Srednig
wartos¢ w nastepujgcym sensie:

f(T(%)w) — M{f(T(x)w)} stabo w L§ .(Q), gdye — 0. (6.3)

Co wiecej, ta wartosé srednia M{ f(T(x)w)}, rozpatrywana jako funkcja w € €,
jest niezmiennicza oraz

WL [ 1) dn= [ M{FE@)} du
Q Q

W szczegdolnosci, jezeli uklad T (x) jest ergodyczny, wtedy
M{f(T(x)w)} = (f) dla prawie wszystkich w € Q.

a

Pokazemy teraz, w jaki sposob korzystajac z twierdzenia (6.1), mozna wpro-
wadzi¢ definicje zbioru losowego z mikrostrukturg. Zbiér ten okreslony jest przez
maly parametr ¢ = [/L, gdzie [ jest charakterystycznym wymiarem mikrosko-
powym, podczas gdy L oznacza charakterystyczny wymiar makroskopowy.

Niech @ bedzie danym, deterministycznym ograniczonym obszarem w R™,
a G(w) bedzie statystycznie jednorodnym losowym obszarem zdefiniowanym
wyzej. W pracy [176] przyjeto nastepujaca definicje obszaru losowego z mikro-
strukturg:

Q:(w) = Q\ G.(w), gdzie G.(w) ={x e R" | 'z € G(w)}.

Takie defincje obszaru losowego z mikrostruktura @Q.(w) sa wygodne w roz-
wazaniach teoretycznych. Obszar losowy jest wiec zdefiniowany jednoznacz-
nie poprzez zadanie zbioru losowego i ukladu dynamicznego T'(x), a obszar
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z mikrostruktura wymaga wprowadzenia dodatkowo obszaru deterministyczne-
go w przestrzeni oraz ustalenia skali niejednorodnosci, co odpowiada ,przeska-
lowaniu” paramametru & w ukltadzie dynamicznym 7T'(x) na x/e. W praktyce,
musimy sprecyzowaé¢ opis G(w) lub G¢(w). Wiele prac po$wiecono temu za-
gadnieniu, por. np. [2, 3, 136]. Losowq funkcje charakterystyczng x(T(x)w) dla
osrodka porowatego , oznaczana przez Z(x), mozna aproksymowaé w sposéb
nastepujacy ([3]):

Z(x) 1 jedli  nalezy do przestrzeni poréw, (6.4)
xT) = )
0 w przeciwnym przypadku.

Funkcja Z(x) nazywana jest funkcja fazowa (zalezna od w). Okreslenie prze-
strzeni poréw jest réwnowazne z okresleniem funkcji Z(x) i pewnych jej wia-
snosci. Zauwazmy, ze gdy ¢ — 0 wtedy Z(x/e) — v, gdzie v jest udzialem
objetosciowym poréw w kompozycie. Poniewaz wlasnosci fizyczne w osrodku
niejednorodnym zalezg od funkcji fazowej, wiec zaleza explicite od wymiaru
niejednorodnosci. W pracy [3] podano przeglad metod numerycznych i ekspe-
rymentalnych umozliwiajacych podanie wlasnosci tej funkcji. Wéréd réznych
dostepnych technik doswiadczalnych wyréznié¢ nalezy wysokiej jakosci mikroto-
mografie, bardzo przydatng przy badaniu architektury poréw w geomateriatach,
a takze architektury kosci, por. literature w pracach [159, 160].

6.1.2. Elementy analizy stochastycznej

W przypadku homogenizacji periodycznej fundamentalna role, przy wyprowa-
dzaniu makroskopowych zwiazkéw konstytutywnych, odgrywa tzw. zagadnienie
lokalne lub zagadnienie na komorce, zwykle oznaczanej przez Y. Homogeniza-
cja periodyczna wymaga rézniczkowania wzgledem y € Y. W przypadku sto-
chastycznej homogenizacji role komérki Y spelnia przestrzen zdarzen elemen-
tarnych €). Ponizsze rozwazania matematyczne przytoczono w celu otrzyma-
nia uogdlnionego postulatu zgodnosci Hilla (ang. Hill’s consistency condition).
Jest on traktowany jako zalozenie prowadzace do wyprowadzenia efektywnych
zwiazkéw konstytutywnych dla liniowych kompozytéw sprezystych, por. [71].
Postulat ten glosi, ze makroskopowe ($rednie) odksztalcenia sa zwiazane z ma-
kroskopowymi ($rednimi) naprezeniami przez efektywny, makroskopowy tensor
sztywnosci, wtedy i tylko wtedy, gdy wewnetrzna energia ciala niejednorodnego
réwna jest energii wewnetrznej ciala zastepczego, efektywnego.
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W celu pokazania istotnych analogii do homogenizacji periodycznej, wpro-
wadzimy elementy analizy stochastycznej. Wiecej szczegdétéw mozna znalezé
w pracach [9, 43].

Zaltozymy, ze zbidr € jest osrodkows przestrzenia mierzalng. Niech f bedzie
mierzalna funkcja okreslona na Q, a funkcja (x,w) — f(T(x)w) jest de x du
mierzalng na R™ x Q. Mozemy wiec zdefiniowaé¢ grupe {U(xz) | * € R"}
izometrii na L2(Q) = L*(Q,%,pu) przez (U(z)f)(w) = f(T(x)w), = € R,
weQ, feL*N). Gdy £ — 0, to U(x)f — f zbiega silnie w L?(w).

Ustalony n-wymiarowy uklad dynamiczny 7" na {2 umozliwia zdefiniowanie
rézniczkowego rachunku stochastycznego na L%(), ktéry wynika z wprowadzo-
nej grupy izometrii {U(x) | x € R"}. Zauwazmy, ze gdy kazda ze wspélrzednych
x = (z1,...,x,) zmienia si¢ nad R, a pozostale sa zerami w U(x), to otrzyma-
my n jedno-parametrowych, silnie ciagtych, grup izometrii U; na L?(§2), ktére
komutuja parami. Stad

Ui (z)f = U(0,0,...,2;,0,...,0)f = f(T(0,0,...,2;0,...,0)).

Niech Ds,...,D, oznaczaja infinitezymalne generatory w L*(Q) jedno-
parametrowych grup Uy, ...,U, i niech Dy,...,D, oznaczaja ich odpowiednie
dziedziny. Stad f € D; wtedy i tylko wtedy, gdy f € L?(f) oraz

U=
D; = lim —>— 6.5
(1) = limy = (6:5)
istniej silnie jako element L?(€2).
n
Niech D(Q2) = () D;. Dla kazdego multi-indeksu o« = (a ... ), oznaczmy
i=1
przez D® = D' ... D4, gdzie D¢ oznacza «j-krotne dzialanie generatora D;,
oraz

D®(Q) = {f € L*(Q) | D*f € D(Q), dla kazdego multi-indeksu a}.
Niech teraz C°°(2) oznacza zbiér wszystkich funkcji f € L*°(Q) takich, ze
dla kazdego multi-indeksu o, Df € L*(Q) i &Y U;(€)D*f — D*f) zbiega

silnie w L*°(€2), gdy & — 0. Te zalozenia wystarcza do okreslenia D f, dla
1=1,...,n.

Niech f € LY(Q) i a bedzie multi-indeksem.
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Staba pochodna stochastyczna D*f jest liniowym funkcjonalem na C*°(Q)
zdefiniowanym przez

(D°(e) = (-0 [ 1D dy (6.6)
Q

gdzie |a| = a1 + ... + ay. Zauwazmy, ze T-niezmienniczo$¢ miary probabili-
stycznej p prowadzi do

/fDig dp = — /gDz-f dp, (6.7)
Q

Q

gdzie f € D;, g € D;. Jezeli wyposazymy D(2) w naturalna norme
11Dy = IF172(0) + D I1DiglT2(0), (6.8)
(2

wtedy otrzymana przestrzen Banacha moze by¢ rozumiana jako stochastyczne
uogélnienie przestrzeni Hilberta H!(R™), czyli przestrzeni Sobolewa W12(R")
z naturalnym iloczynem skalarnym. Niech D;f € L?(f2) oznacza staba pochod-
na stochastyczna D% f, dla f € D; w przypadku, gdy a; = (014,02, -, 0ni),
gdzie ¢;; — delta Kroneckera.

Dla f € L?(Q2), odpowiednio v = (vq,...,v,) € [L?(Q)]" = L?(Q)", definiu-
jemy stochastyczny gradient V,f, stochastyczng dywergencje div,v, stocha-
styczny laplasjan A, f, 1 rotacje curl,v przez

wa: (le,...,an), divwv:ZDivi’

Awf = Z DZQf, (Curlwv)ij = Di’Uj — Djvi.

Przejdzmy do prezentacji pewnych wtasnosci funkcji stochastycznie réznicz-
kowalnych. Zauwazmy, ze funkcja f € L?(Q) jest niezmiennicza wzgledem T,
jezeli f(T'(x)) = f, czyli prawie wszedzie wzgledem miary probabilistycznej
u na Q, dla kazdego x € R™. W dalszym ciagu przez p.-a.e. bedziemy rozu-
mieli okreslenie ,prawie wszedzie wzgledem miary probabilistycznej p na Q7.
Zbiér wszystkich funkcji w L?(2) niezmienniczych wzgledem T jest domknieta
podprzestrzenia L2(Q) i jest oznaczana przez 12(Q). Przez M?(Q) = [I3(Q)]*+
dopelnienie ortogonalne I2(Q) w L?(12).
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Podprzestrzeni 12(£2) funkcji niezmienniczych jest réwniez uzupetnieniem do
przestrzeni L?(§)) otrzymanym przez rzutowanie E : L%(Q) — L?(£2) normy 1:

. 1
(BPE) = lim Gy [ ST de,
=2 (6.9)
feL?Q) dlapae., weq.

Powyzsza granica istnieje silnie w L%(Q)) oraz punktowo p-a.e., zatem
M?(Q) = kerE.

Ponizej podamy bardziej szczegdlowo pewne wiasnosci funkcji stochastycznie
rézniczkowalnych.

Lemat 6.1
(i) Jezeli f € L?(QQ), to f € I?() wtedy i tylko wtedy V,f = 0.

(ii) Jezeli ¢ € D>®(Q), to dla p-a.e. w € Q, funkcja x — (T (x)) nalezy do
C>(R™), i dla kazdego multi-indeksu o = (avy,. .., ap),

F*p(T(x)w) = (D @) (T(z)w),
gdzie 9% = 911 9zt - .. Oxln.
(iii) C>°(Q) jest silnie gesty w L?(52).
(iv) Niech u € L2(Q)", v € L*()", curl,u =0, i div,v = 0. Wéwczas
/uivi du = /(Eu) - (EVv) dp. (6.10)
Q Q

Co wiecej, jezeli T jest ergodyczne, wowczas

/u-vd,u:/udu-/vdu.
Q Q Q

|

Ostatnie réwnanie rozszerza znany postulat Hilla, por. [71, 142, 169].
Przypomnijmy, ze postulat ten w oryginale dotyczyl wartosci oczekiwanych
($rednich) z pdl odksztalcen (pdl bezwirowych) i naprezen (pdl bezdywergen-
cyjnych).
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Jezeli F jest p-mierzalnym podzbiorem €2, a przez C°°(F') zbiorem wszystkich
funkeji w C*°(Q2) znikajacych na Q\ F oraz jezeli f € L'(2), to D, f znika na F,
jezeli (D, f)(¢) =0, dla kazdego ¢ € C>(F).

Z warunku (i) Lematu 6.1 wynika, ze jezeli f € L?*(Q) pokrywa si¢ na F
z elementem I%(Q), to V,f = 0 na F. W celu otrzymania relacji odwrotnej
przyjmiemy, ze F' jest T-otwarte w 2, jezeli C*°(F) jest silnie geste w zbiorze
L?(F) wszystkich elementéw L%(Q) znikajacych na Q \ F oraz przyjmiemy, ze
F jest T-zwarte w § jezeli f € C°°(Q2) ma stochastyczny gradient znikajacy
na F. Wéwczas f pokrywa si¢ na F z pewnym elementem L?(Q).
Wprowadzajac powyzsze okreslenia formutujemy nastepujacy lemat.

Lemat 6.2 Jezeli F jest p-mierzalnym podzbiorem € oraz jest T-otwarty i T-
zwarty, wowezas f € L2(Q)) ma gradient stochastyczny, ktéry znika na F wtedy
i tylko wtedy jezeli f pokrywa sie na F z pewnym elementem z przestrzeni I%(9).

6.2. Losowy osSrodek termosprezysty

W pracach Dal Maso i Modica [53, 55|, podaja podstawy nieliniowej homoge-
nizacji stochastycznej funkcjonatéw wypuklych o wzroscie o, & > 1. Ta homo-
genizacja oparta jest o metode zbieznosci ciggu losowych funkcjonaléow, czyli
o metode I'-zbieznosci stochastycznej. W szczegdlnym przypadku, dla o = 2,
jako wniosek z wynikéw I'-zbieznosci, otrzymujemy sformutowanie zagadnienia
H-zbieznosci, czyli homogenizacje zagadnienia opisanego przez uktad liniowych
rownan rézniczkowych drugiego rzedu z losowymi wspotczynnikami. W takim
przypadku w wyniku homogenizacji otrzymuje sie postaé¢ efektywnych (zho-
mogenizowanych) tensoréw wiazacych odpowiednie Srednie pola w réwnanich
konstytutywnych. Tensory te, okreslajace makroskopowe wlasnosci materiatu,
opisuja losowy material kompozytowy.

Wyniki te zostaly rozszerzone w [141] na przypadek funkcjonaléw wypu-
ktych ze wzrostem liniowym, co umozliwto sformutowanie zadania idealnej pla-
stycznosci, por. réwniez [140]. Zauwazmy, ze praca [141] uogélnia na przypadek
losowych oérodkéw idealnie plastycznych wyniki otrzymane w [41] w przypad-
ku periodycznej mikrostruktury, por. réwniez [140]. W [141] nie rozpatrywa-
no wplywu obciazen brzegowych, ktére moga odrywaé istotna role, por. [42]
w przypadku struktury periodycznej. Telega i Gambin [164] uzupelnili rezultat
otrzymany w [141] poprzez dodanie obciazen brzegowych. Nalezy zauwazy¢, ze
obcigzenia brzegowe moga obnizy¢ granice plastycznosci zhomogenizowanego
materiatu.

Monografia [84] zawiera istotne, dla rozwazan przedstawionych w tej rozpra-
wie, sformulowania zagadnien sprezystych i termosprezystych. Zagadnieniom
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uogdlnionej termosprezystosci poswiecona jest praca przegladowa [85] z bogata
literatura.

Przejdzmy do oméwienia gtéwnych wynikéw otrzymanych w pracy Gambin
i in. [80].

Sformulujemy ogoélne twierdzenie o stochastycznej homogenizacji, ktére
zastosujemy do zagadnienia homogenizacji stacjonarnej termosprezystosci.
Oznaczmy przez Ay rodzine ograniczonych, otwartch podzbioréw R"™. Oczy-
wiscie z fizycznego punktu widzenia n = 1,2 lub 3. Dla kazdego A € Ay,
oznaczmy przez W1 ®(A) przestrzen Soboleva funkcji z L%(A), ktére posiadaja
staba pochodna pierwszego rzedu nalezaca do L*(A). Przypomnijmy, ze L%(A)
oznacza przestrzen funkcji catkowalnych z potega «. Ustalmy o > 1, 8 > 1,
c1 = ¢o > 0. Oznaczmy przez F = F(cy, c1, o, 3) klase wszystkich funkcjonatéw

K: (Lie(R™)™ x L

loc loc

(R™) x Ag - R=RU {—o00} U {+00}

takich, ze

U S Wl’a(A)n,
[ fla, e(u(x)), 0(x), Vo(a)ldz, jereli
K(U,H,A) - A 9|A S Wl’ﬂ(A),
400, w pozostatych przypadkach.
(6.11)

Tutaj f: R" xE? x R xR"™ — R jest funkcja spelniajaca nastepujace warunki:
(1) f(=x,€,&,q) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a w x i wypukla w €, £ i g;

(ii) co(le[* +[€]° + lal’ < f(z,€,€,q) < ca(lel + [ + |a”),
dla kazdego (x,€,€,q) € R" x E? x R x R".

Przez E? oznaczylismy przestrzen symetrycznych macierzy n x n. W przypadku
liniowej termosprezystosci a = [ = 2. Ponadto, e(u) oznacza tensor malych
odksztalcen:

1
eij(w) = ugj) = 5 (uig + ugq), (6.12)
gdzie, jak zwykle, u; ; = g—z; Przypomnijmy, ze L*(R™)" = [L*(R™)]".
Zauwazmy, ze Dal Maso i Modica [53, 55] rozpatrywali jedynie funkcje pod-
catkowe w postaci f(x, Vu(x)), por. réwniez [141]. Aby przeprowadzi¢ stocha-
styczna homogenizacje réwnan stacjonarnej termosprezystosci, potrzebne jest



100 Rozdziat 6. Kompozyty losowe — homogenizacja stochastyczna

ogoélniejsze podejscie. Za Dal Maso i Modica [53, 55] wyposazymy klase funk-
cjonaltéw F w metryke d tak, aby zbiér F stanowit zwarta przestrzen metrycz-
ng. W celu zdefiniowania metryki d, najpierw wprowadzimy definicje e-Yosida
(e > 0) transformacji funkcjonatéw K € F:

TLK (0, A) = inf{K(v, R, A) + = / v — ul* da +
9
A (6.13)

loc loc

1
+g/|R—«9|ﬂ de; ve L} (R, RelLl (R™)}.
A

Teraz mozemy zdefiniowaé¢ odlegtos¢ na zbiorze F. Wybierzmy przeliczal-
nie gesty podzbior W = {w; | j € N} x {g; | j € N} przestrzeni
Whe(R™)™ x WA (R™) i przeliczalng podrodzine B = {B}, | k € N} zbioru Aj.
Tutaj N oznacza zbiér liczb naturalnych. Rodzina B moze by¢ wybrana jako
rodzina otwartych, ograniczonych podzbioréw R", ktére sa suma prostopadto-
$ciandéw z wymiernymi wierzchotkami. Metryke d dla C,G € F, zdefiniujemy
nastepujaco:

+oo 1
i jk=1

Tutaj ¢ : R — R jest dowolna niemalejaca, ciagla, ograniczona funkcja. Np.
mozemy przyjaé¢ ¢ = arctg.

Aby wykazaé, ze d jest odlegloscia na F wystarczy pokazaé, ze
d(K,G) = 0 jezeli F = G. W tym celu Prop. 1.11 i Wniosek 1.6 sformutowany
w [53], rozszerzymy nastepujaco.

Lemat 6.3

(a) Niech K € F,ue L} (RM", 0 e L (R"), A€ A.
Wtedy

lim T.K(u,0,A) =supT.K(u,d,A) = K(u,0, A).

e—0t e>0

(b) Niech W bedzie gestym podzbiorem WH(R™)™ x WA (R™) i B gestq podro-
dzing Ag. Jezeli K,G € F i K(w,g,B) = G(w,g,B) V(w,g) € W, VB € B,
wowczas K = G.
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Musimy pokazaé, ze przestrzen metryczna (F,d) jest zwarta, co wiecej, zu-
pelna i osrodkowa. W tym celu wykorzystujemy pojecie I'-zbieznosci.

Niech X bedzie przestrzenia metryczng i niech {Ks}s~o bedzie cia-
giem funkcji okreslonych na X z wartosciami w R.W naszym przypadku
X = Le(A)" x LP(A). Méwimy, ze {K;} T'(X)-zbiega w punkcie zo, € X
do A € R, gdy spelnione sa nastepujace dwa warunki:

(A1) A< liémégrlf Ks(zs5) dla kazdgo ciagu {zs5}s>0 zbieznego w X do zeo;

(Az2) istnieje ciag {zs}s>0 zbiezny w X do zo taki, ze limsup KCs(z5) < A.
§—07t

Jezeli istnieje Koo : X — R takie, ze

Koo(z) =T(X) — lim fs(2), Vze X

6—07t
to méwimy, ze {5} I'(X)-zbiega do K. Z warunkéw (A;) i (Az) wynika, ze

Koo(2e0) = min{li(sm(i)gf Ks(z5) | z5 zbiega w X to zs0}, (6.15)
dla kazdego zo, € X. Zatem, I'(X)-granica Ko jest jednoznacznie okreslona.

Niech {Ks} bedzie ciagiem w F. Wtedy

T(7) — lim Ks(u,0) = Kso(u,6), (6.16)

6—0t

Y(u,0) € L¥(A)" x LP(A), gdy A € Ag. Tutaj topologia 7 = LY(A)" x LA(A).
Scidlej powinni$my napisaé (Ks)a i (Koo)a, zamiast K i Koo. Rzeczywiscie,
K € F definiuje, dla kazdego A € Ay, funkcjonat K4 : L%(A)" x LP(A) — R.
Wystarczy rozszerzyé (u,6) € L*(A)" x LP(A) do elementu (11, §) z przestrzeni
L (R™)™ x Lli (R™). Zauwazmy, ze wartos¢ K(u, 0, A) nie zalezy od rozszerze-
nia (11, 6) na (u,6).

Pokazemy, ze odleglo$¢ d na F moze byé¢ okre$lona przez zwiazek (6.14),
poniewaz jest to zwiazek miedzy odlegtoscia d i I'-zbieznoécia. Najpierw sfor-
mutujemy warunek zwartosci.

Lemat 6.4 Klasa F jest zwarta wzgledem T'(L® x LP)-zbiesnosci, tj. kaidy cigg
{Ks}ss0 w F zawiera podcigg T(L® x LB)-zbieiny do funkcjonatu Koo € F. O

Teraz sformutujemy twierdzenie, ktére laczy d, I'- zbiezno$é i T.-Yosida
transformacje.
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Twierdzenie 6.2 Niech {Ks}s-o bedzie ciggiem w F i Ko € F. Wtedy naste-
pujgce warunki sg réwnowaine:

1 lim d(Ks, Kso) = 0;

(1) Jim d(Ks, Koo)

2) T(L*x LP) — lim K5 = Koo;

(2) T(L*xLP) Jm s ;

(3)  lim (T.Ks)(u,0,A) = (T.Koo)(u, 6, A),

6—0t

dla kazdego € > 0, (u,0) € LY (A)" x L’

loc loc

(A), A€ Ay.

Dowdd
Dowdd jest podobny do dowodu Prop. 1.21 w pracy [53], z oczywistymi roz-
szerzeniami.

Losowe funkcjonaty catkowe

Niech (Q,X,P) bedzie ustalona przestrzenia probilistyczna, gdzie ) jest
zbiorem zdarzen elementarnych, ¥ jest o-cialem podzbioréw Q i P jest miarg
probabilistyczna na Y. Losowy funkcjonal cafkowy jest mierzalng funkcja
K: Q — F, gdy Q jest wyposazone w o-cialo ¥ i F posiada borelowskie
o-cialo -X r generowane przez odleglo$¢ d zdefiniowana przez réwnanie (6.14).
Jezeli KC jest losowym funkcjonalem catkowym, miara indukowana K4 P na F
zdefiniowana przez (KxP)(S) = P(K™1(S)) dla kazdego S € Lz, nazywa sie
dystrybucjg K. Mozemy zapisa¢ K ~ G jezeli K i G sg losowymi funkcjonatami
calkowymi o tym samym prawie rozkladu (tej samej dystrybucji).

Addytywna grupa Z" i grupa multiplikatywna RT dziataja na F poprzez
operator translacji 7, (z € Z") zdefiniowany przez

(2K) (0,0, A) = /f(:c—i—z,e(u),&,VG) dx (6.17)
A

i przez operator podobienstwa p. (¢ > 0), zdefiniowany jako

(p.K)(u, 0, A) = / 1(Z e(w,0,v0) dx, (6.18)
A

dla kazdego (u,6) € W2 (R™)™ x Wllg’f(R"), i A€ Ay. Przypomnijmy, ze Z
oznacza zbiér liczb catkowitych.
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Zauwazmy, ze jezeli funkcja podcatkowa f nie zalezy od 0, ale zalezy od V0,
wtedy (7,K)(u, 0, A) = K(1u,7,0,7,A), gdzie (T,u)(x) = u(x — 2z), 7.0(x) =
0 —z), 2A={x e R" |z — z € A}, a (pK)(0, A) = €"(pcu, pb, p-A),
gdzie (pu)(z) = lu(ex), (pb)(x) = L0(cx), p.A = {x € R" | ex € A}.
Innymi stowami, podczas translacji i podobienstwa funkcja 6, w (6.17) i (6.18),
jest traktowana jako parametr, podobnie jak w przypadku homogenizacji

periodycznej, por. [44].

Na mocy Wniosku 2.4, podanego w pracy [53] otrzymujemy, ze jezeli K jest
losowym funkcjonatem catkowym i z € Z", ¢ > 0, wtedy funkcje 7,/C, p K :
Q) — F zdefiniowane przez

(TK)(w) = =(Kw)),  (peK)(w) = pe(K(w)), VYw e, (6.19)

sg losowymi funkcjonatami catkowymi. Ponadto, jezeli G jest innym losowym
funkcjonatem catkowym takim, ze K ~ G, wtedy mamy 7. ~ 7,G i p.K ~ p.G.

Powiemy, ze {K:}cso jest procesem stochastycznej homogenizacji mode-
lowanym na losowym funkcjonale catkowym IC na Q, jezeli K. ~ p K dla
kazdego € > 0, czyli ze K. i p-K posiadaja ta sama funkcje rozktadu.

Niech K bedzie losowym funkcjonatem catkowym. Funkcjonal losowy /C jest
stochastycznie periodyczny w prawie rozkiadu, jezeli K i 1,/)C posiadaja to samo
prawo rozktadu dla kazdego z € Z".

Ergodycznosé jest pojeciem dobrze okreslonym dla funkcji podcatkowych.
Tutaj zadamy ergodycznosci w F ze wzgledu na Z". Powiemy, ze losowy
funkcjonal calkowy K € F jest ergodyczny, jezeli P[X € S] = 0 lub 1, dla
kazdego ¥ r-mierzalnego podzbioru S zbioru F takiego, ze 7,(S) = S dla
kazdego z € Z™.

Dla K € F, A € Ag, £ € Ri (ug,0p) € WhHe(A)" x WA (A) mozemy
rozpatrzy¢ nastepujace zagadnienie Dirichleta:
me (.o, b, 4) = min{ [ f(@,e(u(@)),€, V() da
A (6.20)
(u—ug, 0 — ) € Wy ™(A)" x Wolﬂ(A)}.

Zatem m¢(KC,up,6p) jest ciggle w K ze wzgledu na metryke d. Podkredlmy,
ze w zagadnieniu (4.10) £ € R odgrywa role parametru. Ponadto niech @ Je
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bedzie kostkg Q1/e = {x € R™: |z;| <1, i=1,...,N}, a Q.| = (2/2)" jej
miarg Lebesgue’a. Przypomnijmy, ze lq = q-x i le = ex, gdzie q € R", € € E}.

Po tym dtugim, ale koniecznym wprowadzeniu mozemy sformutowaé gtéwne
twierdzenie o homogenizacji.

Twierdzenie 6.3  Niech K bedzie losowym funkcjonalem catkowym
i Ko = p. Jezeli K jest periodyczne w prawie rozkladu, wtedy K. zbie-
ga P-prawie wszedzie, gdy ¢ — 07 do losowego funkcjonatu catkowego K.
Ponadto, istnieje Q' C Q mierzalny taki, ze granica

lim mf(’C( ) e anl/E)

lim o = folw.e.6.q) (6:21)

istnieje dla kazdego w € V', £ € R, q € R", € € E" oraz

Ko(w)(u, 8, A) — / folws e(u(@)), 8(z), Vo(z)] d, (6.22)
A

dla kazdego w € ', A € Ay, (u,6) € L} (A)" x Lﬁ)c(A) z obcieciem
ulq € whe(A), 04 € WLB(A). Dodatkowo, jezeli K jest ergodyczny, wte-

dy Ko lub réwnowaznie fo(w,€,§,q), nie zalezy od w oraz

m 7 7
fole,&,q) = hm/ e ley lq Ql/s), (6.23)
’Ql/z—:‘
dla kazdego € € R, q € R", e € EI. O

Dowdéd twierdzenia znajduje sie w pracy [80]. Twierdzenie wykorzystamy w dal-
szych rozwazaniach.

6.2.1. Termosprezysty kompozyt stochastycznie periodyczny

Rozpatrzmy dwu-sktadnikowy termosprezysty kompozyt zajmujacy obszar
A C R3. Sktadniki sa utozone w periodycznych kostkach z danym rozkladem.
Bezwymiarowy parametr € rowna si¢ stosunkowi dtugosci komoérki periodycz-
nej [ do charakterystycznego wymiaru ciata L, € = %

Klasyczne zwigzki Duhamel’a-Neumann’a sa spetnione w dowolnym punkcie

x € A:

o =X(w,z)e — B w,z)T, B (w,x) = A (w, z)a’ (w, x), (6.24)
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gdzie zwiazki geometryczne maja postac

e(u) = %(um + ujﬂ-). (6.25)

Prawo Fouriera przyjmuje postac
q=—»(w,z)VT, (6.26)

gdzie w € Q, 1 (2, X, P) jest przestrzenia probabilistyczna. Tutaj o jest ten-
sorem naprezenia; A i @ sa odpowiednio, tensorami sprezystosci i termicznej
rozszerzalnosSci, T' jest przyrostem temperatury, q jest strumieniem ciepta, a s
tensorem przewodnosci cieplnej.

Przypominamy, ze A*(w, ) = A(w, £), »°(w, x) = »#(w, £), itd. Losowy funk-
cjonal F¢, dany jest wzorem:

ue HY(A)3,
[ fo(w,z,e(u); T, VT) de,
Ff(w)(u,T,A) =} A T € H'(A) (6.27)
400 w przeciwnym przypadku,

gdzie

ff(w,z,e(n), T, VT)dx = {[e(u) — Taf (w, )] A (w, ) x

N | —

(6.28)
x [e(n) — Taf (w,x)] + (V)" 5 (w, :c)VT} :

Tutaj gérny wskaznik ,t” oznacza transpozycje. Moduty A, s, a jako funkcje
zmiennej x nalezg do przestrzeni funkcji istotnie ograniczonych nad cialem i sg
od dotu ograniczone przez dodatnio okreslone tensory, por. [60]. Symbolicznie
zapisane rownania konstytutywne przyjmuja postaé

afe_a ofe B
de ovVT

-q. (6.29)

Wprowadzimy stochastycznie periodyczng strukture w nastepujacy sposob:
(X7)rezn jest rodzina niezaleznych zmiennych losowych zdefiniowana nad prze-
strzenia probabilistyczna (2, 3, P), taka ze

PlweQ: Xi(w)=1}=¢,

(6.30)

P{lweQ: Xi(w)=0}=1-c =c,
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dla kazdego € > 0, k € Z? i dla ¢; € (0, 1) ustalonego.
Niech Q5 bedzie kostka w R3, dla kazdego e > 0 i k € Z3

{weR3: ek < m; < ek + 1), z‘:l,...,N}. (6.31)
Przez I, oznaczmy funkcj¢ charakterystyczng kostki Q)5..

Stochastycznie periodyczna funkcja charakterystyczna dana jest jako
T
2 — —
X (w,m) - X(w’ 8)’ (632)

gdzie x(w,-) jest 1-periodyczna funkcja, gdyz I} (x) = I,}u.(f)
Poltézmy teraz

N
)= Xiwli(z), we, zeR" (6.33)
kEZ

gdzie I (x) jest funkcja periodyczng w .

Uwaga 6.1. Zmienna y = Z jest zmienng lokalna o tym samym znaczeniu jak
zmienna lokalna wprowadzona w homogenizacji periodycznej. Zatem tensory A,
a1 s sa okreslone przez funkcje x°(w, ) i dodatnio okre$lona macierz moduléw
)\(i), B(i), a3 =12 charakteryzujace oba skladniki. Stad

A (w,z) = ADxe(w, ) + AP (1 — x*(w, z)),

/B (wvw) /B E(wv w) + /6(2 (1 - Xe(w,a:)),

(w,w) X (w,z) + @ (1 - x*(w, z)),
)=

(w, ) = 2 Wx(w,x) + %( (1 - x°(w, ).
Moduty AD B0 ) 5[0 sg stale.

Teraz mozemy wykorzysta¢ Tw. 6.2. W szczegblnosci mamy

(p-F)(w)(u,T, A) = / 7(, 2 ey T, VT) de, (6.34)

gdzie

ff(w,z,e(u);T,VT) = f(wv %,e(u);T, VT) - (6.35)

=le(u) — Ta(w,z)]"  Aw, z) - [e(u) — Ta(w,z)] + (V) x(w,x)VT.
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I-granica funkcjonaléw F¢, zgodnie z definicja (dla f¢ zdefiniowango powy-
zej, gdy € — 0) ma postacé nastepujacego nielosowego funkcjonatu catkowego Fp:

/ fole(u):; T, VT)dz, (w,T)e H'(A) x H'(A),
Fo(w)(u,T,A) =< 2 (6.36)

400 w przeciwnym przypadku.

Funkcja podcatkowa fo(-,-,-) jest dana zaleznoscia

F(E0,Q) = iy rg}g{@l // Flw. . 0(w): 6, VT) dzdP(w) |

(6.37)
u=Ex, T=Q: -xna an/ev (uvT):u}7

gdzie E ¢ EY, Q € R3.
Uwaga 6.2. Warunki wystarczajace istnienia minimum sa réwnaniami Eulera

divA(e(u) + E —af) =0, dive(VI'+Q)=0 w Qy, (6.38)

dla u =0, T' = 0, na brzegu 0Q; /.. Poniewaz mamy do czynienia z zagadnie-
niem liniowym, poszukujemy nieznanych pél w nastepujacej postaci:

i = =" By + 60, T =" Q. (6.39)
Wtedy
eij(u) = —ei; (") By + €55(9)0), (6.40)
Podstawiajac (6.17) do (6.15) otrzymujemy:
—0iXijuirt (™) Emn + 0iXijmn Bmn = 0, VE € EY,
_8i)‘ijklak19 + az)\z]mnemn(gb)e = 0’ Vo € R, (641)

8ml-j(—6jwQO + Ql) =0, vQ € R3.
Ostatecznie mamy uklad réwnan na Q.
8i)\ijkla(k;90§)mn) = Oi Nijmn,
OiNijmn O b1y = OiNijr1k, (6.42)
0i#ij0;0"™ = O;5tim,
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z jednorodnymi warunkami brzegowymi na brzegu 0@/, dla nieznanych pol

@Emn)a ¢Z’ sz)

Zakladajac, ze znamy rozwiazania ,zagadnienia na komoérce” )y /., otrzymu-
Jemy

1
f(w, x, e(u); 0, VT) = 5 [(eij — aijé))\ijkl(ekl — akl@) + akT%klalT] =

_ % it (~0005™ Eunn + Ext + 6y — aaf) x

x (—a(kgog)’””’Emn + By + 00 — aklﬂ) +

+H(=007Q; + Q) (— O Qu + Q)| = (6.43)
o (Bt = ™) B~ (e~ i) ]
(B 0655™) B~ (1~ 00, ]+

ot | (= 0u') @] | (1 - 0') Q]

Podstawiajac (6.19) do (6.14) mamy

fo(E:0,Q) = S [ (B~ a'0) - (B - a’0) + Q- Q. (6.4)

gdzie makroskopowe modutly okredlone sa przez nastepujace uérednienia wzgle-
dem miary dP(w):

A =lim [ min —— / — V) dxdP
sao u,T \Ql/s\ #) (W),
1/5
= lim [ min —— /}\I—V o dx dP
A" = lim | miz \Ql/a\ %) (w),
Q 1/5
(6.45)
a® =lim [ min —— / (ax — Vo) dxdP
) |Q1/€| ) dedrie)
1/5

»* = lim [ min
EHOQ uT |Q1/z—:|

/ (I - V) dzdP(w).

1/8
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Przy wyprowadzaniu powyzszych formut wykorzystaliSmy fakt, ze rozwiazania
zagadnien na komoérce maja nastepujace wtasnosci:

/A(I—V@)-Vgpdﬂ:zo, /A(I—V@)-ng)dwzo,
Ql/s Ql/s

/)\(I—ng)-ngdw:O, /A(I—ng))-Vgpdw:O,
Ql/s Ql/s

/ A = Vi) - Vi da = 0,
Ql/s

Jezeli zalozymy, ze E = e(u), 0 =T, Q = VT to potencjal makroskopowy
dany przez (3.21) umozliwia wyznaczenie makroskopowych naprezen i strumie-
nia ciepta jako:

9fo _ o ofo

e  °°  avr (6.46)
gdzie

o' = X* (e(u) — a*T), " = *VT. (6.47)

6.2.2. Przypadek jednowymiarowy

Zatozymy, ze wszystkie wlasnosci materialowe oraz pola przemieszczen i tem-
peratury zaleza od jednej zmiennej, oznaczanej dalej przez x. Niech dla kazdego
e > 0, (X})rez bedzie rodzing niezaleznych zmiennych losowych zdefiniowanych
na przestrzeni probabilistycznej (Q, X, P)

PlweQ: Xj(w)=1}=c, (6.48)

PlweQ: Xj(w)=0t=1—-c1=c

dla kazdego k € Z i dla ustalonego c¢; € (0, 1). Ponadto, niech dla kazdego ¢ > 0
ik € Z, Qf bedzie przedzialem na osi rzeczywistej R zdefiniowanym przez
1

=5 (6.49)

Qie ={—J <z <j}, ‘Ql/s

Przez I oznaczmy funkcje charakterystyczng tego przedziatu. Stochastycznie
periodyczna funkcja charakterystyczna dana jest zwiazkiem

X (w,z) =) Xi(w)li(z) weQ, zeR, (6.50)
keZ
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gdzie If(z) jest periodyczna wzgledem zmiennej x. Ponadto, polézmy:
x
23 — —
X (w,x) = X(w, 5), (6.51)
gdzie x(w,-) jest 1-periodyczna funkcjg, poniewaz If(z) = I;(%£). Wowczas

wartosci A%, af 1 »° sa okreslone przez funkcje x°(w,z) i dodatnie stale @)
SO @ 50 =12 wsposéb nastepujacy:

)‘E(wv%') = A(l)Xs(wvx) + )‘(2)(1 - Xs(wv%'))v

. _ g(l)e 2)(1 _ e
B (w, ) = X (w, 2) + B9 (1 — x*(w, 7)), (6.52)
0% (w,7) = alx (0, ) + 0D (1 - 3 (w,2)),

Makroskopowy potencjat w tym przypadku ma postaé

j—>0<>

J
11
fo(E;0,Q) = lim mm§2—/ u' — a(w,z)0) MNw, z)x
—j

(6.53)
x (v — a(w,2)0) + T's(w,z)T"] dxdP(w),

7 warunkami
u(—j)=—jE, u@y)=jE, T(-j)=-jQ, T()=jQ. (6.54)

Aby znalez¢é minimum wystepujace w zaleznosci (6.53) rozwiazujemy nastepu-
jace réwnania Eulera:

(Aw,2)u (z) = B(w,)0)" =0 Va € (=j,j), (6.55)
z warunkami brzegowymi

u(=j) = —jE,  u(j)=JE,

(se(eo, )T (@) = 0, (6.56)
T(—=j)=-jQ, T()=JQ.
Tutaj v’ = d—: itd. Po wykonaniu obliczen otrzymujemy
/ dl
u = + a(w, )0, (6.57)

Mw, )
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gdzie
J J d -1
dy = lQEj —H/Q(w,:c) dx] </ A(wxac)) , (6.58)
d Foar \ 7
;7 2 . . X
Tt b _2Q3<{ %(w’x)> . (6.59)

Co wiecej, mamy

rlrlllig{i / (v — a(w,2)0) ANw, z) (v — a(w,z)0) + T's(w,z)T"] dx ‘

u(=j) = =jE, u(j) = jB, T(=j) = —jQ, T(j) = jQ}

([55) i focne] () )

2

J —J
_ 1)L ZJ: (>\(1>X€(w)+>\(2>(1—X5(w))f1 _1E2+
211% &, g g
. —1
J _
12 % 3 (AXGw) + A1 - Xjw)) | B x
k=—j
r J
<3 2 (aVXGw) + oD (1 - Xi(w) [0+
L2 k=—j
U o -1
g7 2 (KR AP0 - X)) ] X
I —
- . 2
15 (xe @ _ xz 2
< |5 (aVXF () +a® (1 - Xi (W) | 02+
L2 k=—j
o j o -1
+57 20 (A w) + 21 - X)) ] QQ},
127 =2
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dla kazdego w € Q. Korzystajac z prawa wielkich liczb, por. [53], dla ¢ — 0
i jednocze$nie 7 — oo otrzymujemy:

1 2(c1a1 + cox
Jo(E:0,Q) = —————pp2 - Ham o) gy
(01061 + 02a2)2 9 1 9
At 4 ! e b egry T
Na koniec otrzymujemy ostateczng postaé¢ funkcji podcatkowej fo
fo(E;0,Q) = N*E? —2X*a*Ef + X\ a*26% 4 »*Q?, (6.61)
gdzie
-1
= (Cl)\fl + CQ)\El) y ﬂ* = \*o* s
* * —1 —1\ 1L
o = o) + oy, w = (01%1 + co15 ) .

Zauwazmy, ze z wyjatkiem przypadku jednowymiarowego rozpatrywanego
powyzej, moduly efektywne nie moga byé wyznaczone dokladnie. Mozna
poszukiwaé jedynie ograniczen na te wielkoSci. Zagadnienie znalezienia opty-
malnych goérnych i dolnych ograniczen na state efektywne dla kompozytéw
termosprezystych pozostaje otwarte. Aby rozwiaza¢ zagadnienie homogenizacji
stochastycznej niestacjonarnej, sprzezone termosprezystoéci nalezy zastoso-
waé metode G-zbieznosci lub metode dwuskalowej stochastycznej zbieznosci
w $redniej, por. [32, 96].

Ogodlne twierdzenie o stochastycznej homogenizacji moze by¢ zastosowane do
przypadku fizycznie nieliniowe] termosprezystosci z losowa mikrostruktura przy
zalozeniu matych deformacji.

6.3. Materiat sprezysty ostabiony szczelinami

Celem rozwazan tego rozdzialu jest opisanie ostabienia materiatlu liniowo-
sprezystego przez losowy rozklad mikroszczelin, dla ktoérych przyjeto tzw. wa-
runki Signoriniego, por. [79]. Podobnie jak w pracy [142] wykorzystamy idee
I"-zbieznosci, w polaczeniu z metoda homogenizacji periodycznej zastosowanej
do mikroszczelin.

Niech cialo sprezyste zajmuje obszar Ag. Przez Ay oznaczamy domkniecie
obszaru Ag w R”, gdzie RV, N = 2 lub N = 3. W dalszym ciagu u oznacza

1

wektor przemieszczenia, e(u) = §(Vu+Vu®) jest tensorem odksztalcenia, a o
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tensorem naprezenia. Przestrzen symetrycznych tensoréw drugiego rzedu nad
przestrzenia RY oznaczamy przez Eév , Zas

J: EN - RT, (6.62)

jest gestoscia energii sprezystej. Zakladamy, ze fumkcja ta jest wypukta i spelnia
nastepujacy warunek:
istnieje 0 < A < A < 400 takie, ze

MNEP < JE)<A(1+]|EP*) VEcEYN. (6.63)

Niech podzbiér Cy C Ay modeluje szczeline (naciecie) bedaca gltadka (N — 1)-
wymiarowa rozmaitoscia. Zakladamy, ze Ag \ Cy jest zbiorem otwartym i spéj-
nym. Oznacza to, ze Cy nie dzieli Ay na podzbiory roztaczne. Orientujac rozma-
itos¢ Cy przez wektor do niej normalny n, mozemy zdefiniowaé dwie strony tej
rozmaitoéci. Wtedy, dla dowolnej funkcji v z przestrzeni H'(A \ Cp), otrzymu-
jemy dwa $lady (wartosci) vy 1 vg na Cy. Skok funkeji v w kierunku normalne;
do Cy oznaczamy przez [v] = va — v;. Dla zadanych sil masowych £ = (f;),
fi € L?(Ap), zagadnienie poszukiwania minimum calkowitej energii sprezystej
formutujemy jako zadanie poszukiwania nastepujacego minimum:

min { / T(e(u)) da — / foude), (6.64)
Ao\Co Ao\Co

gdzie K = {u € [H'(Ao\Co)]"¥ | u= 0 na dAg, [u;n;] >0 na Cy} jest zbiorem
wypuklym, pél kinematycznie dopuszczalnych.

6.3.1. Losowy rozktad szczelin

Rozklad szczelin C' jest zdefiniowany jako suma przeliczalnej liczby (N —1) wy-
miarowych rozmaitoéci C; € RY, gdzie i € N, N jest zbiorem liczb naturalnych.
Zaktadamy, ze zbiér RY \ O, gdzie

c=a,
1€eN

jest otwarty i zwarty. Losowy rozklad szczelin C(w) jest modelowany przez
przestrzen probabilistyczna (€2, %, P). Ponizej zakladamy, ze ¥ jest P zu-
pelne. Rzeczywista zmienna losowa X jest odwzorowaniem mierzalnym z 2 w R.

Zdefiniujemy statystycznie jednorodny i ergodyczny (S.H.E. — ang. Statisti-
cally Homogeneous and Ergodic) rozklad szczelin. Statystyczna jednorodnosé
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oznacza, ze dwa punkty geometryczne w przestrzeni sg statystycznie nieodréz-
nialne. Innymi stowy, statystyczne wlasnosci materiatu spekanego sa niezmien-
nicze wzgledem operacji translacji. Podobnie, jak w poprzednim rozdziale, za-
tozymy, ze

Ve eRY, VAeY 1mA={w|7 .weA}, P(r_z)A=P(A),

Y(w,z) € Q x RY, X(w,x) = X(1_5w).
Zalozymy, ze przeplyw 7 jest ergodyczny, wiec jedynie stale spelniajg rownanie
Ve, Xorp, =X pw.

Powiemy, Ze o$rodek jest ostabiony przez S.H.E. rozklad szczelin, jezeli jest
modelowany nad przestrzenia probabilistyczna, na ktorej okreslony jest ergo-
dyczny przeplyw zachowujacy miare. Wazng konsekwencja twierdzenia Bir-
khoff’a jest to, ze dla X € LP(2), 1 < p < oo, mamy nastepujace slabe
(RY)

. . 7 . p
zbieznodci w L,

lim X(w, g> =&(X), pn,

e—0

gdzie £(X) oznacza wartos¢ oczekiwana X, a p.n. — prawie napewno.
Przyktad 6.2

(i) Rozpatrzmy nieskonczony, jednorodny osrodek sprezysty ze szczelinami
rozlozonymi w ten sposob, ze jedna realizacja w € () jest identyfikowana ze
zbiorem w = {x,, n € N} ,$rodkéw” zdefiniowanych jako ustalone punkty na
szczelinach. Geometrycznie szczeliny te sg identyczne, a ich miara powierzch-
niowa jest skoniczona.

Niech Nb(w, V) oznacza liczbe ”$rodkéw”, ktdére mieszcza sie w obszarze V C
RN . Teraz ¥ jest zdefiniowane jako najmniejsza o-algebra zawierajaca podzboér
Q w postaci

{w e ‘ Nb(w,Vl) =k, Nb(w,Vg) =ks,... ;Nb(w,Vi) = ki}, (6.65)

gdzie V1, Vs, ..., V; sa roztaczne, a ki, ks, ..., k; sa dodatnimi liczbami catko-
witymi. Miara probabilistyczna jest jednoznacznie zdefiniowana na ¥ poprzez
wartosci na podzbiorach. Translacje dziataja na €2 nastepujaco:

Ve, Yw = {x,, n € N}, Tew = {x, + x| n € N} (6.66)
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Statystycznie jednorodny rozklad szczelin zapewnia niezmienniczo$é¢ P wzgle-
dem dziatania translacji 7,,. Tak jest w przypadku, gdy miara P ma rozklad
Poissona:

P[Nb(w,V1) = k1, Nb(w,V2) = ka, ..., Nb(w, Vi) = k] = (6.67)

= P[Nb(w, Vl) = kl] X P[Nb(w,Vg) = kg] X ... X P[Nb(w,vl) = ki](6.68)
z warunkiem
(alVD)*

k!

gdzie a > 0 jest stala, a |V| jest miara V. Rozklad Poissona jest ergodyczny.
Niemniej, przy duzej gestosci szczelin moze pojawié sie nakladanie szczelin
jednych na drugie. Taka sytuacja nie pojawi sie w przypadku rozktadu szczelin
statystycznie periodycznego przedstawionego ponize;j.

P[Nb(w,V) = k| = exp(—alV|), (6.69)

(ii) Statystycznie periodyczny rozklad szczelin. Niech {X¥}, .,~ bedzie rodzi-
na niezaleznych zmiennych losowych nad przestrzenia (€2, %, P) o wartosciach
{0,1} taka, ze

Plw: XF(w)=1} =, Plw: XFw)=0}=1-r,
dla k € ZV i dla ustalonego 0 < r < 1. Dla kazdego k € Z" niech Q¥ oznacza
kostke w R™V:

Qk={zcRY |ki<z; <k +1,i=12,...,N}. (6.70)
Funkcje charakterystyczng kostki Q¥ oznaczymy przez IX. Polézmy
X(w,x) = U I*(x) X¥(w). (6.71)
kinZN

Funkcja ta moze by¢ nazwana losowsg funkcja charakterystyczng kostek
zawierajacych szczeline.

‘per

Oznaczymy przez CPe" zbiér periodycznie roztozonych szczelin w RY. Wow-

czas, zbiér
C(w,z) = {z € RY | x(w,z) = 1} CP*" (6.72)

okresla S.H.E. rozklad nacieé. Periodyczny rozklad nacieé¢ jest szczegdlnym
przypadkiem stochastycznie jednorodnego ergodycznego rozkladu. Rzeczywi-
$cie, wezmy € jako zbiér Y = [0,1)V oraz P, ¥ jako miare Lebesgue’a i jej
o-algebre na Y, odpowiednio. Warto$¢ oczekiwana oznacza teraz catkowanie po
komoérce periodycznosci Y.
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6.3.2. Ciafo sprezyste ostabione losowym rozktadem mikroszczelin

Rozpatrzmy S.H.E. rozktad szczelin C'(w) okreslony przez przestrzen probabi-
listyczna (2,3, P) i proces stochastyczny C, gdzie:

Clw, ) = C(T_qw). (6.73)
Dla ustalonego € > 0 potézmy

~ ~/ T
2 — J—
C(w,x) = C(w, 5). (6.74)
Niech V c RY bedzie skoficzonym obszarem z zadang w ten sposéb mikrostruk-
tura. W celu ominiecia trudnosci technicznych, gdy szczeliny przecinaja brzeg
0V, zalozymy, ze sa one $cisle zwarte w V. Rozwigzanie zadania rownowagi
polega na znalezieniu nastepujacego kresu dolnego:

Kig(a){ ~/ T(e(u®())) d:c—/f(:c)-us(w) dw}, (6.75)
V\C* (w,) v
gdzie

Ké(w) ={ue [H'V\Cw,x)]Y | u=0nadV, [un;] > 0naC(w,x)}.

Aby zbadaé graniczne zachowanie sie¢ kresu dolnego (6.75) przy € — 0, roz-
szerzymy podejscie stosowane w pracy [53]. WprowadZmy najpierw nastepujaca
klase funkcjonatéow catkowych F' € F, ktére sa okreslone na zbiorze nie zawie-
rajacym szczelin poprzez definicje:

F o (LL. RN x 4g — RT, (6.76)

[ Tetu@dr  edy ulae [HA)Y,
Fu,A) ={ 4 (6.77)
400 w przeciwnym przypadku,
gdzie A € A i Aj jest rodzina wszystkich otwartych ograniczonych podzbio-
réw RV,

Nastepnie zdefiniujemy klase funkcjonatéw F’, ktore sa okreslone na zbiorze
ze szczelinami, poprzez formute:

FCu,A) = F(u, A\ C). (6.78)
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Poniewaz mozemy zawsze dowolny zbiér A przyblizy¢ przez taki zbiér A’, kto-
rego brzeg nie przecina szczelin oraz spelniona jest réwno$é miar |A| ~ |A'|,
mozemy zalozy¢é, ze

JcinoA =0, (6.79)

W zalozeniu tym C; jest suma teoriomnogosciows szczelin lezacych wewnatrz
zbioru A. Gdy C = 0, wtedy F? € F. Poniewaz chcemy opisaé¢ losowy rozklad
szczelin, musimy zatozy¢, ze mamy dane odwzorowanie mierzalne w — F¢(w)
przestrzeni probabilistycznej (€2, 3, P) na przestrzen funkcjonaléw F', a d jest
odlegloécia na F zdefiniowana w sposéb podany w pracy [53]. Zaproponujemy
nastepujaca definicje odleglosci dwdch funkcjonaléw z F':

d(F¢, FP) =
(FZ,F7) (6.80)
= ——— | arctg (11, I~ (wj, Bg)) — arctg (Ty /™ (w;, B.))|,
ket E T TR
gdzie

T.FC(u, 4) = min{ F€(v, 4) + é / v—ulde|ve [H(A\ON)}. (6:81)
A

Tutaj w; nalezy do przeliczalnie gestego podzbioru [H!(R™M)]V, podczas gdy
{B}.} jest przeliczalnie gestym podzbiorem A°. Jasne jest, ze

F¢=FP — Cc=D, (6.82)
tj., gdy rozktady szczelin pokrywaja sie.

Losowy funkcional opisujacy material spekany jest zdefiniowany jako pewna
funkcja mierzalna

FC . Q- F, (6.83)

w ktorej F' jest wyposazone w o—cialo ¥ p generowane przez metryke d.
Oznacza to, ze funkcja w — F%(w)(u, A) jest rozszerzona zmienng losowa,
a wiec jest funkcja mierzalng pomiedzy (£, %, P) i R! z borelowska rodzing
zbioréw otwartych. Zalézmy, ze FC(w) = FCW), a wiec ,Jlosowos¢” naszego
zagadnienia jest okre$lona przez losowy rozktad szczelin.
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Podobnie, jak w rozdziale poprzednim, dla kazdego z € Z i kazdego € > 0
zdefiniujemy operatory translacji i podobienstwa

7.,pe : RN — RY, T.(x) = x + z, pe(x) = (6.84)

T
B
Niech F(w) (¢ > 0) bedzie rodzing losowych funkcjonatéw ,ze szczelinami”,
zdefiniowanych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (€2, 3, P). Powiemy, ze
FEC (w) jest procesem stochastycznej homogenizacji modelowanym przez losowy
funkcjonal ”ze szczelinami” FC©) na Q, jezeli

F(w) ~ p.F(w), dla kazdego & > 0, (6.85)

to jest, jesli FC(w) i p.F¢(w) maja to samo prawo rozkladu. Powiemy, ze pro-
ces FC(w) jest stochastycznie periodyczny z okresem 7T > 0, jezeli FC(w) ~
7. FC(w), dla kazdego z € ZN, gdzie ZN = {& € RN : x/T € ZN}. Za-
lozymy, ze wlasnosci sprezyste materiatu spekanego sa deterministyczne i nie
zaleza od e. Dla prostoty zalozymy, ze 7 = 1. Stochastyczna homogenizacja
naszego zagadnienia oznacza przejécie z € do 0, nastepujacego ciagu zagadnien
minimalizacji:

inf_{ / Tle(u(@))] dz — / f(z) - u(x) dz}, (6.86)

Ke (w,A())
AO\CE (UJ) Ag

gdzie C°(w) oznacza losowy rozklad mikroszezelin, C¢(w) = UC;(w),
x € (C°(w) & % € C(w), dla kazdego w € Qi > 0, a ponadto
K*(w, 49) = {u € [H' (49 \ C=(@))]" |
(6.87)
u=0mna ddy, [uin] >0ma |JCF()}.

Powyzsze rozwazania umozliwiaja sformulowanie nastepujacego twierdze-
nia o stochastycznej homogenizcji dla przypadku periodycznie sto-
chastycznego rozktadu mikroszczelin.

Twierdzenie 6.4 Niech Fac(w) bedzie procesem stochastycznej homogeniza-
cji modelowanym przez periodycznie stochastyczny funkcjonat ze szczelinami
FCW  Zalozymy, ze istnieje stala M > 0 taka, ze dwie rodziny zmiennych
losowych:

FO()(u,4), FO()(u,B), ue [Li RY)]", (6.88)

loc
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sq niezaleine gdy A,B € A° oraz dist (A, B) > M. Wéwczas FC(w) zbiega
w prawdopodobienstwie przy ¢ — 0 do funkcjonalu Fy € F niezaleinie od w
danym przez

/ Jole(u(z))] de  gdy e [H(4)]N,
Ag

Fy(u, Ao) = (6.89)
400 w przeciwnym przypadku,
gdzie
Jo(E) =
1
= tim [min{ 5 [ Jle(u(@)] da | u—Ba € [1'(Qu \ O]
E—>
0 BTAt®
u—Ex=0 na 0Q/, [umni]>0 na C(w)}dP(w) (6.90)
1 2\ N
N _ N . . = — (=
EGES’ Ql/s_{meR .|CCZ|<€,’L—1,...,N}, |Q1/E|_(€) :
Mozna pokazac, Ze
me = ue}g(iaAo){Ff(w)(u, Ao) — / f(z) - u(z) do} (6.91)
Ao
zbiega w prawdopodobienstwie do
0— i Fy(u, A —/f : dex t. 6.92
= %ggw{ b(u, Ao) ; () u(z) dz} (6.92)
0

Wzér (6.90) okresla efektywny (makroskopowy) potencjal sprezysty materia-
tu spekanego w sposéb bardziej skomplikowany niz dla przypadku periodycz-
nego por. [155].

6.3.3. Zhomogenizowany potencjat dualny

(i) Przypadek zagadnienia skalarnego bez szczelin
Rozpatrzmy nastepujacy catkowy funkcjonal, badany uprzednio przez Dal Maso
i Modica [53], dla a > 1:

/f(w,Du(a:)) dx jezeli uja € Whe(A),
Flu, A) = (6.93)

A
+0o0 w przeciwnym przypadku.
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Funkcjonal zhomogenizowany dany jest wéwczas wzorem:

. . 1 a
= lim [ min{ ——F@)(u,Qi/) | u—p- @€ W (Que) JdP(w),
EAAOSI “ |C21/5|
gdzie p € RY oraz
T
[t pu@)de wdy ue W (Qu),
F(w)(u, Ql/e) =4 Qi/e
+00 w przeciwnym przypadku.

Niech p* € RV, a f§ (px) oznacza dualny potencjal zhomogenizowany. W celu
wyprowadzenia formuly dla f; zastosujemy transformacje Fenchela. Tak wiec

fo) = sup {p*-p- folp)}, p*eRV. (6.95)
pPERN

Po obliczeniach otrzymujemy:

i) = ;1_{%/{ |Qi/ | inf / f*(w, %,a(m) + p*) dx ‘ s WEJ‘}dP(w),
Q : Q1/e

gdzie

f*(w,g,p*> =pS€uRpN{p*-p—f(w,§,p>}, p* e RY,
Wt = {0' € LO‘,(Ql/E)N } dive =0w Qy/., / o(x) dr = 0},
Q1/e

(ii) Cialo sprezyste ze szczelinami
Dualny (komplementarny) potencjal sprezysty materialu ostabionego staty-
stycznie periodycznym rozkladem szczelin dany jest wzorem, por. (6.90):

JE(2) = lim {|Qi/5|inf / J*(a(w))d:c‘UGWEC(w,E)}dP(w),

Q Q1/:\C(w)
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gdzie

Wec(w,E) = {Cf = (04j) | 035 = 0ji, 0ij € LQ(Ql/E \ C(w)),

divaszQl/E\C(w),’Q—i‘ / o(x)de =%,
o, 0w

DINS EN O'ijT%Tj =0i JijNiNj < 0 na C(w)},

s )

Tutaj N, T oznaczaja odpowiednio, wektory normane i styczne do szczelin
C(w) zawartych w Q /., a

J* (o) = sup{o-n—J(n)}, ockEl.
n€EY

Przypadek rozkladu periodycznego badany byl w pracy [155].

Formuty na potencjaly efektywne sa zbyt skomplikowane, aby mogty byé
zastosowane do rozwigzywania probleméw praktycznych, z wyjatkiem pewnych
najprostszych przypadkow. Zatem, istnieje potrzeba wprowadzania pewnych
przyblizen. Przede wszystkim, mozemy poszukaé gérnych i dolnych ograniczen
na potencjal makroskopowy Jo(E). W tym celu zalézmy, ze Jy,(E) oznacza po-
tencjat makroskopowy materiatu ostabionego periodycznym rozktadem szczelin.
Woéwezas Jo(E) > Jper(E), a poprzez dualnoé¢ J,.,.(£) < Jg (). Innym sposo-
bem na przyblizenie potencjalu makroskopowego Jy(E), byloby rozpatrywanie
funkcji korelacyjnych rozktadu szczelin. Zagadnienia takie pozostaja zagadnie-

niami otwartymi.






Rozdziat 7

Przyktady wptywu mikrostruktury na wtasnosci
efektywne

W tym rozdziale przedstawiono przyktady obliczeniowe wptywu mikrostruktu-
ry na wlasnosci efektywne kompozytéw sprezystych (7.1)-(7.3) oraz piezoelek-
trycznych (7.4)-(7.5).

W punkcie (7.1) pokazemy, w jaki sposéb rozklad waskich otworéw prostokat-
nych (zagadnienie dwuwymiarowe) w izotropowej osnowie sprezystej zwiazany
jest z makroskopowa anizotopia kompozytu. Procedury numeryczne budowa-
ne beda w oparciu o tzw. homogenizacje jednorodna, ktora zaklada, ze tensor
materialowy nie zalezy od makrozmiennej.

W punkcie (7.2) wykorzystamy wlasna definicje materialu gradientowego do
analizy zmiany profilu fal sprezystych przechodzacych przez warstwe z materia-
hu gradientowego. W tym punkcie postuzono sie rezultatami tzw. homogenizacji
niejednorodnej, w ktérej tensor materiatowy zalezy od zmiennej makroskopo-
wej.

Homogenizacja reiterowana, czyli metoda homogenizacji uwzgledniajaca réz-
ne poziomy mikrostruktury, pozwoli wyznaczy¢ w punkcie (7.3), makroskopo-
we wlasnosci kosci zbitej. Niezbedna bedzie znajomo$é izotropowych wtasnosci
kolagenu i hydroksyapatytu oraz wtasciwe modelowaniu geometrii poszczegdl-
nych pozioméw struktury rzeczywistej kosci. Otrzymane wyniki, wykorzystuja-
ce wlasne, proste procedury numeryczne sg blizsze wynikom doswiadczen, niz
obliczenia MES uzyskane przez innych autoréw, por. Tab. 7.1.

W punkcie (7.4) zilustrujemy wplyw parametréw geometrycznych pewnej
struktury warstwowej na wybrane wlasnosci piezoelektryczne, w szczegdlnosci
na elektromechaniczny tensor sprzezenia kompozytu. Zastosujemy opracowane
w tym celu procedury numeryczne umozliwiajace wyznaczanie wtasnosci dwu-
fazowych kompozytéw piezoelektrycznych periodycznych o geometrii: osnowa —
prostopadtoscienne wtracenia. W szczegdlnosci, procedury te umozliwiaja wy-
znaczenie wlasnosci efektywnych dla kompozytéw warstwowych i widknistych.
Mozliwos¢ analizowania wplywu parametréw mikrostrukturalnych na wielkosé
stalych makroskopowych w kompozycie jest istotna przy ocenie wydajnosci
urzadzen piezoelektrycznych.

123
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W ostatnim punkcie (7.5) tego rozdzialu podamy postaé¢ prawa konstytutyw-
nego dla pewnego, nieliniowego fizycznie, dwufazowego kompozytu piezoelek-
trycznego. W istniejacej literaturze autorka nie znalazta podobnych wynikow
badan.

7.1. Mikroszczeliny w strukturze warstwowej

W pewnej klasie materialéw sprezystych poczatkowa faza zniszczenia zwigzana
jest z pojawieniem sie duzej liczby mikropeknieé¢. Zjawisko to mozna zaobser-
wowaé golym okiem jako metnienie (utrate przezroczystosci) polietylenowego
preta zginanego kilkukrotnie. Jesli rozklad peknieé jest ,gesty” (w pewnym
sensie), makroskopowe wlasnosci takiego materialu mozna opisywaé przy po-
mocy metod homogenizacji. Homogenizacja pozwala przewidzie¢ zachowanie si¢
materialu, poprzez zastgpienie ,niejednorodnosci” — w tym przypadku mikro-
peknie¢ — litym materialem o wtasnosciach réznych od wlasnosci osnowy. Me-
tody homogenizacji byly juz wczeéniej stosowane do opisu ,mikrospekanych”
periodycznie materialéw i plyt sprezystych, por. monografie Lewinskiego i Tele-
gi [101] oraz cytowana w niej literature. Twierdzenia matematyczne dotyczace
okredlania efektywnych wlasnosci sprezystych osnowy ostabionej losowym roz-
ktadem mikroszczelin z warunkami Signorini’ego na brzegach nacie¢ podane sa
w niniejszej rozprawie w Rozdziale 6. Efektywny osrodek pracuje wtedy jak
material nieliniowy, w szczegélnosci prawo konstytutywne laczace naprezenie
i odksztalcenie jest odcinkami liniowe.

Ten podrozdzial zawiera wyniki opublikowane w pracy [77]. Wyznaczymy
w nim makroskopowe anizotropowe wlasnosci sprezyste spowodowane perio-
dycznym rozkladem szczelin w materiale izotropowym. Szczeliny w tym przy-
padku modelowane sa jako waskie prostokatne otwory. Postuzymy sie wlasnym
programem umozliwiajacym rozwigzanie tzw. zagadnienia na komoérce jednost-
kowej, patrz Dodatek D.3. Wykorzystane bedg réwniez formuly opisujace la-
minowang strukture o dowolnym typie niejednorodnosci wyprowadzone w Roz-
dziale 4. Formuty te opisuja zaréwno struktury periodyczne jak i losowe.

Anizotropia spowodowana rozktadem szczelin

Zaczniemy od opisu efektywnego sprezystego zachowania sie materialu gesto
spekanego. Aby uzyskaé postaé tensora stalych sprezystych rozwiazujemy za-
gadnienie homogenizacji periodycznej. W badanym przypadku, tensor ten dany
jest nastepujaca formuta:
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Clin = {Crion) +(Cispa—1—). (7.1)

W powyzszej zaleznosci Y-periodyczne funkcje x," sa jednoznacznymi, z do-
ktadnoécia do statych, rozwigzaniami nastepujacego zagadnienia na komorce Y':
0

0
N .. _— (P4 P —
5,%‘ (Cmmn 6yn (Xm + 5myq)) 07 ) € Y. (72)

Elementarna jednostkowa komérka periodycznosci przedstawiona jest na
Rys. 7.1.

X2
A 4
-~ - -
i - - - -
a [ ] material .
[ ] pustka >
X1

Rysunek 7.1. Komoérka elementarna

Parametr a oznacza bezwymiarowa dtugo$é¢ pojedynczej szczeliny. Szczelina
jest modelowana jako cienki prostokat. Stosunek bokéw prostokata wynosi
w obliczeniach 0.01.

Po rozwiazaniu numerycznym ukladu réwnan (7.2) i wstawieniu otrzyma-
nych wartodci funkcji x;" do formuty (7.1), otrzymano wartosci sktadowych
efektywnego tensora sprezysto$éi Cz}zmn Tensor ten opisuje anizotropie wymu-
szona rozktadem szczelin. Tabela 7.1 podaje wartoéci technicznych statych ma-
terialowych dla réznych dtugosci szczelin. Stalte te wyznacza si¢ z ilorazéw od-

powiednich sktadowych tensora sztywnosci i podatnosci w sposob nastepujacy:

1 1 1
E - bl E - I E - I
(R 27 (C D)y 5T (C a3
Vig = Gl Va1 = (G e Vg = Gl
(C 1)’ (CHu’ (C1)s3’
vy = (€ s vy = (C™)2s Vg — (€ )2s
(CHu’ (C1)s3’ (C 1)’
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1 1 1

R e e (€ e (<2 P

Jak zwykle w literaturze, moduty Younga oznaczamy litera F, wspdlczynniki
Poissona litera v, a moduty Kirchhoffa G.

Gdy dtugoéé szczeliny a dazy do jednosci odpowiednie state daza do zera.

Tabela 7.1. Zalezno$¢ technicznych statych materiatowych od dtugoéci szczeliny

a |08 0.9 0.95 | 0.99 | 0.9999

E; 10725 | 0.724 | 0.723 | 0.723 | 0.723

Ey 1 0.722 | 0.713 | 0.698 | 0.599 | 0.032

Es; | 0725 | 0.724 | 0.723 | 0.723 | 0.723

vi2 | 0.458 | 0.453 | 0.444 | 0.381 | 0.020

vo1 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460

v13 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460

v31 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460

vo3 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460 | 0.460

v3a | 0.458 | 0.453 | 0.444 | 0.381 | 0.020

Gpo | 0.242 | 0.231 | 0.211 | 0.126 | 0.002

Gz | 0.248 | 0.248 | 0.248 | 0.248 | 0.247

Gas | 0.242 | 0.231 | 0.212 | 0.126 | 0.002

Rozpatrujac proste przyktady pokazemy wplyw anizotropii spowodowanej
rozktadem mikroszczelin. Najpierw policzymy efektywne state materiatu osta-
bionego réwnomiernym rozktadem szczelin. Wtasnosci te sg transwersalnie izo-
tropowe. Ponizej podajemy poréwnanie stalych technicznych materiatu osta-
bionego (ze szczelinami o dlugosci 0.9) ze stalymi materiatu nie ostabionego
(polietylen).

Nastepnie wprowadzimy strukture warstwowsg poprzez laminacje w kierun-
ku osi z;. Kolejne warstwy beda utworzone z materiatu litego i ostabionego
szczelinami utozonymi pod dowolnym katem do osi x1, por. Rys. 7.2.
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Tabela 7.2. Poréwnanie stalych technicznych materiatu ostabionego szczelina-
mi ze stalymi materiatu litego

Ey=FEy| Es |vig =19 |Vig =123 V31 =v32| G2 |Gi13 = Gag
material
0.56 0.72 0.56 0.46 0.36 0.18 0.12
spekany
lity 0.73 0.73 0.46 0.46 0.46 0.50 0.50
»A x4
x=yle

N
.
.
.

1- ¢ S

Rysunek 7.2. Struktura warstwowa materialu spekanego

W celu wyznaczenia statych tego laminatu postuzymy sie nastepujacymi wzo-
rami:

Cz‘hqu = <C¢qu(y1)> - (Cz‘jkl(yl)skmclmpq(yl» +

+<Cz’jk1 (yl)Skr> <Srm>_1 <Smnclnpq(y1)>a

gdzie Sji, = Sji(y1) jest macierzg odwrotng do macierzy (Cijx1). W rezultacie
otrzymujemy pelny anizotropowy tensor Hooke’a, w ktérym pojawiaja sie nowe
stale materiatowe El-h, l/ihj oraz Gf] Podobnie jak poprzednio, wartosci Elh i G?j
podane sa w GPa. Wszystkie znalezione state techniczne sg funkcjami dtugosci
szczelin a, udzialu materiatu litego 1 — £ oraz kata a pomiedzy osig anizotropii
io0sig x71.

Na rysunkach 7.3-7.5 przedstawiono zaleznosé efektywnych technicznych sta-
lych materialowych od kata «a, dla & = 0.5.

Zwréémy uwage, ze wspoltezynniki Poissona vy i v, nie zaleza od kierunku
rozktadu mikroszczelin.
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Rysunek 7.3. Efektywne moduly Younga w zaleznosci od zmiany kata o
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Rysunek 7.4. Efektywne wspdlczynniki Poissona w zaleznosci od zmiany kata o
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Rysunek 7.5. Efektywne moduly Scinania w zalezno$ci od zmiany kata «
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Rozktad mikroszczelin minimalizujacy (maksymalizujacy) naprezenia

Aby zilustrowaé¢ wplyw rozkladu mikroszczelin na rézne stany naprezenia w ele-
mencie kompozytu wyznaczymy ci$nienie hydrostatyczne

1
p= 3 (011 + 022 + 033)

i zredukowane naprezenia (Hubera-Misesa)

0
_ DD
0=1/0;;05;

gdzie 05 =05 — %O‘kk(;ij oznacza dewiator tensora naprezenia.

Ci$nienie hydrostatyczne i zredukowane naprezenia wyznaczono dla roz-
nych stanéw odksztalcenia. Na wykresach wprowadzono nastepujace oznacze-
nia. Wielkoéé p'? oznacza ciénienie hydrostatyczne otrzymane po zadaniu tyl-

ko jednej niezerowej stanu odksztatcenia £12. Podobnie, wielkosé & U oznacza
naprezenie zredukowane otrzymane po zadaniu tylko jednej niezerowej stanu
odksztalcenia €;;. Na wykresach przedstawiono ci$nienie hydrostatyczne i zre-
dukowane naprezenia w zaleznosci od kata « (orientacja ulozenia szczelin, patrz

Rys. 7.2). Podobnie, jak rozpatrywane uprzednio stale materialowe, wielkosci
g
&€

P
¢ oraz Z sa podane w GPa.

-0.02 \ S
-0.04 \

-0.06 "
Rysunek 7.6. Cisnienie hydrostatyczne w zaleznosci od zmiany kata «

Z rysunkéw, Rys. 7.6 i Rys. 7.7, mozna odczytaé¢ przy jakiej orientacji
szczelin ciSnienie hydrostatyczne oraz zredukowane naprezenia osiagaja war-
tosci najmniejsze i najwieksze. Na przyktad, jezeli szczeliny sa prostopadle
lub réwnoleglte do warstw, ciSnienie hydrostatyczne przy niezerowym stanie
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Rysunek 7.7. Zredukowane naprezenia w zaleznosci od zmiany kata «

odksztalcenia €12 przyjmuje warto$¢ réwna zeru. Maksimum osigga dla kata %,
gdy element kompozytu jest $ciskany, zas minimum dla kata %”, gdy element
kompozytu jest rozcigany. Uzyskane wartosci zredukowanych naprezen moga
byé¢ wazne przy analizie wytrzymalosci materialu kompozytowego wstepnie

spekanego.

Wymniki przedstawione na Rys. 7.3-7.7 otrzymano przy pomocy obliczen pot-
analitycznych procedurami napisanymi w programie Maple. Poréwnano je z wy-
nikami, w ktérych te same zwiazki liczono programem MES (z liczba elemen-
téw wieksza od 2000 na komoérce elementarnej), por. [24, 25]. Okazuje sie, ze
zgodno$é liczbowa wynikéw obliczen w obu metodach jest zaskakujaco dobra
(do czterech cyfr znaczacych). Gléwna zaleta prezentowanego tutaj podejscia
jest szybkosé obliczen, jest wiec mozliwosé dokonania analizy duzej liczby przy-
padkéw w stosunkowo krétkim czasie. Prostota obliczen utatwia dyskusje za-
chowania sie materiatu i jego optymalizacji ze wzgledu na parametry zaréwno
geometryczne, jak i mechaniczne.

7.2. Ciagty model materiatu gradientowego

Rozwazmy dwa jednorodne materialy sprezyste o wlasnosciach cgjl.,)d i ngz'/)ﬁl

(tensory Hooka), oraz gestosciach p(M), p(®). Przyjmijmy, ze material (1)
zajmuje pélprzestrzen zs < 0, a material (2) pélprzestrzen xzg > 1. Obie te
fazy sa rozdzielone warstwa o jednostkowej szerokosci. Warstwa rozdzielajaca
jest niejednorodna, zaréwno na poziomie makroskopowym jak i mikrosko-
powym. Jej wlasnoéci sa okreslone funkcjami dwdch zmiennych: skalarnej,
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makroskopowej x3 i wektorowej, mikroskopowej y € Y, gdzie Y jest komoérka
periodycznosci. W celu wyznaczenia makroniejednorodnosci warstwy stosujemy
metode homogenizacji niejednorodnej. Makroskopowe wlasnosci warstwy sa
teraz ciaglymi funkcjami jednej zmiennej x3, oznaczajacej gteboko$é warstwy
0 < z3 < 1. Makroskopowy tensor Hooka i gesto$¢ sa mozna wyznaczy¢
stosujac procedury niejednorodnej homogenizacji. Otrzymane wzory wynikaja
z twierdzenia podanego w Rozdz. 3.3., wzér (3.51). Formuly te uwzgledniaja
udzial objetosciowy poszczegdlnych faz oraz geometryczna konfiguracje faz.
Udzial objetosciowy pierwszej fazy, o wlasnosciach cgjl-,)d, jest oznaczany

symbolem &(x3). Udzial objetosciowy drugiej fazy, (o wlasnosciach cgl)d), jest

wiec réwny 1 — £(z3). W ogélnym przypadku, zaleznosé {(x — 3) moze byé
dowolng funkcja zmiennej x3. Dalej zatlozymy konkretna postaé tej zaleznoéci.

Zdefiniujemy FGM (funkcjonalny material gradientowy) jako trojwymiarowe
nieskonczone cialo o tensorze sprezystosci

cﬁ},ll dla z3<0
Cijri(x3) = ¢ cyy(zs)  dla 0<a3 <1 (7.3)
cgﬁ;l dla z3>1

i gestosci zadanej funkcja:

p(l) dla z3<0
p(x3) =1 (p)(z3) dla 0<z3<1 , (7.4)
p? dla z3>1

gdzie C’fjkl(azg) i p(rs) sa ciaglymi funkcjami zmiennej of x3 oraz
(p) = pWe(xs) + pP(1 - &(x3)). Ograniczymy sie do przypadku, gdy
geometryczna konfiguracja faz na mikropoziomie jest ustalona. Tak jest
w przypadku mikrowarstwowych struktur zdefiniowanych ponize;j.

Uwaga 7.1. Pokazemy konstrukcje mikrogeometrii materialu gradientowego,
ktéra prowadzi do makroskopowych izotropowych wtasnosci sprezystych w pta-
skim stanie odksztalcenia. Zauwazmy, ze jezeli mikrostruktura jest periodycz-
na, to wéwczas jest ona szczegblnym przypadkiem struktrury losowej (por.
Rozdz. 6, Przyklad 6.1). Przypomnijmy, ze wtedy usrednianie po ansamblu
oznacza usrednianie po komorce periodycznoéci. W zgodzie z definicja (7.3),
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jezeli cgjl-,)ﬁl i cﬁ,ll sa izotropowe, to material gradientowy jest izotropowy, o ile

(h)

tensor ¢ jest izotropowy. Taka sytuacja pojawia sie np. dla szczegdlnej geo-
metrii przejscia od fazy do fazy pokazanej na Rys. 7.8.

B S
™ B d

A\

v, v//\v
/N
NN

|

x3=0 0<x3<l x3=% %<x3< 1 x3=1

2

Rysunek 7.8. Przyklad izotropowego materialu gradientowego

Z powodu geometrycznych symetrii, dla kazdego ustalonego x3, mamy do
czynienia z izotropia sprezysta — mamy bowiem 3 osie symetrii na pltaszczyznie
{z1,z3}. Taka konfiguracja zamiany fazy (1) w (2) jest tez symetryczna topo-
logicznie. Oznacza to, ze zaczynajac od maltych wartoéci x3 > 0, pojawiaja sie
wtracenia materiatu (2) w geometrycznie spéjnej osnowie wypelnionej materia-
lem (1). Dla wiekszych wartosci x3 ich udzial objetosciowy rosnie i w punkcie
T3 = % (0§ symetrii) mamy mikrostrukture geometrycznie nierozréznialnych
faz. Nastepnie pojawia sie spdjna faza (2) i wtracenia z fazy (1), az do pelnego
wypelnienia plaszczyzny faza (2). W takim przypadku material w warstwie
przejscia jest makroskopowo izotropowy, ale niejednorodny. Przyktad ten
pokazuje, ze precyzyjna definicja wlasnosci efektywnych, makroskopowych
prowadzi do jednoznacznego wyniku. Oczywiscie, przy zalozeniu okreslonego
sposobu tworzenia si¢ mikrostruktury dla kazdego, dowolnie matego e. Jesli
przez mikrostrukture rozumiemy strukture z zachowanym rozmiarem niejed-
norodnosci, to oczywiste jest, ze sens ,usredniania po ansamblu” nie jest
precyzyjny i moze prowadzi¢ do niejednoznacznych konkluzji. Autor pracy
[123] dowodzi tezy o koniecznoéci modelowania FGM (warstwy przejscia)
przez wprowadzenie materiatu sprezyscie anizotropowego, przy tych samych
zalozeniach o izotropii obu faz.

Kompozyty mikrowarstwowe

Rozpatrzmy mikrowarstwowa strukture warstwy przejscia. Dla ustalonego x3
mamy material sprezysty, ktérego wlasnosci makroskopowe zostaly wyznaczo-
ne metoda homogenizacji periodycznej struktury warstwowej. Mikroperiodycz-
na struktura warstwowa oznacza, ze wiasnosci materialu niejednorodnego sa
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opisane przez wspotczynniki sprezystoéci odcinkami state i bedace funkcjami
tylko jednej mikrozmiennej.

I ‘ FGM ‘ I I ‘ FGM ‘ I

(@) (b)

Rysunek 7.9. Mikrowarstwowy material gradientowy: (a) mikrowarstwy réw-
nolegle do warstwy przejscia, (b) mikrowarstwy prostopadle do warstwy
przejscia

Rozwazymy najpierw przypadek, w ktérym mikrozmienng jest zmienna ys
w kierunku prostopadlym do warstw. Oznacza to, ze dla periodycznej struktury
(Rys. 7.9a)

(43) ngl'l)gl dla ysz € (0,¢),
Cijki(Y3) =
cgjz.,)gl dla y3 € (£ 1).

W przypadku losowym, stochastyczne wspotczynniki sa losowymi funkcjami
zaleznymi od zmiennej y3 (por. przyklady jednowymiarowe w Rozdziale 6). Tak
wiec, kompozyt jest zbudowany z dwdéch réznych materiatow. Wspodlezynniki
makroskopowe w obu przypadkach (periodycznym i stochastycznym) dane sa
wzorami

el = (cigm) — (1= (B [emsijl [crms], (7.5)
gdzie
(eijrr) = Eciy + (1= e,

a £ jest udzialem objetosciowym fazy (1). Przypomnijmy oznaczenie skoku wta-
snosci materialowych

_ (2 (1)
[eijr] = Cijkl — Cijkl>
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gdzie

5 2) (1

By = 567(713n3 - (1 - f)cmi)BniS'

Jezeli warstwy sa izotropowe to mamy

CEJIZrm = :U'(l)((sjm(sz‘n + 5]n52m) + A(l)éijém”’

gdzie A oraz pli) dla i = 1,2 to stale Lame’go fazy (1) i (2). Makroskopowe
wspotczynniki maja wtedy nastepujaca postac:
N AD 4+ 2,MYAD 4 2,,2)
C =
FETEOW 200 + (1 - (A + 2420’
AR 4 2,MAR 4201 — &)(AD 2 — X))

h _
C3322 = C1133 = €M +2uM) + (1 — (A +2u2) ’
g 1 2
3232 1313 Sﬂ(l) + (1 . é—)u(2) )
o = (1= M +&u®), (7.6)

oo = i = AP +2uP) + (1 = (A + 2 +
£(1 = A —a)2
EOW +2uMW) 4 (1 — (A +2u2))’
£(1 = A —aD)2
M +2uM) + (1 - H(AD +2u™)’

03211 = 5)\(2) + (1 — f))\(l) -

Zauwazmy, ze w powyzszych wzorach udzial objetosciowy fazy (1) & zalezy
od z3. Jezeli znamy ta zalezno$é, to mamy explicite formuly dla materiatu
gradientowego (FGM) zdefiniowanego przez (7.3), (7.4).

W analogiczny spos6b mozna opisa¢ przypadek gdy mikrowarstwy sa pro-
stopadte do warstwy przyjscia (Rys. 7.9b).

Fale ptaskie w materiale gradientowym

Réwnania ruchu w materiale gradientowym (FGM) maja postaé

(Cigmn(@s)tmn)j = (PVE(s) + o2 (1 = £(23))) wiae, (7.7)
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gdzie zmienna ¢ oznacza zmienna czasowa. Jezeli zalozymy u = (0,0, us)
i ug = ug(z3)e™?, to otrzymamy réwnania podtuznej, harmonicznej fali pta-
skiej

d

d—x?,0333B<~’“3>d%“3<~’“3> + (pMe(as) + pP (1 = €(3)) wus(az) = 0. (7.8)

7 zalozenia, dtugos¢ tej fali jest nieskonczenie duza w poréwnaniu do ska-
li mikroniejednorodnosci. Jezeli przyjmiemy u = (u1,0,0) lub u = (0,us,0)

iy = ui(z3)e™! lub ug = us(23)e™!, wtedy otrzymamy poprzeczne fale pta-

skie
L s s) e (23) + (6D s) + pO (1 = €(29))) wus(23) = 0, (7.9)
d.%'g dm‘g ’
ic 4 (1) @1 - 2 —0. (7.10
7o Os223(23) 7 u2($3)+(ﬂ E(x3) + p( §($3)))w uz(z3) = 0. (7.10)
€T3 T3

W celu uproszczenia obliczen przyjmujemy, ze &(x3) = 1 — x3, co oznacza,

ze udzial objetosciowy w fazie przejécia zmienia si¢ liniowo. W przypadku
gdy mikrowarstwy sa prostopadle do osi x3, wspoélczynniki materiatlowe
w réwnaniach (7.9), (7.10), (7.8) sa dane zwiazkami (7.5).

Rozpatrzmy dodatkowo przypadek, gdy mikrowarstwy sa prostopadle do osi
x1. Wtedy wspdlezynniki materialowe w réwnaniach (7.9), (7.10), (7.8) sa dane
zwigzkami

o)
BT (1 - 9u + 67
Cligs = Ep™ + (1 — &), (7.11)

Chygg = (1 — (AP +2u@) + AV 4 2,0 4
(1 — &A@ — \(1))2
(1= &AD +2,0)e(AD 4 2u@)

Znajdziemy rozwiazanie réwnan (7.8), (7.9), (7.10) w przypadku, gdy fala
padajaca ma jednostkowa amplitude i propaguje sie z materiatu o wtasnosciach
AD M oM Fala w materiale rzeczywistym oczywiscie ulega odbiciu, ale
w naszym modelu niejednorodnosci sa ,rozmyte”, a warstwa gradientowa
jest efektywnie zastapiona materialem o wlasnodciach zmieniajacych sie
w sposob ciaggly. W modelu tym nie ma odbicia fali, wiec przechodzi ona
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przez niejednorodna warstwe (FGM), a nastepnie wchodzi do jednorodnego
materiatu o wlasnosciach A&, ;2 i p@).

W obliczeniach przyjeto: A1) = 131GPa, p® = 46GPa, pM) = 8.9
s?GPa/m? (miedz) i A? = 3.4GPa, u® = 1.2GPa, p® = 9.65s°GPa/m?
(polistyren).

Wyniki obliczen pokazano na Rys. 7.10 i Rys. 7.11. Na rysunkach tych jed-
nostka dlugosci jest grubosé¢ warstwy FGM.

uH(x) A
6_

N / \W

Rysunek 7.10. Fale poprzeczne dla réznych mikrostruktur: a — warstwowanie
prostopadte do osi x3, b — warstwowanie prostopadte do osi x

[U%) amat

%é

u3(x) A

61
41
a
i 2 3

fR— 0

Rysunek 7.11. Fale podtuzne dla réznych mikrostruktur: a — warstwowanie
prostopadte do osi x3, b — warstwowanie prostpoadle do osi z;

Wprowadzimy jeszcze dwa modele ,dyskretne”,w ktorych zamiast jednej
warstwy gradientowej mamy przejscie od fazy do fazy realizowane przez skoko-
wa, nieciagla zmiane wlasnoéci materialu w warstwie. W obu tych dyskretnych
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modelach warstwa przejscia sktada si¢ z dwéch jednorodnych warstw. Pierwszy
model zostal nazwany ,S$rednim” i drugi ,zhomogenizowanym”. W modelach
dyskretnych przechodzace fale doznaja rowniez odbicia od granicy warstw dys-
kretnych. W obu przypadkach wyznaczamy rozwiazania w sposoéb analityczny.
W drednim” modelu dyskretnym réznica miedzy wspdélczynnikami materia-
lowymi jednorodnych warstw jest taka sama (réwna 1/3 réznicy stalych dla
miedzi i polistyrenu). W ,zhomogenizowanym” modelu dyskretnym wtasnosci
warstw, w warstwie przejécia, obliczone sa przy pomocy procedury homogeni-
zacyjnej przy zalozeniu, ze w pierwszej warstwie przejécia udzial objetosciowy
materiatu (1) wynosi 3/4, a w drugiej warstwie 1/4. Gestosé¢ obliczamy korzy-
stajac z zaleznosci (7.4), za$ stale sprezyste — jako stale zhomogenizowane dla
mikrostruktury warstwowej o warstwach prostopadtych do kierunku propagacji
fali.

Rozwiazania modelu ciggltego FGM i dwdch réznych modeli dyskretnych war-
stwy przejscia sa pokazane na Rys. 7.12. Widaé¢ odbicie fali. Na wykresie po
lewej stronie warstwy fala odbita naklada sie na fale padajaca i obserwujemy
zmieniony jej profil.

u(x) A
6

-%-1 0 1 2 3
21 c
;11
61

Rysunek 7.12. Fale poprzeczne dla modelu ciaglego i 2 réznych dwuwarstwo-
wych modeli dyskretnych: a — model ciagly, b — ,$redni” model dyskretny, ¢ —
»,zhomogenizowany” model dyskretny

xv

Podsumowanie

Powyzej pokazano, w jaki sposob zaproponowany model FGM umozliwia ana-
lize wpltywu geometrycznych charakterystyk warstwy przejscia od fazy do fazy
na fale przechodzaca przez ta warstwe. Przyjeto, ze zaréwno zmiana udziatu
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objetosciowego faz, jak i gesto$ci materiatéw sa ustalone. Wyraznie widoczne
sg roznice w profilach fali, gdy zmieniamy geometrie mikrostruktury w war-
stwie przejscia. Obserwacja ta moze by¢ wykorzystana do detekcji charakteru
mikrostruktury w badaniach nieniszczacych, w sytuacji, gdy niedostepna jest
inna technika obserwacji mikrostruktury. Model FGM bardziej realistyczny niz
mikrowarstwowanie moze by¢ zbudowany przy uzyciu formut na efektywne mo-
duly sprezystoéci wyprowadzone w reiterowanej homogenizacji przy dowolnej
geometrii mikrostruktury oraz przez zamiane liniowych relacji miedzy udziatem
objetosciowym i glebokoscia warstwy zwiazkami nieliniowymi. Koncepcja mo-
delu warstwy przejscia od fazy do fazy poprzez formuty niejednorodnej homo-
genizacji jest oryginalng idea autorki prezentowana na konferencji Solmech 98
i opublikowana w materiatach konferencyjnych [76]. Koncepcja ta moze by¢ sto-
sowana do mikrostruktur o wyraznie rozdzielonych skalach ,mikro” i ,makro”.

7.3. Modelowanie kosci zbitej

Celem tego rozdzialu jest pokazanie w jaki sposéb modelowanie wtasnosci spre-
zystych hierarchicznej struktury kosci zbitej poprzez tzw. metode reiterowanej
homogenizacji prowadzi do wynikéw zgodnych zaréwno z eksperymentem, jak
i z obliczeniami innych autoréw, por. [10, 20]. Przedstawione ponizej wyniki
byly opublikowane w pracy [61].

Wiadomo, ze kosé zbita ma hierarchiczna, wielopoziomows budowe. Ponizej
uwzglednimy trzy najwazniejsze poziomy z punku widzenia makroskopowych
wlasnosci mechanicznych, por. [51].

Na najnizszym poziomie wystepuje struktura warstwowa (lamelarna), w kto-
rej poszczegdlne warstwy sg zbudowane z widkien kolagenowych umieszczonych
w krystalicznej, hydroksyapatytowej osnowie. W pojedynczej warstwie wszyst-
kie wl6kna maja ta sama orientacje. Sasiadujace ze soba warstwy (lamele) réz-
nia sie orientacja wiokien. Ré6zne uktady lameli tworza tzw. architektury.

Nastepny poziom mikrostruktury zawiera strukture osteonu oraz struktu-
re materialu kostnego, zbudowanego ze starych, bardziej zmineralizowanych
osteonéw (ang. interstitial system). Osteon zbudownany jest z koncentrycznie
ulozonych warstw (lameli) otaczajacych kanal Haversa.

Na najwyzszym poziomie struktury kos¢ zbita traktowana jest jako kompozyt
dwusktadnikowy, wtéknisty, w ktéorym wltékna utworzone sa z materiatu oste-
onu, a osnowa z materiatu starych osteonéw. Kierunek utozenia osteonéw jest
zgodny z kierunkiem dlugiej osi kosci. Pokazemy zgodnos¢ przeprowadzonych
obliczen z wynikami eksperymentu i obliczeniami innych autoréw.
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Metoda wyznaczania wtasnosci sprezystych kosci zbitej

Krok I. Wyznaczenie wlasnosci efektywnych materialu osteonu i osnowy (sta-
rych osteonéw)

Najpierw wyznaczamy wtlasnosci makroskopowe materiatu Typu I, ktory
jest kompozytem witdknistym skladajacym sie z widkien o przekroju kotowym
zanurzonych w izotropowej osnowie. Wprowadzamy ukltad wspéirzednych
xr1,x2,x3, ktérego o$ x3 jest rownolegta do widkien, patrz. Rys. 7.13. Na-
stepnie poprzez obrot wldkien w osnowie wokdt osi xo o kat: 90°, 45°, —45°,
otrzymujemy kolejno materiat typu II, III i IV. Nakladajac kolejno warstwy
materiatu Typu I i IT otrzymujemy material Typu V, por. [51]. Wlasnosci tych
materialéw opisuja tensory, ktére mozna otrzymac przez homogenizacje i obrot
o odpowiedni kat tensora stalych materialowych materiatu Typu L.

Tworzac kombinacje warstw z materialéw réznych typow otrzymujemy roz-
ne architektury zgodnie z [51]. W dalszym ciagu zajmiemy sie architektura 7

(kolejne warstwy, to materialy Typu I, III, IT i IV) oraz architektura 6 (kolejne
warstwy, to materiaty Typu III, IV, V).

obrot 90°
homooemzaCJa “‘“ ‘“

wlokna kolagenowe obrot 45°
w hydroksyapatycie obrot 45°

\ \
I o

architektura 7 architektura 6

homogenizacja
B

mineralizacja 58%

homooemzaqa h
material osteonu

+ obrot mineralizacja 63%

material starych osteonow

I

Rysunek 7.13. Schemat wyznaczania wlasnosci efektywnych litego materiatu
kosci
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Zatem wyznaczamy wlasno$ci materialu o architekturze 7 i 6 (por.
Rys. 7.13) stosujac wzory homogenizacyjne na wielowarstwowa laminacje
kilku anizotropowych skladnikéw (wzér (4.7)). Biorac pod uwage, ze kazda
warstwa w trojwarstwowej (architektura 7) lub czterowarstwowej (archi-
tektura 6) komorce periodycznoéci sklada sie z materialu réznych typéw
lameli, ktére szczegdéltowo beda opisane dalej. W wyniku homogenizacji takiej
struktury otrzymujemy anizotropowe witasnosci sprezyste. Poniewaz lamele sg
koncentrycznie ulozone w rzeczywistym osteonie, to w celu zamodelowania
transwersalnie izotropowych wlasno$ci materialu osteonu usredniamy te wia-
snosci po wszystkich obrotach wokot osi zgodnej z kierunkiem kanalu Haversa,
ktory jest osig symetrii osteonu. W taki sam sposéb wyznaczamy wtasnosci
materialu kostnego, czyli materialu starych osteonéw. Réznica pomiedzy
wlasnosciam materiatu kostnego i materialu osteonéw i polega na wiekszym
udziale w procesie homogenizacji hydroksyapatytu w starych osteonach czyli
tzw. wieksze zmineralizowanie.

W celu wyznaczenia explicite wlasnosci materiatu Typu I, czyli pojedynczej
lameli, wykorzystujemy formuly Christensena, [49], przytoczone ponizej. Wzo-
ry te opisuja przyblizone wlasnosci kompozytu widknistego sktadajacego sie
z wlokien o przekroju kotowym zanurzonych w izotropowej osnowie. Widkna sa
wykonane z kolagenu, osnowa za$ z hydroksyapatytu.

W obliczeniach numerycznych przyjeto nastepujace stale materiatowe dla
kolagenu ([50]): p. = 1.40, E. = Ey = 1.2, v, =1y = 0.35 oraz dla hydroksy-
apatytu: pp, =3, Ep = Ey =114, v, = 1, = 0.27. Wszystkie stale sprezyste
w tym rozdziale podano w GPa.

Jezeli k oznacza zmineralizowanie, czyli stosunek masy hydroksyapatytu do
catkowite] masy elementu kosci, wtedy udzial objetoéciowy kolagenu £ otrzy-
mujemy ze zwiazku

_ (A =k)pn
kpe + (1 —k)pn

£ (7.12)

Wzory na stale efektywne otrzymujemy w sposéb nastepujacy, por. [49]. Wpro-
wadzimy oznaczenia:

viE; E;
3 4y, A — R
i Vi, i (1 +Vz')(1 _ 2Vi)’ 223 B +2Vi’
E; E;
K; = : ) ki = — oo, =12
2(1 - 21/@)(1@ + 1) 3(21/Z — 1)
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gdzie dla
Az + 2Bz +C =0, P2 = zpg,

przy czym

A=3¢(1—¢) (ﬂ - 1> (ﬂ —m)

2

_|_
+ (%Mm_ (% _m>53) (@72 (& _1) _ %_1)
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Ponadto, niech
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Wéwezas:
Cs3 = E33 4 4035 K1, Csy = 2K1213, Ca2 = 12 + Kz,
Cr2 = —p12 + Ko, C13 = 2K12v31, Cua = p32,
Cs5 = ps2, Ce6 = 1112, C1 = O, Ca3 = C13.

Dla zmineralizowania k = 58% (material osteonu oznaczany ponizej indeksem
dolnym o), mamy ze wzoru (7.12) ¢ = 0.608. Sprezyste wlasnosci efektywne
lameli Typu I wyznaczone z powyzszych formut sg nastepujace:

Tabela 7.3. Sprezyste wlasnoéci efektywne lameli Typu I

(2921 708 9.99 0

0 0
708 2921 999 0 0 0
9.99 9.99 5094 0 0 0
Crf =
0 0 0 1136 0 0
0 0 0 0 1136 0
0 0 0 0 0 11.06

Dla zmineralizowania k = 63% (material starych osteonéw oznaczany poni-
zej indeksem dolnym ), z réwnosci (7.12) otrzymujemy £ = 0.557. Dla tenso-
ra efektywnego opisujacego material starych osteonéw otrzymano nastepujace
wartosci liczbowe:

Dla lameli Typu II, tensor efektywny otrzymujemy z tensora CI?¥ przez
obrét o kat 90° wzgledem osi z9. Dla lameli Typu III tensor efektywny otrzy-
mano z tensora CI¢Y przez obrét o kat 45°, a dla lameli Typu IV przez obrét
o kat —45° wzgledem osi zo. Efektywne wlasnosci lameli Typu V obliczamy
z formul homogenizacyjnych na laminacje dwu warstwowego kompozytu zto-
zonego z dwoéch materialéw: materialu Typu I i Typu II z réwnymi udziatami
objetosciowymi. Efektywne wtasnosci architektur 6 i 7 wyznaczone sg ze wzo-
row homogenizacyjnych dla odpowiednich sktadnikéw. Architektura 7 zostala
opisana jako 3-warstwowy kompozyt lameli Typu I i Typu II z udziatami ob-
jetosciowymi 0.25 oraz Typu V z udzialem objetosciowym 0.5. Architektura 6
opisana jest jako osrodek warstwowy czterosktadnikowy zbudowany z warstw
materiatu Typu I, II, IIT i IV z réwnymi udziatami objetosciowymi 0.25. Obie
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Tabela 7.4. Tensor efektywny opisujacy material starych osteonéw

3386 8.62 11.66 0

0 0
8.62 33.86 11.66 0 0 0
eff 11.66 11.66 57.59 0 0 0
CL” =
0 0 0 13.18 0 0
0 0 0 0 13.18 0
0 0 0 0 0 12.62

te architektury maja te same wtasnosci efektywne. Transwersalnie izotropowe
wtasnosci materiatlu osteonu i starych osteonéw otrzymujemy przez catkowanie
po wszystkich kierunkach laminacji prostopadtych do osi osteonu.

Na koniec podamy wyniki obliczen dla materiatu osteonu i starych osteonéw
tworzacych architekture 7:

Tabela 7.5. Wtasnosci materialu osteonu

33.02 923 1021 0

0 0
9.23 33.02 1021 0 0 0
10.21 1021 3820 0 0 0
CATY =
0 0 0 1219 0 0
0 0 0 0 1219 0
0 0 0 0 0 11.90

Przejdziemy teraz do drugiego kroku metody wyznaczania wlasnosci spre-
zystych kosci zbitej.

Krok II. Wyznaczanie wtasnosci osteonu z uwzglednieniem kanatéw Haversa

Najpierw, korzystajac z opracowanych procedur (patrz Dodatek D.3),
wyznaczono metoda Ritza wtasnosci efektywne osrodka widknistego pustkami
o przekroju kwadratu. Nastepnie, usredniono otrzymany tensor po obrotach
wzgledem kierunkéw prostopadlych do widkien modelujacych kanalty Haversa.
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Tabela 7.6. Wlasnosci materialu starych osteonow

-38.09 10.86 11.88 0 0
10.86 38.09 11.88 O 0
0
0

CAT< 11.88 11.88 43.76 0
i =

o o o o O

0 0 0 0 0 13.62

kanal

homogenizacja
Haversa ° J

—

Material osteonu

material osteonu
z kanalami Haversa

Rysunek 7.14. Homogenizacja materialu osteonu z uwzglednieniem kanaléw
Haversa

Otrzymano material transwersalnie izotropowy. Wyznaczono state efektywne
dla réznych udzialéw objetosciowych kanaléw Haversa, a mianowicie: 0.133,
0.15, 0.2, 0.25, 0.3.

Krok III. Obliczenie wlasnosci efektywnych koéci zbitej

Efektywne wlasnosci kosci zbitej wyznaczamy podobnie jak w kroku IT z tym,
ze w miejsce kanaléw Haversa (pustek) wstawiamy wlasnosci efektywne osteonu
wyznaczone w kroku II, a w miejsce osnowy stale materialu starych osteondw
wyznaczone w kroku I. Udzial objetosciowy osteonéw przyjeto 0.75. Wtlasno-
$ci transwersalnie izotropowe kosci zbitej otrzymamy usredniajac odpowiednie
tensory sprezystosci po katach obrotu prostopadtych do osi osteonéw. Dla mate-
riatu Typu 5 i udzialu objetosciowego kanatéw Haversa 0.3, tensor sprezystosci
kosci zbitej ma postac:

Otrzymane techniczne stale materialowe pokazuje tabela Tab. 7.8. Wielkosci
w wierszach odpowiadaja réznym udzialom objetodciowym kanaléw Haversa,



7.3. Modelowanie kosci zbitej 145

X3

X1

homogenizacja

_>

kosc¢ zbita
transwersalna
izotropia

Rysunek 7.15. Homogenizacja osnowy z materialu starych osteonéw wzmoc-
nionej wiéknami osteonéw z kanatami Haversa

Tabela 7.7. Wlasnosci sprezyste kosci zbitej

20.17 6.04 6.34 0 0 0
6.04 20.17 6.34 0 0 0
b 6.340 6.340 30.0340 O 0 0
C5Z —
0 0 0 843 0 0.0
0 0 0 0 843 0
| 0 0 0 0 0 7.07_

a mianowicie 1 — 0.133, 2 — 0.15, 3 — 0.2, 4 — 0.25, 5 — 0.3. Obliczenia prze-
prowadzono dla architektury 7. W wierszu 7 pokazano dane eksperymentalne,
a w wierszu 8 wyniki uzyskane przez innych autoréw wykorzystujacych metody
homogenizacji reiterowanej oraz pakiet MES’u.

Zaleznosci technicznych stalych materiatlowych, dla architektury 6 i 7, od
porowatosci (tj. udzialu objetosciowego kanaléw Haversa) ilustruja wykresy
przedstawione na Rys. 7.16 — Rys. 7.18.

Uzyskane wyniki otrzymane sa przy pomocy wielokrotnego usredniania zgod-
nie z regutami homogenizacji reiterowanej. W obliczeniach korzystajac z pro-
cedur w jezyku Maple, wykorzystano analityczne formuly na laminacje oraz
metode Ritza. Daja one bardzo dobra zgodno$¢ z danymi eksperymentalnymi,
a takze obliczeniami autoréw pracy [51]. W pracy [51] do obliczen uzywano spe-
cjalnie skonstruowanego, niekomercyjnego pakietu MES z duzg liczba elemen-
téw. Przedstawione w tym rozdziale postepowanie jest wielokrotnie prostsze,
a wyniki sg rownie dokladne.
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Tabela 7.8. Poréwnanie otrzymanych wynikéw z danymi eksperymentalnymi
i obliczeniami innych autoréw

Ey Es | Gz | Gi2 | vi2 | vi3 | V31
A7 -1 24.33 | 31.12 | 10.69 | 9.95 | 0.22 | 0.19 | 0.24
AT -2 23.60 | 30.71 | 10.45 | 9.63 | 0.23 | 0.19 | 0.24
A7T-3 21.48 | 29.46 | 9.75 | 8.71]0.23 | 0.18 | 0.24
A7 —4 19.50 | 28.21 | 9.08 | 7.86 | 0.24 | 0.17 | 0.24
AT -5 17.66 | 26.98 | 843 | 7.07 1 0.25 | 0.16 | 0.24
Crolet et al. [51] | 17.87 | 33.3 6.7 |5.4810.310.13 | 0.23
Yoon i Katz [177] | 18.80 | 27.40 | 8.71 | 7.17 1 0.31 | 0.19 | 0.28
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Rysunek 7.16. Moduly Younga w zaleznosci od porowatosci
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G [GPa]
///
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Rysunek 7.17. Moduly Scinania w zalezno$ci od porowatosci
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Rysunek 7.18. Wspoélczynniki Poissona w zalezno$ci od porowatosci

7.4. Przyktad wptywu mikrostruktury na elektromechaniczny tensor
sprzezenia

Ten rozdzial ma na celu pokazanie mozliwosci jakie daja stosowane w pracy
metody w odniesieniu do mikrostruktur kompozytéw piezoelektrycznych.

Jako przyktad mikrostruktury rozpatrzymy laminat utworzony z dwoéch ma-
teriatéw, ceramiki PZTT7A i polietylenu. Najpierw wyznaczymy wtasnosci kom-
pozytu warstwowego o ustalonym kierunku laminacji n i réwnym udziale pro-
centowym sktadnikéw. W drugim kroku tworzymy warstwy prostopadte do x1,
na przemian polietylen i kompozyt utworzony w pierwszym kroku laminacji.
Wszystkie formuty na state efektywne takiego laminatu sa otrzymane w sposéb
analityczny przy wykorzystaniu wzoréw na laminacje wielokrotng kompozytéow
piezoelektrycznych, por. Rozdz. 4.

PTZTA

F— 3/4 — 1 polietylen

Rysunek 7.19. Dwupoziomowa struktura warstwowa
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7 otrzymanych wtlasnosci tej struktury mozemy wyznaczy¢é wszystkie inne
parametry materialowe, w szczegdlnosci skltadowe tensora sprzezenia elektro-
mechanicznego (ECT), szczegdlowo opisanego w Dodatku D2. Na Rys. 7.20-
7.22 przedstawiono dwie sktadowe efektywnego tensora sprezystego ci111, ¢1122,
wspolezynnik dielektryczny x i piezoelektryczny gsi1, oraz sktadowe ECT: Ky,
Kia, Koo, w zaleznosci od kierunku laminacji w pierwszym kroku. Z podanych
wykreséw mozna odczytaé informacje, dla jakiego kierunku laminacji w pierw-
szym kroku, wartodci sktadowych tensora ECT osiggaja ekstrema. Wtedy kom-
pozyt piezoelektryczny uzyskuje optymalne sorzezenie pola naprezen i pola elek-
trycznego. W kazdym konkretnym zagadnieniu technicznym nalezy analizowaé
inne skladowe tensorow piezoelektrycznych.

i A
cin A ) 5.5:10° -~
" ANa
| f \
1'2.1010_ 5.0’109 \\ / \
|
1.0-101°] 4.510°] k
0 \ 4.0-10% \
0.8-10% / \ |
/ \ 3.5:10° )
0.6:10 _~ N ¥

o 1 2 3 o 1 2 3

Rysunek 7.20. Wspélrzedne tensora sprezystosci dla kompozytu o dwupo-
ziomowej strukturze warstwowej jako funkcje kierunku laminacji w pierwszym
kroku tworzenia warstw

W projektowaniu urzadzen piezoelektrycznych istotne sg warto$ci pewnych
kombinacji sktadowych tensora K. Stworzone procedury numeryczne daja moz-
liwoéé szybkiego wybierania takich wartosci i optymalnych struktur. Z drugiej
strony, znajomosé zaleznosci tensorow C, g, k i K od parametréw opisuja-
cych strukture laminatéw umozliwia analize danych doswiadczalnych i dobér
mikrostruktury kompozytu.

7.5. Przyktad homogenizacji nieliniowego kompozytu
piezoelektrycznego

Niech energia wewnetrzna bedzie okreslona przez (3.4) i (3.5). Rozpatrzmy
osrodek warstwowy, w ktéorym warstwy sa prostopadle do osi z3. Zalozymy,
ze wszystkie funkcje periodyczne zaleza jedynie od zmiennej y3, ktora dalej
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Rysunek 7.21. Wspoélrzedne tensora dielektrycznej przewodnoéci i tensora pie-
zoelektrycznego dla kompozytu o dwupoziomowej strukturze warstwowej jako

funkcje kierunku laminacji w pierwszym kroku tworzenia warstw
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Rysunek 7.22. Wspdlrzedne tensora sprzezenia elektromechanicznego K dla
kompozytu o dwupoziomowej strukturze warstwowej jako funkcje kierunku la-

minacji w pierwszym kroku tworzenia warstw

bedziemy oznaczaé przez y. Wtedy niezerowe sktadowe lokalnych odksztalcen
wystepujacych w wzorze (3.13), opisujacym makroskopowa energie kompozytu

piezoelektrycznego, sg nastepujace:

Y 1 d?)l Yy 1 d’U2 Yy d?)g
€13 =57 €23 =5 7 €33 =
2 dy 2 dy dy

podczas gdy wektor lokalnej indukcji elektrycznej ma postaé

d = (di(y),d2(y),0).
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Komoérka elementarna Y zawiera dwie warstwy: jedna wypelniona jest ma-
teriatem liniowym, druga nieliniowym. Zatozymy réwniez, ze

bijr1(y) = b(y)0ij Okt

gdzie

b(y) b w ,nieliniowej” warstwie o udziale objetoSciowym (1,
y =
0 w przeciwnym przypadku.

Funkcja energii U; w (3.4) jest taka sama w obu warstwach i material wykazuje

symetrie ceramiki PZTT7A. Rozwigzujac zagadnienie minimalizacji energii opi-

sanej wzorem (3.13) wzgledem v, znajdujemy nastepujace wartosci odksztalcen:
h15 h15

éy:—dly, éy:—dgy.
b=2diy), =Py

Tutaj hys jest wspolczynnikiem piezoelektrycznym, a a44 oznacza modut spre-
zystosci w notacji Voigt’a. Wtedy zwiazek (3.13) redukuje sie do
1
Un(p) = inf L d 4 (d 21 2)
n(p) = in 10W) ((di(y) +p1)" + (da(y) +p2)” +p3) +
0 (7.13)

1 .
4k () + 1) + (da(w) + )| dy] di.d s Y-periodycne, (d) :o},

2
gdzie k = k11 — Z—;j, i k11 jest wspolczynnikiem dielektrycznym.

Poniewaz

Da(y) = Po + da(y)a

(7.14)

1

/Da(y) dy = pas

0

dla o = 1, 2, to lokalne réwnania Eulera maja postac

d

W (b(y)(D% + D2+ p3)D; + le) =0 wyY, (7.15)
d

W (b)(D? + D3 + p3)Ds + kD>) =0 w Y. (7.16)
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Zatem
D, (b(y)(D% + D3+ p2) + k) = WY, (7.17)
Dy (by)(D} + D3+ p3) +k) =c; WY (7.18)

Powyzsze réwnania wraz z warunkami (7.14) prowadza do réwnan na bezwy-
miarowe zmienne Dy, Do

N 2 _ _ _ _
D, [b(y)Df (1 +(2) ) +B(y) + k] —z Dy=12D, (7.19)
P1 P1
gdzie
E; = k11psE;, D; = psD;, hijk = K11p3hijk,
b= KHQE, k = k11k, €1 = K11p3
(p3)

2_
Aijkl = k11(p3) Aijkl,

Tak wiec
7 2\2 % z
B —o L _q B+ @A 720)
b(y) + k (b(y) + k)2

Catkowanie po komorce Y okresla zalezno$é bezwymiarowej zmiennej p; od
pozostatych wielkosci

o (B )ER 11—
/)1—6{901— —G< (E—I—E)% )—I— = G(O)}, (7.21)

gdzie funkcja G(z) jest okreslona réwnaniami
Gz =y, Y +y=u
Dla z z przedzialu [—5, 5], funkcja G moze by¢ przyblizona przez

2

Roéznice pomiedzy funkcjami G(x) i G4(z) pokazuje Rys. 7.23.
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Rysunek 7.23. Wykres funkcji G(z) i Go(x)

W celu uzyskania graficznej ilustracji nieliniowosci zwiazkow konstytutyw-
nych w materiale zhomogenizowanym, w obliczeniach numerycznych przyje-
to szereg uproszczen: p; # 0, p2 = 0, p3 = 1, €13 = 0 oraz aprok-
symowano funkcje G funkcja G,. Dla materiatu PZT7A wyznaczamy stala
E = 0.246 — (2.3)%/47.2 -F- Makroskopowa relacja konstytutywna wiazaca
w sposéb jawny pole elektryczne E = p* z indukcja elektryczna D = p przyj-
muje, przy zalozonych uproszczeniach, postaé

. OUn(p)
pl - 8[)1 - Cl(pl)’

gdzie c1(p1) jest wyznaczone z postaci energii zhomogenizowanej 7.13.

=1

©,=0.75
5=0.01 ©,=0.5

©,=0.25

501:0

S

98]

B~
Y

Rysunek 7.24. Pole elektryczne jako funkcja indukeji, b = 0.01
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Rysunek 7.25. Pole elektryczne jako funkcja indukcji, b = 0.1

Na rysunkach Rys. 7.24 i 7.25 przedstawiono zaleznos$¢ pj od p;, dla réznych
udzialéw objetosciowych ¢q, materialu nieliniowego w kompozycie piezoelek-
trycznym. Przyjeto b = 0.01 (Fig. 7.24) i b = 0.1 (Fig. 7.25)

Zuwazmy, ze dla czystej fazy nieliniowej, tj. dla 1 = 1, otrzymujemy zalozo-
ny dla tej fazy nieliniowy zwiazek konstytutywny, podczas gdy dla kompozytu
bedacego mieszaning warstwows materiatu liniowego i nieliniowego uzyskuje-
my ,stabsze” nieliniowoéci. Oczywiscie dla czystej fazy liniowej mamy zwiazek
liniowy, tj. przypadek, gdy ¢1 = 0. ,,Predko$¢” narastania nieliniowo$ci w ma-
teriale nieliniowym silnie zalezy od wielkosci wspdétczynnika materialowego b,
por. Rys. 7.24 i Rys. 7.25. Przyktad ten pokazuje, ze nawet nieznaczna do-
mieszka materialu pracujacego nieliniowo prowadzi do nieliniowego zachowania
sie kompozytu.






Dodatek D

D.1. Liniowa piezoelektrycznosé

Piezoelektrycznos$¢ opisuje liniowe (pierwszego rzedu) sprzezenie pomiedzy zja-
wiskami sprezystymi i dielektrycznymi. Dla anizotropowego, jednorodnego ciata
statego, w warunkach izotermicznych i przy zaniedbaniu efektéw magnetycz-
nych, sktadowe tensora deformacji sprezystej e;; sa dane relacja

€ij = 5k10kl + d;ji By + czlony wyzszego rzedu, (D.1)

gdzie o oznacza tensor naprezenia, a E wektor pola elektrycznego. Wspodt-
czynniki Sgk;l sg sktadowymi tensora podatnosci mierzonymi przy stalym polu
elektrycznym (cialo elektrycznie swobodne). Sktadowe d;;j, tensora piezoelek-
trycznego definiuja sprzezenie elektromechaniczne. W pierwszym przyblizeniu
zaniedbujemy czlony wyzszych rzedéw w réwnaniu (D.1). Jezeli statyczne pole
elektryczne jest przylozone do piezoelektrycznego materiatu, ktéry ma swo-
bode przybrania dowolnego ksztaltu, catkowite naprezenie o jest réwne zeru,
(material ,rozwarty mechanicznie”, [152]), a wigc réwnanie (D.1) redukuje si¢
do zwigzku e;; = d;jpE). Czlon piezoelektryczny wiaze teraz odksztatcenie
mechaniczne z polem elektrycznym, ktére je wywotalo. Z tego powodu tensor
d nazywa sie piezoelektrycznym deformacyjnym wspotczynnikiem sprzezenia
(ang. piezoelectric strain coefficient), a efekt sprzezenia nazywa sie odwrotnym
efektem piezoelektrycznym. W alternatywnym opisie liniowego anizotropowego
i jednorodnego ciata spolaryzowanego, wektor indukcji elektrycznej D dany jest
zwigzkiem

D; = dijroji + € E; + czlony wyzszego rzedu, (D.2)

gzie €7; sa skladowymi tensora przenikalnosci dielektrycznej mierzonymi przy
stalych naprezeniach. Jak poprzednio, czlony wyzszego rzedu w réwnaniu (D.2)
pomijamy. Jezeli pole naprezenia przytozymy do probki, ktéra jest elektrycznie
swobodna, to pole elektryczne E w materiale probki zniknie i z réwnania (D.2)
otrzymujemy zwiazek: D; = d;jxoj,. W tym przypadku, czlon piezoelektryczny
d wiaze tadunek zgromadzony na powierzchni probki i naprezenia pod wptywem
ktorych powstal ten tadunek. Wspotczynnik d jest nazywany ,ladunkowym”
wspotczynnikiem piezoelektrycznosci, a samo zjawisko pojawienia sie tadunkéw

155
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wskutek przyltozonych naprezen nosi nazwe prostego efektu piezoelektrycznego.
Piezoelektryczny tensor d dla efektu prostego i odwrotnego jest réwnowazny
w tym sensie, ze

T
(dodwrotego) = dprostegm

gdzie T' oznacza odpowiednia transpozycje tensora 3-go rzedu.

W przedstawionym wyzej modelu réwnania konstytutywne budowane sa na
pojeciu energii sprzezonej, ktora jest funkcja pola naprezen i pola elektryczne-
go. Mozliwe sa 3 inne, rownowazne sformutowania réwnan konstytutywnych,
a mianowicie bazujace na pojeciu energii bedacej funkcja pola odksztalcen
i pola indukcji elektromagnetycznej, entalpii oraz entalpii sprzezonej. Ponizej
podamy podstawowe oznaczenia i zwigzki konstytutywne liniowej piezoelek-
trycznosci, ktére sa wykorzystywane w prezentowanej pracy.

Niech V oznacza ograniczony, dostatecznie regularny obszar w R3, przy czym
domkniecie V pokrywa sie z rozpatrywanym ciatem piezoelektrycznym w stanie
nieodksztalconym. Przez I' = OV oznaczmy brzeg obszaru V. Niech u = (u;),

i = 1,2,3, bedzie wektorem przemieszczen, e(u) = (e;;(u)) = %(gg; + gz,i),

x € V, tensorem odksztalcen za$ o = (0;;) tensorem naprezen. Przez D = (D;),
E = (E;), E = —grad¢ oznaczmy odpowiednio wektor indukcji elektrycznej
(zwanej takze przemieszczeniem elektrycznym) i wektor pola elektrycznego, na-
tomiast ¢ oznacza potencjal pola elektrycznego.

Oznaczmy przez H (e, E) entalpie elektryczna, za$ przez U(e, D) energie we-
wnetrzng. Majg one postac:

1 1

H(e,E) = S Cigki€ijen = gijkEiejr — §€ijEiEj, (D.3)
1 1

U(e, D) = Eaijkleijekl — hz‘jle'ejk + EﬁijDiDja (D.4)

gdzie e € M, za$ D € R3; M§ oznacza zbiér symetrycznych macierzy 3 x 3.
Entalpie elektryczna H(e, E) mozna wyznaczy¢ jako czeSciowo wklesta trans-
formacje funkcji U(e, D), por. [157],

H(e,E) = inf {~E-D+U(e,D) | D € R*}.

Dokonujac pelnej transformacji Fenchela funkcji U(+, -), otrzymujemy sprze-
zong funkcje energii:

U(0,E) =inf{o:e+E-D-Ule,D)|ecM; DcR} (D.5)
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Funkcja ta ma postac
) 1 1
U'(o,E) = gsijuoijom — digrEioji + € EiBj. (D.6)

Przeprowadzajac czesSciowo wklesta transformacje Fenchela funkcji U*(o, E)
wzgledem E, otrzymujemy funkcje sprzezona do entalpii

H*(0,D) = inf {~E-D + U*(0,E) | E € R*}.

Zwiazki miedzy stalymi materialowymi wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

Cijkl = Qijkl — YmijNmkls kij = (e7 1),
Imij = €mihuij kij = (€ )i, (D.7)
hiij = (€ 1) kngnij aijkt = Cijkt + (€71 )rnGrijnki-
Ponadto
sijkl = (¢ V) ijkts Cijit = Wikt — i (K™ ) mn ookt (D.8)
(k™ Y5 = kij — Pkt (@ ktmnPjmn, dijk = —Pimn (5™ DaSmnje-  (D.9)

Zauwazmy, ze funkcja U jest wypukta wzgledem obu arumentéw, za$ funkcja
H jest wypukla wzgledem e i wklesta wzgledem E. W dalszym ciagu zakta-
damy, ze wspélczynniki materialowe wystepujace w (D.3) i (D.4) sa istotnie
ograniczone, czyli naleza do przestrzeni L (V).

Zwiazki konstytutywne maja postaé

OH
Oii = ——— — ciirer) — Guis B
ij 86@']’ ijkl€kl — Gkij Lk,

(D.10)

oOH

D =—-——— — ikl€kl + G‘kEk;a

i 8Ez i ?
lub réwnowaznie:
oU

01 = 5o~ = @ijuicnt — hiis D,

. (D.11)

U
-~ 9D;

E; = —hjper + ki Dy
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Alternatywna postaé¢ tych zwiazkéw jest nastepujaca:

. oot _OH”
v aO'ij’ v 801']"
oU* OH*
D= —, P = .
OF; oD;

W celu uproszczenia zapisu indeksowego réwnan (D.10) wprowadzimy naste-
pujace oznaczenia:

o4i = Dy, eqi = B
Cidjk = Gijk, Cijak = —Ykij, Ciq45 = €45.

Przy tych oznaczeniach zwiazki konstytutywne (D.10) mozna zapisa¢ w postaci
uproszczone;j:

Oai = Ciafj€s; (D.12)

gdzie «, B przebiegaja ciag wartosci 1,2,3,4, za$ i, j przebiegaja ciag wartosci
1,2, 3. Zwiazki konstytutywne zapiszemy rowniez w ,,blokowej” notacji absolut-
nej, zwanej takze notacja symboliczna:

Y=A €&, (D.13)
gdzie
o c —g e
D g € E

Pogrubione litery oznaczaja tensory stalych materialowych odpowiedniego
rzedu, a operacja () oznacza odpowiednie kontrakcje tensoréw, zgodnie
z zapisem indeksowym w (D.10).

Macierz A jest oczywiscie zwiazana z entalpia elektryczna H. Podobnie ma-
cierz

B:
-h k&

(B)I =B, (D.15)

jest zwiazana z energia wewnetrzna U. Majac macierz A, mozemy wyznaczy¢
macierz B i vice versa.
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Zwigzki konstytutywne mozna réwniez formutowaé w postaciach réwnowaz-
nych odwracajac macierze blokowe A, B. Zwiazki (D.14) zapisujemy w notacji
Voigta, uzywanej w procedurach numerycznych, w postaci

01 €1
02 €2
03 €3

D1 E

Do Es

L D3 . L E3 .
| C11 C12 €13 V2ei4 \/5015 \/5016 —g11 —921 —931 ]
C21 C22 C23 V2cas V2c5 V2e2 —9g12 —g22 —g32
€31 C32 €33 V2ess V2c35  V2c36 —913 —9g23 —9g33

V2 V2 V23 20 205 26 —V2014 —V204 —V2gm
A= V251 V20 V23 2054 205 2056 —V2915 —V2925 —V2g35
V2ee1 V2c62 V263 2061 2065 2066 —V2g916 —V2026 —V2g36

g11 g12 913 \/5914 \/5915 \/5916 €11 €12 €13
g21 g22 g23 \/5924 \/5925 \/5926 €21 €22 €23
g31 932 933 V2031 V2035 V2936 €31 €32 €33

gdzie_ indeksy K = 1,2,...,6 zostaly otrzymane poprzez nastepujaca transfor-
macje:

(zj) (11) (22) (33) (23)=(32) (13)=(31) (12)=(21)

K 1 2 3 4 5 6

np. €54 = €1323, 924 = g223.
Liniowe rownania réwnowagi ciata piezoelektrycznego zajmujacego obszar V
maja postac:

dive =f, divD=0 wV. (D.16)
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Najczesciej przyjmowane sg nastepujace warunki brzegowe:

U; = 0 na Fo, O4jNj = fz na Fl,

@ = @Yo na F2, DZTZZ =d na Fg.

gdzie T :fo Ufl, I'onTy = @, T ZTQUF37 fg ﬂfg = (). Wielko$¢ n = (nl)
oznacza jednostkowy wektor prostopadly do 9V i skierowany na zewnatrz
obszaru V.

Tak sformutowane zagadnienie brzegowe posiada jednoznaczne rozwiazanie
w okreslonej klasie funkcji, przy odpowiednich zatozeniach odnosnie wspotczyn-
nikéw oraz klasy funkcji f.

D.2. Tensor sprzezenia elektromechanicznego

Réwnania konstytutywne piezoelektrycznosci opisujace sprezyste lub dielek-
tryczne zachowanie sie materiatu, zaleza od jego sprezystych i dielektrycznych
parametréw materialowych. W literaturze, [152], jako charakterystyki materia-
tu, powszechnie uzywa sig¢ tzw. wspélczynnika sprzezenia. Wspdlczynnik ten
definiowany jest przez nastepujace zwiazki energetyczne:

Up

k= v (D17)

gdzie

1 1 1
Up:§E-d:0', Us:§a:s:0', Ud:§E-s-E.

Wspélezynnik sprzezenia zalezy od stanu naprezenia i odksztalcenia wywotane-
go polem zewnetrznym, a wiec nie opisuje samego materialu (por. [139]). Aby
usunaé ta niezrecznosé, Avelaneda [12] wprowadzil pojecie materiatlowego elek-
tromechanicznego tensora sprzezenia K (ECT — ang. electromechanical coupling
tensor):

K2=e2.d:st:dl e, (D.18)

-1

gdzie et i=c¢
Aby pokazé zwiazek pomiedzy k% i K?, wprowadzimy nastepujacy materia-

lowy tensor sprzezenia

N |—=
N [—=

G=¢eg2-d:s5 2,
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gdzie s"3 :s7 2 = s L. Tensor G jest tensorem trzeciego rzedu o symetriach
takich, jak tensor sprzezenia d. Zatem, tensor K jest zwigzany z tensorem G
nastepujacym wzorem:

G:GT = K2

Wprowadzmy nastepujace unormowane pole elektryczne i unormowane pole
naprezen:
E E- E% ~ o . s%
= — o = .
\/§V Ud \/5\/ Us
Wtedy wspodlczynnik sprzezenia elektromechanicznego k wyraza sie poprzez od-
powiednie nasuniecie tych pdl na tensor materiatlowy sprzezenia G, mianowicie:

k=E-G:6 lub k=6:GT-E (D.19)

Unormowanie pdl oznacza, ze:

E-E=1, &:6=1.

Zdefiniowany w pracy [12] i opisany formuta (D.18) obiekt K2, jest obiek-
tem tensorowym 2 rzedu, ktérego nazwiemy tensorem ,typu elektrycznego”.
Wprowadzimy teraz nowy tensor, ale 4 rzedu, ktéry nazwiemy tensorem ,ty-
pu sprezystego”, a ktéry réwniez bedzie materialowym elektromechanicznym
tensorem sprzezenia. Ma on nastepujaca postac:

M? =GT.G. (D.20)
Stad
M2=s53:d" e .d:s3. (D.21)

Dodatkowo wprowadzimy tensor blokowy, ktéry zawiera oba tensory sprze-
zenia, zaréwno typu ,elektrycznego”, jak i ,sprezystego”, a mianowicie:

M2 0 0 GT 0 GT
0 K2 G 0 G 0
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Operacja (o) oznacza odpowiednie kontrakcje tensoréw (pojedyncze lub po-
dwdjne). Stad

s% 0 M2 0 s% 0 s—a 0
e o L= , (D.23)
0 e2 0 K2 0 ez 0 E—K

gdzie tensor sprezystoéci a = s — d? - k™! - d. Tensory s, a, €, k sa mie-
rzalne przy zadanych odpowiednio polach odksztalcen, naprezen, indukcji
elektromagnetycznej i natezenia pola elektrycznego. Szczegdly mozna znalezé
w monografii [152].

Do analizy sprzezenia elektromechanicznego mozna uzywaé¢ obu tensoréw M
i K (danych wzorem (D.22)) lub jesli interesuje nas konkretny stan naprezenia
i zadany kierunek pola elektrycznego — wspélczynnika k (danego wzorem
(D.19)).

Zauwazmy jeszcze, ze prawdziwa jest nastepujaca nieréwnosé bedeca uogol-
nieniem nieréwnosci podanej w pracy [12]:

M2 0 I, 0
<

< (D.24)
0 K2 0 I,

Podkreslmy, ze definicje tensoréw G i M? oraz wprowadzenie p6l unormo-
wanych E, & do sformutowania réwnan konstytutywnych piezoelektrycznosci
stanowig wkiad wlasny autorki do opisu sprzezenia elektromechanicznego.

D.3. Procedura wyznaczania piezoelektrycznych statych
efektywnych

Ponizej podamy przyblizona metode rozwigzania zagadnienia wyznaczania efek-
tywnych modutéw piezoelektrycznych dla kompozytu typu osnowa-wtracenia,
gdy rozktad wtracen jest periodycznym rozktadem prostopadtodcianéw w prze-
strzeni 3-wymiarowej. Trzy bezwymiarowe parametry (stosunki dtugosci bokéw
prostopadltoscianu do dlugosci boku szesciennej komérki periodycznosci) opisu-
ja geometrie kompozytu. Zakltadamy podnadto, ze éciany prostopadloscianu sa
réwnolegle do Scian komorki periodycznodci.
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Metoda Ritza rozwigzywania zagadnien lokalnych

Zagadnienie lokalne (3.49) zapisujemy w stabej postaci:

/

Y

oV (y)
Oyk

= —/Ckmj(y) dy. (D.25)

Y

o (v4)
Ck;ozﬁn(y) X6 (y) a\p(y) dy]

6yn ayk

gdzie U(y) jest dowolna funkcja periodyczna.
Przyblizonych rozwiazan réwnania (D.25) poszukujemy w postaci

=3 Xla,7,8,4)¢" (), (D.26)

gdzie ¢%(y) sa zadanymi funkcjami, za$ X|a,~, 3, j| wielkodciami, ktdre nalezy
wyznaczyc.

Wielko$¢ ¥(y) przyjmujemy w postaci

=3 vee(y), (D.27)

gdzie Y* sg dowolnymi stalymi. Wstawiajac D.27 oraz D.26 do D.25, otrzymu-
jemy nastepujacy uklad réwnan na niewiadome funkcje X{a,~, 3, j]:

4 3
Z ZA[G,Oé,ﬂ, b] X[bv/gvvum] = B[a,a,’y,m], (D28)
B=1b=1
gdzie
3 3 2) 3 3
a o, 3, b ZZ Czaﬁ] a,z,b .] ZZ zaﬁ] a727b ]]7
i=1j=1 i=1j=1
3
B[CL,O&,’Y,TTL] — Z[[Cia’ym]]fl[aai]a
=1
' . Ho® o b
o [2000)
Yi Yj
Y
. 0¢”
f1la, ] :/ %y(y) dy.

Yi
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State zhomogenizowane majg postac:

4 3 3
Zaﬂ] = Czaﬁ] Z: Z: Z: za'yn a s Vs ﬁ ]]fl[a n] (D29)

Roéwnania (D.29) wykorzystano do opracowania procedury numerycznej
w programie Maple. Odpowiednie przyjecie funkcji bazowych ¢ (y1, yo,y3) ogra-
niczylto ich liczbe. Mimo, ze przeprowadzone obliczenia wykorzystywaly tyl-
ko 3 funkcje bazowe, uzyskane wyniki dawaly zaskajaco dobra doktadnosé we
wszystkich przypadkach, w poréwnaniu z obliczeniami dokonanymi przy uzyciu
MES’u, por. wnioski w Rozdz. 7.1 i Rozdz. 7.3. Zaznaczy¢ nalezy, ze utwo-
rzone procedury, zastosowane do struktur warstwowych, prowadzg do Scistych
wynikow analitycznych. Co wiecej, gdy zatozymy znikanie sprzezenia elektrome-
chanicznego, redukuja si¢ one do odpowiednich zagadnien sprezystych i dielek-
trycznych. Zagadnienie dielektryczne jest opisane takimi samymi réwnaniami,
jak stacjonarne zagadnienie przewodnictwa ciepla czy zagadnienie przenikania
pdl magnetycznych. Tak wiec, uzyskane dzieki opisanym procedurom wyniki
mogg znalez¢ zastosowanie w innych zagadnieniach fizycznych, w ktérych istot-
na jest analiza wtasnosci makroskopowych materiatéw kompozytowych.
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W pracy pokazano w jaki sposéb wlasnosci, w tym geometryczna konfiguracja
poszczegblnych skladnikéw (faz) lub typéw niejednorodnosci (takich jak wtra-
cenia, szczeliny lub pustki), wplywaja na makroskopowe charakterystyki mate-
rialéw sprezystych, piezoelektrycznych i termosprezystych. Ponadto, w ramach
matematycznej teorii homogenizacji, sformutowano i udowodniono twierdzenia
oraz wyprowadzono réwnania umozliwiajace wyznaczenie wlasnosci makrosko-
powych (efektywnych, zastepczych) kompozytéw.

Mianowicie, w Rozdziale 3 sformutowano i podano dowdd twierdzenia o
homogenizacji mikroperiodycznych, fizycznie nieliniowych, kompozytéw piezo-
elektrycznych. W Rozdziale 5 sformutowano i podano dowdd twierdzenia o ist-
nieniu projektu optymalnego dla zagadnienia poszukiwania minimum uogélnio-
nej podatnosci w klasie piezoelektrycznych materiatéw gradientowych. W Roz-
dziale 6 sformutowano i podano dowdd twierdzenia o homogenizacji stocha-
stycznie periodycznego kompozytu termosprezystego. W tym samym rozdziale
sformutowano twierdzenie o stochastycznej homogenizacji dla przypadku perio-
dycznie stochastycznego rozktadu szczelin w sprezystej osnowie. W Rozdziale 4
podano nowe, zamkniete formuly opisujace wlasno$ci makroskopowe (zhomoge-
nizowane) osrodkéw warstwowych: liniowych kompozytéw piezoelektrycznych
i kompozytow sprezystych. Jedna z metod homogenizacji, metode dwuskalo-
wych rozwinie¢ asymptotycznych, zastosowano do opisu efektéw nielokalnych
(Rozdz. 2) oraz efektu warstwy brzegowej (Rozdz. 3).

Opracowano procedury numeryczne i zaadaptowano metode Ritza do wy-
znaczania wlasno$ci makroskopowych dla dwufazowych kompozytéw liniowych
sprezystych i piezoelektrycznych o geometriach innych, niz warstwowe (por.
Dodatek D.3).

Podsumowujac, otrzymano nastepujace wyniki wlasnych badan dotyczace
poszczegdlnych klas materiatdw.

A. Kompozyty sprezyste

e Podano wyprowadzenie nielokalnych relacji konstytutywnych naprezenie-
odksztalcenie, uzywajac metody rozwinie¢ asymptotycznych (Rozdz. 2.3,
[78]).

Wyznaczono réwnania opisujace wplyw mikrostruktury na czlony wyzsze-
go rzedu w nielokalnym zwiazku konstytutywnym. Wprowadzone nielokal-
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ne zwiazki konstytutywne naprezenie-odksztatcenie uwzgledniajace wyzsze
cztony rozwiniecia asymptotycznego pol odksztatcen. Umozliwilo to w dal-
szych pracach rozwiniecie badan nad wplywem mikrostruktury na makro-
skopowe zachowanie sie kompozytéw, zachowujac w opisie parametr wymia-
ru niejednorodnoséci, (np. [33, 59, 70]). W szczegdlnosci, na podstawie formut
(2.29), (2.36) wyznaczono efekty rozpraszania Rayleigha dla fal w kompo-
zycie sprezystym (por. [33]).

e Wprowadzono definicje szczegdlnego typu materialu gradientowego FGM
(ang. Functionaly Graded Material) jako materialu otrzymanego przez pro-
ces niejednorodnej homogenizacji i przeanalizowano wpltyw mikrostruktury
na zmiane profilu fali podczas jej przejscia przez warstwe z materiatu FGM
(Rozdz. 7.2, [76]).

Definicja wlasnoéci materiatu gradientowego jako wtasnosci materiatu ,zho-
mogenizowanego”, makroskopowo niejednorodnego, zostala powszechnie
przyjeta w pracach dotyczacych matematycznej teorii kompozytéw i sta-
nowi podstawe rozwazan w teorii projektowania materialéw gradientowych
(por. Rozdz. 5 i cytowana w nim literature). Dzieki tej definicji pokazano
istnienie warstwy z materiatu gradientowego, ktérej wtasnosci sprezyste sa
izotropowe (Rozdz. 7.2, Rys. 7.9).

e Sformutowano i udowodniono twierdzenie o homogenizacji osrodka o perio-
dycznie stochastycznym rozkladzie szczelin w osnowie sprezystej, z zalo-
zonymi warunkami Signioriniego na szczelinach, uzyskujac makroskopowo
nieliniowe zachowanie si¢ osrodka oslabionego przez szczeliny (Rozdz. 6.3,
[79])-

Udowodniona teza twierdzenia o postaci efektywnej energii wewnetrznej
osnowy oslabionej losowym rozkladem szczelin ma duza wartosé¢ poznaw-
cza. Rezultat ten stanowi uogdlnienie wyniku otrzymanego dla rozktadu
periodycznego, na rozktad losowy, ktory jest bardziej zblizony do rzeczywi-
stego materiatu spekanego. Zaproponowano takze ograniczenia na energie
efektywna kompozytu losowo spekanego.

B. Kompozyty piezoelektryczne

e Wprowadzenie zapisu absolutnego i definicji tensora sprzezenia elektrome-
chanicznego jest propozycja ogblnego, zwartego zapisu, ktory taczy opis tego
sprzezenia z wlasnoSciami materialowymi, a jednoczesnie umozliwia wyzna-
czenie wszystkich mozliwych charakterystyk modow sprzezen elektromecha-
nicznych w piezoelektrykach, potrzebnych w zastosowaniach (Dodatek D.2).
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e Otrzymane wzory na tzw. laminaty wielokrotne (inaczej laminaty ,plasz-
czowe” czy laminaty wyzszych rzedéw), dla dwuskladnikowego kompozytu
piezoelektrycznego sa pierwszym etapem w badaniach zbioru G-domkniecia,
czyli zbioru wszystkich mozliwych materialéw kompozytowych otrzymanych
w wyniku homogenizacji dwu ustalonych faz wyjsciowych (Rozdz. 4). Wy-
nik ten byl opublikowany jedynie w formie doniesien konferencyjnych, por.
[62], [63].

Wazne pytanie, czy wsréd badanej klasy materialéw wielokrotnie lamino-
wanych sg takie, ktére moga pracowaé¢ optymalnie przy zadanych stanach
odksztalcenia i pola indukcji pozostaje bez odpowiedzi. A zatem otwartym
problemem jest zagadnienie istnienia tensoréw bedacych tzw. optymalnymi
ograniczeniami gérnymi badz dolnymi, ktére opisuja wtasnosci materiatéw
piezoelektrycznych.

e Wyprowadzono komplet réwnan opisujacych efekt warstwy brzegowej
w kompozycie o strukturze warstwowej (Rozdz. 3.5, [75]).

Wydaje sie, ze coraz czestsze zastosowania piezokompozytéw mikrowarstwo-
wych bedg wymagaty sformutowania inzynierskich uwarunkowan, w ktérych
uzyskane przez autorke wyniki teoretyczne moga zostaé bezposrednio wy-
korzystane.

e Sformutowano i udowodniono twierdzenie o homogenizacji fizycznie nielinio-
wego kompozytu piezoelektrycznego (Rozdz. 3.1, [161]).

Twierdzenie to jest istotne dla wprowadzonych w dalszej czeSci rozpra-
wy pojeé¢ i wynikdéw szczegbéltowych. Dzigki niemu, heurystyczne rezultaty
dla liniowej piezoelektrycznosci, otrzymane na drodze formalnych rozwi-
nie¢ asymptotycznych, uzyskaly matematyczne uzasadnienie. Twierdzenie
nie jest prostym uogdlnieniem istniejacych analogicznych wynikéw dla linio-
wej sprezystosci, gdyz wymaga dodefiniowania nowych przestrzeni funkcyj-
nych i otrzymania nowych szacowan w dowodzie. Podstawowe znaczenie dla
twierdzen o istnieniu projektéw optymalnych ma pojecie H-zbieznoéci dla
materialéw piezoelektrycznych (Rozdz. 5).

e Wyznaczono nowe ograniczenia na wtasnosci liniowych kompozytéw piezo-
elektrycznych (Rozdz. 3.4, [64]).

Ograniczenia na tensor blokowy statych kompozytu piezoelektrycznego sta-
nowia, podobnie jak w przypadku kompozytu czysto sprezystego, aparat
niezbedny w teorii kompozytéw. Miedzy innymi, dla materiatéw dwusktad-
nikowych sa one punktem wyjscia do opisu zbioru G-domkniecia.
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e Sformutowano i udowodniono twierdzenie o istnieniu projektu optymalnego,
w zagadnieniu projektowania na minimum uogdlnionej ,,podatnosci” kla-
sy piezoelektrycznych materialéw gradientowych oraz wprowadzono poje-
cie uogoélnionej powierzchni wytezenia dla kompozytu piezoelektrycznego
(Rozdz. 5.3 1 5.4).

Projektowanie sprezystych materiatéw gradientowych na minimalng podat-
no$é¢ jest nows dziedzing w teorii optymalizacji konstrukcji. Rozszerzenie
tej koncepcji na gradientowe materialy piezoelektryczne jest prezentowane
w obecnej rozprawie po raz pierwszy. Potrzeba takiego rozszerzenia ma swoje
zzréodlo w rosnacym zainteresowaniu materiatami kompozytowymi, w kto-
rych jednym ze skladnikéw jest material piezoelektryczny. 7Z materialéw
tych korzysta wiele nowoczesnych technologii. Zaréwno definicje dotyczace
piezoelektrycznego materiatu gradientowego jak i twierdzenia sformulowane
i udowodnione w Rozdziale 5 zostaly przedstawione w niniejszej rozprawie
po raz pierwszy. Dla ilustracji, pokazano przyklad jednowymiarowy, gdzie
obliczenia dokonano w programie Maple. Otrzymane wyniki dobrze ilustruja
najwazniejsze idee rozwazan teoretycznych.

C. Kompozyty termosprezyste

Sformutowano i udowodniono twierdzenie o homogenizacji stochastycznie perio-
dycznego kompozytu termosprezystego, poprzez wprowadzenie pomocniczego
zagadnienia minimum funkcjonatu, dla ktérego réwnania Eulera sg réwnaniami
liniowej termosprezystosci (Rozdz. 6.2, [80]).

Zagadnienia termosprezystosci sa wazna czeScig teorii kompozytow. Dla
zagadnien periodycznych istnieje szereg wynikéw (por. [66], [67]), ale zagad-
nienia losowe nie byly dotychczas badane przy pomocy metod matematyczne;j
teorii homogenizacji. Oryginalnym pomystem, zastosowanym w tej czeSci
pracy, bylo wprowadzenie uogdélnionego funkcjonatu, ktéry moze opisywaé
klase kompozytéw fizycznie nieliniowych oddziatywujacych z dodatkowym
polem skalarnym. Przeprowadzona homogenizacja, przy zastosowaniu metody
I’-zbieznosci, umozliwia odczytanie postaci funkcjonalu granicznego, a jego
redukcja do liniowego zagadnienia prowadzi do znalezienia formut na efektywne
stale termosprezyste. Zostalo to zilustrowane obliczeniami w kwadraturach,
dla przypadku zagadnienia jednowymiarowego.

W Rozdziale 7 przeprowadzono analize numeryczna wptywu mikrostruktury
na wlasnosci efektywne kompozytow, ktora ilustruje oméwione powyzej wyniki
teoretyczne.
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Nalezy podkresli¢, ze postep w procesie projektowania materialéw inteligent-
nych bedzie stymulowal rozwdéj badan teoretycznych w zkresie projektowania
elementow piezoelektrycznych z wiezami narzuconymi na poziom naprezen i pol
elektrycznych. W badaniach tych punktem wyjscia moze byzc wprowadzone
w niniejszej pracy pojecie uogélnionej powierzchni wytezenia (Rozdz. 5). Nato-
miast, okreslenie zbioru G-domkniecia dla piezokompozytow dwusktadnikowych
poprzez, np. podanie zbiorow gestych, jest kluczowym zagadnieniem przy po-
szukiwaniu projektéw optymalnych. Badania w tym kierunku beda prowadzone
przez autorke w najblizszej przysztosci.

Zjawisko pojawiania sie mikrostruktur, podczas ferroelektrycznych przejsé
fazowych opisywane aparatem matematycznej teorii homogenizacji (por. [26]),
moze zosta¢ wzbogacone przez uzycie ogdlnych formul opisujacych makrosko-
powe wlasnosci laminatéw ,,ptaszczowych” podanych w tej rozprawie.
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