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Wprowadzenie

Pod pojeciem uktadu mechanicznego rozumiemy najczgsciej uklad, zwany rdwniez
mechanizmem, ktory pod wplywem dostarczonej energii wykonuje zamierzone ruchy przetwarzane
w efekcie na pracg uzyteczna. Typowym przyktadem takich ukladéw sa wszelkiego rodzaju
maszyny 1 pojazdy. Ich elementy robocze wykonuja ruch przekazywany od zrédta zasilania, na
przyktad silnika, do ostatniego elementu roboczego, tj. narzgdzia roboczego, generatora pradu
elektrycznego lub kot jezdnych. W celu zrealizowania funkcji zadanej maszynie lub pojazdowi
konieczny jest ruch kazdego jej elementu, zwany ruchem podstawowym. W rzeczywisto$ci wskutek
nieuchronnych odksztalcen, zazwyczaj sprezystych, tych elementéw oraz luzo6w w miejscach ich
polaczen na ruch podstawowy naktadaja si¢ dodatkowe ruchy. Mozna je nazwa¢ ruchami
pasozytniczymi, gdyz nie sa one zamierzone. Tak wigc mozna stwierdzi¢, ze rzeczywisty ruch
kazdego elementu roboczego maszyny lub pojazdu sktada si¢ z ruchu podstawowego i
pasozytniczego, [132]. Maszyna jest na ogot ukladem o bardzo duzej liczbie stopni swobody
skrgpowanymi wigzami sprezystymi o jednoczesnym wystgpowaniu sit oporéw oraz luzow.
Analizujac jedynie ruch podstawowy maszyny lub pojazdu, przy pomini¢ciu luzéw, odksztatcen
sprezystych oraz przy wykorzystaniu jedynie wigzoéw geometrycznych opis jej ruchu mozna
sprowadzi¢ do co najwyzej kilku lub nawet do jednego stopnia swobody. Natomiast analiza ruchu
pelnego lub tylko pasozytniczego jest zadaniem niezwykle skomplikowanym. Zazwyczaj jest ona
przeprowadzana oddzielnie przy wykorzystaniu specyficznych wtasnosci ruchow pasozytniczych.

Ruchy pasozytnicze sa zazwyczaj ruchami oscylujacymi wzglgdem uktadu wspotrzednych
opisujacego ruch podstawowy majac najczesciej charakter ruchow powtarzalnych, gdyz inaczej
dochodzitoby do powaznych zaburzen pracy maszyny w formie, na przyktad utraty statecznosci.
Tak wigc mozna stwierdzi¢, ze ruchy pasozytnicze sa drganiami. Drgania te moga mie¢ charakter
ustalony, nie zanikajacy w czasie, tj. o nie zmieniajacych si¢ amplitudach. Obserwujemy wtedy
drgania okresowe, pseudo-okresowe lub procesy chaotyczne. Ruch pasozytniczy maszyny lub
pojazdu moze mie¢ réwniez charakter drgan przejSciowych, czyli zanikajacych w czasie,
wywotywanych na przyktad krotkotrwatymi przeciazeniami, uderzeniami w potaczeniach na skutek
wystgpujacych w nich luzéw, czy tez naglymi zmianami struktury badanego ukladu
mechanicznego.

W celu zapewnienia nalezytej wytrzymatosci, precyzji ruchu oraz mozliwie niskiej hatasliwosci
pracy wigkszo$¢ elementdow maszyn jest projektowana jako maksymalnie sztywne, tj.
charakteryzujace si¢ jak najmniejsza podatnoscia. Cechuje to przede wszystkim takie elementy jak:
waly, osie, kota z¢bate, prowadnice, korpusy, obudowy tozysk, wirniki i inne. Nie dotyczy to rzecz
jasna elementow z zalozenia podatnych takich jak sprzggla podatne, elementy zawieszenia
pojazdéw (tzw. resorowanie), czy elementy wibroizolacyjne. Dzigki wspomnianej powyzej
stosunkowo duzej sztywno$ci podstawowych elementow roboczych maszyny ich ruchy
pasozytnicze podczas normalnej pracy charakteryzuja si¢ tzw. matymi przemieszczeniami, [74,
201]. Ponadto, obciazenia podstawowych elementow maszyny wywotuja napr¢zenia nie
przekraczajace zakresu sprezystego, czyli zakresu stosowalno$ci prawa Hooke’a, co wiaze sig z ich
tzw. malymi odksztalceniami. Drgania mechaniczne charakteryzujace si¢ malymi
przemieszczeniami 1 matymi odksztatceniami okre§lane sa mianem ,,matych drgan”, [49, 74, 92,
201]. Analizy matych drgan elementéw maszyn i pojazdow dokonuje si¢ stosujac specyficzny
sposob ich modelowania — w tym przypadku modelowania dynamicznego — pozwalajacego na
dokonywanie w wielu przypadkach odpowiednich uproszczen i linearyzacji korzystnych dla
przejrzystosci przyjmowanego w efekcie modelu mechanicznego 1 matematycznego oraz



zmniejszajacych czasochtonnos$¢ i1 koszt wykonywanych obliczen bez znaczacego wplywu na
doktadno$¢ otrzymywanych wynikéw. Ruch pasozytniczy maszyny, czyli ,,mate drgania” mozna
czesto analizowa¢ niezaleznie od ruchéw podstawowych. Jednak w przypadkach gdy ruchy
pasozytnicze istotnie wptywaja badZ moga wplywac na ruch podstawowy — obydwa procesy nalezy
woweczas rozpatrywac jednoczesdnie.

Zalozenia linearyzacyjne w przypadku drgajacych czgsci maszyn mozna stosowac jedynie do
elementéw konstrukcyjnych ulegajacych matym odksztalceniom sprezystym, takich jak: waty, osie,
belki, wsporniki, prowadnice, korpusy, kota zgbate, a takze w przypadku elementéw zawieszen, tj.
sprezyn i resorow o charakterystykach, ktore z dostatecznym do celéw technicznych przyblizeniem
mozna uzna¢ za liniowe. Elementy maszyn i ukladéw jezdnych pojazdéw rzadko ulegaja
odksztalceniom plastycznym, a odksztatcenia plastyczne lokalne wystepujace miejscowo na ich
powierzchniach, na przyklad wskutek dziatania koncentracji napr¢zen wywotywanych karbami,
badz efektami kontaktowymi maja zwykle pomijalny wplyw na proces drgan. W zwiazku z tym
mozna tu zaniedbywaé nieliniowo$ci typu fizycznego. W przeciwienstwie do konstrukcji
budowlanych, elementy maszyn rzadko ulegaja duzym przemieszczeniom, jak na przykiad
konstrukcje mostowe, maszty, anteny i inne, gdyz nie pozwalaja na to $ciste wymogi dotyczace
precyzji ich ruchu. Dzigki temu podczas modelowania dynamicznego unikamy zazwyczaj
nieliniowosci typu geometrycznego. Natomiast w maszynach i ukladach jezdnych pojazdéw
wystepuja elementy o charakterystykach nieliniowych lub nawet silnie nieliniowych, a wigc
nieciaglych badz ,niegtadkich”. Spowodowane jest to wlasno$ciami potaczen elementéw
podstawowych o nieliniowych charakterystykach lepko-bezwladno$ciowo-sprezystych i
kinematycznych, czyli wszelkiego rodzaju przegubow, sprzggiel podatnych i ciernych, tozysk
slizgowych, tocznych i1 magnetycznych, zazgbien przektadni zebatych, przekladni i1 sprzegiet
hydrokinetycznych, oraz kinematyka mechanizméw korbowych silnikéw spalinowych i pomp
tlokowych, efektami kontaktowymi, na przykitad kot jezdnych z podiozem (torem), i wieloma
innymi czynnikami. Biorac pod uwage struktury rzeczywistych uktadow mechanicznych oraz
proporcje wymiarowe ich czg$ci wykonujacych drgania, wymienione powyzej elementy bedace
przyczyna nieliniowo$ci maja zazwyczaj stosunkowo mata objgto$¢ oraz charakter dzialania
zlokalizowany w okreslonych fragmentach tych uktadow, tj. w przekrojach elementéw o duzych
gabarytach i roztozonej masie, na przyktad waldow, osi, korpuséw, prowadnic, ram nos$nych i
innych. Dlatego wystepujace w taki sposoéb w ukltadach mechanicznych i konstrukcjach przyczyny
nieliniowosci najczgséciej nazywamy nieliniowos$ciami lub silnymi nieliniowosciami typu lokalnego.
Ich wptyw na zachowania dynamiczne zazwyczaj niezwykle istotny i1 dlatego obecnie w analizie
dynamicznej maszyn, pojazdow 1 konstrukcji nieliniowosci typu lokalnego musza by¢
uwzgledniane w modelach mechanicznych.

Do powszechnie spotykanych rodzajow drgan odpowiedzialnych czg$ci maszyn i1 uktadow
jezdnych pojazdéw naleza drgania gigtne, skrgtne, osiowe i translacyjne takich elementow jak:
waly, osie, kota zgbate, kota jezdne, belki, prowadnice, wirniki, wience topatkowe i1 inne. W
zalezno$ci od konkretnych rozwiazan konstrukcyjnych, ksztattow geometrycznych i proporcji
wymiarowych elementow badanego urzadzenia drgania te moga w mniejszym lub wigkszym
stopniu by¢ wzajemnie ze soba sprzezone. Dotyczy to przede wszystkim uktadéw napedowych
wielu maszyn 1 pojazdéw, w tym rowniez napedoéw okrgtowych i lotniczych, uktadow korbowych
spalinowych silnikéw tlokowych, maszyn wirnikowych takich jak turbogeneratory, sprgzarki,
pompy, turbiny gazowe, dmuchawy i1 inne, a takze prowadnic i1 manipulatorow robotow
przemystowych oraz uktadow jezdnych pojazdéw drogowych i szynowych, w tym drgania gigtno-
skretno-osiowe ich zestawdéw kotowych. Szeroka klase stanowia rowniez wszelkiego rodzaju
drgania korpuséw maszyn i karoserii pojazdéw, lecz te ze wzgledu na swoja odrgbna specyfike nie
beda one przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy.



1. Sposoby modelowania dynamicznego

Analiz¢ matych drgan gigtnych, skrg¢tnych 1 osiowych wymienionych powyzej uktadow
napgdowych maszyn i pojazdow oraz sprzgzonych z nimi drgan, na przyktad translacyjnych, innych
elementéw, takich jak zawieszenia czy podparcia tozyskowe, przeprowadzano od wielu lat za
pomoca modeli dyskretnych, ktérych ruch jest opisywany liniowymi badz nieliniowymi
roOwnaniami rozniczkowymi zwyczajnymi, [44, 61, 68, 70, 98, 145]. Zaleta tych modeli jest tatwos¢
wykonywania obliczen ze wzgledu na stosunkowo dobra znajomos$¢ metod rozwigzywania réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, istniejace metody ich badan jako$ciowych oraz ze wzgledu na
wypracowane do tych celow i powszechnie dostgpne oprogramowanie komputerowe w postaci
odpowiednich pakietow programéw typu MATLAB, MATHEMATICA, MAPLE, ADAMS i inne.
Jednak wspomniana tatwo$§¢ wykonywania obliczen dotyczy jedynie modeli dyskretnych o
stosunkowo nieduzej liczbie stopni swobody, tj. nie przekraczajacej kilkunastu, dwudziestu kilku
czy co najwyzej kilkudziesigciu, [14, 44, 61, 68, 95, 116, 127]. Modelowanie dyskretne wydaje si¢
by¢ szczeg6lnie adekwatne do uktadéw mechanicznych, w jakich mozna wyr6zni¢ elementy,
ktoérych odksztatcenia dynamiczne w badanym zakresie czgsto$ci sa pomijalne i dzigki temu
elementy te zastgpowane sa brylami sztywnymi. Ponadto, elementy te sa wzajemnie ze soba
potaczone za pomoca réznego rodzaju tacznikow, spr¢zyn, przegubow i innych charakteryzujacych
si¢ stosunkowo mata masa. Dzigki temu wzajemne potaczenia tych bryl sa reprezentowane
zazwyczaj bezmasowymi elementami sprezysto-ttumiacymi. Tego typu podejscie jest stosowane
czesto do analizy drgan pojazdéw drogowych i szynowych przeprowadzanej zwykle w granicach
niskich czegstotliwosci, tj. od zera do kilkunastu Hertzow, [45, 145]. Woéwcezas, otrzymywana jest
zazwyczaj dostateczna do celow technicznych doktadnos¢ uzyskiwanych wynikow przy
zadowalajacej efektywnosci obliczeniowej. Natomiast modelowanie dyskretne ukladow
mechanicznych wydaje si¢ by¢ ktopotliwe, gdy rzeczywiste struktury tych uktadéw nie pozwalaja
na naturalne wyrdznienie fragmentéw zastgpowanych brytami sztywnymi i bezmasowymi
elementami sprezysto-thumiacymi. Dotyczy to przede wszystkim cigzkich 1 dtugich waléw, osi,
belek i innych, ktorych dyskretyzacja napotyka na trudnosci w identyfikacji warto$ci
otrzymywanych mas skupionych, sztywnos$ci 1 wspotczynnikdéw thumienia oraz prowadzi do duze;j
liczby stopni swobody.

Dlatego naturalng alternatywa modelowania dyskretnego uktadow mechanicznych jest
modelowanie ciagte. Ze wzgledu na fakt ciaglej makrostruktury rzeczywistych elementéw maszyn i
pojazdéw modelowanie ciagle wydaje si¢ by¢ podej$ciem bardziej naturalnym i1 doktadnym. Ruch
modeli ciaglych jest opisywany czastkowymi réwnaniami roézniczkowymi lub réwnaniami
catkowymi, ktorych rozwiazywanie nawet w przypadku modeli jednowymiarowych jest znacznie
trudniejsze niz rownan rézniczkowych zwyczajnych, a niekiedy wrgcz niemozliwe. W zwiazku z
tym, upraszcza si¢ struktur¢ modelu ciagtego, na przyklad przez uproszczenie ksztattu
geometrycznego jego gltownych elementow (tj. w tym przypadku belek lub watow) w celu
uzyskania stato$ci ich przekrojow poprzecznych, badz tzw. stabej ich zmiennos$ci, oraz przez
,uciaglanie” réznego rodzaju niejednorodno$ci struktury badanego obiektu, tzn. punktowych
podpar¢, skupionych obciazen czy wystgpowania mas skupionych reprezentujacych tarcze, wirniki,
kota zgbate, zamachowe 1 inne. Tego typu uproszczenia pozwalaja wowczas opisa¢ ruch
rozpatrywanego modelu ciagtego za pomoca jednego, najczesciej liniowego rownania
rézniczkowego czastkowego o znanej postaci rozwiazania przy tzw. prostych warunkach
brzegowych, [49, 60, 74, 193]. Za pomoca tego typu podejscia, aczkolwiek Scistego pod wzgledem
rozwigzania matematycznego, nie mozna rozpatrywa¢ uktadow rzeczywistych osiagajac
jednoczes$nie nalezyta do celow technicznych doktadno$¢ wynikéw obliczen. Natomiast mozliwe
jest przeprowadzanie badan jakosciowych dotyczacych istoty samego zjawiska, ktorych wyniki
liczcbowe nalezy traktowa¢ jedynie jako zgrubne przyblizenie. Wielu autorow uwzglednia
wspomniane powyzej obciazenia skupione, skokowe zmiany ksztaltu geometrycznego badanego



obiektu, punktowe podparcia, niejednorodnosci struktury, na przyktad w postaci bryl sztywnych,
opisujac ich wystgpowanie w réwnaniu ruchu w postaci dodatkowych czlonéw mnozonych przez
odpowiednie funkcje Heaviside’a lub dystrybucje Dirac’a, [3, 78, 101]. Prowadzi to zwykle do
skomplikowanej postaci czastkowego rownania rézniczkowego ruchu modelu ciaglego, przez co
roOwnanie to mozna rozwigzywac¢ w sposob przyblizony, tj. numerycznie, badz za pomoca znanych
metod Ritz’a, Galerkina, Rayleigh’a, czy Treftz’a [74, 113] lub tez stosujac skomplikowane
rozwiazania analityczne w formie operatorowej, [3, 78, 101]. W zwiazku z powyzszym,
dynamiczne modelowanie ciaglte ukladow mechanicznych stosowane dotychczas na skutek
naturalnych trudno$ci rozwigzywania matematycznego, czy koniecznosci dokonywania
niezbednych uproszczen kosztem utraty doktadnosci i wiarygodnosci uzyskiwanych wynikoéw
obliczen nie znalazto powszechnego zastosowania w praktyce technicznej, a stuzy ono zazwyczaj
jedynie do studiowania problemow akademickich.

Szybki rozwo6j technik komputerowych umozliwit opracowanie i1 stosowanie metod
dyskretyzacji ukladéow ciagtych o zlozonej strukturze i bardzo skomplikowanych ksztaltach
geometrycznych, dzigki ktorym ruch modelu wstgpnie ciagtego ze stosunkowo wysoka
doktadnos$cia identyfikacji parametrow jest opisany uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Powszechnie stosowana tego typu metoda jest metoda elementow skonczonych (MES), [13, 85, 86,
92, 202]. Oproécz niej stosowane sa rowniez inne metody, jak na przyklad metoda elementow
brzegowych (MEB), [17], czy metoda elementow czasoprzestrzennych (MECz), [4-7, 79]. Metoda
elementow skonczonych ze wzgledu na swoja przejrzystos¢ i1 racjonalnos¢ sformulowania
matematycznego oraz niezwykle szerokie mozliwo$ci zastosowan praktycznych stata si¢ obecnie
bardzo popularng i cieszaca si¢ najwigksza wiarygodnoscia metoda modelowania i przeprowadzania
obliczen w wielu dziedzinach. MES wykorzystuje si¢ nie tylko do rozwiazywania zagadnien
statycznych, [13, 202], i dynamicznych mechaniki konstrukcji 1 uktadow mechanicznych, [92, 113,
153-158, 199, 202], lecz rowniez w mechanice ptynéw, [8, 11, 202], analizie i symulacji procesow
obrébki plastycznej, [87, 155-157, 165], modelowaniu organéw ludzkich, [88, 89, 107, 147, 158],
dwu- 1 trojwymiarowych zagadnieniach kontaktowych, [87, 158, 165], problemach optymalizacji
opartej na S$cistych metodach analizy wrazliwosci, [87, 166], i w wielu innych. Mimo
niezaprzeczalnych zalet, dzigki ktorym goruje nad innymi metodami, MES ma rowniez istotne
wady. Metoda ta z zalozenia jako przyblizona nie opisuje odksztatcen i przemieszczen badanego
uktadu rzeczywistego Scisle, tj. wedlug okreSlonej teorii odksztatlcen czy réwnania
konstytutywnego, lecz w sposob przyblizony, gdzie stopien dokladno$ci zalezy od ggstosci
przyjetej siatki dyskretyzacji, a tym samym od uzyskanej w efekcie liczby stopni swobody. Nawet
w przypadku modeli dynamicznych, jednowymiarowych stluzacych do analizy drgan gigtnych,
skretnych 1 osiowych elementow maszyn 1 pojazdow liczba stopni swobody przy nalezycie wiernej
reprezentacji rzeczywistej struktury badanego obiektu jest zwykle rzedu kilkuset, a niekiedy nawet
przekracza tysiac, na przyklad w przypadku modelowania linii watéw turbogeneratorow
energetycznych, [199]. Natomiast w przypadku modeli dwu- i1 tréjwymiarowych liczba stopni
swobody moze nawet dochodzi¢ do setek tysigcy. Dla dynamicznych modeli liniowych duza liczba
stopni swobody nie stanowi tak duzego problemu, poniewaz istniejace znane metody transformacji
uktadow rownan rézniczkowych zwyczajnych do wspotrzgdnych modalnych prowadza do ich
rozsprze¢zenia, co znaczaco skraca czas ich numerycznego rozwiazywania. W rzeczywistosci jednak
w przypadku maszyn i pojazdow spotykamy liczne nieliniowo$ci, na przyklad typu lokalnego,
opisane za pomoca nieliniowych rownan rozniczkowych ruchu. Wowczas otrzymany uktad rownan
rézniczkowych zwyczajnych opisujacy ruch calego badanego obiektu nie daje si¢ transformowac, a
catkowanie numeryczne stu kilkudziesigciu, czy kilkuset nieliniowych, sprz¢zonych rownan
r6zniczkowych z wymagana doktadno$cia stanowi pokazny wysitek obliczeniowy nawet dla
najnowszych generacji komputerow typu ,,work-station”. W zwiazku z powyzszym, w celu
uniknigcia koniecznos$ci catkowania numerycznego tak duzej liczby réwnan stosuje si¢ redukcje
liczby stopni swobody wyj$ciowego modelu MES do kilkunastu lub nawet kilku, w zaleznos$ci od



wymagane] doktadnosci przeprowadzanych obliczen, interesujacego badacza zakresu czgstosci
drgan i innych czynnikdw. Do najczgsciej stosowanych metod redukcji liczby stopni swobody
uzywanych do analizy dynamicznej uktadow mechanicznych naleza metoda kondensacji statycznej,
[92, 126], metoda syntezy modalnej, [126], metoda redukcji Ritz’a i metoda podprzestrzennych
iteracji, [92]. Nalezy podkresli¢, ze poniewaz redukowanie liczby stopni swobody stanowi naturalne
uproszczenie wyjsciowego modelu MES badanego obiektu, wszelkie metody redukcji sa wige
metodami przyblizonymi i1 stosowanie ich jest zawsze przyczyna powstawania mniejszych lub
wigkszych blgdow. Ponadto, nie istnieja w tych metodach jednoznaczne i ogoélne kryteria
dokonywania takich uproszczen. Na przyktad w przypadku metody kondensacji statycznej nie
mozna wskaza¢ a priori tych stopni swobody, ktoére nalezy wyeliminowaé, i nalezy wtedy
odwotywac si¢ do zdobytego uprzednio doswiadczenia [92, 126]. Podobnie, w przypadku metody
syntezy modalnej zar6wno dobor jak i wyznaczanie branych pod uwage tzw. wigzowych i
wewngtrznych modéw drgan przeprowadzane jest w sposob subiektywny kierujac si¢ wyczuciem i
doswiadczeniem uzyskanym na podstawie badania obiektéw podobnych, [126]. W zwiazku z
powyzszym, proces redukcji 1 jego konsekwencje, tzn. dokladnos$¢, =zaleza istotnie od
subiektywnego przyjecia przez badacza pewnych zatozen wyjsciowych dotyczacych modelu
wstepnego, tj. modelu MES o duzej liczbie stopni swobody, co w efekcie zawsze prowadzi do
btedow obliczeniowych od stosunkowo niewielkich do niezwykle powaznych, [126]. Przez to w
wyniku koncowym traci si¢ oczekiwana doktadno$¢ wynikéw otrzymywanych za pomoca MES, a
ponadto pojawia si¢ niebezpieczenstwo uzyskiwania tzw. zle uwarunkowanych numerycznie
uktadoéw réwnan ruchu, co niweluje przewage tej metody nad innymi.

Jedna z form modyfikacji metody elementéw skonczonych jest zastgpowanie aproksymacji
miedzyweztowych przemieszczen 1 odksztalcen pojedynczego elementu funkcjami analitycznymi
uzyskiwanymi droga S$cislego rozwiazywania czastkowych réwnan rézniczkowych ruchu tego
elementu traktowanego wstepnie jako ciagly 1 wyodrebniony. Dalszy tok postgpowania metody, tj.
wyznaczanie lokalnych macierzy sztywnosci, bezwladnosci i tlumienia, jest identyczny jak w
klasycznym sformutowaniu MES. Jednym z tego typu podej$¢ jest tzw. metoda sztywnosci
dynamicznej zastosowana m.in. w [12, 62, 102-104, 106]. Wykorzystujac ta metod¢ ruch
fragmentoéw rzeczywistego obiektu o stosunkowo prostych ksztattach geometrycznych, na przyktad
statym przekroju poprzecznym, daje si¢ opisa¢ réwnaniem rézniczkowym czastkowym o znanym
rozwiazaniu analitycznym, tj. rownaniem drgan belki Timoshenki, rownaniem drgan skretnych
watu lub innym. Woweczas, nie ma konieczno$ci zaggszczania siatki dyskretyzacji ze wzgledu na
ciagte roztozenie masy, dzigki czemu modyfikacja tego rodzaju pozwala na czgSciowe zmniejszenie
liczby stopni swobody modelu mechanicznego jak rowniez na pewne zwigkszenie doktadnosci
obliczen. W pracach [12, 62, 102, 106] uzyto metody sztywnosci dynamicznej do rozwiazywania
problemow liniowych. Natomiast w [103, 104] wykorzystano ja do analizy drgan belek z
nieliniowosciami typu geometrycznego.

Pewna modyfikacja metody elementow skonczonych jest metoda elementow
czasoprzestrzennych (MECz) opisana m.in. w [4-7, 79], ktéra moze mie¢ podobne zastosowania jak
MES. W metodzie elementéw czasoprzestrzennych dyskretyzacja wyjsciowego modelu ciagtego
badanego obiektu przebiega analogicznie jak w przypadku MES, gdzie pole przemieszczen
miedzyweztowych jest aproksymowane zadanymi funkcjami analitycznymi, najczesciej
wielomianami, dobor ktorych zalezy od zadanej, przyjgtej do badan teorii, na przyklad zginania
belek, rodzaju przepltywu cieczy, czy rownania konstytutywnego odksztalcanego materiatu. W
MECz oprocz dyskretyzacji przestrzennej badanego obiektu, dokonuje si¢ rowniez dyskretyzacji w
czasie, gdzie przebiegi miedzy kolejnymi chwilami czasu aproksymowane sa rowniez zadanymi
funkcjami analitycznymi, podobnie jak rozklady przemieszczen migdzyweztowych. Zazwyczaj
stosowane sa tu wielomiany pierwszego rzedu, czyli zaktada si¢ odcinkami liniowe przebiegi czasu
migdzy kolejnymi rejestrowanymi chwilami. Prowadzi to w wyniku do uktadéw algebraicznych a



nie rézniczkowych zwyczajnych rownan ruchu, jak w przypadku MES. Ulatwia to z jednej strony
procesy symulacji ruchu dokonywane za pomoca MECz, lecz nie unika si¢ probleméw duzej liczby
stopni swobody, doktadnos$ci aproksymacji w przestrzeni i w czasie, a wigc kwestii doktadnosci 1
stabilno$ci numerycznej. W zwiazku z powyzszym, z punktu widzenia samej efektywnosci
obliczeniowe] zalety MECz w stosunku do MES sa raczej niewielkie 1 dlatego metoda ta jest
wykorzystywana zazwyczaj do rozwiazywania probleméw, w przypadku ktérych zastosowanie
metody elementow skonczonych jest klopotliwe, tj. przy badaniu uktadow o zmieniajacych si¢ w
sposob ciagly strukturze i wymagajacych przez to adaptacji na biezaco siatki dyskretyzacji, do
symulacji proceséw falowych 1 plastycznych, zagadnien kontaktu tocznego i1 innych, [4-7].
Natomiast poza nielicznymi przypadkami, na przyklad w pracy [41, 143], w zagadnieniach
dynamiki maszyn metoda elementéw czasoprzestrzennych stosowana jest raczej rzadko.

Wspomniana powyzej metoda elementow brzegowych (MEB) jest stosowana gléwnie do
badania ruchu powierzchni elementéw konstrukcji traktowanych jako ptyty, powtoki, membrany i
belki, powierzchni elementdw maszyn i pojazdow, na przyktad korpuséw, topatek turbinowych czy
karoserii, oraz powierzchni gruntu czgsto oddziatywujacego z fundamentami budowli, [17].
Wykorzystuje si¢ ja zwykle do dwu- i1 tréjwymiarowych modeli mechanicznych, przy czym w
przeciwienstwie do FEM dyskretyzacji podlega jedynie powierzchnia badanego obiektu, co
prowadzi do znacznego uproszczenia obliczen przy zachowaniu nalezytej doktadno$ci
otrzymywanych wynikdw nawet przy skomplikowanych ksztattach geometrycznych 1
imperfekcjach powierzchni, lepko-sprezystych wilasnosci podloza, tzn. materialu, jego
niejednorodnosci, anizotropii czy porowato$ci. Przedmiotem badan przeprowadzanych przy
wykorzystaniu MEB jest analiza drgan powierzchni, w tym detekcja pgknig¢ i $ledzenie ich
rozprzestrzeniania si¢, badanie propagacji fal powierzchniowych i inne. Do bedacych przedmiotem
pracy zagadnien drgan belek, osi i watéw badanych za pomoca modeli jednowymiarowych, jak
wynika z literatury, na przyktad z pracy [17], MEB traci swoja przewage nad MES, dajac w
przypadku modeli mechanicznych o zblizonej ztozono$ci podobne wyniki obliczen.

W celu uniknigcia niedogodnosci towarzyszacych wykorzystywaniu wymienionym powyzej
trzem metodom komputerowym, tj. MES, MECz i MEB, do analizy dynamicznej wybranych
uktadow mechanicznych 1 konstrukcji od wielu lat stosuje si¢ hybrydowa technik¢ modelowania
polegajaca na reprezentowaniu wybranych fragmentéw badanego obiektu rzeczywistego za pomoca
elementéw o parametrach roztozonych w sposéb ciagly, a innych czgéci za pomoca elementow o
parametrach dyskretnych, oraz na wzajemnym ich laczeniu zgodnie ze struktura tego obiektu. Taki
sposOb modelowania nazywany dyskretno-ciaglym jest stosowany od wielu lat przez licznych
autorow, na przyktad [41, 60, 76, 77, 83, 117, 118, 120-122, 129, 139-143, 198, 199].
Wykorzystywany jest on zazwyczaj w przypadku analizy dynamicznej konstrukcji mostowych,
prowadnic robotéw przemystowych, uktadéw napedowych maszyn i pojazddéw, wirujacych watow
podpartych na tozyskach, torow kolei konwencjonalnej i magnetycznej i wielu innych uktadach
mechanicznych. Wowczas najczesciej sa przyjmowane jednowymiarowe modele tych obiektow w
formie belek, pretow, watéw i strun. Ze wzgledu na fakt, iz ruch przekrojow poprzecznych
elementéw o parametrach roztozonych w sposoéb ciagly opisywany jest rdwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi lub rownaniami catkowymi, ktore sa sprz¢zone z réwnaniami rdézniczkowymi
zwyczajnymi ruchu elementow o parametrach dyskretnych, zazwyczaj w przypadku takich modeli
stosowane sa analityczne metody rozwigzania w postaci fal stojacych, gdzie przyjmowana jest
czysto drganiowa interpretacja zjawiska, lub typowe podejscie falowe, przy ktérym drgania
rozpatrywane sa w postaci nakladajacych si¢ na siebie fal biezacych i odbitych. Podejscie
drganiowe oparte na rozwiazaniu metoda rozdzielenia zmiennych 1 wykorzystaniu wlasnosci
ortogonalno$ci funkcji i wektoréw wilasnych stosowano m. in. w pracach [76, 77, 129] w przypadku
prostych uktadow liniowych sktadajacych si¢ z jednorodnej belki ciaglej 1 sprzezonych z nia
oscylatoréw o parametrach dyskretnych, gdzie analiz¢ ograniczano do badania drgan swobodnych
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przy zadanych warunkach poczatkowych. W pracach [3, 109] za pomoca liniowych modeli
dyskretno-ciaglych badano drgania skrgtne linii waldéw turbogeneratora energetycznego
sprzezonych z gigtno-skr¢tnymi drganiami topatek wylotowych wirnikéw niskiego cisnienia. W
obu przypadkach prac réwnania rozniczkowe czastkowe i zwyczajne ruchu sprowadzono do
wspdlnego uktadu rownan operatorowych i wykorzystujac metode rozdzielenia zmiennych oraz
wlasnosci ortogonalno$ci funkcji i wektorow wilasnych badano drgania wlasne oraz wymuszone
drgania przejsSciowe wywotywane zwarciami elektrycznymi w generatorze pradu. W pracach [100,
101] zastosowano liniowy, dyskretno-ciagly model maszyny wirnikowej do analizy drgan gigtnych
waléw podpartych na izotropowych 1 anizotropowych tozyskach. Ze wzgledu na
niesamosprz¢zonos¢ operatora sprezystego w rownaniu ruchu wirujacej belki Rayleigha i
warunkach brzegowych opisujacych oddzialywanie podpor lozyskowych, w rozwiazaniu
matematycznym takie wielkosci jak przemieszczenia przekrojow poprzecznych walu, katy ich
ugigcia oraz sity tnace i momenty gnace wygodnie bylo przyja¢ w postaci wspotrzednych stanu, tak
by réwnanie ruchu calego uktadu wraz z warunkami brzegowymi moéc sprowadzi¢ do ukladu
rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu w postaci normalnej Gaussa, [60]. Stosujac
rozwiazanie Fouriera we wspotrzednych stanu uktad ten rozwiazywano nast¢gpnie metoda analizy
modalne;j.

We wszystkich wymienionych powyzej pracach zastosowano podejécie drganiowe przy
rozwiazywaniu rownan rozniczkowych czastkowych. Natomiast typowo falowa interpretacje drgan
modeli dyskretno-ciagtych przyjeto w pracach [118, 120-122, 139, 140] do analizy skretnych drgan
waléw, drgan wzdluznych (osiowych) uktadéow pretowych, [139], oraz drgan poprzecznych
elementow budowli traktowanych jako uktady belkowe poddawane efektom czystego $cinania,
[141]. W tych pracach przyjeto hiperboliczne réwnania ruchu typu falowego jako réwnania
opisujace propagacje fal skretnych, wzdtuznych i fal $cinania w elementach sprezystych modeli o
parametrach roztozonych w sposob ciagly. Zastosowano przy tym rozwiazania typu d’Alemberta
tozsamosciowo spelniajace rdwnania ruchu, gdzie funkcje opisujace propagacje fal padajacych i
odbitych wyznaczane sa rGwnaniami warunkow brzegowych. We wszystkich cytowanych powyzej
pracach autorstwa Nadolskiego i Pielorz elementy o parametrach roztozonych w sposob ciagly, z
ktorych zbudowane sa ich modele mechaniczne, maja skonczone dlugosci. Nieskonczone dtugosci
maja natomiast belki w dyskretno-ciagtych modelach toru kolei konwencjonalnej i magnetycznej
przyjete w pracach [35, 93, 94] jako struktury podparte periodycznie, odpowiednio na podktadach
lub filarach traktowanych jako elementy o parametrach dyskretnych. W tym przypadku uzyskano
rozwiazanie analityczne w postaci fal biezacych czastkowego rownania rézniczkowego ruchu
nieskonczenie dtugiej belki Bernoulli’ego-Eulera lub Timoshenki obciazonej sita skupiong o stalej
lub harmonicznie zmiennej wartos$ci poruszajacej si¢ wzdluz toru ze stala predkoscia. Zatozono w
tych pracach, ze periodyczno$¢ rozwiazania wzdtuz belki moze by¢ zwiazana z okresowoscia jej
podparcia podobnie jak w przypadku drgan siatek krystalicznych, [93, 94].

Liczba prac poswigconych zagadnieniom modelowania dyskretno-ciagtego uktadow
mechanicznych i1 konstrukcji jest tak duza, ze nie sposob cytowa¢ ich wszystkich. Przedstawiono
wigc jedynie podej$cia najbardziej charakterystyczne. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze wigkszos¢
z nich dotyczy modeli liniowych, a analiz¢ dynamiczna koncentrowano raczej na badaniach
jakosciowych zjawiska drgan czy propagacji fal, bardziej z punktu widzenia problemow
akademickich anizeli wzgledéw aplikacyjnych.

Do analizy modeli dyskretno-ciaglych i ciaglych uktadéw mechanicznych i konstrukcji
opracowano réwniez komputerowa metod¢ do analizy drgan swobodnych i wymuszonych zwana
metoda macierzy przeniesienia (MMP). Specyficzna cecha tej metody jest tzw. numeryczna
dyskretyzacja elementdw o parametrach roztozonych w sposob ciagly w przeciwienstwie do
dyskretyzacji fizycznej stosowanej w metodzie elementow skonczonych i metodzie elementow
czasoprzestrzennych. Polega to na myslowym podziale elementéw o parametrach roztozonych na
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podelementy potaczone tzw. przekrojami weztowymi, gdzie wielko$ciami niewiadomymi w
kazdym z nich sa przemieszczenia, katy obrotu, sity i momenty. Wzajemne zalezno$ci pomigdzy
wartosciami kazdej z wymienionych wielkosci w kolejnych przekrojach weztowych sa wyznaczone
w formie odpowiednich macierzy na podstawie zwiazkéw czysto analitycznych, tj. wyjsciowych
rownan roézniczkowych czastkowych ruchu, [60, 137, 199]. Metoda ta jest stosowana w dynamice
konstrukeji, [19, 36, 39, 64], ukladow napedowych oraz w dynamice maszyn wirnikowych, [1, 71,
126, 198, 199], jako jedno z podstawowych narzedzi do rutynowych obliczeh w procesie
konstruowania. Przy wykorzystaniu dobrze zidentyfikowanego dyskretno-ciaglego lub ciaglego
modelu mechanicznego badanego obiektu za pomoca MMP mozna uzyskiwaé zadowalajace do
celow technicznych wyniki, gdyz w przeciwienstwie do MES czy MECz, metoda macierzy
przeniesienia jest metoda $cista. Niemniej jednak, metoda ta ma istotne ograniczenia w stosunku do
mozliwo$ci MES albo nawet klasycznego modelowania dyskretnego. Za pomoca MMP w
sformutowaniu klasycznym mozna rozpatrywac jedynie uktady liniowe, a obliczenia sprowadza¢ do
analizy drgan wilasnych, symulacji wymuszonych drgan ustalonych, [60, 126, 198, 199], oraz do
analizy statecznos$ci, na przyktad w pracy [19, 36, 39]. Mimo poczynionych wielu modyfikacji do
MMP, na przyktad w pracach dotyczacych dynamiki maszyn wirnikowych [198, 199], ograniczenia
te sa raczej trudne do pokonania. Mimo to metoda macierzy przeniesienia jest czgsto z
powodzeniem wykorzystywana w praktyce inzynierskiej przynajmniej do obliczen wstgpnych.

Przy omawianiu metod analizy drgan modeli ciagtych i dyskretno-ciagtych nalezy réwniez
wspomnie¢ o powszechnie stosowanym w nich sposobie rozwiazywania w postaci tzw. metod
przyblizonych. Do najwazniejszych z nich naleza metoda Ritz’a, Galerkina, Treffz’a 1 Rayleigh’a
opisane m. in. w [74, 113]. Mimo udowodnionej matematycznej poprawnosci sformutowania, za
pomoca tych metod mozna bada¢ drgania swobodne i1 wymuszone w sposoéb z zatozenia
przyblizony, tzn. z przewidzianymi biedami, zwykle obejmujac jedynie co najwyzej kilka
najnizszych postaci drgan wtasnych rozpatrywanego obiektu i opierajac si¢ przy tym na wyczuciu
badz znajomosci zachowan dynamicznych uktadow podobnych lub o prostszej strukturze. Z tego
wzgledu, metody te sa wykorzystywane zazwyczaj do wstepnych oszacowan zgrubnych albo do
badan jakos$ciowych, a obserwowany szybki rozwdj algorytmoéw i oprogramowania w przypadku
wymienionych powyzej metod komputerowych, tzn. MES, MECz, MEB 1 MMP, przyczynia si¢ do
stopniowej utraty popularno$ci metod przyblizonych. Nalezy jednak podkresli¢, ze zalozenia i
sposOb rozwiazania potaczonej metody Rayleigh’a-Ritz’a stanowia podstawe do sformutowania
matematycznego metody elementdw skonczonych, [113].

Z przedstawionego mozliwie skrotowo porownania roznych sposobow modelowania
dynamicznego uktadéw mechanicznych wynika, ze kazde wspomniane podejscie ma swoje zalety i
wady. Jak nadmieniono powyzej, najwigksza popularnoscia cieszy si¢ obecnie metoda elementow
skonczonych, ktéora w przypadku analizy drgan elementow o skomplikowanym ksztatcie
geometrycznym, na przyktad korpuséw maszyn, karoserii pojazdéw, kadtubow samolotéw i innych,
jest metoda praktycznie niezastapiona mimo cechujacych ja wymienionych wczesniej
mankamentéw. Inaczej natomiast wyglada problem modelowania dynamicznego ukladéw
napedowych maszyn i pojazdéw, maszyn wirnikowych, wybranych typoéw robotow przemystowych
itp., w ktérych podstawowe elementy drgajace takie jak waly, osie, belki, prowadnice, wirniki, czy
tarcze kol, charakteryzuja si¢ stosunkowo prostymi ksztaltami geometrycznymi, a typowe i
najbardziej dla nich niebezpieczne drgania gigtne, skrg¢tne i osiowe mozna w interesujacych z
punktu widzenia zastosowan technicznych przedziatach czgstosci z powodzeniem analizowaé za
pomoca modeli jednowymiarowych. W tych przypadkach metoda elementow skonczonych rowniez
wydaje si¢ by¢ jak dotad najbardziej odpowiednia w pordwnaniu z innymi, lecz charakteryzujace ja
mankamenty wykazuja potrzebg opracowania innej metody do analizy dynamicznej wymienionych
uktadow mechanicznych, ktora z jednej strony zapewnilaby taka sama lub nawet wigksza
doktadno$¢ otrzymywanych wynikéw obliczen, a z drugiej strony pozwolitaby na uniknigcie wad
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typowych dla MES. Wyszczegodlniony zakres jej ewentualnych zastosowan jest na tyle szeroki, ze
opracowanie specjalnej do niego alternatywnej metodyki wydaje si¢ by¢ racjonalnie uzasadnione.
Stanowi to przedmiot 1 cel niniejszej pracy.

W zwiazku z powyzszym, cel i zakres pracy przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

1. Opracowanie metodyki modelowania 1 analizy dynamicznej wybranych uktadow
mechanicznych opartej na dykretno-ciagtych strukturalnych modelach fizycznych. Modele te
maja nastgpujace cechy:

- Sktadaja si¢ z lepko-sprezystych makroelementéw ciaglych oraz lepko-bezwtadnosciowo-
sprezystych oscylatorow o parametrach dyskretnych polaczonych wzajemnie zgodnie ze
struktura badanego obiektu.

- Ruch tych modeli jest opisany analitycznymi zwiazkami matematycznymi, gdzie operacje
typowo numeryczne sprowadzaja si¢ jedynie do bezposredniego catkowania liniowych,
nieliniowych badz parametrycznych rownan rézniczkowych zwyczajnych otrzymanych w
wyniku zastosowania analitycznych rozwiazan czastkowych rézniczkowych rownan ruchu.

- W pordéwnaniu z modelami dyskretno-ciagtymi uktadow mechanicznych i konstrukcji
wspomnianymi powyzej, metoda proponowana w pracy ma pozwoli¢ na budowanie modeli
strukturalnych o duzym stopniu ztozonos$ci z mozliwie doktadnym uwzglednianiem ksztattu
geometrycznego ich elementéw odksztatcalnych wraz szeroka klasa warunkéw podparcia
tych elementow, dostatecznie realistycznym z punktu widzenia zastosowan technicznych
opisem ich polaczen z innymi elementami 1 oddziatywania z otoczeniem.

- W przeciwienstwie do wigkszosci modeli dyskretno-ciaglych stosowanych dotychczas przez
innych autoréw, modele przyjmowane w niniejszej pracy umozliwiaja badanie drgan
nieliniowych 1 parametrycznych. Dlatego, moga by¢ one wykorzystywane nie tylko do
studiowania problemow akademickich, ale przede wszystkim do celéw technicznych w
srodowiskach inzynierskich jako wygodne narzedzia obliczeniowe o wiarygodnosci nie
mniejszej niz na przyktad analogiczne jednowymiarowe modele zbudowane metoda
elementéow skonczonych, lecz o wigkszej lub nawet znacznie wigkszej efektywnosci
numeryczne;j.

2. Dokonanie przy wykorzystaniu zaproponowanej metodyki analizy dynamicznej wybranych
uktadow mechanicznych, takich jak:
- uktady napgdu maszyn i pojazdéw,
- uktady strunowe i belkowe poddane obcigzeniom ruchomym,
- uktady walow maszyn wirnikowych,
- uktady jezdne pojazdéw szynowych.

Otrzymane wyniki dotyczy¢ beda zarowno probleméw badanych juz przez innych autoréw oraz
problemow zupetnie nowych lub bedacych przedmiotem aktualnych badan w kraju i na $wiecie.

3. Weryfikacja wiarygodnosci otrzymanych wynikdéw przez poréwnanie z wynikami uzyskanymi
za pomoca innych metod oraz, co najwazniejsze, przez pordwnanie z wynikami uzyskanymi
droga pomiaro6w dokonanych na stanowisku laboratoryjnym i na obiekcie rzeczywistym.

4. Podsumowanie pracy w formie uwag koncowych dotyczacych osiagnig¢tych rezultatow oraz
nakres$lenia mozliwos$ci dalszego rozwoju zaproponowanej metodyki.
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2. Zalozenia modelowania dynamicznego z wykorzystaniem lepko-spre¢zystych
makroelementow ciaglych

Celem pracy jest proba opracowania metodyki modelowania do analizy dynamicznej
wybranych uktadow mechanicznych, takich jak uktady napgdowe maszyn i pojazdéw, uklady
jezdne pojazddéw, maszyny wirnikowe, prowadnice ruchomych narzedzi robotow i innych, gdzie
glownymi elementami drgajacymi sa waty, osie, belki, wsporniki itp. Modele te miatyby stuzy¢ do
analizy drgan gigtnych, skretnych 1 osiowych, ktore w zaleznosci od rozwigzan konstrukcyjnych
badZ proporcji wymiarowych badanego obiektu moga by¢ w mniejszym lub wigkszym stopniu ze
soba sprzezone, a takze sprz¢zone z drganiami translacyjnymi lub rotacyjnymi innych elementéw,
takich jak na przyktad obudowy tozysk, fragmenty korpuséw, ramy nosne itp. Na rysunkach 2.1,
2.2, 2.3 1 2.4 przedstawione sa typowe przyktady wymienionych powyzej uktadéw mechanicznych,
gdzie rys. 2.1 pokazuje uktad napedu generatora pradu elektrycznego turbing parowa, rys. 2.2 — wat
turbosprezarki przemystowej, rys. 2.3 — wat turbiny parowej malej mocy, a rys. 2.4 przedstawia
szczegllny element uktadu jezdnego pojazdu szynowego — tj. zestaw kotowy wagonu kolejowego.
Na podstawie wymienionych rysunkow mozna zauwazy¢, ze podstawowe elementy tych uktadow
wykonujace drgania, jak waly i1 osie charakteryzuja si¢ stosunkowo malo skomplikowanymi
ksztaltami geometrycznymi w formie tzw. watow stopniowych sktadajacych si¢ ze skonczonej
liczby odcinkow cylindrycznych o statym przekroju poprzecznym. Jest to podyktowane zardwno
wzgledami konstrukcyjnymi oraz tatwos$cia 1 mozliwie niskimi kosztami wykonania. Stosunkowo
proste ksztalty geometryczne osi i walow oraz belek i prowadnic w maszynach i uktadach jezdnych
pojazdéw, jak réwniez interesujacy z punktu widzenia zastosowan technicznych zakres czgstosci
drgan 1 odpowiadajace tym czgstoSciom formy wlasne, pozwalaja na przeprowadzanie analiz
dynamicznych za pomoca modeli jednowymiarowych, tzn. takich, ktérych parametry, obciazenia
oraz odpowiedz dynamiczna w postaci na przyktad przemieszczen lub odksztatcen rozpatrywana
jest wzdluz jednego kierunku, — przyktadowo osi obrotu watu, wzglednie linii watow, lub osi
symetrii belki czy uktadu belek. Zaleta takiego podejscia jest prostota otrzymywanych modeli
strukturalnych, tatwos$¢ przeprowadzania identyfikacji wielu parametrow i1 efektywnos$¢ obliczen
przy uzyskiwaniu wystarczajacej doktadnos$ci wynikow otrzymywanych do celow technicznych.
Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze wsrod szerokiej grupy uktadow mechanicznych bedacych
przedmiotem rozwazan niniejszej pracy istnieja takie, ktérych mozliwie doktadne modelowanie za
pomoca modeli jednowymiarowych jest prawie niemozliwe, badz zbyt zgrubne. Naleza do nich m.
in. drazone waty turbin gazowych o skomplikowanych ksztattach geometrycznych i1 prawie
cienkosciennych przekrojach poprzecznych, niektore konstrukcje prowadnicowe, belkowe i inne.
Podobnie, za pomoca modeli jednowymiarowych nie moga by¢ reprezentowane korpusy maszyn,
silnikow oraz karoserie pojazdow. Dlatego takie uktady mechaniczne nie beda rozpatrywane w
pracy. W praktyce jednak elementy te musza charakteryzowac si¢ duza sztywnoscia, tak by miaty
widma amplitud drgan lezace poza zakresem badanych drgan elementow ruchomych, lub tez by¢
dynamicznie odizolowane od elementéw ruchomych na przyktad tozyskami czy resorowaniem o
stosunkowo duzej podatnosci, co daje efekt tzw. stabych sprzezen dynamicznych. Dzigki temu, przy
analizie drgan, na przyktad uktadow napgdu maszyn i pojazdéw czy maszyn wirnikowych, mozna
rozpatrywa¢ wplyw odksztatcen korpuséw, fundamentow, ram nos$nych i karoserii w sposob
przyblizony uwzgledniajac ich bezwladnos¢ postaci bryl sztywnych o skonczonej badz
nieskonczonej masie a podatno$¢ w postaci odpowiednich potaczen z badanym uktadem drgajacym
o na przyktad zidentyfikowanych doswiadczalnie charakterystykach lepko-sprezystych. Takie
podejscie czyni uzyskiwane w rezultacie modele mechaniczne przejrzyste 1 efektywne obliczeniowo
przy zachowaniu dostatecznej dokladnosci otrzymywanych wynikéw do celow inzynierskich.
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Rys. 2.1 Uktad napgdu generatora pradu elektrycznego turbing parowa, [199]
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Rys. 2.2 Wat turbosprgzarki przemystowej firmy KKK (RFN)

15



IRn

FE 8 B AR 04

Rys. 2.3 Wat wirnikowy turbiny parowej matej mocy, [69]
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Rys. 2.4 Zestaw kotlowy nowoczesnego pasazerskiego wagonu kolejowego

Obecnie, do analizy dynamicznej ukladow mechanicznych bgdacych przedmiotem rozwazan
niniejszej pracy najbardziej odpowiednia wydaje si¢ by¢ z cala pewno$cia metoda elementow
skonczonych. Przy wykorzystaniu jednowymiarowych elementow prgtowych i belkowych, [92],
mozna budowa¢ stosunkowo tatwo identyfikowalne modele strukturalne uktadow napedu maszyn 1
pojazdéw, maszyn wirnikowych, zestawoéw kotowych pojazdow szynowych, prowadnic ruchomych
narzedzi robotéw przemystowych, uktadéw napowietrzna sie¢ trakcyjna — pantograf lokomotywy
elektrycznej 1 wielu innych. Oddziatywanie podpor, tozysk, tarcz wirnikowych, kot zgbatych, kot
zamachowych, sprzegiet podatnych 1 sztywnych jest reprezentowane w modelach MES za pomoca
elementow o parametrach dyskretnych w formie bryl sztywnych oraz bezmasowych elementéw
sprezysto-thumiacych o liniowych badz nieliniowych charakterystykach, [50, 60, 92, 98]. Takie
modele mechaniczne pozwalaja na uzyskiwanie wymaganej doktadnosci otrzymywanych wynikéw
symulacji komputerowej drgan oraz na przeprowadzanie badan jako$ciowych rozpatrywanych
uktadow mechanicznych w postaci analiz drgan wilasnych, wyznaczania funkcji odpowiedzi
czestotliwos$ciowej 1 ocen stateczno$ci zachowan dynamicznych. Niemniej jednak, przy stosowaniu
jednowymiarowych modeli MES do bedacych przedmiotem rozwazan uktadoéw mechanicznych
napotykamy na istotne mankamenty i1 uciazliwos$ci. Jak juz wspomniano we Wprowadzeniu, do
najwazniejszych nalezy stosunkowo duza liczba stopni swobody przyjmowanych modeli, co w
przypadku symulacji drgan z uwzglednieniem nieliniowosci typu lokalnego wymaga stosowania
ktopotliwych i czgsto zawodnych metod redukcji, [92, 126]. Oprocz niebezpieczenstwa znaczacej
utraty doktadno$ci wynikow obliczen, otrzymywane ta droga réwnania ruchu ukiadu
zredukowanego czg¢sto charakteryzuja si¢ ztym uwarunkowaniem macierzy, czyli problemom tzw.
sztywno$ci numerycznej, prowadzacych do niestabilno$ci ich numerycznego catkowania, [45].
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W zwiazku z powyzszym, podstawowym zadaniem proponowanej w pracy metodyki
modelowania  dyskretno-ciaglego  wybranych ukltadéw mechanicznych jest uniknigcie
wspomnianych mankamentow metody elementow skonczonych przy jednoczesnym zachowaniu jej
zalet, badz nawet dalszemu podniesieniu ich znaczenia. Dlatego zostanie przyj¢ta taka sama jak w
przypadku MES technika modelowania strukturalnego polegajaca na zastgpowaniu poszczegolnych
fragmentow rozpatrywanego uktadu rzeczywistego prostymi elementami skladowymi petnigcymi
okreslone funkcje i charakteryzujacymi si¢ przy tym stosunkowo duza tatwoscia identyfikowania
ich parametrow.

2.1 Podstawowe zalozenia koncepcji lepko-sprezystych makroelementow ciaglych

Rozpatrzmy typowa belkg, o§ lub wal o skokowo-zmiennym przekroju poprzecznym
spotykany powszechnie w rzeczywistej maszynie lub uktadzie jezdnym pojazdu i przedstawiony
schematycznie na rysunku 2.5. Ze wspomnianych powyzej wzgledéw konstrukcyjnych i
technologicznych mozna w nim wyr6ézni¢ n segmentoOw o stalym badz w przyblizeniu statym
przekroju poprzecznym. Wprowadzmy ponadto inercjalny, ortokartezjanski, prawoskrgtny uktad
wspotrzednych O ’x’y’z’, ktorego 0§ O ’x’ jest rownolegla do nieodksztatconej osi watu z rys. 2.5, a
jej poczatek odpowiada potozeniu lewego przekroju skrajnego pierwszego segmentu watu.
Poniewaz w tym uktadzie wspotrzednych mozna opisa¢ ruch catego watu wraz z ewentualnymi
elementami bezposrednio z nim wspodtpracujacymi, na przyktad tarczami, wirnikami, podporami,
tozyskami 1 innymi, ten uktad wspotrzednych bedziemy nazywali uktadem globalnym. Niezaleznie,
z kazdym i-tym segmentem walu zwigzujemy nowy ortokartezjanski prawoskrgtny uktad
wspotrzednych Oxyz, ktorego o§ Ox pokrywa si¢ z odcinkiem osi O’x’, a jej poczatek odpowiada
potozeniu lewego przekroju skrajnego tego segmentu, jak pokazano na rys. 2.5. Mozna przyjac, ze
osie Oy 1 Oz sa odpowiednio rownolegte do osi Oy’ 1 O’z uktadu O'x’y z’. Wowczas wspodirzedne
obu uktadow spetniaja nastgpujace wzajemne zaleznosci:

i-1
' '

xzx—ZIj 1 y=y', z==2,

Jj=1

gdzie /; jest dlugos$cia danego segmentu watu, i=1,2,....n. W ukladzie wspoirzednych Oxyz, mozna
opisa¢ ruch jedynie i-tego segmentu watu. Dlatego uktad ten bedzie dalej nazywany uktadem

lokalnym.
Cen) () [l | % (0 —/._
@ @1 @) (i+2 (1]
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Rys. 2.5 Schematyczne przedstawienie stopniowego watu maszynowego z tarczami wirnikowymi

x
o

Stosujac do analizy drgan gigtnych, skre¢tnych czy osiowych walu pokazanego na rys. 2.5
metod¢ elementow skonczonych, zgodnie z [60, 92] kazdy i-ty jego segment zastgpujemy w modelu
mechanicznym jednym badz kilkoma jednowymiarowymi elementami prgtowymi (do analizy drgan
tylko skretnych albo osiowych) lub elementami belkowymi (do analizy drgan gi¢tnych albo gigtno-
skretnych). Rysunek 2.6 przedstawia i-ty cylindryczny segment watu maszynowego z rys. 2.5 o
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dhugosci /; 1 polu powierzchni przekroju poprzecznego A4; wraz z przylegla sztywna tarcza
reprezentowany przez 4 belkowe elementy skonczone o tym samym polu powierzchni przekroju
poprzecznego A; 1 dlugosciach [, i=1,2,...,n, j=1,2,3,4, takich, ze

4
Zl!/' =1;.
j=1

Elementy te maja ponadto taka sama sztywno$¢ na zginanie EI; oraz na skrg¢canie GJy. Tarcze
sztywna przylegajaca do pierwszego elementu, rys. 2.6, charakteryzuja masa m; oraz $rednicowy i
biegunowy masowy moment bezwtadnosci - odpowiednio J; 1 Iy;,. Stosujac MES i-ty segment watu
mozna zastapi¢ jednym badz kilkoma belkowymi elementami skonczonymi w zaleznosci od jego
dhugosci /; oraz od wymaganej doktadnosci, tzn. zaggszczenia siatki dyskretyzacji. Na przykiad w
przypadku tylko jednego elementu, tj. j=1, ruch gigtno-skr¢tny i-tego segmentu watu jest opisany za
pomoca 10 stopni swobody, [92]. Natomiast przy podziale i-tego segmentu walu na 4 elementy
belkowe, tj. j=4, otrzymujemy poduktad drgajacy o 25 stopniach swobody. Tak wigc ruch modelu
dyskretnego otrzymanego metoda elementéw skonczonych catego watu maszynowego pokazanego
na rys. 2.5 o n cylindrycznych segmentach o statych przekrojach poprzecznych 4, i=1,2,...,n,
mogiby by¢ opisany przynajmniej (n+1)x5 stopniami swobody przy zastapieniu kazdego segmentu
tylko jednym elementem skonczonym. W przypadku bardziej doktadnego modelowania, tzn. przy
podziale segmentu na j elementéw skonczonych, liczba stopni swobody wzrostaby odpowiednio do
wartosci (nxj+1)x5. Typowy jednowymiarowy model mechaniczny uktadu wirujacego maszyny do
analizy drgan gigtnych, skrgtnych i osiowych jego walu otrzymany metoda belkowych elementow
skonczonych przedstawiono na rysunku 2.7. Nalezy zauwazy¢, iz w tym modelu uwzgledniono
podparcia watu za pomoca oscylatorow lepko-bezwtadno$ciowo-sprezystych o dwoch stopniach
swobody kazdy.

mi,z(,‘,]oi SDAL': E]g, G]oi
Gtt) | |Qét)

—#—4—0—T—T

»* »* »* *
[54 2 1'53 /'4;4

=

0 l; %

Rys. 2.6 Cylindryczny segment watu maszynowego zdyskretyzowany metoda elementow skonczonych

Zastapmy wigc i-ty segment walu maszynowego pokazany na rys. 2.5 cylindrycznym elementem
lepko-sprezystym o parametrach roztozonych w sposéb ciagly o tej samej dtugosci /; i polu
powierzchni przekroju poprzecznego A; oraz o takich samych sztywnos$ciach na zginanie EI; i na
skrgcanie GJy; jak elementy skonczone pokazane na rys. 2.6. Do lewego przekroju skrajnego tego
elementu niech przylega taka sama tarcza sztywna o masie m; oraz $rednicowym i biegunowym
masowym momencie bezwtadnosci odpowiednio J; i Iy;, jak przedstawiono na rysunku 2.8a. Ze
wzgledu na ciagle roztozenie masy oraz wiasnosci sprezystych i dyssypatywnych wzdtuz osi Ox
takiego makroelementu nie ma potrzeby dzielenia go na krotsze podelementy, tak jak to miato
miejsce w przypadku zastosowania MES w celu uzyskania wigkszej dokladnosci modelowania.
Dlatego wigc w odroznieniu od klasycznych elementéw skonczonych, element ciagly pokazany na
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Rys. 2.7 Jednowymiarowy model uktadu wirujacego maszyny otrzymany metoda elementow skonczonych

rys. 2.8a bedziemy nazywali dalej makroelementem. Ponadto, poniewaz w tym makroelemencie
obok roztozonych w sposob ciagly wilasnosci sprgzystych uwzgledniono réwniez zdolnosé
dyssypowania energii drgan, zaproponowano jego petna nazwg ,lepko-spr¢zysty makroelement
ciagly” (L-SMC).

(a) (b)
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Rys. 2.8 Reprezentacja cylindrycznego segmentu watu w postaci ,,lepko-sprezystego makroelementu ciagtego” (L-
SMC) z tarcza wirnikowa zamocowana w sposob sztywny (a) i podatny (b)

Jak wida¢, w przypadku modelowania metoda elementow skonczonych 1 lepko-sprezystych
makroelementow ciagtych (L-SMC), i-ty segment rzeczywistego watu maszynowego, osi lub belki
charakteryzuje si¢ identycznymi parametrami geometrycznymi, tj. dlugoscia /; 1 polem powierzchni
przekroju poprzecznego A;, parametrami sprezystymi, tzn. sztywno$ciami na zginanie E/; 1 na
skrecanie GJy;, oraz parametrami bezwtadno$ciowymi, tj. rozktadem masy watu, osi lub belki p4;,
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jak réwniez wspomnianymi powyzej parametrami bezwladnosciowymi tarczy sztywnej m;, J; 1 ly;,
gdzie p oznacza ggstos¢ materialu watu, osi, wzglednie belki z rys. 2.5. Jezeli na i-ty segment dziata
obciazenie zewnetrzne opisane wzdluz jego dlugosci zadana funkcja rozktadu g¢(x,f), to w
przypadku L-SMC zostaje ono przylozone w sposob naturalny jako obciazenie zewngtrzne
roztozone w sposob ciagly. Natomiast w przypadku zastosowania MES obciazenie to najczgsciej
zostaje sprowadzone do weztow w postaci sit lub momentow skupionych Qy(#), rys. 2.5,
otrzymywanych z funkcji rozktadu gi(x,f) za pomoca odpowiednich metod opisanych w [60, 92].
Ponadto, dodatkowa r6znica migdzy klasycznym podejsciem MES a proponowanym L-SMC moze
by¢ pewna modyfikacja modelowania osadzenia tarczy, ktéra jest zazwyczaj mocowana w
skrajnym przekroju poprzecznym segmentu w sposob sztywny, tak jak pokazano na rysunkach 2.6 i
2.8a. Tarczg ta mozna réwniez zamocowac lepko-sprezyscie za pomoca niewazkiej membrany o
zadanej sztywnosci srednicowej 1 osiowej, rys. 2.8b.

Reasumujac mozna stwierdzié, ze w mysl przyjgtych powyzej zatozen model MES i L-SMC
i-tego segmentu watu maszynowego z rysunku 2.5 sa réwnowazne pod wzgledem parametrow, tzn.
wymiarow geometrycznych, tj. dlugosci /;, pola powierzchni przekroju poprzecznego A;, i
geometrycznych momentéw bezwtadnosci przekroju 1, Jy;, statych materiatlowych p, £ 1 G oraz
parametrow bezwladno$ciowych tarczy sztywnej, tj. masy m; 1 jej masowych momentow
bezwladnosci J; 1 [ Parametry te ustalamy na przykiad na podstawie dokumentacji technicznej
badanego rzeczywistego obiektu. Nalezy w tym miejscu podkresli¢, iz stosujac obie wymienione
powyzej metody modelowania w przypadku kazdego i-tego segmentu watu popelniamy takie same
btedy identyfikacji jego parametrow. Uzyskiwane w dalszym toku postgpowania roznice
otrzymywanych wynikow beda konsekwencja zastosowanych opisow i rozwigzan matematycznych
odpowiadajacych obu metodom, przyjetym dalej uproszczeniom, przyblizeniom oraz technikom
symulacji drgan.

Nieco inaczej przedstawia si¢ problem opisu zjawiska dyssypacji energii drgan przez
tlumienie materiatowe w obydwu rozpatrywanych modelach. W przypadku modelowania i-tego
segmentu watu za pomoca MES najcze$ciej stosowany jest liniowy model tlumienia Kelvina-
Voigta. Ponadto, uzywany jest rowniez model, w ktorym zaktada si¢, ze opor thumienia przejawia
si¢ w postaci sil tarcia wewngtrznego proporcjonalnych do predkosci przemieszczen
poszczegbdlnych punktow elementu skonczonego, [92, 202]. Wowczas, opis matematyczny obu
jednoczesnie dzialajacych modeli ttumienia przyjmuje wygodna do obliczen formg tzw. ttumienia
proporcjonalnego, gdzie macierz wspotczynnikdéw tego thumienia jest kombinacja liniowa macierzy
bezwtadnos$ci i sztywnos$ci elementu skonczonego, [92]. Z kolei w przypadku modelowania i-tego
segmentu watu, osi czy belki za pomoca L-SMC przyjmowany jest takze model Kelvina-Voigta
jako tlumienia materialowego, [74], a sity ttumienia proporcjonalne do predkosci przemieszczen
przekrojow poprzecznych makroelementu maja tu charakter thumienia zewnetrznego. Ustalenie,
ktory z wymienionych opisow tlumienia materialowego jest blizszy rzeczywisto$ci, wymaga
weryfikacji do§wiadczalne;.

2.2 Klasyfikacja lepko-sprezystych makroelementow ciaglych

W zalezno$ci od rodzaju rozpatrywanych drgan lub charakteru zaktadanych odksztatcen
mozna wyszczegllni¢ nastepujace typy lepko-sprezystych  makroelementow  ciaglych
zdefiniowanych w poprzednim punkcie. Wymienione ponizej L-SMC przedstawiono na wspdlnym
rysunku 2.9.
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Rys. 2.9 Jednowymiarowy lepko-sprgzysty makroelement ciagly

a). Lepko-sprezysty ciagly makroelement pretowy

Za pomocg tego makroelementu mozna bada¢ drgania podtuzne (osiowe) pretow, drgania
poprzeczne strun oraz w przypadku kotowosymetrycznego przekroju poprzecznego takze drgania
skretne watow 1 osi. Przyjmuje sig tu, Ze zaznaczone na rys. 2.9 $rodki cigzkosci C i $cinania S
przekroju poprzecznego o polu powierzchni A; pokrywaja sig. Przy zalozeniu ptaskosci przekrojow
poprzecznych oraz w przypadku drgan skretnych zatozeniu tzw. zasady prostoliniowego elementu,
[74], rbwnaniem opisujacym ruch tych przekrojow jest znane hiperboliczne rownanie rozniczkowe
czastkowe typu falowego majace dodatkowy cziton wplywu tlumienia materialowego wedtug
wspomnianego powyzej modelu Kelvina-Voigta

2
010%0,(rr) 070, (x,0)
F(l + rj S TH > =4 (x,2), (2.1
Ox ot

gdzie w i-tym makroelemencie 6,(x,f) oznacza przemieszczenie podtuzne (drgan osiowych prgta),
przemieszczenie poprzeczne (drgan poprzecznych struny) lub przemieszczenie katowe (drgan
skretnych watu czy osi) przekroju poprzecznego o wspotrzednej przestrzennej x w chwili czasu .
Symbol I jest parametrem okres$lajacym sztywnos$¢ makroelementu rownym modutowi Younga E
w przypadku drgan osiowych, modutowi Kirchhoffa G dla drgan skretnych lub naciagowi 7 struny
drgajacej poprzecznie. Stata p oznacza ggsto$s¢ materialu makroelementu p - w przypadku drgan
osiowych preta i drgan skretnych walu lub odniesiona do diugo$ci mas¢ jednostkowa struny
drgajacej poprzecznie. Symbol 1 jest czasem retardacji thumienia materiatowego, a ¢,(x,f) oznacza
funkcje rozktadu (intensywno$¢) obciazenia zewngtrznego wzdluz osi makroelementu. Wspolna
nazwa ,,pretowy”’ tego makroelementu w trzech wymienionych przypadkach rodzajéw odksztatcen,
tj. podhuznych, poprzecznych i skretnych, jest pewna analogia do dwuwezlowego pretowego
elementu skonczonego stosowanego do analizy omawianych trzech rodzajéow drgan przy
wykorzystaniu MES, [92].

b). Lepko-sprezysty ciagly makroelement belkowy

Za pomoca tego makroelementu mozna bada¢ drgania gigtne belek, osi i watow. Podobnie
jak w przypadku makroelementu pretowego przyjmuje sig, iz zaznaczone na rys. 2.9 Srodki
cigzkosci C 1 $cinania S przekroju poprzecznego o polu powierzchni 4; pokrywaja si¢. Charakter
odksztalcen makroelementu belkowego zalezy od przyjetej teorii zginania. RoOwnanie ruchu
przekrojow poprzecznych obciazonego stala sila osiowa P; makroelementu belkowego wedlug
elementarnej teorii zginania Bernoulliego-Eulera ma nastgpujaca posta¢
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P 84vl- (x,1) 82vl- (x,1) 82"1- (x,1)
j ax4 + Pl axz + pAl 7 = ql (x, t), (22)
gdzie vi(x,f), i=1,2,...n, jest przemieszczeniem poprzecznym przekroju o wspolrzednej
przestrzennej x, a e oznacza czas retardacji thtumienia materiatowego opisanego modelem Kelvina-
Voigta przy zginaniu, [74]. W przypadku drgan przestrzennych belki, tj. w kierunku osi Oy i Oz
uktadu wspotrzednych  Oxyz, vix,t)=u(x,t)+jwi(x,t), gdzie wui(x,f) jest przemieszczeniem
poprzecznym przekroju w kierunku osi Oy, wi(x,f) oznacza przemieszczenie przekroju w kierunku
osi Oz, a j jest liczba urojona. Z postaci wzoru (2.2) wynika, ze drgania gi¢tne w ptaszczyznie Oxy
nie sa sprz¢zone z drganiami w plaszczyznie Oxz rdwnaniem ruchu. Moga by¢ one sprzgzone
warunkami brzegowymi opisujacymi na przykilad oddzialywanie podpér o niesymetrycznych
charakterystykach, [60, 81, 199]. Geometryczny S$rednicowy moment bezwtadnosci przekroju
poprzecznego I; w réwnaniu (2.2) jest taki sam jak w przypadku drgan w obu ptaszczyznach, co
odpowiada na przyktad przekrojowi kotowosymetrycznemu typowemu dla belek wirujacych, tj. osi
lub watow. Dodatni znak sity osiowej P; oznacza $ciskanie belki, a znak ujemny jej rozciaganie. Z
poréwnania réwnan (2.1) i (2.2) przy ujemnej sile P; wynika, iz makroelement prgtowy oraz
belkowy wedtug teorii zginania Bernoulliego-Eulera mozna by zastapi¢ jednym wspolnym
makroelementem. Niemniej jednak, przyjety podzial uzasadniaja zastosowania obu
makroelementéw do oddzielnych probleméw analizy drgan, co bedzie przedmiotem rozwazan w
nast¢pnych rozdziatach pracy.

EI-(1+e
! ot

W przypadku belek wirujacych stosuje si¢ bardzo czgsto teori¢ zginania Rayleigha
uwzgledniajaca bezwladno§¢ obrotowa przekrojow poprzecznych, efekty zyroskopowe oraz
rownomiernie roztozone na dlugosci makroelementu lepko-sprezyste izotropowe podparcie
reprezentujace na przyklad oddzialywanie uszczelnien watow maszyn wirnikowych, [60, 100, 101,
193]. Woéwczas, rownanie ruchu kotowosymetrycznych przekrojow poprzecznych makroelementu
ma postac nastepujaca:

4 3 2
R 07 (x,0) 87v.(x,1) 8V, (x,1)
o) ox ox2or? ox2or ot
ov.(x,t)
+c L + ksivi (x,1) =q; (x,t) (2.3)

81 ot
gdzie Q jest predkoscia katowa wirowania watu, ¢y 1 ky; oznaczaja odpowiednio wspotczynniki
ttumienia 1 sztywno$ci podparcia, a pozostale oznaczenia sa identyczne jak w réwnaniu (2.2).
Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku wirujacego makroelementu belkowego o réwnaniu ruchu (2.3)
sity zyroskopowe sprzggaja wzajemnie drgania w ptaszczyznach Oxy i Oxz.

Jak wiadomo, wymienione powyze] teorie zginania sa dostatecznie doktadne do celow
technicznych dla tzw. belek smuktych, tj. w ktérych stosunek dlugosci do s$redniej grubosci
(wysokosci) belki jest wigkszy od 10, [60, 74], lub w przypadku rozpatrywanych postaci drgan o
weztach na tyle od siebie oddalonych, by efekty §cinania przekrojow poprzecznych byly pomijalne.
Dotyczy to calej belki, a nie pojedynczego makroelementu reprezentujacego jedynie jej fragment w
postaci i-tego segmentu o stalym przekroju poprzecznym. W przypadku belek mniej smuktych
nalezy stosowa¢ bardziej doktadna teori¢ zginania Timoshenki. Woéwczas réwnanie ruchu
kolowosymetrycznych przekrojow poprzecznych i-tego makroelementu wirujacego z predkoscia
katowa Q przyjmuje postac
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gdzie k oznacza wspotczynnik $cinania przekroju poprzecznego belki, ktéry w przypadku
kolowosymetrycznego jest rowny 0.75, [60, 74]. Powyzsze rdéwnanie wyprowadzono przy
zatozonym takim samym czasie retardacji e ttumienia materialowego towarzyszacemu zginaniu i
$cinaniu belki. Zatozenie to mozna przyjmowaé¢ wowczas, gdy wspoOtczynniki thumienia
materialowego przy zginaniu np i $cinaniu ns spetniaja nast¢pujacy warunek:

Ns _Ms _
G E
traktowany jako dopuszczalne przyblizenie w zastosowaniach technicznych wg [73, 169].

¢). Lepko-sprezysty ciagly makroelement gi¢tno-skretny

Wedtug teorii zginania i1 skrgcania pretow prostych Kirchhoffa-Clebscha mate drgania
gietne 1 skretne rozsprzggaja si¢ wzajemnie przy kotowosymetrycznym przekroju poprzecznym
belki, osi lub watu. Dlatego, za pomoca ciaglych makroelementéw belkowych zdefiniowanych w
punkcie b) mozna budowa¢ strukturalne modele mechaniczne do analizy drgan gigtno-skrgtnych
opisujac ruch obrotowy kotowosymetrycznych przekrojow poprzecznych rownaniem (2.1) dla I'=G
1 u=p, gdzie sprzg¢zenie obu rodzajow drgan moze by¢ opisane rownaniami warunkow brzegowych,
na przyktad w przypadku uktadéw napedowych z przektadniami zgbatymi reprezentowanymi przez
odpowiednie bryly sztywne i bezmasowe elementy sprezysto-tlumiace, lub w przypadku uktadéw
wirujacych z niewyrownowazonymi statycznie badZz dynamicznie sztywnymi tarczami wirnikow,
kot zebatych, jezdnych, zamachowych i1 innych.

Sprzgzenie drgan skretnych z gigtnymi belki, osi lub watu nastgpuje rowniez w przypadku
kiedy $rodek ciezkosci C przekroju poprzecznego nie pokrywa si¢ ze srodkiem §cinania S, rys. 2.9,
[66, 67], oraz na skutek deplanacji przekrojow poprzecznych o nieregularnych ksztattach
geometrycznych badz tzw. pretow silnie zwinigtych, [191], nawet gdy wspomniane $rodki cigzkosci
C i $cinania S pokrywaja si¢. Pierwszy przypadek dotyczy przekrojow ceowych, teowych itp., czy
tzw. dlugich topatek maszyn przeptywowych. Przypadek drugi obejmuje dlugie silnie zwinigte
topatki wylotowe ostatnich stopni turbin niskiego ci$nienia parowych turbogeneratoréw
energetycznych, [3, 109]. W zwiazku z powyzszym, do analizy drgan gigtno-skretnych poza wyzej
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zdefiniowanymi ciagtymi makroelementami belkowymi wprowadzamy roéwniez lepko-sprezysty
ciagly makroelement gigtno-skretny w formie odcinka prostego preta zwinigtego w sensie podanym
w [191] o stalym przekroju poprzecznym i o dowolnym ksztalcie geometrycznym oraz o stalym
kacie zwinigcia. Z obydwu wymienionych powyzej przyczyn sprzgzenia drgan gigtnych ze
skretnymi ruch przekrojow poprzecznych i-tego ciaglego makroelementu gigtno-skretnego
wygodnie jest opisa¢ ukladem trzech réwnan rézniczkowych czastkowych, gdzie zginanie opisano
stosujac teorig belki Rayleigha
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i
gdzie [, I, oznaczaja geometryczne momenty bezwladno$ci przekroju poprzecznego
makroelementu wzgledem osi Oy 1 Oz, odpowiednio, /,.; jest geometrycznym momentem dewiacji
(lub dewiatorowym), 1, 1,.; sa geometrycznymi momentami biegunowo-osiowymi odpowiednio
wzgledem osi Oy 1 Oz, wyy; jest $rednim katem zwinigeia makroelementu przypadajacym na
jednostke jego dlugosci, ¢, c.; sa wspotrzednymi Srodka Scinania przekroju, /4 oznacza gldwny
wycinkowy geometryczny moment bezwladnosci przekroju, [60, 74], Jy; jest geometrycznym
momentem bezwtadnosci przekroju wyznaczajacym jego sztywno$¢ skrgtna wedlug Saint-Venenta
GJoi, M, ¢ sa wspotrzednymi w uktadzie gtownych osi bezwladnosci przekroju i-tego
makroelementu, /,; oznacza biegunowy geometryczny moment bezwladnosci przekroju wzgledem
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jego srodka cigzkosci, & T sa odpowiednio czasami retardacji thumienia materialowego w modelu
Kelvina-Voigta przy zginaniu i skrgcaniu, a g.i(x,t), g,ix.t), g-(x,t) oznaczaja odpowiednio funkcje
rozktadu wzdhiz dlugosci makroelementu (intensywno$¢) zewngtrznego momentu skrecajacego
oraz sit poprzecznych w kierunku osi Oy i Oz.

Poza analiza drgan gigtno-skretnych na przyklad prowadnic robotow przemystowych,
przgsel 1 innych o roznych ksztattach przekrojow poprzecznych belek, lepko-sprezyste
makroelementy gigtno-skretne, ktorych ruch opisany jest ukladem réwnan (2.5), moga by¢
wykorzystane do modelowania tzw. dtugich topatek wylotowych ostatnich stopni turbin parowych,
do analizy drgan ukladéw wirujacych z mikropgknigciami powodujacymi anizotropi¢ parametrow
przekrojow poprzecznych uszkodzonych fragmentéw watow i w efekcie sprzezenie drgan gigtnych
ze skre¢tnymi, a takze do analizy drgan ukladéw wirujacych majacych odcinki watow bez kotowej
symetrii ich przekrojow poprzecznych. Nalezy przy tym zauwazy¢, iz w przypadku badania drgan
gigtno-skretnych topatek turbinowych przy wykorzystaniu gigtno-skretnych L-SMC nalezy do
rownan (2.5) wprowadzi¢ cztony opisujace dziatanie odsrodkowej sity bezwtadnos$ci rozciagajace;j
wirujaca topatke, [3, 109].

d). Uwagi ogodlne dotyczace lepko-sprezystych makroelementow ciaglych

Zdefiniowane powyzej lepko-sprezyste makroelementy ciagte (L-SMC) charakteryzuja si¢
stalym przekrojem poprzecznym, podobnie jak klasyczne pretowe 1 belkowe elementy skonczone,
oraz stosunkowo prostymi czastkowymi rownaniami rozniczkowymi ruchu ich przekrojow
poprzecznych. Kazdemu i-temu makroelementowi badanej struktury drgajacej, na przyktad belki
lub watu, i=1,2,...,n, odpowiada takie rownanie zapisane w lokalnym uktadzie wspoirzednych Oxyz.
Dlatego taki opis ruchu pojedynczego makroelementu ciaglego mozna nazwac opisem lokalnym,
analogicznie jak w przypadku MES, gdzie dla kazdego elementu skonczonego budowane sa lokalne
macierze sztywnosci, thumienia i bezwtadnosci, [92]. Lokalny opis ruchu kazdego i-tego L-SMC za
pomoca oddzielnego prostego rownania jest wigc odmienny od powszechnie stosowanych
dotychczas opisow globalnych, na przyktad w [60, 76, 77, 100, 101, 129, 193], tj. za pomoca
jednego czastkowego rownania rozniczkowego ruchu catej drgajacej struktury modelowanej w
sposob ciagly, gdzie uwzglednienie zmiennos$ci parametrow jej przekroju poprzecznego,
skupionych podpar¢, wystgpowania nieciagto$ci strukturalnych w postaci bryl sztywnych
reprezentujacych na przyktad wirniki, kota zgbate, zamachowe i inne, prowadza do zlozonej postaci
takiego rownania, a w konsekwencji do trudnosci badz nawet niemozliwosci jego rozwiazania.

Nalezy przy tym podkresli¢, ze dlugo$¢ makroelementu ciaglego, szczegdlnie belkowego
lub gigtno-skretnego, nie ma zwiazku z przyjmowang teorig zginania ze wzgledu na jego smuklosé.
Pojedynczy makroelement jest tylko komponentem modelowanej struktury drgajacej, a o wyborze
danej teorii zginania, tj. Bernoulliego-Eulera, Rayleigha czy Timoshenki, decyduje przede
wszystkim smukto$¢ catej belki, osi lub watu oraz zakres badanych czestosci drgan, gdzie
wzajemne odlegtosci kolejnych weztéw postaci drgan wiasnych odpowiadajacej najwigkszej
rozpatrywanej czestoSci wlasnej okresla potrzebe uwzglednienia na przyktad efektow S$cinania
przekrojow.

Waznym aspektem jednowymiarowego modelowania struktur ciaglych przy wykorzystaniu
L-SMC jest zachowanie witasciwych proporcji zmian wartosci pol powierzchni przekrojow
poprzecznych sasiadujacych ze soba kolejnych makroelementow. W przypadku duzych naglych
zmian pola przekroju poprzecznego struktury, na przyktad kolejnych segmentéw walu stopniowego,
charakter jej odksztatcen w okolicach skoku wartosci pola przekroju szczegolnie przy wyzszych
postaciach drgan powodujacy deplanacj¢ przekrojow poprzecznych moze nie pozwala¢ na przyjgcie
zalozenia ptlaskich przekrojow dla L-SMC. Woéwczas, analizowany dynamicznie uktad nalezatoby
modelowa¢ trojwymiarowo. Jednak tego typu przypadki wystgpuja w praktyce rzadko ze wzgledu
na uwarunkowania konstrukcyjne 1 technologiczne rzeczywistych czg§ci maszyn 1 urzadzen,
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ktorych zbyt duze skokowe zmiany pol przekrojow poprzecznych prowadzityby do trudnosci
wykonawczych oraz towarzyszylyby im nadmierne spigtrzenia naprezen. Mimo to, w zakonczeniu
pracy zostanie przeprowadzona analiza wplywu skokowej zmiany wartosci pola przekroju
poprzecznego dwoch sasiadujacych makroelementow ciaglych na dokladno$¢ uzyskiwanych
wynikéw otrzymywanych przy wykorzystaniu jednowymiarowego modelu ciaglego oraz
tréjwymiarowego modelu MES.

Oproécz przyjetego w zdefiniowanych powyzej lepko-sprezystych makroelementach ciaglych
modelu ttumienia materiatowego Kelvina-Voigta do analizy drganh stosowane sa rowniez inne, w
tym bardziej zlozone, modele reologiczne materiatu, na przyktad model Maxwella, Boltzmanna,
Biota, Zenera i inne oraz kombinacje modelu Kelvina-Voigta i Maxwella m. in. w postaci tzw.
modelu standardowego, [74, 92]. Na przyklad w [60] uzalezniono intensywno$¢ tlumienia w
materiale wirujacego ciagltego watu od jego predkosci katowej. Prowadzi to do znacznego
skomplikowania wyprowadzonego w efekcie rozniczkowego czastkowego rownania ruchu, w
ktérym pojawiaja si¢ dodatkowe czlony zawierajace czastkowe pochodne mieszane oraz pochodne
wyzszych rzedow wzgledem czasu. Jednak jak wynika z licznych weryfikacji do§wiadczalnych,
nawet ztozone 1 oparte na racjonalnych podstawach teoretycznych modele tlumienia czgsto
zawodza. W zwiazku z tym, zastosowanie stosunkowo prostego modelu ttumienia materialowego w
zdefiniowanych powyzej lepko-spr¢zystych makroelementach ciagtych wydaje si¢ uzasadnione,
szczegoOlnie w pierwszym etapie formutowania proponowanej w pracy metodyki modelowania i
analizy drgan omawianych uktadow mechanicznych.

2.3 Zastosowanie elementow o parametrach dyskretnych

W proponowanych w pracy modelach mechanicznych do analizy drgan gietnych, skretnych
1 osiowych uktadéw napgdowych, maszyn wirnikowych, uktadéw jezdnych pojazddéw, prowadnic
robotow przemystowych i innych podstawowe elementy doznajace odksztatcen, tj. waty, osie, belki,
prowadnice itp., sa reprezentowane przez odpowiednie kombinacje lepko-sprezystych
makroelementéw ciagtych (L-SMC) zdefiniowanych w poprzednich podpunktach. W zaleznosci od
konkretnego przypadku badanego obiektu, wymienione powyzej waly, osie, belki itp. oddzialywuja
z otoczeniem, czyli z pozostalymi elementami maszyny czy pojazdu, poprzez réznego rodzaju
podpory, lozyska, przeguby, sprzggla, przektadnie, kontakt toczny i inne. Elementy te przylegaja
badz sa zamocowane do osi belek lub watéw w sposob lokalny, tzn. na stosunkowo lub znikomo
matej dlugosci w porownaniu z catkowita dlugoscia poszczegodlnych ich segmentow o statym
przekroju poprzecznym. Dzigki temu w modelach mechanicznych mozna wymienione powyzej
podparcia, polaczenia i zamocowania potraktowa¢ jako skupione w odrdznieniu na przyktad od
uszczelnien watow maszyn wirnikowych, ktorych witasnosci lepko-sprezyste nalezy modelowac
jako roztozone w sposob ciagly na pewnej skonczonej dtugosci watu, belki czy osi. Poniewaz masy
elementow omawianych podpar¢, polaczen i zamocowan, tj. przegubow, filméw tozyskowych,
wktadek sprzegietl podatnych, resorow, poduszek powietrznych, zazgbien przektadni zgbatych itp.
sa zazwyczaj male lub bardzo mate w porownaniu z masami belek, osi czy walow ich wiasnosci
lepko-sprezyste mozna reprezentowa¢ w modelu za pomoca bezmasowych elementow sprezysto-
ttumiacych o liniowych lub nieliniowych charakterystykach. Ponadto, czgsto sztywnosci
omawianych podpar¢, potaczen i zamocowan sa znacznie mniejsze od sztywnosci belek, osi czy
watéw powodujac efekty tzw. slabych sprzgzen dynamicznych z ruchami pozostatych czgsci
maszyny czy pojazdu, tj. na przyklad fundamentow, karoserii, korpuséw, ram no$nych, obudow
tozysk i innych, dzigki czemu jedynie wiasnosci bezwladnosciowe tych czgsci moga miec istotny
wplyw na badane procesy drgan gi¢tnych, skre¢tnych i osiowych. Dlatego w proponowanych w
pracy modelach mechanicznych moga one by¢ reprezentowane jako bryty sztywne o skonczonych
badz nieskonczonych statych lub zmiennych masach i masowych momentach bezwtadnosci.
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Rys. 2.10 Model mechaniczny o parametrach dyskretnych

W zwiazku z powyzszym, bryly sztywne wraz ze wspomnianymi powyzej bezmasowymi
elementami sprezysto-tlumiacymi tworza klasyczne oscylatory lepko-bezwladnosciowo-sprezyste o
parametrach dyskretnych oddziatywujace z belkami, osiami 1 walami reprezentowanymi z kolei
przez L-SMC. Taki przykladowy oscylator jest pokazany na rysunku 2.10. Ruch oscylatoréw
opisany jest znanymi liniowymi, nieliniowymi badz parametrycznymi rOwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi drugiego rzgdu

M (2.5(0) &) + C . (1,5(1), %)) ) + K 1 (1,5() 5(0) =
= F 1500, 80,0(0,,0).8010,00,0).660,,1) ). (2:6)
l l 1 1

gdzie s(f) oznacza wektor wspotrzednych uogdlnionych s(r), My, Cr, Kr sa macierzami
odpowiednio bezwladnos$ci, thumienia i1 sztywnosci, a Fr jest wektorem wymuszen zewngtrznych
zawierajacym rowniez cztony sprzggajace ruch oscylatora z ruchami L-SMC.

2.4 Budowanie dyskretno-ciaglego modelu mechanicznego calego badanego obiektu

Przy wykorzystaniu zdefiniowanych w powyzszych punktach lepko-sprezystych
makroelementow ciaglych i elementow o parametrach dyskretnych mozna budowac strukturalne
modele fizyczne do analizy drgan gigtnych, skretnych i1 osiowych rozpatrywanych uktadow
mechanicznych. Budowanie tych modeli do analizy rozpatrywanego rodzaju drgan polega na
wzajemnym faczeniu odpowiednich L-SMC 1 oscylatoréw dynamicznych o parametrach
dyskretnych zgodnie ze struktura badanych obiektow rzeczywistych. Takie postgpowanie jest
podobne do tworzenia modeli strukturalnych za pomoca MES droga laczenia, czyli syntezy,
poszczegolnych elementéw skonczonych. Przykladowy, roéwnowazny pokazanemu na rys. 2.7
modelowi otrzymanemu metoda elementow skonczonych w sensie przyjetych powyzej zatozen
dyskretno-ciagly model mechaniczny ukladu wirujacego maszyny do analizy drgan gigtnych,
skretnych 1 osiowych watu zbudowany z L-SMC 1 oscylatorow dynamicznych o parametrach
dyskretnych przedstawiono na rysunku 2.11. Natomiast zupelnie rézne sa sposoby budowania
modeli matematycznych przy wykorzystaniu obu omawianych metod. W przypadku metody
elementow skonczonych opis matematycznej syntezy pojedynczych elementéw sprowadza si¢ do
taczenia odpowiadajacych tym elementom lokalnych macierzy sztywnos$ci, tlumienia 1
bezwladnosci do postaci odpowiednich macierzy globalnych wystgpujacych w roéwnaniach
rozniczkowych zwyczajnych ruchu catego rozpatrywanego ukladu mechanicznego, na przyktad
modelu uktadu pokazanego na rys. 2.7. Liczba tych rownan odpowiada wtedy catkowitej liczbie
stopni swobody globalnego modelu MES. Rozwiazujac te rOwnania przy wykorzystaniu znanych
metod prowadzi si¢ ilosciowa i1 jako$ciowa analiz¢ dynamiczna.

27



Rys. 2.11 Jednowymiarowy dyskretno-ciagly model uktadu wirujacego maszyny otrzymany przy wykorzystaniu
L-SMC i oscylatoréw dynamicznych o parametrach dyskretnych

W przypadku metodyki proponowanej w pracy tworzenie modelu matematycznego
opisujacego ruch catego badanego obiektu przebiega w odmienny sposdb. Mate drgania przekrojow
poprzecznych L-SMC opisane sa stosunkowo prostymi liniowymi roéwnaniami roézniczkowymi
(2.1), (2.2), (2.3), (2.4) 1 (2.5), ktore nalezy rozwiazywac przy zadanych warunkach brzegowych i
poczatkowych. Laczenie poszczegdlnych L-SMC sprowadza si¢ do wyprowadzania odpowiednich
kinematycznych 1 dynamicznych warunkow zgodnosci ruchu przekrojow skrajnych spajanych ze
soba makroelementéw. Poniewaz do przekrojow tych mozna réwniez dotacza¢ odpowiednie
oscylatory dynamiczne o parametrach dyskretnych, réwnania ich ruchu zostaja sprzegane z
wymienionymi powyzej warunkami zgodnos$ci. W ten sposob do réwnan ruchu przekrojow
poprzecznych L-SMC dokonuje si¢ formutowania warunkéw brzegowych, sposrdéd ktorych w
przypadku przekrojow skrajnych bezposrednio do siebie przylegajacych makroelementéw mozna
wyroznic:

- warunki brzegowe geometryczne, czyli warunki zgodnos$ci przemieszczen translacyjnych i
katowych,

- warunki brzegowe dynamiczne (zwane réwniez naturalnymi, na przykiad w [113]), a wigc
roOwnania rownowagi sit i momentow bezwladnosciowych, sprezystych, dyssypatywnych,
zyroskopowych, niewyréwnowazen statycznych i dynamicznych, reakcji podpar¢, kontaktu z
otoczeniem lub innymi elementami rozpatrywanego ukladu mechanicznego, wymuszenia
zewnetrznego 1 innych.

W przypadku ogdélnym, oznaczajac poszczegdlne ww. cztony odpowiednimi indeksami mozna w
przekroju potaczenia i-1szego L-SMC z i-tym rownania dynamicznych warunkéw brzegowych
zapisa¢ nastepujaco:

- warunek zgodnos$ci sit poprzecznych lub podtuznych (na przyktad przy zginaniu belek lub
$ciskaniu/rozciaganiu pretow)
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R (vi CHRBENES t)) + RN [vl_ (x, t)) + R UNB; [el_ (x,1), Q(t)j +
+Rgup; [vl_ (0.5, (z)] +9N CNTZ-(VZ, (x.0).0.(x.0).5, (z)] +RGyR; [vl_ (v, t),Q(z)] + 27
+Rprg; (\&(x 1), (& (x,1), ngf (t)) SEXTi (t, o (0),v.(x.0), el, (0,5, (t)}
- warunek zgodno$ci momentéw zginajacych (przy zginaniu belek)
NELi(V,' (v, (s (z)) + N\ [sm (t)j + NUNBi(ei (r.0).s (t),Q(t)) +
+Nprs; [\Xlg(x, 1), sglcn (t)) +NeNTS (sm (), 91, (x, t)) +NGyR; [sm (@), Q(t)) = (2.8)

- 2
= ‘SEXTi(t’ Q (t),sm (@), Ol. (x, t)j,

- warunek zgodnos$ci momentow skrecajacych (przy skrecaniu watow lub topatek turbinowych)

NEL [el_ 00,0, )+ 8 (0,0 |+ 8 g (0,0 (s @.00 )+ 29)
N pisi{ 00 J#8 oy (7,000,660 ) = S (13, (00,6, () )
dla x= Z [., i=12,..,n+1,
=rh

gdzie si(f) 1 s,(f) sa wspotrzednymi uogoélnionymi opisujacymi ruch odpowiednich oscylatorow, a
indeksy poszczegélnych czlondw oznaczaja sity lub momenty: EL — sprezyste, IN —
bezwladnosciowe, UNB — niewyréwnowazenia, SUP — reakcji podparcia, CNT — kontaktowe, GYR
— zyroskopowe, DIS — dyssypatywne oraz EXT — wymuszenia zewngtrznego. Pozostate oznaczenia
sa identyczne jak w rownaniach poprzednich. Rdéwnania te sa rownaniami rozniczkowymi
czastkowymi lub czastkowo-zwyczajnymi ze wzgledu na mozliwo$¢ ich sprzg¢zenia z rdwnaniami
ruchu oscylatorow. Moga one mie¢ czlony liniowe, nieliniowe i parametryczne. Za pomoca tych
zwiazkOw wyrazone sa wspomniane we ,,Wstgpie” zrddta nieliniowosci badz silnych nieliniowosci
typu lokalnego wystepujace zazwyczaj w maszynach i pojazdach. Ponadto, rownania rownowagi sit
(2.7), momentow zginajacych (2.8) i momentow skrecajacych (2.9) moga by¢ ze soba sprzgzone, co
zaznaczono za pomoca odpowiednich argumentow wystepujacych w poszczegolnych cztonach.

2.5 Uwagi dotyczace warunkow poczatkowych ruchu opisanego dyskretno-ciaglymi modelami
mechanicznymi

Zaré6wno réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace ruch elementéw modelu dyskretno-
ciagtego o parametrach dyskretnych oraz réwnania rdézniczkowe czastkowe opisujace ruch
przekrojow poprzecznych lepko-sprezystych makroelementéw ciaglych sa rozwiazywane przy
zadanych warunkach poczatkowych. Dobor konkretnej postaci warunkéw poczatkowych jest
uzalezniony od specyfiki badanego obiektu rzeczywistego, na przyktad czy jest on konstrukcja lub
ukladem mechanicznym, cech modelu mechanicznego, tj. liniowego, parametrycznego badz
nieliniowego, oraz od oczekiwanego charakteru drgan, tzn. czy przewidywany jest proces ustalony
lub przejSciowy. Najprostsza forma warunkow poczatkowych sa tzw. warunki zerowe na
przemieszczenia 1 predkosci zakladajace catkowity bezruch uktadu w chwili na przyktad
rozpoczynania symulacji drgan. Sa one zadawane w wielu przypadkach konstrukcji i uktadow
mechanicznych. Do symulacji ustalonych drgan liniowych 1 parametrycznych modeli dyskretnych
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mozna wyznacza¢ warunki poczatkowe w sposob $cisty. Przyktadowo, jedna ze znanych metod
stosowanych w modelach liniowych jest rozwinigcie wymuszen zewngtrznych w szereg Fouriera i
wykorzystujac zasade superpozycji zatozenie ruchu uktadu w formie odpowiednich przebiegow
harmonicznych, [92]. Rozwiazujac otrzymywany w wyniku uklad réwnan algebraicznych mozna
wyznaczy¢ warunki poczatkowe ruchu ustalonego w zadanej chwili. Do wyznaczania warunkow
poczatkowych drgan ustalonych dyskretnych modeli parametrycznych mozna stosowa¢ metody
badania stabilno$ci uktadow periodycznych oparte na teorii Floqueta-Lapunowa i sprowadzajace si¢
do obliczania tzw. macierzy przejScia ich réwnan ruchu we wspohrzgdnych stanu, [53].
Implementacja takich metod wyznaczania warunkéw poczatkowych ruchu modeli dyskretno-
ciagtych wydaje si¢ klopotliwa ze wzglgdu na pracochtonno$¢ oraz na $cistos¢ otrzymywanych
warunkow tylko w przypadku ruchu ustalonego modeli liniowych lub parametrycznych. Dlatego do
potrzeb symulacji drgan wymuszonych modeli dyskretno-ciagtych, szczegdlnie nieliniowych,
korzystniejszym wydaje si¢ stosowanie prostych warunkow poczatkowych, konsekwencja czego
jest powstawanie standw przejsciowych we wstgpnym okresie symulacji, przechodzenie przez ktore
staje si¢ coraz mniej czasochlonne dzigki stale rosnacym mocom obliczeniowym wspotczesnych
komputerow. Uzyskany w nastgpstwie stan ustalony badanego procesu drgan moze stanowic
naturalng forme warunkéw poczatkowych drgan przejSciowych bedacych w zadanym przypadku
celem przeprowadzanych badan.

W zwiazku z powyzszym, oproécz wspomnianych powyzej warunkow zerowych do mato
ztozonych warunkéw poczatkowych mozna zaliczy¢ warunki statyczne, kinetyczne oraz quasi-
statyczne, ktore daja sig¢ sformutowac za pomoca jednolitego zapisu

or.(x,t) ds, () ~

1 — — —
o T oris SO =50 = T = Vosk

r; (x,2) = "oi (x), dlatr=0, (2.10)

gdzie ri(x,f) oznacza przemieszczenie przekroju poprzecznego o wspotrzednej przestrzennej x dla i-
tego L-SMC, a si(f) jest wspotrzedna uogdlniona opisujaca ruch k-tego elementu modelu o
parametrach dyskretnych. Opierajac si¢ o zaleznosci (2.10) mozna zdefiniowa¢ wymienione
powyzej rodzaje warunkéw poczatkowych:

- W przypadku warunkow statycznych zakladamy, ze vy,(x)=0 1 vo=0, tzn. ukiad jest w stanie
bezruchu lecz pod wptywem obciazenia statycznego, na przyktad grawitacyjnego w przypadku
konstrukcji badz wynikajacego ze znamionowych warunkow pracy uktadu mechanicznego w
ruchu podstawowym. Wowczas funkcje ro,(x) 1 stale sox wyznaczamy za pomoca znanych metod
statyki uktadéw liniowych lub nieliniowych w zaleznosci od konkretnego przypadku badanego
obiektu.

- W przypadku warunkéw kinetycznych zakladamy, ze rp(x)=0 1 so;=0, tzn. uktad nie jest
obciazony ani statycznie ani dynamicznie, lecz jego nieodksztalcone elementy poruszaja sig
jedynie z zadanymi predkos$ciami wynikajacymi z warunkow ruchu podstawowego, na przyktad
w przypadku uktadu drgajacego skrgtnie mozna zatozy¢, ze vo,.(x)=Q=const, gdzie (), jest stata
poczatkowa predkoscia wirowania nieodksztatconego skretnie watu.

- W przypadku warunkéw quasistatycznych zaktadamy, ze roi(x), Sox, Vori(x), vosk#0, tzn. uktadowi
zadano zaré6wno wstepne obciazenia statyczne oraz poczatkowe predkosci jego elementow. W
zwiazku z powyzszym, poczatkowe warunki quasistatyczne sa polaczeniem warunkow
statycznych 1 kinetycznych.

Tytulem podsumowania nalezy stwierdzi¢, ze proponowane w pracy modele mechaniczne
bedace kombinacja elementéw o parametrach roztozonych w sposob ciaglych, tj. L-SMC, oraz
elementow o parametrach dyskretnych, tzn. dyskretnych lepko-bezwtadno$ciowo-sprezystych
oscylatorow dynamicznych, daja w efekcie modele dyskretno-ciagle zwane réwniez modelami
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hybrydowymi catych badanych obiektow rzeczywistych. Przy zadanych warunkach poczatkowych
liniowe roéwnania rozniczkowe czastkowe (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5) rozwiazywane z liniowymi
geometrycznymi warunkami brzegowymi oraz z zazwyczaj nieliniowymi dynamicznymi
warunkami brzegowymi (2.7), (2.8) i (2.9) sprzgzonymi czg¢sto z liniowymi badZz nieliniowymi
roOwnaniami ruchu oscylatorow (2.6) stanowia sformutowanie modelu matematycznego opisujacego
ruch dyskretno-ciagltych modeli mechanicznych.

31



3. Metodyka rozwigzywania problemu

W proponowanej w pracy metodyce modelowania i analizy dynamicznej wybranych
uktadow mechanicznych i konstrukcji wykorzystywane sa analityczne rozwiazania czastkowych
rownan rozniczkowych ruchu przekrojow poprzecznych lepko-sprezystych makroelementow
ciagtych (L-SMC) przy zadanych, najczgs$ciej zlozonych geometrycznych i dynamicznych
warunkach brzegowych. Wybdr rozwiagzania jest uzalezniony od typu rdwnania.

3.1 Rozwiazanie falowe typu d’Alemberta

Falowe rozwiazanie analityczne typu d’Alemberta moze by¢ zastosowane do L-SMC
pretowego, ktorego ruch przekrojéw poprzecznych jest opisany hiperbolicznym roéwnaniem ruchu
(2.1) przy pominigciu ttumienia materiatowego, tj. przy 1=0. Takie uproszczenie mozna uzasadnic¢
niskim zazwyczaj poziomem tlumienia wielu materialow konstrukcyjnych, w szczegdlnosci stali,
oraz mozliwo$cia wprowadzenia materiatowego ttumienia zastgpczego sprowadzonego do brzegdw
makroelementow, czyli do ich obydwu skrajnych przekrojéw poprzecznych o wspotrzednych x=0
oraz x=I[; w lokalnym uktadzie Oxyz. Woéwczas rozwiazan réwnan (2.1) dla 1=0 oraz przy
warunkach poczatkowych (2.10) i zadanych warunkach brzegowych poszukujemy w postaci, [24,
26, 27,31, 33,34, 108, 118-122, 139-141, 173, 176, 177]:

¢ XX +a(t—tol. -1)

- P _ _ 1
Gl-(x,t)—fl.(a(t tOl.) X+ X )Fgl-(a(t tol.)+x Xo; )+ 2(j)dr jt t qi(i,r)dé, (3.1
X = xg; mall=1p, =)
gdzie i=1,2,...n, a= ,/% jest predkoscia sprezystej fali podtuznej, poprzecznej lub skretnej w

zalezno$ci od typu makroelementu prgtowego, funkcja f; reprezentuje zaburzenie, odpowiednio
podtuzne, poprzeczne lub skretne, przemieszczajace si¢ z predkoscia a w kierunku zgodnym z osia
Ox lokalnego uktadu wspoétrzednych lub z osia O’x’ globalnego uktadu wspotrzednych, rys. 2.5, a
funkcja g; reprezentuje falg przemieszczajaca si¢ z ta sama predkoscia a w kierunku przeciwnym do
osi Ox 1 O’x’. State fy; 1 xo; wystgpujace w argumentach tych funkcji oznaczaja odpowiednio chwile
czasu 1 potozenie przekroju poprzecznego i-tego makroelementu pretowego, w ktorych mozna
zaobserwowaé dojscie czota fali pierwszego zaburzenia w tym makroelemencie. W przypadku
argumentéw ujemnych wartosci funkcji wynikaja z przyjetych warunkéw poczatkowych badanego
procesu.

Poniewaz rozwiazania (3.1) speiniaja rownania ruchu (2.1) tozsamo$ciowo, musza one
réwniez spetnia¢ geometryczne i dynamiczne warunki brzegowe przy zadanych warunkach
poczatkowych by stanowity $ciste rozwiazanie problemu. W zwiazku z powyzszym, zgodnie z
pracami [118-122, 139-141, 171] nalezy podstawi¢ (3.1) do réwnan warunkéw brzegowych
przyjetego modelu dyskretno-ciagtego w celu wyprowadzenia odpowiednich zalezno$ci
matematycznych begdacych najcze$ciej rdwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi i réwnaniami
algebraicznymi z tzw. przesunigtym argumentem, na podstawie ktorych mozna wyznaczac¢ nieznane
funkcje f; 1 g;. Woweczas, zgodnie z postacia rozwigzania falowego typu d’Alemberta (3.1) mozna
otrzymywac¢ odpowiedzi dynamiczne badanego obiektu wywotane przyjetymi zrodtami zaburzen.
Jednak posta¢ wspomnianych powyzej zwiazkdw z przesunigtym argumentem, tj. rownan
rozniczkowych zwyczajnych i rownan algebraicznych, zalezy od konkretnego przypadku modelu
mechanicznego oraz od charakteru rozpatrywanego problemu, przez co wyprowadzenie ogolnej
formuty dla tych réwnan wydaje si¢ by¢ niezwykle klopotliwym ze wzgledu na mala przejrzystos¢
otrzymanego wyniku. Dlatego w celu lepszego zilustrowania specyfiki i konsekwencji stosowania
rozwiazania falowego typu d’Alemberta rownan ruchu (2.1) mozna przedstawi¢ posta¢ rownan
rézniczkowych zwyczajnych i1 rownan algebraicznych z przesunigtym argumentem przy typowych
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najprostszych warunkach brzegowych opisujacych przedstawione na rys. 2.5 lub 2.11 potaczenie i-1
-szego 1 i-tego L-SMC w nastepujacej postaci:

- warunek geometrycznej zgodnosci przemieszczen 61. 1 (x,1) :Ol.(x,t), (3.2a)
- warunek dynamicznej rOwnowagi sit lub momentow
070, (x,1) 00, (x.0) 00, (x,1) 020, (xt)  07°0.(x0)
my————+IFy, | ————-TF, ————+C,_, -C. -
o2 A= ox I Ox =1 oxor L oxot
b 90, (x,1)

i

:gﬁﬁ#&n) (3.2b)

dla x:k Z [., i=12,.,n,
Jj=1 J

gdzie m; oznacza parametr masowy bryly sztywnej zamocowanej na potaczeniu i-1 szego i i-tego L-
SMC, tj. mas¢ lub biegunowy masowy moment bezwladno$ci wzgledem osi Ox, Foi1, Foi sa
parametrami geometrycznymi przekrojow poprzecznych tych makroelementéw, tzn. polami
powierzchni lub biegunowymi momentami bezwladnosci, C.;, C; oznaczaja wspotczynniki
opisanego modelem Kelvina-Voigta tlumienia materialowego sprowadzonego do zastgpczych
momentow lub sit przytozonych do przekrojow skrajnych i-1 szego i i-tego makroelementu, [25, 26,
31, 33, 120-122, 176, 177], D; jest wspotczynnikiem tlumienia zewngtrznego przylozonego w
formie skupionej w omawianym przekroju potaczenia o wspotrzednej x=A;, a P(t, 6,(x,f)) oznacza
dziatajace w tym przekroju obciazenie zewngtrzne.

Przyktadajac w kazdym przekroju poprzecznym o wspotrzednej x=A; taczacym i-1 szy i i-ty
makroelement, i=1,2,...,n, obciazenie zewngtrzne mogace by¢ zrodlem zaburzen, mozna zatozy¢, ze
t0=0 1 xo~=A;. WOwczas, rozwiazania (3.1) jednorodnego rownania (2.1), tj. dla g«x,?)=0, przyjmuja
postac

0. ; (X, 0)= f(at X+ Z [. )+gl(at+x Z l ), i=12,...,n. (3.3)
=
Po podstawieniu (3.3) do warunkow brzegowych (3.2) i po oznaczeniu w kazdej rownosci

najwigkszego argumentu przez z, otrzymujemy nastgpujace rownanie algebraiczne oraz rownanie
rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu z przesunigtym argumentem

g4 (2) :_fi—l (z—2ll._1)+fl.(z—ll._l)Jrgl.(z—ll._1 ), i=23,..,n, (3.4a)
40y /1@ 4 [HD=Fi(2) +55,80(2) +5,,80(2) +
+t2ifl."_1(z—ll._l)+tll.fl._1(z—ll._1), i=12,..,n, (3.4b)

. _ _ -1 _
gdzie: qy; = ¢; +Ci—1 +am;, qq; = lS[rFOi +FF0,1'—1 +aD;la -, th; = 2Ci—l’

_ _ _ -1 -1
Sn; =C; Cz | —am;, —l [FF ; FFO,i—l abD;la ~, Hi —21 I'F, 0,19
a [; [m] jest dowolna liczba. Symbole . 1," oznaczaja odpowiednio pierwsze 1 drugie pochodne

wzgledem argumentu z. Uktad rownan (3.4) ma rozwigzanie analityczne w postaci wzorow
rekurencyjnych, ktore uzyskano w pracach [118, 139, 171]. Rozwiazania te sa rozwiazaniami
$cistymi, jednakze wykorzystanie ich do celéw praktycznych jest klopotliwe, zwlaszcza w
przypadkach modeli majacych wigksza catkowita liczbg¢ n makroelementoéw oraz przy dluzszych
czasach symulacji. Wowczas, przy dokonywaniu obliczen komputerowych nastgpuje ogromne
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wydtuzenie czasu pracy maszyny cyfrowej przy konieczno$ci wykorzystywania bardzo duzych
obszarow jej pamigci. W zwiazku z tym, wygodniej jest rozwiazywac¢ rownania rézniczkowe (3.4b)
numerycznie stosujac do tego celu jedna ze znanych metod bezposredniego catkowania, na
przyktad metod¢ Newmarka, Houboldta czy metodg roznic skonczonych. Przesunigty argument
bedacy konsekwencja przyjetej rozwigzaniem (3.3) falowej interpretacji zjawiska drgan
wystepujacy w cztonach stojacych po prawych stronach réwnan (3.4) czyni te strony zawsze
znanymi w kolejnych krokach numerycznego catkowania. Dzigki temu réwnania rézniczkowe
(3.4b) wraz z rowniami algebraicznymi (3.4a) mozna rozwiazywac sekwencyjnie, czyli jedno po
drugim, kazde z osobna w odpowiedniej kolejnosci, co bardzo istotnie utatwia proces obliczeniowy,
w przeciwienstwie do numerycznego calkowania uktadéw sprzgzonych rownan rézniczkowych
zwyczajnych opisujacych ruch analogicznych modeli dyskretnych. W efekcie uzyskuje si¢
wielokrotne skrocenie czasu pracy komputera oraz wigksza stabilno§¢ numeryczna proponowanego
algorytmu obliczeniowego, co zostanie zilustrowane w przyktadach w dalszej czg¢sci pracy.

Lti, Dsi, T
GJO,L-f,CL'%

kai,dii
Ioi, Doi, 70i

G}OLICL
—=0-

IZi/ DZi/ "2 é
th X

Rys. 3.1 Dyskretno-ciagty model dwustopniowej przektadni zgbatej do analizy drgan skrgtnych

Jak wspomniano powyzej, przypadek warunkow brzegowych (3.3) i otrzymanych w wyniku
rébwnan z przesunigtym argumentem (3.4) nalezy do najprostszych, gdzie opisujac potaczenie i-1-
szego makroelementu z makroelementem i-tym jednym warunkiem geometrycznym (3.3a) i jednym
warunkiem dynamicznym (3.3b) dostajemy jedno rdwnanie algebraiczne z przesunigtym
argumentem (3.4a) i jedno réwnanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu z przesunigtym
argumentem (3.4b). W praktyce inzynierskiej zachodzi zazwyczaj potrzeba modelowania ukladoéw
zlozonych wymagajacych przyjmowania bardziej skomplikowanych warunkéw brzegowych.
Typowym przyktadem moze by¢ dwustopniowa przektadnia zg¢bata wchodzaca w sktad uktadu
napedowego maszyny traktowanego jako drgajacy skr¢tnie. Dyskretno-ciagly model mechaniczny
takiej przektadni przedstawia rys. 3.1. W tym modelu kota zgbate potraktowano jako bryty sztywne
o biegunowych masowych momentach bezwladnosci /y;, 1y, i, odpowiednio kota napedzajacego,
posredniego 1 napgdzanego. Potaczenie i-1-szego makroelementu z makroelementem i-tym jest
realizowane przez bezmasowe elementy sprezysto-ttumiace reprezentujace obydwa zazgbienia
przektadni o nieliniowych charakterystykach wyrazonych zmiennymi sztywno$ciami ky;, k»; i
wspotczynnikami ttumienia d,;, d»;. Wowczas, rOwnaniem ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC
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reprezentujacych waly jest rownanie (2.1) dla I'=G, pu=p 1 1=0, a potaczenie tych makroelementow
opisano za pomoca trzech dynamicznych warunkéw brzegowych:

0%, &0, 0%, , o0, , |
i o5 TCi g, TP o kA0 l8 g 7o B0;
;4 9y ( )
B0 o i g | MY (D
2
d” 0, a0y, [ ] deol. o0, |
loi— 2 *Poig, oAb 0l o B0 o Ty i |t
[ ] deOi 68i
1010 (A0 W 0;90; =720 1+ 7090 (A0 Toi =4, i, |7 B
0%, o0, %0, o6, " |
Ty o2 _GJOi Ox -G ot Ox Dy —~ ot i k2 (Ae2z) 2z i rOiOOi *
20, do,, -1
+r d AO 7. -7, =0 dlax= [ .,
1892 7 or 00 dr jzl J

gdzie: AO =0, (x,)=0,.(1) i A0, =0,.(1)=0.(x.1).

W réwnaniach (3.5) 00;=0(;(¢) oznacza wspotrzedna uogolniona opisujaca przemieszczenie katowe
posredniego kota zgbatego przekladni, M; jest momentem sit zewngtrznych, ry;, ro; 1 72; sa
promieniami kot podzialowych odpowiednio kota napgdzajacego, posredniego i napgdzanego, D1,
Dg; 1 Dy; oznaczaja wspotczynniki momentow tlumienia bezwzglednego przytozonych do tych kot,
aJg j-1 1J0; sa biegunowymi geometrycznymi momentami bezwladnosci przekrojow poprzecznych
odpowiednio i-1-szego i i-tego makroelementu. Przyjmujac rozwiazania rdwnan ruchu w postaci
(3.3) 1 podstawiajac je do warunkow brzegowych (3.5) oraz po oznaczeniu w kazdej rdwnosci

najwigkszego argumentu przez z otrzymujemy nastgpujacy uktad trzech sprz¢zonych rdéwnan
rozniczkowych zwyczajnych z przesuni¢tym argumentem:

0 | &1+

Py 0
0 a0 0(E) | 6.6
0 0 sy 1)
Py (8zy;) = 1709 (A7) 0 g+, )
* _rliFOidli(Azli) DO 10 (d (AZ )+d2i(A22i)) _r2lir0id2i(AZ2i) 9'01[ j +
0 ~19i70i%2;(A2;) 51;(Azp;) f1(2)
1 ];‘(Azll') "0 ll(Azlz) 0 gi—l(z+ll—1) Rl
2 A
RS TCOR A GRS ‘)”‘ 2 (42) - 20 ki (Azy,) eoz'(gj =| &, |
R
L 0 ~12i"0i 21 (AZZZ) 2 2l (AZ ) fl(z) o)

35



gdzie Ry = Ml( ) a0l Gl + g iy G =) =ik (Az))),
R, :rOirli(dli(Azli)fi—l(Z_li—l)+k1i(AZIi)fi—l(Z_li—l))+
+70i72i (d2i (Az))g}(2) + ey, (Azy ) (Z))

" ’ 27 7 -1
R2 ==y 8; (2)+ Uuy;8; (z)— r2ik2i (AZ2i )gl. (2), M, [ijz Mi (t, OZ. 1 (x, t))a ,

Py =l +Cpye pyy(A2) =Gl a4 Dy +ripdy (A,
4y =aly;~Cpyn 41;(A2) =Gl qa™ =Dy —rild) (Az),
Sy =aly; +Cpo 51;(82y) = Glgua™ 4Dy +ridy (Azy ), (82, )=y (86 )a”
gy =aly; = Cpo oy (8zy) = Glyya™ =Dy —rsidy (A2, ). by (Azy) =y (A0, )a™

A2y =S Gl r g G- 801( ) M2i290i[§j_fi(z)_gi(z)’

W trakcie wykonywama obliczen numerycznych wykorzystujac znane w kazdym kroku catkowania
warto§ci prawych stron réownan (3.6), rozwiazuje si¢ je wprawdzie jako sprzezone, lecz w
odpowiedniej kolejnosci z pozostatymi roOwnaniami z przesuni¢tym argumentem opisujacymi ruch
rozpatrywanego modelu mechanicznego, na przyktad rownaniami typu (3.4).

Rozwiazujac sekwencyjnie w zadanym przedziale argumentu z réwnania z przesuni¢tym
argumentem typu (3.4) lub (3.6) dla i=1,2,...,n, tzn. dotyczace calego modelu, oraz wykorzystujac
nastgpnie rozwiazania (3.3) otrzymujemy przebiegi w czasie odpowiedzi dynamicznej badanego
uktadu w dowolnych przekrojach poprzecznych L-SMC lub innych elementéw modelu dyskretno-
ciaglego, na przyktad oscylatorow o parametrach dyskretnych. Za pomoca rozwiazania falowego
typu d'Alemberta mozna efektywnie dokonywa¢ symulacji drgan wymuszonych, w tym roéwniez
drgan nieliniowych i1 parametrycznych, kiedy rozpatrywane w badanym uktadzie nieliniowosci typu
lokalnego opisano warunkami brzegowymi na przyktad typu (3.5), czego konsekwencj¢ w modelu
matematycznym stanowia roéwnania z przesuni¢tym argumentem typu (3.6). Jednak stosunkowo
niski stopien poznania cech jako$ciowych rownan rozniczkowych zwyczajnych z przesunigtym
argumentem nie pozwala na badanie drgan wilasnych czy analize statecznosci. Wiasnosci te
proponowanych w pracy modeli dyskretno-ciaglych mozna wyznacza¢ przy wykorzystaniu metody
rozdzielenia zmiennych 1 rozwigzania Fouriera.

3.2 Rozwigzanie metodq rozdzielenia zmiennych oraz metoda Fouriera

Rozwiazanie metoda rozdzielenia zmiennych czastkowych jednorodnych réwnan
rozniczkowych ruchu przekrojow poprzecznych wszystkich wymienionych w punkcie 2.2 typow
lepko-sprezystych makroelementow ciaglych ma postaé

i-1 [
R0 =R;(x)T@) dla ¥ 1 <x< ¥ 1, i=12..n, 3.7)
’ : o= R o=

gdzie r{(x,t) oznacza przemieszczenie przekroju poprzecznego o wspotrzednej przestrzennej x w
globalnym uktadzie wspotrzednych, Ri(x) oznacza funkcj¢ wlasna i-tego makroelementu, a 7(¢) jest
funkcja czasu L-SMC 1 oscylatorow o parametrach dyskretnych wchodzacych w sktad modelu
dyskretno-ciagtego. Posta¢ analityczna funkcji wtasnej R;(x) jak i metoda jej wyprowadzenia zaleza
od typu makroelementu.
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a). Funkcja wlasna lepko-sprezystego makroelementu pretowego

Otrzymane w wyniku zastosowania metody rozdzielenia zmiennych do jednorodnego
rownania (2.1), tj. przy g¢i(x,t)=0, funkcja witasna R,(x)=0O«x) oraz funkcja czasu 7(¢) lepko-
sprezystego makroelementu pretowego spetniaja zaleznosci:

010 +(2)10,(0=0 i Be)+r0’®)+0>T()=0, (3.8)

o jest czgstoscia drgan wlasnych badanego modelu, a a = ,/% . Stad, funkcje wilasna rownania
(2.1) poszukujemy w nastepujacej postaci

B M ® i—1 i o
@l-(x) = Bli sm[a x) + le. cos[a xj dla kéllk <x< kél lk’ i=12,.,n, (3.9)
gdzie state By;, By; wyznaczane sa zlinearyzowanymi warunkami brzegowymi typu (2.7) lub (2.9)
opisujacymi polaczenia poszczegdlnych komponentéw tworzacych model dyskretno-ciagly
rozpatrywanego obiektu.

b). Funkcja wlasna lepko-spre¢zystego makroelementu belkowego

Otrzymane w wyniku zastosowania metody rozdzielenia zmiennych funkcje wlasne
Ri(x)=Vi(x) makroelementéw belkowych sa w ogélnym przypadku funkcjami zespolonymi
opisujacymi drgania wlasne w dwoch plaszczyznach, tj. w ptaszczyznie Oxy 1 Oxz. Natomiast
sposob wyznaczania funkcji wlasnej danego lepko-sprezystego makroelementu belkowego zalezy
od jego typu, a tym samym od postaci czastkowego rownania rdézniczkowego ruchu jego
przekrojow poprzecznych.

W przypadku poddanego dziataniu statej sity osiowej P; lepko-sprezystego makroelementu
belkowego, ktorego ruch jest opisany jednorodnym réwnaniem Bernoulli'ego-Eulera (2.2), funkcja
wlasna Vi(x) 1 funkcja czasu 7(¢) spetniaja zaleznosci:

P. "
VZ.(IV)(x)+—lVl. @ -(0*,(0=0, ) +eo’&)+0’T(H)=0,  (3.10)

ET.
i

A.
gdzie V,(x)=U,(x)+ jW,(x) i ¢, =4/I—’, k =40’ %, a Ufx) i Wi(x) sa skladowymi funkcji
i

Vix) odpowiednio w ptaszczyznie Oxy i1 Oxz globalnego uktadu .wspoétrzednych Oxyz.
Wykorzystujac (3.10), funkcj¢ wlasna rownania (2.2) poszukujemy w nastepujacej postaci

Vi(x)= Ali sin(kic; x) + A2i cos(kk ;x) + A3i sinh(ky, ;x) + A4i cosh(ky,; x) (3.11)

dla iill <x< Y1, i=12..n gzie A .=aRe 4 4™ 1234 oraz
kT A e T B mi = i i

11 2 4 . 11 2 4 B
Kl'zk\/2|: Di +4(ksl-) +pl} i Xi:k\/z Di +4(ksl-) - pi | pi:E—]i.

W przypadku wirujacego makroelementu belkowego, ktorego przemieszczenia przekrojow
poprzecznych sa opisane rownaniem (2.3) wynikajacym z teorii zginania belki Rayleigha, stosujac
rozwiazanie metoda rozdzielenia zmiennych do analizy sprezystych drgan witasnych pomijamy
thumienie oraz obciazenie zewngtrzne zaktadajac: e=0, c,;=0 1 gi(x,t)=0. Woéwczas, funkcja wiasna
Vi(x) 1 funkcja czasu 7(¢) spetniaja zaleznosci:
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l

K
I/Z.(’V)(x)+k2{k2—2§z\@}/ (x) - [ Khed - o JV(X) 0 i B&+0’T()=0, (3.12)

przy pozostatych oznaczeniach jak w (3.10). Wykorzystujac (3.12), funkcje wiasna w przypadku
rownania ruchu (2.3) poszukujemy w postaci (3.11), przy czym

2 k.
K= % (kz—zg/g) vl gt s +(k2—29f)
I 4 E
k" EI

1

i ;= |3 ( —mf) +4 sl— i —(kz—m@).

kEI

Thumienie jest uwzgledniane przy analizie drgan wymuszonych, do ktorej nalezy wyznaczy¢ baze
ortogonalnych funkcji wtasnych, co zostanie omowione w dalszej czgéci rozdzialu. Wowczas,
rozwiazujac (2.3) przy e#0, c,;=0 1 g,(x,t)=0 oraz pomijajac sily zyroskopowe funkcja wiasna V,(x)
spetnia zalezno$¢ (3.12) dla =0, a funkcja czasu 7(¢) spetnia zalezno$¢ (3.10).

Stosujac metodg rozdzielenia zmiennych do analizy spr¢zystych drgan wlasnych w
przypadku wirujacego makroelementu belkowego opisanego réwnaniem belki Timoshenki (2.4)
postgpujemy podobnie jak w przypadku makroelementu spetniajacego teori¢ belki Rayleigha, tj.
pomijajac ttumienie oraz obciazenie zewngtrzne ktadac e=0, c,;=0 1 gi(x,t)=0. Wowczas, funkcja
czasu 1(¢) 1 funkcja wlasna Vi(x) spetniaja zaleznosci:

K,
2 _ . V) 20,2 E \/E — -
B+ T0)=0 i V7 ()+k"|k (1+KGJ N k2KGA /7

k k k
4| 4 s1 6 E|,2 P si_ .2 P _si -
kA et =S kO LN g2 _gq [P | sty 290 [P Sy (20, (313
{Sl KGAJ KG( E] Bl E xGd, i) 19

W rownaniu belki Timoshenki funkcja wiasna ma posta¢ identyczna z (3.11), kiedy odpowiada
czestosciom nalezacym do tzw. pierwszego pasma drgan, [42, 170]. Wowczas

K; = %Ki iy, = %Xl,, (3.13a)
gdzie:
2 E p ki 2 E k
K; =-JA, +|k (1+] 29(— St i X;=.JA -k (1+] 29( S,
kG E szGAl. kG E szGA
- 2
2(,, E p si
A =[k*[1 20,2 -
=\t (+KGJ \E 2G|
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przy czym musi by¢ spetniony warunek: X; > 0. Natomiast w przypadku X; < 0 w (3.13a) zamiast
pierwiastkOw rzeczywistych otrzymywane sa dodatkowe urojone pierwiastki réwnania
charakterystycznego rownania ruchu belki Timoshenki (2.4), w konsekwencji czego wyznaczane
zostaja czestosci drgan wlasnych nalezace do tzw. drugiego pasma drgan, [42, 170]. Wtedy funkcja
wlasna przyjmuje nastgpujaca postac

Vi (x) A Sll’l(kK X)+ A cos(k1<l-x)+ A3i sin(kxl-x) + A4i cos(kxl-x)
_ _4Re | . /Im _
dla kzll <x< Z l , 1=12,...,n, gdzie Ami _Ami +]Ami’ m=123,4.

¢). Funkcja wlasna lepko-sprezystego makroelementu gigtno-skretnego

Rozwiazanie metoda rozdzielenia zmiennych jednorodnych réwnan ruchu (2.5) przekrojow
poprzecznych lepko-sprezystego makroelementu gigtno-skretnego wygodnie jest przedstawi¢ w
formie rzeczywistej

i-1
w; (x,0) = U (x)- T(¢), wi(x,t) =W;(x)-T(t) i 0;(x,t)=0;(x)-T(¢) dla kzlzk <x<k2{k,
i=12,.,n, (3.14)

gdzie sktadowe funkcji wtasnej, odpowiednio Uj(x) opisujacej zginanie w plaszczyznie Oxy, Wi(x)
opisujacej zginanie w plaszczyznie Oxz 1 O« x) opisujacej skrecanie, oraz funkcja czasu 7(¢)
spelniaja zaleznosci:

I U(IV)()+I RO Vol pui @+ U ek -

—k Al.Ul.(x)—k4cyiAl.®l-(x)=0,
w w ” z z
U 0+ 1, I )=y gi1 000 + k4 U kA w3 - 319
kA Wi () + ke 4; 07(x) =0,

(]V) " " _ * ., _ 4 _
[coi®i (x)+qJOinZl.Ul.(x)+\u0i1pyl,Wi(x) Hi®i(x) k Fi®i(x)

4 4
-k cyiAi U;(x)+k ch.Al. W;(x)=0

i M)+ e’ B+ 0 T(1) =0, gdzie k = 4w’ %

Rozwiazan uktadu réwnan (3.15) poszukujemy w postaci:

kr.x kr.x kr.x
Ui(x)=a;e t , Wix)=Bje !, Ojx)=y;je !, (3.16)

gdzie oy, Bi, Vi, sa dowolnymi statymi, i=1,2,...,n. Po podstawieniu rozwiazan (3.16) do réwnan
(3.15) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan

2, (2,2 2 2 3
kr.zlyzi(r.2+k2) krizlyi(rl.2+k2)—Al-) ~\oil pyir? —kezidi] || B |=]0]-3.17)

~\woil pzir? — ke A) \oil pyir? +kezid) KTVH P v k\F -t )| Lyi] 1O
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Warunkiem koniecznym rozwiazania rownania (3.17) jest zerowanie si¢ jego wyznacznika
charakterystycznego. Otrzymujemy wowczas wielomian 12 rz¢du ze wzgledu na niewiadome r;.
Pierwiastki tego wielomianu wyznaczamy numerycznie za pomoca znanych procedur
bibliotecznych, na przyktad z [148], z zadana doktadno$cia. Nastepnie, dla kazdego pierwiastka r;
obliczane sa wspotczynniki oy, B, v; przyjmujac jednostkowe wartosci jednego z tych
wspotczynnikow.  Wtedy, poszukujemy skladowych funkcji wlasnej lepko-sprezystego
makroelementu gi¢tno-skretnego w postaci:

12 12 12
Ui)= % a;Cify(). W)= % BCpify(). O;m)= % v;C;fyx).  (.18)
j=1 j=1 j=1

Funkcje fji(x) sa elementarnymi funkcjami analitycznymi: wyktadniczymi, harmonicznymi oraz
iloczynami funkcji wyktadniczej lub harmonicznej z funkcja potggowa zmiennej x, w zaleznosci od
krotnosci pierwiastkdw rownania charakterystycznego i ich rodzaju, tzn. czy sa one rzeczywiste lub
zespolone. Postaci tych funkcji dobieramy wedlug elementarnej teorii rozwigzywania roéwnan
roézniczkowych zwyczajnych wyzszych rzgdow, [134]. Nieznane state C; , j=1,2,...,12, wyznaczamy
z ogllnie 12 warunkow brzegowych dla i-tego lepko-sprezystego makroelementu gigtno-skretnego.

d). Uwagi dotyczace zastosowania metody rozdzielenia zmiennych

Przedstawione w punktach 3.2 a, b i ¢ funkcje wtasne poszczegdlnych L-SMC sa funkcjami
lokalnymi przyporzadkowanymi kazdemu i-temu makroelementowi modelu dyskretno-ciaglego.
Wyznaczanie globalnych funkcji wlasnych calego modelu nastepuje po wzajemnym taczeniu ze
soba odpowiednich L-SMC wraz z elementami o parametrach dyskretnych, tzn. oscylatoréw lepko-
bezwladnos$ciowo sprezystych, zgodnie ze struktura badanego obiektu. Nalezy w tym miejscu
podkresli¢, ze w przeciwienstwie do rozwiazania falowego typu d'Alemberta, za pomoca ktérego
mozna dokonywac¢ analizy drgan wymuszonych droga symulacji komputerowej, zastosowanie
metody rozdzielenia zmiennych wraz z wyznaczaniem funkcji wilasnych pozwala na
przeprowadzanie analizy drgan wtasnych, swobodnych, wymuszonych oraz innych badan
jakosciowych, o ktorych bedzie mowa w dalszej czgsci pracy.

3.2.1 Zastosowanie metody rozdzielenia zmiennych do analizy drgan wlasnych

Analiza drgan wlasnych tlumionych i nietlumionych jest podstawowym rodzajem
jakosciowych badan dynamicznych uktadu mechanicznego i konstrukcji, pozwalajacym na oceng
mozliwo$ci powstawania rezonansOw oraz na okreslenie stref rzeczywistego obiektu, gdzie moga
wystepowac najwigksze towarzyszace tym rezonansom amplitudy przemieszczen i odksztatcen. Jak
zostanie nastgpnie pokazane, wyniki tej analizy moga stanowi¢ podstawe do symulacji drgan
wymuszonych oraz dalszych badan jakosciowych. Analiz¢ drgan wilasnych przeprowadza sig
zazwyczaj dla uktadu zlinearyzowanego, uwolnionego od obciazen zewngtrznych oraz od sit
dyssypatywnych w przypadku badania drgan niettumionych.

Poniewaz w modelu matematycznym przyjetego modelu dyskretno-ciaglego czastkowe
rownania rézniczkowe ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC (2.1)+(2.5) sa réwnaniami
liniowymi, w celu dokonania analizy drgan wlasnych nalezy zlinearyzowa¢ rdéwnania
dynamicznych warunkow brzegowych (2.7), (2.8), (2.9) oraz sprz¢zone z nimi réwnania
rézniczkowe zwyczajne (2.6) opisujace ruch elementdéw o parametrach dyskretnych. W tym celu
pomijamy wystepujace w tych zwiazkach cztony wymuszenia zewngtrznego oraz w przypadku
drgan niettumionych pomijamy réwniez wszelkie cztony dyssypatywne. Ponadto, wszystkie czlony
nieliniowe 1 parametryczne rozbijamy na dwie sktadowe przyktadowo w nastepujacy sposob

F(Av(x,0),1)-E(Av(x,1)) = Foy (Av(x,2)) + Fyar (Av(x,10),2), (3.19)
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gdzie : F, (Av(x, t)): - -E(Av(x, t)),
F (Av(x,0),2) = £, (Av(x,10),1)- E(Av(x,1) ). (3.20)

W zwiazkach (3.19), (3.20) symbol F(Av(x,t),t) jest nieliniowa badz parametryczna charakterystyka
sprezysta, dyssypatywna lub bezwladnosciowa wyrazona jako funkcja czasu i odpowiedzi
dynamicznej ukladu otrzymana w wyniku stosowanego powszechnie podej$cia przyrostowego,
Av(x,f) oznacza r6znice odpowiednich wspohrzednych uogblnionych badanego modelu
mechanicznego, = jest operatorem rézniczkowym wzgledem czasu i wspotrzednej przestrzennej,
ktérego rzad nie przekracza na ogoél rzedu czastkowego rdéwnania ruchu makroelementu, a
fav=const. 1 fu.(Av(x,f),f) sa odpowiednio stata i zmienna charakterystyka sprezysta, dyssypatywna
lub bezwladno$ciowa wyznaczona w wyniku przeprowadzonego rozbicia. Uzyskane wskutek
rozdzielenia (3.19) czgsci nieliniowe 1 parametryczne Fy,(Av(x,f),f) pomijamy w analizie drgan
wlasnych, natomiast pozostawiamy je w niezmienionej postaci do analizy drgan wymuszonych, co
zostanie opisane w nastgpnym punkcie. Do otrzymanych w ten sposob zlinearyzowanych rownan
dynamicznych warunkoéw brzegowych (2.7), (2.8), (2.9) oraz do zazwyczaj liniowych rownan
geometrycznych warunkéw brzegowych podstawiamy rozwiazania (3.7), a w nastgpnym kroku
postacie rozwigzan odpowiednich funkcji wiasnych (3.9), (3.11) lub (3.18). Z kolei do
zlinearyzowanych rownan ruchu (2.6) elementéw o parametrach dyskretnych stosujemy
rozwiazania problemow wtasnych opisanych réwnaniami réozniczkowymi zwyczajnymi. W wyniku
otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan algebraicznych

A(w)-B=0, (3.21)
gdzie A(®) oznacza macierz charakterystyczna bedaca ogolnie funkcja czestosci drgan wihasnych
badanego obiektu, a B jest wektorem, ktorego sktadowymi sa nieznane state wspotczynniki w
wyrazeniach na funkcje wilasne (3.9), (3.11) i (3.18) oraz elementy wektoréw wlasnych
zlinearyzowanych rownan rézniczkowych zwyczajnych (2.6). Kolejne czgstosci drgan wiasnych
badanego obiektu ®;, m,, ®;,... sa pierwiastkami rownania charakterystycznego otrzymywanego z
warunku zerowania si¢ wyznacznika macierzy A(w). Odpowiadajace tym czgstosciom globalne

funkcje wlasne wyznaczamy obliczajac nieznane sktadowe wektora B droga rozwiazywania uktadu
rownan (3.21).

Za pomoca jednego réwnania macierzowego (3.21) sformutowano ogdlnie problem wilasny
modelu dyskretno-ciagtego badanego ukladu mechanicznego badz konstrukcji, gdzie wszystkie
rozpatrywane w nim rodzaje drgan sa ze soba sprzg¢zone. Jednak w wyniku przeprowadzonej
linearyzacji rownan dynamicznych warunkéw brzegowych (2.7), (2.8), (2.9), réwnan
rozniczkowych zwyczajnych (2.6) oraz na przyklad pominigcia czlonéow dyssypatywnych
poszczegblne rodzaje drgan moga ulec wzajemnemu rozsprz¢zeniu. Wowczas, problem wlasny
sformutowany rownaniem (3.21) zostaje podzielony na kilka probleméw wiasnych opisanych
odpowiednio osobnymi uktadami rownan algebraicznych przyporzadkowanymi, na przyktad:

- drganiom gigtnym C(w)-D=0,
- drganiom skr¢tnym E(w)-F=0, (3.22)
- drganiom translacyjnym oscylatorow dyskretnych, ruch ktérych opisany jest zlinearyzowanymi
réwnaniami rézniczkowymi (2.6)

(K, —o’M,)-H=0. (3.22a)
W zwiazkach (3.22) C(w), E(®) sa macierzami charakterystycznymi, sktadowymi wektora D sa
nieznane stale wspotczynniki wystgpujace w wyrazeniu opisujacym lokalne funkcje wtasne
makroelementow belkowych (3.11), a sktadowymi wektora F sa nieznane state wspolczynniki
wystepujace w wyrazeniu (3.9) opisujacym lokalng funkcje¢ wtasna makroelementu prgtowego. W
réwnaniu (3.22a) My i K; sa odpowiednio macierzami bezwladno$ci 1 sztywnosci
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zlinearyzowanego réwnania (2.6), a H jest klasycznym wektorem wiasnym standardowego
zagadnienia wtasnego uktadu dyskretnego.

3.2.2 Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera do analizy drgan wymuszonych

Zastosowanie metody rozdzielenia zmiennych do analizy drgan wymuszonych sprowadza
si¢ do wykorzystywania rozwigzan Fouriera do rownan ruchu (2.1)-(2.5) przekrojow poprzecznych
lepko-sprezystych makroelementéw ciaglych. Rozwiazania te maja posta¢ nieskonczonych
szeregdw rozwinig¢ wzgledem ortogonalnych funkcji wlasnych otrzymanych za pomoca analizy
drgan  wlasnych niettumionych ukladu zlinearyzowanego 1 pozbawionego cztondéw
niesymetrycznych, na przyklad opisujacych efekty zyroskopowe. Rozwiazania Fouriera dla
przemieszczeh rj(x,t) i-tego L-SMC maja nastgpujaca postac:

o0
()= 2Ry (x)&,, (0, i=12,..n (3.23)
m=1
gdzie R;,(x) oznaczaja ortogonalne funkcje wilasne, a &,(f) sa nieznanymi funkcjami czasu.
Rozwiazania rownan ruchu (2.6) we wspolrzednych uogdlnionych si(¢) elementdw o parametrach
dyskretnych przyjmujemy rowniez w postaci szeregdw rozwinie¢ wzgledem ortogonalnych
wektorow wlasnych S,

o0
Sk = 2Stmém (), k=12,..,K (3.24)
m=1
co sprowadza si¢ do przetransformowania zlinearyzowanej i ortogonalnej czgsci (2.6) do
wspotrzednych gtownych.

W  nastgpnym kroku analizy drgan wymuszonych wszystkie chwilowo pominigte
réwnaniach ruchu (2.1)-(2.6) oraz w warunkach brzegowych (2.7)-(2.9) czlony nieliniowe,
parametryczne typu Fy,{(Av(x,f),f) w (3.20), cztony tlumienia zewngtrznego i niesymetryczne
zostaja potraktowane jako obciazenia zewngtrzne bedace funkcjami odpowiedzi uktadu przylozone
w formie skupionych Pi(¢,si(¢)) badz roztozonych w sposob ciagly pi(x,t,vi(x,t)) sit lub momentow,
gdzie =1,2...n 1 k=1,2,...K sa numerami odpowiedniego makroelementu i wspotrzednej
uogolnionej. Obciazenia te transformowane sa do wspomnianej ortogonalnej bazy funkcji lub
wektorow wilasnych przy wykorzystaniu znanych formut:

1 n li
Hy, (t, r(x, t)) =5 > Ip; (x, 1,1 (x,t))Rl-m (x)dx
Ymi=10

K G
lub Hop(t,5(t)= 3 %Pk(t,sk(z)), m=12,.., (3.25)
k=11vy,

gdzie H, jest otrzymanym uogdlnionym obciazeniem zewngtrznym przyporzadkowanym m-tej
postaci drgan, R;,(x) oznacza funkcje wtasna i-tego makroelementu, wzdtuz ktorego roztozone jest
obciazenie pi(x,t,vi(x,t)), Gk, jest elementem wektora wlasnego Sy, lub wartoscia funkcji wlasnej
Rin(x) odpowiadajacymi wspotrzednej uogolnionej, do ktorej przytozono obciazenie skupione
Pi(t,51(1)), a v. oznacza masg modalna wyznaczong z warunku ortogonalnosci funkcji i wektorow
wlasnych badanego uktadu dyskretno-ciagtego.

Wyprowadzone w kolejnym kroku postgpowania wyrazenia na energi¢ potencjalna,
kinetyczna 1 dyssypacji uktadu zlinearyzowanego oraz pozbawionego cztondéw niesymetrycznych,
dzigki ortogonalno$ci funkcji i wektoréw wiasnych staja si¢ formami kwadratowymi nieznanych
funkcji czasu &,(f) w szeregach (3.23) 1 (3.24). Wykorzystujac nastepnie réwnania Lagrange'a
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drugiego rodzaju i wprowadzajac do nich uogoélnione obciazenia zewngtrzne (3.25) dostajemy uktad
nieliniowych i parametrycznych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rz¢du:

M (1)) + C(Q, 1, 80), (1)) + K (1, r(e)r (1) = F(1,Q2 &), (1)), (3.26)

gdzie: M(1) =My +M (1), C(Q.1,18),7(1)) = Cqo +C g (Q)+C (1) +C, (&), (1))
i K(r(t) =Ko +K (0 + K (r(1)).

W uktadzie rownan (3.26) symbole M, K, oznaczaja odpowiednio stale diagonalne modalne
macierze bezwladnosci 1 sztywnosci, C, jest stala symetryczna macierza ttumienia, a C,(QQ)

oznacza antysymetryczng macierz efektow zyroskopowych. Efekty parametryczne rownaniach
(3.26) sa wyrazone skladowymi macierzy M,(7), C,(#) 1 K,(f). Skladowe macierzy
C, (vot,&),0(t)) 1 K, (r(f)) opisuja wlasnosci nieliniowe i antysymetryczne, F(1,0% &), r(t))
oznacza wektor wymuszenia zewngtrznego pochodzacego od sit i momentow bedacych zadanymi
funkcjami czasu, funkcjami od$rodkowych sil bezwladno$ci oraz funkcjami odpowiedzi badanego
uktadu, a sktadowymi wektora r(¢) sa nieznane funkcje czasu &,(f) wystepujace w szeregach (3.23)
1(3.24). Nalezy przypomnie¢, iz w efekcie stosowania przy dostatecznie matych przemieszczeniach
podejsécia przyrostowego do cztonow nieliniowych w zwiazkach (2.7), (2.8), (2.9) oraz przy ich
rozbiciu zgodnie z (3.19), czlony te wyrazaja si¢ jako funkcje odpowiedzi dynamicznej badanego
uktadu w postaci (3.20). Wowczas zostaja one umieszczane po lewej stronie rownan (3.26), tzn. w
odpowiednich macierzach M, C i K. W analogiczny zostaja traktowane cztony parametryczne,
tlumienia zewnetrznego, czy niesymetryczne, jezeli one rowniez wyrazaja si¢ jako funkcje
odpowiedzi dynamicznej badanego uktadu. Teoretycznie, liczba rownan (3.26) jest nieskonczona,
lecz udowodniona szybka zbieznos$¢ szeregow (3.23) i (3.24) uzyskiwana dzigki analitycznym
funkcjom wilasnym tworzacym ortogonalng bazg, do ktorej transformujemy wszelkie obciazenia
zewnetrzne, czlony nieliniowe, antysymetryczne, tlumienia zewnegtrznego 1 inne, pozwala na
otrzymywanie dostatecznie dokladnego do celow technicznych rozwiazania przy ograniczeniu do
skonczonej liczby N rownan. W praktyce liczba ta wynosi od kilkunastu, dwudziestu kilku, lub w
przypadkach modeli bardziej ztozonych - do kilkudziesigciu. W celu uzyskania odpowiedzi
dynamicznej badanego uktadu mechanicznego rownania (3.26) rozwiazujemy numerycznie stosujac
znane metody bezposredniego catkowania nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych
dobierajac je w zaleznosci od specyfiki rozpatrywanego przypadku.

Przedstawiony uktad rownan (3.26) ma charakter dos¢ przykladowy, poniewaz trudno
byloby go zapisaé w sposdb ogélny, biorac pod uwage wszystkie wilasnosci szerokiej klasy
uktadow mechanicznych mogacych by¢ obiektem badan przy wykorzystaniu proponowanego
podejscia. Istotna jest tu przede wszystkim ogélna zasada rozwigzania, a kazda rozpatrywana
wlasno$¢, tzn. rodzaj wymuszenia, zadany typ lub zrédto nieliniowosci, rodzaj thumienia itp., moze
znalez¢ swojq reprezentacj¢ w rownaniach (3.26) w formie odpowiednich podmacierzy macierzy
M, C i K oraz wektora F.

3.2.3 Wyznaczanie funkcji odpowiedzi czestotliwosciowej (FRF) rozwazanych ukladow

Metoda rozdzielenia zmiennych i rozwiazanie Fouriera zastosowane w przedstawionym
dotychczas podejs$ciu pozwalaja na przeprowadzenie analizy jakosciowej w postaci badania drgan
wiasnych uktadu zlinearyzowanego oraz analizy ilosciowej za pomoca symulacji nieliniowych
drgan wymuszonych. Bardziej wnikliwym sposobem poznawania cech jakosciowych badanego
obiektu, szczegolnie jego wrazliwosci na mozliwos¢ wzbudzania poszczegdlnych rezonanséw z
uwzglednieniem tlumienia, jest wyznaczanie funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowe] (ang.
frequency response function (FRF)) na podstawie rownan (3.26). W tym celu nalezy dokonaé
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wlasciwej linearyzacji rownan (3.26) poprzez usrednienie odpowiednich charakterystyk
nieliniowych i parametrycznych, na przyktad zgodnie z (3.19), oraz wprowadzajac harmoniczne
wymuszenia zewnetrzne o jednostkowych amplitudach. Wowczas uktad rownan (3.26) upraszcza
si¢ do nastepujacej postaci:

M)+ C&t) + Kr(t) = F(o?), (3.27)
gdzie macierz tlumieniowo-zyroskopowa C i macierz sztywnos$ci K sa macierzami statymi o
wymiarze NxN, a macierz bezwtadnosci M rowniez o wymiarze NxN, staje si¢ macierza stala i

diagonalna. Wtedy w przypadku dziatania harmonicznego wymuszenia zewngtrznego o czgsto$ci
mozna zatozy¢ nastgpujaca posta¢ rozwigzania:

ri(£) = Cj cos(wn) + S sin(or) i Fi(or) =XV (fei cos(ot) + fs; sin(wr)),  (3.28)
J

gdzie : ,/f(%l. +f52'i =1,i=12,.,N, C;,S; sa nieznanymi wspotczynnikami, a Vj; oznaczaja

wartosci odpowiednich funkcji wlasnych, wzgledem ktérych w proponowanej metodzie rozwinigto
wszystkie czlony wymuszajace. Wprowadzenie rozwiazan (3.28) do réwnan (3.27) prowadzi do
uktadu 2N liniowych réwnan algebraicznych

H(w)-A =F, (3.29)

gdzie H(w) jest tzw. odwrotna macierza funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowej o wymiarze
2Nx2N, a

A = COI[CI,Cz,...,CN,51,52,...,51\/], F = COl[fCI’fCZ’”"fCN’fSI’fSZ""’fSN]'

Zgodnie z zastosowanym w proponowanym podej$ciu rozwiagzaniem Fouriera w formie szeregdw
wzgledem ortogonalnych funkcji 1 wektorow wiasnych, wartosci odpowiednich funkcji odpowiedzi
czestotliwosciowej sa poszukiwane w nastepujacej postaci:

hi(0) = %Vlj\/Ciz(o))+Si2(m), (3.30)

gdzie wspotczynniki C(®) 1 S(®) otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan (3.29) w zadanym
zakresie czestosci .

3.2.4 Uwagi dotyczace analizy statecznosci badanego ukladu mechanicznego

Zastosowanie rozwiagzania Fouriera prowadzace do ukladu réwnan rozniczkowych
zwyczajnych (3.26) daje réwniez mozliwo$¢ przeprowadzenia analizy jako$ciowej w formie
badania statecznosci rozpatrywanego obiektu. Wowczas, analizy statecznosci mozna dokonywacé
przy wykorzystaniu opisanych w literaturze, na przyklad w [92, 164], metod stosowanych do
liniowych, parametrycznych i nieliniowych réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Szczego6lnie
istotnym kryterium oceny stateczno$ci modelu dyskretno-ciaglego jest badanie czgsci
rzeczywistych wartosci  wlasnych zlinearyzowanego uktadu réwnan (3.26), na przyktad
sprowadzonego do postaci jednorodnego uktadu (3.27).
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4. Zastosowanie rozwigzania falowego typu d'Alemberta

Rozwiazanie falowe typu d'Alemberta (3.1) mozna wykorzystywac jedynie do pretowych
lepko-sprezystych makroelementow ciaglych (L-SMC), ktorych ruch przekrojow poprzecznych
opisuje réwnanie (2.1) przy t=0. Jak wspomniano powyzej, ten rodzaj makroelementu moze by¢
zastosowany do uktadéw mechanicznych drgajacych skretnie, tj. dla I'=G 1 u=p, podtuznie, tzn. dla
I'=E 1 p=p, oraz do uktadow strunowych drgajacych poprzecznie, gdy (2.1) przybiera postaé
réwnania ruchu struny, gdzie I' oznacza wtedy naciag struny 7, a p jest masa jednostkowa struny.
Sposréd wymienionych trzech rodzajow drgan w praktyce inzynierskiej do najczestszych
przypadkéw analiz naleza uktady wirujace, ktore wykonuja drgania skretne, oraz uktady strunowe
drgajace poprzecznie. Dlatego wigc te dwa rodzaje drgan beda przedmiotem rozwazan nad
modelami dyskretno-ciaglymi przy wykorzystaniu rozwiazania falowego typu d'Alemberta.
Natomiast uktady mechaniczne drgajace podtuznie, na przyktad uktady napedu statkow lub zestawy
kotowe pojazdow szynowych wykonujace takze ruchy w kierunku prostopadtym do kierunku jazdy,
charakteryzuje stosunkowo duza sztywno$¢ osiowa poszczegdlnych odcinkow waldéw 1 osi. Dlatego
w badanych zazwyczaj pasmach czg¢sto$ci drgan elementy te z zadowalajaca do celow technicznych
doktadnoscia sa traktowane przewaznie jako osiowo sztywne, a uwzgledniana jest wtedy jedynie
podatno$¢ w kierunku osiowym tozysk oporowych, wszelkiego rodzaju prowadnic, wahaczy i
innych elementéw konstrukcyjnych taczacych waty 1 osie z odpowiednimi obudowami, korpusami,
ramami itp. Wowczas, sztywnos$¢ osiowa tych skladowych konstrukcyjnych reprezentowana jest
zazwyczaj za pomoca niewazkich elementéw sprezysto-thumiacych. Powstale w ten sposéb modele
dyskretne uktadow mechanicznych drgajacych podtuznie nie sa przedmiotem rozwazan pracy.

4.1 Zastosowanie rozwiazania falowego typu d'Alemberta do ukladéow drgajacych skretnie

Typowym przykladem przeprowadzanych rutynowych analiz dynamicznych uktadow
mechanicznych drgajacych skretnie sa waly korbowe spalinowych silnikow tlokowych.
Przedmiotem badan moga by¢ same waty korbowe z kotem zamachowym, zaprzggami korbowymi i
uktadami napedéw pomocniczych, na przyktad rozrzadu, tworzace tzw. uklady korbowe, jak
réwniez uklady korbowe wraz z calym ukladem przeniesienia napgdu do maszyny roboczej lub do
uktadu jezdnego pojazdu. Innymi réwnie waznymi z punktu widzenia zastosowan praktycznych
przyktadami uktadow mechanicznych drgajacych skrgtnie sa uktady napgdu maszyn roboczych i
pojazdéw poruszanych nie tylko spalinowymi silnikami ttokowymi, lecz réwniez roéznymi
rodzajami silnikéw elektrycznych oraz silnikdw przeptywowych, tj. turbin parowych lub gazowych.

4.1.1 Analiza dynamiczna ukladéw korbowych spalinowych silnikow tlokowych

Odpowiednie ksztatty geometryczne watéw korbowych nowoczesnych spalinowych
silnikow ttokowych oraz ich podparcie miedzy kazdym kolejnym wykorbieniem w tozyskach
slizgowych lub tocznych powoduja odsunigcie w kierunku wigkszych warto$ci widma gigtnych
czestosci drgan wlasnych w stosunku do czgstosci wlasnych drgan skrgtnych. Dzigki temu w
znakomitej wigkszos$ci przypadkéw zakladamy, ze z dostateczna do potrzeb technicznych
doktadnoscia drgania skretne uktadéow korbowych mozna analizowa¢ bez jednoczesnego
uwzgledniania drgan gigtnych. Powyzsze zatozenie wykorzystano w pracach [22, 25, 31, 118, 119,
171-173], w ktorych rozpatrywano dyskretno-ciagle modele mechaniczne uktadéow korbowych
r6znych typoéw spalinowych silnikow ttokowych. W tych modelach kazdy element watu korbowego
odksztalcalny skregtnie, na przyklad czop glowny 1 korbowy, jest zastepowany oddzielnym
pregtowym L-SMC. Natomiast bezwladno$§¢ ramion wykorbien, przeciwci¢zardw, zaprzggoéw
korbowych, kota zamachowego oraz elementow napedéw pomocniczych silnika jest
reprezentowana przez bryly sztywne o staltych badz zmiennych masowych momentach
bezwladnosci wzgledem osi obrotu watu. Nalezy podkresli¢, ze pojedynczemu wykorbieniu watu
odpowiadaja dwie bryly sztywne polaczone L-SMC reprezentujacym podatno$¢ skregtna czopa
korbowego. Masowe momenty bezwtadnosci tych bryt obejmuja masy ramion danego wykorbienia,
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jego przeciwcigzarOw oraz mas¢ wspotpracujacego z tym wykorbieniem zaprzg¢gu korbowego lub
zaprzggébw korbowych wraz z bezwladnoscia czopa korbowego wynikajaca z jego naturalnej
mimosrodowosci. Do kazdej z tych bryt jest przytozony moment zewnegtrzny rowny potowie
momentu wymuszajacego M), i=1,2,...,n, pochodzacego od sit ci$nienia gazu i sit bezwladnos$ci
masy zaprzegu, wzglednie zaprzggéw korbowych, wspdipracujacych z tym wykorbieniem, gdzie n
oznacza liczbg¢ wykorbien walu. Og6lny dyskretno-ciagly model mechaniczny uktadu korbowego
silnika wielocylindrowego rzedowego lub widlastego rozpatrywany w pracach [119, 171]
przedstawia rysunek 4.1.
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Rys. 4.1 Dyskretno-ciagty model mechaniczny uktadu korbowego silnika wielocylindrowego

Nalezy zauwazy¢, ze model ten sktada si¢ najczgsciej z 2n+2 pretowych L-SMC oraz 2n+3 bryt
sztywnych potaczonych wzajemnie zgodnie ze struktura rzeczywistego obiektu. Rownaniami ruchu
przekrojow poprzecznych L-SMC sa jednorodne rownania (2.1) dla =0 1 ['=G 1 p=p. RoOwnania te
rozwigzywano przy zerowych warunkach poczatkowych oraz przy 2n+3 dynamicznych warunkach
brzegowych typu (3.2b) i 2n+1 geometrycznych warunkach zgodnos$ci przemieszczen katowych
(3.2a) przekrojéow skrajnych sasiadujacych ze soba makroelementéw. Wykorzystanie falowego
rozwiazania rownan ruchu (2.1) typu d'Alemberta w postaci (3.3) prowadzi zgodnie z opisang w
rozdziale 3, punkt 3.1, procedura do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego i
drugiego rzedu z tzw. przesunigtym argumentem, tj. do 2n+1 réwnan typu (3.4a) i 2n+3 rownan
typu (3.4b). Szczegdtowe postaci tych ukladéw réwnan odpowiadajace poszczegdlnym modelom
mechanicznym uktadéw korbowych zamieszczone sa w pracach [119, 171-173].

W pracy [171] za pomoca najprostszego modelu uktadu korbowego silnika 1-cylindrowego
dokonano analitycznego rozwiazania uktadu czterech réwnan rézniczkowych zwyczajnych z
przesunigtym argumentem otrzymujac zaleznosci w postaci wzordéw rekurencyjnych. Jednak
niezwykle ztozona posta¢ tych wzordw staje si¢ coraz bardziej skomplikowana w miar¢ wzrostu
tego argumentu, gdzie liczba wyrazow odpowiednich szeregéw zwigksza si¢ rekurencyjnie w
kolejnych przedziatach argumentu rozwiazania. W przypadku wigkszej liczby rownan rozwiazanie
analityczne byloby jeszcze znaczniej ztozone. W zwiazku z powyzszym, rozwiazanie analityczne
nawet przy malej liczbie rownan rozniczkowych z przesunigtym argumentem okazuje si¢ mato
przydatne do celow praktycznych nawet przy wykorzystaniu komputerow o bardzo duzej mocy
obliczeniowej. Dlatego wigc, rdGwnania te trzeba rozwiazywac¢ numerycznie stosujac do tego celu
znane metody bezposredniego catkowania rownan rézniczkowych zwyczajnych. W pracach [119,
171-173] wykorzystano metode wstecznych roznic skonczonych.

Nadrzednym celem prowadzonych w tych pracach obliczen byta adaptacja do potrzeb
symulacji komputerowej proponowanej metody opartej na rozwigzaniu d'Alemberta 1 tym samym
na falowej interpretacji zjawiska drgan. Badano wigc wptyw poszczegélnych parametrow modelu
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Rys. 4.2 Wzajemne polozenia wykorbien watu silnika 2-cylindrowego rzgdowego:
1) ,,wspotbiezne” i 2) ,,przeciwbiezne”

Rys. 4.3 Dynamiczne przemieszczenia katowe przekrojow skrajnych czopow gtownych i korbowych uktadu
korbowego silnika 2-cylindrowego o wykorbieniach ,,wspotbieznych”

Rys. 4.4 Dynamiczne przemieszczenia katowe przekrojow skrajnych czopoéw gtéwnych i korbowych uktadu
korbowego silnika 2-cylindrowego o wykorbieniach ,,przeciwbieznych”
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oraz dlugosci kroku catkowania na wihasnosci rozwiazania numerycznego. Istotnym przedmiotem
analizy bylo badanie wptywu tlumienia typu wiskotycznego w uktadzie korbowym na stabilno$é¢
rozwiazania numerycznego, a w przede wszystkim na jego okresowos$¢ przy okresowym
wymuszeniu zewng¢trznym. Ponadto, analizowano wptyw roéznych rozwiazan konstrukcyjnych
uktadu korbowego silnika, na przyktad wzajemnego potozenia wykorbien watu i kolejnosci
zaptondow w poszczeg6lnych cylindrach, na przebiegi czasowe i wartosci ekstremalne odpowiedzi
dynamicznej. Przyktadowo, w pracach [171, 173] rozpatrywano m.in. model uktadu korbowego 4-
suwowego silnika 2-cylindrowego rzedowego charakteryzujacego si¢ wzajemnym potozeniem
wykorbien watu przesunig¢tym o kat obrotu 27, tj. gdy obydwa zaprzegi korbowe pracuja ,,w fazie”,
oraz o kat m, tj. gdy obydwa zaprzggi korbowe pracuja ,,w przeciw-fazie”, co pokazano
schematycznie na rysunku 4.2. Odpowiadajace tym potozeniom wykorbien przebiegi dynamicznych
przemieszczen katowych przekrojow skrajnych kolejnych L-SMC modelu dyskretno-ciaglego w
funkcji biezacego kata obrotu walu przedstawiaja kolejno rysunki 4.3 i 4.4. Na tych rysunkach
symbolami ,,0”, ,,17, ,,2”,...., ,,5” oznaczono przebiegi odpowiadajace przekrojom skrajnym
makroelementow od pierwszego do piatego. Poréwnujac odpowiadajace sobie krzywe nalezy
zauwazyC, ze w przypadku przesuni¢cia wykorbien o kat 2w otrzymano mniejsze amplitudy
przemieszczen katowych oraz ich bardziej regularny przebieg wynikajacy z rownomierniejszego
charakteru pracy tego typu silnika.

Jak zaznaczono powyzej, w przedstawionych modelach uktadow korbowych spalinowych
silnikow tlokowych kazdemu czopowi glownemu i korbowemu odpowiada oddzielny pretowy L-
SMC, a bezwtadno$¢ ramion danego wykorbienia, jego przeciwcigzarOw oraz wspotpracujacego z
tym wykorbieniem zaprzg¢gu korbowego lub zaprzggdéw korbowych jest reprezentowana przez dwie
bryly sztywne, jak pokazano na rysunku 4.1. Mimo, iz taki sposob modelowania do analizy drgan
skretnych lepiej odzwierciedla strukturg rzeczywistego obiektu, w praktyce inzynierskiej stosowane
sa prostsze modele uktadow korbowych, w ktérych kazdemu pojedynczemu wykorbieniu wraz z
jego zaprzegiem lub zaprzggami korbowymi odpowiada jedna bryta sztywna o zadanym stalym
badz okresowo zmiennym masowym momencie bezwladnosci. Do tej bryty jest wtedy przytozony
zewngtrzny moment wymuszajacy M(t), i=2,3,...,n+1, pochodzacy od sil ci$nienia gazu i sit
bezwladnosci. Poszczegolne bryly sztywne takiego modelu sa wzajemnie polaczone za pomoca
elementow odksztatcalnych reprezentujacych podatno$¢ skretna kolejnych odcinkéw walu
korbowego obejmujacych cate wykorbienia, tj. zarowno czopy gtoéwne jak i korbowe, oraz
pozostate fragmenty tworzace tzw. przednia i tylng koncéwke watu. W przypadku spotykanych
najczesciej dyskretnych modeli uktadow korbowych elementy te sa bezmasowymi elementami
sprezysto-ttumiacymi. Ze wzgledu na niezwykla wazno$¢ praktyczna zagadnienia drgan skregtnych
uktadoéw korbowych spalinowych silnikow tlokowych, przez wiele lat wypracowano do tego typu
modeli duza liczbg formut obliczeniowych pozwalajacych wyznaczaé masowe momenty
bezwladnosci, sztywnosci skretne oraz wspdtczynniki ttumienia zewnetrznego 1 materiatowego dla
pojedynczego wykorbienia. Formuly te wyprowadzono w duzej mierze opierajac si¢ o wyniki
badan eksperymentalnych, a ich poszczegdlne postaci do réznych typow silnikéw 1 rozwiazan
konstrukcyjnych watu korbowego zamieszczono w [70, 80, 111, 128] 1 wielu innych publikacjach.
W celu dokonywania na przyktad obliczen porownawczych mozna budowaé analogiczne do
dyskretnych - dyskretno-ciagte modele uktadéow korbowych do analizy drgan skrgtnych, w ktorych
role kazdego bezmasowego elementu sprgzysto-ttumiacego o sztywnosci skretnej ki 1
wspotczynniku tlumienia wewngtrznego c¢; pelni odpowiedni prgtowy L-SMC o tej samej
sztywnosci skretnej wyrazonej jako k=GJy/l; 1 wspotczynniku zastepczego thumienia wewnetrznego
sprowadzonego do przekrojow skrajnych Ci=lic;, gdzie Jy jest biegunowym geometrycznym
momentem bezwladno$ci przekroju i-tego makroelementu, a /; jego zatozona dtugoscia rowna na
przyktad dtugos$ci rzeczywistego wykorbienia. Wowczas, w przypadku uktadu korbowego silnika o
n wykorbieniach watu przyjety model dyskretno-ciagly sktada si¢ najczesciej z n+2 bryl sztywnych,
ktére reprezentuja odpowiednio: bezwtadno$¢ elementdéw pomocniczych napedow silnika, »
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kolejnych wykorbien watlu wraz ich zaprzegami korbowymi oraz bezwtadnos¢ kota zamachowego.
Bryly sztywne sa potaczone wzajemnie za pomoca n+1 prgtowych L-SMC, co przedstawiono na
rysunku 4.5. Woéwczas, skladowe state masowych momentéw bezwtadnosci bryt sztywnych w
modelu dyskretno-ciaglym [i(¢), i=1,2,...,n+2, pomniejsza si¢ o wartos¢ réwna masowemu
momentowi bezwtadnos$ci potowek przylegtych do nich makroelementéw. Ze wzgledu na typowy w
niemal wszystkich spalinowych silnikach tlokowych stosunkowo maly udzial masowych
momentow bezwladnosci odksztatcalnych skretnie elementéw watu korbowego, takich jak czopy
gtowne i korbowe, w poréwnaniu do masowych momentéw bezwladnosci pozostatych elementow
uktadu korbowego, masowy moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu pojedynczego pretowego
L-SMC o dhugosci rzeczywistego wykorbienia watu 1 o sztywnosci skrgtnej wykorbienia jest duzo
mniejszy od masowego momentu bezwladnosci bryly sztywnej reprezentujacej bezwladnos¢ tego
wykorbienia. Dzigki temu wspomniane formuty obliczeniowe moga mie¢ rowniez zastosowanie do
wyznaczania parametrow modelu dyskretno-ciagtego. Ponadto, przy tak wyznaczonych
parametrach modelu dyskretno-ciagtego uktadu korbowego jego pierwsze n+1 czgstosci skretnych
drgan wiasnych obliczone opisana w punkcie 3.2.1 metoda rozdzielenia zmiennych sa niemal
identyczne jak odpowiadajace im czgstosci analogicznego modelu dyskretnego, gdzie zaistniale
roznice nie przekraczaja kilku procent.
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Rys. 4.5 Uproszczony dyskretno-ciagly model mechaniczny uktadu korbowego silnika wielocylindrowego

Przyjety w ten sposob uproszczony dyskretno-ciagly model uktadu korbowego spalinowego
silnika tlokowego w porownaniu z analogicznym modelem pokazanym na rysunku 4.1
charakteryzuje si¢ mniejsza liczba warunkow brzegowych wynoszaca n w przypadku warunkow
geometrycznych typu (3.2a) i n+2 w przypadku warunkéw dynamicznych typu (3.2b). Przez to
uzyskiwana jest wigksza efektywnos$¢ obliczeniowa przy symulacji drgan wymuszonych dzigki
koniecznosci sekwencyjnego catkowania numerycznego tylko n réwnan rdézniczkowych z
przesunigtym argumentem typu (3.4a) i n+2 réwnan typu (3.4b).

W pracy [171] w przypadku uktadu korbowego silnika I1-cylindrowego, tj. przy n=l1,
dokonano pierwszego poroéwnania wynikow obliczen za pomoca uproszczonego modelu dyskretno-
ciaglego z wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu analogicznego liniowego modelu
dyskretnego o n+2=3 stopniach swobody, ktorego ruch jest opisany sprz¢zonymi réwnaniami
rozniczkowymi zwyczajnymi. Rozwigzywanie tych rownan metoda Runge'go-Kutty dato blisko 2-
krotne wydtuzenie czasu obliczen dla tego samego przedziatu czasu i dlugosci kroku catkowania w
poréwnaniu z sekwencyjnym catkowaniem odpowiednich 3 rownan rézniczkowych z przesuni¢tym
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argumentem typu (3.4b) i 1 rownania typu (3.4a). Uzyskano jednoczesnie bardzo podobne wyniki
symulacji drgan skretnych, gdzie najwigksze réznice odpowiadajacych sobie wartosci
ekstremalnych przebiegéw dynamicznych przemieszczen katowych nie przekroczyty 7%. Z kolei w
pracach [22, 31] dokonywano analogicznych poréwnan modeli uktadow korbowych silnikow
wielocylindrowych. Rozpatrywano ustalone rezonansowe i1 pozarezonansowe drgania skretne
uktadu korbowego rzgdowego silnika 4- i 6-cylindrowego. Na rysunku 4.6a zamieszczono wykresy
przebiegow dynamicznego przemieszczenia katowego tzw. przedniej wolnej koncowki watu
korbowego 4-cylindrowego wysokoobrotowego silnika wysokopreznego w rezonansowych
warunkach pracy w jednym kolejnym cyklu pracy wyrazonym w funkcji biezacego kata obrotu. Z
kolei rysunek 4.6b przedstawia wykresy naprg¢zen stycznych w siodmym czopie gtownym watu
korbowego 6-cylindrowego $rednioobrotowego silnika wysokopreznego w kolejnym cyklu
znamionowych warunkéw pracy. Na obu rysunkach linig ciagla zaznaczono przebiegi uzyskane za
pomoca modelu dyskretno-ciaglego 1 rozwiazania falowego typu d’Alemberta, a linia przerywana
odpowiadajace przebiegi otrzymane przy wykorzystaniu analogicznego modelu dyskretnego,
ktorego sprzezone réwnania rozniczkowe ruchu catkowano metoda Hamminga, [91]. Za pomoca
obydwu porownywanych modeli uzyskano bardzo podobne wyniki symulacji, gdzie najwigksze
roznice wartosci ekstremalnych badanych przebiegoéw nie przekroczyly 6+8%. W przypadku
modelu dykretno-ciagtego nastapito ok. 2.5+3-krotne skrocenie czasu obliczen przy bardzo dobrej
stabilno$ci rozwigzania numerycznego w przeciwienstwie do metody Hamminga, przy
wykorzystaniu ktorej zaobserwowano stopniowa utrat¢ okresowosci przebiegdbw w ramach
kolejnych cykli pracy silnika 4-suwowego, co mozna zauwazy¢ na rysunku 4.6a. Zastosowanie do
tych samych przypadkéw metody Rungego-Kutty lub metody Taylora bezposredniego catkowania
réwnan ruchu modelu dyskretnego daje wprawdzie poprawg stabilno$ci rozwiazania lecz kosztem
dalszego zwigkszenia czasu obliczen.
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Rys. 4.6 Odpowiedz dynamiczna uktadu korbowego silnika 4-cylindrowego (a) — 6-cylindrowego (b) uzyskana za
pomoca modelu dyskretno-ciaglego ( ) 1 modelu dyskretnego (— — — —)

W ustalonych warunkach pracy silnika 1 przy wykorzystaniu liniowego modelu uktadu
korbowego, w ktérym okresowo-zmienne masowe momenty bezwladnosci zaprzegéw korbowych
zastapiono warto$ciami $rednimi, proponowane w niniejszej pracy podejécie porownywano w [31]
z wysoce efektywna i powszechnie stosowana w praktyce inzynierskiej metoda analizy drgan
skretnych uktadow korbowych oparta na transformacji Fouriera rézniczkowych roéwnan ruchu
modelu dyskretnego do uktadu liniowych rownan algebraicznych o zespolonych wspdiczynnikach.
Metoda ta polega na poszukiwaniu odpowiedzi dynamicznej w formie superpozycji rozwigzan
czastkowych odpowiadajacych kolejnym sktadowym harmonicznym rozwinigcia w szereg
okresowego wymuszenia zewngtrznego, [92]. Wowcezas, nawet przy uwzglednieniu stosunkowo
duzej liczby 24 lub 36 sktadowych harmonicznych rozwinigcia w szereg okresowych momentow
zewngtrznych My(f), i=2,3,...,n+1, pochodzacych od sil gazowych i1 bezwladnosci, otrzymywane sa
znacznie wigksze, dochodzace do 40%, roznice wartosci ekstremalnych uzyskanych przebiegow w
poréwnaniu z analogicznymi przebiegami otrzymanymi przy wykorzystaniu modelu dyskretno-
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ciaglego 1 rozwiazania falowego typu d’Alemberta. Na rysunku 4.7a zamieszczono przyktadowe
wykresy przebiegdw naprgzen stycznych w piatym czopie gtéwnym watu korbowego gaznikowego
wysokoobrotowego silnika 4-cylindrowego w funkcji biezacego kata obrotu watu dla jednego cyklu
rezonansowych warunkow pracy przy predkosci 4250 obr./min, gdzie linia ciagla zaznaczono
przebiegi uzyskane za pomoca modelu dyskretno-ciagtego 1 rozwiazania falowego typu
d’Alemberta, a linia przerywana odpowiadajace przebiegi otrzymane przy wykorzystaniu
analogicznego modelu dyskretnego 1 wspomnianej metody transformacji Fouriera. W warunkach
rezonansu, kiedy odpowiedz dynamiczna ma przebieg zblizony do gladkiej sinusoidy, za pomoca
obydwu modeli otrzymano podobne wyniki. Natomiast dla tego samego uktadu korbowego silnika
w pozarezonansowych warunkach pracy przy predkosci obrotowej watu 2000 obr./min, gdy
przebiegi odpowiedzi dynamiczne] charakteryzuja si¢ wystgpowaniem znacznych lokalnych
gradientow, stosowana powszechnie w praktyce metoda oparta na transformacji Fouriera jest
przyczyna niedoktadnosci w formie ,,wygtadzania pikow”, ktore to uzyskano za pomoca modelu
dyskretno-ciaglego, co mozna zauwazy¢ na rysunku 4.7b przedstawiajacym analogiczne przebiegi
naprgzen stycznych w piatym czopie gtownym watu korbowego. Nalezy wigc wnioskowac, ze 1 to
poréwnanie potwierdza wigksza wiarygodno$¢ uzyskiwanych wynikow analizy drgan skrgtnych
przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciaglego i rozwiazania falowego typu d’Alemberta, gdzie
osiagnigto jednoczesnie efektywnos$¢ obliczeniowa zblizong do szczegdlnie wysokiej efektywnosci
metody opartej na transformacji Fouriera.
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Rys. 4.7 Odpowiedz dynamiczna uktadu korbowego silnika 4-cylindrowego w rezonansowych (a) i pozarezonasowych
(b) warunkach pracy uzyskana za pomoca modelu dyskretno-ciagtego ( ) 1 modelu dyskretnego (— — — -)

4.1.2 Zastosowanie rozwigzania falowego typu d'Alemberta do analizy drgan skretnych
ukladow napedowych maszyn i pojazdow

Jak wspomniano w punkcie 3.1, przesunigty argument wystepujacy w cztonach stojacych po
prawych stronach rownan rézniczkowych zwyczajnych otrzymywanych w  konsekwencji
zastosowania rozwiazania falowego typu d'Alemberta czyni te prawe strony zawsze znanymi w
kolejnych krokach numerycznego catkowania. Wtedy te rownania mozna traktowa¢ jako wzajemnie
rozprzgzone 1 rozwiazywac je sekwencyjnie w zadanej kolejnosci wynikajacej z ich konkretnych
postaci. W pordwnaniu z catkowaniem numerycznym takiej samej liczby sprzezonych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych opisujacych ruch dyskretnego modelu mechanicznego, wykonujemy
woOwczas znacznie zmniejszong liczbg niezbgdnych operacji arytmetycznych, co bardzo istotnie
utatwia proces catkowania numerycznego rownan rozniczkowych z przesunigtym argumentem
poprzez istotne skrocenie czasu obliczen oraz zwigkszenie doktadnosci i stabilno$ci numerycznej
otrzymywanego rozwiazania. Potwierdzity to opisane w poprzednim punkcie wyniki obliczen
poréwnawczych drgan skretnych ukladéw korbowych spalinowych silnikéw ttokowych. Dzigki
temu zastosowanie modelowania dyskretno-ciagltego i rozwiazan falowych typu d'Alemberta moze
by¢ szczegélnie przydatne do analizy i symulacji drgan skrg¢tnych ukladéw ztozonych z
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nieliniowos$ciami 1 tzw. silnymi nieliniowosciami lokalnymi. Wowczas modele mechaniczne tych
uktadow charakteryzuja si¢ stosunkowo duza liczba pretowych L-SMC i tym samym odpowiednio
duza liczba nieliniowych réwnan z przesuni¢tym argumentem typu (3.6) modelu matematycznego.
Dlatego wigc proponowane podejscie moze by¢ szczegdlnie przydatne do analizy drgan skregtnych
uktadéw napgdowych maszyn i pojazdow, w sktad ktorych wchodza liczne odcinki waldéw 1 osi o
najczesciej skokowych zmianach $rednicy, czyli tzw. waly stopniowe, oraz wszelkiego rodzaju
elementy taczace bedace zarazem zrodlem wspomnianych nieliniowosci typu lokalnego. Naleza do
nich przeguby, na przyktad Cardana, sprzggta podatne i sztywne, sprzegla cierne suche i mokre,
przektadnie zebate zwykte i planetarne, przektadnie 1 sprzggta hydrokinetyczne, wolnobiegi 1 inne.
Budujac dyskretno-ciagle modele mechaniczne uktadéw napedowych poszczegodlne, najczesciej
cylindryczne, odcinki watow 1 osi sa =zastgpowane odpowiednimi pretowymi L-SMC
odksztatcalnymi skretnie. Natomiast tarcze sprzegiel, kola zamachowe, kota zgbate, kota jezdne,
wirniki maszyn elektrycznych, wszelkiego rodzaju konierze, kryzy i inne, ktéorych podatnos$c
skrgtnag mozna uzna¢ za znikomo mata w poréwnaniu z podatnos$cia waldw, sa reprezentowane
przez bryty sztywne o statych badz zmiennych masowych momentach bezwtadnosci wzgledem ich
osi obrotu. Z kolei podatno$¢ skrgtng sprzegiel, przegubow, zazgbien przektadni zgbatych i
hydrokinetycznych, wolnobiegdw i innych sa zastgpowane przez bezmasowe elementy sprezysto-
ttumiace o charakterystykach odpowiednio liniowych, nieliniowych lub silnie nieliniowych. W
modelach mechanicznych uktadéw napedowych L-SMC, bryty sztywne oraz bezmasowe elementy
sprezysto-tlumiace sa wzajemnie ze soba polaczone zgodnie ze struktura rzeczywistego obiektu.

W pracach [22, 29, 31, 33] rozpatrywano ustalone i przejsciowe nieliniowe 1 parametryczne
drgania skretne uktadow maszyn i1 pojazdéw poruszanych silnikami spalinowymi ttokowymi oraz
silnikami elektrycznymi. Podobnie jak w przypadku dyskretno-ciaglych modeli uktadow
korbowych spalinowych silnikéw tlokowych, rownaniami ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC
sa jednorodne réwnania (2.1) dla =0 1 ['=G 1 pu=p. ROwnania te rozwiazywano przy zerowych lub
statycznych warunkach poczatkowych oraz przy dynamicznych warunkach brzegowych typu (3.2b)
1 (3.5) oraz geometrycznych warunkach zgodno$ci przemieszczen katowych (3.2a) dla przekrojow
skrajnych sasiadujacych ze soba makroelementow. Wykorzystanie falowego rozwiazania rownan
ruchu (2.1) typu d'Alemberta w postaci (3.3) prowadzi zgodnie z opisana w rozdziale 3, punkt 3.1,
procedura do uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego i drugiego rzedu z tzw.
przesunigtym argumentem typu (3.4a), (3.4b) i (3.6). We wszystkich wymienionych powyzej
pracach rOwnania rézniczkowe z przesuni¢tym argumentem rozwiazywano numerycznie metoda
bezposredniego catkowania. W celu uzyskania zadowalajaco wysokiej doktadnosci oraz
bezwarunkowe;j stabilno$ci numerycznego rozwiazania wykorzystano metode Newmarka.

W pracach [22, 31] przedmiotem badan byl przektadniowy uktad napgdu maszyny roboczej
poruszanej wielocylindrowym spalinowym silnikiem tlokowym. Obok przektadni zgbatych 1 uktadu
korbowego silnika, w uktadzie napgdowym wystepuja roéwniez sprzggla cierne 1 podatne, przeguby
Cardana oraz wirniki reprezentujace bezwladno$¢ maszyny napgdzanej. Dyskretno-ciagly model
mechaniczny uktadu napgdowego rozpatrywanego w pracy [31] przedstawiono na rysunku 4.8.

Z kolei w pracy [33] rozpatrywano analogiczny przekladniowy uktad napedowy ze
sprzggtem ciernym i podatnym samochodu dostawczego poruszanego 6-cylindrowym rzgedowym
silnikiem spalinowym. Dyskretno-ciagly model mechaniczny tego uktadu pokazuje rysunek 4.9. W
tym modelu bezwladno$¢ masy pojazdu sprowadzona do osi obrotu uktadu napedowego zastapiono
bryla sztywna potaczona z brylami sztywnymi reprezentujacymi masy kot jezdnych za pomoca
pretowych L-SMC odksztalcalnych skretnie (13) 1 (15). Makroelementy te zastgpuja podatno$é
opon samochodu.
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Rys. 4.9 Dyskretno-ciagly model mechaniczny uktadu napgdowego pojazdu samochodowego

W pracy [31] badano wplyw lepko-sprezystych charakterystyk sprzegta podatnego oraz
charakterystyk sprzggta ciernego typu wlaczalnego i przeciazeniowego na odpowiedz dynamiczna
uktadu w nieustalonych warunkach pracy. Przyktadowo, na rysunku 4.10 przedstawiono wykresy
przebiegdbw dynamicznego momentu skrgcajacego w wale wyjSciowym sprzeglta oraz jego
predkosci katowej w funkcji chwilowej predkosci obrotowej watu korbowego silnika podczas jego
rozbiegu od predkosci biegu jalowego do predkosci znamionowej. Kolejne przypadki a, b i ¢ na tym
rysunku odpowiadaja liniowej, progresywnej (twardej) 1 degresywnej (migkkiej) charakterystyce
sprzegla podatnego, co nietrudno zauwazy¢ obserwujac typowe dla nich obwiednie warto$ci
chwilowych ekstremow momentdéw skrgcajacych 1 predkosci katowych przy przechodzeniu przez

strefe rezonansu.
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Rys. 4.10 Odpowiedz dynamiczna uktadu napgdowego maszyny roboczej przy réznych charakterystykach
sprzggla podatnego

W pracy [33] uwzgledniono luzy migdzyzebne w kolejnych stopniach skrzyni
przektadniowej oraz w przektadni gléwnej uktadu przeniesienia napgdu samochodu. Badano
przebiegi dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez poszczegdlne elementy
uktadu napedowego, takich jak wat korbowy silnika, sprzgglo cierne, zazgbienia przekladni
zebatych oraz kolejne odcinki watow 1 podtosi, w nieustalonych warunkach pracy podczas
przyspieszania pojazdu od predkosci obrotowej walu silnika 1000 obr/min do predkosci 6000
obr/min przy zalozonej stalej warto$ci sredniej momentu napedowego 120 Nm. Na rysunku 4.11
przedstawiono przebieg w dziedzinie czasu i czgstosci momentu dynamicznego przenoszonego
przez przektadni¢ gtowna (12) uktadu napedu samochodu (patrz rys. 4.9). Przebieg ten stanowi
seri¢ tzw. ,,odzerowych pikow” momentu pochodzacych od kolejnych zderzen wspotpracujacych ze
soba par zgbow przektadni. Widmo amplitudowe tego przebiegu ma bardzo duza liczbg sktadowych
wysokoczestotliwosciowych, co wskazuje na chaotyczny charakter badanego procesu. Bezwladnos¢
obrotowa kot zgbatych tagodzi natomiast skutki zderzen par zgbéw czyniac z typowo impulsowego
przebiegu momentu skrecajacego w samym z zazegbieniu przebiegi momentu w przyleglych watach
1 osiach catkowicie ptynne o charakterze thumionej sinusoidy o podstawowej czgstotliwosci ~2.1 Hz
réwnej pierwszej czgstosci skretnych drgan wlasnych zlinearyzowanego modelu badanego ukladu
napedowego pojazdu, jak pokazano na rysunku 4.12 w przypadku momentu skrgcajacego
przenoszonego do kot jezdnych przez polosie reprezentowane przez L-SMC (12) i (14) (patrz rys.
4.9). W omawianej pracy [33] analogiczne wyniki otrzymano rowniez za pomoca dyskretno-
ciaglego modelu uktadu napedu zestawu kolowego lokomotywy elektrycznej z dwustopniowa
przektadnia zgbata, w ktorej uwzgledniono luzy migedzyzebne.
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Nalezy podkresli¢, ze zastosowanie rozwiazanie typu d'Alemberta falowych réwnan ruchu
(2.1) prowadzace do rownan rézniczkowych zwyczajnych z przesunigtym argumentem szczegolnie
utatwia analiz¢ drgan w przypadkach wystgpowania w badanym uktadzie mechanicznym tzw.
silnych nieliniowosci lokalnych spowodowanych na przyktad luzami w przegubach i przektadniach
zebatych, czy efektami tarcia suchego w sprzeglach ciernych. Podczas symulacji drgan
wymuszonych zachodzi wéwczas potrzeba numerycznego znajdowania punktéw nieciaglosci
odpowiednich nieliniowych charakterystyk, na przyktad charakterystyki tarcia w sprzegle wedtug
modelu Coulomba lub jego modyfikacjom, [98], albo znajdowania punktow nieciagto$ci
pochodnych tych charakterystyk, przyktadowo skokowo-zmiennej sztywno$ci zazgbienia
przekladni zgbatej z luzami. Sekwencyjna technika numerycznego calkowania réwnan
rozniczkowych z przesunigtym argumentem typu (3.6) pozwala na wykorzystywanie w celu
znalezienia punktu nieciaglosci charakterystyki danego zrodla silnej nieliniowosci, na przyktad
przektadni zebatej, jedynie tylko tego rownania, ktéore odpowiada dynamicznemu warunkowi
brzegowemu typu (3.5) opisujacemu ruch tego zrédta. Natomiast w przypadku zastosowania do
symulacji drgan analogicznego modelu dyskretnego badanego uktadu mechanicznego, do
znajdowania omawianych punktow nieciaglo$ci nieliniowych charakterystyk musi by¢
wykorzystywany caty uktad nieliniowych sprz¢zonych réwnan rézniczkowych zwyczajnych
opisujacych ruch tego modelu. Przy stosowanych zazwyczaj do tego celu technikach iteracyjnych,
omawiana zaleta modelu dyskretno-ciagltego pozwala na istotne zmniejszenie liczby niezbednych
operacji arytmetycznych podczas wykonywania symulacji drgan, co prowadzi do znaczacego
skrdcenia czasu obliczen oraz zwigkszenia doktadnosci i stabilno$ci numerycznej proponowanego
algorytmu. Ta zaleta nabiera szczegdlnego znaczenia w przypadkach wystgpowania wielu zrodet
silnych nieliniowos$ci lokalnych w badanym uktadzie mechanicznym, gdzie zachodzi potrzeba
szukania punktow nieciagtosci kilku nieliniowych charakterystyk w zakresie podstawowej dtugosci
jednego kroku numerycznego catkowania. Wowczas proces iteracyjnego poszukiwania mocno si¢
komplikuje prowadzac w przypadku tradycyjnego modelu dyskretnego do podziatu podstawowej
dhugosci jednego kroku numerycznego catkowania na kilka ,,mini-krokow”. Natomiast przy
sekwencyjnym rozwigzywaniu rownan z przesuni¢tym argumentem typu (3.6) w przypadku modelu
dyskretno-ciagtego problem ten nie wystgpuje, poniewaz przy kazdym zrédle silnej nieliniowosci, a
wigc dla kazdego rownania typu (3.6) z osobna, owe poszukiwanie odbywa si¢ niezaleznie
prowadzac odpowiednio do indywidualnych podzialéw podstawowej dlugosci jednego kroku
numerycznego catkowania na co najwyzej dwa ,,mini-kroki”.
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Rys. 4.13 Dyskretno-ciagly model mechaniczny wieloprzektadniowego ukladu napgdowego

Omawiang zalete¢ stosowania falowych rozwigzan typu d'Alemberta réwnan ruchu (2.1)
wykorzystano w pracy [176], w ktorej przedmiotem badan jest pokazany na rysunku 4.13
dyskretno-ciaglty model mechaniczny drgajacego skr¢tnie wieloprzektadniowego uktadu napedu
maszyny roboczej poruszanej silnikiem elektrycznym. W tym modelu w kolejnych # stopniach
przekladni zgbatej uwzgledniono zarowno luzy miedzyzegbne, jak 1 periodyczna zmiennos$¢
sztywnosci zazgbien powodowana okresowo-zmienng liczba par zgbdéw znajdujacych sie¢ w
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chwilowym przyporze. Ze wzgledu na typowy dla wielu uktadow napgdowych stosunkowo maty
udzial masowych momentéw bezwladnosci watéw i osi w poréwnaniu z masowymi momentami
bezwladnosci kot zgbatych, tarcz sprzegiet, wirnikéw silnikow elektrycznych, kot zamachowych,
wirnikdw maszyn napgdzanych, na przyktad pradnic, i innych, istnieje mozliwos¢ tatwego dobrania
parametrow analogicznego modelu dyskretnego badanego obiektu, w ktorym w przeciwienstwie do
modelu dyskretno-ciaglego proponowanego w pracy, poszczegélne odcinki waléw 1 osi sa
reprezentowane bezmasowymi elementami sprgzysto-thtumiacymi. Wéwczas dla obydwu modeli
mechanicznych oprécz takiej samej struktury i catkowitego masowego momentu bezwtadnosci
wzgledem danej osi obrotu mozna otrzyma¢ po linearyzacji niemal identyczne widmo
podstawowych czgstosci oraz praktycznie pokrywajace si¢ postacie drgan wlasnych. Stosujac takie
kryteria odpowiednio$ci, w pracy [176] poréwnano wyniki symulacji nieliniowych drgan skre¢tnych
wieloprzektadniowego uktadu napgdowego uzyskane za pomoca pokazanego na rysunku 4.13
modelu dyskretno-ciaglego o 2n+2=12 brytach sztywnych oraz za pomoca analogicznego modelu
dyskretnego o 12 stopniach swobody. Dla tych modeli roznice kolejnych pierwszych 11 czgstosci
drgan wlasnych uktadéw zlinearyzowanych nie przekroczyty 0.1%. W przypadku modelu
dyskretno-ciaglego rozwiazywano sekwencyjnie n=5 réwnan rdézniczkowych z przesunigtym
argumentem typu (3.6) o wymiarze 2 oraz 2 réwnania typu (3.4b). Natomiast w przypadku modelu
dyskretnego rozwiazywano uktad 12 nieliniowych sprz¢zonych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzedu. W obydwu przypadkach modeli do numerycznego rozwiazywania
tych roéwnan zastosowano metode Newmarka przy tej samej podstawowej dlugosci kroku
catkowania. Za pomoca obydwu podejs¢ badano nieliniowe skr¢tne drgania przejsciowe powstajace
przy rozruchu maszyny napgdzanej ze stanu spoczynku do znamionowych warunkéw pracy.
Przebiegi w czasie momentu rozruchowego generowanego przez silnik elektryczny oraz momentu
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Rys. 4.14 Przebiegi momentdéw zewngtrznych generowanych podczas rozruchu uktadu napgdowego przez silnik
elektryczny (a) i maszyng robocza (b)

oporowego maszyny roboczej pokazano na rysunku 4.14. Uzyskujac ok. 32-krotnie krétszy czas
obliczen za pomoca modelu dyskretno-ciaglego, przy wykorzystaniu obu modeli otrzymano
podobne wyniki przebiegow dynamicznych momentoéw skrecajacych przenoszonych przez
poszczeg6lne odcinki watow, jak przykladowo pokazano na rysunku 4.15, oraz na ogdt podobne
wyniki przebiegow dynamicznych momentow skrecajacych przenoszonych przez kolejne stopnie
przektadni zgbatej, gdzie zaistniale roznice maja charakter iloSciowy w formie innych warto$ci
maksymalnych kolejnych ‘pikow’ momentu spowodowanych zderzeniami par z¢bow. Jednak
wystapity réwniez przypadki zaistnienia znacznych rdéznic jako$ciowych przebiegéw momentu
skrecajacego przenoszonego przez zazgbienia przektadni. Rysunek 4.16 a i b przedstawia przebiegi
w dziedzinie czasu i czgstosci dynamicznego momentu przenoszonego przez zazebienie drugiego
stopnia przektadni uzyskane odpowiednio za pomoca modelu dyskretnego i dyskretno-ciagtego.
Porownujac obydwa wyniki, w przypadku modelu dyskretnego widocznym jest brak istotnego
wysokoczestotliwosciowego ‘komponentu’ przebiegu momentu skrecajacego powstajacego podczas
srodkowej fazy rozruchu maszyny. Komponent ten charakteryzuje si¢ wyjatkowym wyst¢gpowaniem
rowniez ujemnych ‘pikdw’ momentu, co wskazuje na zderzenia biernych stron par zgbow mimo
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Rys. 4.15 Dynamiczne momenty skrecajace uzyskane za pomoca modelu dyskretnego (a) i dyskretno-ciagltego (b)

szybkiego narastania stalej czgSci momentu napgdowego generowanego przez silnik, ktora
przewyzsza skladowe zmienne na tyle by w pozostatych zazgbieniach miaty miejsce jedynie
zderzenia czynnych stron par zgbow przejawiajace si¢ w postaci ‘pikow’ dodatnich. Nalezy sadzi¢,
iz mimo zastosowanych do obu rownowaznych dynamicznie modeli mechanicznych tej samej
metody bezposredniego catkowania rownan rézniczkowych oraz tej samej procedury iteracyjnego
znajdowania punktow nieciagtosci sztywnosci zazgbien przektadni, zaistniale réznice uzyskanych
wynikow sa spowodowane sekwencyjnym rozwigzywaniem rownan z przesunigtym argumentem i
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Rys. 4.16 Dynamiczny moment skrgcajacy przenoszony przez zazgbienie 11 stopnia przektadni uzyskany za pomoca
modelu dyskretnego (a) i dyskretno-ciagtego (b)
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zwiazana z tym mniejsza liczba wykonywanych niezbgdnych operacji arytmetycznych. Powstate w
ten sposob prawdopodobienstwo popetniania znacznie mniejszych blgdéw numerycznych podczas
symulacji drgan pozwala domniemywaé, ze wyniki otrzymane przy wykorzystaniu modelu
dyskretno-ciaglego i rozwiazania réwnan ruchu typu d’Alemberta sa doktadniejsze.

Przedstawione powyzej przyktady modelowania uktadéw napedowych i pordéwnania
wynikow analizy drgan skrg¢tnych z wynikami uzyskanymi za pomoca analogicznych modeli
dyskretnych miaty charakter gtownie akademicki i cel poznawczy. Szczegdlnie wartosciowym
wydaje si¢ rowniez dokonanie porownania proponowanej metody modelowania dyskretno-ciaglego
przy wykorzystaniu rozwiazania falowego typu d’ Alemberta z metoda tradycyjna oparta na modelu
dyskretnym zastosowana do konkretnego obiektu rzeczywistego do potrzeb aplikacyjnych. Jako
przedmiot rozwazan obrano wigc drgajacy skretnie uktad napedu wytlaczarki przemystowej duzej
mocy poruszanej silnikiem asynchronicznym poprzez 1 sprzggto podatne o charakterystyce
progresywnej, 3 przektadnie zgbate 1-stopniowe, w tym 2 przelaczalne, oraz 2 przektadnie zgbate 1-
stopniowe z rozdziatem mocy, jak pokazano na rysunku 4.17. Ten obiekt rozpatrywano w Raporcie
Wewngetrznym [195] firmy MEC-Alsdorf (RFN) stanowiacym ekspertyz¢ majaca na celu zbadanie
przyczyn nadmiernego zuzywania si¢ zgbow przekladni w uktadzie napgdu tego typu wytlaczarki.

Nalezy zauwazy¢, ze rozpatrywany uktad napedowy nie jest prostym tzw. ,tancuchem
skretnym”, lecz typowym uktadem rozgal¢zionym. Analiz¢ drgan skretnych ukladu napgdowego
omawianej wytlaczarki przeprowadzono w [195] przy wykorzystaniu przedstawionego na rysunku
4.18 klasycznego modelu dyskretnego o 18 stopniach swobody, w ktorym podatno$¢ skrgtna
sprzegla podatnego, wszystkich zazgbien przekladni 1 odcinkow waléw zastapiono 20
bezmasowymi elementami sprezysto-tlumiacymi o zadanych zmiennych i stalych sztywno$ciach
skretnych 1 wspotczynnikach thumienia strukturalnego.
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Rys. 4.17 Schemat uktadu napedowego wyttaczarki przemystowej, [195]
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Rys. 4.18 Dyskretny model mechaniczny uktadu napedowego wytlaczarki przemystowej, [195]

Kiedy przektadniowy uktad napgdowy maszyny roboczej lub pojazdu przenosi dostatecznie
duzy staly moment skrgcajacy w stosunku do przewidywanych wartosci sktadowych zmiennych
wywotywanych efektami dynamicznymi, zaklada si¢ czesto, na przyktad w [56, 95, 98, 127], ze
wspolpracujace ze soba kota zgbate przektadni sa w statym przyporze i nie dochodzi wtedy do
wzajemnych uderzen par zgbow. Wowczas nie ma potrzeby uwzgledniania luzow migdzyzgbnych,
natomiast szczeg6lnego znaczenia nabiera okresowa zmienno$¢ sztywnosci zazebienia przektadni
spowodowana periodycznie zmieniajaca si¢ liczba par zgbow bedacych ze soba w chwilowym
kontakcie. Jak wiadomo, okresowa zmienno$¢ sztywnosci w kazdym lepko-bezwladnosciowo-
sprezystym uktadzie mechanicznym moze by¢ przyczyna wystgpowania drgan parametrycznych,
ktore w warunkach rezonansowych powoduja niebezpieczne nadwyzki dynamicznych sil i
momentéw. W przypadku uktadow napedowych drgajacych skrgtnie rezonanse parametryczne
wywotywane okresowa zmienno$cia sztywnosci zazgbien przektadni moga by¢ czgsto przyczyna
nadmiernego ich zuzywania si¢, co wykazano w Raporcie [195]. Ta okresowa zmienno$¢
sztywnosci zazegbienia mozna opisywa¢ matematycznie w roznoraki sposob. Najczescie]
stosowanymi opisami sa harmoniczny i trapezoidalny z podstawowa czgstoscia rowna iloczynowi
predkosci katowej danego kota zgbatego i liczby jego zebow, [95, 98]. Zaktadajac przenoszenie
przez uklad napedu wyttaczarki w znamionowych warunkach pracy stosunkowo duzego stalego
momentu skrecajacego w porownaniu do przewidywanych amplitud sktadowych zmiennych, w
[195] pominigto luzy migdzyzgbne we wszystkich przektadniach i przyjgto harmonicznie zmienne
sztywnosci ich zazebien.

Wedhug przyjetych powyzej zatozen zbudowano dyskretno-ciagly model mechaniczny
uktadu napedu tej wytlaczarki, ktorego struktura jest identyczna w porownaniu ze struktura modelu
dyskretnego, jak pokazano na rysunku 4.19. Model dyskretno-ciagly sktada si¢ z 12 pretowych L-
SMC reprezentujacych odcinki watdow, 20 bryt sztywnych zastepujacych bezwiadno$¢ wirnika
silnika elektrycznego, tarcz sprzggta podatnego, kot zgbatych i narzedzi roboczych wyttaczarki oraz
z 8 bezmasowych elementow sprezysto-tlumiacych reprezentujacych nieliniowe wlasnosci sprzegta
1 zazgbien przektadni. Parametry tego modelu, tj. wymiary geometryczne i sztywnos$ci skrgtne
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waléw, masowe momenty bezwiladnosci bryl sztywnych, sktadowe stale sztywnos$ci zazgbien i
wartosci przetozen przekladni zgbatych wraz z wymiarami geometrycznymi zgbow, wspotczynniki
tlumienia zewngtrznego, thumienia strukturalnego w materiale watow i potaczeniach oraz thumienia
mgly olejowej w przektadniach zgbatych, progresywna charakterystyke sprzggta podatnego,
charakterystyk¢ momentu napgdowego silnika asynchronicznego, jak rowniez charakterystyki
momentu oporowego narzedzi roboczych i inne przyjeto identyczne jak w przypadku modelu
dyskretnego pokazanego na rysunku 4.18. Zgodnie z wykorzystywanymi w [195] wytycznymi z
monografii [98], w obydwu modelach przyj¢to taki sam harmoniczny charakter zmiennoSci
sztywnosci zazebien przekladni. Przy tym zatozeniu roznice wzgledne pierwszych 17 czegstosci
skretnych drgan wlasnych obu zlinearyzowanych modeli w zakresie 02500 Hz nie przekroczyty
6%, przy czym w przypadku pierwszych 7 czgstosci rdznice te byly mniejsze od 0.09%, roznice
nastepnych 9 czgstosci nie przekroczyly 2.8%, a najwigksza roznica wystapila przy najwyzszej
rozpatrywanej 17 czgstosci 1 wyniosta 5.68%.
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Rys. 4.19 Dyskretno-ciaglty model mechaniczny uktadu napgdu wytlaczarki przemystowe;j

Identycznie jak w [195], przeprowadzono symulacj¢ nieliniowych, przejsciowych drgan
skretnych uktadu napedowego wystepujacych podczas trwajacego 5 sekund rozruchu urzadzenia ze
stanu spoczynku do znamionowych warunkow pracy. W tym celu w przypadku modelu
dyskretnego rozwiazywano uklad 18 sprz¢zonych, nieliniowych roéwnan rozniczkowych
zwyczajnych stosujac metode bezposredniego catkowania Taylora zaimplementowana w
komercyjnym programie komputerowym MEC-SIMUL opracowanym w poczatkowej fazie w
Nadrensko-Westfalskim Uniwersytecie Technicznym (RWTH) w Aachen i dostosowanym do
potrzeb przemystowych przez firm¢ MEC GmbH-Alsdorf, [99]. Natomiast odpowiadajacy
dyskretno-ciagtemu modelowi mechanicznemu model matematyczny badanego obiektu
charakteryzuje si¢ 4 roéwnaniami rozniczkowymi z przesunigtym argumentem typu (3.4a), 6
rownaniami typu (3.4b) oraz 3 rownaniami typu (3.6) o wymiarze 2 1 2 rOwnaniami typu (3.6) o
wymiarze 3. Do ich sekwencyjnego catkowania numerycznego zastosowano metod¢ Newmarka
przy dhugosci kroku 0.00003125 s, ktora odpowiada najkrotszemu okresowi drgan o czestotliwosci
32000 Hz przekraczajacej ok. 14 razy 17 czgstos$¢ skretnych drgan wlasnych obu modeli uktadu
napedowego. Przyjete do obu porownywanych modeli takie same przebiegi w czasie zewnetrznego
momentu napgdowego generowanego przez silnik asynchroniczny podczas rozruchu oraz
identyczne dla obydwu narzedzi roboczych wytlaczarki przebiegi zewnegtrznych momentéw
oporowych przedstawiaja odpowiednio rysunki 4.20 a i b.
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Rys. 4.20 Przebiegi momentow zewngtrznych przytozonych do: wirnika silnika elektrycznego (a),
narzgdzi roboczych wyttaczarki (b), [195]

Wielkosciami badanymi droga symulacji byly dynamiczne momenty skrecajace
przenoszone przez poszczegdlne elementy uktadu napgdowego, takie jak wszystkie odcinki watow,
sprzeglo podatne 1 wszystkie zazgbienia przektadni, przyspieszenia katowe wybranych kot zgbatych
przekltadni oraz predko$¢ obrotowa wirnika silnika elektrycznego. Na rysunkach 4.21 a i b
przedstawiono wykresy przebiegow predkosci obrotowej wirnika silnika elektrycznego podczas
rozruchu uktadu napedowego otrzymane odpowiednio za pomoca modelu dyskretnego w [195] oraz
za pomoca modelu dyskretno-ciaglego. Na nastepnych kolejnych rysunkach od 4.22 a,b do 4.28 a,b
przedstawiono otrzymane w [195] przy wykorzystaniu modelu dyskretnego oraz za pomoca modelu
dyskretno-ciagtego wykresy przebiegow nastepujacych wielkosci: dynamicznego momentu
skrecajacego przenoszonego przez sprzgglo podatne (C2), rys. 4.22 a,b, dynamicznego momentu
skrecajacego przenoszonego przez odcinki watow (CS5) 1 (C14), odpowiednio rys. 4.26 a,b i1 4.28
a,b, dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez zazgbienie pierwszej przekladni
(C4) w dziedzinie czasu 1 czgstosci, rys. 4.23 a,b 1 4.24 a,b, przyspieszenia katowego zgbnika
pierwszej przektadni (C4), rys. 4.25 a,b, oraz dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego
przez zazgbienie przektadni drugiej (C6), rys. 4.27 a,b.

Sledzac przebiegi w czasie badanych wielkosci mozna wyrézni¢ kolejne fazy rozruchu
uktadu napedu wyttaczarki. W ciagu pierwszej sekundy rozruchu uktad doznaje silnych drgan
przejsciowych na skutek stosunkowo duzych fluktuacji momentu napgdowego wytwarzanego przez
silnik asynchroniczny. Dotyczy to przede wszystkim momentéw dynamicznych przenoszonych
przez sprzgglo podatne, odcinki watéw oraz zazgbienia przektadni, co wida¢ na rysunkach 4.22,
4.23 1 4.26-4.28. W tym czasie nastgpuje rOwniez szybkie narastanie sktadowej statej momentu
napgdowego oraz momentéw oporowych przytozonych do narzedzi roboczych wytlaczarki, jak
wynika z rysunkéw 4.20 a i b. W ciagu nastgpnych ok. 2.5 sekundy trwania rozruchu zanikaja silne
fluktuacje dynamicznych momentow skrgcajacych przenoszonych przez poszczegélne elementy
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Rys. 4.22 Dynamiczny moment skrg¢cajacy przenoszony przez sprzgglo podatne (C2)
—uzyskany za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciaglego (b)
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Rys. 4.23 Dynamiczny moment skrecajacy przenoszony przez zazgbienie pierwszej przektadni (C4)
—uzyskany za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciaglego (b)
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Rys. 4.24 Widmo amplitudowe dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez zazgbienie pierwszej
przektadni (C4)— uzyskane za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciagtego (b)
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Rys. 4.25 Przyspieszenie katowe zgbnika pierwszej przektadni (C4)
— uzyskane za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciagtego (b)
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Rys. 4.26 Dynamiczny moment skrgcajacy przenoszony przez wat (C5) taczacy pierwsza przekladnig z druga
przektadnia — uzyskany za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciagtego (b)
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—uzyskany za pomoca modelu: dyskretnego (a), [195], dyskretno-ciaglego (b)
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uktadu oraz ustalaja si¢ ich warto$ci znamionowe przy jednoczesnym ptynnym wzroscie $rednie;j
predkosci obrotowej. Po 3.5 sekundach od chwili rozpoczgcia rozruchu nastgpuje ustalenie sig
sredniej znamionowej predkosci obrotowej uktadu napedowego do wartosci 1500 obr/min dla watu
silnika odpowiadajacej predkosci katowej 157.1 rad/s oraz ostateczne ustalenie si¢ sktadowe;j statej
momentu napedowego silnika do wartosci ~15 kNm. Wowczas w zazgbieniu pierwszej przektadni
zgbatej (C4) ma miejsce znaczny wzrost skltadowej zmiennej momentu skrgcajacego i
przyspieszenia katowego o statej amplitudzie 1 czgstotliwosci ~625 Hz, jak pokazano na rys. 4.23-
4.25. Ta warto$¢ odpowiada iloczynowi ww. znamionowej $redniej predkosci katowej mnozonej
przez liczbe zebow zgbnika pierwszej przekladni rowna 25 1 jest bliska 6smej czestotliwosci
skretnych drgan wilasnych rozpatrywanego uktadu réwnej 646 Hz. Wzrost skladowej zmiennej
momentu skre¢cajacego po 3.5 sekundy trwania rozruchu jest rowniez obserwowany w watach (C3) 1
(C5) przylegltych do pierwszej przektadni, rys. 4.26, oraz w zazg¢bieniu drugiej przektadni (C6), rys.
4.27. W tych warunkach nastgpuje wigc silny rezonans parametryczny wywolujacy bardzo znaczne
warto$ci sktadowych dynamicznych przenoszonego momentu skrgcajacego, ktére moga byé
poszukiwana przyczyna nadmiernie szybkiego zuzywania si¢ przektadni zgbatych w uktadzie
napedu tego typu wytlaczarki.

Glownym zalozonym celem przeprowadzanych w pracy rozwazan dotyczacych analizy
drgan skre¢tnych ukladu napedu wyttaczarki jest poréwnanie odpowiadajacych sobie wynikoéw
symulacji uzyskanych za pomoca obu modeli. Przy wykorzystaniu modelu dyskretnego i dyskretno-
ciagtego, jak wida¢ na rysunkach 4.21 a i b, otrzymuje si¢ bardzo podobne przebiegi predkosci
obrotowej wirnika silnika elektrycznego, przyspieszenia katowego zebnika pierwszej przektadni
(C4), rys. 4.25 a,b, oraz momentow skrecajacych przenoszonych przez sprzggto podatne (C2), rys.
4.22 a,b, 1 przez wszystkie odcinki watow, na przyktad (C5) i (C14) - odpowiednio rys. 4.26, 4.28.
Jedyne nieznaczne z punktu widzenia zastosowan inzynierskich réznice dotycza wartosci amplitud
sktadowych zmiennych, ktére sa nieco mniejsze w przypadku modelu dyskretnego. Natomiast
istotne réznice otrzymanych warto$ci amplitud sktadowych zmiennych przebiegdéw badanych
wielkosci wystepuja w przypadku momentdéw skrecajacych przenoszonych przez zazgbienia
przektadni. W szczeg6lnosci, za pomoca modelu dyskretno-ciagltego uzyskano prawie dwukrotnie
wigksze amplitudy drgan rezonansowych w zazegbieniu pierwszej przektadni (C4), jak pokazano na
rysunkach 4.23 a,b 1 4.24 a,b. Znaczaco r6znia si¢ takze sktadowe zmienne momentéw skrecajacych
przenoszonych przez zazgbienia pozostatych przektadni, tj. (C6), (C12) 1 (C18). W przeciwienstwie
do odpowiednich przebiegdw tych momentéw otrzymanych za pomoca modelu dyskretnego, po
wytlumieniu drgan przejsciowych wymuszanych momentem napgdowym silnika asynchronicznego
w ciagu pierwszej sekundy rozruchu, w przypadku modelu dyskretno-ciaglego wyraznie
widocznymi sa fluktuacje momentow skrg¢cajacych wywolywane okresowo-zmienna sztywnos$cia
zazgbien, rys. 4.23b, 1 4.27b. Ponadto, z zazgbieniu drugiej przektadni (C6) zaznacza sig
wyrazniejszy niz w przypadku modelu dyskretnego wplyw rezonansu parametrycznego
wzbudzanego przez zazgbienie pierwszej przektadni (C4), jak pokazano na rysunkach 4.27 a,b.

W zwiazku z powyzszym, nalezy wnioskowac, iz zaistniate r6znice odpowiadajacych sobie
wynikéw symulacji przeprowadzonych za pomoca obu modeli uktadu napedu wytlaczarki sa
spowodowane przede wszystkim mniejsza dokladno$cia numeryczna rozwiazania rownan ruchu
metoda Taylora w poréwnaniu z rozwigzaniem rownan roézniczkowych z przesunigtym argumentem
metoda Newmarka przy wymienionej powyzej dtugosci kroku catkowania. Biorac pod uwage
opisang powyzej zgodno$¢ struktury 1 modeli tlumienia, zgodno$¢ wartosci odpowiednich
sztywnosci skretnych 1 catkowitego masowego momentu bezwladno$ci oraz bardzo zblizone
wartosci pierwszych 17 czgstosci skretnych drgan wilasnych obydwu zlinearyzowanych modeli,
przy zalozonych identycznych nieliniowych charakterystykach lepko-sprezystych i funkcjach
wymuszenia zewngetrznego, wpltyw roznic wynikow wynikajacy z btedow identyfikacji parametrow
modelu dyskretnego i dyskretno-ciagltego wydaje si¢ by¢ mato znaczny. Jak wynika z informacji

67



zawartych w [195] dotyczacych efektywnos$ci numerycznej symulacji drgan uktadu napegdu
wytlaczarki przy wykorzystaniu wspomnianego powyzej programu MEC-SIMUL oraz z pomiaru
czasu analogicznej symulacji wykonanej opisywana w pracy metoda falowa za pomoca komputera
personalnego o zblizonej mocy obliczeniowej przy wymienionej dtugosci kroku catkowania,
sekwencyjne rozwiazywanie rownan rozniczkowych z przesunigtym argumentem pozwolito na ok.
8-krotne skrdcenie czasu obliczen. Prawdopodobnie, zmniejszajac krok numerycznego catkowania
w przypadku modelu dyskretnego i zastosowanej do niego metody Taylora mozna bytoby uzyskac
wyzsza doktadno$¢ rozwiazania przejawiajaca si¢ wigkszymi amplitudami skladowych zmiennych
momentow skrecajacych przenoszonych przez zazgbienia przektadni, ale z pewnos$cia pociagnetoby
to za soba dodatkowy spadek efektywnos$ci obliczen w poréwnaniu z efektywnos$cia numeryczna
metody falowej zastosowanej do modelu dyskretno-ciagtego.

Wyniki badan dotyczacych warunkéw powstawania rezonansOw parametrycznych w
drgajacych skretnie wieloprzektadniowych uktadach napedowych opublikowano w pracy [29].
Wykorzystujac wspomniane powyzej zalozenie przenoszenia przez uktad napedowy dostatecznie
duzego stalego momentu skrecajacego w stosunku do przewidywanych wartosci sktadowych
zmiennych wywotywanych efektami dynamicznymi, tak by méc pominaé luzy migdzyzgbne w
przektadniach, w dyskretno-ciaglym modelu uktadu napedu maszyny roboczej pokazanym na
rysunku 4.13 uwzgledniono jedynie okresowo zmienna sztywno$¢ zazgbien kolejnych przekladni
wedtug wytycznych z [98]. W przypadku wymuszajacych momentéw zewnetrznych generowanych
przez silnik elektryczny i maszyng napgdzana przedstawionych odpowiednio na rysunkach 4.20 a i
b otrzymano w [29] analogiczne efekty rezonansowe, jak te uzyskane dla ukladu napedu
wytlaczarki przemystowej. Przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciaglego 1 rozwiazania typu
d'Alemberta falowych réwnan ruchu w [33] do dwuprzekladniowego uktadu napedu zestawu
kotowego lokomotywy elektrycznej przy zatozeniu harmonicznej zmienno$ci sztywnosci zazgbien
dokonano poréwnania wynikow symulacji przejsciowych drgan skretnych przy uwzglednionych 1
pominigtych luzach migdzyzgbnych. Otrzymane wyniki przebiegdéw dynamicznych momentow
skrecajacych przenoszonych przez zazgbienia przektadni oraz odcinki watow 1 osi maja charakter
podobny do odpowiednich przebiegéw przedstawionych powyzej, na przyktad na rysunkach 4.11,
4.12, 4.15, 4.16, 4.23, 4.26-4.28, oraz wyniki te sa jakoSciowo zgodne z wynikami analogicznego
poréwnania przeprowadzonego w [176], a takze z wynikami uzyskanymi przez innych autorow, m.
in. w [68, 138, 149].

4.1.3 Zastosowanie rozwigzania falowego typu d'Alemberta do analizy drgan skretnych
walow maszyn wirnikowych

Maszyny 1 urzadzenia, ktorych gtowne elementy robocze wykonuja ruch obrotowy nosza
czesto nazwe maszyn wirnikowych. Naleza do nich turbiny parowe, gazowe 1 wodne, sprezarki
osiowe 1 promieniowe, dmuchawy, wentylatory i inne. Sa to na ogdt urzadzenia duzej i bardzo
duzej mocy, tj. od kilku do ponad tysiaca MW, mogace same stanowi¢ zrodto napedu, na przyktad
turbiny, lub by¢ napgdzane najczeSciej silnikami elektrycznymi, jak spre¢zarki, dmuchawy,
wentylatory. Wirniki maszyn wirnikowych, wirniki wspotpracujacych z nimi maszyn
elektrycznych, takich jak silniki i generatory pradu, oraz taczace je odcinki watéw charakteryzuja
stosunkowo duze masy roztozone wzdluz osi obrotu. W przeciwienstwie do omawianych w punkcie
4.1.2 uktadow napg¢du maszyn roboczych i pojazdéw, wartosci tych mas sa najczesciej wigksze lub
co najwyzej porownywalne z masami tarcz i kotnierzy sprzegiet, kot zebatych przektadni czy mas
tzw. ,,sztywnych” wirnikdw typu tarczowego turbin lub spr¢zarek promieniowych. Dlatego
modelowanie dyskretno-ciagle tych obiektow przy wykorzystaniu L-SMC wydaje si¢ by¢
szczegoblnie korzystne. Najniebezpieczniejszymi rodzajami drgan towarzyszacych dziataniu maszyn
wirnikowych oraz uktadom ich napedu sa drgania gigtne i skretne. Bardzo czesto bywaja badane
skretne drgania przej$ciowe sprgzarek, dmuchaw, wentylatorow i1 innych wystepujace podczas ich
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rozruchu silnikami elektrycznymi oraz skregtne drgania przej$ciowe linii walow turbogeneratorow
energetycznych wywotywane gwattownymi zmianami warto$ci momentu obciazenia elektrycznego
pradnic.

Technika modelowania dyskretno-ciagtego maszyn wirnikowych i uktadéw ich napedu do
analizy drgan skrgtnych jest identyczna jak w przypadku omawianego w poprzednim punkcie
modelowania uktadow napgdu maszyn roboczych i pojazdéw z ta réznica, ze w przypadku maszyn
wirnikowych zewngtrzne momenty wymuszajace nalezy czgsto traktowac jako roztozone w sposéb
ciagly wzdluz makroelementow reprezentujacych wirniki, na przyklad silnikow elektrycznych lub
pradnic. Woéwcezas rownaniami ruchu przekrojéw poprzecznych tych makroelementéw sa
niejednorodne réwnania rézniczkowe czastkowe (2.1), do ktérych trzeba stosowaé rozwiazanie
falowe typu d’Alemberta w og6lnej postaci (3.1) zawierajacej czton catkowy. W efekcie prowadzi
to do otrzymywania dodatkowych cztonéw stojacych po prawych stronach rownan rézniczkowych
z przesuni¢tym argumentem typu (3.4a), (3.4b) lub (3.6). Zgodnie z rozwiazaniem (3.1), cztony te
sa wynikiem catkowania przylozonej do danego m-tego makroelementu funkcji rozktadu
wymuszajacego momentu zewnetrznego ¢n(x,f) wzgledem dlugosci tego makroelementu i
wzgledem czasu. Przyktadowo, w przypadku czgsto przyjmowanego w praktyce rdwnomiernego
rozktadu momentu zewngtrznego g,,(x,1)=0,(t) cztony te maja nastgpujace postaci:

Wi Vi (2) + wor O, (2) - po prawych stronach i-tych rownan typu (3.4b) lub (3.6), ki=m,m+1,
Vi (2) - po prawej stronie m-1 -ego rownania typu (3.4a) oraz

—V,(z—=1,,) - po prawej stronie m-tego rownania typu (3.4a) (4.1),

z
gdzie: V,,(z) = J-Qm (t)d 1, azgodnie z oznaczeniami w (3.4) i (3.6)
0

-1 -1
Wim =—1s(GJo,m—1+aDpy)a ~, way =—aly —Cyyy W m+1 =—1sGloma 5 w2 m+1 =Cpy

1 Jom, I, W przypadku uktadéw drgajacych skretnie sa odpowiednio biegunowym geometrycznym
momentem bezwladnosci przekroju poprzecznego m-tego makroelementu oraz masowym
momentem bezwladno$ci bryly sztywnej zamocowanej w lewym przekroju skrajnym tego
makroelementu. Petne formy tych réwnan mozna znalez¢ w pracy [24], w ktérej dokonano proby
zbudowania ogo6lnego liniowego dyskretno-ciaglego modelu uktadu watow maszyny wirnikowej do
analizy drgan skrgtnych. Zawarto w niej odpowiednie szczegdétowe postaci rownan ruchu,
warunkow brzegowych oraz rownan rozniczkowych z przesunigtym argumentem tworzacych model
matematyczny sformutowany w mysl zastosowanej metody falowe;.

W pracach [21, 23] badano przejsciowe drgania skretne wystepujace podczas rozruchu
sprezarki promieniowej napgdzanej silnikiem synchronicznym za posrednictwem multiplikujacej
przektadni zebatej i dwoch sprzegiet sztywnych. Do tego obiektu przyjeto pokazany na rysunku
4.29 liniowy model dyskretno-ciggly. W tym modelu pominigto podatnos$¢ zazgbienia przektadni,
wirnik sprezarki potraktowano jako bryl¢ sztywna, natomiast wirnik silnika elektrycznego jest
reprezentowany przez pretowy L-SMC (2), do ktérego przytozono rownomiernie roztozony na
dhugosci moment wymuszajacy 7T,,(f). Przy 7 dynamicznych warunkach brzegowych w formie
(3.2b) i 5 geometrycznych warunkach brzegowych w formie (3.2a) zastosowanie rozwigzan
falowych d’Alemberta w postaci (3.3) w przypadku makroelementow (1), (3)+(6) 1 w postaci (3.1)
w przypadku makroelementu (2) prowadzi do 7 liniowych réwnan rézniczkowych z przesunigtym
argumentem typu (3.4b) oraz 5 réwnan z przesunigtym argumentem typu (3.4a) zawierajacych
odpowiednio dodatkowe cztony wymuszajace (4.1). Do ich sekwencyjnego numerycznego
calkowania zastosowano metode Newmarka.
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Rys. 4.29 Dyskretno-ciagly model mechaniczny uktadu napgdu sprg¢zarki promieniowej

Przy statej charakterystyce §redniego momentu obciazenia sprezarki wyrazonego w formie
parabolicznej funkcji $redniej chwilowej predkosci katowej wirnika przeprowadzano symulacjg
rozruchu urzadzenia ze stanu spoczynku do znamionowych warunkoéw pracy. Uktad rozpedzano w
r6éznoraki sposéb w zaleznosci od przyjetej charakterystyki $redniego momentu napgdowego
silnika. Na rysunku 4.30 przedstawiono trzy przykladowe charakterystyki $redniego momentu
napgdowego silnika synchronicznego w funkcji $redniej chwilowej predkosci katowej w postaci
krzywych A, B 1 C oraz wspomniang charakterystyke sredniego momentu obciazenia sprezarki w
formie krzywej D. Skladowa zmienna momentu zewngtrznego generowanego przez silnik
synchroniczny z tzw. przetwornica zmiennoczgstotliwosciowa sktada si¢ z widma harmonik o
czestosciach bedacych catkowitymi wielokrotnosciami czegstotliwo$ci pradu zasilania oraz o
amplitudach zaleznych od konkretnego typu silnika, co opisano w pracy [48]. Na rysunku 4.31
przedstawiono odpowiadajace trzem charakterystykom rozruchu A, B 1 C odpowiedzi dynamiczne
w formie predkosci katowej wirnika silnika elektrycznego, a na rysunku 4.32 w formie
dynamicznych momentow skrecajacych przenoszonych przez najbardziej obciazony wal laczacy
silnik ze sprzggtem sztywnym.

Z pordéwnania krzywych narastania predkosci katowej na rysunku 4.31 wida¢, ze bardziej
gwaltownym wzrostom $redniego momentu napgdowego silnika wg charakterystyk B 1 C
odpowiada krotszy czas rozruchu wynoszacy ok. 6 s w porownaniu z przypadkiem charakterystyki
A, przy ktorej ten czas jest dwukrotnie dtuzszy. Jak wynika z przebiegéw dynamicznego momentu
skrecajacego przedstawionych na rysunku 4.32, we wszystkich trzech przypadkach charakterystyk
A, B i C uktad napedu sprezarki podczas rozbiegu przechodzi przez dwie strefy rezonansow, z
ktorych pierwsza jest bardziej niebezpieczna ze wzgledu na wystepujace wigksze amplitudy
skretnych drgan przejSciowych. Przyjmujac trzy omawiane charakterystyki wzrostu S$redniego
momentu napgdowego silnika A, B 1 C otrzymuje si¢ odpowiednio poréwnywalne sktadowe
zmienne momentu skrgcajacego, przy czym z punktu widzenia zmegczenia materiatowego
najkorzystniejszym wydaje si¢ by¢ najkrotszy czas przechodzenia przez strefy obydwu rezonansow
podczas rozruchu urzadzenia wedtug charakterystyki C.

O ile w przypadku omawianych w punkcie 4.1.2 dyskretno-ciagtych modeli uktadéw napedu
maszyn roboczych i pojazdow obiektem odniesienia w celu dokonywania poréwnan moglty by¢
tradycyjne modele dyskretne, to ze wzgledu na wspomniane powyzej ciagte roztozenie wzdtuz osi
obrotu duzych mas wirnikow i waléw maszyn wirnikowych stosowanie klasycznych modeli
dyskretnych jest klopotliwe z uwagi na znane problemy identyfikacji ich parametrow. Dlatego do
analizy drgan maszyn wirnikowych i1 uktadow ich napgdu obecnie wykorzystuje si¢ najczesciej
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metode¢ elementéw skonczonych. Powstate przy zastosowaniu tej metody jednowymiarowe modele
mechaniczne zbudowane sa z duzej liczby elementow skonczonych wynoszacej zazwyczaj od
kilkudziesigciu do kilkuset. Jak zatozono we ,,Wstepie”, wykorzystujac lepko-sprezyste
makroelementy ciagte (L-SMC) mozna budowa¢ modele dyskretno-ciagle analogiczne do modeli
mechanicznych opartych o klasyczne sformutowanie metody elementéw skonczonych. W
poréwnaniu z liczba elementow jednowymiarowego modelu MES liczba L-SMC analogicznego
modelu dyskretno-ciagtego moze by¢ rowna liczbie segmentow o statych przekrojach poprzecznych
badanego uktadu wirnikow i taczacych je watéw, jak opisano w punkcie 2.1. Wowczas, obydwa
jednowymiarowe modele osiagaja ten sam poziom btedu identyfikacji parametrow i dzigki temu ze
wzgledu na analityczny opis matematyczny ciagltego rozktadu mas, sztywno$ci i wiasnos$ci
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dyssypatywnych, modele dyskretno-ciagle mozna uzna¢ za doktadniejsze. Niemniej jednak, w celu
uzyskania szczegélnie wysokiej efektywnosci obliczeniowe] przy analizie drgan wymuszonych
trzeba niekiedy budowac¢ nieco prostsze modele dyskretno-ciagte sktadajace si¢ z mniejszej liczby
L-SMC, tak by w poréwnaniu do analogicznych modeli MES, mialy one okreslong liczbg prawie
identycznych czgstosci drgan wiasnych i odpowiadajacych tym czgstosciom funkcji wlasnych.

W pracach [23, 174] opisano opracowana specjalnie dla tych potrzeb procedure identyfikacji
parametrow modelu dyskretno-ciaglego uktadu wirujacego do analizy drgan skretnych, ktory w
mys$l sformutowanych powyzej kryteriow jest analogiczny do modelu uzyskanego metoda
elementéw skonczonych. Ta procedura jest oparta o nastgpujace rozumowanie. Niech punktem
wyjscia bedzie model MES uktadu wirujacego sktadajacy si¢ z duzej liczby pretowych elementow
skonczonych 1 majacy tym samym odpowiednio duza liczbg stopni swobody, jak pokazano na
rysunku 4.33. Z jednej strony, ten model z dostateczna do celéw technicznych doktadnoscia
reprezentuje badany obiekt rzeczywisty, a z drugiej strony jest on nieefektywny do symulacji
skretnych nieliniowych badZ parametrycznych drgan wymuszonych, kiedy to zachodzi konieczno$¢
bezposredniego catkowania sprz¢zonych rownan jego ruchu. W celu zbudowania modelu
dyskretno-ciaglego danego obiektu, ktory bylby analogiczny do modelu MES z doktadno$cia do
jego pierwszych n czestosci drgan wlasnych, model przedstawiony na rys. 4.33 dzielimy na n
segmentoéw sktadajacych sig z elementéw skonczonych w wigkszosci o takich samych badz

m TT

Rys. 4.33 Model MES maszyny wirnikowej do analizy drgan squtnYch
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Rys. 4.34 Podziat modelu MES na segmenty i przyporzadkowanie im odpowiednich elementow dyskretno-ciagtych

zblizonych przekrojach poprzecznych, jak pokazano na rysunku 4.34. Wtedy kazdemu segmentowi
przyporzadkowujemy tzw. element dyskretno-ciagly, w sktad ktérego wchodzi jeden odksztatcalny
skretnie prgtowy L-SMC o diugosci /; 1 geometrycznym biegunowym momencie beztadnos$ci
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przekroju poprzecznego J; oraz dwie bryly sztywne o masowych momentach bezwtadnosci ;1 1 I
zamocowane odpowiednio w lewym i prawym przekroju skrajnym tego makroelementu, i=1,2...,n,
rys. 4.41. Zakladamy ponadto, ze diugos¢ [; L-SMC jest rowna lub zblizona do dlugosci
odpowiadajacego mu segmentu modelu MES. Pozostale wymienione parametry kazdego i-tego
elementu dyskretno-ciagtego dobieramy tak, by w poréwnaniu z i-tym segmentem modelu MES
zachowac identyczno$¢ catkowitego masowego momentu bezwtadnosci wzgledem osi obrotu oraz
identycznos$¢ pierwszej czestosci skretnych drgan wiasnych przy proporcjonalnie takim samym
potozeniu wezla drgan i takich samym stosunku warto$ci pierwszej funkcji wtasnej w przekrojach
skrajnych jak stosunek wartosci odpowiadajacego jej wektora wlasnego w tych przekrojach.

Model hybrydowy catego badanego uktadu mechanicznego jest nastgpnie otrzymywany
droga taczenia ze soba n elementow dyskretno-ciaghtych zgodnie ze struktura rzeczywistego obiektu,
tak by efekcie dosta¢ model catkowity. Stad, masowe momenty bezwladnosci bryt sztywnych
modelu catkowitego przyjmuja nastepujace wartosci:

Ii=I, Ii=I_ 5+l i=23..n i I . =I

I 71D i-1,2 " 7il’ n+l  "n2-

Otrzymywane przy wykorzystaniu opisanej w punkcie 3.2 metody rozdzielenia zmiennych w
postaci (3.8) oraz zaleznosci (3.9), (3.21) pierwsze czgstosci skretnych drgan wilasnych ; i
odpowiadajace tym czg¢stosciom funkcje wlasne catkowitego modelu dyskretno-ciagtego roznia si¢
zazwyczaj nieznacznie odpowiednio od pierwszych n czgstosci drgan wilasnych ®; oraz
przyporzadkowanych im wektorow wilasnych analogicznego wyjsciowego modelu MES, i=1,2,....n.
Woweczas, stosujac pewna korekcje parametrow wstepnych modelu dyskretno-ciaglego nalezy
zminimalizowa¢ warto$ci bezwzgledne roznic odpowiadajacych sobie czgstosci drgan wilasnych
|o—®@, i=1,2,...,n. Jezeli wigc zatozymy, ze geometryczne biegunowe momenty bezwiadnosci
przekrojow poprzecznych L-SMC catkowitego modelu dyskretno-ciaglego beda réwne ai/;,
i=1.2,...,n, gdzie a; pelia rolg wspoétczynnikéw korekcyjnych, utrzymujac niezmieniony masowy
moment bezwladnosci kazdego i-tego elementu dyskretno-ciaglego masowe momenty
bezwladnosci poszczegolnych bryt sztywnych sa wyznaczane za pomoca nastgpujacych zaleznosci

I =1 +0.5(-a)pJily, 1 =1 ,+05(1-ay)pJyly,

17711
I; = ]i—1,2 +1+ O.Sp[(l —a; )Ji—lli—l +(1—-a;)J;l; ], i=23,..,n,
gdzie p oznacza gesto$¢ materialu watu lub wirnika. Wspolczynniki korekcyjne a; sa nastgpnie

wyznaczane iteracyjnie przy wykorzystaniu metody najmniejszych kwadratow w celu uzyskania
EIEZ. (al,az,...,an,ml-) — min,

gdzie E; sa wyznacznikami charakterystycznymi catkowitego modelu dyskretno-ciagtego
wyrazonymi jako funkcje wspotczynnikéw korekcyjnych i czegstosci drgan wiasnych modelu MES.

Na rysunku 4.35 przedstawiono n=6 pierwszych funkcji wlasnych i odpowiadajacych im
czestosci  skretnych drgan wlasnych dyskretno-ciaglego modelu uktadu napedu sprezarki
promieniowej pokazanego na rysunku 4.29, ktorego parametry wyznaczono przy pomocy opisanej
procedury traktujac jako obiekt wyjsciowy analogiczny model MES. Na uwage zastuguja niemal
identyczne funkcje wlasne modelu dyskretno-ciagtego w pordwnaniu z odpowiednimi wektorami
wilasnymi modelu MES. Ponadto, otrzymano bardzo podobne n=6 czestosci drgan wtasnych, gdzie
najwigksza roznica wzgledna odpowiadajacych sobie warto$ci w przypadku obu modeli osiagngta
0.0623%, najwigksza roznica wzgledna dalszych trzech czgstosci nie przekroczyta 0.15%. Opisana
procedure wykorzystano w pracy [174] do identyfikacji parametréw dyskretno-ciaglego modelu do
analizy drgan skretnych uktadu watéw wirnikowych parowego turbogeneratora energetycznego
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Rys. 4.35 Funkcje wlasne i czestosci skretnych drgan wlasnych porownywanych modeli
uktadu napedu sprezarki promieniowej

duzej mocy. Obiektem wyjsciowym jest model MES tego turbogeneratora o 267 stopniach
swobody. W celu uzyskania efektywnego narzedzia do symulacji skretnych drgan wymuszonych
zbudowano analogiczny model dykretno-ciagty z doktadnoscia do pierwszych n=12 czgstosci i
funkcji wlasnych w zakresie 0700 Hz. W przypadku modelu dyskretno-ciaglego turbogeneratora
uzyskano rowniez niemal identyczne funkcje wtasne oraz bardzo podobne czgstosci skretnych
drgan wlasnych, ktérych réznice wzglgdne w poréwnaniu z odpowiadajacymi sobie wartosciami
modelu MES nie przekroczyty 0.152%.

Modelowanie dyskretno-ciagle uktadow mechanicznych przy wykorzystaniu L-SMC jest
szczegOlnie przydatne do analizy drgan linii watéw wirnikowych parowych turbogeneratorow
energetycznych. W rzeczywistos$ci poszczeg6lne wirniki turbiny i generatora pradu, sprzegta, czopy
tozyskowe oraz taczace je waly maja ksztaltty odcinkowo cylindryczne, badz zblizone do
cylindrycznych, w formie tzw. walow stopniowych. Zastgpujac kolejne cylindryczne odcinki
wirnikow, sprzegiet 1 watow odpowiednimi L-SMC oraz reprezentujac bezwladnosci tarcz
sprzegiet, wiencow lopatkowych, wszelkiego rodzaju kolnierzy i innych brytami sztywnymi
osadzonymi w okreslonych przekrojach poprzecznych makroelementow otrzymywany jest
dyskretno-ciagly model mechaniczny linii  watow wirnikowych turbogeneratora. Przy
wykorzystaniu pretowych L-SMC odksztatcalnych skrgtnie w pracy [27] przyjeto pokazany na
rysunku 4.36 liniowy model ciagly do analizy skrgtnych drgan przejSciowych linii watdéw
wirnikowych parowego turbogeneratora energetycznego o mocy 500 MW. Model ten sktada si¢ z n
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makroelementow, ktérych rownaniami ruchu przekrojéw poprzecznych sa jednorodne roéwnania
r6zniczkowe czastkowe (2.1), z wyjatkiem makroelementu m-tego reprezentujacego wirnik
generatora pradu. Do niego jest przylozony réwnomiernie na diugosci zewngtrzny moment
elektromagnetyczny wymuszajacy drgania przejsciowe powstate wskutek zwar¢ w generatorze lub
przesytowej sieci energetycznej. Podobnie jak w przypadku modelu uktadu napedu sprezarki
promieniowej rownaniem ruchu przekrojow poprzecznych tego makroelementu jest niejednorodne
rownanie (2.1). Réwnania ruchu (2.1) sa rozwiazywane przy zerowych warunkach poczatkowych
(2.10) oraz geometrycznych warunkach brzegowych (3.2a) i dynamicznych warunkach brzegowych
typu (3.2b) dla przekrojéw skrajnych L-SMC. Zastosowanie rozwiazania falowego réwnan ruchu
typu d’Alemberta w ogolnej postaci (3.1) do makroelementu m-tego oraz w postaci (3.3) do
makroelementoéw pozostalych prowadzi do uktadu n-1 réwnan roézniczkowych zwyczajnych z
przesunigtym argumentem typu (3.4a) i n+1 rownan rézniczkowych zwyczajnych z przesunigtym
argumentem typu (3.4b) zmodyfikowanych odpowiednio cztonami roztozonego w sposob ciagly
wymuszenia zewngtrznego (4.1). W ogoélnym przypadku, w celu uzyskania odpowiedzi
dynamicznej badanego uktadu mechanicznego réwnania te rozwigzywane sa numerycznie metoda
bezposredniego catkowania.
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Rys. 4.36 Ciagly model mechaniczny linii watéw wirnikowych turbogeneratora energetycznego
do analizy drgan skretnych

W pracy [27] w modelu mechanicznym turbogeneratora tarcze sprzegiel, wiencow
topatkowych, kotnierzy i innych zostaty zastapione rowniez przez L-SMC oraz pominigto ttumienie
materiatowe traktujac je w przypadku drgan skretnych jako matoznaczne. Wowczas, w réwnaniach
dynamicznych warunkéw brzegowych (3.2b) znikaja czlony zawierajace drugie pochodne
czastkowe przemieszczen katowych. Wtedy po podstawieniu rozwiazan falowych typu d'Alemberta
do (3.2b) otrzymane w wyniku réwnania rézniczkowe z przesunigtym argumentem bgda mialy
cztony wylacznie z pierwszymi pochodnymi funkcji f; 1 g; wzgledem argumentu z. Z kolei przy
analizie skrgtnych drgan przejsciowych turbogeneratordw energetycznych najczgsciej badanymi
wielko$ciami z punktu widzenia zainteresowan inzynierskich sa zazwyczaj dynamiczne momenty
skrecajace przenoszone przez poszczegolne odcinki linii watdow wirnikowych oraz fluktuacje
predkosci katowej, gléwnie wirnika generatora pradu, w stosunku do S$redniej predkosci
znamionowej. Z postaci rozwiazan falowych typu d'Alemberta (3.1) i (3.3) wynika, ze obydwie te
wielkos$ci sa funkcjami pierwszych pochodnych funkeji f; 1 g;, odpowiednio wzgledem wspotrzedne;j
przestrzennej x oraz wzgledem czasu. Rozniczkujac wzgledem czasu geometryczne warunki
zgodnos$ci przemieszczen katowych przylegajacych do siebie skrajnych przekrojow poprzecznych
kolejnych makroelementéw otrzymywany w rezultacie caty uktad réwnan z przesunigtym
argumentem typu (3.4a) 1 (3.4b) staje si¢ uktadem tylko z pierwszymi pochodnymi szukanych
funkcji f; 1 g.. W takim szczegdlnym przypadku zamiast standartowego sekwencyjnego catkowania
numerycznego rownan rdézniczkowych z przesunigtym argumentem drugiego rzedu nalezy
rozwiagzywa¢ uklad réwnan rdézniczkowych z przesunigtym argumentem pierwszego rzgdu
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wzgledem pierwszych pochodnych szukanych funkcji f; 1 g;, co sprowadza si¢ do sekwencyjnego
rozwiazywania 2n liniowych rownan algebraicznych. Upraszcza to dodatkowo symulacj¢ drgan
wymuszonych przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciagtego bez utraty doktadnosci modelu
mechanicznego badanego obiektu czy $cistosci matematycznego opisu.

Drgania mechaniczne linii watow wirnikowych turbogeneratoréw energetycznych, w tym
przypadku drgan skrgtne, sa na ogot sprzgzone z drganiami przeptywu pradu elektrycznego w
uzwojeniach generatora. Niemniej jednak, wedlug [16], w wigkszosci przypadkow zwaré w
generatorze 1 w sieci przesylowej oraz tzw. ustalonego niezréwnowazenia obcigzenia sieci, z
dostateczna do celow technicznych dokladnoscia drgania uktadu mechanicznego i elektrycznego
mozna traktowac jako niezalezne. Wowczas do analizy drgan skretnych linii walow wirnikowych
turbogeneratoréw energetycznych zaktada sie¢ a priori przebieg wymuszajacego momentu
elektromagnetycznego jako zadana funkcje czasu. W pracy [27] badano przej$ciowe skretne drgania
waléw wirnikowych turbogeneratora powstate wskutek zwarcia w sieci przesytowej wywotanego
na przyklad wytadowaniem atmosferycznym i nastgpujacym po nim tzw. szybkim ponownym
zalaczeniem (SPZ). Funkcje opisujaca przebieg w czasie powstajacego w wyniku tego zjawiska
momentu wymuszajacego przyjeto wedlug wskazan w pracy [61], a wykres tego momentu
odniesionego do stalego momentu nominalnego przedstawiono na rysunku 4.37. Jak widac,
przebieg tego momentu jest superpozycja funkcji schodkowej opisujacej skoki obciazenia oraz
dwoéch thumionych harmonik o czestotliwosci niskiej, tj. 1.1-1.3 Hz 1 o czgstotliwosci
synchronicznej Q réwnej 50 lub 60 Hz zaleznie od czgstotliwos$ci generowanego pradu
elektrycznego. Nalezy dodaé, ze wedlug [61] czgsto$¢ synchroniczna Q zwigksza wprost
proporcjonalnie intensywnos$¢ thumienia pulsacji momentu elektromagnetycznego w generatorze.

4.0

excitating torque/rated torque [-]
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Rys. 4.37 Przebieg elekromagnetycznego momentu zewngtrznego przylozonego do wirnika generatora pradu
i odniesionego do statej warto$ci momentu znamionowego

W pracy [27] badano odpowiedz dynamiczna modelu dyskreto-ciaglego rozpatrywanego
turbogeneratora dla dwoch wartosci czestotliwosci Q=50 i 60 Hz odpowiadajacych predkosciom
znamionowym linii waléw 3000 i 3600 obr/min oraz przy r6znych wartosciach wspotczynnikdéw
tlumienia bezwzglednego w tozyskach. Dla Q=50 Hz na rysunku 4.38a przedstawiono odniesiony
do stalej wartosci momentu znamionowego przebieg dynamicznego momentu skrgcajacego
przenoszonego przez najbardziej obcigzony odcinek watu taczacego wirnik generatora z wirnikiem
niskiego ci$nienia turbiny, a na rysunku 4.38b przebieg fluktuacji predkosci katowej wirnika
generatora podczas zwarcia i1 nastepujacego po nim SPZ. Analogiczne przebiegi wymienionych
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wielkosci dla Q=60 Hz pokazano odpowiednio na rysunkach 4.39a i 4.39b. Nalezy zauwazy¢, ze
przebiegi drgan przejsciowych otrzymane w przypadku Q=50 Hz charakteryzuja si¢ znacznie
wigkszymi warto§ciami amplitud niz przy Q=60 Hz, co oznacza, Ze rozpatrywana linia watow
turbogeneratora jest bardziej wrazliwa na wymuszenia skretne o czgstotliwosciach bliskich 50 Hz.
Na uwage zasluguja bardzo duze amplitudy drgan w stosunku do stalej warto$ci znamionowe;,
gdzie podczas zwarcia moment dynamiczny w wale przekracza ta warto$¢ ponad 4-krotnie dla
=50 Hz i prawie 2-krotnie dla Q=60 Hz, rys. 4.38a i 4.39a. Fluktuacje predkosci katowej wirnika
generatora nie sa tak znaczace, amplitudy ktorej nie przekraczaja 4 1 2.5% swoich warto$ci
znamionowych, odpowiednio dla Q=50 i 60 Hz, rys. 4.38b i 4.39b. W obydwu przypadkach
symulacji drgan, wyniki ktorych zilustrowano na rysunkach 4.38 1 4.39, pominigto thumienie w
tozyskach, przez co amplitudy uzyskanych przebiegéw nie maleja z czasem. Przy uwzglednieniu
tlumienia bezwzglednego w lozyskach turbogeneratora amplitudy drgan przejSciowych
systematycznie zmniejszaja si¢ z intensywno$cia proporcjonalng do przyjetych warto$ci
wspotczynnikow D; w réwnaniach dynamicznych warunkéw brzegowych (3.2b), tak by po
dostateczne dlugim czasie uzyskane przebiegi staly si¢ funkcjami w przyblizeniu statymi o
wartosciach rownych 1 w przypadku wzglednych momentéw dynamicznych oraz rownych zeru w
przypadku fluktuacji predkosci katowej wirnika generatora.
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Rys. 4.38 Odpowiedz dynamiczna linii watéw turbogeneratora dla Q=50 Hz w formie:
(a) wzglednego momentu skrecajacego przenoszonego przez wat taczacy wirnik generatora z wirnikiem niskiego
cisnienia oraz (b) fluktuacji predkosci katowej wirnika generatora
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Rys. 4.39 Odpowiedz dynamiczna linii watéw turbogeneratora dla Q=60 Hz w formie:
(a) wzglednego momentu skrecajacego przenoszonego przez wat taczacy wirnik generatora z wirnikiem niskiego
ci$nienia oraz (b) fluktuacji predkosci katowej wirnika generatora
W wigkszo$ci przeprowadzanych analiz drgan skrgtnych linii watow turbogeneratorow
energetycznych, na przyktad [16, 61, 159, 162, 163], pomija si¢ podatnos¢ topatek traktujac je jako
sztywne o okre§lonych masowych momentach bezwtadnosci wzgledem osi obrotu wirnikéw. Wielu
autorow, m. in. [3, 75, 109, 130, 160], rozpatruje skretne drgania linii watow turbogeneratorow jako
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sprzezone z gigtnymi lub gigtno-skretnymi drganiami najwigkszych i najcigzszych tzw. topatek
wylotowych ostatnich stopni turbin niskiego ci$nienia w turbogeneratorach duzych mocy
przekraczajacych 300+400 MW. Za pomoca modelu dyskretno-ciaglego przy wykorzystaniu L-
SMC w pracach [20, 34] badano drgania gigtno-skrgtne 1 gigtne wylotowych topatek turbiny
niskiego ci$nienia sprz¢zone z przejsciowymi i ustalonymi drganiami skrg¢tnymi linii watdéw
turbogeneratora. Jak pokazano na rysunku 4.40, mechaniczny model dyskretno-ciagly linii watow
wirnikowych jest identyczny z modelami przyjetymi w [24, 174]. Model ten sktada sig¢ z
odpowiedniej liczby bryt sztywnych potaczonych n prgtowymi odksztatcalnymi skretnie L-SMC,
gdzie makroelement m-ty reprezentuje wirnik generatora pradu, a makroelement k-ty reprezentuje
pojedynczy w tym turbogeneratorze wirnik niskiego cisnienia. Natomiast topatki wylotowe w
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Rys. 4.40 Dyskretno-ciagly model mechaniczny linii watow wirnikowych turbogeneratora energetycznego
z topatkami wylotowymi
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Rys. 4.41 Model topatki wylotowej turbiny parowej zbudowany z gigtno-skrgtnych L-SMC (a);
cierne ttumiki drgan topatek maszyn wirnikowych, [9,10] (b)
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danym wiencu potraktowano jako identyczne smukle prety zwinigte o zmiennym przekroju
poprzecznym zamocowane sztywno w dwoch skrajnych przekrojach poprzecznych k-tego L-SMC
na promieniu wienca y=R oraz swobodne na koncach przeciwnych o wspotrzednej y=R+L, jak
pokazano na rysunku 4.41a, gdzie L jest dlugoscia topatki. Pojedyncza topatke modelowano przy
wykorzystaniu N=17 opisanych w punkcie 2.2¢ gi¢tno-skretnych L-SMC. Zgodnie z [3, 109, 191]
zatozono, ze sprzezenie drgan gigtnych ze skre¢tnymi topatki jest spowodowane jedynie typowa dla
pretow silnie zwinigtych deplanacja przekrojow porzecznych, natomiast $rodki $cinania tych
przekrojow pokrywaja si¢ ze srodkami cigzkosci.

W obu pracach [20, 34] nie uwzgledniono pulsacji wymuszenia aerodynamicznego pary na
dlugosci topatki oraz pominigto tlumienie wewngtrzne w jej materiale. Natomiast w [34]
wprowadzono zgodny z [9,10] nieliniowy model tlumienia drgan topatek wywotywanego tarciem
suchym. W rzeczywistych turbinach wystepuja skonstruowane do tego celu thumiki drgan w postaci
specjalnych wateczkéw poslizgowych osadzonych w poblizu miejsc zamocowania, czyli tzw.
stopek, co przedstawiono schematycznie na rys. 4.41b. Na skutek ruchu topatek wzgledem wienca
migdzy powierzchniami cylindrycznymi wateczkéw a specjalnie uksztattowanymi powierzchniami
kontaktowymi stopek powstaje tarcie, ktore w modelu sprowadza si¢ do dziatania skupionych sit
kontaktowych tarcia F(v(R},t)) przytozonych prostopadle do osi kazdej topatki w przekroju
poprzecznym o wspoélrzednej y=R), jak pokazano na rys. 4.41a. Zalezno$¢ wartosci 1 zwrotu sit
F(v(Ry,t)) od predkosci v(R1,f) przekroju topatki y=R; wzgledem predkosci ruchu wienca okreslaja
przyjete w [9,10] nieliniowe charakterystyki tarcia wedlug modelu Coulomba, tzw. modelu
,»Sprezysto-poslizgowego” oraz modelu Cattaneo-Mindlina. Przy powyzszych zalozeniach,
uwzgledniajac rozciaganie topatki sitami odsrodkowymi wskutek wirowania uktadu ze stala $rednia
predkoscia katowa Q oraz przyktadajac na dlugosci topatki roztozone w sposob ciagly wymuszenie
typu bezwladnosciowego spowodowane drganiami skrg¢tnymi linii watdow, rownania ruchu
przekrojow poprzecznych gigtno-skretnego L-SMC przyjmuja postac:
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gdzie G=L~Ij, wiy,t) jJest przemieszczeniem translacyjnym poprzecznego przekroju
makroelementu w plaszczyznie x-y, uj(y,f) oznacza przemieszczenie translacyjne przekroju
makroelementu w plaszczyznie y-z, a @[y,f) oznacza przemieszczeniem katowe przekroju
poprzecznego makroelementu wokot osi y wirujacego ze stata Srednia predkoscia katowa Q
ortokartezjanskiego uktadu wspotrzednych Axyz, ktorego poczatek znajduje si¢ na osi obrotu uktadu
x w plaszczyznie danego wiefica topatkowego, jak pokazano na rysunkach 4.40 1 4.41. Symbole L;.1,
L; oznaczaja wspotrzedne poprzecznych przekrojow skrajnych j-tego makroelementu gigtno-
skretnego na osi y, a 0,(x4,t) jest przemieszczeniem katowym wokot osi x przekroju poprzecznego
x4 makroelementu pretowego odpowiadajacego potozeniu lewego wienca topatkowego dla i=k lub
wienca prawego dla i=k+1. Oznaczenia pozostate sa identyczne jak w (2.5).

W modelu mechanicznym topatki poszczegdlne gigtno-skretne L-SMC sa potaczone ze soba
za pomoca geometrycznych warunkéw zgodnosci odpowiednich przemieszczen translacyjnych i
katowych przekrojow skrajnych oraz dynamicznymi warunkami rownowagi sit tnacych, momentow
zginajacych 1 skrecajacych. Dalsze rozwazania sa przeprowadzane przy zatozeniu, ze na drgania
skretne linii watow turbogeneratora maja wplyw tylko te formy gigtno-skretnych drgan topatek
danego wienca, przy ktorych drgaja one w fazie, [3, 109, 130, 160]. Woéwczas moment reakcyjny
wzgledem osi x powstajacy w wyniku gigtno-skretnych drgan identycznych g topatek lewego (i=k)
lub prawego (i=k+1) wienca wirnika turbiny niskiego ci$nienia wyrazony jest w nastgpujacy
sposob:

0%0:(x4,0) N b0 0n)
X4, +p . y J

012 j=1 7 012
j-1

Fi(H)=—q| 1o ; (4.3)

gdzie I, oznacza masowy moment bezwladno$ci pojedynczej topatki wylotowej wzgledem osi
obrotu x. W modelu matematycznym badanego uktadu moment P(¢) jest traktowany jako skupione
wymuszenie zewngtrzne drgan skretnych linii watow 1 przez to zostaje wstawiony do prawych stron
odpowiednich dynamicznych warunkéw brzegowych typu (3.2b). Réwnania ruchu przekrojow
poprzecznych makroelementéw gigtno-skretnych (4.2) reprezentujacych poszczegodlne odcinki
topatki rozwiazywane sa metoda Fouriera w postaci szeregow (3.23) po uprzednim wyznaczeniu
kolejnych czgstosci 1 funkcji gigtno-skre¢tnych sprezystych drgan wiasnych topatki za pomoca
metody rozdzielenia zmiennych opisanej w punkcie 3.2c lub przy wykorzystaniu specjalnej do tego
celu procedury obliczeniowej do topatek turbinowych z pracy [47]. W przypadku liniowego modelu
topatki sprezystej nieznane funkcje czasu &,(¢) rozwiazan (3.23) speiniaja rownanie

&, () +0nim()=0n®, m=12,., (4.4)
gdzie , sa kolejnymi czgstoSciami gigtno-skr¢tnych drgan wilasnych topatki sztywno

zamocowanej w wiencu 1 swobodnej na koncu przeciwnym. Wykorzystujac (3.25) wyrazenia
opisujace czlony wymuszajace Q,,(f) przyjmuja nastepujaca postac:

2 .
0%0.x .0 N J
On(® =~ | == 5 ;U 0avdy Uy, (R Fltry))

=
. L.

2 N I} 2 /2 :

gdzie yp=p X 14; T U505yl T 05,004 @ Un) W) i
Jj= . .
j-1 j-1

®;,(y) sa funkcjami wlasnymi j-tego makroelementu przyporzadkowane odpowiednio
przemieszczeniom translacyjnym poprzecznego przekroju makroelementu w ptaszczyznach y-z, 1 x-
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y oraz przemieszczeniom katowym wokot osi y. Po podstawieniu rozwiazania Fouriera (3.23) do
wyrazenia (4.3) 1 po dodaniu masowych momentow bezwladnosci wszystkich topatek w wieficu g/
do masowych momentow bezwladnosci I, 1 I+ bryl sztywnych osadzonych w przekrojach
skrajnych k-tego makroelementu prgtowego modelu linii watéw turbogeneratora otrzymujemy
nastgpujace wyrazenie opisujace momenty reakcyjne wiencow topatkowych

N

ZIA- | Ujm(y)ydy, i=kk+1, (4.5)

-1 J
AL

ktore podstawiamy nastepnie do k-tego 1 k+1 -szego rownania dynamicznych warunkow
brzegowych typu (3.2b). Przeprowadzajac symulacj¢ wymuszonych drgan gigtno-skretnych
wiencow lopatek wylotowych sprzezonych ze skretnymi drganiami linii watow turbogeneratora
przy wykorzystaniu przyjgtego modelu dyskretno-ciaglego rozwiazujemy sekwencyjnie uktad
rownan rozniczkowych z przesunigtym argumentem typu (3.4a) i (3.4b) tak samo jak w przypadku
pominigcia podatnosci topatek, przy czym k-te i k+1 -sze rdwnanie typu (3.4b) rozwiazywane sa
jako sprzezone z rownaniami (4.4) odpowiadajacymi kazdemu wiencowi z osobna.

w .
P()=—q Zlemgfn (1), gdzie ey, =
m=

W pracy [20] rozpatrywano przejSciowe drgania gigtno-skretne wiencoéw lopatek
wylotowych turbiny niskiego ci$nienia sprz¢zone ze skrgtnymi drganiami linii  watow
turbogeneratora, w ktorego modelu mechanicznym pokazanym na rysunku 4.40 pominigto
thumienie powstajace wskutek tarcia suchego wywotywanego przez wspomniane ttumiki drgan. W
zwiazku z tym przyjeto F(v(R1,1))=0 w (4.2) 1 (4.4) uwzgledniajac jedynie thumienie wewngtrzne
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Rys. 4.42 Odpowiedz dynamiczna uktadu w formie: (a) momentu skrgcajacego w wale generator - wirnik niskiego
cis$nienia, (b) momentu zginajacego w przekroju zamocowania topatki wylotowe;j
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w materiale watow 1 wirnikow oraz tlumienie zewngtrzne w lozyskach. Zatozono, ze drgania
omawianego uktadu sa wymuszane identycznie jak w [27], tj. na skutek zwarcia w sieci
przesytowej 1 nastgpujacego po nim szybkiego ponownego zataczenia (SPZ) zgodnie z funkcja
pokazana na rys. 4.37. Na rysunkach 4.42 a i b przedstawiono przebiegi odpowiedzi dynamicznej w
formie momentu skrgcajacego przenoszonego przez wat taczacy generator z wirnikiem niskiego
ci$nienia oraz momentu gnacego w przekroju zamocowania topatki. Obydwa otrzymane droga
symulacji komputerowej przebiegi maja charakter typowych przejsciowych drgan ttumionych
wygasajacych z czasem ich trwania w wyniku uwzglednionego oddziatywania tlumienia
wewngtrznego w materiale watow 1 wirnikow oraz thumienia zewnetrznego tozysk. Ekstremalne
warto$ci zarbwno momentu skrgcajacego w najbardziej obcigzonym odcinku watu turbogeneratora
jak 1 momentu zginajacego w najbardziej obciazonym przekroju topatki moga by¢ bardzo
niebezpieczne z punktu widzenia wytrzymatos$ci i trwalo$ci wymienionych elementow.

Przy przyjetych do obliczeh w [20] parametrach rozpatrywanego turbogeneratora
stwierdzono niezbyt duzy wptyw podatnosci topatek wylotowych na drgania skrgtne linii watéw
wirnikowych oraz znikomy wptyw skrgcania samych topatek w stosunku do ich zginania. Dlatego
w pracy [34] uwzgledniono jedynie zginanie topatek wylotowych w obu plaszczyznach przyjmujac
yo=0 1 1,0, j/=1,2,...N, w (4.2) 1 (4.4). Natomiast badano wplyw dodatkowego tlumienia
tlumikami drgan w miejscach zamocowania topatek opisujac efekt tarcia suchego za pomoca
wymienionych powyzej trzech nieliniowych modeli tarcia. Dokonano symulacji drgan
przejsciowych wywolanych zwarciem w sieci przesylowej i nastgpujacym po nim szybkim
ponownym zalaczeniem (SPZ), dla ktorego przebieg momentu wymuszajacego pokazano na
rysunku 4.37, oraz symulacji drgan ustalonych powstajacych wskutek tzw. niezréwnowazenia
obciazenia generatora opisywanego wedtug [16] harmonicznym momentem wymuszajacym o matlej
amplitudzie w stosunku do momentu $redniego (znamionowego) i o podwojonej czg¢stotliwosci
synchronicznej rownej 100 Hz. Rysunki 4.43 a+f przedstawiaja przebiegi odpowiedzi dynamiczne;j
rozpatrywanego ukladu w formie momentu zginajacego w przekroju zamocowania lopatki
wylotowej przy pominigciu dodatkowego tlumienia wywotywanego tarciem suchym oraz przy
uwzglednieniu tego tlumienia wedlug modelu tarcia Coulomba 1 modelu ,sprezysto-
poslizgowego”. W przypadku drgan przejsciowych wymuszonych zwarciem w sieci przesytowe;j i
nast¢gpujacym po nim szybkim ponownym zataczeniem (SPZ), rys. 4.43 a+c, otrzymywane sa
znacznie wigksze wartosci ekstremalne momentu gnacego w lopatce niz w przypadku drgan
ustalonych wzbudzanych niezrownowazeniem obciazenia generatora, rys. 4.43 d+f. Rysunek 4.43a
odpowiada przypadkowi pominigcia tlumienia wywolywanego tarciem suchym w miejscu
zamocowania topatek. Natomiast rysunki 4.43 b i ¢ prezentuja przebiegi momentu zginajacego przy
tlumieniu wywotlywanym tarciem opisanym odpowiednio modelem Coulomba i ,,sprezysto-
poslizgowym”. Z poréwnania otrzymanych przebiegéw przedstawionych na rysunkach 4.43 a+c
wynika, ze w przypadku drgan przejSciowych powstalych wskutek zwarcia w sieci przesytlowej i
SPZ wptyw tlumienia wywotywanego tarciem suchym w miejscu zamocowania topatek jest bardzo
staby, gdzie odpowiedzi dynamiczne uktadu otrzymane przy zastosowaniu modelu tarcia Coulomba
1 ,,sprezysto-poslizgowego” sa prawie identyczne, a jednoczesnie podobne do odpowiedzi w
przypadku topatek bez dodatkowego ttlumienia. Stopniowe zmniejszanie si¢ z czasem kolejnych
ekstreméw przebiegdw otrzymanych dla tych trzech przypadkow jest spowodowane zatozonym
stosunkowo stabym tlumieniem wewngtrznym w materiale watow 1 wirnikow oraz slabym
tlumieniem zewngtrznym tozysk. W analogiczny sposob maleja kolejne ekstrema dynamicznych
momentéw skrecajacych przenoszonych przez poszczegdlne odcinki watdow rozpatrywanego
turbogeneratora. Nalezy pamigta¢, ze podczas dziatania turbogeneratora energetycznego zwarcia w
sieci przesylowej czy uzwojeniach generatora i nastgpujace po nich szybkie ponowne zataczenia
wystepuja stosunkowo rzadko, a powstajace w ich wyniku silne drgania przej§ciowe w miarg
szybko zanikaja. Natomiast niezrOwnowazenia obciazenia generatora wystepuja znacznie czgsciej
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Rys. 4.43 Przebieg momentu gnacego w przekroju zamocowania topatki wylotowej powstaty w wyniku zwarcia w
sieci przesytowej i SPZ (a+c) oraz niezrbwnowazenia obciazenia generatora (d+f) przy réoznych modelach
thumienia wywotywanego tarciem suchym

1 charakteryzuja si¢ dtugimi czasami trwania wzbudzajac praktycznie drgania ustalone. Ponadto,
powstajace wskutek tych niezrownowazen wymuszenia harmoniczne o czgstotliwosci 100 Hz
bliskiej pierwszej czgstosci drgan wilasnych topatek wylotowych moga prowadzi¢ do
niebezpiecznych rezonanséw. Dowodzi temu przedstawiony na rysunku 4.43d wynik symulacji
drgan w rozpatrywanym przypadku topatek wylotowych, ktérych pierwsza czestotliwos¢ gigtnych
drgan wlasnych wynosi 93.05 Hz. Przy ustalonym w czasie wymuszeniu zewngtrznym i
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pomini¢tym thumieniu wywolywanym tarciem w zamocowaniu topatek obserwowany jest znaczacy
stopniowy 1 nieograniczony wzrost kolejnych ekstreméw momentu gnacego w topatce wylotowej, a
wplyw tlumienia wewnetrznego 1 zewngtrznego linii watow wirnikowych jest wtedy zupelnie
niezauwazalny. Natomiast przy uwzglednionym thumieniu powstajacym w zamocowaniu topatek
opisanym modelem tarcia Coulomba uzyskany przebieg momentu gnacego w topatce ma charakter
typowego procesu ustalonego o istotnie zmniejszonych amplitudach, co pokazuje wykres na
rysunku 4.43e. Z kolei przedstawiony na rysunku 4.43f analogiczny przebieg w przypadku
,»Sprezysto-poslizgowego” modelu tarcia rdzni si¢ wyraznie od przebiegu z rysunku 4.43e. Model
ten wprowadzajac dodatkowe miedzylopatkowe wigzy sprezyste z zatozenia usztywnia
poszczegolne topatki zmieniajac tym samym ich wrazliwo$¢ na powstawanie rezonansow przy
wymuszeniu o czestotliwosci 100 Hz. Przez to w pierwszej fazie przebiegu momentu pokazanego
na rysunku 4.43f, tj. w zakresie 0+5.1 s, zostal otrzymany typowy proces dudnienia o stopniowo
zwigkszajacych si¢ amplitudach. Efekt tarcia suchego w modelu ,,sprezysto-poslizgowym”
uwidacznia si¢ dopiero po przekroczeniu okreslonej amplitudy drgan, kiedy zostanie zerwana
przyczepnos$¢ powierzchni wateczkow thumika z powierzchnia stopek topatek. Woweczas, tj. po ~5.1
s, ustala si¢ proces drgan nieliniowych o nieco wigkszych lecz nie narastajacych wartosciach
ekstremalnych momentu gnacego.

Dla obydwu rodzajow wymuszenia zewnegtrznego analogiczne wyniki uzyskane przy
wykorzystaniu modelu tarcia Cattaneo-Mindlina sa bardzo zblizone do wynikow otrzymanych
stosujac model ,,sprezysto-poslizgowy”. W przypadku drgan przejsciowych wywolywanych
zwarciem w sieci przesylowej i SPZ wptyw tego typu ttumienia jest rowniez maloznaczny. Z kolei
w przypadku drgan ustalonych powstatych wskutek niezrownowazenia obciazenia generatora
otrzymywane sa bardzo podobne przebiegi momentu gnacego w lopatce jak przebieg pokazany na
rysunku 4.43f przy zastosowaniu ,,sprezysto-poslizgowego” modelu tarcia, lecz o nieco wigkszych
wartos$ciach ekstremalnych. Z poréwnania otrzymanych wynikéw symulacji drgan wiencoéw topatek
wylotowych sprzg¢zonych ze skretnymi drganiami linii watow turbogeneratora nalezy stwierdzi¢, ze
wptyw dodatkowego ttumienia wywolywanego tarciem suchym w miejscu zamocowania topatek
jest istotny w przypadku drgan ustalonych wzbudzanych na przykilad niezréwnowazeniem
obciazenia generatora w przeciwienstwie do silnych drgan przejSciowych wywolywanych
zwarciami w sieci przesytowej lub uzwojeniach generatora. Sposréd wymienionych trzech modeli
tarcia suchego powodowanego przez tlumiki drgan w miejscu zamocowania lopatek
najefektywniejsze zminimalizowanie drgan topatek wylotowych nastapito w przypadku
zastosowania modelu Coulomba.

4.1.4 Weryfikacja doswiadczalna analizy drgan skretnych przy wykorzystaniu modelu
dyskretno-ciaglego i rozwigzania falowego typu d'Alemberta

W poprzednich punktach wyniki analizy skretnych drgan wiasnych i wymuszonych
uzyskane za pomoca modeli dyskretno-ciaglych zbudowanych przy uzyciu pretowych L-SMC
porownywano z analogicznymi wynikami otrzymanymi przy wykorzystaniu innej metody
modelowania, czyli klasycznego modelowania dyskretnego. W przypadku modeli dyskretno-
ciagltych zwracano uwage na oznaki wigkszej doktadnosci obliczeniowej, lepsza stabilno$¢ procesu
symulacji drgan oraz na zazwyczaj znacznie wigksza efektywno§¢ numeryczna stosowanego
algorytmu opartego sekwencyjnym bezposrednim catkowaniu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
z przesuni¢tym argumentem bgdacych konsekwencja zastosowania rozwiazania typu d'Alemberta i
falowej interpretacji zjawiska drgan. Mimo wynikajacych z tych porownan istotnych zalet metodyki
proponowanej w niniejszej pracy, najlepszym jej weryfikatorem z punktu widzenia wiarygodnosci
do zastosowan praktycznych jest eksperyment.
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Rys. 4.44 Stanowisko doswiadczalne do analizy drgan skr¢tnych

Dla poréwnania wynikdw analizy drgan skretnych otrzymanych teoretycznie przy
wykorzystaniu modelu dyskretno-ciagtego z analogicznymi wynikami uzyskanymi droga pomiarow
eksperymentalnych wykorzystano pokazane na rysunku 4.44 specjalnie zbudowane do tego celu
stanowisko dos$wiadczalne znajdujace si¢ w Arbeitsbereich Meerestechnik II Uniwersytetu
Technicznego w Hamburgu-Harburgu. Stanowisko to jest klasycznym uktadem przeniesienia
napedu w formie zamknigtej petli utworzonej z odcinkow watéw polaczonych wzajemnie za
pomoca czterech przektadni zgbatych 1 sprzggiet wieloptytkowych. Ponadto, uklad ten ma
wbudowane w petle zamknigta gumowe sprzgglo podatne o nieliniowej charakterystyce oraz
nastawne sprzeglo sztywne umozliwiajace wstegpne odksztalcenie skretne elementow wchodzacych
w sktad petli 1 tym samym ustalenie tzw. ,,Srodkowego punktu pracy” sprzgglta podatnego, jak
rowniez skasowanie luzéw miedzyzebnych w przektadniach zebatych. Zrédtem napedu
omawianego ukladu jest elektryczny silnik sterowany, tzw. serwomotor. W celu uniknigcia
wszelkich niewspotliniowo$ci oraz zminimalizowania wptywu drgan gigtnych poszczegdlne
odcinki watéw sa podparte odpowiednio duza liczba tozysk tocznych typu wahadlowego.
Schematyczne przedstawienie stanowiska doswiadczalnego pokazano na rysunku 4.45.
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Rys. 4.45 Schemat strukturalny stanowiska do$wiadczalnego do analizy drgan skretnych, [177, 194]

Stanowisko to umozliwia dokonywanie pomiaréw dynamicznego momentu skrecajacego
przenoszonego przez dwa odcinki watow przy wykorzystaniu znanej techniki tensometrycznej,
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gdzie sygnaty elektryczne z tensometréw sa transmitowane do wzmacniacza za pomoca pierscieni
poslizgowych, rys. 4.44, 4.45. Tensometry pomiarowe usytuowano na tzw. ,,wale silnikowym”
taczacym silnik elektryczny z pierwsza przektadnia zgbata oraz na tzw. ,,wale sprz¢gtowym”
taczacym czwarta przekladnig¢ zgbata ze sprzg¢glem podatnym, jak pokazano na rysunku 4.45.
Ponadto, stanowisko to pozwala na mierzenie chwilowej predkosci katowej drgan ukladu w
punktach zamocowania tzw. ,,mas dodatkowych” usytuowanych na koncach linii watéw laczacej
trzecia 1 czwarta przekladnig zebata. W tym przypadku pomiar jest dokonywany droga sumowania
impulsow elektrycznych generowanych przez specjalnie urzadzenia zamocowane na wspomnianych
koncach linii watow. Otrzymywana w ten sposob oscylujaca czestotliwos¢ odbieranego sygnatu
elektrycznego jest nastgpnie przetwarzana na fluktuacj¢ napigcia, ktore stuzy jako analog chwilowe;j
predkosci katowej ruchu drgajacego objetego pomiarem odcinka watu. Bardziej szczegotowy opis
omawianego stanowiska do§wiadczalnego mozna znalez¢ w pracach [177, 194].

Pokazany na rysunku 4.46 model dyskretno-ciagly doswiadczalnego uktadu napgedowego
sktada si¢ z 43 bryt sztywnych o masowych momentach bezwtadnosci 7, 27 odksztatcalnych
skretnie pregtowych L-SMC o dlugosciach /; 1 biegunowych geometrycznych momentach
bezwladnosci przekroju poprzecznego J;, j=1,2,...,27, oraz z 16 bezmasowych elementéw sprezysto-
tlumiacych o statych lub zmiennych sztywno$ciach skretnych Hj 1 wspotczynnikach tlumienia
wzglednego Ej, gdzie indeksy i i k& oznaczaja numery odpowiednich komponentéw badanego
uktadu. Bryty sztywne reprezentuja bezwiadnosci wirnika silnika elektrycznego, tarcz sprzegiet, kot
zgbatych i tzw. ,,mas dodatkowych”. Makroelementy ciagte zastgpuja poszczegolne odcinki watdéw,
a elementy bezmasowe reprezentuja wtasnosci sprezysto-ttumiace sprzegiel i zazebien przektadni.
Warto$ci liczbowe masowych momentéw bezwtadnosci /;, wymiary geometryczne L-SMC i ich
stale materiatowe okreslono na podstawie dokumentacji technicznej stanowiska laboratoryjnego
oraz pracy [194]. Z pracy [194] przyjeto takze state sztywnosci skretne sprzegiet wieloptytkowych.
Przy skasowanych luzach migdzyzebnych przektadni zgbatych uwzgledniono jedynie okresowa
pulsacje sztywnosci ich zazgbien w formie harmonicznej. Przy wyznaczaniu sktadowych statych i
zmiennych sztywnosci tych zazgbien wykorzystano odpowiednie wskazowki z monografii [98].
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Rys. 4.46 Dyskretno-ciagly model mechaniczny doswiadczalnego uktadu napgdowego

Wyznaczenie lepko-sprezystych wlasnosci gumowego sprzegla podatnego zostato dokonane
szczegotowo w [194]. Wiasnosci te sa funkcjami licznych parametrow, takich jak czesto$¢ drgan
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wlasnych, amplituda drgan, przenoszony $redni moment skrecajacy, predko$¢ obrotowa uktadu i
inne. Ostatecznie charakterystyka sprezysta sprzegla zostala aproksymowana za pomoca
wielomianu 5-tego rzedu jako funkcja roznicy przemieszczen katowych tarcz sprzggtowych A®:

M (A®) = a; - A® +ay - (AO)° +as - (AB)°, (4.6)

gdzie state wspotczynniki aj, a; 1 as zidentyfikowano doswiadczalnie w [194]. Z zamieszczone] w
[177, 194] w formie wykresu charakterystyki sprgzystej tego sprzegta wynika, zZe przy
wyznaczonych w ten sposob wspodiczynnikach dla matych katéw skrecenia A® charakterystyka ta
jest degresywna, czyli tzw. ,,migkka”, a dla wigkszych wartosci A® staje si¢ ona zdecydowanie
progresywna, tzn. ,,twarda”.

Poniewaz jak wspominano powyzej, ze wzgledu na niemozno$¢ uwzgledniania tlumienia
materialowego roztozonego w sposob ciagly na dlugosci makroelementéw przy zastosowaniu
falowego rozwiazania réwnan ruchu typu d'Alemberta, zarowno tlumienie wewngtrzne jak i
zewngtrzne w omawianym ukladzie jest sprowadzone do postaci skupionych momentow
przytozonych w przekrojach skrajnych wszystkich L-SMS modelu, podobnie jak w pracach [20-27,
29, 31, 33, 34, 118-122, 171-173, 176, 177]. W przypadku sprzggla podatnego oraz do pozostalych
elementéw uktadu przyjeto liniowy model thumienia materialowego Kelvina-Voigta, ktorego state
wspolczynniki wyznaczono stosujac wskazowki z monografii [90, 98] przy wykorzystaniu znanego
wzoru
o = Viki 4.7)
L 2noy,

gdzie y; jest wspotczynnikiem tlumienia wiasciwego materiatu i-tego elementu, k; oznacza jego
sztywnos$¢ skretna, a w,, jest m-ta czgstoscia skretnych drgan wilasnych badanego uktadu, ktorej
odpowiadajaca jej funkcje wtlasna charakteryzuje wezel drgan w i-tym elemencie, [98].
Wspotczynnik tlumienia wlasciwego s gumowego sprzegla podatnego zostal wyznaczony
doswiadczalnie w pracy [194]. Z kolei warto$ci y; pozostatych komponentéw uktadu napedowego
obliczono zgodnie z instrukcja z monografii [90] jako funkcje zalozonego a priori spodziewanego
maksymalnego lub $redniego poziomu naprezen wystepujacych podczas symulowanego procesu
drgan. Woéwczas, przy przyjetych w omawianym modelu dostatecznie krotkich L-SMC
wspoOtczynniki thumienia materiatowego sa rowne C;=ci;, i=1,2,...,27, [31, 176]. Chociaz w
przypadku przektadni zgbatych 1 sprzegiet nalezatoby przyja¢ nieliniowe modele ttumienia, ze
wzgledu na trudnosci ich zidentyfikowania uwzgledniono ttumienie liniowe, ktérego wspotczynniki
E(A®))=E;=cj=const, gdzie ¢; wyznaczono na podstawie (4.7).

Poniewaz w rozpatrywanym uktadzie napedowym sity tarcia w tozyskach maja znaczenie
drugorzedne, thumienie bezwzgledne jest powodowane giownie przez sity tarcia w uszczelnieniach
oraz wskutek oddzialywania mgty olejowej przektadni zgbatych. Energia dyssypowana przez ten
rodzaj tlumienia istotnie zalezy od predkosci obrotowej uktadu oraz od temperatury oleju w
obudowach przekladni zgbatych. Dlatego charakterystyki tlumienia bezwzglednego byly
wyznaczane do$wiadczalnie w [177] dla wybranych temperatur oleju jako funkcje predkosci
katowych €); odpowiednich elementéw k-tej przektadni zgbatej. Do potrzeb symulacji
komputerowej drgan uktadu napgdowego otrzymane droga pomiar6w na stanowisku
doswiadczalnym charakterystyki tlumienia bezwzglednego zostaly aproksymowane nastepujaca

funkcja analityczna:
gdzie Ay, By 1 Cy, sa statymi wspotczynnikami.
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Zroédlem wymuszenia zewnetrznego w badanym ukladzie napedowym jest moment
obrotowy silnika elektrycznego. W czasie wykonywania pomiardw wybrano realizowana przez
generator funkcyjny sinusoidalna sktadowa momentu zewngtrznego natozona na skladowa stata
réwnowazaca wszystkie momenty oporow ruchu uktadu napgdowego. Identyczna funkcj¢ momentu
zewnetrznego przyjeto do symulacji komputerowej drgan wymuszonych. Moment ten w postaci
skupionej przytozony jest w skrajnym przekroju poprzecznym o wspoirzednej x=0 makroelementu
(1) do bryly sztywnej reprezentujacej bezwladnos¢ wirnika silnika elektrycznego, jak pokazano na
rysunku 4.46.

Podobnie jak w przypadkach poprzednich analizy drgan skretnych uktadow napedowych
rébwnaniami ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC sa jednorodne réwnania rozniczkowe
czastkowe (2.1) dla t=0. Réwnania te rozwiazywano przy geometrycznych warunkach brzegowych
(3.2a) oraz przy dynamicznych warunkach brzegowych typu (3.2b) i1 (3.5), za pomoca ktérych
opisano ruch sprzegiet i przektadni zgbatych. W omawianym przypadku modelu dyskretno-ciagtego
doswiadczalnego uktadu napedowego warunki brzegowe przyjmuja nastepujaca postac:

1,0, (x0+D;0;  (x,)-C;0; ., (x,)-GJ;0;  (x,)=M;(t) dlax=L,

1}1)@) (x,t)+D§1)®j1’t(x,t)+le® (5.0 + 5 (80 )k 0 1 (1.0)-0 ; (x.0) +

Jlit Jlxt

_ _ _ (D
+GJ 40 ;1 (o0 +1 G H (A0 )(K 5O 4 (10) =0 ;(1,0) =8 T (v,0) =M,

(2) (2) _ _ _ _
1570y (e + D370 ()= C 10, (x) = E ,(A® )k ;0 ;) (x.)=© , (x.1))

~GJ 0, (u0)—H (80 )k 0 ;) ()= ;(x.0)+5 T (x.0)= Mg-z), (4.9)

adzie:A® ; =1 ;0  (x.) =0 ;(x.0), T (x0)=C O  (x)+GJ O (x0)

j-1
=01, /=/1j dlax="%1,

®j1 (x,t)= @r(x,t), @J.(x, )= @S (x,0), g=r,s, 81 Z

[k®k,tt (x, t)+Dk®k,t (x, t)+ck1®k1,xt (x’t)_'_GJkl@kl,x (x,2) _Ck®k,xt (x,0)—

k-1
~GJi O (xD=M (1), O, (x)=0, dla x:lzlzi,

I;m® gt (1) + Dp© (5, + Cp© (5,0 + G @y (1) =M (¢) dlax=L |

gdzie: D™, n=12, wspotczynnikami tlumienia bezwzglednego, k; oznaczaja wartosci przetozen
przektadni zgbatych, a L; L, sa odpowiednimi warto$ciami wspoirzednej przestrzennej x. W
przypadku sprzegiet przyjeto, ze x; sa rowne jednosci. Indeksy i, j, j1, k, k1, m, g, r, s oznaczaja
pozycje poszczegdlnych komponentéw modelu. W przypadku przyjetego modelu dyskretno-
ciaglego doswiadczalnego uktadu napedowego pokazanego na rysunku 4.46 wartosci liczbowe
poszczegbdlnych indeksOw sa nastepujace:

i=1,2,...,26, j=2,3,6,7,8,9,11,12,13,14,15,18,21,22,23,24, jl=j-1, z wyjatkiem j=8 j1=24,
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25dla j=11  [7 dla j=8

27 dla j=23 S‘{% dla j =13
(1 dla [=8=j,10=j1,13=/22=1

1_{0 dla/=12,...27, jesli dla l:8¢j10¢jl,13¢j22¢j1

g=r,s, gdzie: r :{

, k=4,5,10,16,17,19,20, k1=k-1,

m=25,217, L =0, Lys _]le] +l s Ly = Z [ +l26’ Lys —]le] +127
W réwnaniach warunkow brzegowych (4.9) gérne 1ndeksy (1) 1 (2) sa przypisane wielko$ciom
przyporzadkowanym odpowiednio napgdzajacym i napgdzanym elementom sprzegiet i przektadni.
Dolne indeksy po przecinkach oznaczaja rézniczkowania czastkowe.

W celu zweryfikowania doktadno$ci wyznaczonych parametréw bezwladno$ciowych i
sprezystych badanego obiektu, czyli masowych momentow bezwiladnosci bryl sztywnych,
wymiarow 1 statych materiatowych L-SMC oraz sztywnosci skrg¢tnych elementow bezmasowych,
nalezalo porownac pierwsze czestosci skre¢tnych drgan wilasnych 1 odpowiadajace im funkcje
wlasne modelu zlinearyzowanego z odpowiadajacymi im czgsto$ciami i funkcjami wlasnymi
otrzymanymi droga pomiardw jak rowniez z analogicznymi warto$ciami uzyskanymi w pracy [194]
za pomoca modelu dyskretnego do$wiadczalnego ukladu napedowego o 54 stopniach swobody.
Analizg skretnych drgan wiasnych modelu dyskretno-ciagtego przeprowadzono przy wykorzystaniu
rozwiazania rownan ruchu (2.1) metoda rozdzielenia zmiennych w postaci (3.8) oraz lokalnych
funkcji whasnych pretowych L-SMC (3.9). Wowczas wstawienie (3.9) do zlinearyzowanych oraz
pozbawionych cztonow wymuszajacych i dyssypatywnych warunkéw brzegowych (4.9) prowadzi
do uktadu rownan charakterystycznych (3.22) o wymiarze 54x54, rozwiazanie ktorych daje
poszukiwane czgstosci drgan wiasnych i1 funkcje wtasne.

Na rysunku 4.47 przedstawiono wyniki analizy drgan wtasnych modelu dyskretno-ciaglego
w formie pierwszych czterech czgstosci oraz odpowiadajacych im funkcji wlasnych energii
potencjalnej i kinetycznej. Z zamieszczonych wykresoéw wynika, ze w przypadku pierwszej postaci
drgan wilasnych wezly drgan znajduja si¢ w sprzegle podatnym i w ,wale tytanowym”, w
przypadku drugiej postaci drgan - w ,,wale silnikowym”, a w przypadku trzeciej i czwartej postaci
wezly drgan wystepuja w odpowiednich "watach sprzegtowych" pokazanych na rysunkach 4.44 i
4.45. Ze wzgledu na brak tensometréw naklejonych na odcinku watu (16), w ktorym wystegpuje
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Rys. 4.47 Pierwsze cztery funkcje wlasne energii potencjalne;j ( ) 1 kinetycznej (- - - -)
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wezel trzeciej postaci drgan niemozliwym byto zmierzenie odpowiadajacej jej czestosci. W tabeli
4.1 zamieszczono wyniki poréwnania wartosci czterech pierwszych czgsto$ci skrg¢tnych drgan
wlasnych badanego uktadu napedowego obliczone dla modelu dykretno-ciagltego 1 dyskretnego z
pracy [194] oraz uzyskane droga pomiardw na rzeczywistym obiekcie przy wykorzystaniu miernika
kata przesunigcia fazowego. Z tego poréwnania wynika, iz wskutek witasciwej identyfikacji
parametrow modelu dyskretno-ciagltego réznice odpowiadajacych sobie czgstosci wilasnych nie
przekraczaja 0.7%.

W przypadku modelu

Nr dyskretnego (54 st. “cli}lljsrlfryeliigl-?iaig?edgﬂu Uzgi)l;allir:;gl‘iloga(
swobody), wg [194]

1. 5.88 5.84 5.80

2. 106.54 90.23 ~90.0

3. 108.71 118.86 ---

4. 152.24 139.92 ~ 140.0

Tabela 4.1 Pordéwnanie pierwszych czestotliwosci drgan wlasnych uktadu napedowego

Do symulacji drgan wymuszonych modelu dyskretno-ciaglego zastosowano falowe
rozwiazania rOwnan ruchu (2.1) typu d'Alemberta w postaci (3.3). Uzyskane w efekcie rownania
rézniczkowe zwyczajne z przesunig¢tym argumentem typu (3.4a), (3.4b) i (3.6) dla funkcji f; 1 g,
i=1,2,...,27, maja nastgpujaca postac:

Do 8m () Dp, 8m ()= My G=ly) 4y oy =2 +1ty fog (2= 20y),
gkl(z): _fk1(2_21k1)+fk(z_lkl)+gk(z_lk1)’
gD ==fs(z =20+ [z =l +g;(z 1)

Y TG Py j1(2) —KGE A @) g (4 ) N
0 n; /;® —KE (A (2) ;) [
2 z110] |RD
KjHj(Aj(Z)) —KjHj(Aj(Z)) gjl(z+l]) _ ]2 (2) ’ 4.10)
—KH (A (2)  H (A (2) /() RE‘ )(Z)

dzie: A () =x;| £ G=1 v 4 G+ |- 1,8 5@

1 1 " , '
R](' )(z) = M]( ) + u2j1fjl (z— lj1 )+ uljl (z)fj1 (z—- lj1 )+ KJ.E]. (Aj (z))gj (z2)+

T H (A (N8 x S (E = LI+ 04115 81(2) + 1,8, (2)],

2 2 , , ,
RJ(. )(z)= M](. ) #5812+, (E) )+ 1 E (B (N fy (2=1)=
—H (D V82 Ky =+ 811 =1 )+t 1))
{1 =M () 4558 () +5,,8, (),
P IE @)= My @)+ 5y 8" @+ 58 (4t iy E= L)+t foy G,

fl"(z):_gr(Z)+fjl(z_lj1)+gj1(z+ljl)a

90



gdzie: Iy = a(Cl. + a]l.), n;= GJi +aDl., Sy = a(Cl. - a]l.), 5, = GJi - aDl.,

_ (1) _
Py i a(le + §j1Cq + alj ), pl,jl (z)= GJj

b

I
|06+ a(D](. )4 xfE (A ).

QY] _ (D
a(C., —aly)). oy (2)=GI =6,G) ~a(D}) - K?EJ.(AJ. (2))),

1= =941G,

2) (2)

.=a(C.+6.C + I(. (2)=GJ.+6.GJ +a(DV'+E.(A.

R = NGOG Ty 8= Gy 0y G alDy T E(A ()
_ 2) _ (2)
—a(C.-5.C —al' (2)=GJ.-6.GJ —a(D'® —E (A,

S = NGOG Al B = G050 DT (A ),

ty =24Cy. =26l
erza(Ck+Ck1+aIk), rlszJk+GJk1+aDk, t2k=2aCk1,
SZk:a(Ck—Ckl—alk), Slk:GJk_GJkl_aDk’ tlkZZGJkl’

Py = a(Cm +aly, ), Py, = GJm +aDm, Uy = a(Cm —aly,), Uy = GJm —aDm

Podobnie jak w innych przypadkach zastosowania rozwigzania falowego typu d'Alemberta,
kazdemu z powyzszych réwnan odpowiada jeden z warunkéw brzegowych (4.9). Dlatego indeksy i,
7, j1, k, k1, m, r, s i wspotczynniki o, /=j1,/, maja identyczne wartosci jak w (4.9). Stosujac metode
Newmarka do sekwencyjnego rozwiazywania rownan (4.9) otrzymywano przy wykorzystaniu (3.3)
ustalona badz przejsciowa odpowiedz dynamiczng badanego uktadu w formie przemieszczen,
predkosci 1 przyspieszen katowych oraz dynamicznych momentdéw skrgcajacych w dowolnych
zadanych przekrojach poprzecznych L-SMC.

Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie nieliniowe wlasnosci lepko-sprezyste omawianych uktadow
mechanicznych sa opisywane w réwnaniach dynamicznych warunkow brzegowych oraz
odpowiadajacych im réwnaniach rézniczkowych z przesunigtym argumentem w formie
przyrostowej. W rozpatrywanym doswiadczalnym uktadzie napgdowym ze wzgledu na stosunkowo
duze wartosci r6znic przemieszczen katowych tarcz sprzegla podatnego A®,g przekraczajace 1 rad
podejscie przyrostowe moze okaza¢ si¢ niedostatecznie doktadne. Dlatego funkcja sprezystego
momentu przywracajacego sprzegla (4.6) zostata podzielona na czg$¢ liniowa i1 nieliniowa.
Woweczas, przyjeto stala sztywnos$¢ skretna sprzegta podatnego Hig réwna a; w (4.6). Z kolei
cztony nieliniowe w (4.6) zastaty potraktowane jako zewngtrzne momenty wymuszajace zalezne od
odpowiedzi uktadu, ktore podstawiono do MgV i Mg w (4.9) 1 (4.10). Podczas symulacji drgan,
tzn. rozwiazywania rownan (4.10), ich chwilowe warto$ci wyznaczano metoda ekstrapolacji
kubicznej. Ré6wnania ruchu (2.1) oraz rownania z przesuni¢tym argumentem (4.10) rozwiazywano z
quasi-statycznymi warunkami poczatkowymi, gdzie zakladano, Zze na poczatku procesu uktad
napedowy wiruje ze stata predkoscia obrotowa w stanie wstgpnego napigcia skrgtnego zamknigtej
petli oraz wskutek stalych momentéw oporowych wywolywanych momentami tarcia w tozyskach,
uszczelnieniach obudoéw przektadni zgbatych i oddziatywaniem mgty olejowej w zazgbieniach tych
przektadni.

Poréwnanie wynikow pomiarow dokonanych na obiekcie rzeczywistym z analogicznymi
wynikami teoretycznymi uzyskanymi droga symulacji komputerowej procesu drgan skrgtnych
zostalo przeprowadzone dla nastepujacych przypadkow:

[ - rezonansu z pierwsza postacig drgan wlasnych;
II- poza-rezonansowych warunkow pracy;

III - rezonansu z druga postacia drgan wlasnych;
IV - rezonansu z czwarta postacia drgan wlasnych.

Wykorzystujac nastawne sprzgglo sztywne przytozono wstgpne napigcie statyczne zamknigtej petli
rozpatrywanego uktadu napedowego za pomoca statego momentu skretnego rownego 35 Nm w
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przypadku I oraz 21 Nm w przypadkach pozostatych. Ponadto, we wszystkich wymienionych
przypadkach przyjeto taka sama amplitud¢ skladowej zmiennej zewngtrznego momentu
wymuszajacego silnika elektrycznego réwna 5 Nm.

1. Por6wnanie w warunkach rezonansu z pierwsza postacia drgan wlasnych

Jak wspomniano powyzej, warto$¢ pierwszej czestosci matych drgan uktadu zalezy w duzej
mierze od sktadowej stalej a; sztywnosci skretnej sprzegla podatnego definiowanej jako pochodne;j
momentu przywracajacego Mx(A®) w (4.6) wzgledem kata A®. Wowczas sztywnos¢ ta jest
uzalezniona od tzw. centralnego punktu pracy sprzegla o nieliniowej charakterystyce
wyznaczonego w omawianym uktadzie napgdowym wstgpnym napigciem statycznym przytozonym
w petli zamknigtej. Rezonans z pierwsza czgstoscia drgan wlasnych badanego uktadu napgdowego
byt szczegdtowo badany doswiadczalnie i teoretycznie w pracy [194]. Wyniki pomiarow uzyskane
w [194] zostaly nastgpnie wykorzystane w pracach [108, 177] do poréwnania z analogicznymi
wynikami obliczeniowymi otrzymanymi przy wykorzystaniu dyskretno-ciaglego modelu
mechanicznego pokazanego na rysunku 4.46. Rozpatrzono nast¢pujace przypadki drgan:

- Przypadek A: ustalone rezonansowe warunki dziatania przy statej predkosci obrotowej walow
rownej n=600 obr/min;

- Przypadek B: nieustalone warunki dziatania wywolane naglym przylozeniem wymuszajacego
momentu harmonicznego o0 czgstosci rownej pierwsze] czgstosci drgan  wilasnych
rozpatrywanego uktadu przy stalej predkosci obrotowej watow n=600 obr/min;

- Przypadek C: nieustalone warunki dziatania wywotane momentem wymuszajacym o liniowo
narastajacej czgsto$ci przechodzacej przez stref¢ rezonansu z pierwsza czgstoScia drgan
wlasnych przy stalej predkosci obrotowej watow n=600 obr/min;

- Przypadek D: nieustalone warunki dziatania wywolane przejSciem przez stref¢ rezonansu z
pierwsza czestoscia drgan wlasnych przy wymuszeniu momentem o czg¢stosci rownej potowie
czgstosci synchronicznej silnika przy narastajacej stopniowo predkosci obrotowej watdéw n.

Zaczerpnig¢te z pracy [194] wyniki pomiardw dynamicznych momentow skrecajacych
przenoszonych przez ,,wat silnikowy” 1 ,wal sprzggtowy” w przypadkach A, B i C oraz
odpowiadajace im wyniki symulacji przeprowadzonych za pomoca przyje¢tego modelu dyskretno-
ciagtego zamieszczono w [177]. Przykladowe przebiegi momentdw przenoszonych przez ,,wat
silnikowy” (moment M) i ,,wat sprzeglowy” (19) (moment M;) uzyskane droga pomiardéw i
obliczen w przypadku B pokazane sa na rysunku 4.48. Z przeprowadzonych porownan w
przypadkach A, B i C wynika dobra zgodno$¢ wynikow pomiarow z wynikami symulacji
komputerowej. Pewne istotniejsze roznice zauwazono w przypadku przebiegdw momentu
skrecajacego w ,,wale silnikowym” spowodowane najprawdopodobniej niedostatecznie doktadnym
opisem matematycznym generowanego rzeczywistego momentu silnika.

W celu zbadania drgan przejsciowych w przypadku D uktad napedowy zostal przyspieszony
z ustalonych warunkow pracy ze stata predkoscia obrotowa walow n=600 obr/min do predkosci
n=750 obr/min w ciagu 20 sekund. Wéwczas staly moment napedowy silnika musiat nieznacznie
przekroczy¢ sumaryczny moment oporowy calego ukladu napedowego, a czgstos¢ sktadowej
zmienne] momentu napedowego wzrastata proporcjonalnie do wartosci potowy chwilowe;j
predkosci obrotowej watu silnika. W efekcie nastapilo przejscie warto$ci czgstosci wymuszenia
zewnetrznego przez stref¢ rezonansu z pierwsza czestoscig drgan wilasnych uktadu. Zmierzone i
obliczone przebiegi czasowe predkosci katowej ,,masy dodatkowej” (26) oraz dynamicznych
momentow skrecajacych przenoszonych przez ,,wat silnikowy” (moment M) i ,,wal sprzegtowy”
(19) (moment M;) powstate w wyniku wywotanych w ten sposob drgan przejsciowych
przedstawiono na rysunku 4.49.
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Rys. 4.48 Zmierzone i obliczone dynamiczne momenty skrgcajace powstate w wyniku nagtego przytozenia harmonicz-
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Zaréwno w przypadku predkosci katowej oraz w przypadku momentoéw skrecajacych
otrzymano dobra zgodno$¢ wynikow doswiadczalnych z teoretycznymi. Zaistniate roznice
przebiegéw drgan przejsciowych wystgpuja przed i po przejSciu przez wspomniany rezonans
wskutek przyjetego liniowego modelu tlumienia w materiale watow, w ktorym stale wartosci
wspotczynnikOw materialowego tlumienia wlasciwego y; w (4.7) wyznaczano wg [90] w
odniesieniu do maksymalnego spodziewanego poziomu napr¢zen stycznych.

1I. Badania porownawcze w poza-rezonansowych warunkach dzialania

W tym przypadku uktad napgdowy zostal wzbudzony do drgan momentem wymuszajacym
silnika o czestotliwosci 50 Hz przy statej sredniej predkosci obrotowej watéw n=200 obr/min oraz
w stanie bezruchu, tj. przy n=0. Przebiegi dynamicznych momentdéw skrecajacych przenoszonych
przez ,,wat silnikowy” (M) oraz ,,wat sprzeglowy” (M;) otrzymane droga pomiaréw i obliczen
odpowiednio dla ukladu wirujacego i nie wirujacego pokazano na rysunku 4.50. Dla uktadu
wirujacego otrzymano dobra zgodno$¢ obliczonych przebiegow w stosunku do analogicznych
przebiegdw zmierzonych. Pewne drobne roéznice wystapily jedynie w przypadku przebiegdéw
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momentu w ,,wale silnikowym”, ktore mozna wyttumaczy¢ faktycznie nieznanym i niedostatecznie
doktadnie zidentyfikowanym opisem rzeczywistego momentu zewngtrznego generowanego przez
silnik elektryczny przy wirujacym ukladzie napgdowym. Natomiast w przypadku uktadu nie
wirujacego zmierzone przebiegi momentow skrgcajacych sa regularnymi funkcjami okresowymi
odpowiedzi dynamicznej w ustalonych poza-rezonansowych warunkach dziatania. Jak wynika z
szybkiej transformacji Fouriera (FFT) przebiegu momentu w ,,wale silnikowym”, przebieg ten jest
superpozycja dwoch skladowych harmonicznych o czgstotliwosciach 50 1 100 Hz o prawie
identycznych amplitudach, co przedstawiono na rys. 4.50. Ta druga sktadowa jest wigc faktycznie
generowana przez silnik elektryczny w przyjetych warunkach pracy uktadu napedowego w
bezruchu. Wprowadzajac ta dodatkowa sktadowa wymuszenia zewngtrznego do programu
symulacyjnego otrzymuje si¢ niemal identyczna odpowiedz dynamiczna w stosunku do odpowiedzi
uzyskanej doswiadczalnie, jak pokazano na rys. 4.50. Zarowno w przypadku ukladu wirujacego i
nie wirujacego sktadowe zmienne momentu skrecajacego przenoszonego przez ,,watl sprzeglowy”
sa pomijalne w poréwnaniu ze sktadowa stala.
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Rys. 4.50 Dynamiczne momenty skrgcajace w ,,wale silnikowym” (M) 1 ,,wale sprzeglowym” (M) w poza-
rezonansowych warunkach pracy uktadu wirujacego i nie wirujacego

II1. Poréwnanie w warunkach rezonansu z druga postacia drgan wlasnych

Podobnie jak w przypadku poprzednim, uktad napedowy zostal wzbudzony do drgan
momentem wymuszajacym silnika o czgstotliwosci 90 Hz przy stalej sredniej predkosci obrotowe;j
waléw n=200 obr/min oraz w stanie bezruchu, tj. przy n=0. Przebiegi dynamicznych momentow
skrgcajacych przenoszonych przez ,,wat silnikowy” (M) oraz ,,wat sprzeglowy” (M;) otrzymane
droga pomiarow 1 obliczen odpowiednio dla uktadu wirujacego i nie wirujacego pokazano na
rysunku 4.51. W przypadku rezonansu z druga czgstoscia drgan wtasnych amplitudy dynamicznego
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momentu skr¢cajacego przenoszonego przez ,,wal silnikowy” (4) sa znacznie wigksze niz amplitudy
momentu przenoszonego przez ,,wat sprzgglowy” (19) poniewaz druga posta¢ drgan charakteryzuje
wezel w samym ,,wale silnikowym” oraz prawie zerowa kinetyczna i potencjalna energia wiasna w
calej zamknigtej petli uktadu napgdowego, co przedstawiaja odpowiednie wykresy na rysunku 4.47.
Jak wynika z odpowiadajacych sobie przebiegow czasowych na rys. 4.51, otrzymano dobra
zgodno$¢ wynikéw doswiadczalnych i1 teoretycznych, przy czym w przypadku ukladu nie
wirujacego zgodno$¢ ta jest niemal idealna. Natomiast w przypadku ukltadu wirujacego mozna
zauwazy¢ pewne drobne jako$ciowe rdznice przebiegbw momentu przenoszonego przez ,,wat
sprzeglowy” spowodowane prawdopodobnie ograniczona doktadno$cia identyfikacji parametrow
samej petli zamknigtej badanego ukladu napgdowego. Na podstawie odpowiedzi dynamicznej
uktadu uzyskanej droga pomiarow mozna stwierdzi¢, ze cz¢$¢ zmienna rzeczywistego momentu
generowanego przez silnik elektryczny ma przebieg harmoniczny o zaloZzonej czgsto$ci
realizowanej przez sterownik bez zadnych dodatkowych sktadowych o wyzszych czgstosciach.
Dzigki temu latwiej jest otrzyma¢ wyniki symulacji komputerowej bardzo podobne do
analogicznych wynikéw doswiadczalnych. Ponadto, nalezy zauwazy¢, ze amplitudy badanych
momentoéw skrecajacych w ustalonych warunkach rezonansu sa wigksze w przypadku uktadu
wirujacego niz w przypadku uktadu nie wirujacego, jak pokazano na rys. 4.51.
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Rys. 4.51 Dynamiczne momenty skrgcajace w ,,wale silnikowym” (M) 1 ,,wale sprzgglowym” (M) w warunkach
rezonansu z druga cz¢stoscia drgan wiasnych w przypadku uktadu wirujacego i nie wirujacego

IV. Poréwnanie w warunkach rezonansu z czwarta postacia drgan wlasnych

Ze wzgledu na brak tensometrow naklejonych na odcinek watu (16), w ktorym wystepuje
wezel trzeciej postaci drgan wlasnych rozpatrywanego ukladu napgdowego, badanie
odpowiadajacego tej postaci rezonansu bytoby zbyt kiopotliwe. Dlatego badano drgania ustalone w
warunkach rezonansu z czwarta postacia drgan wlasnych, ktorej wezet drgan wystepuje wiasnie w
odcinku ,,watu sprzegtowego” (19) majacego naklejone tensometry pomiarowe, co przedstawiaja
rysunki 4.44, 4.45 1 4.46.

Analogicznie jak w przypadku badania rezonansu z druga postacia drgan witasnych, uktad
napgdowy zostat wzbudzony do drgan momentem wymuszajacym silnika o czgstotliwosci 140 Hz
przy statej $redniej predkosci obrotowej watow n=200 obr/min oraz w stanie bezruchu, tj. przy n=0.
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Przebiegi dynamicznych momentow skre¢cajacych przenoszonych przez ,,wat silnikowy” (M) oraz
,wal sprzegtowy” (M;) otrzymane droga pomiaréw i obliczen odpowiednio dla uktadu wirujacego i
nie wirujacego przedstawiono na rysunku 4.52. Podobnie jak w przypadku rezonansu z druga
postacia drgan wilasnych, lepsza zgodno$¢ zmierzonego i obliczonego przebiegu dynamicznego
momentu skr¢cajacego przenoszonego przez ,,wat silnikowy” otrzymano dla uktadu nie wirujacego.
Natomiast w przypadku przebiegéw dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez
,wat sprzegtowy” bardzo dobra zgodno$¢ wynikow pomiaréw i symulacji obserwuje si¢ zardwno
dla uktadu wirujacego i nie wirujacego, jak pokazano na rys. 4.52. Wspomniane w przypadku
rezonansu z druga postacia drgan wiasnych réznice amplitud momentéw skrecajacych dla uktadu
wirujacego i nie wirujacego sa w warunkach rezonansu z czwarta postacia drgan wtasnych znacznie
wigksze. Jak wynika z odpowiednich przebiegdw momentoéw na rys. 4.52, w przypadku uktadu nie
wirujacego wzbudzanego przez silnik elektryczny sygnatem harmonicznym o rezonansowej
czestotliwosci 140 Hz efekt rezonansu z czwarta postacia drgan wlasnych praktycznie nie
wystgpuje. Ten fakt mozna wyttumaczy¢ pokazana na rys. 4.47 zerowa wartoscia wlasnej energii
kinetycznej] w przekroju wystgpowania zrodla wymuszenia zewnetrznego, czyli wirnika silnika
elektrycznego, charakteryzujaca czwarta posta¢ drgan wiasnych, co teoretycznie uniemozliwia
wzbudzenie odpowiadajacego tej postaci rezonansu przez silnik. Natomiast nawet przy matych
predkosciach obrotowych n badanego uktadu napgdowego rezonans o czgstotliwosci ~140 Hz byt
wyraznie widoczny zardéwno w rzeczywistosci, jak i w formie procesu symulacji komputerowe;.
Wowczas, w przypadku ukladu wirujacego dodatkowymi zrodtami wymuszenia staja si¢
najprawdopodobniej sity tarcia w przekladniach zgbatych i tozyskach, oddzialywanie ktorych
musiato wigc zosta¢ prawidtowo zidentyfikowane w formie odpowiednich momentéw tlumienia
bezwzglednego (4.8).
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Rys. 4.52 Dynamiczne momenty skrgcajace w ,,wale silnikowym” (M) 1 ,,wale sprzgglowym” (M) w warunkach
rezonansu z czwarta czgstoscig drgan wlasnych w przypadku uktadu wirujacego i nie wirujacego

V. Uwagi dotyczace weryfikacji doswiadczalnej modelu dyskretno-ciagtego do analizy drgan
skretnych

Przeprowadzone przy wykorzystaniu istniejacego w Arbeitsbereich Meerestechnik 11
Uniwersytetu Technicznego w Hamburgu-Harburgu (TUHH) stanowiska do$wiadczalnego do
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badania drgan skretnych poroéwnanie wynikow pomiaréw z wynikami obliczen przy réznych
warunkach dzialania uktadu napgedowego i1 w roznych zakresach czgstosci wykazalo w istocie
bardzo dobra zgodnos¢ teorii z eksperymentem. Zaobserwowane stosunkowo mate 1 niezbyt istotne
z punktu widzenia praktycznego rozbiezno$ci sa spowodowane typowymi dla symulacji
komputerowej trudnos$ciami, takimi jak powszechnie stosowany zbyt prosty, liniowy model
ttumienia materialowego oraz niezbyt doktadnie zidentyfikowany opis matematyczny wymuszenia
zewnetrznego. Niemniej jednak trzeba podkresli¢, ze dyskretno-ciagly sposob modelowania
uktadow napedu maszyn i pojazdéw oraz zastosowanie rozwigzania falowego typu d'Alemberta
porownywane dotad jedynie z wynikami teoretycznymi otrzymywanymi za pomoca innych
analogicznych metod, w konfrontacji z wynikami uzyskanymi droga pomiaréw laboratoryjnych
rowniez wykazaly swoja wiarygodnos¢. W zwiazku z powyzszym nalezy stwierdzi¢, iz
proponowana w niniejszej pracy metodyka analizy drgan skrg¢tnych osiagngla nalezyty stopien
zaawansowania do zastosowan inzynierskich w praktyce przemystowe;.

Przeprowadzone badania do$wiadczalne i teoretyczne wykazaly potrzebg wprowadzania
nieliniowego modelu ttumienia materialowego przy analizie drgan skretnych uktadow napgdowych.
W tym modelu energia dyssypowana w czasie powinna by¢ funkcja biezacej warto$ci naprgzenia
stycznego w odksztalcanym elemencie uktadu. Natomiast stosowanie powszechnie znanych
liniowych modeli ttumienia materiatowego, na przyktad modelu w opisanego w [90], w ktorym
stopien dyssypacji energii zalezny jest od spodziewanego i1 zaktadanego a priori poziomu
naprezenia stycznego, czgsto prowadzi do niedostatecznie doktadnych wynikow, zwlaszcza przy
analizie drgan przejSciowych.

4.2 Zastosowanie rozwigzania falowego typu d'Alemberta do badania ukladéw strunowych
drgajacych poprzecznie

W rzeczywisto$ci istnieje wiele urzadzen i mechanizmow, ktorych szczegolnie waznymi
elementami konstrukcyjnymi, tj. no$nymi lub napgdowymi, sa liny. Naleza do nich napowietrzne
sieci przesylowe energii elektrycznej, napowietrzne sieci zasilania trakcji kolejowej 1 tramwajowe;,
uklady nosne i napgdowe wszelkiego rodzaju kolei linowych, kopalniane uktady wyciagowe,
linowe uktady napedu maszyn roboczych takich jak dzwignice, zurawie, koparki, kafary i wiele
innych. Bedace w stanie odpowiedniego naciagu liny tych konstrukcji i mechanizméw wykonuja
zwykle oscylujace ruchy poprzeczne i podtuzne w stosunku do kierunkow ich nie odksztatconych
osi w formie drgan oddzialujac tym samym dynamicznie z otoczeniem, tj. z ukladami ich
zawieszen, prowadnic, blokow napedowych i innych. Drgania mechaniczne ukladow linowych
moga by¢ niemniej szkodliwe i1 niebezpieczne dla ich trwatosci i niezawodnoS$ci niz na przyktad
drgania skretne omawianych w punkcie 4.1 uktadéw napedu maszyn roboczych 1 pojazdéw oraz
maszyn wirnikowych. Dlatego drganiom poprzecznym i podtuznym uktadow linowych poswigcono
w literaturze wiele uwagi, m. in. w pracach [18, 78, 110, 151]. W modelach mechanicznych tych
uktadow liny traktowane sa najczesciej jako rozciagliwe badz nierozciagliwe struny, a rzadziej jako
belki. Dlatego w dalszej czgs$ci pracy uklady te beda nazywane uktadami strunowymi.

Waznymi z punktu widzenia rozwoju 1 eksploatacji wspodiczesnych szybkich kolei
elektrycznych sa drgania napowietrznych sieci zasilania trakcji wymuszane ruchem pantografow.
Nadmierne amplitudy drgan poprzecznych lin no$nych 1 zasilajacych sieci moga prowadzi¢ do
natychmiastowych zniszczen pantograféw, jak rowniez sa przyczyna odrywania si¢ liny zasilajacej
od listwy zbierakowej pantografu powodujac zjawisko tuku elektrycznego 1 nastepujace w efekcie
szybkie zuzycie samego pantografu oraz utrudnienia w prawidlowym zasilaniu w energi¢ pojazdoéw
szynowych, zwlaszcza przy duzych predkosciach jazdy. Dlatego te problemy staty si¢ przedmiotem
wnikliwych badan wielu autoréw, m. in. [55, 105, 114, 150]. Mimo iz w normalnych warunkach
dziatania amplitudy drgan linii napowietrznych sieci zasilania trakcji moga miesci¢ si¢ w granicach
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od kilkunastu do kilkudziesigciu centymetrow, to w stosunku do dtugosci lin 1 rozstawu ich podpor
mozna te drgania traktowaé jako tzw. ,male drgania”. Nastgpujace w wyniku tych drgan
odksztalcenia podtuzne lin sa wowczas matoznaczne i dlatego w badaniach zwykle pomijane. W
stosowanych powszechnie modelach mechanicznych uktadu zasilajaca sie¢ napowietrzna trakcji —
pantograf pojazdu szynowego zarowno liny nosne jak i zasilajace sa wigc zazwyczaj traktowane
jako nierozciagliwe struny o skonczonych badz nieskonczonych dtugosciach. Natomiast pantograf
jest reprezentowany przez ruchomy oscylator lepko-bezwtadno$ciowo-sprezysty o 2 lub 3 stopniach
swobody poruszajacy si¢ wzdluz liny zasilajacej zazwyczaj ze stala predkoscia v. Podpory lin
nosnych 1 zasilajacej moga by¢ traktowane jako sztywne badz podatne o zadanych
charakterystykach lepko-bezwladno$ciowo-spr¢zystych. W celu rozwiazania zagadnienia
oddziatywania dynamicznego uktadu zasilajaca sie¢ napowietrzna — pantograf stosowano rozne
metody, na przyktad metodg Ritz’a w [150] oraz najcze$ciej dyskretyzacje strun metoda elementéw
skonczonych w [55, 105, 114]. W obu przypadkach zastosowano podejs$cie modalne sprowadzajace
si¢ do superponowania duzej liczby funkcji drgan wlasnych modelu sieci wynoszacej przynajmniej
200300 by otrzymywac¢ dostateczna doktadnos¢ wynikéw, szczegolnie przy predkosci ruchomego
oscylatora v bliskich predkosci propagacji fali poprzecznej w linie zasilajacej. Ze wzgledu na
wystepujace zwykle w obydwu wymienionych metodach przyblizonych problemy zbieznoS$ci
rozwiazania zastosowana metodyka jest klopotliwa obliczeniowo, zwlaszcza w przypadku
przyjmowania najczg¢$ciej nieliniowego modelu kontaktu migdzy listwa pantografu a ling zasilajaca,
[105, 114]. Dlatego w pracach [28, 30, 32, 175] dokonano proby badania zjawiska dynamicznego
oddziatywania pantografu pojazdu szynowego z trakcyjna siecia napowietrzna przy wykorzystaniu
modelu dyskretno-ciagtego i L-SMC.

W tych pracach rozpatrywano stosunkowo prosty uklad mechaniczny sktadajacy si¢ z
jednorodnej struny sprezystej o dlugosci / podpartej sztywno na koncach i lepko-bezwtadnosciowo-
sprezyscie w polowie dlugosci za pomoca oscylatora o jednym stopniu swobody. Ten oscylator
sktada si¢ z kolei z masy skupionej my 1 dwoch niewazkich elementow sprezysto-ttumiacych o
sztywnos$ciach k; 1 k» oraz o wspodtczynnikach tlumienia wiskotycznego ¢ i ¢;. Mate drgania
poprzeczne struny w jednej plaszczyznie sa wymuszane poruszajacym si¢ w dodatnim kierunku
wspotrzednej przestrzennej x ze stala predkoscia v oscylatorem lepko-bezwtadno$ciowo-sprezystym
o 2 stopniach swobody, jak pokazano na rysunku 4.53, lub stala albo harmonicznie zmienna silta
skupiona, co przedstawia rysunek 4.54. Masa skupiona m, ruchomego oscylatora §lizga si¢ wzdtuz
struny, a masa m; jest potaczona z poruszajaca si¢ podstawa oraz z masa m; za pomoca dwoch
bezmasowych elementow sprezysto-thumiacych odpowiednio o sztywnosciach r; 1 7, oraz o
wspotczynnikach thumienia wiskotycznego d; i d,. Do masy m,; przylozono dowolnie zmienna w
czasie site F(¢). Ponadto, oscylator moze by¢ poddawany wymuszeniu kinematycznemu zadanemu
poprzecznie w stosunku do osi x ruchem podstawy wy(f). Taki sam uklad mechaniczny
rozpatrywano rowniez w pracy [105], w ktorej struna zostata zdyskretyzowana metoda elementéw
skonczonych. W efekcie otrzymano model dyskretny o kilkuset stopniach swobody. W
proponowanym podej$ciu zastosowanym w [28, 30, 32, 175], pozostajac w poroOwnaniu z modelem
MES na tym samym poziomie btedu identyfikacji parametrow, obydwa odcinki struny, tj. od lewe;j
podpory sztywnej do podpory podatnej oraz od podpory podatnej do prawej podpory sztywnej, rys.
4.53, 4.54, zastapiono kazdy odcinek jedynie po jednym L-SMC, ktore w tym przypadku lepiej jest
nazwac ,,strunowymi” w odréznieniu od prgtowych L-SMC odksztalcalnych skrgtnie stosowanych
do analizy drgan skretnych.
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Rys. 4.53 Jednorodna struna o skonczonej dtugosci pobudzana do drgan poprzecznych ruchomym oscylatorem
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Rys. 4.54 Jednorodna struna o skonczonej dtugosci pobudzana do drgan poprzecznych ruchoma sita skupiona

Réwnaniami ruchu przekrojow poprzecznych struny sa jednorodne roéwnania (2.1) dla t=0 1
I'=Ty, gdzie Ty oznacza naciag struny, a QU jest jej masa jednostkowa. Dalsze rozwazania sa
przeprowadzane przy nastgpujacych wielkosciach bezwymiarowych:

/. u.(x,t w i (1)
oS S B e Lo R

~ v
W L v=2, i=12, j=012, (411
R A R I J I a / (411

gdzie u(x,t) sa przemieszczeniami poprzecznymi przekrojow poprzecznych struny, a = /Ty /p jest
predkoscia propagacji fali poprzecznej w strunie, /; sa dtugosciami obu makroelementow (/;+/5=/),
wi(f) oznaczaja przemieszczenia mas skupionych oscylatoréow, a I [m] i u; [m] sa dowolnymi
wartosciami. W przypadku analizy drgan uktadu mechanicznego wymuszanych obciazeniami
ruchomymi wygodnie jest wprowadzi¢ przestrzenna wspotrzedna ruchoma & =X —9t. Wowczas,

przy wykorzystaniu (4.11) rownania ruchu przekrojow poprzecznych makroelementow strunowych
przyjmuja nastgpujaca postac

2
RGN NG ) BN NG )
=2V -(1-v7) =
ot 0§ 0t 8&2

0, i=1.2. (4.12)
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Roéwnania te sa rozwiazywane przy zerowych warunkach poczatkowych (2.10), co oznacza, ze caty
uktad mechaniczny pozostaje w bezruchu przed najazdem ruchomego obciazenia, tj. oscylatora lub
sity. W ruchomym uktadzie wspotrzednych dynamiczne 1 geometryczne warunki brzegowe, przy
ktérych rozwiazywane sa rownania (4.12) przyjmuja postaé

ity (1) =0
T, (£.7)=0
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dla &=2, -7,
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~ 12
F(1)= (F(z)+rl O(t)+d1v86(t)) a

a? ms”s

my [kg] jest dowolna wartoscia, a gorne indeksy ,,+” 1 ,,— oznaczaja czesci j-tego makroelementu
znajdujace si¢ odpowiednio przed i za poruszajacym si¢ zrodlem zaburzenia. Rozwiazaniem
jednorodnych réwnan ruchu (4.12) sa rozwiazania falowe typu d'Alemberta (3.1). W tym przypadku
nalezy jednak zauwazy¢, ze jezeli zrodto zaburzenia porusza sig¢ z predkoscia mniejsza od predkosci
fali poprzecznej w strunie, czyli z tzw. predkoscia podkrytyczna v<a, wtedy front pierwszego
zaburzenia porusza si¢ jak fala poprzeczna z predkoscia a. Natomiast w przypadku predkosci
nadkrytycznej v>a front pierwszego zaburzenia struny porusza si¢ razem ze zrodlem, tj. wraz z
oscylatorem lub sita skupiona. Dlatego szczegdtowe postaci rozwiazania typu d'Alemberta sa rozne
w przypadku predkosci pod- i nadkrytycznej, przez co nalezy je rozpatrywac¢ oddzielnie.

A. Przypadek podkrytycznej predkosci ruchu zaburzenia v<a

W tym przypadku poruszajacy si¢ oscylator lub sita skupiona wywotuje w strunie dwie
poprzeczne fale biezace o roznych dtugosciach. Fala ,krotsza” propaguje sie¢ przed zrodlem w
dodatnim kierunku osi x, tj. ,,w prawo”, a fala ,,dluzsza” propaguje si¢ za Zrédlem w ujemnym
kierunku osi x, tj. ,,w lewo”, rys. 4.53, 4.54. Woéwczas, po wprowadzeniu ruchomej wspéirzednej
przestrzenne] & =X —9T rozwiazanie typu d'Alemberta dla obu makroelementow strunowych

przyjmuje nastgpujaca postac:
ul(ﬁ,r)=f1(r—1717—§)+g1(1:+171:+<‘,) dla —VTSF,SKI—VT, (4.14)
uz(ct,,t) :f2(1—71—§)+g2(r+171:+§—27»1) dla 7»1 —v1<EL 7»1 +7»2 -
Po wprowadzeniu (4.14) do (4.13) i po oznaczeniu w kazdej rownosci (4.13) najwigkszego
argumentu przez z dostaje si¢ nastepujace roOwnania rézniczkowe zwyczajne z przesunigtym
argumentem dla funkcji fi(z) 1 gi(2), i=1,2:
82(2) ==f2(z=21)),
81(2)=—=f1(z=2h) + f2(z2 =2A1) + g2 (2 = 2A1),

) o z2+2AMm [ z+2Am
{MI(HV ) 0 } | R {Dlz(nv) ~Dy(1+7) } wi T
~2 _ ~ 77 ~
0 )] e Da(1+7) QT+ DNy

+20 Z+27\,11]j ( -V j
{Ru —Rz} W1(21+ij ) F(Hv +Dy (=M ff| e+ 2 |+
R gj(2) 2T (1+v)g'j(z) - Mo (1-¥) f;[IIZ(Hzxm)j—
+R2fj( (Z+27\.1n)j
~Dy(1- v)f,( (z+2>»m>j szj[llz(zmm)j
fi(2)=-g,(2), (4.15)
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{MO O}V(”)(Z)}{Clz -C2 }{WO(Z)}{KIZ _KZMWO(Z)}:

0 0JLf3()] |=Co 2I+Ca ] f3(2)] [-K2 K2 JL/2(2)
{ Cr85(2)+Kp82(2) }
[2773(2) - Crgh(2) - Koga(2) |

~ z — _ ~ 1 z
M{(1-72%) 0 Wl(l—vj _{Dlz(l—") ~Dy(1-7) } Wl(l_vj N
v2) —Dy(1-v) (2Ty +Dp)(1-7) i+
71

{Rlz —Rz} -7
I R Ie) 270(1—V)f;<z)—Mz<1+v>2g;~(”v

F(IZVJ+D2(1+V)g'j(1+V z—kaj+

~

z— 27»11’]] -

~

+R2gj(i+22—27\,11’]j

b

,(1+V 1+9
_Dz(l—v)gj(l Vz—2kmj—R2gj[l_vz—2kmj

A A
j=1L,n=0 dla 0<r<7‘;1 1 j=2,n=1 dla7;1<r<M+2, a dla z odpowiadajacego rz;l
My O 0 || w{(z+A7) Dq» -Dy 0 W (z+A1)
0 M, O f2(z) +| =Dy Dy+Cr+2T -Cy f2(2) +
0 0 Myl wo(z+2Ap) 0 -C Cra || wo(z+2A1)
Ry -Ry 0 || wi(z+4p) F(z+%)+Dygh(2)+ Raga(2)
+ Ry Ry+Ky —-Kp|| f2(2) |=|2Tf{(2) -M3g5(2)—(Ca +D2)gh(2)— (K2 + Rp)g2(2) |
0 —Ky  Kpo || Wo(z+2p) Crg2(2)+K2g2(2)

W tych rownaniach gérne indeksy ,,+” i1 ,,—” funkcji fi(z) 1 g(z), i=1,2, oznaczaja odpowiednio

,krotsza” i1 ,,dluzsza” fale generowana bezposrednio przez poruszajace si¢ obcigzenie. Natomiast
funkcje fi(z) 1 gi(z) bez gornych indeksow opisuja fale odbite od podpor struny. W celu uzyskania
odpowiedzi dynamicznej badanego ukladu réwnania (4.15) rozwiazujemy analogicznie jak w
przypadku analizy drgan skretnych, tzn. droga sekwencyjnego catkowania numerycznego metoda
Newmarka.

B. Przypadek nadkrytycznej predkosci ruchu zaburzenia v>a

W tym przypadku nie wystepuja zadne zaburzenia struny przed poruszajacym si¢ zrodtem,
dzigki czemu struna pozostaje rOwniez nieugigta w punkcie kontaktu ze zrodlem, co mozna zapisac:
u; (€,1)=0, j=1,2, 1 Wy (1) =0. Z kolei bezposrednio za zrédtem zaburzenia propaguja sig¢ dwie fale
o roznych dtugosciach, z ktorych fala ,krotsza” przemieszcza si¢ w dodatnim kierunku osi x, tj. w
prawo, a fala ,,dluzsza” przemieszcza si¢ w kierunku ujemnym osi x, tzn. w lewo, rys. 4.53, 4.54. W
przypadku poruszania si¢ zrddla zaburzenia z predkoscia nadkrytyczna rozwiazania typu
d’Alemberta rownan ruchu (4.12) po wprowadzeniu ruchomej wspotrzedne] przestrzennej
€ =X — V1 przyjmuja nastepujaca postac:
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ul(ﬁ,r)=f1(r—\71—§)+g1(r+\71+§) dla —\71<§<k1—\71, (4.16)
uz(g,r)zfz(r—%;—gml(l—%))+g2(r+vr+g—xl(1+%)) dia %, =TT<E<hy+h, —TT

Woéwezas, po podstawieniu (4.16) do (4.13) otrzymywane sa nastgpujace rOwnania z przesunigtym
argumentem

0 dla Vt<A1+Ay,
g2(2)=1-17(@ry-2) dla @qulmz,
v
—f2(z=2X9) dla t>A;+Ay,
0 dla $T<A,

1) =1~ £ @ =2+ fHrle =11+ W)+ ga=10+ 1) dia 7;1<ISM,
—fiz=2)+ o2+ D) gale-1a+ 1)) dia T,

1 J
——————— (D (A +V)W () + RryW(x)) dlavt< ) A;,
oy P20 TR0+ Ram () dia v gl :
gj ()= ; =
0 dla vt> Y A,
i=1

z+nx1(1+%)

1+v

Mi(1+ 17)2 W] () + Dyo (1+ %)W () + R o W) (x) = F(x), gdzie x =

5

J
(Da (¥ = D)W (x) + Ry (1)) dla vT< D A,

1
270(\7—1) P

fit @)= i
0 dla vt > > A,
i=1

z+n%1(l—%)

M@ ~D2#{(0) + Do~ D)W () + Riam (1) = F(3),  gdzie 7 =

2

-1
przy j=1,n=0dla0<vt<A; 1 j=2, n=1dlai; <VT<A|+Ap,
fi1(2)=-g,(2), (4.17)
~ }\, ~ }\4 ~ 7\.
P{)O g} WO(Z-F %) J{Cé? 2;Cé } wo(er %j +{K11(2 _;2} WO(ZJF %j _
/3(2) IR 16 ~f2 %2 /20

:[ Crgh(2)+Kpgp(2) }
R-Crgh(2)-Kpgr(2)]
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0 dla vr<ig,

gdzic R =1-27/ (1~ ) -z) dia k%qsxl,
w21fi-na= 1)) dia w0,

ktore sa rozwiazywane identycznie jak (4.15) w celu uzyskania odpowiedzi dynamicznej uktadu w
formie ugie¢ dowolnie wybranych przekrojow poprzecznych struny, przemieszczen mas
skupionych czy sity kontaktowej migdzy struna a oscylatorem.

Zalezno$ci (4.13), (4.15) i (4.17) zostaly wyprowadzone w przypadku bardziej ogdlnym
wymuszania drgan poprzecznych struny ruchem oscylatora, jak pokazano na rysunku 4.53. Kiedy
rozpatrywana struna ulega wymuszeniu ruchem sity skupionej, rownania te ulegaja odpowiednim
uproszczeniom przez przylozenie sity F(f) bezposrednio do struny oraz przyjmujac m;=m,=0,
l"1=7"2=0 1 d1=d2=0.

Obliczenia numeryczne przeprowadzono przy identycznych parametrach rozpatrywanego
obiektu jak w pracy [105], tj. dla struny o dlugosciach /1=/,=100 m, 75=10000 N, p=0.89 kg/m i w
przypadku wzbudzania drgan ruchem oscylatora dla statej sity F(£)=Fy=90 N przy pominigciu
zewnetrznego wymuszenia kinematycznego wo(1)=0. Pozostatle parametry liczbowe podano w [28,
32, 175]. Rysunki 4.55aib,4.56 aib, 4.57 aib oraz 4.58 a i b przedstawiaja wyniki symulacji
dynamicznego oddziatywania ruchomego oscylatora ze struna. Na rysunkach 4.55 aib oraz 4.57 a1
b zamieszczono wykresy linii ugigcia struny w kolejnych dziewigciu réwno odleglych od siebie
chwilach czasu, gdzie chwile 1+6 odpowiadaja szesciu polozeniom przemieszczajacego si¢ wzdtuz
struny oscylatora, a chwile 7+9 odpowiadaja drganiom swobodnym struny po zjechaniu zen
oscylatora. Na rysunku 4.55a pokazano wyniki symulacji dla predkosci ruchu oscylatora v =0.4, a
na rysunku 4.55b dla v =0.95 predkosci krytycznej. Z kolei wyniki przedstawione na rysunkach
4.57 a i b uzyskano przy nadkrytycznych predkosciach ruchu oscylatora, tj. odpowiednio dla
v=I1.1 1 v=1.6. Na podstawie wykresoOw linii ugi¢cia zamieszczonych na wymienionych
rysunkach mozna obserwowa¢ generowanie fal poprzecznych w strunie przez ruchomy oscylator
oraz odbicia fal od podp6r. Natomiast rysunek 4.56a dla v = 0.4 oraz rysunek 4.56b dla v = 0.95
pokazuja przebiegi ugigcia struny i dynamicznej sity kontaktowej migdzy struna a oscylatorem w
punkcie ich chwilowego kontaktu. Te przebiegi sa zaprezentowane w dziedzinie dlugosci struny, co
przy statej predkosci v ruchu oscylatora odpowiada dziedzinie czasu. Poniewaz, jak zaznaczono
powyzej, przy nadkrytycznych predkosciach ruchu zrodta wymuszenia ugigcie struny w punkcie
chwilowego kontaktu ze zrodtem jest rowne zeru, na rysunkach 4.58 a i b odpowiednio dla v =1.1 1
v =1.6 predkosci krytycznej zamieszczono jedynie wykresy dynamicznej sity kontaktowej miedzy
struna a oscylatorem w punkcie ich chwilowego kontaktu.

W przypadku podkrytycznych predkosci ruchu oscylatora, tj. dla v =0.4 i v =0.95, na
poczatku procesu, gdy oscylator nie dotarl jeszcze do podpory podatnej, tzn. przy vt<100 m,
odpowiedz uktadu ma charakter quasi-statyczny, gdzie stopniowo narasta ugigcie struny w punkcie
kontaktu z oscylatorem, a sita kontaktowa dazy do warto$ci stalej rownej zadanej sile obciazenia
Fy=90 N. Proces ten zostaje nastgpnie zaburzony falami odbitymi od kolejnych podpor, szczegdlnie
przy mniejszej predkosci ruchu v = 0.4, w przeciwienstwie do przypadku v = 0.95, w ktorym fale
odbite docieraja do oscylatora dopiero w ostatniej chwili przed jego najazdem na podporg. Wtedy
przejazdowi oscylatora przez podpory z predkoscia v = 0.95 bliska krytycznej towarzysza znacznie
wigksze wartos$ci chwilowe sity kontaktowej niz dla v = 0.4 oraz wigksze lokalne gradienty i
wartosci ekstremalne ugigcia struny, co wida¢ na podstawie odpowiednich wykreséw
przedstawionych na rysunkach 4.55 aiboraz4.56 aib.
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Wyniki pokazane na rysunkach 4.56 a i b zostaty porownane w [32] z uzyskanymi w pracy
[105] analogicznymi wynikami symulacji dynamicznego oddziatywania rozpatrywanego
identycznego ruchomego oscylatora z taka sama strung zdyskretyzowana metoda elementoéw
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Rys. 4.55 Linie ugigcia struny w kolejnych chwilach czasu przy predkosci ruchu oscylatora v = 0.4 (a)i v = 0.95 (b)
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Rys. 4.56 Ugiecie struny i dynamiczna sita kontaktowa w punkcie chwilowego kontaktu z oscylatorem
przy predkosci ruchu oscylatora v = 0.4 (a)i v = 0.95 (b)
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skonczonych. Wykorzystujac rézne modele mechaniczne i matematyczne w obydwu przypadkach
predkosci ruchu oscylatora v =0.4 i v =0.95 otrzymano podobne jakosciowo wyniki przebiegow
ugie¢ struny i dynamicznej sity kontaktowej migdzy oscylatorem a struna. Zaistnialy jednak istotne
réznice ilosciowe dotyczace jedynie wartosci ekstremalnych mieszczac si¢ w zakresie 20+60%,
przy czym gorna granica odpowiada predkosci ruchu oscylatora v =0.95. Przy tej predkosci za
pomoca modelu dyskretno-ciaglego i rozwiazania falowego typu d'Alemberta uzyskano szczegolnie
duze lokalne gradienty sily kontaktowej w formie ,,pikow”. Analogiczne ,,piki” otrzymane w pracy
[105] wydaja si¢ by¢ wygtadzone w poréwnaniu z ,,pikami” pokazanymi na rysunkach 4.56 a i b.
Przyczyna zaistniatych réznic moze by¢ staba zbiezno$¢ rozwiazania w przypadku modelu MES
przy wykorzystaniu w [105] superpozycji nawet 200 funkcji wtasnych badanego uktadu. Na
podstawie przeprowadzonego porownania nalezy wnioskowaé, iz zastosowanie przy tych samych
parametrach wyjsciowych rozpatrywanego obiektu dwoch strunowych L-SMC oraz analitycznego
rozwiazania falowego typu d'Alemberta rownan ruchu daje doktadniejsze wyniki symulacji drgan
niz nawet ,,g¢sta” dyskretyzacja struny metoda elementow skonczonych.

Analiza dynamicznego oddzialywania struny z oscylatorem poruszajacym si¢ z
predkosciami nadkrytycznymi v >1 nie ma specjalnego znaczenia aplikacyjnego, lecz zostata
przeprowadzona w aspekcie czysto teoretycznym w celu zademonstrowania mozliwosci sposobu
modelowania dyskretno-ciaglego przy wykorzystaniu strunowych L-SMC 1 rozwiazania falowego
typu d'Alemberta. W tym przypadku obliczenia numeryczne przeprowadzono przy zerowej masie
oscylatora m, begdacej w kontakcie ze strung oraz przy pominigciu ttumienia w oscylatorze, tj. dla
d1=d>,=0. Pozostale parametry badanego uktadu pozostalty bez zmian w poréwnaniu do wartosci
przyjetych do analizy drgan wywotywanych ruchem oscylatora z predkos$ciami podkrytycznymi. Z
wykresoOw linii ugigcia struny w kolejnych chwilach czasu pokazanych na rysunku 4.57 a i b
wynika, ze ze wzgledu na brak ugigcia struny przed poruszajacym si¢ zrédlem zaburzenia nie
wystepuja odbicia fal od podpory podatnej ani od prawej podpory sztywnej przed dotarciem do nich
oscylatora. Podobnie jak w rozpatrywanych poprzednio przypadkach podkrytycznych predkosci
ruchu zrodta, wigksze wartosci ugieé struny oraz lokalnych gradientow tych ugie¢ wystapity przy
predkosci ruchu oscylatora v =1.1, ktora jest blizsza predkosci krytycznej v =1, niz przy
predkosci jeszcze wigkszej, tj. v =1.6, jak pokazano na rysunku 4.57 a i b. Natomiast
przedstawione na rysunku 4.58 a i b przebiegi dynamicznej sity kontaktowej migdzy struna a
oscylatorem odpowiednio przy predkosci v =1.1 i v =1.6 maja zupeklnie inny charakter niz
analogiczne przebiegi uzyskane przy predkosciach podkrytycznych i pokazane na rysunku 4.56 a i
b. Poniewaz jak wspominano powyzej, przy predkosciach nadkrytycznych v >1 nie wystepuja
ugigcia struny w punkcie jej chwilowego kontaktu z ruchomym zrodlem zaburzenia, warto$¢ sity
kontaktowej jest funkcja przemieszczen masy m; oscylatora. Wowczas, ruch tej masy sprowadza si¢
do drgan uktadu o jednym stopniu swobody wymuszonych zatozong stata sita F(#)=Fy=90 N. Przy
pomigtym w tym przypadku ttumieniu oscylatora (d,=d,=0) drgania te maja przebieg harmoniczny
o warto$ci $redniej rownej Fy 1 statej amplitudzie takze rownej Fy, co potwierdza podstawowa teori¢
drgan mechanicznych opisana na przyktad w [74]. Rzecz jasna, czgstotliwos$¢ przebiegéw sity
kontaktowej w obu przypadkach predkosci ruchu zrodia zaburzenia v jest taka sama zalezac
jedynie od wiasno$ci bezwladnosciowo-sprezystych oscylatora. Natomiast liczba wykonanych cykli
drgan jest tym wigksza im dtuzszy czas poruszania si¢ oscylatora wzdhuz struny. Przyktadowo, przy
v =1.1 mozna zaobserwowa¢ 2.6 cykli fluktuacji sity kontaktowej, a przy v =1.6 - tylko 1.8
cyklu, jak pokazuja to odpowiednie wykresy na rysunku 4.58 a i b.
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Rys. 4.57 Linie ugigcia struny w kolejnych chwilach czasu przy predkosci ruchu oscylatora v =1.1 (a)i v =1.6 (b)
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Rys. 4.58 Dynamiczna sita kontaktowa w punkcie chwilowego kontaktu z oscylatorem
przy predkosci ruchu oscylatora v = 0.4 (a)i v = 0.95 (b)

Analiz¢ drgan poprzecznych omawianej struny wymuszanych poruszajaca si¢ stata i
harmonicznie zmienng sita skupiona przeprowadzono zaréwno dla pod- i nadkrytycznych warto$ci
predkosci ruchu ¥ . Celem wykonanych obliczen bylo poréwnanie wynikdéw zastosowania
rozwiazania falowego typu d’Alemberta réwnan ruchu przekrojéw poprzecznych makroelementéw
strunowych z analogicznymi wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu rozwiazania tych rownan
metoda Fouriera w postaci nieskonczonych szeregdw rozwinig¢ wzgledem funkcji wilasnych
badanego uktadu mechanicznego. Poniewaz zastosowanie rozwiazania metoda Fouriera zostanie
opisane w nastgpnym rozdziale, w nim tez bgda przedstawione wyniki symulacji drgan struny
pokazanej na rysunku 4.54 przy wykorzystaniu rozwiazania falowego typu d’Alemberta.
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5. Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera

W poréwnaniu z omawianym w poprzednim rozdziale rozwiazaniem falowym typu
d'Alemberta, rozwiagzanie metoda Fouriera ma znacznie szersze zastosowanie i nie ogranicza si¢ do
makroelementéw sprezystych z oddziatywaniem tlumienia materialowego sprowadzonego do
przekrojow skrajnych, lecz umozliwia uwzglgdnianie tlumienia materialowego roztozonego w
sposob ciagly wzdluz makroelementu przy przyjeciu 10 1 e#0 w réwnaniach ruchu (2.1)+(2.6)
przekrojow poprzecznych L-SMC. Rozwiazanie metoda Fouriera mozna stosowa¢ do wszystkich
zdefiniowanych w rozdziale 2 makroelementow, tak by za jego pomoca moc bada¢ wymuszone
drgania skretne watow 1 osi, drgania poprzeczne uktadow strunowych, drgania gigtne i gigtno-
skretne belek, osi 1 watow, drgania wzdluzne prgtow i inne.

5.1 Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera do badania ukladow strunowych drgajacych
poprzecznie

Rozwiazanie metoda Fouriera do analizy drgan poprzecznych ukladu strunowego
zastosowano w pracach [28, 175] w celu porownania otrzymanych wynikow z analogicznymi
wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu rozwiazania falowego typu d'Alemberta, o czym
wspomniano w punkcie 4.2. Przedmiotem rozwazan jest pokazana na rysunku 4.54 jednorodna
struna sprezysta sztywno zawieszona na obu koncach i podparta dodatkowo w potowie dtugosci za
pomoca jednomasowego oscylatora o wtasnosciach lepko-sprezystych. Drgania poprzeczne struny
sa wymuszane przez stala i harmonicznie zmienna w czasie sitle¢ skupiona P(f) poruszajaca si¢
wzdluz struny ze stala predkoscia v, jak zalozono w punkcie 4.2. Réwnaniami ruchu przekrojow
poprzecznych dwoch L-SMC reprezentujacych oba odcinki struny, tj. migdzy lewa podpora
sztywna a podpora podatna oraz miedzy podpora podatna a prawa podpora sztywna, sa w tym
przypadku niejednorodne réwnania rdézniczkowe czastkowe (2.1), w ktorych do celow
poréwnawczych réwniez pominigto thumienie materiatlowe przyjmujac 1=0. Z kolei, analogicznie
jak w [74], w przypadku drgan gigtnych belki, obciazenie pochodzace od ruchome;j sity skupionej
P(t) potraktowano jako obcigzenie ruchome rownomiernie roztozone w sposob ciagly na
infinitezymalnej dlugosci €, co mozna zapisa¢

0 dla O<x<vt—c¢g,

g0 =120 dla vi—g<x <, i=12. .1)

0 dla wvt<x<l
Zgodnie z zatozeniami przyjetymi w punkcie 4.2, rownania ruchu rozwigzywano z zerowymi
warunkami poczatkowymi oraz z warunkami brzegowymi analogicznymi do (4.13), ktore przy
nieruchomej wspotrzednej przestrzennej x, pominigciu thumienia w podporze podatnej, tzn. dla
c1=c,=0, oraz w przypadku wymuszania drgan ruchoma sita skupiona upraszczaja si¢ do
nastgpujacej postaci

ul(x,t) =0 dla x =0,

d2w()

m, (1;—2 + (k1 + k2 w(t) — k2u2 (x,2) =0,

ou, (x,t) Oun(x,t)
1 2 _

iy (x,t) = Uy (x,1) dla x= l1

0, (5.2)

uz(x,t):O dla x=1,
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gdzie wszystkie oznaczenia pozostaty niezmienione. Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera do
symulacji drgan wymuszonych musi by¢ poprzedzone analiza drgan wlasnych niettumionych
badanego uktadu. Przy wykorzystaniu metody rozdzielenia zmiennych w postaci (3.7) oraz
lokalnych funkcji wlasnych makroelementow strunowych (3.9), otrzymano roéwnanie
charakterystyczne typu (3.21). Ze wzgledu na prostotg badanego ukladu warunek zerowania si¢
wyznacznika macierzy charakterystycznej mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

ol (ol
k) sin(—lein( ](k —mo )+ @ (ky +ky —mo )sm(wl) 0, (5.3)
a a

gdzie ® oznacza szukane czgstosci drgan wlasnych struny pokazanej na rysunku 4.54. Obliczenie
na podstawie (5.3) kolejnych czestosci w,,, m=1,2,..., pozwolitlo na wyznaczenie odpowiadajacych
im globalnych funkcji wlasnych U,,(x), i=1,2. Wykorzystujac (3.25) dokonano nastepnie
transformacji ruchomego obciazenia zewnetrznego gi(x,t) do ortogonalnej bazy funkcji wlasnych
Uin(x). Wowczas, w przypadku granicznym €—0 obciazenie to przyjmuje postac

f’(t) (t)
(vi) = ( tj dla 0<vr<l,,
v% S v% 4 !
O (£) = Pg) U,, ()= P(’)[ (“’mvtjmm sin(m—m(vt—ll)ﬂ dla [ <vi<l, (5.4)
Ym Ym a a
0 dla vi>1,

gdzie v, sa masami modalnymi a A,, m=12...., wyznaczanymi z warunkéw brzegowych (5.2)
stalymi wspotczynnikami w wyrazeniu (3.9) opisujacym lokalne funkcje wlasne.

Otrzymane w wyniku zastosowania opisanej w punkcie 3.2.2 procedury opartej na
rozwiazaniu metoda Fouriera do analizy drgan wymuszonych rownanie rozniczkowe zwyczajne
typu (3.26) dla nieznanych modalnych funkcji czasu &,(f) charakteryzuje si¢ w omawianym
przypadku zerowa macierza ttumieniowo-zyroskopowa C oraz statymi i diagonalnymi macierzami
bezwladnosci M i sztywnosci K. Stad, kazde z rozprzezonych réwnan rézniczkowych uktadu typu
(3.26) ma rozwiazanie analityczne w postaci catki Cauchy-Duhamela odpowiadajace m-tej
modalnej funkcji czasu &,,(7):

t
& (1) = ﬁ (j)Qm (v)sin(wyy, (t—1))dr, m=12,..., @, 0. (5.5)

Przy zadanej funkcji wymuszenia P(f) wykorzystujac (5.4) i ogdlna posta¢ rozwigzania metoda
Fouriera (3.23) mozna wyznaczy¢ analityczne rozwiazanie omawianego problemu ugigcia struny w
okreslonym jej przekroju poprzecznym i w dowolnej chwili czasu. W przypadku statej ruchome;j
sity skupionej P(f)=Pj=const rozwiazanie to przyjmuje nastgpujace postaci, ktore odpowiadaja
kolejnym dwom fazom potozenia obciazenia na strunie oraz po zejs$ciu obcigzenia ze struny:

2

P.a 0
u;(x,1) = g 5 21 5 { ‘n((ﬂmvtj—%sin(comt)} U, (x) dla OSvtﬁll,
wa® —vo)ym=ly, o a
2
P.a 0
u; (x,1) = g — 21 5 {in[mmvtj—%sin(mmt)+ (5.6)
aa? -2y mAyped |1 a

[ [
| @y .
+Am!sm{%(tvljj%sm(mm(t%]]] Ujpp(0) dla [} <wve <1,
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2
S N )

u(a m=l1 Vi Om a
_%{cos( (D;”ljsin((om (t - é))— sin((omt)] + Ay, {sin( con;lz ]cos(com (t - é))+
+ %{cos[ 0)’212 ]sin(wm (t - %))—sin{wm (t - %]H Uy (x) dlave>1, i=12.

Analogiczne rozwiazania analityczne w postaci szeregow rozwini¢¢ wzgledem funkcji wlasnych
mozna znalez¢ w [74] w przypadku drgan poprzecznych jednorodnej ciagtej dwupodporowej belki
Bernoulliego-Eulera obciazonej ruchoma sita skupiona.

Obliczenia porownawcze poprzecznych drgan struny wymuszanych ruchoma sita skupiona
przeprowadzono przy tych samych wartosciach parametrow liczbowych jak w punkcie 4.2.
Poréwnanie dynamicznych linii ugigcia struny uzyskanych za pomoca rozwiazania falowego typu
d'Alemberta oraz przy wykorzystaniu metody Fouriera wykazato, ze przy pominig¢ciu podpory
podatnej, tj. dla k1=k»=0, c;=c,=0 i my=0, oraz przy stalej sile wymuszajacej P(f)=Py=const w
przypadkach pod- (v <1) i nadkrytycznych (v >1) predkosci ruchu sity otrzymano niemal
identyczne wyniki juz przy stosunkowo matej liczbie wyrazow szeregow (5.6) m>20. Natomiast
przy sile P(¢#) harmonicznie zmiennej, zarowno w przypadku predkosci podkrytycznych, jak i
nadkrytycznych, zaobserwowano pewne réznice wynikow uzyskanych za pomoca obu
porownywanych metod. Przy poruszajacej si¢ z predkoscia v =0.8 wartosci krytycznej sile
harmonicznie zmiennej z czgstotliwos$cia odpowiadajaca 20 pelnym cyklom podczas przejazdu
dystansu /=200 m réwnego diugosci rozpatrywanej struny rysunek 5.1 pokazuje przyktadowe
wykresy linii ugigcia struny w kolejnych dziewigciu rowno odlegtych od siebie chwilach czasu,
gdzie chwile 1+6, tj. U1, U3, U5, U7, U9, U10, odpowiadaja szesciu potozeniom przemieszczajacej
si¢ wzdhuz struny sily, a chwile 7+9, tj. U11, U13, U135, odpowiadaja drganiom swobodnym struny
po zjechaniu zen zrddla zaburzenia. Na rysunku 5.1 liniami ciaglymi oznaczono ugigcia uzyskane
za pomoca rozwiazania falowego typu d'Alemberta, a liniami przerywanymi ugig¢cia otrzymane
przy wykorzystaniu rozwigzania metoda Fouriera. W tym przypadku w celu uzyskania najlepszego
podobienstwa wynikow w stosunku do rezultatow otrzymanych przy wykorzystaniu rozwiazania
falowego typu d'Alemberta nalezalo uwzgledni¢ przynajmniej m=50+100 wyrazéw szeregu
rozwiazania metoda Fouriera. Obserwujac wykresy linii ugigcia struny uzyskanych za pomoca obu
metod, nalezy stwierdzi¢ pokrywanie si¢ wynikow odpowiadajacych fali dluzszej propagujacej si¢
za zrodlem oraz pewne réznice wynikéw odpowiadajacych fali krétszej propagujacej si¢ przed
zrodlem, gdzie w przypadku rozwiazania metoda Fouriera zauwaza si¢ charakterystyczne
,wygladzenie” nagltych zmian gradientéw ugigcia struny w porownaniu z analogicznymi zmianami
gradientdw ugigcia otrzymanymi za pomoca rozwiazania falowego typu d'Alemberta.

Przy istniejacej sprezystej podporze podatnej, tj. dla k=0, k#0, my=0, i c;=c,=0 wyniki
uzyskane za pomoca obu metod sa podobne przy predkosci ruchu sity w granicach 0 <v < 0.4 i
zaczynajq si¢ stopniowo rozni¢ w miar¢ zblizania si¢ do predkosci krytycznej v — 1. Analogiczne
jak w przypadku poprzednim, w kolejnych dziewigciu rowno odlegtych od siebie chwilach czasu
rysunek 5.2 pokazuje linie ugigcia struny wywotane stala sita P(f)=Py=const poruszajaca si¢ z
predkoscia v =0.9 wartosci krytycznej. Widoczne na tym rysunku roznice linii ugigcia struny
otrzymanych za pomoca rozwigzania falowego typu d'Alemberta (linia ciagla) oraz za pomoca
rozwiazania metoda Fouriera (linia przerywana) sprawiaja wrazenie rdznic jakosciowych zaréwno
w odniesieniu do fal generowanych bezposrednio przez poruszajaca si¢ site, jak i w odniesieniu do
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Rys. 5.1 Linie ugigcia struny w kolejnych chwilach czasu przy predkosci ruchu harmonicznie zmiennej sity skupionej
v = 0.8 uzyskane za pomoca rozwiazania typu d'Alemberta ( ) i metoda Fouriera (— — — -)

fal odbitych od podpdr. Z poréwnania odpowiadajacych sobie wykresoOw przedstawionych na
rysunkach 5.1 1 5.2 wynika, ze w obu przypadkach predkosci bliskich predkosci krytycznej linie
ugigcia struny uzyskane za pomoca rozwiazania falowego typu d'Alemberta maja charakter
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Rys. 5.2 Linie ugiecia struny w kolejnych chwilach czasu przy predkosci ruchu statej sity skupionej v = 0.9 uzyskane
za pomoca rozwigzania typu d'Alemberta ( ) 1 metoda Fouriera (— ———)

typowych fal biezacych, co szczegdlnie widaé po zej$ciu zrodta obciazenia ze struny, tj. w chwilach
7+9 (Ul1, U13, U15). Natomiast linie ugigcia otrzymane przy wykorzystaniu rozwiazania Fouriera
stanowia superpozycje skonczonej liczby m fal stojacych. Wykorzystujac udowodniona
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matematycznie zbiezno$¢ rozwiazania analitycznego metoda Fouriera uzyskuje si¢ stopniowo coraz
doktadniejsze wyniki w miarg¢ zwigkszania liczby wyrazow szeregu (3.23) lub (5.6), tzn.
zwigkszajac liczbe uwzglednionych analitycznych i1 ortogonalnych funkcji wlasnych badanego
obiektu. Ograniczenie doktadnosci wynikéw rozwiazania moga tu stanowi¢ jedynie bledy
arytmetyczne popetniane podczas superponowania coraz wigkszej liczby wyrazow szeregow (3.23)
lub (5.6) przejawiajace si¢ gtéwnie ,,wygtadzaniem pikow” ugi¢¢ odpowiadajacych ich szczegolnie
duzym zmianom lokalnych gradientow. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku zastosowania do
rozpatrywanego uktadu mechanicznego metody przyblizonej, jaka w istocie jest metoda elementéw
skonczonych, poszukiwanie rozwiazania we wspotrzednych gtownych sprowadzajace si¢ roéwniez
do superponowania skonczonej liczby fal stojacych napotyka na znane trudnos$ci zwiazane z czgsta
staba zbieznos$cia takiego rozwiazania w miar¢ zwigkszania liczby uwzglednianych funkcji
wlasnych, co zauwazono w pracy [105]. Natomiast wykorzystujac do analizy drgan omawianego
uktadu inng typowo numeryczna metode przyblizona, tj. metode elementéw czasoprzestrzennych, w
pracy [6] przy odpowiednio ,,ggstej” dyskretyzacji struny obciazonej ruchoma stata i harmonicznie
zmienng sila otrzymano bardzo zblizone linie ugigcia do analogicznych wynikéw uzyskanych za
pomoca rozwigzania metoda Fouriera.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, iz w przypadku drgan poprzecznych struny wyniki uzyskane
przy wykorzystaniu rozwiazania falowego typu d'Alemberta wydaja si¢ by¢ doktadniejsze niz
rezultaty otrzymane za pomoca rozwiazania metoda Fouriera. Na uwage zastuguje rowniez ok. 30-
krotnie wigksza efektywno$¢ numeryczna sekwencyjnego rozwigzywania rownan rézniczkowych z
przesunigtym argumentem (4.10) lub (4.12) w poréwnaniu do wyznaczania odpowiedzi
dynamicznej droga superponowania duzej liczby wyrazow szeregdw (5.6) rozwiazania metoda
Fouriera. Z drugiej strony trzeba pamigta¢, ze duze lokalne zmiany gradientow ugigé struny w
wyniku matych jej drgan poprzecznych sa wlasnos$cia teoretyczna wynikajaca z zalozonego z
definicji braku sztywnosci gigtnej struny. Ponadto, przy stosunkowo matych realnych wartosciach
bezwzglednych predkosci propagacji fal poprzecznych w linach wystgpujacych w spotykanych
rzeczywistych uktadach mechanicznych i konstrukcjach efekty falowe w postaci fal biezacych sa w
praktyce najlepiej zauwazalne w strunach. Dlatego wtasnie w przypadku drgan poprzecznych struny
rozwiazanie falowe typu d'Alemberta ma szczegdlna przewage nad podejSciem modalnym, na
ktérym opiera si¢ rozwigzanie metoda Fouriera. Natomiast w innych obiektach, takich jak waty czy
belki majace sztywno$¢ oraz znacznie wigksze warto$ci bezwzgledne predkosci propagacji fal
skretnych 1 gigtnych, nagte duze zmiany gradientéw przemieszczen w formie ,,pikow” na ogoét nie
wystepuja, a efekty falowe sa praktycznie slabo zauwazalne biorac pod uwage ograniczone
rzeczywiste wymiary tych elementow. Dlatego do zastosowan technicznych rozwiazanie metoda
Fouriera okazuje si¢ szczegdlnie przydatne i dostatecznie dokladne w przypadku analizy drgan
innych obiektéw, co zostanie przedstawione w nastgpnych punktach.

5.2 Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera do analizy aktywnie sterowanych drgan
gietnych wywolywanych obcigzeniami ruchomymi

Analiza drgan gietnych uktadow belkowych 1 pltytowych wymuszanych obciazeniami
ruchomymi byla przeprowadzana dotychczas przez bardzo wielu autordw przy wykorzystaniu
roznych metod modelowania, co zostato opisane m. in. w pracach przegladowych [167, 168] oraz w
[96, 97]. Za pomoca modelu dyskretno-ciaglego zbudowanego z L-SMC i elementéw o
parametrach dyskretnych wykorzystujac rozwiazanie metoda Fouriera mozna bada¢ aktywnie
sterowane drgania gigtne przedstawionej na rysunku 5.3 jednorodnej belki zawieszonej obustronnie
przegubowo oraz podpartej dodatkowo tzw. wieszarem jednowieszakowym (ang. king-post truss
system). Zrodtem wymuszenia drgan gietnych belki jest ruchoma masa przemieszczajaca wzdtuz jej
dhugosci ze stata predkoscia v. W rzeczywistosci belka ta reprezentuje prowadnice precyzyjnego
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narzedzia robota wykonujacego szybkie ruchy poziome na calej jej dlugosci. Zgodnie z powszechna
tendencja minimalizacji masy czg$ci maszyn i konstrukcji, taka belka powinna by¢ z jednej strony
elementem smuktym, co wptywa na wzrost jej podatnosci gigtnej. Z drugiej strony, belka ta jako
prowadnica musi zapewnia¢ mozliwie prostoliniowy ruch poruszajacego si¢ po niej narzgdzia. W
celu pogodzenia tych dwoch przeciwstawnych kryteriow stosowane jest aktywne sterowanie tego
typu konstrukcji przez wprowadzenie dodatkowych sit i momentéw zewngtrznych majacych za
zadanie zminimalizowanie odchytek ruchu narzedzia od prostoliniowego. Odpowiadajacy
omawiane]j belce obiekt rzeczywisty w postaci w postaci pokazanego na rysunku 5.4 stanowiska
laboratoryjnego znajduje si¢ w Instytucie Mechaniki Uniwersytetu w Hanowerze (RFN). W tym
obiekcie wprowadzenie sit i momentdw sterujacych jest dokonywane przez specjalne aktuatory
zamontowane w odciagach linowych uktadu wieszara jednowieszakowego. Sterowane elektrycznie
aktuatory $ciagajac odciagi linowe generuja w odpowiednich przekrojach belki skupiona site
poprzeczna do osi belki F(¢) oraz skupiony moment gnacy M(z).

Mg Moving load
‘ Beam

Actuator Actuator

Rys. 5.3 Aktywnie sterowana belka obciazona ruchoma masa

Rys. 5.4 Stanowisko laboratoryjne do badania aktywnie sterowanych drgan belki

W pracy [54] przyjeto dwa modele omawianego uktadu mechanicznego w postaci
jednorodnej smuktej belki o dtugosci / podpartej na koncach za pomoca sztywnych przegubow.
Wieszar jednowieszakowy zastapiono osadzona w przekroju jego zamocowania, tzn. w odleglosci /;
od lewego konca belki, masa skupiona m, reprezentujaca bezwltadnos¢ tego wieszara. Masa m, jest
potaczona dodatkowo z podiozem za pomoca bezmasowego elementu sprezystego o sztywnosci ¢
zastgpujacego podatnos¢ odciagéw linowych. Przyjety w ten sposob model mechaniczny w
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przypadku symetrycznego wieszara jednowieszakowego, tj. dla /,=0.5/, pokazano na rysunku 5.5.
W jednym z tych modeli przyjetym w pracy [54] belke zdyskretyzowano za pomoca 24 belkowych
elementéw skonczonych. Drugi model zastosowany w [38, 54] jest modelem dyskretno-ciagtym,
gdzie belk¢ zastapiono jedynie dwoma belkowymi L-SMC o dlugosciach /; i L=I/-/; o takiej samej
sztywnosci gi¢tnej] EI jak w przypadku elementow belkowych w modelu MES. Pozostale
komponenty obu modeli badanego obiektu sa identyczne.

v I mg M)

— B oAt
A Fof Mom, N

I I
0 0.51 [

Rys. 5.5 Model mechaniczny aktywnie sterowanej belki obciazonej ruchoma masa

Przyjeto dwie zasadnicze koncepcje aktywnego sterowania drganiami gi¢tnymi belki. W
przypadku modelu MES zastosowano sterowanie w ramach pgtli zamknigtej, tzn. ze sprzgzeniem
zwrotnym, wykorzystujac metodeg alokacji biegunowej, [113], do dwoch pierwszych postaci drgan.
Sterowanie jest wtedy realizowane za pomoca skupionej sily poprzecznej F(f) oraz skupionego
momentu gnacego M(¢) przylozonych w przekroju belki o wspotrzednej x=/;. Natomiast w
przypadku modelu dyskretno-ciagltego zastosowano sterowanie w ramach petli otwartej, jako z
jednej strony teoretycznie mniej doskonale, lecz znacznie prostsze i tansze w realizacji oraz, co
najwazniejsze, do badanego uktadu niemniej skuteczne. W przypadku tej koncepcji zagadnienie
aktywnego sterowania drgan rozwiazano w trojaki sposob:

a) w odniesieniu do symetrycznego wieszara jednowieszakowego, tj. dla /,=/=//2, przy pomocy
przylozonych w przekroju x=/; skupionej sily poprzecznej F(f) oraz skupionego momentu
gnacego M(?), tzn. w sposéb analogiczny jak w modelu MES sterowanym w ramach pgtli
zamknigtej;

b) w odniesieniu do symetrycznego wieszara jednowieszakowego, jak w wariancie (a), gdzie
sterowanie odbywa si¢ za pomoca skupionego momentu gnacego M,(¢) przytozonego w prawym
koncu belki o wspotrzednej x=I, przy F(t)=0, M(1)=0;

c) w odniesieniu do niesymetrycznego wieszara jednowieszakowego, gdzie sterowanie odbywa si¢
jedynie za pomoca skupionej sity poprzecznej F(f) przylozonej w przekroju belki o
wspotrzednej x=0.75/ odpowiadajacym w  przyblizeniu przekrojowi najwigkszego
dynamicznego ugigcia jednorodnej belki dwupodporowej wywotanego ruchoma sita lub masa
przemieszczajacymi si¢ z predkoscia krytyczna w sensie Krytowa, [74], (M(¢)=0, M,(1)=0).

Opis matematyczny modelu MES badanego uktadu mechanicznego podano w pracy [54]. W
celu uniknigcia konieczno$ci numerycznego catkowania duzej liczby réwnan rozniczkowych ruchu
odpowiadajacej liczbie stopni swobody modelu dyskretnego dokonano transformacji rozwiazania
do wspoétrzednych modalnych wprowadzajac przyblizone wektory wiasne uwzgledniajace znane
kolejne polozenia ruchomej masy skupionej na belce. Te wektory wlasne aproksymowano
wielomianami w postaci szeregéw Czebyszewa. Pominigto przy tym wptyw efektow Coriolisa oraz
silty odsrodkowej wywolywanych ruchem masy wzdtuz podatnej gigtnie belki. Zarowno w modelu
MES jak i w modelu dyskretno-ciaglym wykorzystano teori¢ lepko-sprezystej belki Bernoulliego-
Eulera. W zwiazku z tym rownaniami ruchu przekrojow poprzecznych makroelementow belkowych
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sa niejednorodne réwnania (2.2), w ktérych roztozone w sposéb ciagly obciazenie zewngtrzne
mozna zdefiniowa¢ nast¢pujaco:

d2 ul.(x, 1)

> v i=12, 5.7)

q;(x,1) =8(x—vt)ym| g -
dt

gdzie u,(x,f) oznacza przemieszczenie translacyjne przekroju poprzecznego i-tego makroelementu, o
jest funkcja Dirac'a, a g oznacza przyspieszenie ziemskie. Wpltyw roztozonego w sposob ciagly
obcigzenia grawitacyjnego wywotujacego sktadowa statyczna ugigcia belki zostal pominigty
poniewaz zatozono ze ugigcie to jest stale kompensowane wstepnym napigciem odciagéw linowych
wieszara jednowieszakowego oraz sita wzdhuzna P przytozona do belki. Rownania ruchu (2.2) sa
rozwiazywane przy warunkach brzegowych, ktore do badanego uktadu sformutowano zgodnie z
przyjetymi powyzej zalozeniami

azul(x,t)
u (x,t)=0 1 ———=0 dlax=0,
1 2
ox
8u1(x,t) 8u2(x,t)
ul(x,t):uz(x,t), T e
82u2(x,t) 83u2(x,t) 83u1(x,t)
m,,—+cu2(x,t)+EI——E[—:F(t), (5.8)
ot? o o
82u2(x,t) 82u1(x,t)
M@O+E—2—— —E[—1 ¢ u (x,)=0 dlax=1,
8x2 8x2 M2 !
82u2(x,t)
ur(x,t)=0 1 M _(t)—E[—=——=0 dla x=/1,
2 1 2
Ox
. 2 1 1 2| 4 -4
gdzie: ¢ = cgl; + , Cpp =gl - +,
Zea-1)? e M A2 Eed-1)?

¢s oznacza sztywnos¢ rozciagania odciagu linowego, a /, jest dlugoscia wieszara.

Zagadnienie wlasne rozwigzywano za pomoca jednorodnych réwnan ruchu (2.2) przyjmujac
w (5.8) F(£)=0, M(t)=M,(¥)=0 1 wykorzystujac lokalne funkcje wtasne makroelementéw belkowych
(3.11). Zastosowanie rozwiazania metoda Fouriera (3.23) niejednorodnych réwnan ruchu (2.2)
drgan gigtnych belki wymuszanych ruchoma masa sprowadza si¢ podobnie jak w przypadku
omawianych w poprzednim punkcie drgan poprzecznych struny do superponowania nieskonczonej
liczby fal stojacych. Roztozone w sposob ciagly obciazenie zewngtrzne (5.7) wywolane ruchem
masy oraz sterujace obciazenia skupione F(¢), M(t) 1 M,(¢) przetransformowane do ortogonalnej
bazy globalnych funkcji wlasnych badanego uktadu X;,(x), i=1,2, przyjmuja nastepujaca postac:

. dzul.(x,t)
Hy@)=—F|mg-——"—7—

y X (x)‘x _ FFOX, () (5.9)

2 1,2
m
+M(t)X2m(x)‘x:ll FMOX, () | m=12.
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gdzie y,,” sa masami modalnymi. Wystepujace w (5.9) chwilowe przyspieszenie ruchomej masy jest
wyrazane za pomoca wzoru Renaudot’a stosowanego m. in. w klasycznych pracach [65, 161], ktory
po wprowadzeniu rozwigzania Fouriera (3.23) przyjmuje posta¢ nastepujacego szeregu

d2 (x,t 0
L(;l,(zx )_ 5 [Xl.m @&, (1) +20X; ()&, (1) +v2 X (0, (r)] dlax=vt, i=12. (5.10)

Otrzymany w efekcie uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych typu (3.26) dla nieznanych
modalnych funkcji czasu &,(¢) przyjmuje w tym przypadku posta¢ parametryczna

M (ve) &) + C(v) &t) + K(vt) z(t) = F(¢), (5.11)

gdzie z(f) jest wektorem modalnych funkcji czasu §&,(7), a skladowe wektora wymuszenia
zewnetrznego F(7) sa nastepujace:

Fy (1) = mgX ;) () + F(OX 5 (1)) + M() X} () - FM (XD, (D), m=12.. (5.12)

Wyrazenia opisujace elementy petnych macierzy M(vt), C(v?) i K(v?) sa podane w pracy [54].

Podobnie jak w przypadku modelu MES 1 koncepcji sterowania wedtug petli zamknigtej,
koncepcja sterowania wedtug petli otwartej zastosowana w modelu dyskretno-ciagtym obejmuje
rowniez tylko dwie pierwsze postaci drgan gigtnych belki jako dominujace. Wykorzystanie
analitycznych metod rozwiazania czastkowych rownan ruchu (2.2) przekrojow poprzecznych L-
SMC, czyli metody rozdzielenia zmiennych i metody Fouriera, pozwala na wnikliwa jako$ciowa
analiz¢ drgan badanego obiektu. Znajomo$¢ analitycznych globalnych funkcji wtasnych
omawianego uktadu i przetransformowanie do ich ortogonalnej bazy wymuszen zewngtrznych, w
tym 1 sterujacych, pozwala 'a priori’ wyznaczy¢ przebiegi w czasie sity F(f) oraz momentéw
sterujacych M(¢) 1 M,(t) by wyeliminowa¢ modalne skladowe wymuszenia zewngtrznego
pierwszych dwoch postaci drgan wiasnych belki przyjmujac F,,(1)=0 w (5.12) dla m=1,2.

W przypadku belki podpartej symetrycznym wieszarem jednowieszakowym, tj. dla
Li=h=1/2, charakteryzujacej si¢ symetryczna pierwsza funkcja drgan wlasnych oraz
antysymetryczna druga funkcja drgan wiasnych realizacja koncepcji sterowania wedlug petli
otwartej i wariantu (a) pozwala na jednoczesne wyeliminowanie sktadowych wektora wymuszenia
tych dwoch postaci drgan. Wowecezas, przy M (1)=0 sita F(¢) oraz moment sterujacy M(¢) sa opisane
analitycznie zmieniajac si¢ w czasie zgodnie z odpowiednio pierwsza i druga globalna funkcja
wlasna drgan gigtnych belki

mgX i (vt)

X .
F(t)— i M(t):’ngl—z(vt)

X1 () Xop(p)
Natomiast sterowanie ruchem belki podpartej symetrycznym wieszarem jednowieszakowym
wedtug wariantu (b), tzn. jedynie za pomoca momentu M,(f), pozwala na wyeliminowanie
wymuszenia jednej tylko postaci drgan wilasnych, tj. pierwszej lub drugiej. Z kolei w przypadku
belki podpartej niesymetrycznym wieszarem jednowieszakowym charakteryzujacej si¢ brakiem
symetrii 1 antysymetrii odpowiednio pierwszej i drugiej funkcji drgan witasnych, jednoczesne
wyeliminowanie wymuszenia tych dwodch postaci drgan wedlug wariantu (c) staje sig
problematyczne 1 w praktyce ogranicza si¢ do jednej tylko formy.

i=12.

Obliczenia numeryczne wykonano przyjmujac dwie wartosci sztywnosci EI 1 masy
jednostkowej p4 badanej belki:

- wprzypadku tzw. ,,belki mickkiej” (SB) E/=173.2 Nm” i p4=1.0 kg/m,
- wprzypadku tzw. ,,belki twardej” (HB) E/=1550.2 Nm* i pA=3.0 kg/m.
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Rys. 5.6 Ugigcie ,,belki twardej” (HB) obciazonej ruchoma masa w funkcji chwilowego potozenia masy na belce:

w ukladzie pasywnym (— — — —) i aktywnie sterowanym (:

)

120



Przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciggtego Przy wykorzystaniu modelu dyskretnego (MES)

0=0.25
2.5
£ 00 |
~ ) - N b~
\\\ AN \ AN
c ""'2.5 VA
‘_,9_: \ / \ ] | \ y
§ _5.0 \ // \ /
D / 7]
© _75 \ R
£ N/ | -
2 —10.0
0 -
—-12.5 T T T T . T T T T
0.000 0.625 1.250 1.875 2.500 0.000 0.625 1.250 1.875 2.500
beam length (m) beam length (m)
o=0.5
2.5
£ 0.0 |
. o~—— ]
\E/ \\_____//\\ i < /
c -2.5 > ! < !
S N i /
© \ h
3 T~ | 1 \ /
° 75 , < ,
: " - A
[} _10.0 N v : P
0 \ / . ~
-12.5 z T T TV ‘ T T T T
0.000 0.625 1.250 1.875 2.500 0.000 0.625 1.250 1.875 2.500
beam length (m) beam length (m)
o=1.0
2.5
£ s |
£ 0.0 \\\\/ I
c _2 5 ~ P AN / 7] R S /
2 - N N /
© -5.0 Pt
‘5 —
© 75
E —
S —10.0
0 —
-12.5 T T | T : T T T T
0.000 0.625 1.250 1.875 2.500 0.000 0.625 1.250 1.875 2.500
beam length (m) beam length (m)

Rys. 5.7 Ugigcie ,,belki migkkiej” (SB) obciazonej ruchoma masa w funkcji chwilowego potozenia masy na belce:

w uktadzie pasywnym (— — — —) i aktywnie sterowanym (-

)
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Ponadto, wprowadzono nastepujace parametry bezwymiarowe:

1) =%, tj. stosunek ruchomej masy do masy belki oraz o :n_vl bedacy wspodtczynnikiem
P ®,

predkosci ruchu masy wzgledem pierwszej czestosci drgan gigtnych. Wartos¢ o=0.5 odpowiada

predkosci krytycznej w sensie Krytowa, [74].

Na rysunku 5.6 pokazano wyniki symulacji wymuszonych ruchem masy drgan gi¢tnych
podpartej symetrycznym wieszarem jednowieszakowym ,,belki twardej” (HB) dla p=1.0. Wykresy
w kolumnie lewej otrzymano za pomoca modelu dyskretno-ciagtego, a w kolumnie prawej - przy
wykorzystaniu modelu MES. Przestawione krzywe obrazuja ugigcia belki w punkcie chwilowego
kontaktu z poruszajaca si¢ masa wzgledem biezacego polozenia tej masy na belce x=vt
odpowiednio dla a=0.25, 0.50 1 1.0, gdzie linie przerywane dotycza odpowiedzi dynamicznej
ukladu pasywnego, tj. nie sterowanego, a linie ciagle dotycza odpowiedzi uktadu aktywnie
sterowanego. Z otrzymanych wykresow wynika, ze za pomoca modelu dyskretno-ciagtego i modelu
MES otrzymano podobne ugigcia belki drgajacej w uktadzie pasywnym, szczeg6lnie dla a=0.25.
Natomiast przy wigkszych predkosciach ruchu masy, tj. dla 0=0.5 i a=1.0, uwzglednienie jedynie
w modelu dyskretno-ciagtym efektow Coriolisa i sit odsrodkowych w (5.10) daje w porownaniu z
wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu modelu MES wigksze warto$ci maksymalne ugigé
odpowiadajacych chwilowym potozeniom masy blizszym prawej podpory belki. W przypadku
,oelki twardej” (HB) obydwie koncepcje sterowania, tzn. wedtug petli zamknigtej zastosowanej w
modelu MES oraz wedlug petli otwartej przyjetej w modelu dyskretno-ciaglym zgodnie z
wariantem (a), daja efektywne zmniejszenie ugigé, przy czym nieco mniejsze ugigcia belki
uzyskano stosujac koncepcje petli zamknigtej, gdzie najwigksze réznice odpowiadaja parametrowi
predkosci masy a=1.0.

Na rysunku 5.7 przedstawiono analogiczne wyniki obliczeh wykonanych przy
wykorzystaniu parametrow ,,belki migkkiej” (SB) podpartej roéwniez symetrycznym wieszarem
jednowieszakowym, tj. dla /;==1/2. W tym przypadku uzyskano wigksze rdéznice odpowiadajacych
sobie wykresoOw ugigcia belki otrzymanych przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciaglego i
modelu dyskretnego zbudowanego metoda elementow skonczonych. W przypadku ukladu
drgajacego w sposob pasywny ksztatty wykreséw ugigcia wykazuja wigkszy wplyw podparcia
wieszarem jednowieszakowym niz w przypadku ,,twardej belki” (HB). Ponadto, rozpatrujac ,,belkg
migkka” (SB) przy wszystkich rozpatrywanych warto$ciach parametru predkosci ruchu masy o
obserwuje si¢ wigkszy wplyw uwzglednionych w modelu dyskretno-ciaglym efektow Coriolisa 1
sity odsrodkowej w postaci wystgpowania maksimoéw ugiecia belki w chwilowych polozeniach
masy blizej prawej podpory. Dla 0=0.25 i 0=0.5 za pomoca modelu dyskretno-ciaglego otrzymano
wigksze maksymalne ugigcia belki niz przy wykorzystaniu modelu MES. Natomiast przy a=1.0 w
przypadku obydwu modeli uzyskano znacznie mniejsze wartosci maksymalne ugig¢, jak roéwniez
najwigksze roznice wzajemne przebiegow przemieszczenia belki.

Obserwujac wykresy ugigcia otrzymane za pomoca obu modeli ukladu aktywnie
sterowanego, tzn. linie ciagle na rys. 5.7, nalezy stwierdzi¢, ze sterowanie w uktadzie petli
zamknigtej w porownaniu ze sterowaniem w petli otwartej daje w przypadku ,,migkkiej belki” (SB)
znacznie lepsze rezultaty niz w przypadku ,,twardej belki” (HB), rys. 5.6, gdzie dla a=0.25 1 a=0.5
uzyskano szczego6lnie mate przemieszczenia poprzeczne. Tylko przy a=1.0 maksymalne ugigcia
belki otrzymane przy zalozeniu sterowania w petli zamknigtej i otwartej sa porownywalne.

Symulacja komputerowa aktywnego sterowania drgan omawianego uktadu mechanicznego
wedlug wariantow (b) i1 (c) realizacji koncepcji petli otwartej nie daje juz tak efektywnego
zmniejszania ugi¢¢ belki wywolywanych poruszajaca si¢ po niej masa jak wedtug wariantu (a), co
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Rys. 5.8 Ugigcie ,,belki twardej” (HB) obciazonej ruchoma masa w funkcji chwilowego potozenia masy na belce:
w uktadzie pasywnym (— — — —) i aktywnie sterowanym ( ) wedlug wariantu (b) realizacji pgtli otwartej

stanowito przedmiot porownania w pracy [38]. W ukladzie drgajacym pasywnie, co zaznaczono
liniami przerywanymi, oraz w ukltadzie aktywnie sterowanym wedtug wariantu (b)realizacji petli
otwartej (linie ciagte) na rysunku 5.8, w sposob analogiczny jak na rysunkach 5.6 1 5.7, pokazano
przebiegi ugigcia ,twardej belki” (HB) wywotanego poruszajaca si¢ masa uzyskane przy
wykorzystaniu modelu dyskretno-ciaglego dla pu=1.0 i predkosci ruchu masy odpowiadajacych
wspotczynnikom o=0.25, 0.50 i 1.0. W tym przypadku za pomoca momentu sterujacego M;(?)
eliminowano wymuszenie jedynie pierwszej postaci drgan wilasnych belki. Poréwnujac
odpowiadajace sobie wykresy przedstawione na rysunkach 5.6 i 5.8 nietrudno zauwazy¢ wyrazne
réznice w efektywnosci minimalizacji ugi¢¢ belki na korzy$¢ zastosowania wariantu sterowania (a).
Zastosowanie realizacji sterowania wedlug wariantu (c) za pomoca sity F(¢) eliminujacej
wymuszenie tylko pierwszej postaci drgan wtasnych omawianego uktadu dalo nieznaczna poprawe
efektywnosci minimalizacji ugie¢ belki w porownaniu do wariantu (b), [38].

W zakonczeniu niniejszego punktu nalezy stwierdzi¢, ze wspominana szybka zbiezno$é
szeregdbw (3.23) w rozwiazaniu metoda Fouriera pozwolita podczas catkowania numerycznego
uktadu rownan (5.11) na ograniczenie liczby pierwszych funkcji wtasnych badanego uktadu do 6 w
celu otrzymania dostatecznej doktadnosci wynikow. Rownania (5.11) rozwiazywano réwniez
uwzgledniajac pierwsze 10 i 14 funkcji wlasnych badanego uktadu, lecz nie wptynglo to w
widoczny sposob na poprawe doktadnosci uzyskiwanych rezultatow.
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5.3 Zastosowanie rozwigzania metoda Fouriera do analizy drgan gietnych i gigtno-skretnych
walow maszyn wirnikowych

Uktady watéw wirnikowych sa podstawowymi elementami roboczymi takich maszyn i
urzadzen jak turbogeneratory, silniki przeptywowe, sprezarki, pompy, dmuchawy, wentylatory i
inne zwane powszechnie maszynami wirnikowymi. Jak wspomniano powyzej, najwazniejszymi
rodzajami drgan, jakich doznaja te elementy w czasie normalnej eksploatacji, sa drgania gigtne i
skretne bedace zazwyczaj w stanie mniej lub bardziej istotnego sprzezenia wzajemnego oraz
sprzezenia z drganiami osiowymi. Na drgania gigtne linii watoéw wirnikowych niezwykle istotny
wplyw maja wtasnosci dynamiczne i statyczne podpdr tozyskowych, przez co w przyjmowanych
modelach mechanicznych i matematycznych tych uktadow wiasnos$ci te nalezy mozliwie doktadnie
uwzglednia¢. Do budowy strukturalnych modeli dyskretno-ciagltych uktadow watow wirnikowych
do analizy drgan gigtnych zastosowano belkowe lepko-spr¢zyste makroelementy ciagle, ktorych
ruch przekrojow poprzecznych jest opisany wedlug teorii wirujacej belki Rayleigha, tzn. za pomoca
réwnania ruchu (2.3) lub teorii wirujacej belki Timoshenki, tj. za pomoca rownania ruchu (2.4). Te
makroelementy reprezentuja kolejne cylindryczne odcinki rzeczywistych watow maszyn
wirnikowych.

Inna niezwykle wazna grupa elementow konstrukcyjnych wystepujacych zwykle w
badanym uktadzie sa roznego rodzaju wirniki, tarcze sprzegiel, kota zgbate, kolnierze, kryzy i inne.
W procesie drgan gigtnych, skre¢tnych 1 osiowych linii watow wirnikowych w szczegdlnie waznym
z punktu widzenia zastosowan technicznych zakresie czgsto$ci oddziatywania watu z tozyskami
odksztalcenia tych elementow sa zazwyczaj maloznaczne w pordwnaniu z odksztatceniami samych
walow oraz ugigciami podpdr. Natomiast istotne znaczenie na charakter drgan maja wiasnosci
bezwladnos$ciowe tych elementow. Dlatego w modelu mechanicznym uktadu watéw wirnikowych
do analizy drgan gigtnych, skretnych i osiowych we wspomnianym zakresie czgsto$ci wymienione
elementy konstrukcyjne zostaja zastgpowane przez sztywne tarcze o masach m;, Srednicowych
masowych momentach bezwtadnos$ci J; i o biegunowych masowych momentach bezwladnosci 1y,
osadzone zgodnie =ze struktura rzeczywistego obiektu w skrajnych lewych przekrojach
poprzecznych odpowiednich i-tych makroelementow, jak pokazano na rysunku 2.8a. Te elementy
konstrukcyjne moga by¢ réwniez reprezentowane przez sztywne pierscienie o tych samych
parametrach bezwladnos$ciowych zamocowane we wspomnianych przekrojach poprzecznych w
sposOb podatny za pomoca niewazkich membran sprezystych o sztywnos$ciach p;, co przedstawiono
na rysunku 2.8b. Membrany te umozliwiaja zaréwno obroty sztywnych pierscieni wokot ich
dowolnych $rednic oraz przemieszczenia translacyjne pierScieni wzdluz osi obrotu. Pierwszy z
wymienionych sposéb uwzgledniania wirnikéw, tarcz, kot zgbatych 1 in. przedstawiony na rys. 2.8a
jest powszechnie znany i stosowany w przypadku jednowymiarowych modeli linii watow
wirnikowych otrzymywanych metoda elementéw skonczonych (MES) lub macierzy przeniesienia,
[60]. Natomiast drugi, nieco doktadniejszy sposéb modelowania pokazany na rys. 2.8b moze mie¢
zastosowanie w przypadku stosunkowo podatnych wirnikow, tarcz sprzegiet, kot zgbatych 1 in.,
ktérych wartos$ci podstawowych czgstosci wlasnych drgan mieszcza si¢ w rozpatrywanym zakresie
drgan gigtnych lub osiowych uktadu linia watéw - tozyska.

W przypadku modelowania podpor tozyskowych nalezy uwzglednia¢ mozliwie dokladnie
wlasnosci lepko-bezwladnosciowo-sprezyste samych tozysk oraz ich obudéw zwiazanych z
podstawa lub korpusem maszyny wirnikowej. W tym celu zaréwno w przypadku lozysk $lizgowych
oraz tocznych najwygodniej jest stosowa¢ z dostateczna do celow technicznych dokladnoscia
dyskretny model podpory w postaci oscylatora o 2 stopniach swobody, ktory sprowadza
oddziatywanie tozyska do jednego przekroju watu w dwoch wzajemnie prostopadtych
ptaszczyznach przecinajacych si¢ wzdluz osi obrotu watu. Ten model tozyska sktada si¢ ze
sztywnego pierscienia o masie mp; potaczonego za pomoca bezmasowych elementéw sprezysto-
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Rys. 5.9 Dyskretny model podpory tozyskowej walu wirnikowego

thumiacych o liniowych badz nieliniowych charakterystykach - z jednej strony z lewym przekrojem
skrajnym zadanego i-tego makroelementu belkowego, a z drugiej strony ze sztywnym otoczeniem,
jak pokazano na rysunku 5.9. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku tozysk $lizgowych przy
wykorzystaniu tego modelu mozna uwzglednia¢ nieliniowe, anizotropowe 1 niesymetryczne
wiasnosci lepko-sprezyste filmu olejowego. Wspomniane charakterystyki tak przyjetego modelu
podpory tozyskowej sa wyznaczane za pomoca stalych lub zmiennych sktadowych sztywnosci ky;y,
kaiz, kiiy, Kiiz, k1iyz, k1izy oraz odpowiadajacych im wspotczynnikoéw tlumienia zewngtrznego dajy, daiz,
driy, drizy, diiyz, diizy, gdzie kpiy, koiz, 1 dby, dbiz Sa parametrami elementow sprezysto-ttumiacych
reprezentujacych wlasnosci obudowy lozyska odpowiednio w kierunku pionowym i poziomym, ki,
kiiz, 1 diiy, diiz sa parametrami elementow sprezysto-ttumiacych reprezentujacych wilasnosci filmu
olejowego tozyska odpowiednio w kierunku pionowym i poziomym, a Kij-, kiizy 1 diiyz, diizy S
,ukosnymi” sktadowymi sztywnos$ci 1 wspotczynnikami ttumienia zewngtrznego wyznaczajacymi
symetryczne, tj. przy kiy-=kiizy, dij-=diizy, wzglednie niesymetryczne wiasnosci tozyska, tj. dla
kliyziklizy; dliyzidlizy; [81]

5.3.1 Analiza drgan gi¢tnych ukladu linii walow wirnikowych parowego turbogeneratora
energetycznego

Za pomoca opisanej techniki dyskretno-ciagtego modelowania ukladéw wirujacych
zbudowano przedstawiony na rysunku 5.10 model linii waléw parowego turbogeneratora
energetycznego $redniej mocy majacego po jednym wirniku wysokiego, $redniego i niskiego
cisnienia podpartych na siedmiu tozyskach s$lizgowych oznaczonych kolejno symbolami #1-+#7.
Poszczegodlne cylindryczne odcinki linii watow sa zastapione 40 belkowymi L-SMC, ktorych ruch
przekrojow poprzecznych jest opisany rownaniem (2.3) wirujacej belki Rayleigha oraz celem
poréwnania - rOwnaniem (2.4) wirujacej belki Timoshenki. Te rownania sa rozwiazywane przy

Rys. 5.10 Dyskretno-ciagly model mechaniczny do analizy drgan gigtnych uktadu linii watéw wirnikowych
turbogeneratora energetycznego
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odpowiednich geometrycznych i dynamicznych warunkach brzegowych sformutowanych dla
przekrojow skrajnych kazdego makroelementu belkowego. Sa to warunki zgodnoS$ci przemieszczen
1 katow ugiecia oraz réwnania réwnowagi momentéw gnacych i1 sit poprzecznych. Ponizej
przedstawiono wspdlna posta¢ geometrycznych 1 dynamicznych warunkéw brzegowych
opisujacych potaczenie dwoch sasiednich makroelementéw w przekroju odpowiadajacym
wystgpowaniu sztywnej tarczy oraz oddziatywania lozyska $lizgowego anizotropowego i
niesymetrycznego. W przypadku zastosowania teorii belki Rayleigha takie warunki brzegowe
przyjmuja nastgpujaca postac:

Ov;_(x,1)  0v;(x,1)

v, (x,1) =v;(x,1), , 5.13a,b
i1 (6, 1) = v; (x, 1) o o ( )
2 3 3
0 v:(x,t 0 v (x,t 0 v: 1(x,t
ml-#+EIZ-(1+e£j#—E[i_l(l+e2j#—
ot ot)  ox o)  ox
3 3 2 2
0 v (x,t 0 v 1(x,t 0°v.(x,1) 07v. 1(x,1)
_plil—(2)+p[i—ll—l(2)+2j i#_li—IA + (5.13¢)
oxdt oxdt %0t Ox ot
ov.(x,t) ds.(¢) ov.(x,t) ds.(¢)
i i . i i
+y, Re{ S |yl = Rev; (x,0) =, (0 |+
. [ ] avl.(x,t) dsl-(t) . avl.(x,t) dsl.(t)
+ Jjky;, Imvl.(x,t)—sl.(t) +dliyz Re 5 +]dll.ZyIm 2w & +

+k1iyz Re[vl. (x,t) - sl.(t)]+ jklizy Im[vl. (x,0) =, (t)]: 0,

3 2 2 2
0 v.(x,t 0 v.(x,t 0 v. ;(x,0) 0 v.(x,t
J.—’( )+E1.(1+e3]—l( )—EI._1(1+e3)—l‘1 QI 9viten )zo

+ . ,
oxor? a) ax2 o) o2 U0 avar
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+ jky;, Im S (t)—vl.(x,t) +d1iyz Re 7R + lizyIm R +

i—1
Fiyz Rels; (0 -v; (x.0)]+ iy tfs; ()= v;(v.0]=0  dia x= j; L ik k=12,

Z kolei w przypadku zastosowania teorii belki Timoshenki powyzsze warunki potaczenia dwdch
wymienionych sasiadujacych ze soba makroelementow przyjmuja posta¢ nieco odmienna:
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Vi (%,8) = v, (x,1), 0,y (x,0) = ¢;(x,1), (5.14a,b)

2
0%y, ov. v _4(x,
m; vl(zm - KGAZ-(I + eaj( A —9;(x, t)] + KGAi—l(l + eij{vl_l(}”) ;1 (x,t)} *

ot o) ox ox
8vl. (x,1) dsl. (®) . 6vl. (x,1) dsl. (3) [ ]
+d1iy Re o dr + ]dll.ZIm w4 +k1iy Re v; (x,1)— S; @)+ (5.14¢)
' [ ] 8vl. (x,1) dsl. () . avl. (x,1) dsl. )
+ Jkliz Im v, (x,1) —sl.(t) + dliyz Re o dr + Jdlizy m w4 +

. [, 8., (xn0)
iy Re[vl. (x,0) s, (t)]+ ki, Im[vl. (x.0)=s, (t)]+ 2jQp| I, T I, — I 0,

2
0% (x,t , , o (x,t
_J.M+E,i(l+eﬁ]8¢z<w_E,._I(WQJM+ ,-Q,O.M:o, (5.14d)
ot ! ot !

! 6t2 ox ox ot
d? s;(1) ds; ()] ds; (1) e 5,0
mBl(it—2+d21y Re T +]dleIm T +k2ly Re Sl.(t) +Jk2lZ Imsl(t) +
dsl. (3) 6vl. (x,1) ' dsl. () 8vl. (x,1) [ ]
+d1iy Re PR + jdy;,Im v 2 +k1iy Rels; (t)—vl- (x,0) [+ (5.14¢)

' [ ] dsl.(t) avl.(x,t) ' dsl.(t) avl.(x,t)
F kg Il (O =v; (D dyy, R =g =g | gy Im) = == |

i1
iy Rels, (1) =v,; (x,0) |+ Kiizy Imls; () v, (,0]=0  dia x= "% s i=k k=12

el s
j=1 ?

gdzie ¢,(x,f) oznacza kat obrotu przekroju poprzecznego belki wywotywanego czystym zginaniem,
s{t)=y(H)tjzit) jest zespolona wspoOtrzedna uogolniona opisujaca ruch sztywnego pierscienia
reprezentujacego bezwladnos¢ obudowy tozyska, przy czym y(f) oznacza przemieszczenie
pierscienia w kierunku pionowym, tj. wzdtuz osi Oy, z(f) jest przemieszczeniem poziomym w
kierunku osi Oz, a np jest liczba podpor tozyskowych w rozpatrywanym uktadzie watow
wirnikowych. W powyzszych warunkach brzegowych sformutowanych wedtug teorii belki
Rayleigha i Timoshenki rownania (5.13a) i (5.14a) sa odpowiednio geometrycznymi warunkami
zgodno$ci przemieszczen poprzecznych przylegajacych do siebie skrajnych przekrojow
poprzecznych sasiadujacych ze soba i-1 - szego i1 i-tego makroelementu, a réwnania (5.13b) i
(5.14b) warunkami zgodnos$ci katoéw obrotu tych przekrojow. Rownania (5.13¢) 1 (5.14c) sa
réwnaniami rownowagi sil poprzecznych, a (5.13d) i (5.14d) - rbwnaniami rownowagi momentoéw
zginajacych. Sprzezone z (5.13c) 1 (5.14c) odpowiednio rownania (5.13e) i1 (5.14e) stanowia
rébwnania ruchu sztywnego pierScienia o masie mp; reprezentujacego bezwladnos¢ obudowy
tozyska, jak pokazano na rys. 5.9. Konkretna posta¢ warunkéw brzegowych opisujacych potaczenie
dwoch makroelementow w przekroju wystgpowania podpory tozyskowej jest uzyskiwana przez
podstawienie nie w rownaniach (5.13c) i (5.14¢) m;=0 oraz w rownaniach (5.13d) i1 (5.14d) J=0 i
1y=0. Natomiast w przypadku potaczenia dwdch makroelementéw w przekroju wystgpowania
sztywnej tarczy bez podpory tozyskowej nalezy pomina¢ réwnania (5.13¢) i (5.14e) oraz przyjac
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zerowe warto$ci wszystkich sktadowych sztywnosci tozyskowych 1 wspotczynnikoéw thumienia
zewngtrznego w rownaniach (5.13c) 1 (5.14c). Wszystkie sktadowe sztywno$ci modelu podpory
tozyskowej oraz wspotczynniki thumienia sa w ogdlnym przypadku sa zmienne i1 zalezne od szeregu
parametrow w zaleznosci od typu lozyska. W omawianym przypadku, zgodnie na przyktad z [60,
81], przy zalozonych dostatecznie matych przemieszczeniach poprzecznych czopdéw przyjeto
usrednione state wartosci sztywnosci 1 wspotczynnikow thumienia podpor tozyskowych modelu linii
waléw turbogeneratora.

W celu rozwiazania tak sformutowanego problemu przy uzyciu obu teorii belki zastosowano
metod¢ rozdzielenia zmiennych (3.7) dla przemieszczen poprzecznych przekrojow
makroelementow. Rozdzielenie zmiennych w przypadku kata obrotu przekroju poprzecznego belki
Timoshenki wywolywanego czystym zginaniem ¢;(x,f) przyjmuje postac

L .
b;(n)=®;(x)-T(1) dla T 1 Sx< 31, i=12.n, (5.15)
= =1

gdzie @y(x) jest zespolona funkcja wiasna kata obrotu w obydwu ptaszczyznach drgan linii watow.
Funkcje wlasne dla przemieszczen poprzecznych maja taka sama postac¢ (3.11) w przypadku obu
teorii belki, rozniac si¢ jedynie wspotczynnikami k; 1 x; okreslonymi na podstawie wyrazen (3.12) i
(3.13) odpowiednio wg teorii belki Rayleigha 1 belki Timoshenki. Z kolei funkcja witasna kata
obrotu @,(x) zgodnie na przyktad z [42, 170] przyjmuje posta¢ analogiczna do (3.11):

D, (x) = Ay, sin(kic;x) + A, cos(kic;x) + Ay, sinh(ky ;x) + 4, cosh(ky;x), (5.16)

przy czym pomiedzy odpowiadajacymi sobie statymi stojacymi przy funkcjach
trygonometrycznych 1 hiperbolicznych w (3.11) i (5.16) maja miejsce nastgpujace zaleznosci:

1o ke -3 E 1 2 a3 EL
1i 1 1 kG K 2i 2i i <G K.
i

- 3 E 1 - 3 E 1 .
A3l _A3l(kxl +k ——J, A4l _A4l(kxl +k EX— , i=12,..n
1

W obydwu rozpatrywanych przypadkach teorii belki wprowadzenie (3.11) do warunkéw
brzegowych (5.13 a-e) oraz wprowadzenie (3.11) i (5.16) do (5.14 a-e) prowadzi do rownania
charakterystycznego o takiej samej postaci (3.21) Iub (3.22). Rozwiazanie rdéwnan
charakterystycznych pozwala na uzyskanie kolejnych czestosci oraz odpowiadajacych tym
czgstosciom funkcji wlasnych gigtnych drgan wiasnych niettumionych pokazanego na rys. 5.10
dyskretno-ciagtego modelu wirujacego uktadu linii waléw wirnikowych turbogeneratora
energetycznego.

Obliczenia numeryczne wykonano dla parametrow linii  waléw wspomnianego
turbogeneratora energetycznego o mocy 200 MW badanego w pracy [199], w przypadku ktorego
usrednione wartosci sktadowych sztywnosci podpor tozyskowych i wspodiczynnikow thumienia
zewngtrznego uzyskano droga pomiaréw przeprowadzonych na obiekcie rzeczywistym. W tabeli
4.1 zestawiono uzyskane przy wykorzystaniu teorii belki Rayleigha i Timoshenki pierwsze 12
czestosci gigtnych drgan wiasnych linii watéw wirujacych ze znamionowa predkoscia obrotowa
3000 obr/min. Jak wynika z dokonanego poréwnania, uwzglednienie efektu $cinania przekrojow w
przypadku teorii belki Timoshenki daje w wyniku na ogo6t mniejsze wartosci odpowiednich
czestosci wihasnych. Niekiedy wyjatek moga stanowi¢ niektore wyzsze postacie drgan, gdzie
nastepuje wzajemne kompensowanie si¢ efektow Scinania przekrojéw. Ponadto nalezy zauwazy¢,
ze w najwazniejszym z punktu widzenia praktycznego w tego typu uktadach mechanicznych
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zakresie czestotliwosci 0+150 Hz roznice wzgledne odpowiadajacych sobie czgstosci otrzymanych
przy wykorzystaniu obu teorii zginania belki nieznacznie przekraczaja 3%. W zwiazku z
powyzszym, mozna stwierdzi¢, iz w omawianym przypadku linii watéw turbogeneratora w zakresie
czestotliwosci 0+150 Hz zastosowanie teorii wirujacej belki Rayleigha wydaje si¢ by¢ dostatecznie
doktadne do celéw technicznych.

Tabela 4.1 Zestawienie pierwszych 12 czgstosci gigtnych drgan wlasnych linii watow turbogeneratora otrzymanych
przy wykorzystaniu teorii belki Rayleigha i Timoshenki.

I\{[r . Czegstotliwos¢ wlasna wg | Czgstotliwos$¢ wlasna wg | Roznica wzgledna
p(fs acl teorii belki Rayleigha teorii belki Timoshenki [%]
e [Hz] [Hz]
1 22.742 22.154 -2.65
2 24.516 23.772 -3.13
3 30.924 30.707 -0.71
4 38.976 38.480 -1.29
5 45.886 45.067 -1.82
6 46.486 45.761 -1.58
7 54.183 52.741 -2.73
8 68.251 67.022 -1.83
9 107.794 105.523 -2.15
10 114.205 112.395 -1.61
11 127.162 125.468 -1.35
12 145.211 141.837 -2.38

Na rysunku 5.11 przedstawiono przyporzadkowane tym czg¢stotliwosciom kolejne 10 funkcji
wlasnych, gdzie liniami ciaglymi zaznaczono ich rzuty na plaszczyzng pionowa x-y, a liniami
przerywanymi rzuty na plaszczyzne pozioma x-z. Odcinki pionowe oznaczaja skladowe
przemieszczen bryl sztywnych reprezentujacych bezwladno$¢ obudéow lozysk w  kierunku
pionowym i poziomym. Obliczenia wykazaly, ze odpowiadajace sobie funkcje wtasne otrzymane
przy wykorzystaniu obu teorii belki prawie pokrywaja si¢. Analizujac nastgpujace po sobie funkcje
wlasne mozna §ledzi¢ wrazliwos¢ poszczegdlnych fragmentéw linii watdéw, tj. kolejnych przeset z
wirnikami niskiego, $redniego i niskiego ci$nienia oraz przg¢sta z wirnikiem generatora pradu, na
mozliwos¢ wzbudzania drgan gietnych na przyktad resztkowymi niewywagami tych elementow.
Nalezy zauwazy¢, ze wskutek silnej anizotropii 1 niesymetrycznos$ci lozysk ksztalty rzutow
pionowych poszczegolnych funkcji wiasnych istotnie r6znia si¢ od ksztattow rzutdw poziomych, co
wskazuje na przestrzenny charakter tych funkcji.

Analiz¢ drgan wymuszonych omawianego uktadu linii watéw turbogeneratora dokonano
przy wykorzystaniu rozwigzan metoda Fouriera (3.23) i (3.24) w formie nieskonczonych szeregéw
rozwinie¢ wzgledem ortogonalnych funkcji wlasnych. W tym celu ze sktadowych sztywnos$ci
podpor tozyskowych wydzielono czgéci symetryczne i1 niesymetryczne. W przypadku tak
otrzymanego uktadu symetrycznego rownanie charakterystyczne (3.21) rozwiazano przy zatozeniu
nie wirujacej linii watow, tj. dla Q=0. W ten sposob otrzymano ortogonalng bazg funkcji wtasnych
rozpatrywanego uktadu mechanicznego. W zwiazku z powyzszym, pominigte przy rozwiazywaniu
problemu wtasnego czesci niesymetryczne reakcji podpor tozyskowych, sity zyroskopowe oraz sity
ttumienia zewngtrznego potraktowano konsekwentnie w sposob $cisty jako obciazenia zewngtrzne i
rozwinigto w nieskonczone szeregi wzgledem ortogonalnych funkcji wilasnych wykorzystujac
zaleznosci (3.25). Z kolei jako typowo zewnetrzne zrodla wymuszen przyjeto statyczne resztkowe
niwewywagi wszystkich wirnikow badanego uktadu przylozone w sposob skupiony w zadanych
przekrojach poprzecznych, ktore oznaczono symbolicznie na rysunku 5.10 szarymi koteczkami,
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Rys. 5.11 Funkcje wlasne dyskretno-ciaglego modelu linii watow parowego turbogeneratora energetycznego
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oraz obciazenia grawitacyjne dziatajace w plaszczyznie pionowej x-y na poszczegdlne odcinki
watow, wirniki, tarcze sprzggiel i obudowy tozysk. Postgpujac zgodnie z metodyka rozwiazywania
zagadnienia drgan wymuszonych opisana w punkcie 3.2.2 w przypadku omawianego modelu linii
watow wirnikowych turbogeneratora otrzymano ukltad liniowych rownan rézniczkowych
zwyczajnych typu (3.26) we wspotrzednych Lagrange'a r(¢) w nastgpujacej postaci:

M &) + C(Q)&r) + K r(t) = F(£,Q2), (5.17)
gdzie C(Q)=Cot+C4(QQ) 1 K=K(;+K,. W ukladzie rownan (5.17) symbole M 1 K, oznaczaja

odpowiednio stale diagonalne modalne macierze bezwladnosci i sztywno$ci, C, jest stala
niesymetryczna macierza thumienia, Cg(€2) oznacza antysymetryczna macierz efektow
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Rys. 5.12 OdpowiedZ dynamiczna modelu linii waléw turbogeneratora przy predkosci 3000 obr/min.
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zyroskopowych, a K, jest macierza, ktérej elementy sa funkcjami niesymetrycznych sktadowych
sztywnoséci podpor lozyskowych. Symbol F(1,Q%) oznacza wektor wymuszenia zewngtrznego
pochodzacego od statych sit grawitacyjnych oraz od synchronicznie zmiennych w czasie sit
resztkowego niewyréwnowazenia statycznego wirnikow o amplitudach zaleznych od kwadratu
predkosci katowej wirowania linii watow. W celu uzyskania odpowiedzi dynamicznej badanego
uktadu mechanicznego réwnania (5.17) rozwiazano numerycznie metoda Newmarka ograniczajac
obliczenia do 27 rownan, tj. do uwzglednienia pierwszych N=27 wyrazow szeregow (3.23) w celu
uzyskania wymaganej doktadnos$ci wynikow.
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Rys. 5.13 Odpowiedz dynamiczna modelu linii waléw turbogeneratora przy predkosci 3600 obr/min.
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Symulacji gigtnych drgan wymuszonych linii watow omawianego turbogeneratora
dokonano przy dopuszczalnych normami wykonawczymi resztkowych niewywagach
poszczegbdlnych wirnikow usytuowanych w jednej ptaszczyznie w sposob pokazany na rysunku
5.10. Obliczenia przeprowadzono dla dwdch warto$ci znamionowej predkosci obrotowej 3000 i
3600 obr/min odpowiadajacych warunkom wytwarzania pradu elektrycznego o typowych
czgstotliwosciach /2n=50 1 60 Hz. Na rysunkach 5.12 i 5.13 odpowiednio zostaty przedstawione
przyporzadkowane wymienionym predkosciom obrotowym odpowiedzi dynamiczne badanego
uktadu w formie orbit przemieszczen poprzecznych srodkow czopoéw wszystkich siedmiu tozysk
podpierajacych lini¢ waldw turbogeneratora. Ponadto, zamieszczono przebiegi w czasie
sktadowych pionowych sit oddziatywania miedzy panwiami a czopami tych tozysk.
Przyporzadkowanie kolorow poszczegolnych krzywych odpowiedzi dynamicznej tozyskom #1+#7
turbogeneratora oznaczono na tych rysunkach w postaci legend. Widoczny czysto eliptyczny ksztatt
orbit przemieszczen srodkdéw czopow jest wynikiem przyjetego liniowego i anizotropowego modelu
podpor tozyskowych. Z kolei sktadowe state tych przemieszczen, zarowno pionowe jak i poziome,
sa powodowane dziataniem sit grawitacyjnych przy zatozonej niesymetrycznosci oddzialywania
filmu olejowego. Zgodnie z zatlozonym modelem wymuszenia zewngtrznego przebiegi sit
tozyskowych maja ksztalt czysto sinusoidalny o czgsto$ciach synchronicznych, odpowiednio 50 i
60 Hz, co wykazuja przestawione rowniez na rys. 5.12 1 5.13 charakterystyki amplitudowo-
czgstotliwosciowe sporzadzone dla przebiegow tych sil przy wykorzystaniu szybkiej transformacji
Fouriera (FFT). Ponadto, kazdy z przebiegow sit charakteryzuje widoczna skladowa stata
wynikajaca ze statycznego-grawitacyjnego obcigzenia tozyska.

Zaréwno orbity przemieszczen srodkow czopow, jak 1 amplitudy sit tozyskowych otrzymane
dla predkosci wirowania 3000 obr/min, rys. 5.12, charakteryzuja si¢ wigkszymi warto§ciami
ekstremalnymi przemieszczen czopéw 1 sit dynamicznych powstajacych podczas pracy
turbogeneratora w tych ustalonych znamionowych warunkach niz odpowiadajace im warto$ci
ekstremalne przemieszczen i sit tozyskowych wystepujacych przy predkosci 3600 obr/min, rys.
5.13. Wynika stad, ze badana linia watow wirnikowych jest bardziej wrazliwa na wymuszenia
drgan gietnych o czegstotliwosci 50 Hz niz 60 Hz, o czym $§wiadcza odpowiednie ,,sasiadujace”
wartosci szostej 1 siodmej czgstotliwosei gigtnych drgan wlasnych wynoszace 46.486 1 54.183 Hz
uzyskane wedtug teorii belki Rayleigha oraz 45.761 1 52.741 Hz wedlug teorii Timoshenki, tabela
4.1.

5.3.2 Analiza drgan gig¢tno-skretnych ukladu waléw wirnikowych turbosprezarki parowej

W poprzednim punkcie przedmiotem rozwazan byly gigtne ustalone drgania liniowego
modelu linii watow maszyny wirnikowej wymuszane sygnalem okresowym. Nalezy pamigtac, ze
problem ten moze by¢ rozwiazywany réwnie efektywnie za pomocq innych znanych metod, na
przyktad metody macierzy przeniesienia lub metody elementéw skonczonych przy sprowadzeniu
r6zniczkowych réwnan ruchu we wspotrzednych uogélnionych do liniowego uktadu réwnan
algebraicznych, [92]. Jednak celem rozwazan w punkcie 5.3.1 bylo pogladowe zademonstrowanie
techniki  dyskretno-ciaglego modelowania do§¢ zlozonego wukladu mechanicznego przy
wykorzystaniu makroelementow belkowych oraz przyktadowe pokazanie sposobu rozwiazywania
problemu drgan wlasnych i wymuszonych. Niemniej jednak, jak wspominano powyzej, zalety
modelowania dyskretno-ciaglego przy wykorzystaniu L-SMC 1 rozwiazania problemu metoda
Fouriera nabieraja szczegdlnego znaczenia w pordwnaniu z innymi znanymi metodami przy
analizie dynamicznej uktadow mechanicznych bardziej ztozonych z jednoczesnym uwzglednieniem
kilku rodzajéw drgan oraz rdéznego rodzaju nieliniowosci, na przyktad typu lokalnego, efektow
parametrycznych i innych, [178]. Dlatego przedmiotem rozwazan w tym punkcie sa gigtno-skretne
przejSciowe i ustalone drgania badanego w pracy [185] dyskretno-ciagtego modelu uktadu watow
wirnikowych turbospr¢zarki parowej pokazanego narys. 2 11.
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Rozpatrywany obiekt sktada si¢ z pigciostopniowej turbiny parowej z wirnikami typu
tarczowego oraz z wysiggnikowego wirnika spre¢zarki osadzonych na dwupodporowym wale
stopniowym. W dyskretno-ciagtlym modelu tego obiektu poszczegolne cylindryczne odcinki watu
sa reprezentowane przez n L-SMC bedacych jednocze$nie makroelementami belkowymi i
odksztatcalnymi skretnie makroelementami pretowymi, jak pokazano na rysunku 2.11. Tarczowe
wirniki turbiny i1 sprezarki zastapiono przedstawionymi na rys. 2.8b sztywnymi pierscieniami
zamocowanymi w sposob podatny w odpowiednich przekrojach poprzecznych watu za pomoca
niewazkich membran umozliwiajacych obroty pierScieni wokol ich dowolnych $rednic. W
omawianym przypadku przyjeto identyczny model podpor tozyskowych jak w punkcie 5.3.1 dla
walow turbogeneratora, tj. w postaci pokazanych na rys. 5.9 oscylatorow o 2 stopniach swobody, w
ktorych zatozono wlasno$ci anizotropowe i1 symetryczne. W badanym uktadzie jako zrodto
wymuszenia zewngtrznego zatozono resztkowe statyczne i dynamiczne niewywagi, ktére w modelu
mechanicznym przyjeto w formie skupionej w przekrojach osadzenia wszystkich wirnikow.
Poniewaz resztkowe niewywagi samego watu maszyny wirnikowej sa zazwyczaj matoznaczne w
poréwnaniu z niewywagami tarcz wirnikow, zaniedbano je w tych rozwazaniach. W omawianym
przypadku sily grawitacyjne oraz sktadowe stale przenoszonego przez wal momentu skrgcajacego
zostaly pominigte.

Jako rownania ruchu przekrojéw poprzecznych L-SMC przyjeto rdwnania (2.3) wirujacej
belki Rayleigha oraz réwnania (2.1) opisujace drgania skr¢tne. Rownania te rozwiazywano przy
geometrycznych warunkach brzegowych zgodnosci przemieszczen poprzecznych 1 katéw
nachylenia przekrojow skrajnych sasiadujacych ze soba makroelementow (5.13 a,b) oraz zgodnosci
przemieszczen katowych (3.2a) powodowanych skrgcaniem walu. W omawianym przypadku
analizy drgan gigtno-skretnych dynamiczne warunki brzegowe sformutowane dla tych przekrojow
obok rownan réwnowagi sil poprzecznych i momentdw gnacych obejmuja réwniez réwnania
rownowagi momentow skrecajacych wal. Dynamiczne warunki brzegowe odpowiadajace
przekrojom potaczenia i-1 -szego z i-tym makroelementem, w ktorych jednocze$nie sa osadzone
sztywne pierscienie reprezentujace wirniki, maja nastepujaca postac:
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adzie: 1 (=1, expli(Z-6; )+ 1, expl- 8,) 8, (x.0) = +0;(x.)+4,.

W powyzszych réwnaniach @[t)=¢(¢)+jy(t) sa funkcjami zespolonymi opisujacymi
przemieszczenia katowe sztywnych pierscieni reprezentujacych bezwtadnos¢ wirnikow, gdzie ¢«7) 1
yi(f) oznaczaja odpowiednio przemieszczenia w plaszczyznie pionowej x-y 1 poziomej x-z, €, A;
oznaczaja odpowiednio mimosrody niewywag statycznych i ich katy fazowe wzglgdem osi obrotu
Ox, Iy, I 1 I; sa masowymi momentami dewiacji okreslajacymi niewywagi dynamiczne
wirnikow, a symbol ,, ” nad ¢,(f) oznacza funkcje zespolona sprzezona. Dynamiczne warunki
brzegowe réwnowagi sit poprzecznych 1 momentdéw gnacych w przekrojach skrajnych
makroelementow odpowiadajacych podparciu w tozyskach maja posta¢ identyczna z (5.13c),
(5.13d) 1 (5.13e). Z kolei warunki réwnowagi momentow skrecajacych opisuja rownania typu
(3.2b), ktére w omawianym przypadku wyrazaja si¢ nastepujaco:

0%, o0,

00. 00
Z+GJ0i_1(1+raj -1 _ Gy .(1+rajl:0 (5.19)

-1 - D,
a2 ha o) ox 0i o) ox

0i

i—1
dla x= > /., i=k, k=12,
j=17

gdzie D; oznaczaja wspotczynniki thumienia bezwzglednego w tozyskach.

Ze wzgledu na kotowosymetryczny ksztalt przekrojow poprzecznych L-SMC, za pomoca
ktorych sa reprezentowane poszczegdlne odcinki watu wirnikowego, drgania gigtne uktadu sa
sprzgzone z drganiami skrg¢tnymi nie przez réwnania ruchu tych makroelementéw (2.3) 1 (2.1), lecz
przez réwnania dynamicznych warunkow brzegowych (5.18) cztonami opisujacymi resztkowe
niewywagi statyczne i dynamiczne wirnikow turbiny i sprezarki. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze
cztony sprzegajace drgania gigtne ze skretnymi zwiazane z niewywagami statycznymi maja postac
analogiczna z odpowiednimi cztonami sprzggajacymi wystgpujacymi w rownaniach rézniczkowych
zwyczajnych ruchu modeli dyskretnych uktadéw watow wirnikowych rozpatrywanych w pracach
[193] lub [125]. W omawianym przypadku drgan gigtno-skretnych walu wirnikowego
turbosprezarki problem sformulowano w sposob nieliniowy, nawet przy zalozeniu liniowych
wlasno$ci lepko-sprezystych podpor tozyskowych. Przyczyna tej nieliniowosci jest charakter
sprzezenia drgan gigtnych z drganiami skretnymi przez resztkowe niewywagi opisany w warunkach
brzegowych (5.18). Po odrzuceniu matych wyzszego rzedu tak sformutowany problem daje si¢
sprowadzi¢ do parametrycznego, gdzie wszystkie czlony opisujace niewywagi statyczne i
dynamiczne w (5.18) sa mnozone przez funkcje harmoniczne oscylujace z czgstoscia synchroniczna
Q 1 podwdjnie synchroniczng 2Q. W celu przeprowadzenia analizy drgan wlasnych niettumionych
nalezy pomina¢ cztony dyssypatywne i wymuszenia zewngtrznego oraz dokona¢ linearyzacji
zgodnie z (3.19) w zastosowaniu do cztonéw nieliniowych i parametrycznych. Poniewaz w
omawianym przypadku warto$ci Srednie cztondw parametrycznych mnozonych przez funkcje
harmoniczne sa rowne zeru, mozna przyja¢ Fu(Av(x,t)) w (3.20) i wéwczas w roOwnaniach
zlinearyzowanych warunkéw brzegowych (5.18) znikaja wyrazy sprzg¢gajace gigtne drgania linii
waléw z ich drganiami skretnymi, przez co drgania gigtne 1 skretne badanego uktadu rozsprzegaja
si¢. Prowadzi to do niezaleznego rozwiazywania problemu gi¢tnych i skrgtnych drgan wtasnych. W
rozpatrywanym przypadku zagadnienie gigtnych drgan wtasnych jest rozwiazywane identycznie jak
opisane w punkcie 5.3.1 dotyczace linii watow turbogeneratora przy wykorzystaniu teorii belki
Rayleigha. Problem skretnych drgan wtasnych watlu wirnikowego turbosprezarki jest rozwiazywany
za pomoca metody rozdzielenia zmiennych w postaci (3.7) dajacej w wyniku funkcje witasne (3.9).
Woweczas, zgodnie z metodyka postepowania opisana w punkcie 3.2.1, w efekcie otrzymywane sa
dwa niezalezne rownania charakterystyczne (3.22) odpowiadajace drganiom gigtnym i skrgtnym,
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rozwiazanie ktorych pozwala na wyznaczenie czgstosci i1 przyporzadkowanych im funkcji
wlasnych.
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wirnikowego turbosprezarki predkosci katowej watu
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f1=97.096 [Hz] £2=239.968 [Hz] £3=390.119 [Hz]
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Rys. 5.16 Funkcje i czgstotliwo$ci wlasne skretnych drgan modelu watu wirnikowego turbosprezarki

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla parametrow urzadzenia o mocy 2000 kW,
catkowitej masie uktadu wirujacego ok. 1680 kg, dlugosci watu 2.0 m 1 rozstawie tozysk 1.75 m.
Bardziej szczegotowe dane tego obiektu mozna znalez¢ w [185]. Analizy drgan wlasnych dokonano
w zakresie czgstosci 0+400 Hz oraz w zakresie predkosci katowych watu 0+630 rad/s w celu
zbadania wptywu efektow zyroskopowych na wartosci czgstosci drgan gigtnych. Na rysunku 5.14
przedstawiono wykresy funkcji wlasnych walu wirnikowego turbosprezarki wraz z
odpowiadajacymi im czg¢sto$ciami gigtnych drgan wiasnych otrzymane przy predkosci wirowania
=377 rad/s. Na tym rysunku liniami ciagtymi zaznaczono rzuty funkcji wtasnych w plaszczyznie
pionowej, a liniami przerywanymi rzuty w plaszczyznie poziomej. Obliczenia wykazaty, ze w
badanym zakresie czgstosci wat wirnikowy ma 10 postaci drgan wiasnych. Na rysunku 5.15
pokazano wykresy zalezno$ci wartosci pierwszych 10 gietnych czestosci wiasnych od predkosci
wirowania Q. Z otrzymanych krzywych wynika, ze spo$rod wszystkich otrzymanych czgstosci,
jedynie warto$¢ trzeciej jest prawie niezalezna od efektéw zyroskopowych w catym badanym
zakresie predkosci katowych 0+630 rad/s. Natomiast wartosci pierwszej, drugiej, piatej, sibdmej i
dziewiatej czgsto$ci maleja ze wzrostem Q, a warto$ci czwartej, szostej, 6smej i dziesiatej czegstosci
wyraznie wzrastaja. Odpowiadajace im postacie drgan wykazuja opisane m.in. w [60, 100, 101]
typowe w przypadku wirnikow zawieszonych na anizotropowych podporach efekty precesji
wspoltbieznej 1 przeciwbieznej wywotywane sitami zyroskopowymi.

Funkcje wlasne drgan skretnych i odpowiadajace im czgsto$ci przedstawiono na rysunku
5.16. Z rysunku tego wynika, ze w badanym zakresie czgstotliwosci 0+400 Hz badany uktad ma
jedynie trzy postacie drgan wtasnych.

W celu rozwiazania problemu drgan wymuszonych zostata zastosowana metodyka opisana
w punkcie 3.2.2, gdzie cztony wymuszenia zewngtrznego, zyroskopowe, thumienia zewnetrznego
oraz czlony Fi.(Av(x,t),t) w (3.20) opisujace efekty parametryczne zwiazane z resztkowymi
niewywagami 1 opisujace nieliniowe wlasnosci tozysk §lizgowych rozwinigto w nieskonczone
szeregi wzgledem ortogonalnych gietnych funkcji wiasnych wykorzystujac wzory (3.25). W
rozpatrywanym przypadku drgan gigtno-skr¢tnych walu wirnikowego turbosprezarki otrzymano
nastepujacy uktad parametrycznych, wzglednie nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych
we wspolrzednych Lagrange’a:
M(Qt,1)&) + C(Q,Qt,1)&s) + K(Av(t))r(z) = F(z‘,Q2 ), (5.20)
gdzie:
M(Qz,0) =M, + M, (Q1,1), C(€,Q1,1)=C,+C,(Q)+C,(Q1,1), K(Av) =K, + K, (Av(?)).
W tych réwnaniach symbole My, K, oznaczaja odpowiednio stale, diagonalne macierze modalne
bezwladnosci 1 sztywnosci, Cy jest stala symetryczng macierza tlumienia zewngtrznego, a Cg(Q)
oznacza antysymatryczng macierz efektow zyroskopowych. Czlony parametryczne opisujace
niewyréwnowazenia statyczne i dynamiczne sa zawarte w symetrycznej macierzy M, (Qz,f) 1 w
niesymetrycznej macierzy C,(Qt¢). Nieliniowe wilasnosci podpor tozyskowych sa wyrazone w
symetrycznej macierzy Kz(Aw(?)), a symbol F(1,Q%) jest wektorem sit wymuszenia zewngtrznego
wywolanego niewywagami statycznymi. W celu uzyskania zadowalajaco wysokiej dokladnosci
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rozwiazania przy catkowaniu numerycznym uktadu (5.20) ograniczono liczbe rownan do 24
uwzgledniajac tym samym 18 gigtnych i 6 skre¢tnych postaci drgan wlasnych w zakresie czgsto$ci
0+800 Hz. W przyktadach obliczeniowych przy dostatecznie matych warto$ciach przemieszczen
poprzecznych czopow tozyskowych wystepujacych zwykle w normalnych warunkach pracy
maszyny wirnikowej zalozono state sztywno$ci i wspotczynniki ttumienia obu podpor, przez co
przyjeto Ku(Av(£))=0. Odpowiedz dynamiczna badano w formie przebiegbw pionowych i
poziomych sit w tozyskach, dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez odcinek
walu migdzy turbina a wirnikiem sprezarki oraz w formie orbit przemieszczen poprzecznych
srodkéw czopow lozyskowych i przemieszczen $rodka obrotu wirnika sprezarki, co przedstawiono
w postaci odpowiednich wykreséw na rysunkach 5.171 5.18.
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Rys. 5.17 Przejsciowa odpowiedz dynamiczna modelu watu wirnikowego w wyniku wypadnigcia topatki turbinowej

W pierwszym przyktadzie obliczeniowym badano drgania przejsciowe wywotane po 0.75
sekundy normalnej pracy turbosprezarki przy predkosci obrotowej Q=377 rad/s=3600 obr/min
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wypadnigciem topatki z najciezszego wienca topatkowego osadzonego na piatej tarczy turbiny
potozonej najblizej prawego tozyska, rys. 2.11, co spowodowato nagly 3.5-krotny wzrost jej
niewywagi statycznej w stosunku do zatozonej wstepnie warto$ci dopuszczalnej normami
wykonawczymi. Nagty istotny wzrost mimos$rodu niewywagi statycznej w poblizu prawego tozyska
spowodowal zauwazalne drgania przej$§ciowe oraz nastgpujacy po nich znaczace zwigkszenie
amplitudy fluktuacji sily tozyskowej. Wowczas, jak wynika z przeprowadzonej szybkiej
transformacji Fouriera, obok podstawowej sktadowej wymuszonych drgan ustalonych o
czgstotliwoscei f=Q/2n=60 Hz zostata wzbudzona dodatkowa sktadowa przejsciowa o czgstotliwosci
~41 Hz odpowiadajacej trzeciej postaci gigtnych drgan wlasnych, rys. 5.14. W konsekwencji wzrost
obciazenia dynamicznego prawego tozyska spowodowalo ruch srodka jego czopa po ,,nowej”
wigkszej orbicie przemieszczenia poprzecznego, co pokazuje rys. 5.17. Znacznemu zwigkszeniu
ulegta réwniez amplituda oscylacji dynamicznego momentu skrecajacego o ustalonej czestotliwosci
~97 Hz odpowiadajacej pierwszej postaci skr¢tnych drgan wlasnych watu  wirnikowego
turbosprezarki, rys. 5.16. Jak wynika z odpowiednich przebiegéw zamieszczonych na rys. 5.17,
wypadnigcie topatki wirnika umieszczonego w poblizu prawego tozyska spowodowato
matoznaczne zaburzenia fluktuacji pionowej i poziomej sity w oddalonym tozysku lewym.

W drugim przyktadzie obliczeniowym jest badany wptyw warto$ci resztkowych niewywag
statycznych na poziom drgan gigtno-skr¢tnych w ustalonych warunkach pracy turbosprezarki. Jak
pokazano na rys. 5.17, przy zatozonych wstepnie dopuszczalnych warto$ciach niewywag, tj. przed
chwila wypadnigcia topatki, amplituda fluktuacji dynamicznego momentu skrgcajacego jest bardzo
mata, nie przekraczajaca 3 Nm. Dla zatozonych 4-krotnie wigkszych warto$ci mimosrodow
niewywag statycznych g wszystkich wirnikbw w stosunku do wartosci dopuszczalnych przy
niezmienionych ich katach fazowych A; i przy nominalnej predkosci obrotowej watu Q=377 rad/s
=3600 obr/min amplituda fluktuacji sktadowej pionowej sity czop-panew w lewym tozysku wzrosta
nieznacznie w porownaniu z przypadkiem poprzednim, co pokazuje odpowiedni przebieg na
rysunku 5.18a. Natomiast amplituda dynamicznego momentu skrgcajacego przenoszonego przez
watl migdzy turbing a sprgzarka wzrasta wowczas znaczaco uzyskujac warto$§¢ 60 Nm. Kiedy z kolei
wzrasta predkos¢ katowa watu Q zwigkszaja sig istotnie amplitudy drgan gigtno-skretnych w calym
ukladzie by osiagna¢é maksimum przy Q=405.3 rad/s =3870 obr/min. Wtedy amplituda
dynamicznego momentu skrgcajacego wzrasta ponad 5-krotnie przekraczajac warto$¢ 300 Nm przy
czestotliwosci ~97 Hz, rys. 5.18b. Amplitudy drgan gietnych zwigkszyly si¢ réwniez
nieproporcjonalnie do wzrostu amplitud wymuszenia niewywagami statycznymi. Przykladowo,
amplituda fluktuacji sity pionowej w lewym tozysku stata si¢ ponad 2-krotnie wigksza przy
predkosci QQ=3870 obr/min w poréwnaniu z Q=3600 obr/min, w przypadku ktorej wartosci
niewywag statycznych m,eQ* wzrosty tylko 1.16 razy. Podobny progresywny wzrost amplitud
odpowiedzi dynamicznej wykazuja orbity przemieszczen poprzecznych srodkéw czopdw lewego
(,L”) 1 prawego (,,R”) lozyska pokazane na rysunkach 5.18a i 5.18b. Natomiast przemieszczenia
poprzeczne $rodka ciezkiego wirnika sprezarki (orbita ,,I””) przy Q=3870 obr/min zwigkszyly si¢
nieznacznie w plaszczyznie pionowej pozostajac prawie niezmienione w ptaszczyznie poziomej w
stosunku do 2=3600 obr/min. Mozna zauwazy¢, ze predkos$¢ obrotowa watu Q=3870 obr/min, przy
ktorej jest obserwowane owe maksimum odpowiedzi dynamicznej odpowiada czestotliwosci
wymuszenia niewywagami f=Q/21=64.5 Hz = (oprtwg)/2, gdzie wpp=32.823 Hz jest druga
czgstotliwoscia wlasna drgan gigtnych watu turbosprezarki przy (2=3870 obr/min, rys. 5.14, a
®=97.096 Hz oznacza pierwsza czestotliwos¢ skretnych drgan wiasnych rozpatrywanego uktadu,
rys. 5.16. W zwiazku z powyzszym nalezy stwierdzi¢, ze wowczas zgodnie z definicja podana m.in.
w [92], w przypadku walu wirnikowego badanej turbosprgzarki zachodzi zjawisko kombinowanego
rezonansu parametrycznego pierwszego rzedu typowe w uktadach wirujacych i drgajacych gigtno-
skretnie, ktorych ruch jest opisany rownaniami rdézniczkowymi o okresowo-zmiennych
wspolczynnikach, co analizowano m. in. w pracach [193]1 [125].
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Rys. 5.18 Odpowiedz dynamiczna modelu watu wirnikowego turbospre¢zarki w ustalonych warunkach pracy
przy (a) Q=3600 obr/min i (b) Q=3870 obr/min

Przedstawione powyzej wyniki obydwu przyktadow symulacji drgan wymuszonych watu
wirnikowego turbosprezarki demonstruja mozliwosci obliczeniowe proponowanej w pracy metody
modelowania zarowno do analizy dynamicznych procesow ustalonych, jak i przej$ciowych.
Wystapienie w drugim przykladzie znanego zjawiska teorii drgan parametrycznych w postaci
rezonansu kombinowanego wykazywane dotychczas w literaturze zazwyczaj jedynie za pomoca
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dyskretnych modeli uktadow mechanicznych potwierdza poprawnos$¢ obliczen przeprowadzanych
przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciagltego.

5.3.3 Analiza drgan gi¢tno-skretnych przekladniowego ukladu napedu maszyny wirnikowej

Omawiane w poprzednim punkcie drgania gi¢tno-skretne watu wirnikowego wzbudzane
resztkowymi niewywagami statycznymi i dynamicznymi elementéw wykonujacych ruch obrotowy
charakteryzuje silna, progresywna wrecz zalezno$¢ intensywnosci efektow sprzezenia od wartosci
mimosrodow niewyréwnowazen statycznych czy warto§ci momentéw dewiacji niewyrownowazen
dynamicznych. Oznacza to, ze w miar¢ wzrostu niewywag elementow wirujacych wraz ze
zwigkszaniem si¢ amplitud drgan gigtnych watow wymuszanych tymi niewywagami zwigkszaja si¢
rownoczesnie amplitudy drgan skretnych. W rzeczywisto$ci stopien niewyréwnowazenia
statycznego 1 dynamicznego maszyn wirnikowych jest znacznie ograniczony rygorystycznymi
normami wykonawczymi, przez co intensywnos$¢ sprzezenia drgan gietnych ze skretnymi jest
niewielka i dlatego w wigkszos$ci przypadkdw zastosowan technicznych oba wymienione rodzaje
drganh moga by¢ rozpatrywane niezaleznie, na przyklad jak omawianych w punktach 4.1.3
skretnych i1 5.3.1 gietnych drgan linii watéw wirnikowych turbogeneratorow energetycznych.
Stosunkowo duza, niezalezna od warto$ci niewywag intensywnos$¢ sprz¢zenia drgan gig¢tnych ze
skretnymi cechuje mechaniczne uktady wirujace z przektadniami zgbatymi charakteryzujace sig
przynajmniej czesciowym pokrywaniem si¢ zakresow rezonansowych cze¢stosci drgan gietnych i1
skretnych, [44, 98, 127]. Przyczyna tego sprzezenia jest wystgpowanie podczas normalnej pracy
urzadzenia wywotywanych przenoszonym dynamicznym momentem skrgcajacym znacznych
zmiennych w czasie sit w zazgbieniach przektadni, ktore dziataja w ptaszczyznach prostopaditych
do osi obrotu watow powodujac wymuszenie drgan gi¢tnych. Zjawisko to jest obserwowane w
szerokiej klasie wystepujacych w praktyce uktadach napedu maszyn i pojazddéw, a w szczegolnosci
w szybkoobrotowych uktadach napedu maszyn wirnikowych. Dlatego przedmiotem rozwazan w
niniejszym punkcie sa badane w pracy [180] sprzgzone gigtno-skrgtne drgania przekladniowego
uktadu napgdowego maszyny wirnikowej napedzanej silnikiem elektrycznym.

Uktad ten sklada si¢ z dwoch dwupodporowych waldéw stopniowych potaczonych
wzajemnie jednostopniowa multiplikujaca przektadnia zgbata o zgbach prostych i1 przetozeniu 5:1.
Wat napedzajacy taczy za posrednictwem sprzggla sztywnego tzw. ,,dlugi wirnik” silnika
elektrycznego z osadzonym wysiggnikowo czynnym kolem zgbatym przektadni. Na wale
napgdzanym osadzony jest zgbnik przektadni, z ktorego naped jest przekazywany za posrednictwem
drugiego sprzegta sztywnego na wysiggnikowy wirnik maszyny roboczej, na przyktad sprezarki,
pompy lub dmuchawy. Przyjeto, ze oba waly sa usytuowane poziomo w jednej ptaszczyznie
pionowej x-y. Zbudowany wedlug przyjmowanych w pracy zatozen dyskretno-ciagly model
mechaniczny omawianego uktadu napgdowego jest przedstawiony na rysunku 5.19. W tym modelu
poszczeg6lne cylindryczne odcinki waléw oraz wirnika silnika elektrycznego sa reprezentowane
belkowymi L-SMC odksztatcalnymi gigtnie i skr¢tnie. Z kolei tarcze sprzegiet, kolnierze watow i
bezwladno$¢ zgbnika zastapiono tarczami sztywnymi, jak pokazano na rys. 2.8a. Natomiast
napedzajace koto zgbate oraz wirnik maszyny napedzanej sa reprezentowane przez sztywne
pierScienie osadzone na walach w sposob podatny za pomoca niewazkich membran zgodnie z
modelem pokazanym na rys. 2.8b. Zalozono identyczne jak poprzednio modele czterech podpor
tozyskowych przedstawione na rys. 5.9, w tym wypadku o wlasnosciach anizotropowych i
symetrycznych. Podobnie jak w uktadach napedowych rozpatrywanych w punkcie 4.1.2, przyjeto
okresowa zmienno$¢ w funkcji kata obrotu walu sztywnoSci k,(f) zazgbienia przekladni
powodowana zmieniajaca si¢ liczba par zgbdéw bedacych podczas pracy uktadu w chwilowym
przyporze.

141



electric motor =

9 () | /%’

compressor impeller

oy
L e d A
(t)
\ 1t
n
/(2 K_I
+ al
/\\\\ /\\\\\
0 & bt AT T 5 X

Rys. 5.19 Diskretno-ciagly model mechaniczny przektadniowego uktadu napedu maszyny wirnikowej

Tak jak w przypadku badanego w punkcie 5.3.2 watu wirnikowego turbosprezarki, jako
rownania ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC przyjeto rownania (2.3) wirujacej belki
Rayleigha oraz réwnania (2.1) opisujace drgania skrgtne. RoOwnania te rozwiazywano przy
geometrycznych warunkach brzegowych zgodnosci translacyjnych przemieszczen poprzecznych i
przemieszczen katowych przekrojow skrajnych sasiadujacych ze soba makroelementow. W tych
przekrojach dynamiczne warunki brzegowe obejmuja obok réwnan réwnowagi sit poprzecznych 1
momentoéw zginajacych rowniez rownania rownowagi momentow skrecajacych waty. W zwiazku z
powyzszym, geometryczne warunki zgodno$ci maja w omawianym przypadku przekladniowego
uktadu napedu maszyny wirnikowej posta¢ (5.13 a,b) i (3.2a). Wspo6lna posta¢ (5.13¢), (5.13d) i
(5.19) maja dynamiczne warunki brzegowe opisujace potaczenia sasiadujacych ze soba L-SMC
wraz z osadzeniem w tych przekrojach tarcz sztywnych i podparciem w lozyskach. Dynamiczne
warunki brzegowe sformutowane dla przekroju osadzenia wirnika maszyny nap¢dzanej maja postac
analogiczna do (5.18) 1 (5.19). W omawianym przypadku forme¢ szczegdlna maja dynamiczne
warunki brzegowe opisujace ruch przekrojéw dziatania przektadni, a wigc warunki wzajemnego
polaczenia obu watéw wirnikowych uktadu napgdowego:

- w przekroju wysiggnikowego osadzenia napgdzajacego kola zgbatego w prawym przekroju
skrajnym i-tego L-SMC pierwszego watu:
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- w przekroju osadzenia zgbnika w lewym przekroju skrajnym k-tego L-SMC drugiego watu:
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I.4(0)= Ixyil exp(j(%—(?)i»+ - exp(— j(:)l-) @m(x,t) =th+ 0, (x,t)+¥,,, m=i,k.

W powyzszych rownaniach ky(f), do(f) oznaczaja odpowiednio okresowo zmienng sztywno$¢
zazgbienia oraz w ogolnym przypadku zmienny wspotczynnik tlumienia zewngtrznego przektadni,
o jest katem przyporu, a r;, 7 sa promieniami kot podziatlowych kota zgbatego i zgbnika.
Pozostale oznaczenia i symbole sa takie same jak w odpowiednich wzorach zamieszczonych
powyzej.

W omawianym przypadku uktadu napgdu maszyny wirnikowej sprzezenie drgan gigtnych ze
skretnymi jest podobnie jak w punkcie 5.3.2 dla walu wirnikowego turbosprezarki opisane
warunkami brzegowymi, przy czym obok zawartych w zwiazkach typu (5.18) sprzegajacych
cztonach niewyrdwnowazenia statycznego i dynamicznego dodatkowym zrédiem sprzgzenia jest
wyrazone w réwnaniach (5.21 a,b) oddzialywanie zazebienia przektadni. Linearyzacji tak
sformutowanego problemu w celu przeprowadzenia analizy drgan wlasnych nietltumionych
dokonuje si¢ identycznie jak w przypadku modelu watu wirnikowego turbosprezarki stosujac
podzial (3.19). Element dodatkowy stanowi tu wykorzystanie (3.19) do cztonow opisujacych lepko-
sprezyste wilasnosci zazebienia przekladni wystepujacych w warunkach brzegowych (5.21 a,b).
Wowczas, fn,=const w (3.20) staje si¢ Srednia skladowa stala sztywnoSci zazgbienia ki), a
Jear(AV(x,2),0)=fvar(f) skladowa okresowo-zmienna wyrazana w formie harmonicznej lub
trapezoidalnej zgodnie z [95, 98]. W efekcie, wskutek pozostawania dominujacej sktadowe;j stalej
Jfav sztywnosci kg(t) w (5.21 a,b) drgania gigtne 1 skretne uktadu zlinearyzowanego pozostajq nadal
wzajemnie ze soba sprzgzone. Dlatego nie mozna tu zagadnienia wlasnego drgan gigtnych i
skretnych rozpatrywaé niezaleznie, lecz jako problem wilasnych drgan sprzgzonych gigtno-
skretnych. Wykorzystanie do tego celu tych samych jak do omawianych w punkcie 5.3.2 drgan
gietno-skretnych watu turbosprezarki rozwiazan rownan ruchu (3.7) oraz funkcji wtasnych (3.11) 1
(3.9), odpowiednio przy zginaniu i skrgcaniu, prowadzi do jednego wspdlnego rdéwnania
charakterystycznego typu (3.21) opisujacego sprzezone wiasne drgania gigtno-skretne.

W omawianym przypadku uktadu napedu maszyny wirnikowej rownanie charakterystyczne
(3.21) rozwiazano w zakresie czg¢stotliwosci 0+300 Hz przy predkosci katowej watu napgdzajacego
2;=150 rad/s i1 otrzymano 15 gietno-skretnych postaci drgan wtasnych, ktérych funkcje wlasne 1
odpowiadajace im czgstotliwosci przedstawiono na rysunku 5.20. Na tym rysunku liniami ciagltymi
zaznaczono rzuty sktadowej gietnej kolejnych funkcji wtasnych na ptaszczyzneg pionowa, liniami
przerywanymi — rzuty sktadowej gigtnej na plaszczyzng pozioma, a linie kropkowe oznaczaja
sktadowe skretne funkcji wlasnych. Sposrod otrzymanych w badanym zakresie czestosci 15 postaci
drgan wlasnych mozna wyrdzni¢ typowe postacie gigtno-skrgtne, na przyktad druga, trzynasta i
czternasta, w przypadku ktorych wszystkie sktadowe funkcji wtasnych, tj. gigtne w plaszczyznie
pionowej i poziomej oraz skltadowe skretne, sa wyraznie rozne od zera. Postac piata jest postacia
skretna, tzn. o dominujacej sktadowej skretnej 1 bliskich zeru sktadowych gigtnych, a postacie
pozostate sa postaciami typowo gigtnymi o sktadowych skretnych bliskich zeru, rys. 5.20.

W pracy [180] w przypadku omawianego przekladniowego ukladu napedu maszyny
wirnikowej badano wptyw efektow zyroskopowych na wartosci czgstosci gigtno-skregtnych drgan
wlasnych w zakresie predkosci katowej watu napedzajacego Q2;=0+250 rad/s, tj. Q,=0+1250 rad/s
dla watu napg¢dzanego. Mimo w miarg wysokich predkosci katowych obu watow oraz przyjetych w
obliczeniach stosunkowo duzych biegunowych masowych momentéw bezwladnosci wirnikéw
maszyny napedzanej, silnika elektrycznego i napedzajacego kota zgbatego, w przeciwienstwie do
badanego w poprzednim punkcie walu wirnikowego turbosprgzarki, wplyw efektow
zyroskopowych na warto$ci pierwszych 15 czestosci drgan wiasnych okazat si¢ matoznaczny.
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Rys. 5.20 Funkcje i czgstotliwosci whasne sprzgzonych drgan gigtno-skretnych dyskretno-ciagtego modelu
przektadniowego uktadu napgdu maszyny wirnikowej

Analizy drgan wymuszonych omawianego przekladniowego ukitadu napedu maszyny
wirnikowej nie przeprowadzono. Niemniej jednak, nalezy stwierdzi¢, ze przy wykorzystaniu
rozwiazania Fouriera w postaci rozwinie¢ sktadowych gigtnych i skrgtnej w nieskonczone szeregi
wzgledem ortogonalnych funkcji wlasnych oraz przy wykorzystaniu rozwinig¢ w szeregi wymuszen
zewnetrznych, cztondow parametrycznych, nieliniowych, zyroskopowych 1 thumienia zewnetrznego
dokonanie analizy drgan wymuszonych nie stanowi trudnos$ci, analogicznie jak to ma miejsce w
przypadku uktadow mechanicznych rozpatrywanych w punktach poprzednich i nastgpnych.
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6. Zastosowanie modelowania dyskretno-ciaglego do analizy drgan ukladow
jezdnych pojazdow szynowych

Rozwazania przeprowadzone w kolejnych punktach poprzedniego rozdziatu dotyczyly
zjawisk badanych przez wielu autor6w za pomoca innych metod, na przykiad klasycznego
modelowania dyskretnego lub metody elementéw skonczonych. Niemniej jednak gléwnym celem
tych rozwazan bylo zademonstrowanie mozliwosci budowania samych modeli dyskretno-ciagtych
do analizy drgan gigtnych i gigtno-skre¢tnych oraz potwierdzenie poprawnosci wykonywanych
obliczen. W niniejszym rozdziale proponowana w pracy metoda modelowania dyskretno-ciaglego
przy wykorzystaniu lepko-sprezystych makroelementow ciagtych (L-SMC) zostanie zastosowana
do bardziej ztozonych strukturalnie uktadow mechanicznych wykonujacych kilka rodzajow drgan w
rozny sposob wzajemnie ze soba sprzezonych. Obiektem rozwazan beda wybrane uklady jezdne
pojazdow szynowych, w przypadku ktérych zostanie przedstawiona nie tylko sama technika
modelowania 1 wykonywania obliczen, lecz réwniez oryginalne, interesujace pod wzgledem
poznawczym wyniki.

Analiz¢ drgan pojazdéw szynowych przeprowadzato wielu autorow od wielu lat w celu
zbadania charakteru i nastgpstw dynamicznego oddziatywania uktadow jezdnych tych pojazdow z
torem kolejowym. Tradycyjnym przedmiotem badan sa warunki komfortu oraz bezpieczenstwa
jazdy, czyli mozliwosci wykolejenia lub wypadnigcia z toru. Dokonuje si¢ ich w dostatecznym do
tych potrzeb zakresie tzw. ,,niskich” czgstotliwosci drgan 0+30 Hz. W tym zakresie czgstoSci
dynamicznego oddziatywania pojazdu szynowego z torem przyjmowane modele mechaniczne z
jednej strony powinny obejmowac przynajmniej jeden caly pojazd szynowy, na przyktad wagon lub
lokomotywe, a z drugiej strony z dostateczna do celow technicznych doktadnos$cia wystarczy przy
modelowaniu traktowa¢ zestawy kotowe, ramy wozkow, pudto wagonu wzglednie lokomotywy, jak
rowniez sam tor kolejowy jako ciala nieodksztalcalne uwzgledniajac jedynie podatnosé
pierwotnego i wtdrnego uspre¢zynowania pojazdu. W badaniach tego rodzaju zwraca si¢ na ogot
szczegOlna uwage na geometri¢ toru kolejowego, tj. promienie krzywizny, wartosci przechytek,
oraz na wszelkiego rodzaju nier6wnosci bedace zrodlem wymuszen typu kinematycznego. Ponadto,
niezwykle istotnym czynnikiem wplywajacym na otrzymywane wyniki sa wilasnosci modelu
kontaktu mechanicznego migdzy kotami jezdnymi a szynami.

Obserwowanemu w ciagu ostatnich 20+25 lat postgpowi technologicznemu w kolejnictwie,
a przede wszystkim stalemu wzrostowi predkosci podroznych pociagow pasazerskich oraz
zwigkszaniu obciazen osi wagonow pociagoéw towarowych towarzysza liczne zjawiska niekorzystne
do prawidlowej eksploatacji pojazdoéw szynowych i toréw. Naleza do nich przedwczesne zuzywanie
si¢ biezni kot jezdnych w postaci tzw. poligonalizacji (lub wielobokowania), zuzycie faliste
(korugacje) powierzchni tocznych szyn, liczne i zbyt czgste uszkodzenia zmgczeniowe elementow
jezdnych pojazdow 1 torow oraz generacja ucigzliwych dla $srodowiska naturalnego efektow
akustycznych. Poszukiwanie przyczyn tych zjawisk wraz z prognozowaniem tempa narastania ich
negatywnych nastgpstw wymagaja prowadzenia badan nad dynamicznym oddzialywaniem pojazdu
szynowego z torem w zakresie wyzszych czgstotliwosci, tzn. od 30 do 500+1000 Hz Iub nawet do
kilku tysigcy Hertzow. Woéwczas w przyjmowanych modelach mechanicznych z jednej strony
nalezy traktowac przede wszystkim zestawy kotowe i tor jako elementy odksztatcalne, a z drugiej
strony, ze wzgledu na wystepujace efekty stabych sprzezen drgan powodowane stosunkowo mata
sztywnoscia usprezynowania pojazdu, rozwazania mozna ograniczy¢ do oddziatywania z torem
samego wdzka kolejowego lub nawet do pojedynczego zestawu kolowego.

Dotychczas do budowy modeli uktadu pojazd szynowy - tor spelniajacych wymienione
powyzej kryteria wykorzystywano zazwyczaj tzw. metod¢ uktadow wielocztonowych (z ang.
multibody systems (MBS)), tj. klasyczne modelowanie dyskretne z mozliwo$cia wprowadzania bryt
odksztatcalnych, [43, 46, 63, 152], oraz metod¢ elementéw skonczonych, m. in. w [2, 40, 43, 51,
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52,772,131, 152]. W przypadku zastosowania metody uktadow wielocztonowych (MBS) podatnosé¢
elementéw odksztalcalnych, na przyktad zestawow kolowych, bywa traktowana w sposob bardzo
uproszczony, gdzie uwzglednia si¢ jedynie ich pierwsze, podstawowe postacie drgan wiasnych.
Natomiast metoda elementow skonczonych (MES) pozwala na doktadniejsza reprezentacje
badanego obiektu, tj. pojazdu szynowego i toru, niemniej prowadzi do modeli mechanicznych o
duzej, badz bardzo duzej liczbie stopni swobody. W celu nadania wigkszej efektywnosci
obliczeniowej modeli MES do potrzeb symulacji numerycznej dynamicznego oddziatywania uktadu
pojazd szynowy - tor z uwzglednieniem wszelkich nieliniowos$ci, w tym silnie nieliniowego
charakteru kontaktu migdzy kolem jezdnym a szyna, stosowana jest zazwyczaj redukcja liczby
stopni swobody modelu wyj$ciowego od kilkuset Iub kilku tysigcy do kilku badZz co najwyzej
kilkunastu kosztem dokonywania wielu niezbednych uproszczen mogacych wprowadza¢ znaczace
niekiedy niedoktadnos$ci otrzymywanych w efekcie wynikow. Dlatego, by unikna¢ wymienionych
powyzej mankamentow charakteryzujacych metody stosowane przez innych autorow do badania
dynamicznego oddzialywania uktadow jezdnych pojazdow szynowych z torem w zakresie tzw.
,srednich” czestotliwosci 30+1000 Hz, w pracach [179, 181, 183, 186-189] przyjeto dyskretno-
ciagte modele mechaniczne z wykorzystaniem lepko-sprezystych makroelementéw ciagtych (L-
SMC).

6.1 Zalozenia do dyskretno-ciaglych modeli mechanicznych ukladéw jezdnych pojazdow
szynowych i toru kolejowego

Przedmiotem rozwazan sa dyskretno-ciagte modele mechaniczne wybranych typow wozkow
kolejowych oddziatywujace z torem we wspomnianym powyzej zakresie $rednich czgstosci. W
pokazanym na rysunku 6.1 modelu typowego wozka tocznego wagonu nowoczesnego pociagu
pasazerskiego osie zestawow kotowych sa reprezentowane przez sztywne osiowo, a odksztatcalne
gietnie 1 skretnie belki ciaglte w formie watow stopniowych. Kazdemu cylindrycznemu segmentowi
tych belek odpowiada jeden belkowy L-SMC odksztatcalny rowniez skr¢tnie. Kota jezdne i tarcze
hamulcowe sa zastepowane przez sztywne pierscienie zamocowane w odpowiednich przekrojach
osi za pomocg niewazkich membran o izotropowych wlasnosciach sprezystych, zgodne z modelem
tarczy wirnikowej pokazanym na rys. 2.8b. W omawianym przypadku te membrany umozliwiaja
obroty pierscieni wokol swoich dowolnych $rednic oraz przemieszczenia translacyjne pierScieni
wzdluz osi zestawow kolowych. Bezwladno$¢ obudéw tozysk (zwanych rowniez maznicami) jest
reprezentowana przez brylty sztywne (1L), (2L) 1 (1R), (2R) zamocowane odpowiednio na lewych i
prawych koncach osi obu zestawow. Osie zestawow kotowych sa podparte na swoich koncach w
kierunku pionowym, poprzecznym, tzn. poziomym prostopadle do osi toru, i wzdluznym, tj.
poziomym rownolegle do osi toru, za pomoca niewazkich elementow lepko-sprezystych
zastgpujacych odpowiednio pionowe, poprzeczne i wzdhuzne pierwotne uspr¢zynowanie woézka,
rys. 6.1. Ze wzgledu na wspomniane powyzej efekty stabych sprzg¢zen drgan pojazdu szynowego
wywolywane stosunkowo mala sztywno$cia pierwotnego 1 wtérnego usprezynowania, na
dynamiczne oddzialywanie zestawow kotowych z torem odksztatcenia ram wozkow 1 pudta pojazdu
maja zazwyczaj mato istotny wptyw. Dlatego w przyjetym modelu rama wozka jest reprezentowana
przez bryle sztywna (5B) o 6 stopniach swobody potaczona z pudtem pojazdu szynowego, tzn. w
tym wypadku wagonu, traktowanym jako bezwladno§¢ nieskonczenie wielka za pomoca
niewazkich elementoéw lepko-sprezystych zastepujacych wtorne uspr¢zynowanie wozka.

Tarcze hamulcowe rzeczywistych zestawéw kotowych charakteryzuja si¢ znacznie wigksza
sztywnoscia osiowa niz sztywnosci osiowe kot jezdnych. Dlatego w wymienionym zakresie
$rednich czgsto$ci mozna zalozy¢ nieskonczone wartosci sztywnos$ci osiowych membran taczacych
pierscienie reprezentujace tarcze hamulcowe z osiami zestawow. W zwiazku z powyzszym w
pokazanym na rys. 6.1 modelu wézka kolejowego jego drgania poprzeczne sa realizowane przez
siedem stopni swobody opisujacych ruch bryty sztywnej (5B), bryl sztywnych (71W) 1 (72W)
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reprezentujacych calkowite masy osi zestawow kolowych wraz z tarczami hamulcowymi oraz
czterech bryl sztywnych (61L), (62L), (61R) 1 (62R) reprezentujacych masy kot jezdnych, rys. 6.1.

Rys. 6.1 Dyskretno-ciagly model mechaniczny standardowego wozka tocznego wagonu pasazerskiego i toru

Model mechaniczny przedstawiony na rysunku 6.1 dotyczy standardowego rozwiazania
konstrukcyjnego wozka kolejowego charakteryzujacego si¢ m.in. zewngtrznym tozyskowaniem osi
zestawoOw kotowych w stosunku do potozenia kot jezdnych oraz w przyblizeniu symetryczna
wzgledem osi podluznej toru struktura ramy i1 symetrycznym usytuowaniem potozen tarcz
hamulcowych. W analogiczny spos6b mozna modelowaé¢ wozki tzw. lekkiej konstrukcji stosowane
obecnie w lekkich pojazdach szynowych, na przyktad w wagonach metra i tramwajach, oraz
eksperymentalnie w wagonach szybkich dalekobieznych pociagéw super-ekspresowych, [197].
Wézki tego typu cechuja stosunkowo lekka rama i zestawy kolowe, wewnetrzne tozyskowanie osi
zestawoOw kotowych w stosunku do potozenia két jezdnych o mniejszych niz powszechnie
spotykane $rednicach tocznych oraz niesymetryczng wzgledem osi toru struktura ramy i
niesymetrycznym usytuowaniem tarcz hamulcowych. Dyskretno-ciagly model mechaniczny wézka
tocznego lekkiej konstrukcji pokazano na rysunku 6.2 przyjmujac identyczne oznaczenia
poszczegdlnych jego komponentéw, jak w przypadku modelu wdzka standardowego.
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Rys. 6.2 Dyskretno-ciagly model mechaniczny wézka tocznego lekkiej konstrukeji i toru

Modele mechaniczne uktadéw wozek kolejowy — tor pokazane na rysunkach 6.1 i 6.2
dotycza wozkoéw tocznych. W pracy [189] badano oddzialywanie dynamiczne wozka napednego z
torem w zakresie $rednich czgstosci drgan. Rozpatrywano woézek uniwersalnej szybkobieznej
lokomotywy elektrycznej typu BO0-BO, tj. cztero-osiowej o 2 wozkach, ktorego konstrukcja
usprezynowania pierwotnego i1 wtornego oraz sposob tozyskowania zestawow kotowych sa
analogiczne jak w przypadku standardowego wozka tocznego. Niemniej jednak strukture
rozpatrywanego wozka lokomotywy charakteryzuje wystegpowanie dwoch niezaleznych
mechanicznie uktadéw napgdowych kazdego zestawu kolowego. W omawianym przypadku badano
czesto spotykany w nowoczesnych lokomotywach elektrycznych rodzaj napedu, gdzie moment
obrotowy wytwarzany przez sztywno zamocowany w ramie woézka silnik elektryczny jest
przekazywany na zestaw za posrednictwem rdéwniez sztywno zamocowanej w ramie
jednostopniowej przektadni zgbatej oraz watu drazonego potaczonego z przektadnia i zestawem
kolowym przy pomocy tzw. wychylnych sprzggiel podatnych dziatajacych przegubowo-skretnie.
Na rysunku 6.3 pokazano dyskretno-ciagly model mechaniczny omawianego wozka napgdnego,
ktorego zestawy kotowe bez tarcz hamulcowych, rama, elementy pierwotnego i wtérnego
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Rys. 6.3 Dyskretno-ciagly model mechaniczny wozka napgdnego i toru

usprezynowania sa reprezentowane w sposob identyczny jak w przypadku wozkow tocznych przy
zachowaniu tych samych oznaczen odpowiadajacych sobie komponentéw. Zwarta konstrukcja
zespotow silnik napedowy — przektadnia ze¢bata i zwigzany z tym ,,ggsty” sposob lozyskowania
wirnikow tych silnikow oraz watkow przektadni, jak réwniez stosunkowo mate wartosci sztywnosci
gietnych, zwanych rowniez sztywno$ciami stozkowymi, sprzegiet podatnych taczacych waty
drazone z przektadniami zgbatymi i zestawami kotowymi pozwalaja na pominigcie drgan gigtnych
odcinkéw watow obu uktadéw napedowych 1 uwzglednianie jedynie ich drgan skretnych. W celu
uzyskania doktadniejszego opisu drgan gigtnych zestawow kotowych wozka, przegubowy charakter
dziatania wszystkich czterech sprzegiel podatnych powala na sprowadzenie potowy masy kazdego
walu drazonego z kotnierzami odpowiednio do masy potaczonego z nim kota jezdnego oraz do
masy kota zgbatego przektadni. W zwiazku z powyzszym, w modelu przedstawionym na rys. 6.3
kazdy uktad napgdu zestawu kolowego wozka lokomotywy elektrycznej sktada sig z
odksztatcalnych skretnie pretowych L-SMC reprezentujacych kolejne odcinki posredniego watu
drazonego i pelnego watu taczacego wirnik silnika z zgbnikiem przektadni oraz ze sztywnych tarcz
zastepujacych bezwladno$¢ wirnika silnika, kot zgbatych przektadni oraz kotnierzy posredniego
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watu drazonego wraz z ciggltami sprzgglowymi. Podatno$¢ sprzegiet taczacych wat drazony z kotem
jezdnym zestawu oraz z kotem zg¢batym przektadni jest reprezentowana przez niewazkie elementy
lepko-sprezyste o liniowych badz nieliniowych charakterystykach odksztatcalne skrgtnie, gigtnie i
osiowo, lecz sztywne w kierunku poprzecznym do osi obrotu. Z kolei przez niewazkie elementy
lepko-sprezyste odksztatcalne tylko skrgtnie o nieliniowych charakterystykach sa reprezentowane
wlasno$ci zazegbien obu przektadni zgbatych, jak pokazano na rys. 6.3. Przy tych zatozeniach
realizacj¢ drgan poprzecznych modelu wozka napgdnego uzupehiaja dwa dodatkowe stopnie
swobody opisujace translacyjne przemieszczenia osiowe obu watow drazonych wraz z ich
kolnierzami.

Rzeczywisty tor kolejowy jest stanowi nieskonczona struktur¢ ciagla majaca w
zdefiniowanym powyzej kierunku wzdtuznym wtasnosci periodyczne ze wzgledu na w przyblizeniu
réwnomierne podparcie szyn na podktadach. Jak wynika z prac [52, 93, 94, 146, 152], w zakresie
srednich czgstosci tor wykazuje wlasnosci dynamiczne struktury lepko-bezwiadnos$ciowo-sprezystej
o przejrzystym widmie czgstosci drgan wiasnych. Niezaleznie, w przypadku drgan toru w kierunku
pionowym 1 poprzecznym mozna wyrdzni¢ pierwsze czgstosci drgan wilasnych odpowiadajace
postaci drgan, przy ktorej szyny i podktady drgaja ,,w fazie”. Drugie czgstosci drgan wiasnych
odpowiadaja postaci drgan, gdzie szyny i podktady drgaja ,,w przeciwfazie”. Z kolei trzecie
czgstosci pionowych i1 porzecznych drgan wlasnych odpowiadaja tzw. postaci (ang.) ,,pinned-
pinned”, przy ktorej drgaja tylko szyny, a podktady pozostaja nieruchome stanowiac wezty drgan,
[146, 152]. Jak wynika m.in. z [37, 52], predko$¢ propagacji fali poprzecznej w torze kolejowym
jest zazwyczaj wigksza niz 1000 km/h. W zwiazku z tym, zamiast skomplikowanych modeli toru w
formie nieskonczonych badZ skonczonych struktur periodycznych stosowanych na przyklad w
pracach [2, 93, 94, 131, 152], w =zakresie $rednich czgstosci przy realnych predkosciach
komunikacyjnych pociagdéw nie przekraczajacych 350+400 km/h do symulacji dynamicznego
oddziatywania uktadow jezdnych pojazdow szynowych z torem wydaje si¢ by¢ racjonalnym
przyjgcie prostszego modelu toru lecz charakteryzujacego si¢ zblizonymi lub prawie identycznymi
wlasno$ciami dynamicznymi w rozpatrywanym zakresie czg¢stosci i predkosci jazdy. Dlatego w
pracy [179] tor kolejowy oddziatywujacy z pojedynczym zestawem kotowym byt reprezentowany
przez oscylator lepko-bezwtadno$ciowo-sprezysty o 6 stopniach swobody, a w pracy [181] przez
oscylator lepko-bezwladnosciowo-sprezysty o 13 stopniach swobody, gdzie w [179] badano drgania
toru tylko w kierunku pionowym, a w [181] uwzgledniono rowniez drgania poprzeczne toru. W
obydwu przypadkach taki model toru stanowil swojego rodzaju ,,poduszk¢ dynamiczng”
podpierajaca zestaw kolowy. Natomiast w przypadku rozpatrywania catego wozka kolejowego
zatozono, ze kazdy zestaw oddziatywuje ze swoja ,,wlasng poduszka dynamiczng” reprezentowana
przez identyczny oscylator lepko-bezwtadnosciowo-sprezysty o 13 stopniach swobody jak w pracy
[181]. Przyjgto przy tym, iz te ,,poduszki” sa wzajemnie ze sobg sprz¢zone w kierunku pionowym i
poprzecznym za pomocg bezmasowych elementéw sprezystych o sztywnoS$ciach k., ke 1 ke, jak
pokazano na rysunkach 6.1, 6.2 1 6.3, gdzie k., oznacza gigtng sztywno$¢ pionowa, k. jest gigtna
sztywnoscia poprzeczna, a k., oznacza odpowiednia zastepcza skretna sztywnos¢ szyny. W efekcie
otrzymywany jest dyskretny model toru kolejowego w postaci oscylatora lepko-bezwtadno$ciowo-
sprezystego o 26 stopniach swobody oraz o okresowo zmiennych parametrach, w ktorym 12 stopni
swobody opisuje pionowe drgania toru, 14 stopni swobody realizuje jego drgania poprzeczne, co
zilustrowano na rysunkach 6.1, 6.2 1 6.3.

W przypadku tzw. ,matych drgan” przyjeto, ze drgania wlasne oscylatora w kierunku
pionowym nie sa sprzezone z jego drganiami wiasnymi w kierunku poprzecznym. Zgodnie z
odpowiednimi zatozeniami dokonanymi w pracach [179, 181, 183, 186-189], kazda ,,poduszka
dynamiczna” w pozycji oddziatywania ,mi¢dzy podkiadami” oraz ,nad podktadem” musi
charakteryzowa¢ si¢ sztywnoscia statyczna, jak rowniez charakterystykami amplitudowo-
czestotliwosciowymi  zwanymi receptancjami dynamicznymi mozliwie jak najblizszymi
analogicznym otrzymanym na postawie pomiarow dokonywanych na torze rzeczywistym.
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Poniewaz podczas jazdy po torze kolejowym jego wlasnosci statyczne i dynamiczne zmieniaja si¢
periodycznie i w sposob ciagly od kolejnych pozycji oddzialywania ,,nad podktadem” do pozycji
,miedzy podkladami”, [52, 152], w proponowanym podejsciu zatozono istnienie dwoch zestawow
parametrow oscylatora, tj. mas, sztywnos$ci 1 wspotczynnikéw tlumienia, oddzielnie dla drgan
pionowych 1 poprzecznych. Jeden zestaw parametrow reprezentuje wlasnosci ,,poduszki
dynamicznej” w potozeniu oddzialywania ,,nad podktadem”, a drugi odpowiada potozeniu ,,migdzy
podktadami”. Obydwa zestawy parametrow otrzymywane sa oddzielnie do opisu drgan pionowych i
poprzecznych droga iteracyjnego doboru mas, sztywnosci 1 wspotczynnikow thumienia w celu
uzyskania dla trzech wymienionych powyzej postaci drgan toru wartosci czgstosci drgan wiasnych
oraz wlasnych energii kinetycznych, potencjalnych i dyssypacji mozliwie bliskich odpowiednim
wartosciom wyznaczonym na podstawie badan eksperymentalnych dokonanych na torze
rzeczywistym, badZz obliczonym przy wykorzystaniu uprzednio zidentyfikowanych bardziej
zlozonych modeli toru w postaci nieskonczonych lub skonczonych struktur periodycznych, na
przyktad przyjetych w pracach [2, 93, 94, 131, 152]. W tym celu dla kazdej z trzech wymienionych
postaci drgan sformutowano opublikowane w pracach [59, 181, 186] przyblizone warunki
rébwnowagi wiasnych energii kinetycznej, potencjalnej i dyssypacji oszacowanych na podstawie
pomiardéw badz obliczonych przy wykorzystaniu wspomnianego bardziej zlozonego modelu toru z
odpowiednimi energiami wtasnymi pokazanych na rys. 6.1, 6.2 1 6.3 oscylatorow stanowiacych
,»poduszki dynamiczne” kazdego zestawu kotowego wdzka.

W przyjetym funkcjonalnym modelu toru kolejowego w formie oscylatora lepko-
bezwladnos$ciowo-sprezystego zatozono, ze wyznaczone wedtug wymienionych powyzej kryteriow
zestawy jego parametréw liczbowych zmieniaja si¢ okresowo i w sposob ciagly z warto$ci zestawu
charakteryzujacego potozenie oddziatywania ,,nad podktadem” do zestawu wartosci w potozeniu
,miedzy podktadami”, a nastgpnie do zestawu wartosci odpowiadajacego potozeniu ,nad
podktadem™ itd., wedtug nastgpujacej funkcji zaproponowanej w [37, 52, 72] identycznej dla drgan
pionowych i poprzecznych:

Pis T Pip  Pis —Pip 21y, 1 4ch0
(1) = -A =~1- —-A A
py; (®) 5 + 5 cos I (¢ tl) + 4 cos IS (¢ tl) , (6.1

gdzie:i=123,4, [ =12, Atl = —L 2b —| entier| 28 Aol Aty =—Aty,
2v, ls s 2 1

a pi(t) oznacza zadany i-ty parametr /-tej ,,poduszki dynamicznej”, tj. mase, sztywno$¢ lub
wspotczynnik ttumienia oscylatora, v, jest predkoscia pociagu, ¢ oznacza czas, /; jest rozstawem
podktadoéw, indeks /=1,2 oznacza prowadzacy-pierwszy i drugi zestaw kotowy, 2b jest rozstawem
osi wozka, a indeksy s i b oznaczaja odpowiednio pozycje oddziatywania ,nad podkladem” i
,miedzy podktadami”. Zatozono, ze w kierunku wzdluiznym, czyli w kierunku jazdy, tor jest
nieodksztatcalny.

Zgodnie z przyjetymi powyzej zalozeniami model mechaniczny wozka umozliwia badanie
drgan gigtno-skretno-osiowych zestawow kolowych sprzgzonych z drganiami ramy w kierunku
pionowym, poprzecznym 1 wzdluznym. W przypadku wozka napednego drgania zestawow
kotowych sa dodatkowo sprzezone z drganiami skrgtnymi uktadoéw ich napedu. Z kolei model
mechaniczny toru kolejowego pozwala na rozpatrywanie drgan w kierunku pionowym i
poprzecznym. Wszystkie wymienione powyzej rodzaje drgan modelu wozka i toru sa wzajemnie ze
soba sprzezone dynamicznymi sitami kontaktu powstajacymi migdzy powierzchniami tocznymi kot
jezdnych 1 szyn. W przeprowadzanych rozwazaniach zatozono jednopunktowy kontakt migdzy
bieznia kota i szyny o zmiennym w czasie polu powierzchni o eliptycznym ksztalcie. Bryty sztywne
(3/L) i (3/R), I=1,2, w modelu toru sa polaczone ze sztywnymi pierscieniami reprezentujacymi
bezwladnos$¢ kot jezdnych za pomoca niewazkich elementoéw lepko-sprezystych o nieliniowych
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charakterystykach tworzacych kontaktowy interfejs migdzy modelem wozka a modelem toru, jak
pokazano na rysunkach 6.1, 6.2 i 6.3. Charakterystyki tych elementow zaleza od przyjetej teorii
kontaktu. W proponowanym modelu do opisu normalnego kontaktu migdzy kolem a szyna
wykorzystano nieliniowa sprezysta teori¢ Hertza. Zgodnie z odpowiednia charakterystyka
zamieszczong m.in. w pracy [152], normalna sztywnos$¢ kontaktowa koto-szyna jest wyrazona jako
nieliniowa funkcja chwilowej warto$ci dodatniej normalnej sity kontaktowej oraz chwilowego
wzajemnego potozenia biezni kola i szyny z uwzglednieniem ksztattu geometrycznego ich
powierzchni tocznych. Natomiast przy ujemnych warto$ciach normalnej sity kontaktu koto-szyna
sztywno$¢ kontaktowa staje si¢ rowna zeru, tworzac w ten sposob jednostronne wigzy migdzy
modelem wozka a modelem toru. Sktadowa pionowa i pozioma poprzeczna w stosunku do kierunku
jazdy normalnej sily kontaktowej zaleza od kata styku o, migdzy zarysem biezni kota a zarysem
gtowki szyny, gdzie indeks p=L,R oznacza lewe lub prawe koto jezdne wozka. Warto$¢ biezaca
kata styku oy, jest funkcja chwilowego potozenia punktu wzajemnego kontaktu koto-szyna Ay,(f)
wzgledem potozenia nominalnego Ayo,(f), jak pokazano na rysunku 6.4 sporzadzonego w
przypadku prawego kota jezdnego, tj. dla p=R. Kontakt styczny jest opisany za pomoca stycznej
sity wzdtuznej 1 poprzecznej oraz momentu wiertnego wzgledem osi pionowej wyrazonych jako
funkcje mikro-poslizgow migdzy kotem a szyna przy wykorzystaniu nieliniowej teorii Kalkera. W
tym celu zastosowano odpowiedni algorytm obliczeniowy Kalkera do symulacji dynamicznego
oddziatywania kolejowego kota jezdnego z szyna zamieszczony m.in. w [145] i zmodyfikowany
przez Zhang'a i Knothe'go w [200] w chwilowych potozeniach punktu kontaktu w zakresie przejs$cia
promieniowego zarysu w obrzeze kofta, tj. dla y<yj, na rys. 6.4, kiedy kat styku a,, staje si¢ wigkszy
od niewielkiej zazwyczaj warto$ci nominalnego kata stozka 6=0.04+0.05 rad w tzw. stozkowym
zakresie zarysu biezni kota, tzn. pomigdzy wspotrzedna poprzeczng y., zewngtrznej krawedzi biezni
kota a wspolrzedna yj,, gdzie stozkowos¢ przechodzi w zakres przej$cia promieniowego obrzeza
wewngtrznego, rys. 6.4.

o

Rys. 6.4 Obszar kontaktu zaryséw biezni kota jezdnego i szyny

Jako zrédta wymuszenia zewnetrznego opisanych powyzej dykretno-ciaglych modeli
mechanicznych ukladéw jezdnych pojazdéw szynowych i toru kolejowego pokazanych na
rysunkach 6.1, 6.2 1 6.3 zatozono nier6wnos$ci biezni szyn na przyktad w postaci zuzycia falistego
(korugacji) oraz niekotowato$¢ biezni kot w postaci tzw. poligonalizacji stanowiace wymuszenia
typu kinematycznego, ktorych implementacja do zastosowanego modelu kontaktu normalnego
kolo-szyna jest analogiczna z uzyta w pracach [152, 192]. Do sztywnych pierscieni
reprezentujacych tarcze hamulcowe i kota jezdne moga by¢ przytozone state momenty skretne,
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ktorych warto$ci zaleza od zadanego opdznienia ruchu pojazdu szynowego w warunkach
hamowania. W przypadku woézka napednego przyjeto obciazenia skretne jego uktadow napedowych
wynikajace z zadanych statych oporéw ruchu oraz z zatozonej charakterystyki trakcyjnej silnikow
elektrycznych. Ponadto, zgodnie z rzeczywistoscia uwzgledniono rowniez statyczne i dynamiczne
resztkowe niewywagi kot jezdnych 1 tarcz hamulcowych zestawow kolowych stanowiace
dodatkowe zrodto wymuszenia drgan.

6.2 Opis ruchu dyskretno-cigglego modelu ukladéw jezdnych pojazdéw szynowych i toru
kolejowego

Ruch przyjetego dyskretno-ciaglego modelu mechanicznego wynikajacy z dynamicznego
oddziatywania woézka kolejowego z torem jest opisany w ortogonalnym nie wirujacym uktadzie
wspotrzednych Oxyz poruszajacym si¢ razem z wozkiem ze stala predkoscia pociagu v,. O$ x
uktadu wspotrzednych wyznacza kierunek wzdhuzny pokrywajacy sie¢ z ruchem pojazdu
szynowego, oS y jest rownolegta do osi obrotu nieodksztatconych zestawow kotowych z poczatkiem
odpowiadajacym lewym koncom osi obu zestawow, a pionowa 0$ z- jest zwrdcona w kierunku
podsypki toru, jak pokazano na rysunkach 6.1, 6.2 1 6.3.

Z proporcji wymiarowych typowych kolejowych zestawow kotowych wynika, ze ich osie sa
dostatecznie smukle, by w zakresie $rednich czgstosci teorig¢ zginania Bernoulli'ego-Eulera uzna¢ za
dostatecznie dokladna. W zwiazku z tym, rownaniami ruchu przekrojow poprzecznych
odksztatcalnych skrgtnie belkowych L-SMC reprezentujacych poszczegdlne cylindryczne odcinki
osi zestawow kolowych wozka sa jednorodne rownania (2.2) opisujace zginanie i (2.1) opisujace
skrecanie. Z dokonanych odpowiednich oszacowan wynika, ze w rzeczywistych warunkach
eksploatacji sity zyroskopowych oraz sity osiowe dziatajace na osie zestawow kotowych maja
znikomy wptyw na ich drgania gigtne. Dlatego w pracach [179, 181] do rownan ruchu (2.2) nie
wprowadzano odpowiednich cztonow zyroskopowych i pominigto obciazenia osiowe P;.

Analogicznie jak w poprzednich przypadkach analizy drgan przeprowadzanych przy
wykorzystaniu dyskretno-ciaglych modeli mechanicznych roéwnania ruchu (2.2) 1 (2.1) sa
rozwigzywane ze sformutowanymi dla przekrojow skrajnych L-SMC geometrycznymi warunkami
brzegowymi zgodnos$ci przemieszczen 1 katow obrotu oraz z dynamicznymi warunkami rownowagi
sit zginajacych, momentéw zginajacych i momentéw skrecajacych. Réwnania dynamicznych
warunkow brzegowych odpowiadajace lewemu przekrojowi skrajnemu zawieszenia [-tej osi
zestawu kotowego, /=1,2, w ramie wdzka standardowego lub napgdnego maja nastepujaca postac:

821/

3
ov ov dg da
my t +E11[1+sgj ll+dV1Re{J——L+glb B:|+

o2 o) 9,3 o dt d

+k Re[v -q, +¢,ba ]+ id ;. Iml avll —dq—LJr'k Im[v — ]—0 (6.2a)
y1eln —9p TP lTt /A or  ar |y 9= O

3 2
0 Vi 00 Vi 0 Vil
oyot ot oy oyot
2
Y N 0\
-1 -D +GJyq | 1+7— |—=0 dla y=0. (6.2¢)
01 52 71 & 01 ot) dy
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Geometryczne warunki zgodnosci przemieszczen translacyjnych i katowych przekrojow skrajnych
bezposrednio sasiadujacych ze soba makroelementéw, tj. (i-1)-tego 1 i-tego, [-tego zestawu
kolowego maja posta¢ (5.13a), (5.13b) i (3.2a). Sformutowane dla tych przekrojow rownania
dynamicznych warunkéw brzegowych sa nastgpujace:

2 3 3

0 Vi 09 Vi 0 0 V1i-1

mi—2+EIi l+e— 3 —E[ 1 l+e— —3+
ot ot oy ot oy

ov

%,
+kczi(Qli(’))'(Re[Vli] 235+ 201 )” 11li (le o) Im{ = }’J”o 110 (le())

(6.2d)

. (Q (t))+G +m.g Q+% 2ex [T_® _a li o (_ S )

2
Al Vi 0 0 V1i-1 avh. B
EII(1+SEJ—2_EIZ—1(1+SEJ—2+ },ll ([)ll —W =0, (626)

J |y i L (Q (0).A (t))—
i~ 2 TR P T T o g T 2 i Y

do a0 .

dl . Py o |-
-4 ]Ilei 5 exp(2]®h.)+[yh.(t) Q+; —F23h.(Qh.(t)), (6.21)

00, . 00, do, .
GJ0.1(1+IEJ L I—GJO.(1+IEJ li_d Re[l (t)} Iy
A= ot) oy ! or) oy dr
Im| | 20 |, 1 it

+ rn[ yh.(t)] m py +§m £/
00,

el J8y )+ a;h ext(~ /8,
+101'(%—21. 31 (Ql,(f)) F ll}+F32lz(Qli(t))a_h

}+ (6.2g)

=30 (Qli(t))+ M),

~

adzie: 1 (1) =1 expli(Z-6, )+ I expl- /6| 6 6, (7.0)=Qu+0, (1.0 +A,

i1
dla y= % 1, i=23..n+3.
k=1

Réwnania  dynamicznych warunkow brzegowych odpowiadajacych prawemu przekrojowi

skrajnemu zawieszenia /-tej osi zestawu kotowego w ramie wozka standardowego lub napgdnego
maja postac analogiczna jak dla lewych przekrojow skrajnych
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o0 v o~v
n+4 l,;+3 -k +3(1+8gj l’§+3
ot o) oy
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Ln+3 Yp B
+dV1R { o - dr gle]+kV1Re|:vl,l’l+3 _qR+gl baB :|+ (62h)
ov d
I,n+3 R . B
+Jjd g Re| —5 ——— +]kHIIm[vl,n+3_qR}_0’
3 2 2
o"v o0 v o0 v
a2 B[l [ S e 0 2
dyot a) oy ) oyot
520 20 20 23
[,n+3 [,n+3 0 [,n+3 n )
I : +D —+GJ l+1— |———=0 dlay= l[,. (6.2
0n+d ™ 2 Y ey 0,n+3[ atj oy y kz=1 g (62D

Roéwnania dynamicznych warunkow brzegowych sformutowane dla przekrojéow skrajnych L-SMC
reprezentujacych cylindryczne odcinki osi zestawow kotowych wozka lekkiej konstrukeji, ktorego
model pokazano na rys. 6.2, maja posta¢ analogiczna do odpowiednich réwnan (6.2). W
rownaniach (6.2a) 1 (6.2h) funkcje zespolone ¢,(t)=z,(¥)tjx,(t), p=L.R, sa wspoOlrzednymi
uogo6lnionymi opisujacymi ruch bryty sztywnej (5B) reprezentujacej bezwladno$¢ ramy wozka,
gdzie z,(f) 1 x,(f) oznaczaja odpowiednio pionowe i wzdluzne przemieszczenia jej lewej 1 prawej
strony, a op(f) jest przemieszczeniem katowym bryty sztywnej (5B) wzgledem osi rownolegtej do
osi Oy uktadu Oxyz, g=1 dla /=1 i ¢~=-1 dla /=2. Nalezy zauwazy¢, ze w rownaniach (6.2a)+(6.2¢c) i
(6.2d)+(6.2)) argumenty funkcji opisujacych przemieszczenia translacyjne vj(y,f) 1 rotacyjne 0;(y,f)
zostaly pominigte celem skrocenia zapisu. W réwnaniach (6.2a) i (6.2h) dy; 1 ky; sa odpowiednio
wspotczynnikami thumienia 1 sztywnos$ci pierwotnego usprgzynowania pionowego zestawow
kotowych, dyi, ki1 oznaczaja wspotczynniki ttumienia 1 sztywnosci pierwotnego usprezynowania
wzdhuznego, a G, jest obciazeniem grawitacyjnym dzialajacym na jedna polowg masy zestawu
kotowego dla i=2,n+3, gdzie w omawianym przypadku n oznacza liczb¢ tarcz hamulcowych w
jednym zestawie kotowym wozka. W przypadku pozostatych i G,,=0. Symbole D;, D, 4 oznaczaja
wspotczynniki thumienia bezwzglednego w lozyskach tocznych, w jakich podparte sa zestawy
kotowe, a M;i(¢) sa najczg$ciej przyjmowanymi jako stale momentami zewngtrznymi wywotanymi
hamowaniem pojazdu szynowego. Identycznie jak w rozdziale 5 w rownaniach (6.2) m; oznaczaja
masy bryt sztywnych reprezentujacych bezwladno$¢ obudéw lozysk (maznic) oraz sztywnych
pierscieni zastepujacych bezwladnos¢ kot jezdnych 1 tarcz hamulcowych, a J;, y; sa odpowiednio
ich $rednicowymi i biegunowymi masowymi momentami bezwtadnos$ci, i=1,2,...,n+4. Podobnie,
przemieszczenia katowe sztywnych pierscieni reprezentujacych bezwtadnos¢ kot jezdnych 1 tarcz
hamulcowych w (6.2¢), (6.2f) 1 (6.2g) wyrazono za pomoca funkcji zespolonych @;(£)=di()+7y(?),
I=1,2, gdzie ¢;(?) 1 y;(¢) oznaczaja przemieszczenia katowe odpowiednio w ptaszczyznie pionowe;j
Oyz 1 poziomej Oxy, rys. 6.1, 6.2 1 6.3. Stale ; sa sztywnos$ciami gigtnymi membran taczacych
pierscienie sztywne z osiami zestawOw kotowych, a zo;=zoi(vof) oznaczaja funkcje opisujace
wymuszenie typu kinematycznego wywotywane nierOwnosciami biezni kot jezdnych i szyn. W
przeciwienstwie do watow maszyn wirnikowych rozpatrywanych w poprzednim rozdziale, w
omawianym przypadku osi zestawoéw kotowych, jak juz wspomniano powyzej, pominigto
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dziatajace na nie sity zyroskopowe uwzgledniajac wplyw ich oddzialywania jedynie na kota jezdne
1 tarcze hamulcowe, co wyrazaja odpowiednie czlony stojace w warunku brzegowym (6.2f).
Resztkowe niewywagi dynamiczne sq opisane momentami dewiacji Ly, L, 1 1z, @ niewywagi
statyczne wyrazono w postaci mimosrodow ¢g; S$rodkOw masy pierScieni sztywnych z
odpowiadajacymi im katami fazowymi Ay, i=2,3,...,n+3. Symbol k¢c; w (6.2d) jest zmienng pionowa
sztywnoscia kontaktowa Hertza migdzy kolem jezdnym a szyna, a z3;=z3; dla i=2 1 z3;=z3 dla
i=n+3 oznaczaja wspotrzedne uogolnione opisujace przemieszczenia pionowe bryt sztywnych (3/L)
i (3/R) modelu toru, rys. 6.1, 6.2 i 6.3. Z kolei symbole Fy(Qi(f)), k=10,11,22,23, oznaczaja
nieliniowe funkcje kontaktowe normalnej sity dynamicznego oddziatywania koto — szyna Q(¢)
wyznaczane przy wykorzystaniu nieliniowej teorii Kalkera za pomoca wspomnianych algorytméw
podanych w pracach [145, 200] przy zatozeniu nast¢pujacych postaci wyrazen okreslajacych
sktadowe mikro-poslizgow:

— mikro-po$lizgéw wzdhuznych:

owr: (v.t 007 (v.t . i—1
Vxli :1[ Wi (¥, )+r0 iy )j+ Si4 dlay= XI,
VO ot ot 2R0 k=1
&7 (Ayy; (8)) [ d(Ayy; (¢
— mikro-poslizgdw poprzecznych: v, = cos(or; (Avi )))( ( J(}ll;( ) — VoW (t)j, (6.3)
Vo
—sin(d7: (Avy: (¢t .
— mikro-po$lizgdw wiertnych: VOzli = sin(oy; (Avg; (D) , i=2,n+3, /=12,
To

.. 12 (1) = Y6IL (1) =19912(1) = y31L (1) = 5o 4L (D),
A 3@ = Y6IR (1) — 7001 n+3(1) — 3R (1) —soYaR (), 62 =-11 ¢, 13 =1,

VaIL, VaiL, Y6IL, V3R, V4R, YVeir 0znaczaja odpowiednie wspotrzedne uogdlnione opisujace ruch bryt
sztywnych modelu toru oraz sztywnych pierscieni reprezentujacych kota jezdne, a jest nominalnym
rozstawem szyn kolejowych, 8;(Ay(?)) oznacza chwilowa warto$¢ kata styku a,, z rys. 6.4 bedaca
funkcja biezacego wzajemnego potozenia zaryséw biezni kota i gtowki szyny Ayi(f), ro, jest
biezacym promieniem tocznym kot jezdnych, a s, oznacza promien bezwladnosci przekroju
poprzecznego szyny wzgledem srodka geometrycznego jej stopki. W powyzszych wzorach promien
krzywizny toru (tuku) R, przyjeto jako dodatni w przypadku tukéw lewych i jako ujemny w
przypadku tukow prawych. Stad funkcje kontaktowe Fiy(Q;(t)) sa wyrazone w nastepujacy sposob:

GC 2
A (01 (0) =0y 5 1 g1[os (t)]é dlai=2,n+3, Fy;(0(0)=0dlai=34,.n+2,

(0]
GC 2
Foi(01i ()= g0y BTN 1; 1 k1losi (t)% dla i=2,n+3, Fo;(0;(t)=0 dlai=34,.,n+2,
(0]
GC 2 d(Avyy:
F201i (04 (0, A5 (1)) = o ) 22 Kl(’”o [in (t)% + jOy; (t)j-( fllt’ ®) dlai=2,n+3, (6.4)
(0]

Fr5i (01 (), Avji (1)) =0 dla i=34,..n+2,

GCr2K 4
F237i(01i () = —¢;61;8; (Avy; (’))[GCBK 2050 —J % 0y; (f)%] dlai=2,n+3,
(0]

F35(05;(0))=0 dla i=34,.,n+2, ¢r=-11 ¢,,3=1 [=12,

2 !
. 3(1-v2) é 3% 3(1-v2) 2 [301-v2) |73
gdzie: Kl :mn|:E(A-\i/-Bﬁ} , K2 Z(mn)é 'E(A-T-B)’ K3 =(m-n)~ - E(A-\i/-B)

5
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A:% ,Bz% ,G, E sa odpowiednio modutami Kirchhoffa i Younga, C;;, Cy, C3, Ci3 sa
r 0

wspotczynnikami Kalkera traktowanymi podczas symulacji drgan zazwyczaj jako zmienne,
0= 01 Vxiis Vyiis Vozii, Qii(f)) 0znaczaja wspolczynniki wyrazajace nieliniowy wariant teorii Kalkera,
ktorych chwilowe warto$ci sa wyznaczane za pomoca algorytmu szczegdélowo opisanego w [200],
r, oznacza promien krzywizny zarysu przekroju poprzecznego gléwki szyny w punkcie jej
chwilowego kontaktu z kotem pojazdu, v jest liczba Poissona, a wystgpujace w schemacie
obliczeniowym teorii Kalkera parametry eliptycznego pola kontaktu koto-szyna oznaczono przez m
i n zgodnie z [145].

Z réwnan (6.2) wynika, ze opisane w warunkach brzegowych statyczne i dynamiczne
niewywagi kot jezdnych i tarcz hamulcowych oraz sily i momenty kontaktowe sprzegaja gigtne
drgania osi zestawOw kotowych z ich drganiami skr¢tnymi. Ponadto, sity 1 momenty kontaktu koto-
szyna sprzggaja drgania gigtne osi zestawow kotowych z ich drganiami osiowymi, a w ten sposob
rowniez pionowe drgania toru z jego drganiami poprzecznymi. Ruch modelu toru oraz drgania
poprzeczne modelu wozka sa opisane przez nastgpujacy uktad parametrycznych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, ktére sa sprz¢zone z rownaniami (6.2a), (6.2d), (6.2f) 1 (6.2h):

M (v 1) &)+ D (v 1) §0) + K 7 (vp1) 8(1) = R(2), (6.5)

gdzie : S(t) = col[xL (t),ZL (t),Z?)lL (t),ZZZL (t),Zl 1 (t),ZlZl (l),ZZlR (t),Z?)lR (t),ZR (t),
xR (t),OLB(t),y4m (0), V3L (t)ay2m (), n (t)’yZIR (t)ay?,m (t)aJ’4m (t)’ySB (t)’y6lL (0)s

Y6IR (2), Y7rw (?)
i RO =Ry (0.0,v) 4 3y 1 40120250,V 4 3(hgy 350,012 (1,01 1305
k-1
GesF(vgRy))s 1212, Ap= X 1.
j=1

W rownaniach (6.5) My, D7 i Ky oznaczaja odpowiednio macierze bezwtadnos$ci, thumienia i
sztywno$ci wyrazone jako okresowe funkcje parametrow (6.1), czton F(v,,R,) reprezentuje
wymuszenie zewnetrzne wywotywane sitami odsrodkowymi podczas jazdy na tuku, a G, jest sita
grawitacyjna dziatajaca na potowe masy pojazdu szynowego i na catkowita uspr¢zynowana mase
ramy wozka. Skladowe x,(f), z,(¢), p=L,R, 1 ap(t) wektora s(¢) sa wspolrzgdnymi uogdlnionymi
opisujacymi ruch ramy wézka w kierunku pionowym i wzdluznym, z;(¢), j=3IL, 2IL, 11/, 12, 2IR,
3[R, sa wspotrzegdnymi uogoélnionymi opisujacymi pionowe drgania modelu toru, yu(f), &=4/L, 3IL,
2IL, 11, 2[R, 3IR, 4R, sa wspoirzednymi uogolnionymi opisujacymi poprzeczne drgania modelu
toru, a y(f), m=5B, 6/L, 6IR, 7IW, oznaczaja wspoOtrzedne uogdlnione opisujace poprzeczne
drgania modelu wézka, /=1,2. Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze w przypadku wdzka napgdnego,
ktorego model przedstawiono na rysunku 6.3, wektor s(¢) zostaje powigkszony o dwie sktadowe —
wspoOtrzedne uogolnione m=8/W opisujace osiowe przemieszczenia translacyjne L-SMC
reprezentujacych posrednie waty drazone w uktadach napedu zestawow kotowych. Ponadto, model
matematyczny takiego wozka obejmuje rowniez dodatkowe warunki brzegowe réwnan ruchu (2.1)
opisujace drgania skretne uktadow napedowych. W zwiazku z tym, w poréwnaniu z modelem
wozka tocznego ulega pewnej modyfikacji rownanie (6.2g)
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W réwnaniach (6.6 a,b) symbole ky1, dwi, kw, dwn 0znaczaja odpowiednio sztywnos$ci skretne i
wspotczynniki thumienia wyjsciowych 1 wejsciowych sprzegiet podatnych taczacych waty drazone z
przektadniami zgbatymi i zestawami kotowymi, kq(?), dg(f) sa funkcjami opisujacymi zmienng
sztywnos¢ 1 wspotczynnik tlumienia okreslajacymi nieliniowa w ogdélnym przypadku
charakterystyke zazgbienia przektadni zgbatych, lop1, lopn 0znaczaja biegunowe masowe momenty
bezwladnosci bryl sztywnych reprezentujacych koinierze watow drazonych osadzone odpowiednio
na wyjsciowych i wejSciowych koncach tych watdéw, lygi, log2 sa biegunowymi masowymi
momentami bezwladnosci bryt sztywnych zastepujacych odpowiednio kolo zgbate i zgbnik
przektadni, /ys oznacza biegunowy masowy moment bezwtadnosci bryt sztywnych reprezentujacych
wirniki silnikow napgdowych, a Dg jest wspotczynnikiem oporow typu wiskotycznego silnika.
Symbol 05=0¢(f) oznacza wspotrzedna uogoélniona opisujaca przemieszczenie katowe kota
zgbatego przektadni, 7, 7, sa promieniami kot podziatowych odpowiednio kota zgbatego i zgbnika,
a M, oznacza moment elektryczny generowany przez silnik wedlug zadanej charakterystyki
trakcyjne;.

Opisane powyzej dyskretno-ciagte modele matematyczne uktadu jezdnego pojazdu
szynowego 1 toru umozliwiaja przeprowadzanie analizy dynamicznej badanego obiektu w zakresie
srednich czgstosci oddziatywania poprzez rozwiazywanie problemu drgan wtasnych, wyznaczanie
funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowej (FRF), symulacj¢ drgan wymuszonych oraz dokonywanie
analizy statecznosci.

6.2.1 Analiza drgan wlasnych

W celu dokonania analizy drgan wiasnych badanego uktadu woézek kolejowy — tor nalezy
przeprowadzi¢ linearyzacj¢ sformulowanego modelu matematycznego oraz pominaé wszelkie
ttumienie zewngtrzne. W omawianym przypadku linearyzacja sprowadza si¢ do przyjgcia statych,
usrednionych normalnych sztywnosci kontaktowych kolo-szyna k¢, w rownaniach (6.2d),
pominigcia sktadowych okresowo-zmiennych parametréw (6.1) modelu toru stojacych w rownaniu
(6.5), usrednienia wartosci sztywnosci zazgbienia przektadni i sztywnos$ci sprzegiet podatnych w
réwnaniach (6.6) oraz do pominigcia cztondow opisujacych resztkowe niewywagi statyczne i
dynamiczne w roéwnaniach (6.2d), (6.2f), (6.2g) i (6.6a). Poniewaz bedace funkcjami mikro-
poslizgéw wszystkie sity i momenty kontaktowe przy wzajemnych potozeniach koto jezdne — szyna
bliskich nominalnym maja charakter wiskotyczny, zostaja one pomini¢te wraz z cztonami thumienia
zewngtrznego 1 materiatowego w réwnaniach (6.2) 1 (6.5). Wskutek przeprowadzonych uproszczen
w przyjetych mys$l wymienionych w punkcie 6.1 zatozeniach do dyskretno-ciaglych modeli
uktadow wozek kolejowy — tor dochodzi do rozsprzgzenia drgan gigtnych zestawow kotowych z ich
drganiami skrg¢tnymi, w tym rowniez z drganiami skr¢tnymi uktadéw napedowych wozkow
napednych, rozsprzezenia drgan pionowo-wzdluznych modelu woézka z jego drganiami
poprzecznymi oraz do rozsprzg¢zenia drgan pionowych i poprzecznych modelu toru. W efekcie,
otrzymywane sa nastgpujace ,,podproblemy” wtasne do niezaleznego rozwiazania:

1. zagadnienie przestrzennych, tj. w plaszczyznie pionowej 1 poziomej, gi¢tnych drgan zestawow
kotowych sprzg¢zonych z pionowymi drganiami modelu toru oraz z pionowymi i wzdluznymi
drganiami ramy wozka, gdzie sprzezenie drgan w kierunku pionowym i wzdluznym jest
spowodowane sitami zyroskopowymi dziatajacymi na obracajace si¢ kota jezdne i tarcze
hamulcowe;

2. zagadnienie drgan skrgtnych zestawdow kotowych i ewentualnie uktadow ich napgdu w
przypadku wozka napednego;

3. zagadnienie drgan poprzecznych modelu wozka;

4. zagadnienie drgan poprzecznych modelu toru.
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Zgodnie z pracami [179, 181, 186-189], nastgpuje wowczas podziat uktadu réwnan (6.5) na
trzy poduktady, z ktorych jeden opisujacy pionowe drgania modelu toru pozostaje sprzg¢zony ze
zlinearyzowanymi oraz pozbawionymi cztonéw wymuszajacych i dyssypatywnych warunkami
brzegowymi (6.2d) tworzac wraz z réwnaniami ruchu (2.2) ,,podproblem” wiasny ,,1”. Dwa
pozostate poduktady rownan (6.5) tworza ,,podproblemy” wtasne ,,3” 1 ,,4”. Z kolei zlinearyzowane
oraz pozbawione czlonéw wymuszajacych 1 dyssypatywnych warunki brzegowe (6.2c), (6.2g),
(6.2j) 1 ewentualnie (6.6 a,b) tworza wraz z réwnaniami ruchu (2.1) ,,podproblem” witasny ,2”. W
celu rozwigzania ,,podproblemu” wtasnego ,,1” zastosowano metod¢ rozdzielenia zmiennych w
postaci (3.7) prowadzaca przy zastosowaniu teorii zginania belek Bernoulli'ego-Eulera do funkcji
wlasnych (3.11). Z kolei w przypadku ,,podproblemu” wtasnego ,,2” wykorzystano metodg
rozdzielnia zmiennych réwnan (2.1) uzyskujac w konsekwencji funkcje wiasne (3.9). Po
podstawieniu funkcji wtasnych (3.11) 1 (3.9) do zlinearyzowanych oraz pozbawionych czlonow
wymuszajacych i dyssypatywnych warunkow brzegowych odpowiednio (6.2a), (6.2b), (5.13a,b),
(6.2d)+(6.21), (6.2h), (6.21) 1 (6.2¢), (3.2a), (6.2g), (6.2)) lub ewentualnie (6.6 a,b) otrzymuje si¢
dwa niezalezne réwnania charakterystyczne w postaci (3.22) osobno dla zginania 1 skrgcania.
Natomiast rozwiazywanie ,,podproblemoéw” wtasnych ,,3” i ,4” typowych modeli dyskretnych
prowadzi do standardowych réwnan charakterystycznych (3.22a).

6.2.2 Analiza drgan wymuszonych

W celu przeprowadzenia analizy drgan wymuszonych wykorzystano rozwiazania Fouriera
rownan ruchu (2.2) 1 (2.1) w postaci nieskonczonych szeregdw (3.23) rozwinie¢ wzgledem
ortogonalnych funkcji wilasnych wyznaczonych dzigki rozwigzaniu niezaleznych réwnan
charakterystycznych (3.22). Ortogonalne gi¢tne funkcje witasne otrzymano w przypadku nie
wirujacych zestawow kotowych pomijajac w ten sposob efekty zyroskopowe w pierwszym z
rownan (3.22). Natomiast dla wspétrzednych uogdlnionych opisujacych ruch elementéw modelu
dyskretno-ciaglego o parametrach skupionych, tj. bryl sztywnych, zastosowano znana metodg
transformacji do wspotrzednych gléwnych opisana m.in. w [74, 92]. Wowczas rozwiazan poszukuje
si¢ w postaci nieskonczonych lub skonczonych szeregéw (3.24) rozwinig¢ wzgledem ortogonalnych
wektoréw witasnych wyznaczonych podczas rozwiazywania ,,podproblemow” wtasnych ,,17, ,,3” i
,»4” okreslonych w punkcie 6.2.1. Podobnie jak wszystkie pominigte przy rozwiazywaniu problemu
wlasnego czlony nieliniowe, parametryczne, wymuszenia zewnegtrznego oraz tlumienia
zewngtrznego, jako wymuszenia zewngtrzne potraktowano roéwniez cztony zyroskopowe. Zgodnie
ze stosowana procedura rozwiazania rozwinigto je w nieskonczone szeregi wzgledem
ortogonalnych funkcji witasnych wykorzystujac wzory (3.25) do obciazen skupionych. W
rozpatrywanym przypadku drgan gigtno-skretno-osiowych zestawow kotowych sprzezonych z
pionowymi, wzdluznymi i poprzecznymi drganiami ramy woézka oraz sprz¢zonych z pionowymi i
poprzecznymi drganiami modelu toru otrzymano nastepujacy uktad nieliniowych i
parametrycznych rownan rézniczkowych zwyczajnych we wspotrzednych Lagrange’a typu (3.26)
przyjmujacych nastgpujaca postac:

M(Qt, v, 1)) + C(Q,Q1,v, 1, 8),0(t)&t) + K(v,t,r(2), 0()r(t) = F(z, 02 ,Q1,0(t)), (6.7)
gdzie: M(Qt,vot) =M, + M, (Q)+ M, (vot), K(vyt,01)) =K, + K, (vot,r(t), O(1)),

C(Q,Qt,v,t,&),0(1)) =C, + Cg(Q)+Cy Q1) +Cp(vot, &), 0(1)).

W tych rownaniach symbole M,, K, oznaczaja odpowiednio state diagonalne modalne macierze
bezwladnosci 1 sztywnosci, C, jest stala symetryczng macierza tlumienia zewngtrznego, a Cy(Q)
oznacza antysymetryczng macierz efektow zyroskopowych. Cztony pochodzace od resztkowych
niewywag kot jezdnych i1 tarcz hamulcowych sa zawarte w symetrycznej macierzy M, (€2f) 1 w
niesymetrycznej macierzy C,(€2f). Macierze M, (v,t), K.(vot, r(t), O(f)) sa odpowiednio macierzami
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symetrycznymi, a C, (v,t,&),0(t)) jest macierza niesymetryczna, w ktorych zawarte sq czlony
opisujace efekty kontaktowe wystepujace miedzy kotami jezdnymi a szynami. W macierzach
K, (vot,1(1),0(0) 1 C,(vyt,&),0(t)) moga rowniez wystgpowac cztony nieliniowe opisujace lepko-
sprezyste wiasnosci zazegbien przekladni 1 sprzegiet podatnych w przypadku modelu wozka
napednego. Symbol F(t,Qz,Qt,Q(t)) oznacza wektor wymuszenia zewngtrznego wywotanego
nierowno$ciami biezni kot jezdnych i1 szyn, niewywagami statycznymi kot jezdnych i tarcz
hamulcowych, sitami 1 momentami kontaktu koto-szyna, sitami grawitacyjnymi, sitami
odsrodkowymi dzialajacymi na pojazd szynowy podczas jazdy na tukach oraz momentami
zewnetrznymi powodowanymi hamowaniem pojazdu, a w przypadku wozkow napednych — takze
napgdzaniem zestawow kolowych przez silniki elektryczne. Numeryczne rozwigzywanie ukladu
rownan (6.7) przy wykorzystaniu jednej z metod bezposredniego catkowania nieliniowych rownan
r6zniczkowych zwyczajnych pozwala na otrzymywanie w dziedzinie czasu i czgstosci przebiegdw
dynamicznych sit kontaktu i poslizgéw migdzy kolem a szyna, dynamicznych momentow
skrecajacych przenoszonych przez osie zestawdéw kotowych i przez elementy uktadow ich napedu
oraz przebiegow zadanych wielkosci kinematycznych, tj. wzbudzanych drganiami przemieszczen,
predkosci 1 przyspieszen w dowolnych punktach badanego obiektu.

6.2.3 Wyznaczanie funkcji odpowiedzi czestotliwosciowej (FRF)

W celu wyznaczenia funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowe] nalezy przeprowadzié
linearyzacj¢ uktadu rownan (6.7) przy identycznych zatozeniach jak do analizy drgan wlasnych
badanego uktadu woézek-tor. Zachowane zostaja liniowe cztony tlumienia zewnetrznego, a cztony
nieliniowe, na przyklad tlumienia w przektadniach zgbatych uktadoéw napedowych, musza by¢
poddane linearyzacji. Linearyzacji musi zosta¢ poddany model kontaktu kot jezdnych z szynami.
Linearyzacja ta jest dokonywana przy nastgpujacych zatozeniach:

1. wzajemne potozenie kot i szyn w kierunku poprzecznym, czyli wzdhuz osi Oy, przyjmujemy
bliskie nominalnemu;

2. przy zalozeniu ,,1” mozna przyja¢ staly stosunek $rednic elips kontaktowych, dzigki czemu
otrzymywane s stale wartosci wspotczynnikow Kalkera Cyj, Cyo, Coz, C33 W (6.4);

3. wypadkowe wspolczynniki proporcjonalnosci miedzy sktadowymi mikro-poslizgow (6.3) a
kontaktowymi sitami stycznymi wyznaczane sa wg teorii Kalkera przy statych wartosciach sit
normalnych koto-szyna wynikajacych na przyktad z obciazenia grawitacyjnego.

Przy powyzszych zalozeniach zlinearyzowany model kontaktu stycznego koto jezdne - szyna
nabiera charakteru liniowego tlumienia wiskotycznego - analogicznego jak thumienie zewnetrzne w
badanym uktadzie mechanicznym. Po przeprowadzeniu linearyzacji dyskretno-ciaglego modelu
wozek kolejowy - tor w mysl tak przyjetych zatozen réwnania (6.7) daja si¢ sprowadzi¢ do postaci
(3.27). Dalszy tok postgpowania w celu wyznaczenia funkcji odpowiedzi czg¢stotliwosciowej (3.30)
jest juz zgodny z opisem podanym w punkcie 3.2.3.

6.3 Weryfikacja parametrow dyskretno-ciaglego modelu ukladu jezdnego pojazdu szynowego
i toru kolejowego

W celu wuzyskania wymaganej wiarygodnosci uzyskiwanych wynikow, przed
przeprowadzaniem obliczen numerycznych dokonano weryfikacji parametrow dyskretno-ciaglego
modelu uktadu jezdnego pojazdu szynowego, tj. wozka, oraz parametrow dyskretnego modelu toru
kolejowego. Najistotniejszym z punktu widzenia dynamicznego oddziatywania w zakresie $rednich
czestosci jest mozliwie doktadne wyznaczenie parametrow zestawow kotowych wynikajacych z ich
rzeczywistych wymiaréw geometrycznych i statych materialowych oraz wyznaczenie warto$ci mas,
sztywnosci 1 wspotczynnikow tlumienia modelu toru. Pozostalymi parametrami niezb¢dnymi do
przeprowadzania obliczen przy pomocy proponowanych modeli dyskretno-ciagtych sa sztywnosci i
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wspotczynniki thumienia elementéw usprezynowania pierwotnego i wtdrnego oraz masa i masowe
momenty bezwtadno$ci masy usprezynowanej wozka, tzn. jego ramy wraz z zabudowanym na niej
osprz¢tem, hamulcami, silnikami napgdowymi, przekladniami zgbatymi i innymi. Parametry
zwieszenia wozka 1 jego ramy uzyskuje si¢ najczesciej na podstawie danych od producenta, z
dokumentacji technicznej oraz przy wykorzystaniu wynikow odpowiednich pomiaré6w dokonanych
na obiekcie rzeczywistym. Z kolei szczegdtowe wymiary geometryczne zestawoOw kotowych
powinny by¢ wyznaczone na podstawie dokumentacji technicznej, a stale materialowe, czyli
moduty sprezystosci, gestos¢ 1 wspotczynnik ttumienia wewngtrznego, okresla si¢ zazwyczaj przy
uzyciu specjalistycznych tablic. Natomiast parametry liczbowe modelu toru kolejowego sa
wyznaczane przy wykorzystaniu wymienionej w punkcie 6.1 procedury identyfikacyjnej. W
ponizszych podpunktach zostana przedstawione przykladowe wyniki weryfikacji parametrow
modelu wybranego zestawu kolowego oraz parametréw modelu trzech rodzajéw toru kolejowego.

6.3.1 Weryfikacja parametrow modelu zestawu kolowego

Weryfikacje wlasciwego doboru parametrow liczbowych dyskretno-ciagtego modelu
zestawu kotowego przeprowadzono poprzez pordwnanie wynikow analizy gigtnych drgan wtasnych
z analogicznymi wynikami uzyskanymi za pomoca 3-wymiarowego modelu tego samego zestawu
kolowego otrzymanego przy wykorzystaniu metody elementéw skonczonych. Obiektem
poréwnania jest pokazany na rysunku 2.4 zestaw kotowy o 4 tarczach hamulcowych typu BA-14
wozka MD-530 stosowanego w niemieckich pasazerskich pociagach super-ekspresowych ICE.
Model dyskretno-ciagly rozpatrywanego zestawu kotowego pokazano na rysunku 6.5. Zgodnie ze
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Rys. 6.5 Model dyskretno-ciagly zestawu kolowego typu BA-14

struktura zestawu rzeczywistego model ten sktada si¢ z 21 belkowych L-SMC odpowiadajacych
poszczegdlnym cylindrycznym segmentom osi oraz z reprezentujacych kola jezdne 1 tarcze
hamulcowe 6 pierscieni sztywnych zamocowanych z osia przy pomocy niewazkich membran
sprezystych. W przypadku obydwu poréwnywanych modeli przyjeto swobodne podparcie osi na
obu koncach i1 badano gigtne drgania wilasne zestawu w jednej plaszczyznie. Wymiary
geometryczne poszczegolnych makroelementéw modelu dyskretno-ciagtego 1 parametry
bezwladnos$ciowe pierscieni sztywnych ustalono na podstawie dokumentacji technicznej zestawu
kotowego BA-14. Podobnie jak w przypadku sztywno$ci osiowych, tarcze hamulcowe
rzeczywistych zestawdéw kotowych charakteryzuja si¢ znacznie wigkszymi S$rednicowymi
sztywno$ciami gigtnymi niz Srednicowe sztywnosci gig¢tne kot jezdnych. Dlatego w zakresie
srednich czgstosci dla zestawu BA-14 do obliczen zatozono nieskonczone wartosci srednicowych
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sztywnos$ci gigtnych membran taczacych z osiami zestawdw pierscienie reprezentujace tarcze
hamulcowe. Natomiast $rednicowe sztywnosci gi¢tne membran taczacych z osiami zestawow
pierScienie sztywne reprezentujace kota jezdne wyznaczono przy wykorzystaniu znajomosci
wartosci czestosci @ drgan wlasnych przyporzadkowanej postaci gigtnej srednicowej uzyskanej w
pracy [51] za pomoca 3-wymiarowego modelu MES kota rozpatrywanego zestawu. Wowczas,
zgodnie z procedura identyfikacyjna opisana w [130], znajac warto$¢ masy modalnej, wzglednie
modalnego masowego Srednicowego momentu bezwtadnosci tego kota [; nietrudno wyznaczy¢
zastepcza sztywnosé gietna membrany p=lw”. Za pomoca modelu dyskretno-ciaglego zagadnienie
gietnych sprezystych drgan wlasnych w jednej ptaszczyznie pojedynczego zestawu kolowego
rozwiazano przy geometrycznych warunkach brzegowych zgodnosci przemieszczen i katow obrotu
(5.13a) 1 (5.13b) oraz przy dynamicznych warunkach brzegowych rownowagi sil i momentow
gnacych (6.2a) 1 (6.2h) dla £1,=0 1 k=0, (6.2b) 1 (6.21) przy Q=0, (6.2d) dla k¢;=0, =0, G,,~=0,
Froi=F1170, (6.2¢) 1 (6.21) przy Q=0, I..;=1,;;=0, F22;=F23,=0.
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0 I \

-

Rys. 6.6 Pierwsze trzy formy gigtnych drgan wlasnych i Rys. 6.7 Pierwsze trzy formy gietnych drgan wiasnych i
odpowiadajace im czgstotliwosci otrzymane przy odpowiadajace im czgstotliwosci otrzymane przy
wykorzystaniu 3-wymiarowego modelu MES, [112] wykorzystaniu modelu dyskretno-ciaglego

Na rysunku 6.6 przedstawiono uzyskane w pracy [112] w zakresie czestotliwosci 0300 Hz
trzy pierwsze postacie gigtnych drgan wilasnych w jednej plaszczyznie wymienionego zestawu
kotowego. Jak zaznaczono w [112], otrzymane rezultaty analizy drgan wtasnych sa zblizone do
analogicznych wynikéw uzyskanych droga eksperymentu przeprowadzonego na zestawie
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rzeczywistym. Z kolei na rysunku 6.7 przedstawiono pierwsze trzy postacie gigtnych drgan
wlasnych 1 odpowiadajace im czestotliwos$ci uzyskane przy wykorzystaniu stosowanej w pracy
metodyki rozwigzania. Jak wida¢, kolejne trzy funkcje wilasne otrzymane za pomoca 1-
wymiarowego dyskretno-ciagtego modelu zestawu kotowego maja ksztalt analogiczny do
odpowiadajacych im postaci drgan z rys. 6.6 uzyskanych przy uzyciu 3-wymiarowego modelu
MES, gdzie wzajemne réznice wzgledne przyporzadkowanych tym postaciom czgstosci wiasnych
nie przekraczaja 1%.

Zademonstrowane powyze] porOwnanie analiz gigtnych drgan wlasnych kolejowego
zestawu kotowego wykazuje, iz proponowany w pracy sposéb modelowania daje prawie identyczne
wyniki jak metoda powszechnie uznana i cieszaca si¢ duza wiarygodno$cia w zastosowaniach
technicznych. Ponadto nalezy stwierdzi¢, ze poddane konfrontacji z modelem 3-wymiarowym
zastosowanie w modelu dyskretno-ciaglym teorii zginania Bernoulli’ego-Eulera do osi zestawow
kolowych wydaje si¢ by¢ wystarczajaco doktadne w najbardziej istotnym z punktu widzenia
$rednio-czestotliwosciowego oddziatywania pojazd szynowy — tor zakresie 0+-300 Hz.

6.3.2 Weryfikacja parametrow modelu toru kolejowego

Parametry dyskretnego funkcjonalnego modelu toru kolejowego, czyli masy bryl sztywnych
oraz sztywnosci 1 wspotczynniki ttumienia elementéw niewazkich, zostaly wyznaczone zgodnie z
zalozeniami przedstawionymi w punkcie 6.1, gdzie kryterium poprawnosci doboru stanowia
porownania z wynikami pomiaréw przeprowadzonych na obiekcie rzeczywistym. Przedmiotem
tych poréwnan sa obliczone i zmierzone pionowe sztywnos$ci statyczne toru oraz jego receptancije
dynamiczne uzyskane w potozeniach oddziatywania ,,nad podktadem” i ,miedzy podktadami”.
Pomiary przeprowadzono na poligonie doswiadczalnym Centrum Naukowo-Technicznego
Kolejnictwa w Zmigrodzie k. Wroctawia dla trzech najbardziej reprezentatywnych prostych
odcinkéw torow kolejowych wystepujacych na liniach PKP, tzn. dla toru ,,twardego” podpartego na
podktadach betonowych i dla dwoch rodzajow toru podpartych na podktadach drewnianych, tj. toru
,bardzo migkkiego” 1 ,,migkkiego”. Badania doswiadczalne wykonywano przy wykorzystaniu
znanych technik stosowanych m.in. w [131, 152]. W celu wyznaczenia receptancji dynamicznych
pobudzano tor do drgan w kierunku pionowym 1 poprzecznym w sposob impulsowy za pomoca
uderzen milotkiem oraz w sposob stacjonarny sygnatem harmonicznym przy wykorzystaniu
wzbudnika hydraulicznego. Odpowiednie charakterystyki amplitudowo-czg¢stotliwosciowe sa
nastepnie uzyskiwane droga dwukrotnego catkowania numerycznego zarejestrowanych sygnalow
przyspieszen drgan przejsciowych lub ustalonych. Z kolei pionowe sztywnosci statyczne toru sa
wyznaczane w formie stosunku warto$ci znanego obciazenia grawitacyjnego przytozonego do toru,

Rys. 6.8 Stanowisko doswiadczalne do wyznaczania (a) receptancji dynamicznych i (b) sztywnosci statycznych toru
kolejowego
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na przyklad przejezdzajacego z bardzo mata predkoscia pojazdu szynowego, w tym wypadku
lokomotywy elektrycznej ET-22 o cigzarze ~120 ton, do zmierzonego chwilowego ugigcia szyny.
Szczegdtowe informacje dotyczace sposobu przeprowadzania tych pomiaréw zawarto w pracy [59],
a przyktadowe stanowiska do$wiadczalne sluzace do wyznaczania receptancji dynamicznych i
sztywnosci statycznej pokazano odpowiednio na rysunku 6.8 a i b.

Na rysunkach 6.9, 6.10 i 6.11 przedstawiono naniesione we wspolnych uktadach
wspotrzednych uzyskane droga pomiardw 1 obliczen teoretycznych pionowe 1 poprzeczne
receptancje dynamiczne w polozeniach oddziatywania ,,migdzy podktadami” i ,,nad podktadem” w
przypadkach wspomnianych powyzej trzech rodzajow toru, czyli toru ,bardzo migkkiego” 1
~miekkiego” o przecietnych pionowych sztywnosciach statycznych na szyne odpowiednio 0.82-10°
N/m i 1.10-10® N/m oraz toru ,,twardego” o sztywnos$ci na szyne 2.03-10° N/m. Na tych rysunkach
liniami cienkimi zaznaczono receptancje bgdace wynikiem badan do$wiadczalnych, a liniami
grubymi — receptancje obliczone teoretycznie bedace w tym przypadku funkcjami odpowiedzi
czestotliwosciowej dyskretnego modelu toru kolejowego. W przypadku toru ,,bardzo migkkiego” i
,migkkiego” otrzymano dobra zgodno$¢ wynikéw obliczen teoretycznych z wynikami
doswiadczalnymi, rys. 6.9, 6.10. Natomiast w przypadku toru ,,twardego”, jak pokazano na rysunku
6.11, receptancje obliczone cechuje pewna rozbiezno$¢ w stosunku do receptancji uzyskanych
droga pomiardéw, szczeg6lnie w zakresie nizszych czgstotliwosci 0+200 Hz, w ktérym wystgpuja
ogblnie znane obiektywne trudnosci przy wyznaczaniu charakterystyk amplitudowo-
czestotliwosciowych w przypadku wzbudzania ukfadu rzeczywistego sygnatami impulsowymi.
Dlatego w [59] w tym zakresie czgstoSci zastosowano do pomiaréw wzbudzenie drgan toru
sygnatem stacjonarnym uzyskujac dzigki temu lepsza zgodno$¢ receptancji obliczonych
teoretycznie z otrzymanymi doswiadczalnie.
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Rys. 6.9 Pionowe i poprzeczne receptancje dynamiczne toru ,,bardzo migkkiego” o sztywnosci na szyn¢ 0.82-10° N/m

Przedstawione powyzej wyniki do$wiadczalnej identyfikacji parametrow modelu toru
kolejowego zostaly uzyskane w przypadku torow prostych przy zatozeniu ich symetrii wzglgdem
osi podtuznej, przez co tor mozna interpretowac jako ,,podwdjna szyng” podparta na podktadach.
Wtedy jedynie symetryczne wzgledem osi podtuznej toru postacie drgan moga by¢ przedmiotem
identyfikacji. Natomiast badanie niesymetrycznych postaci drgan toru wymaga dalszych badan
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Rys. 6.10 Pionowe i poprzeczne receptancje dynamiczne toru ,,mickkiego” o sztywnosci na szyne 1.10-10° N/m
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Rys. 6.11 Pionowe i poprzeczne receptancje dynamiczne toru ,,twardego” o sztywnosci na szyne 2.03-10° N/m

zarowno eksperymentalnych jak i teoretycznych. Receptancje dynamiczne proponowanego modelu
toru przyporzadkowywano kazdej pojedynczej ,,poduszce dynamiczne;” osobno lub
przyporzadkowywano je obydwom ,,poduszkom” wozka traktowanym jako drgajace wzajemnie ,,w
fazie”. Ruchy wzgledne tych ,,poduszek” sa silnie sprz¢zone widocznymi na rysunkach 6.1, 6.2 1
6.3 bezmasowymi elementami lepko-sprezystymi o sztywnosSciach k., k. 1 k., wartosci liczbowe
ktorych zidentyfikowano réwniez do$wiadczalnie droga poréwnywania odpowiadajacych sobie
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receptancji dynamicznych wyznaczanych bezposrednio w punktach wymuszenia drgan szyny oraz
w punktach szyny odlegtych od miejsc wymuszenia o warto$¢ rozstawu osi wozka 2b.

W pracach [179, 181, 186] badano réwniez oddziatywanie uktadow jezdnych pojazdow
szynowych z torem zwanym ,,bardzo twardym” o $redniej statycznej sztywno$ci pionowej na szyn¢
~3.0-10° N/m oraz z torem zwanym ,,$rednim” o $redniej statycznej sztywnosci pionowej na szyne
~1.4-10° N/m. W tych przypadkach toréw kolejowych parametry liczbowe proponowanego
dyskretnego modelu toru wyznaczano w sposob opisany w punkcie 6.1 z rdznica polegajaca na
poréwnywaniu pionowych 1 poprzecznych receptancji dynamicznych otrzymywanych droga
obliczen teoretycznych z analogicznymi receptancjami wyznaczanymi rowniez dzigki obliczeniom
teoretycznym lecz przy wykorzystaniu zlozonego modelu toru z pracy [152] w postaci skonczonej
struktury periodycznej, wlasno$ci dynamiczne i statyczne ktorego uprzednio takze zidentyfikowano
doswiadczalnie.

6.4 Wyniki obliczen otrzymane za pomoca dyskretno-ciaglych modeli ukladéw wozek toczny -
tor kolejowy

6.4.1 Analiza drgan wlasnych

W celu umozliwienia oceny wtasnosci dynamicznych uktadu jezdnego pojazdu szynowego
oddziatywujacego z torem wydaje si¢ by¢ wskazanym przeprowadzenie badan jakosciowych
modelu tego obiektu w formie analizy drgan wtasnych. Jak zaznaczono w punkcie 6.1, zagadnienie
drgan wiasnych niettumionych dyskretno-ciagtego modelu ukladu woézek kolejowy — tor jest
rozwigzywane w postaci niezaleznych czterech ,,podprobleméw” wiasnych: drgan gigtnych
zestawOw kotowych sprzezonych z pionowymi drganiami modelu toru, drgan skretnych zestawow
kotowych, drgan poprzecznych modelu wdzka oraz wlasnych drgan poprzecznych modelu toru. W
pracach [179, 181] badano oddzialywanie dynamiczne z torem ,bardzo twardym” i ,,$rednim”
pojedynczego zestawu kolowego typu BA-14 o 4 tarczach hamulcowych, prawidtowos¢ doboru
parametrow ktérego rozpatrywano w punkcie 6.3.1. Badanie wilasnych drgan gietnych zestawu
kotowego sprzgzonych z pionowymi drganiami toru sprowadza si¢ w tym przypadku do analizy
problemu przestrzennych drgan klasycznego watu wirnikowego zawieszonego w obu koncach na
podporach o wlasnos$ciach anizotropowych ze wzgledu na rézne wartosci sztywno$ci pionowego i
wzdluznego usprezynowania pierwotnego rzeczywistego wozka kolejowego. Te anizotropig
zwigksza tu obecno$¢ modelu toru pehlniacego role dodatkowych podpor dziatajacych tylko w
ptaszczyznie pionowej. Na rysunku 6.12a przedstawiono uzyskane przy wykorzystaniu procedury
obliczeniowej opisanej w punkcie 6.2 10 pierwszych postaci gigtnych drgan wlasnych uktadu
zestaw kotowy — tor w zakresie czestotliwosci 0+250 Hz przy predkosci wirowania osi Q=150 rad/s
odpowiadajacej predkosci ruchu pojazdu szynowego v,=69 m/s=248.4 km/h dla promienia tocznego
kota jezdnego r,=0.46 m. Na tym rysunku liniami ciaglymi zaznaczono rzuty kolejnych funkcji
wlasnych na plaszczyzng pionowa, a liniami przerywanymi zaznaczono rzuty kolejnych funkcji
wilasnych na plaszczyzng pozioma. Naturalna konsekwencja symetrycznej struktury
rozpatrywanego ukladu wzgledem osi podluznej toru jest otrzymywanie symetrycznych i
antysymetrycznych postaci drgan witasnych, jak pokazano na rys. 6.12a. Silnie anizotropowe
warunki podparcia zestawu kolowego powoduja wyrazne roznice ksztalttow odpowiednio
pionowych 1 poziomych sktadowych funkcji wiasnych w przypadku pierwszych sze$ciu postaci
drgan. Natomiast pozostate cztery postacie drgan charakteryzuja si¢ prawie identycznymi
pionowymi 1 poziomymi skladowymi funkcji wiasnych, co §wiadczy o malym na nie wptywie
wlasnos$ci podparcia. Poniewaz rozpatrywany zestaw kolowy BA-14 jest stosowany w szybkich
pasazerskich pociagach super-ekspresowych ICE, zbadano rowniez wptyw efektow zyroskopowych
na wartosci czgstosci jego pierwszych 10 postaci gigtnych drgan wilasnych. Na rysunku 6.12b
zamieszczono wykresy wartosci tych czestotliwosci w funkcji predkosci katowej osi zestawu w
zakresie Q=0+250 rad/s, co dla wymienionego promienia tocznego r, odpowiada zakresowi
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predkosci jazdy 0+414 km/h. Z otrzymanych zalezno$ci wynika, ze wplyw efektéw zyroskopwych,
a wigc 1 predkosci jazdy, na pierwsze 4 postacie drgan gigtnych zestawu kotowego jest pomijalny,
gdyz wartos$ci odpowiadajacych im czestosci praktycznie nie zmieniaja si¢ w calym badanym
zakresie predkosci katowych. Natomiast pozostate 6 postaci drgan wlasnych cechuje wyrazna
zalezno$¢ warto$ci czgstosci od predkosci katowej zestawu, czyli 1 od predkosci jazdy pociagu.
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Rys. 6.12 Wyniki analizy gigtnych drgan wlasnych pojedynczego zestawu kolowego BA-14: (a) pierwsze 10 funkcji
wilasnych i odpowiadajace im czgstosci, (b) zalezno§¢ wartosci czgstotliwosci drgan wiasnych od predkosci
katowej zestawu
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Wzrost QQ powoduje spadek wartosci czgstosci wlasnych w przypadku piatej, siddmej i dziewiatej
postaci drgan oraz zwigkszanie warto$ci czgstosci wlasnych w przypadku szostej, 0smej i dziesiatej
postaci drgan gigtnych zestawu kolowego, jak pokazano na rys. 6.12b. W zwiazku z powyzszym
mozemy stwierdzi¢, ze szybko obracajacy si¢ kolejowy zestaw kotowy wykazuje opisane m.in. w
pracach [60, 100, 101] efekty precesji wspotbieznej 1 przeciwbieznej typowe dla watow
wirnikowych podpartych w tozyskach o wtasno$ciach anizotropowych.

W przypadku rozwiazywania zagadnienia skrg¢tnych drgan wilasnych kolejowy zestaw
kotowy mozna traktowac jako wat stopniowy z osadzonymi na nim sztywnymi tarczami. Pierwsze
pie¢ funkcji wlasnych i odpowiadajace im czestotliwosci skretnych drgan wtasnych niettumionych
modelu zestawu kotowego BA-14 z czterema tarczami hamulcowymi przedstawia rysunek 6.13. Z
rysunku tego wynika, ze w zakresie czgstotliwosci 0+1000 Hz rozpatrywany zestaw kolowy ma 3
antysymetryczne i 2 symetryczne postacie skretnych drgan wiasnych.

£1=83.236 [Hz] £2=238.920 [Hz]

£3=402.136 [Hz] f4=517.310 [Hz]

-1 -1

£5=563.044 [Hz]

-1

Rys. 6.13 Pierwsze 5 funkcji skrgtnych drgan wlasnych zestawu kotowego BA-14 i odpowiadajace im czgstotliwosci

Rozwiazujac zagadnienie drgan wiasnych dyskretno-ciaglego modelu catego wozka analiza
drgan skretnych sprowadza si¢ do rozpatrywania reprezentujacych oba zestawy kolowe dwoch
niezaleznych waléw stopniowych z osadzonymi na nich sztywnymi tarczami. Natomiast przy
rozwigzywaniu zagadnienia gi¢tnych drgan wlasnych zestawdéw kotowych nalezy je interpretowac
jako drgania dwoch klasycznych wirnikow wzajemnie sprzezone z jednej strony oddzialywaniem
ramy wozka, a z drugiej strony podparciem modelu toru petniacego tu réwniez rolg dodatkowych
tozysk dziatajacych jedynie w kierunku pionowym. W pracy [186] dokonano analizy drgan
wlasnych dyskretno-ciaglego modelu wozka polskiej produkeji typu 25ANa o zestawach kolowych
majacych po 2 tarcze hamulcowe przeznaczonego do nowoczesnych wagonoéw pasazerskich.
Rysunki 6.14 a,b przedstawiaja w zakresie czgstotliwosci 0+250 Hz przyktadowe wyniki analizy
drgan gigtnych modelu tego wozka oddziatywujacego ze wspomnianym powyzej torem ,,twardym”,
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receptancje dynamiczne ktérego pokazano na rys. 6.11. Tymi wynikami sa funkcje wlasne i
przyporzadkowane im czgstosci otrzymane przy predkosci katowej zestawdw kotowych Q=120.8
rad/s odpowiadajacej dla promienia tocznego kota jezdnego »,=0.46 m maksymalnej dopuszczalne;j
predkosci jazdy wymienionego wozka v,=55.6 m/s=200 km/h. Na rysunkach 6.14 a,b sktadowe
pionowe funkcji wlasnych pierwszego zestawu kolowego wozka zaznaczono liniami czerwonymi, a
sktadowe poziome — liniami niebieskimi. Z kolei sktadowe pionowe funkcji wlasnych drugiego
zestawu kotowego wozka zaznaczono liniami zielonymi, a sktadowe poziome — liniami czarnymi.
Lewe i1 prawe ,,konce” sktadowych funkcji wlasnych obu zestawow kolowych sa polaczone za
pomoca kresek odpowiednio w tych samych kolorach z punktami, ktére w sposob symboliczny
obrazuja przemieszczenia modalne przyporzadkowanych ,koncom” tych funkcji ,,naroznikow”
bryly sztywnej reprezentujacej bezwtadno$¢ ramy wozka. Dzigki temu mozna obserwowac
przemieszczenia modalne ramy wozka wzglgdem modalnych przemieszczen zestawow kotowych.
W rozpatrywanym zakresie czgstotliwo$ci badany uktad wozek-tor ma 25 postaci gigtnych drgan
wlasnych, z ktorych na rysunkach 6.14 a,b przedstawiono tylko 24. Jak wynika z rys. 6.14a,
pierwsze dziewig¢ postaci drgan zawiera si¢ w tzw. kolejowym zakresie “niskich” czgstotliwosci
oddziatywania 030 Hz. Te postacie drgan charakteryzuja si¢ niedoksztalconymi lub prawie
nieodksztatconymi zestawami kotowymi. W przypadku pierwszej postaci drgan o czgstotliwos$ci
fi=4.441 Hz obydwa zestawy kolowe obracaja si¢ ,,w fazie” wraz z rama wozka wokot osi
pionowej. Przy drugiej postaci drgan (f,=6.624 Hz) obydwa zestawy kolowe pozostaja w
spoczynku, a jedynie rama wozka doznaje przemieszczen translacyjnych w kierunku pionowym.
Przy trzeciej postaci (/3=6.950 Hz) obydwa zestawy kolowe drgaja razem w tylko kierunku
wzdluznym symetrycznie wzgledem osi toru ,,w fazie” z przemieszczeniami translacyjnymi ramy
wozka. W przypadku czwartej postaci drgan o czestotliwosci £2=8.396 Hz obydwa zestawy kotowe
pozostaja w spoczynku, a jedynie rama wdzka obraca si¢ wokot osi podtuzne;j, tj. rownoleglej do osi
toru. Pigta posta¢ drgan (f5=9.403 Hz) odpowiada tzw. kotysaniu wzdtuznemu, przy ktérym obydwa
zestawy kotowe pozostaja w spoczynku, a jedynie rama wozka obraca si¢ wokot osi poprzecznej,
czyli poziomej prostopadiej do osi toru. Przy szostej postaci (f¢=15.370 Hz) rama wozka pozostaje
w spoczynku, a obydwa zestawy kotowe drgaja symetrycznie w kierunku wzdluznym wzajemnie
,»W przeciw-fazie”. W przypadku siddmej postaci drgan o czgstotliwosci /7=21.116 Hz rama wozka
rowniez pozostaje w spoczynku, a obydwa zestawy kotowe doznaja wzajemnych obrotow ,w
przeciw-fazie” tylko wokot osi pionowej. Osma postaé drgan (f;=24.339 Hz) stanowi
przeciwienstwo postaci trzeciej, gdzie obydwa zestawy kotowe drgaja razem symetrycznie w
kierunku wzdtuznym ,,w przeciw-fazie” wzglegdem ramy woézka. Podobnie, dziewiata posta¢ drgan
o czestotliwosci f5=26.911 Hz jest przeciwienstwem postaci pierwszej, gdzie obydwa zestawy
kolowe obracaja si¢ razem wzgledem osi pionowej ,,w przeciw-fazie” w stosunku do obracajacej si¢
rowniez wokot tej osi ramy wozka. Jak zaznaczono w pracy [186], analogiczna analiza gigtnych
drgan wlasnych przeprowadzona dla rozpatrywanego typu wozka oddzialywujacego z torem
,bardzo migkkim” oraz z torem ,bardzo twardym” w zakresie czgstosci 030 Hz daje niemal
identyczne wyniki, tj. funkcje i1 czgstosci, jak te przedstawione na rys. 6.14a. Oznacza to, ze w
zakresie 030 Hz statyczne i1 dynamiczne wiasnosci toru nie wplywaja istotnie na proces
oddziatywania z woézkiem kolejowym, co uzasadnia powszechnie stosowane zalozenie modelu
sztywnego toru przyjmowane przez wigkszo$¢ badaczy w zakresie niskich czgstosci drgan
pojazdow szynowych, [84, 135, 145, 196]. Co wigcej, analiza gigtnych drgan wiasnych
omawianego uktadu woézek-tor przeprowadzona przy réznych predkosciach katowych zestawow
kotowych w zakresie (2=0+250 rad/s wykazata znikomy wplyw efektow zyroskopowych na
wszystkie postacie i1 czgstotliwosci wlasne otrzymane w zakresie niskich czestosci.

Nastgpne 15 postaci drgan gigtnych nalezy juz do typowego zakresu kolejowych $rednich
czestosci oddzialywania pojazd szynowy — tor, gdzie pierwszym z nich odpowiadaja cz¢stotliwosci
wlasne wigksze niz 60 Hz. Jak pokazuja rysunki 6.14 a i b, w przypadku wszystkich postaci
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odksztalcenia gigtne zestawow kolowych sa dominujace, a rama wozka pozostaje w spoczynku. W
tym zakresie czgstosci obydwa zestawy kotowe zachowuja si¢ jak dwa klasyczne wirniki, ktorych
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Rys. 6.14a Wyniki analizy gigtnych drgan witasnych dyskretno-ciaglego modelu zestawoéw kotowych wozka 25ANa -
pierwsze 12 funkcji wlasnych i odpowiadajace im czgstotliwosci
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Rys. 6.14b Wyniki analizy gigtnych drgan wlasnych dyskretno-ciaglego modelu zestawow kotowych wozka 25ANa -
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drgania gigtne sa wzajemnie ze soba sprz¢zone nie poprzez ramg wozka, lecz wskutek
oddziatywania z torem. Ponadto, na wirujace zestawy dziataja sity zyroskopowe sprzegajac ich
drgania w plaszczyznie pionowej i poziomej, co demonstrujq ksztatty wszystkich funkcji wtasnych
pokazanych na rys. 6.14 a,b, tj. od postaci 10-tej do 24-tej. Poréwnujac funkcje wiasne i
przyporzadkowane im czgstosci kolejnych Srednioczgstotliwo$ciowych postaci drgan z
analogicznymi postaciami drgan wtasnych otrzymanych dla pojedynczego zestawu kotowego w
pracach [179, 181] i pokazanych na rys. 6.12a, nietrudno zauwazy¢ podobienstwo ksztaltow
odpowiadajacych sobie funkcji wlasnych oraz zblizone wartosci przyporzadkowanych im
czestotliwos$ci. Niemniej jednak nalezy podkresli¢, ze przy kazdej postaci drgan odpowiadajace;j
precesji wspotbieznej 1 przeciwbieznej w przypadku drgan dwoch identycznych zestawow
kolowych wozka kazdy zestaw drga wzgledem drugiego ,,w fazie” oraz ,,w przeciw-fazie”, co
podwaja taczna liczbg ,,wirnikowych” postaci drgan gigtnych w badanym zakresie $rednich
czestosci. Jak wykazano w [186], analogiczne wyniki analizy gietnych drgan wiasnych w zakresie
$rednich czgsto$ci modelu badanego wozka oddziatywujacego z torem ,,bardzo migkkim” oraz z
torem ,,bardzo twardym” charakteryzuje podobienstwo ksztattdéw odpowiadajacych sobie funkcji
wlasnych, przy czym wzajemne roéznice wzglgdne wartosci przyporzadkowanych tym funkcjom
czestosci wynosza przecigtnie od kilku do kilkunastu procent, nie przekraczajac w tylko jednym
przypadku 23%. Ponadto, mozna zaobserwowac nieco odmienng kolejnos$¢ nastepujacych po sobie
postaci drgan wlasnych.

Na rysunku 6.15 przedstawiono wyniki analizy skretnych drgan wilasnych modelu
pojedynczego zestawu kotowego wozka 25ANa. Przeprowadzone obliczenia wykazaty, ze w
zakresie $rednich czgsto$ci badany pojedynczy zestaw kotowy o 2 tarczach hamulcowych ma dwie
antysymetryczne i jedna symetryczna posta¢ drgan. W przypadku dwoéch identycznych zestawdw
kotowych w wozku funkcje wlasne tych postaci wystgpuja nawzajem odpowiednio ,,w fazie” oraz
W przeciw-fazie”, dajac taczna liczbe szesciu skretnych postaci drgan witasnych modelu catego

wozka.
f1=73.416 [Hz] £2=313.666 [Hz]

-1 ' -1

£3=373.379 [Hz]

-1

Rys. 6.15 Pierwsze 3 funkcje skrgtnych drgan wiasnych i odpowiadajace im czgstotliwosci dyskretno-ciaglego modelu
zestawu kotowego wozka 25ANa

Zademonstrowane powyzej przyktady analizy drgan wilasnych dotyczyly standardowego
rozwigzania konstrukcyjnego uktadu jezdnego pojazdu szynowego, ktérego model mechaniczny
wozka pokazano na rys. 6.1. W dalszej czesci zostang przedstawione wyniki analizy drgan
wlasnych oddziatywujacego z torem ,,bardzo twardym” wozka lekkiej konstrukeji, dyskretno-ciagty
model ktorego ilustruje rys. 6.2. W sposob analogiczny jak na rys. 6.14 a,b na rysunkach 6.16 a,b
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pokazano kolejne funkcje wlasne i odpowiadajace im czgstosci gigtnych drgan wiasnych dla
parametrow modelu opisanego w pracy [197] eksperymentalnego wozka lekkiej konstrukcji firmy
Bombardier-Talbot typu ICE-21 przeznaczonego do jazdy z predkoscia maksymalna do 400 km/h.
Jedynie kreski obrazujace w sposoéb symboliczny przemieszczenia modalne odpowiednich
,haroznikow” bryly sztywnej reprezentujacej bezwladno$¢ ramy woézka tacza si¢ z funkcjami
wlasnymi zestawow kotowych nie na ich koncach, lecz na odcinkach migdzy kotami jezdnymi a
tarczami hamulcowymi, co odzwierciedla wspomniane w punkcie 6.1 i schematycznie pokazane na
rys. 6.2 tzw. wewnetrzne utozyskowanie osi zestawow kotowych wozka lekkiej konstrukceji. Ze
wzgledu na wspomniane powyzej mniejsze masy poszczegolnych komponentéw tego typu wozka
oraz na jego bardziej sztywna i zwarta strukturg, w badanym zakresie czgstotliwosci 0+250 Hz
otrzymano jedynie 21 postaci wlasnych drgan gigtnych obu zestawdéw kotowych sprzezonych z
pionowymi drganiami modelu toru. Z wyjatkiem trzynastej i czternastej oraz dwoch najwyzszych
postaci drgan, tj. 20-tej i 21-szej, otrzymane wyniki praktycznie nie réznia si¢ jakosciowo od
analogicznych wynikéw analizy gigtnych drgan wilasnych zestawéw kotowych wozka
standardowego przedstawionych na rys. 6.14 a,b. Poszczegolnym postaciom drgan otrzymanym w
przypadku wozka standardowego mozna przyporzadkowac postaci uzyskane dla wézka lekkiej
konstrukcji. Jak wynika z rysunkow 6.16 a,b oraz 6.14 a,b, pierwsze] postaci wozka lekkiej
konstrukeji o czgstotliwosci f1=5.385 Hz odpowiada posta¢ czwarta wozka standardowego, postaci
drugiej (,=7.154 Hz) odpowiada rowniez posta¢ druga, postaci trzeciej (3=10.423 Hz) odpowiada
postac piata, postaci czwartej (f2=19.081 Hz) odpowiada postaé pierwsza, postaci piatej (fs=27.804
Hz) odpowiada postac trzecia, postaci szostej (f¢=41.979 Hz) odpowiada posta¢ siddma, postaci
siodmej (f7=49.598 Hz) odpowiada posta¢ dziewiata, postaci 6smej (fs=51.181 Hz) odpowiada
posta¢ szosta, a postaci dziewiatej (fo=72.344 Hz) odpowiada posta¢ 6sma. Z kolei postaciom
dziesiatej (f10=78.300 Hz), jedenastej (f;;=84.406 Hz) i dwunastej (f;,=107.026 Hz) oraz pigtnastej
(f15=129.614 Hz), szesnastej (fic=176.472 Hz) i siedemnastej (f1;=180.257 Hz) modelu wodzka
lekkiej konstrukcji odpowiadaja te same postaci drgan wilasnych uzyskane w przypadku wozka
standardowego, a postaciom osiemnastej (f;s=237.487 Hz) i1 dziewigtnastej (f1o=51.181 Hz)
przedstawionym na rys. 6.16b mozna przyporzadkowa¢ odwrotnie, tj. odpowiednio postac
dziewigtnasta 1 osiemnasta pokazane na rys. 6.14b. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze z wyjatkiem
postaci pierwszej i1 czwartej poszczegdlne postaci drgan zestawdéw kotowych wodzka lekkiej
konstrukcji charakteryzuja si¢ wigkszymi warto$ciami czgsto$ci niz odpowiadajace jej postaci
otrzymane w przypadku wozka standardowego. Wynika to z zalozonej wigkszej sztywnosci
dynamicznej wézka lekkiej konstrukcji w pordwnaniu z wozkiem tradycyjnym. Na uwage zastuguja
réwniez niesymetryczne wzgledem osi podluznej toru ksztalty funkcji wilasnych zestawow
kolowych przedstawione na rys. 6.16 a,b spowodowane niesymetrycznym osadzeniem tarcz
hamulcowych na obu osiach wdzka typu ICE-21, co zilustrowano na rysunku 6.2.

Na rysunku 6.17 przedstawiono wyniki analizy skr¢tnych drgan wiasnych dwoch zestawow
kotowych wozka lekkiej konstrukcji typu ICE-21. W przypadku tego wozka obliczenia wykazaty,
ze w zakresie $rednich czgstosci kazdy pojedynczy zestaw kotowy o jednej niesymetrycznie
osadzonej tarczy hamulcowej ma dwie niesymetryczne postacie drgan. W rzeczywisto$ci przy
dwoéch identycznych zestawach kolowych lecz odwrotnie zamontowanych w ramie woézka ich
kolejne dwie czgstoSci wlasne maja takie same warto$ci liczbowe, a odpowiadajace tym
czestosciom funkcje wlasne jednego zestawu stanowia lustrzane odbicie wzgledem osi podtuzne;j
toru funkcji wilasnych drugiego zestawu. Podobnie jak w przypadku wozka standardowego
przyporzadkowane tym czgstosciom postacie obu zestawow kotowych wystepuja nawzajem
odpowiednio ,,w fazie” oraz ,w przeciw-fazie”, dajac taczna liczbg czterech skretnych postaci
drgan wlasnych modelu catego wozka.
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Rys. 6.16a Wyniki analizy gigtnych drgan wlasnych dyskretno-ciaglego modelu zestawdw kotowych wozka lekkiej
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f13 =112.002 Hz f14 = 114.879 Hz f15=129.614 Hz

f16 = 176.472 Hz f17 = 180.257 Hz f18 = 237.487 Hz

f19 = 237.610 Hz f20 = 247.495 Hz f21 = 249.677 Hz

Rys. 6.16b Wyniki analizy gigtnych drgan wlasnych dyskretno-ciaglego modelu zestawow kotowych wozka lekkiej
konstrukeji ICE-21 - nastgpne 9 funkcji whasnych i odpowiadajace im czgstotliwosci

Przeprowadzajac analiz¢ drgan witasnych nietltumionych dyskretno-ciaglego modelu uktadu
wozek kolejowy - tor pominigto badanie drgan poprzecznych modelu samego woézka oraz drgan
poprzecznych modelu toru wyszczeg6lnionych jako ,,podproblemy” wiasne odpowiednio 3 i 4 w
punkcie 6.2.1. Nalezy zaznaczy¢, ze wyznaczanie czestosci 1 wektorow wiasnych drgan
poprzecznych dyskretnych modeli wozka i toru nalezy przede wszystkim do operacji pomocniczych
przy rozwiazywaniu zagadnienia drgan wymuszonych pelnego uktadu wozek - tor. Natomiast same
wyniki analizy poprzecznych drgan wilasnych modelu toru kolejowego znalazty swoje petniejsze
odzwierciedlenie przy wyznaczaniu jego poprzecznych receptancji dynamicznych, a oddzielne
przedstawianie wynikdw analizy drgan poprzecznych dyskretnego modelu wozka o siedmiu czy
dziewigciu stopniach swobody wydaje si¢ by¢ malo interesujace z punktu widzenia ogdlnego
profilu i celu niniejszej pracy.
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Rys. 6.17 Pierwsze 4 postacie skre¢tnych drgan wlasnych i odpowiadajace im czgstotliwos$ci dyskretno-ciaglego modelu
dwoch zestawow kotowych wozka lekkiej konstrukeji typu ICE-21

6.4.2 Wyznaczanie funkcji odpowiedzi czg¢stotliwosciowej (FRF)

Przeprowadzone w poprzednim punkcie badanie drgan wiasnych niettumionych dyskretno-
ciagtego modelu ukladu wozek kolejowy — tor pozwalaja na oceng wiasnosci dynamicznych
poszczegbdlnych komponentow rozpatrywanego obiektu, czyli zestawdow kotowych, calego wdzka
oraz toru, w ramach rozwiazywania ,,podprobleméw” wiasnych 1, 2, 3 i 4 zdefiniowanych w
punkcie 6.2.1. Natomiast znajomos$¢ funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowej (FRF) umozliwia
jakosciowe badanie wlasnosci dynamicznych calego zlinearyzowanego modelu uktadu wozek — tor
z uwzglednieniem tlumienia oraz efektéw kontaktu stycznego kota jezdne — szyny 1 znajdowania w
ten sposob zakresOw czgstoSci powstawania rezonanséw 1 antyrezonansOw wszystkich
rozpatrywanych rodzajéow drgan traktowanych jako wzajemnie ze soba sprz¢zone. Na rysunku 6.18
przedstawiono funkcje odpowiedzi czgstotliwosciowe] wyznaczone wedtug rownania (3.30) dla
parametrow woézka wagonu pasazerskiego 25ANa oddziatywujacego z trzema rodzajami torow:
,bardzo miekkim” i ,,twardym” o pionowych sztywnosciach statycznych na szyne 0.82:10° N/m i
2.03-10° N/m, receptancje dynamiczne ktorych pokazano odpowiednio na rys. 6.9 i 6.11, oraz z
torem ,,bardzo twardym” o pionowej sztywnosci statycznej na szyne 3.0-10° N/m. We wszystkich
trzech przypadkach jako wymuszenie zewngtrzne przyjeto przylozone migdzy kotem jezdnym
wozka a szyna w kierunku pionowym obciazenie harmoniczne o jednostkowej amplitudzie
dziatajace w zakresie czgstotliwosci 0+1300 Hz. Na podstawie otrzymanych krzywych mozna
stwierdzi¢, ze w przypadku wszystkich trzech rodzajow toru ,,piki” mozliwych rezonanséw
wystepuja w zakresie czestotliwosci 0+250 Hz, co oznacza iz przy czestosciach wigkszych badany
uktad woézek kolejowy — tor nie jest wrazliwy na pionowe wymuszenia wywotywane na przyktad
nierowno$ciami powierzchni tocznych szyn (korugacjami), niekolowatoscia biezni kot jezdnych
(poligonalizacja) lub periodyczna fluktuacja wlasnosci toru podczas jazdy. W zakresie $rednich
czgstotliwoscei, tj. powyzej 30 Hz, strefa mozliwych najniebezpieczniejszych rezonans6w miesci si¢
w granicach 90+140 Hz, szczegdlnie w przy oddzialywaniu wozka z torami ,,bardzo twardym” i
Htwardym”, w przypadku ktorych ,,piki” funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowe] wystepuja przy
czgstotliwosciach odpowiednio 112 1 126 Hz, rys. 6.18. Natomiast w zakresie czgstotliwosci 3070
Hz przyczyna najsilniejszych drgan moze by¢ oddziatywanie zestawow kotowych wymienionego
typu wozka z torem ,,bardzo migkkim”. Jak wynika z rysunku 6.18, funkcje odpowiedzi
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czgstotliwosciowej otrzymane w przypadku rozpatrywanych trzech rodzajow toru kolejowego
wykazuja mozliwo$¢ powstawania niebezpiecznych rezonansOw rowniez w zakresie niskich
czgstotliwosci 0+30 Hz wzbudzanych na przyktad pionowymi nierowno$ciami toru, a powyzej 160
Hz funkcje te staja si¢ do siebie bardzo podobne.

-8

-10

FRF [m/N]

-12

| | — bogie - 'very soft' track (0.82*10**8 N/m)

— - bogie - 'hard' track (2.03*10**8 N/m)
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Rys. 6.18 Funkcje odpowiedzi czgstotliwosciowej dyskretno-ciagtego modelu wozka typu 25ANa oddzialywujacego z
torem: ,,bardzo migkkim” ( ), »twardym” (- - -) 1 ,,bardzo twardym” ( ).

Na rysunku 6.19 przedstawiono uzyskane w identyczny sposob jak powyzej funkcje
odpowiedzi czgstotliwosciowe] dyskretno-ciagtych modeli wozkéw wagonow pasazerskich
pociagéw super-ekspresowych ICE, tj. standardowego woézka MD-530 oraz wozka lekkiej
konstrukcji typu ICE-21, oddzialywujacych ze wspomnianym torem ,bardzo twardym”. Z
poréwnania otrzymanych krzywych wynika, ze z wyjatkiem trzech ,,waskich pikow” w zakresie
wyzszych czestotliwosci, tzn. wigkszych niz 900 Hz, funkcja odpowiedzi czgstotliwosciowe]
modelu woézka lekkiej konstrukcji charakteryzuje si¢ podobnymi zakresami wrazliwosci na
powstawanie rezonansow jak w przypadku wozka standardowego, przy czym jej kolejne ,,piki”
wystepuja odpowiednio przy wigkszych wartosciach czgsto$ci. Wiaze si¢ to z wykazana w
poprzednim punkcie droga analizy drgan wlasnych wyzsza sztywnos$cia dynamiczna prototypowego
wozka typu ICE-21. Z punktu widzenia obserwowanych w rzeczywistosci w granicach predkos$ci
jazdy po twardych torach 200+280 km/h uciazliwych przy eksploatacji wozka tradycyjnego MD-
530 efektow szybkiego zuzywania si¢ powierzchni tocznych kot jezdnych oraz generacji $rednio-
czestotliwo$ciowego hatasu typu ,,grumbling” (niem. ,,Brummen”) szczeg6lnie istotnym jest zakres
czestotliwosci 90+130 Hz, w ktorym zrodlem wymuszen rezonansowych moga by¢ przede
wszystkim niekolowato$¢ (poligonalizacja) biezni tych kot 1 periodyczna fluktuacja wlasnosci toru
podczas jazdy wywotywana podparciem szyn na podktadach, [37, 146]. W przypadku wozka MD-
530 wystgpujacy w tym zakresie ,,pik” funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowe] odpowiada
czestotliwosci 117.6 Hz, co dla powszechnie stosowanej wartosci rozstawu podkitadow [=0.6 m
stwarza mozliwo$¢ powstawania rezonansOw typu parametrycznego wzbudzanych periodyczna
zmienno$cia wilasnosci toru przy predkosci jazdy v,=254 km/h. W przypadku wozka lekkiej
konstrukcji omawiany ,,pik” funkcji odpowiedzi czgstotliwo$ciowe] wystepuje przy czgstotliwosci
153 Hz, co z kolei odpowiada predkosci jazdy v,=330 km/h, przy ktorej moze dochodzi¢ do
powstawania analogicznych rezonansow typu parametrycznego. Nalezy zauwazy¢, iz potwierdzone
przeprowadzonymi obliczeniami przesunigcie stref niebezpiecznych rezonansow w kierunku
wyzszych czestosci moglo by¢ jednym z gléwnych zamierzen konstrukcyjnych lekkiego wozka
typu ICE-21, [188, 197]. Wowczas rezonanse o tych czestosciach sa wzbudzane kinematycznie 1
parametrycznie przy odpowiednio wigkszych predkosciach jazdy, a jak wiadomo towarzysza im
wtedy zwykle intensywniejsza dyssypacja energii i na ogoét mniejsze amplitudy drgan.
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Rys. 6.19 Funkcje odpowiedzi czgstotliwosciowej oddziatywujacych z torem ,,bardzo twardym” dyskretno-ciatych
modeli: wozka standardowego MD-530 ( ) oraz wozka lekkiej konstrukeji typu ICE-21 ( )

6.4.3 Analiza drgan wymuszonych

W celu otrzymania odpowiedzi dynamicznej wywotanej oddziatywaniem pelnego
dyskretno-ciagtego modelu wozka kolejowego z torem nalezy rozwiaza¢ uktad nieliniowych i
parametrycznych réwnan rozniczkowych (6.7) metoda bezposredniego catkowania w zadanym
przedziale czasu. W omawianym przypadku réwnania (6.7) rozwiazywano metoda Newmarka przy
quasi-statycznych warunkach poczatkowych typu (2.10). W trakcie wykonywania symulacji
biezace warto$ci wielko$ci niezbednych do wyznaczania nieliniowych charakterystyk modelu
kontaktu koto jezdne-szyna, tj. sil normalnych Op(f) 1 Q;n3(f), [=1,2, oraz skltadowych
przemieszczen i poslizgow wzglednych, okreslano metoda ekstrapolacji kubicznej. Poniewaz w
przyjetym modelu mechanicznym drgania gigtno-skrgtno-osiowe zestawow kotowych woézka sa
sprz¢zone z pionowymi i poprzecznymi drganiami toru, zgodnie z zastosowanymi rozwigzaniami
metoda Fouriera oraz metoda transformacji wspotrzegdnych uogolnionych do wspoétrzednych
glownych w postaci nieskonczonych i skonczonych szeregdw rozwinie¢ wzgledem ortogonalnych
funkcji 1 wektoréw wilasnych, catkowita liczba N rownan (6.7), ktore praktycznie nalezy rozwiazaé
z nalezyta do celow technicznych dokladnoscia, jest suma wszystkich postaci wlasnych drgan
gigtnych, skretnych i poprzecznych modelu wozka oraz wszystkich postaci wilasnych drgan
pionowych 1 poprzecznych modelu toru zawartych w rozpatrywanym zakresie czgstosci
dynamicznego oddziatywania.

Analiz¢ drgan wymuszanych wskutek dynamicznego oddziatywania ukladow jezdnych
wagonow kolejowych z torami przeprowadzono w pracach [179, 181] rozpatrujac pojedynczy
zestaw kotowy oraz w pracach [184, 186-188, 190] uwzgledniajac caty wozek. W [179, 181]
badano przyczyny wspomnianego w poprzednim podpunkcie przedwczesnego zuzywania si¢ biezni
kot jezdnych 1 generacji uciazliwego S$rednioczestotliwosciowego hatasu typu ,,grumbling”
wystepujacych w przypadku wozkow MD-530 niemieckich super-ekspresow ICE poruszajacych si¢
po torach o stosunkowo duzej sztywno$ci pionowej. Szukajac pierwotnego zrodia tych
niekorzystnych zjawisk jako wymuszenia zewngtrzne przyjgto resztkowe niewywagi statyczne i
dynamiczne kot jezdnych 1 tarcz hamulcowych zestawow kotowych BA-14 oraz wymuszenia typu
parametrycznego wywotywane periodyczna fluktuacja wlasnosci toru ,bardzo twardego” i
,Sredniego” podczas jazdy. Natomiast pominig¢to wszelkie kinematyczne wymuszenia zewngtrzne
spowodowane nierdwnosciami powierzchni tocznych szyn i niekolowatoscia biezni kot jezdnych
traktujac ten rodzaj wymuszen jako wtorne zrodlo wzbudzenia drgan powstale na skutek zuzycia
eksploatacyjnego.

W przypadku badania oddzialywania z torem jednego zestawu kotowego w zakresie
czgstotliwosci 0+-800 Hz uktad rownan (6.7) rozwiazywano numerycznie dla N=32 uwzgl¢dnionych
postaci drgan wlasnych, w tym 20 gigtnych, 5 skr¢tnych i 4 osiowych zestawu kotowego oraz 3
postaci drgan poprzecznych modelu toru. Symulacj¢ dynamicznego oddziatywania wymienionego
zestawu kotowego z torami prostymi 1 krzywoliniowymi przeprowadzano przy pr¢dkosciach jazdy
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Rys. 6.20 Odpowiedz dynamiczna dyskretno-ciagltego modelu uktadu zestaw kotowy-tor w formie periodycznego
rezonansu parametrycznego

odpowiadajacych czestosciom wymuszen stwarzajacych mozliwo$¢ powstawania rezonanséw
parametrycznych wzbudzanych okresowa zmienno$cia wtasnosci toru kolejowego. Na rysunku 6.20
przedstawiono przyktadowe wyniki takiej symulacji zaczerpnigte z pracy [179] w formie
przebiegéw dynamicznej pionowej sity kontaktu koto jezdne - szyna, dynamicznego momentu
skrecajacego przenoszonego przez o$ zestawu na odcinku miedzy kotem jezdnym a ,,sasiadujaca”
tarcza hamulcowa, przemieszczenia w kierunku wzdluznym $rodka geometrycznego kota jezdnego
oraz w formie orbity przemieszczenia pionowego 1 podtuznego $rodka geometrycznego tego kota.
Wszystkie wymienione wielko$ci wyznaczono w dziedzinie czasu i czgstosci. Z uwagi na symetri¢
struktury rozpatrywanego zestawu kolowego BA-14 oraz przyjety symetryczny rozktad wymuszen
wzgledem osi podluznej toru, analogiczne wyniki dotyczace drugiego kota zestawu sa niemal
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identyczne, a pewne pomijalne roznice stanowia rezultat nieuniknionych niedokltadnosci
numerycznego catkowania uktadu rownan (6.7). Pokazane na rys. 6.20 wyniki zostaty uzyskane
przy zatozonej predkosci jazdy v,=62 m/s =224 km/h, ktéra odpowiada zawartej we wzorze (6.1)
tzw. czgstotliwo$ci wymuszenia parametrycznego toru v,/[=103.6 Hz. Zachodzi wowczas zjawisko
periodycznego rezonansu parametrycznego pierwszego rz¢du wg definicji z pracy [92], kiedy to
czgstotliwos$¢ okresowej zmienno$ci parametrow modelu toru jest bliska jednej z czgstosci drgan
wlasnych badanego uktadu znajdujacej swoj wyraz w formie odpowiedniego ,,piku” funkcji
odpowiedzi czgstotliwo$ciowej pokazanej na rys. 6.20 w przypadku woézka MD-530 z zestawami
kolowymi BA-14. W wyniku tego rezonansu nastgpuje silna oscylacja pionowej sity kontaktowe;j
koto-szyna z amplituda osiagajaca 48% Sredniej wartosci grawitacyjnej i z podstawowa czgstoscia
vo/ls. W wyniku sprzgzenia drgan gi¢tnych z drganiami skretnymi zestawu kotowego nastgpuje
réwniez stosunkowo znaczna fluktuacja dynamicznego momentu skrgcajacego w osi o amplitudzie
przekraczajacej 500 Nm 1 o podstawowej czestosci vo/[; oraz o sktadowej dodatkowej o
czestotliwosci ~21.5 Hz odpowiadajacej synchronicznej czgstotliwo$ci wirowania zestawu
kotowego v./(2mr,) wzbudzanej resztkowymi niewywagami, gdzie 7,=0.46 m jest nominalnym
promieniem tocznym kota jezdnego. Jak wynika z szybkiej transformacji Fouriera (FFT) przebiegu
przemieszczenia podtuznego $rodka geometrycznego kota, resztkowe niewywagi kot jezdnych i
tarcz hamulcowych maja dominujacy wplyw na drgania zestawu w plaszczyznie poziomej, przy
czym wartosci ekstremalne zamieszczonej na rys. 6.20 orbity przemieszczen wskazuja na wyrazna
przewage drgan zestawu kotowego w plaszczyznie pionowej wzbudzanych badanym
oddziatywaniem parametrycznym toru.

Przedstawione na rys. 6.20 wyniki otrzymano dla parametréw 1 warunkoéw eksploatacji
badanego uktadu zestaw kotowy - tor, przy ktorych wspomniane powyzej nasilenie oddziatywania
dynamicznego wozka MD-530 jadacego po torze ,,bardzo twardym” jest obserwowane w praktyce.
Na podstawie tych wynikéw mozna wnioskowaé, ze nawet przy zalozonej idealnej geometrii toru
kolejowego 1 biezni kot jezdnych samo periodyczne podparcie szyn na podktadach staje si¢ zrodtem
wzbudzenia drgan uktadu na tyle silnych, by powstajace w efekcie duze przeciazenia dynamiczne
na styku kot 1 szyn mogly prowadzi¢ do trwatych uszkodzen ich powierzchni tocznych stajacych sie
z kolei dodatkowa przyczyna wymuszen typu kinematycznego - jeszcze bardziej niebezpieczng dla
trwatos$ci eksploatacyjnej tych elementow.

Analogiczne badania dotyczace wptywu samych wlasnosci dynamicznych i statycznych toru
kolejowego na charakter oddziatywania uktadu jezdnego z torem przeprowadzono w pracy [186]
przy wykorzystaniu dyskretno-ciaglego modelu catego wozka przyjmujac identycznie wymuszenia
jak w przyktadzie przedstawionym powyzej. Symulacje drgan wymuszonych wykonywano w
zakresie czg¢stotliwosci 0+1300 Hz. Wéwecezas uktad rownan (6.7) rozwiazywano przy liczbie N=76
uwzglednionych funkcji wlasnych, tj. 55 gigtnych, 8 skrgtnych, w tym 2 tzw. postaci sztywnych,
oraz 6 funkcji witasnych drgan poprzecznych modelu wozka i1 7 funkcji wihasnych drgan
poprzecznych modelu toru. Dodatkowymi badanymi wielko$ciami oprdécz wymienionych powyzej i
zilustrowanych na rys. 6.20 sa zdefiniowane w [145, 200] wzgledne poslizgi styczne migdzy kotami
jezdnymi a szynami odniesione do warto$ci poslizgu pelnego, kiedy nastgpuje utrata przyczepnosci.
Obliczenia wykonano dla parametrow wozka wagonu pasazerskiego typu 25ANa oddzialywujacego
z prostym i krzywoliniowym torem ,,twardym” i ,,bardzo migkkim”. W przypadku ,,twardego” toru
prostego otrzymano wyniki jako$ciowo podobne do tych zilustrowanych na rys. 6.20 w przypadku
zestawu kotowego BA-14. Jednak badane w catym zakresie predkosci eksploatacyjnych wodzka
25ANa nasilenie oddziatywania z torem ,twardym”, ktérego miar¢ stanowia wartosci amplitud
pionowych sit kontaktu kolo-szyna, dynamicznych momentéw skrgcajacych przenoszonych przez
osie zestawow kotowych oraz amplitudy pionowych i1 podtuznych przemieszczen s$rodkow
geometrycznych kot jezdnych, jest znacznie stabsze niz w przykladzie poprzednim. Natomiast w
przypadku oddziatywania wymienionego typu wozka z prostym torem ,,bardzo migkkim” fluktuacja
wlasnos$ci dynamicznych toru podczas jazdy oraz zatozone realne warto$ci resztkowych niewywag
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kot jezdnych i1 tarcz hamulcowych w catym zakresie predkosci eksploatacyjnych nie wywotuja
znaczacych drgan badanego uktadu.

2000
z T SR NRA PN AR SV A BV e
= Z, 1000
8 g
Re) o 0
.g L
) c -1000
s prOLBANRLAMLALA
-2000
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
time [s] time [s]
— 80 €
Z . Z 200
3 ., {YF_ "\ ‘W ‘IX\-’\ ) ag)_ 150
8 IN u ‘ﬂ WI‘ MX\ 5
= 40\,"]1‘\,&\\ '\]l‘j' 2 100
@ =
c 20 © 50
o ..
© n
0 T .
075 080 085 090 095 1.00 0 100 200 300
time [s] frequency [Hz]
& 0.45
(7]
(0]
2 0.40
= . 0
o) €
. E
0 = 035
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 g
8 030 - _
time [s] 2
%J 0.25
~— 0.04 s
- 2
= 0.03 \ | 0.20
: |
o -2 -1 0 1 2
E 0.01
o 0 ' longit. displacement [mm]
10 100 1000 10000

frequency [Hz]

Rys. 6.21 Odpowiedz dynamiczna modelu uktadu wozek kolejowy 25ANa - tor ,,twardy” podczas jazdy na tuku o
promieniu krzywizny 1800 m z predkoscia v,=177 km/h.

Na rysunku 6.21 przedstawiono przykladowe wyniki symulacji dynamicznego
oddziatywania omawianego typu woézka z krzywoliniowym torem ,twardym”, tj. z tukiem o
promieniu R,=1800 m i przechytce réwnej 0.08 m. Te wyniki otrzymano przy predkosci jazdy
vo=49.2 m/s=177 km/h powodujacej czestotliwos¢ wymuszenia parametrycznego toru v,/[=82 Hz,
ktorej to na rysunku 6.18 odpowiada ,,mniejszy pik” funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowej. Na
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rys. 6.21 ciaglymi liniami czarnymi zaznaczono odpowiedzi przyporzadkowanej zewngtrznemu na
tuku kotu pierwszego zestawu kotowego wozka, ciagtymi liniami szarymi zaznaczono odpowiedzi
przyporzadkowanej zewngtrznemu kotu drugiego zestawu kotowego, a czarnymi i szarymi liniami
przerywanymi zaznaczono odpowiedzi przyporzadkowane wewngtrznym na ‘tuku kolom
odpowiednio pierwszego i1 drugiego zestawu kotowego.

Dziatanie sit odsrodkowych podczas jazdy na tuku powoduje dociazenie zewngtrznych kot
wozka 1 odcigzenie kot wewngtrznych, co wplywa na uzyskane wigksze wartosci Srednie
pionowych dynamicznych sit kontaktu koto-szyna przyporzadkowanym kotom zewngtrznym oraz
na odpowiednio mniejsze warto$ci $rednie pionowych dynamicznych sit  kontaktu
przyporzadkowane kotom wewngtrznym, poréwnaniu z nominalnymi statycznymi warto$ciami
grawitacyjnymi jakie mozna byloby uzyska¢ w przypadku toru prostego bez przechytki. Jak mozna
zauwazy¢ na rysunku 6.21, dociskane zewngtrzne kola wozka doznaja nieco silniejszego
wymuszenia parametrycznego wywolywanego okresowa zmiennoscia wiasnosci toru w porownaniu
z odciagzonymi kotami wewngtrznymi, o czym $wiadcza otrzymane w przypadku kot zewngtrznych
nieznacznie wigksze niz w przypadku kot wewnetrznych amplitudy sit  kontaktowych
oddziatywania z szynami z podstawowa czgstotliwo$cia wymuszenia parametrycznego toru v,//=82
Hz. Ponadto, amplitudy fluktuacji sit kontaktowych sa wyraznie wigksze w przypadku kot drugiego
zestawu w pordwnaniu z amplitudami tych sit w przypadku kot zestawu pierwszego, co oznacza, ze
podczas jazdy po tuku z wymieniona predkoscia v,=49.2 m/s=177 km/h pierwszy zestaw kotowy
rozpatrywanego typu wozka jest dynamicznie odcigzony, a zestaw drugi jest dynamicznie
dociazony. Wystepujacy powszechnie w kolejowych zestawach kotowych brak mechanizmoéow
réznicowych powoduje powstawanie podczas jazdy na tukach znaczacych sktadowych podtuznych
poslizgow stycznych kot po szynach 1 odpowiadajacych im stycznych sit kontaktu. Sity te wywotuja
stosunkowo duze wartosci statycznych momentoéw skrecajacych przenoszonych przez osie
zestawOw oraz przemieszczen podluznych srodkéw geometrycznych kot jezdnych. Podczas jazdy
na tuku te wartosci sa dodatnie w przypadku przyspieszanych kot wewngtrznych i ujemne w
przypadku hamowanych kot zewnetrznych, a niemal identyczna w przypadku obu zestawow
kolowych wozka wartos¢ bezwzgledna sktadowej statej momentu skrgcajacego przenoszonego
przez osie w sasiedztwie wewngtrznych oraz zewnetrznych kot wynosi ~1500 Nm 1 jest znacznie
wigksza niz wartos$ci bezwzgledne amplitud fluktuacji tych momentéw o dwédch podstawowych
sktadowych czgstotliwosci, tj. synchronicznej vo/(2mr,)=17.02 Hz wzbudzanej resztkowymi
niewywagami dla »,=0.46 m oraz czg¢stotliwosci wymuszenia parametrycznego toru v,//[=82 Hz.
Wspomniane powyzej wykazane obliczeniami statyczne dociazenie zewngtrznych kot jezdnych
wozka 1 odciazenie kot wewnetrznych oraz dziatanie podtuznych stycznych sit kontaktowych koto-
szyna — hamujaco na kota zewngtrzne i1 przyspieszajaco na kota wewngtrzne powoduja, Zze podczas
jazdy na tuku punkty centralne orbit przemieszczen srodkow geometrycznych kot jezdnych doznaja
odpowiednich stalych przesunig¢ zaréwno w kierunku pionowym oraz wzdhluznym, rys. 6.21.
Podobnie jak w przypadku pionowych dynamicznych sit kontaktowych koto-szyna dociazenie
dynamiczne kot drugiego zestawu i odciazenie dynamiczne kot zestawu pierwszego wozka sa
przyczyna réwniez znacznie wigkszych amplitud sktadowych pionowych przemieszczen srodkow
geometrycznych kot drugiego zestawu w poréwnaniu z analogicznymi amplitudami przemieszczen
srodkow kot zestawu pierwszego.

Wymagajacymi szczegdlnego komentarza w przypadku omawiania wynikow symulacji
dynamicznego oddzialywania pojazdu szynowego z torem krzywoliniowym sa wypadkowe styczne
poslizgi wzgledne kot jezdnych po szynach odniesione do warto$ci poslizgu petnego w mysl
wspomnianej powyzej definicji podanej w [145, 200]. Jak wykazano w pracy [186], w przypadku
rozpatrywanego ukladu woézek kolejowy 25ANa - tor ,twardy”, przy zatozonych jak powyzej
wymuszeniach, podczas jazdy na torze prostym w calym zakresie predkosci eksploatacyjnych
chwilowe warto$ci poslizgow wzglednych nie przekraczaja 13% wartosci poslizgéw petnych
rownych w tym wypadku jedno$ci. Podczas jazdy na tuku podobny jak na torze prostym charakter
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maja przebiegi stycznych poslizgdbw wzglednych po szynie wewngtrznych kot jezdnych wozka.
Przebiegi te maja ksztalt gladkich krzywych o amplitudach nie przekraczajacych 18% wartosci
poslizgu pelnego 1 zmieniajacych si¢ z wymienionymi powyzej dwoma podstawowymi
czestotliwos$ciami: synchroniczna vo/(2mr,)=17.02 Hz wzbudzana resztkowymi niewywagami kot
jezdnych 1 tarcz hamulcowych oraz czgstotliwo$cia wymuszenia parametrycznego toru v.//=82 Hz,
jak zaznaczono liniami przerywanymi na rys. 6.21. Natomiast przebiegi wypadkowych poslizgow
stycznych po szynie zewngtrznych na tuku kot wozka maja ksztatt regularnych ,,palisad pikow”,
ktorych wartosci ekstremalne osiagaja 35 i 45% poslizgu pelnego odpowiednio w przypadku
pierwszego 1 drugiego zestawu kotowego. Szybka transformacja Fouriera (FFT) przebiegow tych
poslizgéw wykazata istnienie skladowych wysokoczgstotliwosciowych roztozonych nieregularnie
w calym badanym pasmie czgstotliwosci 0+33000 Hz wynikajacym z doktadnos$ci rozwiazywania
réwnan (6.7) uwarunkowanej przyjeta podstawowa dlugoscia kroku catkowania numerycznego.
Otrzymane postacie ,,g¢stych palisad pikow” przebiegéw wypadkowych poslizgéw wzglednych
zewngtrznych kot jezdnych wozka sa spowodowane charakterem oddziatywania dynamicznego
koto-szyna w kierunku poprzecznym prowadzacym do powstawania procesu zblizonego do tzw.
efektow ,,poslizg-przyleganie” (ang. “stick-slip” effects) typowych dla par ciat sztywnych w
kontakcie stycznym. Ze wzgledu na uzyskany nieregularny charakter tego oddziatywania wydaje
si¢ celowym przeprowadzenie dalszej analizy jakoSciowej otrzymanych wynikow z punktu
widzenia drgan chaotycznych.

W pracy [186] przedstawiono réwniez analogiczne wyniki symulacji dynamicznego
oddziatywania modelu uktadu woézek kolejowy 25ANa - tor ,twardy”, przy identycznych jak
powyzej wymuszeniach, podczas jazdy na tuku o promieniu krzywizny R,=4000 m i przechylce
0.06 m z predkoscia znacznie wykraczajaca poza zakres predkosci eksploatacyjnych wozka 25ANa
vo=75.6 m/s=272 km/h, przy ktorej czg¢stotliwo$§¢ wymuszenia parametrycznego toru v,/l=126 Hz
odpowiada ,,najwickszemu pikowi” funkcji odpowiedzi czgstotliwo$ciowej pokazanej na rys. 6.18.
Otrzymane wyniki sg jako$ciowo zblizone do tych z przypadku poprzedniego przedstawionych na
rysunku 6.21. Przy czegstotliwo$ci wymuszenia parametrycznego toru odpowiadajacej wigkszej
wrazliwo$ci rozpatrywanego ukltadu na wymuszenia pionowe przytozone migdzy kotami jezdnymi
a szynami otrzymano nieco wigksze amplitudy pionowych sil kontaktu koto-szyna, przy czym
najwigksze wartosci tych amplitud charakteryzuja tu kota pierwszego zestawu kotowego wozka,
$wiadczac o jego dociazeniu dynamicznym i odciazeniu zestawu drugiego, w przeciwienstwie do
przypadku omawianego powyzej. Przy wymaganym zwykle w praktyce wigkszym promieniu
krzywizny tuku R,=4000 m przyj¢tym przy tak duzej predkosci v,=272 km/h otrzymano mniejsze
wartosci ekstremalne wypadkowych poslizgéw wzglednych wynoszace ~15 1 25% poslizgu
pelnego, przyporzadkowane odpowiednio wewnetrznym i zewnetrznym kotom jezdnym woézka. W
konsekwencji uzyskano o polowg mniejsze warto$ci S$rednie momentow  skrgcajacych
przenoszonych przez osie zestawow kotowych w poréwnaniu z przypadkiem poprzednim.

W pracy [187] porownywano wyniki symulacji dynamicznego oddziatywania dyskretno-
ciaglego modelu wozka 25ANa z prostymi torami ,,twardym” 1 ,,bardzo migkkim” o pionowych
sztywno$ciach na szyne odpowiednio 2.03-10% i 0.82-10° N/m, ktorych receptancje przedstawiono
na rys. 6.9 i 6.11. Przeprowadzone badania maja tu bardziej realistyczny charakter, gdzie obok
wymuszen spowodowanych okresowa zmiennos$cia wlasno$ci toru podczas jazdy i resztkowymi
niewywagami kot jezdnych i1 tarcz hamulcowych przyjeto rowniez wymuszenia kinematyczne
wywotywane poligonalizacja typu heksagonalnego biezni k6t o amplitudzie 50 um i dlugosci fali
rownej 1/6 nominalnego obwodu kota oraz identycznymi w przypadku obu rodzajéw toru
korugacjami powierzchni tocznych szyn o amplitudzie 100 um i dtugosci fali 0.06 m. Na rysunkach
6.22 1 6.23 przedstawiono przyporzadkowane odpowiednio torowi ,bardzo migkkiemu” i
Ltwardemu” wyniki symulacji tych samych wielkosci jak w przypadku poprzednim, czyli
oddziatywania wozka 25ANa z torem ,twardym” krzywoliniowym. Ciagtymi liniami czarnymi
zaznaczono odpowiedzi przyporzadkowane prawemu kolu pierwszego zestawu wozka, liniami
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szarymi odpowiedzi przyporzadkowane prawemu kotu drugiego zestawu wozka, a przerywane linie
czarne oznaczaja odpowiednie wartosci statyczne. Analogicznie jak w omawianym powyzej
przyktadzie pojedynczego zestawu kotowego oddzialywujacego z torem prostym, z uwagi na
symetri¢ struktury rozpatrywanego typu wozka oraz przyjety symetryczny rozktad wymuszen
wzgledem osi podtuznej toru wyniki przyporzadkowane lewym kotom sa niemal identyczne, przez
co nie zostaly pokazane w formie wykresow. Aby przeprowadzone poréwnanie uczyni¢ bardziej
obiektywnym, odpowiedzi dynamiczne w przypadku toru ,bardzo migkkiego” i ,,twardego”
uzyskano przy jednakowej predkosci jazdy v,=55 m/s réwnej w przyblizeniu maksymalnej
dopuszczalnej predkosci eksploatacyjnej rozpatrywanego typu wozka, tj. 200 km/h.
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Rys. 6.22 Odpowiedz dynamiczna dyskretno-ciaglego modelu wozka 25 ANa oddziatywujacego
z torem ,,bardzo migkkim”.
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Z pordéwnania odpowiadajacych sobie wykresow zamieszczonych na rysunkach 6.22 i 6.23
wynika, ze wlasnosci statyczne 1 dynamiczne toru istotnie wptywaja na wartosci ekstremalne
pionowych sit kontaktowych koto-szyna. W obydwu badanych przypadkach toru wymuszenia
kinematyczne wywotane stosunkowo mocno spoligonalizowanymi biezniami kot jezdnych oraz
skorugowanymi powierzchniami tocznymi szyn wzbudzaja bardzo silne oscylacje sit kontaktowych
wokot statej grawitacyjnej wartosci Sredniej. Wartosci bezwzgledne amplitud tych oscylacji w
przypadku toru ,,bardzo migkkiego” prawie osiagaja $rednia statyczna sity kontaktowej, rys. 6.22, a
w przypadku toru ,twardego” przekraczaja t¢ Srednia o ok. 20% powodujac chwilowe odciazenia
dynamiczne prowadzace do tzw. ,,mikro-odrywania” kot jezdnych wézka od szyn, rys. 6.23. Szybka
transformacja Fouriera (FFT) wykazuje, iz w obydwu przypadkach toru dominujacy wptyw na
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przebiegi pionowych sil kontaktu kolo-szyna maja skltadowa o czgstotliwosci 114 Hz
odpowiadajacej wymuszeniu pochodzacemu od poligonalizacji biezni két oraz skladowa o
czgstotliwosci ~915 Hz wzbudzana korugacjami powierzchni tocznych szyn. Nalezy zauwazy¢, ze
wplyw wymuszenia parametrycznego wskutek periodycznej fluktuacji wlasnosci toru podczas jazdy
o podstawowej czgstotliwosci vo/[=91.5 Hz jest prawie pomijalny w przypadku toru ,bardzo
migkkiego”, rys. 6.22. Natomiast w przypadku toru ,,twardego” wptyw tego rodzaju wymuszenia
staje si¢ bardziej widoczny. Woéwczas odpowiadajacy jemu ,,pik” pionowej sity kontaktowej jest
poréwnywalny z ,pikiem” pochodzacym od wymuszenia kinematycznego wywotywanego
korugacjami powierzchni tocznych szyn, jak pokazano na rysunku 6.23. Wiasnosci statyczne i
dynamiczne toru istotnie wplywaja rowniez na przebiegi wypadkowych poslizgow stycznych
migdzy kotami a szynami. W przypadku toru ,,bardzo migkkiego”, kiedy ,,mikro-odrywania” kot
jezdnych wozka od szyn nie wystepuja, oddzialywanie dynamiczne ogranicza si¢ jedynie do tzw.
,»mikro-poslizgow”, wartosci maksymalne ktorych nieznacznie przekraczaja 10% poslizgu petnego,
rys. 6.22. Natomiast krotkotrwatym odciazeniom kot od szyn podczas jazdy na torze ,,twardym” i
zwiazanym z tym ich ,,mikro-odrywaniami” towarzysza chwilowe poslizgi styczne przekraczajace
prawie dwukrotnie warto$ci poslizgu pelnego, rys. 6.23. Wyznaczone widma amplitudowe
przebiegow stycznych poslizgdw wzglednych obu rozpatrywanych modeli toréw charakteryzuja sie
dwoma dominujacymi sktadowymi o wspomnianych powyzej czgstotliwosciach 114 1 915 Hz
przyporzadkowanych odpowiednio wymuszeniom kinematycznym pochodzacym od poligonalizacji
biezni kot jezdnych i korugacji powierzchni tocznych szyn. Niemniej jednak przebiegi poslizgow
uzyskane w przypadku oddziatywania modelu wozka z torem ,,twardym” sg nieregularne w czasie,
a ich bardzo ,.ggste” widma sktadowych w calym badanym zakresie 0+1300 Hz $wiadcza o
mozliwo$ci wystgpowania proceséw chaotycznych.

Na torze prostym przebiegi dynamicznych momentéw skrecajacych przenoszonych przez
osie zestawow kotowych oscyluja wokot zerowych wartosci $rednich z amplitudami osiagajacymi
300 Nm na torze ,,bardzo migkkim” i 500 Nm na torze ,,twardym” z podstawowa sktadowa o
czgstotliwosci  synchronicznej rownej ~19 Hz odpowiadajacej wymuszeniom resztkowymi
niewywagami kot jezdnych 1 tarcz hamulcowych. Wplyw wymuszen spowodowanych
poligonalizacja biezni kot oraz wywotywanych okresowa fluktuacja wlasnosci toru o
czestotliwosciach odpowiednio 114 1 91.5 Hz jest rowniez znaczacy. Natomiast w obydwu
przypadkach toru sktadowe drgan skretnych o czgstotliwosciach powyzej 350 Hz, w tym takze
sktadowe wzbudzane korugacjami powierzchni tocznych szyn, sa pomijalne, rys. 6.22, 6.23.
Ksztalty orbit przemieszczen $rodkdw geometrycznych kot jezdnych sa w obu rozpatrywanych
przypadkach toréw zasadniczo podobne, przy czym na torze ,twardym” wystepuja wigksze
amplitudy drgan szczeg6élnie w kierunku pionowym, a na torze ,,bardzo migkkim” przebiegi tych
przemieszczen maja charakter bardziej okresowy oraz cechuje je znacznie wigksza pionowa
sktadowa stata spowodowana prawie 2.5-krotnie mniejsza sztywnos$cia statyczna toru ,,bardzo
migkkiego” w poréwnaniu ze sztywnoscia toru ,,twardego”, tak jak pokazano to na rys. 6.22 1 6.23.

Przy zatozonych identycznych jak powyze] wymuszeniach obliczenia poréwnawcze w
przypadku dynamicznego oddziatywania modelu wozka 25ANa z obydwoma rozpatrywanymi
rodzajami toru przeprowadzano takze przy roznych warto$ciach predkosci jazdy, w szczegolnosci
przy v,=46.2 m/s =166.5 km/h i v,=60.7 m/s =218.5 km/h. Przy tych predkosciach zostaja
wzbudzane drgania o dominujacej czgstotliwosci wynoszacej] 96 Hz w przypadku toru ,,bardzo
migkkiego” 1 126 Hz w przypadku toru ,,twardego”, ktorym to czgstotliwo$ciom przyporzadkowane
sa znaczace ,,piki” odpowiednich funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowych pokazanych na rys. 6.18.
Zréodtem wymuszenia tych drgan jest przyjeta poligonalizacja biezni kot. Niemniej jednak
otrzymane droga symulacji odpowiedzi dynamiczne nie sa juz tak silne, poniewaz wystepujace przy
tych predkosciach duze odciazenia dynamiczne i towarzyszace im ,,mikro-odrywania” kot jezdnych
od szyn zmieniaja chwilowa struktur¢ ukladu woézek-tor uniemozliwiajac w ten sposob
powstawanie zjawiska rezonansOw typowych w przypadku uktadéw zlinearyzowanych.
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W poprzednim punkcie 6.4.2 przedstawiono na rysunku 6.19 zaczerpnigte z pracy [188]
funkcje odpowiedzi czestotliwosciowej uzyskane przy wykorzystaniu pokazanych odpowiednio na
rys. 6.1 i 6.2 oddziatywujacych z prostym torem ,bardzo twardym” dyskretno-ciaglych modeli
wozkow super-ekspresowych pociagow ICE, czyli tradycyjnego wozka MD-530 oraz wozka lekkiej
konstrukcji Bombardier-Talbot typu ICE-21, w celu porownania ich wrazliwo$ci na powstawanie
drgan. W tych pracach dokonano symulacji nieliniowych drgan tych modeli w catych zakresach
eksploatacyjnych predkosci jazdy. Przyjeto analogiczne zrédta wymuszenia jak w przypadku
poprzednim, tj. naturalng fluktuacje wtasnosci toru, resztkowe niewywagi kot jezdnych i tarcz
hamulcowych oraz wymuszenia kinematyczne spowodowane korugacjami powierzchni tocznych
szyn, tak jak poprzednio - o amplitudzie 100 um i dlugosci fali 0.06 m. By przeprowadzane w ten
sposOb porownanie byto mozliwie obiektywnym, zatozono istnienie fabrycznie nowych zestawdw
kotowych w obu wozkach, przyjmujac poligonalizacj¢ biezni ich kot w postaci dopuszczalnego
normami wykonawczymi bicia mieszczacego si¢ w granicach 0.1+0.2 mm 1 realizowanego przez
dominujace najczgsciej dwie pierwsze skladowe harmoniczne o dhugosciach fali réwnych
odpowiednio pelnemu i potowie nominalnych obwodéw tocznych kot. Cheac dodatkowo poréwnaé
wplyw dzialania réznych konstrukcji uktadéow hamulcowych wystepujacych w rozpatrywanych
wozkach, tzn. 4 hamulcoéw tarczowych na osi kazdego zestawu kotowego wozka MD-530 oraz 1
hamulca tarczowego na osi i 2 hamulcow tarczowych na kotach jezdnych kazdego zestawu
kolowego wozka ICE-21, jako forme wymuszenia zewngtrznego przyjeto w warunkach
brzegowych (6.2g) stale momenty hamujace M;(¢)=const, warto$ci liczbowe ktérych dobrano tak by
powodowaty umiarkowane opdznienie jazdy pociagu wynoszace 0.2 przyspieszenia ziemskiego
(0.2-g). Na rysunku 6.24 przedstawiono wyniki symulacji dynamicznego oddziatywania modelu
wozka tradycyjnego przy poczatkowej predkosci jazdy v,=70.6 m/s =254 km/h wywolujacej dla
typowej wartosci rozstawu podktadow [=0.6 m fluktuacje wilasnosci toru o czestotliwosci
vo/l=117.6 Hz. Z kolei rysunek 6.25 pokazuje analogiczne wyniki symulacji dynamicznego
oddziatywania modelu wozka lekkiej konstrukeji przy poczatkowej predkosci jazdy v,=90.7 m/s
=330 km/h wywotujacej fluktuacje wihasnosci toru o czgstotliwosci vo/[=153 Hz. Wymienionym
warto$ciom czgstoSci wymuszenia parametrycznego toru sa przyporzadkowane omawiane w
punkcie 6.4.2 szczegolnie niebezpieczne ,,piki” rezonansowe przedstawionych na rys. 6.19 funkcji
odpowiedzi czgstotliwosciowych wyznaczonych za pomoca dyskretno-ciagtych modeli
rozpatrywanych typow wozkow oddzialywujacych z torem ,,bardzo twardym”. Wyniki symulacji
pokazane na rysunkach 6.24 1 6.25 zostaty zilustrowane w identyczny sposéb jak na rysunkach 6.22
1 6.23 dla parametrow modelu wozka 25ANa, tzn. przyporzadkowane prawym kotom jezdnym
pierwszego i1 drugiego zestawu kotowego wodzka, przy czym w omawianym przypadku ograniczono
analize do badania jedynie przebiegow pionowych sit kontaktowych koto-szyna i dynamicznych
momentdéw skrgcajacych przenoszonych przez osie zestawoOw w poblizu przekrojow osadzenia kot.

Poréwnujac wyniki symulacji zilustrowane na rysunkach 6.24 1 6.25 nalezy stwierdzié, ze
odpowiedz dynamiczna modelu woézka tradycyjnego jest silniejsza niz odpowiedz modelu wozka
lekkiej konstrukcji, gdzie w obu wypadkach dominujace skltadowe drgan sa wywotywane biciem
biezni kot o czgstosciach synchronicznej vo/(271r,) 1 podwdjnie synchronicznej vo/(nr,) wirowania
osi zestawOw kotowych. Periodyczna fluktuacja wtasnosci toru podczas jazdy ma réwniez znaczacy
wplyw na obydwie odpowiedzi dynamiczne, szczegdlnie na przebiegi momentéw skrgcajacych.
Natomiast wymuszenia kinematyczne wywotywane korugacjami powierzchni tocznych szyn o
czgstotliwosciach 1176 1 1530 Hz, przylozone odpowiednio do modelu wozka tradycyjnego i
lekkiej konstrukcji, maja nieznaczny wptyw na uzyskane przebiegi zarowno sit kontaktowych jak i
momentoéw skrecajacych. W przypadku wozka lekkiej konstrukcji jadacego ze znacznie wigksza
predkoscia niz wozek tradycyjny otrzymano prawie 30% mniejsze wypadkowe amplitudy
pionowych sil kontaktu kolo-szyna. Hamowanie wozkow powoduje powstawanie dodatkowego
obciazenia osi zestawow kolowych - przede wszystkim w postaci sktadowych statych momentow
skrecajacych. Te sktadowe stale okazuja si¢ by¢ szczegodlnie znaczace w przypadku wozka
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tradycyjnego, w przeciwienstwie do wozka lekkiej konstrukeji, w ktérym kota jezdne stuza jako
tarcze hamulcowe, dzigki czemu przylozone do nich momenty hamujace nie sa przenoszone przez
osie zestawow kotowych. Jak pokazano na rysunkach 6.24 i 6.25, réwniez amplitudy sktadowych
zmiennych momentow skrgcajacych sa wigksze w przypadku wozka tradycyjnego w porownaniu z
analogicznymi amplitudami momentéw w osiach zestawow kolowych wozka lekkiej konstrukc;ji.
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Rys. 6.24 Odpowiedz dynamiczna modelu uktadu wozek tradycyjny - tor przy predkosci jazdy v,=246 km/h.
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Rys. 6.25 Odpowiedz dynamiczna modelu uktadu wozek lekkiej konstrukeji - tor przy predkosci jazdy v,=330 km/h.
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Obliczenia numeryczne wykazatly, ze w catym swoim zakresie predkosci eksploatacyjnych
wozek lekkiej konstrukcji oddziatywuje z torem ,bardzo twardym” ,tagodnie;” niz wodzek
tradycyjny, tzn. z mniejszymi amplitudami dynamicznych sit kontaktu koto-szyna i momentow
skrecajacych przenoszonych przez osie zestawow kotowych. Przy predkosciach jazdy v, wigkszych
niz 140 km/h wyniki symulacji uzyskane za pomoca modeli obydwu poréwnywanych wozkow sa
jakosciowo podobne do odpowiedzi dynamicznych zilustrowanych na rysunkach 6.24 1 6.25, przy
czym w przypadku wozka lekkiej konstrukeji otrzymywano prawie zawsze o ok. 20+30% mniejsze
amplitudy pionowych sit kontaktu koto-szyna. W tym zakresie predkosci dominujacy wpltyw na
odpowiedZ dynamiczna badanych ukladow wozek-tor maja wymuszenia kinematyczne
wywolywane biciem biezni kot oraz fluktuacja wlasnosdci toru. Natomiast w zakresie predkosci
v,=50+140 km/h odpowiedzi dynamiczne uzyskiwane za pomoca modeli porownywanych wozkow
staja si¢ do siebie bardzo zblizone osiagajac najwigksza réznicg amplitud pionowych sit kontaktu
koto-szyna wynoszaca jednoczesnie 18% przy predkosciach jazdy v,=130 km/h wozka
tradycyjnego 1 v,=136 km/h wodzka lekkiej konstrukcji, [188]. Przy tych predkosciach nastgpuje
fluktuacja wilasnosci toru o czgstotliwosciach v/[=60 1 63 Hz, ktorym przyporzadkowane sa
kolejne znaczace ,,piki” przedstawionych na rys. 6.19 funkcji odpowiedzi czgstotliwosciowej
modeli wozka tradycyjnego 1 lekkiej konstrukcji. Jak wynika z obliczen przeprowadzonych w
[188], w wymienionym powyzej zakresie mniejszych predkosci jazdy na odpowiedzi dynamiczne
obu badanych ukladow wobzek-tor istotnie wzrasta wudziat wymuszen kinematycznych
powodowanych korugacjami powierzchni tocznych szyn i jednocze$nie maleje wplyw wymuszen
typu parametrycznego wywolywanych fluktuacja wlasnosci toru. Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze
wykazany obliczeniami przeprowadzonymi przy wykorzystaniu pokazanych na rysunkach 6.1 1 6.2
modeli dyskretno-ciaglych uktadow wozek kolejowy — tor nieco ,lagodniejszy” charakter
oddziatywania dynamicznego z torem ,bardzo twardym” woézka lekkiej konstrukcji Bombardier-
Talbot typu ICE-21 jest spowodowany gltownie jego mniejszymi wg [197] o ok. 30% masami
resorowanymi i nie resorowanymi w poréwnaniu z wozkiem tradycyjnym MD-530.

6.5 Weryfikacja dosSwiadczalna uzyskanych za pomoca modelu dyskretno-ciaglego wynikow
symulacji dynamicznego oddzialywania wozka kolejowego z torem

Jak zaznaczono w punkcie 6.3, w celu osiagnigcia nalezytej] wiarygodnosci wynikow
obliczen przeprowadzanych przy wykorzystaniu dyskretno-ciagtych modeli mechanicznych
uktadow wozek kolejowy — tor ich parametry liczbowe wyznaczano na podstawie pomiarow
doswiadczalnych, szczegdlowych dokumentacji technicznych czy tez na podstawie poréwnan
odpowiednich rezultatow otrzymywanych za pomoca innych modeli — oddzielnie w przypadkach
modelu wozka, zestawu kolowego oraz toru. Niemniej jednak, najlepszym sposobem wiarygodnej
weryfikacji uzyskiwanych wynikow teoretycznych jest porownywanie ich z analogicznymi
wynikami eksperymentalnymi otrzymywanymi droga pomiarow wykonywanych na obiekcie
rzeczywistym, tj. danym pojezdzie szynowym poruszajacym si¢ po torze kolejowym o uprzednio
okreslonych wtasno$ciach statycznych i dynamicznych. Tego typu badania do$wiadczalne byly
przeprowadzane m.in. w sierpniu 1995 roku w poludniowych Niemczech w przypadku wozka MD-
530 jezdzacego z ré6znymi predkosciami v, po czgsto spotykanych tam obecnie torach o $redniej
pionowej sztywnosci statycznej na szyne ~1.0-10° N/m z szynami typu UIC60. W zwiazku z
powyzszym, porownawcze obliczenia numeryczne zostalty wykonane za pomoca pokazanego na
rys. 6.1 dyskretno-ciagtego modelu wozka tradycyjnego dla parametrow liczbowych
charakteryzujacych wspomniany wozek MD-530 z zestawami kotowymi BA-14 oddziatywujacego
z dwoma rodzajami toru o podobnych wtasnosciach, tj. z torem ,,bardzo migkkim” 1 ,,migkkim” o
pionowych sztywnosciach statycznych na szyne odpowiednio 0.82:10% i 1.10-10° N/m. Uzyskane
droga pomiarow 1 obliczen pionowe 1 poprzeczne receptancje dynamiczne tych torow
przedstawiono w punkcie 6.3.2 na rysunkach 6.9 1 6.10. Wymienione powyzej statyczne sztywnosci
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toru moga by¢ traktowane w dokonywanym poréwnaniu jako odpowiednio dolna i gbrna granica
naturalnej fluktuacji wokot wartosci 1.0-10° N/m pionowej sztywnosci statycznej toru, na ktorym
przeprowadzano pomiary.

A.

w

D.
E.

W wykonywanych obliczeniach uwzgledniono nastgpujace realne zrodta wymuszen:

wywolywana podparciem szyn na podkladach periodyczna fluktuacj¢ wilasnosci toru
wynikajaca w sposob naturalny z opisanej w punkcie 6.3.2 doswiadczalnej identyfikacji
parametrow modelu rozpatrywanych rodzajow toru,

przecigtne statyczne obciazenie osi wagonu 140 kN,

dopuszczalne resztkowe niewywagi statyczne kot jezdnych i tarcz hamulcowych — realne
wartosci tych niewyawag w przypadku zestawu kolowego BA-14 po montazu przyjeto
nastgpujace: 350 gm dla kot 1 160 gm dla tarcz hamulcowych wg [115],

nier6wnosci toru oraz powierzchni tocznych szyn przyjeto jako pomijalne;

dopuszczalne bicie biezni kot — w przypadku zestawow kotowych BA-14: 0.1+0.2 mm.

Na rysunku 6.26 przedstawiono w dziedzinie czgstosci wzglednej odniesionej do czgstosci
synchronicznej wirowania osi zestawu kotowego przykladowe wyniki szybkiej transformacji
Fouriera (FFT) otrzymanych droga pomiarow przebiegow pionowych sit kontaktu koto-szyna
przyporzadkowanych lewemu i1 prawemu kotu jezdnemu. Na podstawie obydwu widm
amplitudowych mozna stwierdzi¢, ze dominujace sa sktadowe niskich rzedow, tj. pierwszego,
drugiego i trzeciego, wzbudzane przede wszystkim niekolowatoscia biezni kot jezdnych.
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Rys. 6.26 Widma amplitudowe zmierzonych przebiegdw pionowych sit kontaktowych dziatajacych na lewe i
prawe kolo jezdne zestawu BA-14 (wg DB A.G.).
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Rys. 6.27 Zalozone widma amplitudowe niekotowatosci biezni lewego i prawego kota jezdnego zestawu kolowego

BA-14.
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W zwiazku z powyzszym, do symulacji dynamicznego oddzialywania wozka z torem przyjgto
pokazane na rysunku 6.27 podobne widma sktadowych harmonicznych niekotowatosci biezni
lewego 1 prawego kota jezdnego zestawu kotowego BA-14, ktéorych wypadkowe tworza zatozone
bicia dopuszczalne normami wykonawczymi. Podstawiajac zatozone wartosci amplitud
niekolowato$ci wraz z odpowiednimi katami przesunigcia fazowego do szeregéw funkcji
harmonicznych, na przyktad funkcji sinus, otrzymuje si¢ przedstawione na rysunku 6.28 w funkcji
obwodu kota przebiegi fluktuacji nominalnych promieni tocznych lewego i prawego kota jezdnego.
Ekstremalne warto$ci bezwzgledne odchylek uzyskanych przebiegow od nominalnego promienia
tocznego obydwu kot jezdnych sa nie mniejsze niz 0.05 mm 1 nie przekraczaja 0.1 mm, mieszczac
si¢ tym samym w dopuszczalnych normami wykonawczymi granicach bicia wynoszacych w
przypadku zestawu kotowego BA-14 0.1+0.2 mm.
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Rys. 6.28 Zatozone wypadkowe fluktuacje nominalnych promieni tocznych lewego i prawego kota jezdnego
zestawu kotowego BA-14.

Pierwszymi poréwnywanymi wielko$ciami otrzymywanymi droga pomiaréw i obliczen sa
pionowe i1 podluzne przyspieszenia obuddéw tozysk zestawoéw kotowych (maznic). W modelu
mechanicznym wozka odpowiadaja im pionowe 1 podtuzne przyspieszenia lewych i prawych
przekrojow skrajnych osi zestawow, rys. 6.1. Na rysunkach 6.29, 6.30 i 6.31 pokazano uzyskane w
sposob doswiadczalny 1 teoretyczny wyniki przyspieszen przy predkosciach jazdy odpowiednio
vo=111, 273 1 66 km/h. Wyniki te przedstawiono w postaci widm amplitudowych w dziedzinie
czestosci wzglednych odniesionych do czgstosci synchronicznej wirowania osi zestawu kolowego
Jo=vo/(2mr,), gdzie warto§¢ nominalnego promienia tocznego zestawu BA-14 wynosi 7,=0.46 m. Na
tych rysunkach wyniki teoretyczne otrzymane za pomoca modelu toru ,bardzo migkkiego”
zaznaczono liniami czarnymi, a za pomoca modelu toru ,,migkkiego” - liniami szarymi. W celu
skoncentrowania uwagi na wptywie wymuszenia powodowanego periodyczna fluktuacja wtasnosci
toru podczas jazdy nad kolejnymi podkladami, ze zmierzonych sygnatow przyspieszen zostaty
odfiltrowane skladowe pochodzace od innych zrédet wymuszen. Dlatego wykresy widm
amplitudowych zamieszczone na rys. 6.29, 6.30 i 6.31 charakteryzuja dominujace ,,piki”
przyporzadkowane bezwymiarowe] czgstosci parametrycznego wymuszenia toru roéwnej
27ro/l1=4.82 dla typowego rozstawu podktadéw /=0.6 m. W zwiazku z powyzszym, odpowiadajace
wynikom pomiaréw przyspieszen symulacje numeryczne oddziatywania dynamicznego wozek-tor
musialy zosta¢ przeprowadzone z pominig¢ciem pozostatych zalozonych zrédet wymuszenia, czyli
wymuszen wyszczegdlnionych powyzej w punktach C i E. Jak wynika z rysunkéw 6.29 i 6.30, przy
predkosciach v,=111 1 273 km/h osiagni¢to dobra zgodnos$¢ odpowiadajacych sobie amplitud
pionowych przyspieszen otrzymanych droga pomiardw i obliczen, gdzie w przypadku toru ,,bardzo
migkkiego” uzyskano nieznacznie mniejsze, a w przypadku toru ,,migkkiego” nieznacznie wigksze
wartosci maksymalne. Natomiast przy v,=66 km/h zarowno w przypadku toru ,,migkkiego” jak i
»sredniego” wyniki teoretyczne cechuja prawie o 70% wigksze amplitudy pionowych przyspieszen
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- w Kierunku pionowym: zmierzone (przezDB A.G.)

Effektivwert [m/s?]

amplitude [m/s**2]

15.8.1995, km 230
mittlere Geschwindigkeit 111km/h
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- w kierunku wzdtuznym: zmierzone (przezDB A.G.)
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Rys. 6.29 Widma przyspieszen obudowy tozyska zestawu kotowego przy predkosci jazdy v, = 111 km/h.
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- w Kierunku pionowym:

14.8.1995, km 58
mittlere Geschwindigkeit 273km/h

zmierzone (przezDB A.G))
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Rys. 6.30 Widma przyspieszen obudowy tozyska zestawu kotowego przy predkosci jazdy v, =273 km/h.
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- w Kierunku pionowym: zmierzone (przezDB A.G.)

14.8.1995, km 591
mittlere Geschwindigkeit 66km/h
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Rys. 6.31 Widma przyspieszen obudowy tozyska zestawu kotowego przy predkosci jazdy v, = 66 km/h.

amplitude [m/s**2]
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obudéw tozysk w poréwnaniu z odpowiednimi amplitudami uzyskanymi do$wiadczalnie, jak
pokazano na rys. 6.31. Niemniej jednak nalezy sobie zdawaé spraweg, ze otrzymane przy
stosunkowo matej predkosci jazdy w sposob eksperymentalny i teoretyczny wartosci amplitud sa
mniejsze od dopuszczalnych bledow pomiaréw nawet stosujac najbardziej doktadne do tego celu
czujniki. W przypadku przyspieszen wzdluznych obudéow lozysk zestawow kotowych dobra
zgodno$¢ miedzy wynikami doswiadczalnymi i obliczeniowymi osiagnigto przy predkosci vo=111
km/h, rys. 6.29. Przy v,=273 km/h amplitudy przyspieszenia wzdtuznego uzyskane w sposob
teoretyczny zaro6wno za pomoca modelu toru ,bardzo migkkiego™ jak i1 ,,migkkiego” sa nieco
mniejsze niz amplitudy otrzymane eksperymentalnie, rys. 6.30. Natomiast bardzo mate, mieszczace
si¢ w granicach bledu pomiarowego amplitudy przyspieszen wzdluznych uzyskane
eksperymentalnie 1 obliczeniowo przy predkosci v,=66 km/h charakteryzuja si¢ przypadkowo
bardzo dobra wzajemna zgodnoscia w przypadku toru ,,bardzo migkkiego” oraz zauwazalnymi
rozbieznosciami w przypadku toru ,,migkkiego”, rys. 6.31. Jak pokazano na rysunkach 6.29, 6.30 1
6.31, w otrzymanych droga do$wiadczalng widmach amplitudowych przyspieszen wzdhuznych
obok dominujacych pikow o bezwymiarowe] czgstosci ~4.82 wymuszenia zmiennoscia wiasnosci
toru wystgpuja rowniez dodatkowe znaczace ,,piki” przyporzadkowane bezwymiarowej czgstosci
~7.2, maksymalne warto$ci ktérych progresywnie zwigkszaja si¢ wraz ze wzrostem predkosci jazdy
Vo, a ich obecnos$¢ wydaje si¢ by¢ niezalezna od przyspieszen pionowych obudoéw tozysk, przez co
mozna wnioskowaé, ze jest takze niezalezna od pionowego oddziatywania dynamicznego woézek-
tor. Ta dodatkowa istotna skladowa widm przyspieszen wzdtuznych jest prawdopodobnie
wzbudzana Zrédlem nieuwzglgdnionym w modelu teoretycznym uktadu woézek-tor, na przyktad
oddziatywaniem uktadu napedu generatora pradu elektrycznego ruchem obrotowym osi zestawu
kotlowego.

Drugimi poréwnywanymi wielko§ciami otrzymywanymi droga pomiarOw 1 obliczen sa
pionowe sity kontaktowe migdzy kolami jezdnymi a szynami. Podczas wykonywania symulacji
numerycznej dynamicznego oddzialywania pojazd szynowy — tor pionowa sita kontaktu koto-szyna
Q(?) jest zazwyczaj, na przyktad w [152, 192], wyznaczana za pomoca nastgpujacej formuty

O(t) = kg (0®))- (upy (t) —u g (1) + Az(vyt)), (6.8)

gdzie ky(QO(f)) oznacza zmienna lub stala sztywno$¢ kontaktowa, ktorej charakterystyke mozna
otrzymaé przy wykorzystaniu wzoru Hertza, wup(t), ur(f) sa wspolrzgdnymi uogdlnionymi
opisujacymi pionowe przemieszczenia w punkcie kontaktu bryt sztywnych reprezentujacych
odpowiednio koto jezdne i szyng, a Az(v,f) oznacza funkcje opisujaca wypadkowa nierdownos¢,
wzglednie niekotowato§¢, powierzchni tocznych szyny i kota bedaca zréodlem wymuszenia
kinematycznego. Ze wzgledu na naturalne trudno$ci w zamocowaniu czujnikow pomiarowych na
powierzchniach tocznych kot jezdnych i1 szyn, sitly kontaktowe koto-szyna sa wyznaczane
doswiadczalnie zazwyczaj za pomoca metody posredniej opisanej w [15], ktora polega na
mierzeniu momentoéw zginajacych w zadanych szesciu przekrojach A, B, C, D, E i1 F osi zestawu
kotowego pokazanych schematycznie na rysunku 6.32. Znajac przebiegi w czasie dziatajacych w

b Fha

ek ————- > X
FEI[D Cl|BA

QL J?’QR

Fig. 6.32 Przekroje pomiarowe momentow zginajacych o$ kolejowego zestawu kotowego.

197



tych przekrojach w plaszczyznie pionowej momentow zginajacych M,(¢), p=A,B,C,D,EF,
przyblizone chwilowe wartosci pionowych sit kontaktowych obciazajacych lewe 1 prawe koto
zestawu mozna oblicza¢ za pomoca nastgpujacych wyrazen réoznicowych, [15]:

Or() = (M 4 -Mp®)+, (Mp©)~Mc )

a

0, ()= (Mp1)-Mg (t))+%(MC(t)—MD ), (6.9)

Q =

gdzie a, b sa odpowiednio odlegtosciami migdzy przekrojami poprzecznymi osi A-B, E-F oraz
migdzy przekrojami C-D, jak pokazano na rys. 6.32. W celu bardziej obiektywnego poréwnania
pionowych sit kontaktu koto-szyna uzyskanych eksperymentalnie i teoretycznie, silty te wyznaczano
podczas symulacji numerycznej wykorzystujac wzory (6.9), gdzie dzialajace w plaszczyznie
pionowe] w analogicznych przekrojach A, B, C, D, E i F osi zestawoéw kotowych dyskretno-
ciaglego modelu wozka momenty zginajace M,(f) obliczano stosujac znane wzory dotyczace belki
lepko-sprezyste;.

Na rysunku 6.33 przedstawiono w funkcji dlugos$ci jednego petlnego obwodu kota jezdnego
uzyskane droga pomiardw 1 symulacji komputerowej przebiegi dynamicznych sit kontaktu koto-
szyna przy predkosci v,=135 1 250 km/h. Na tym rysunku ciagtymi liniami czarnymi zaznaczono
wyniki eksperymentalne i teoretyczne otrzymane za pomoca modelu uktadu wozek - tor ,,bardzo
migkki” przyporzadkowane lewemu kolu zestawu. Z kolei czarnymi liniami przerywanymi
zaznaczono analogiczne wyniki przyporzadkowane prawemu kotu zestawu. Wyniki teoretyczne
otrzymane za pomoca modelu uktadu woézek - tor ,,migkki” zaznaczono liniami szarymi - ciagltymi
przyporzadkowane kotu lewemu 1 przerywanymi przyporzadkowane kotu prawemu. Przy predkosci
jazdy v,=135 km/h w obu przypadkach toru, tj. ,.bardzo migkkiego” i ,,migkkiego”, osiagnigto
bardzo dobra zgodno$¢ wynikéw symulacji z wynikami eksperymentu przyporzadkowanych
lewemu i prawemu kotu zestawu. Nalezy zauwazy¢, ze odpowiedz otrzymana w sposob teoretyczny
w przypadku toru ,,migkkiego” charakteryzuje wystgpowanie dodatkowej sktadowej dynamicznej o
podwojonej czgstotliwosci wymuszenia fluktuacjami wilasno$ci toru réwnej 2vo/[s=125 Hz. Przy
braku tej dodatkowej sktadowej uzyskany przebieg niemal pokrywaltby si¢ z odpowiednim
przebiegiem sity otrzymanym w przypadku toru ,bardzo migkkiego”. Natomiast przy predkosci
=250 km/h duze podobienstwo wynikow pomiaru 1 symulacji numerycznej pionowych sit
kontaktu koto-szyna osiagnigto jedynie w przypadku toru ,,bardzo migkkiego”. Podobnie jak przy
predkosci v,=135 km/h, odpowiedz otrzymana w sposob teoretyczny w przypadku toru
,migkkiego” takze charakteryzuje wystgpowanie analogicznej dodatkowej sktadowej dynamicznej
o pojedynczej czestotliwosci wymuszenia fluktuacjami wlasnosci toru rownej w tym wypadku
vo/l=115.7 Hz lecz o znacznie wigkszej amplitudzie, jak pokazano na rys. 6.33. Fakt ten mozna
wytlumaczy¢  potwierdzona przy  wykorzystaniu = odpowiedniej  funkcji  odpowiedzi
czestotliwo$ciowe] szczeg6lna wrazliwoscia uktadu wozek MD-530 - tor ,,migkki” na pionowe
wymuszenia przytozone miedzy kotami jezdnymi a szynami w zakresie czestotliwosci 110+130 Hz.
W przyjetym dyskretno-ciagtym modelu mechanicznym uktadu woézek - tor przy zadanych
wartosciach predkosci v,=135 1 250 km/h parametryczny charakter wymuszenia fluktuacja
wlasnos$ci toru podczas jazdy powoduje istotny wzrost amplitudy drgan w wymienionym zakresie
czestosci.

Przedstawione na rysunku 6.33 otrzymane za pomoca pomiardw i symulacji przebiegi
dynamicznych sil kontaktu koto-szyna charakteryzuja si¢ stosunkowo malymi amplitudami
oscylacji w stosunku do swojej $redniej wartosci statycznej réwnej 70 kN spowodowanej
wspomnianym powyzej w punkcie B zalozonym grawitacyjnym obciazeniem osi zestawu kotowego
wozka 140 kN. Na rysunkach 6.34 i 6.35 odpowiednio przy predkosci jazdy v,=135 1 250 km/h
przedstawiono w dziedzinie czasu uzyskane droga tych samych symulacji, za pomoca ktérych
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Rys. 6.33 Uzyskane droga pomiardéw i symulacji komputerowej przebiegi pionowych sil kontaktu koto-szyna.

otrzymano wyniki pokazane na rys. 6.33, przebiegi dynamicznych sit kontaktu koto-szyna
wyznaczone przy wykorzystaniu wzorow (6.9), czyli na podstawie momentow zginajacych w osi
zestawu kolowego, jak réwniez analogiczne przebiegi otrzymane przy wykorzystaniu sztywnosci
kontaktowej zgodnie ze wzorem (6.8). Na tych rysunkach ciagtymi liniami czarnymi zaznaczono
odpowiedz uzyskana za pomoca wzordow (6.9) w przypadku toru ,,bardzo migkkiego”, a ciagtymi
liniami szarymi analogiczna odpowiedZz w przypadku toru ,,migkkiego”. Z kolei czarnymi liniami
przerywanymi zaznaczono od odpowiedz uzyskana przy uzyciu sztywnosci kontaktowej wg wzoru
(6.8) w przypadku toru ,bardzo migkkiego”, a przerywanymi liniami szarymi analogiczna
odpowiedz w przypadku toru ,migkkiego”. Jak wynika z przedstawionych wykreséw
przyporzadkowanych lewemu i prawemu kotu zestawu przy obydwu predkosciach jazdy, oscylacje
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Rys. 6.34 Poréwnanie teoretycznych przebiegow pionowych sit kontaktu koto-szyna przy predkosci v, = 135 km/h

pionowych sit kontaktu koto-szyna uzyskane przy wykorzystaniu sztywnosci kontaktowej sa
nieporéwnywalnie wigksze anizeli te otrzymane z uzyciem momentow zginajacych w osi. Niemniej
jednak te znaczace wzajemne rO0znice wyznaczonych w roézny sposob przebiegow
przyporzadkowanych tym samym kotom maja charakter gtownie ilosciowy. Oscyluja one wokot
wspodlnej sredniej wartosci statycznej 70 kN w podobny sposob rdézniac sie¢ nawzajem jedynie
warto$ciami lokalnych ekstremoéw, jak pokazano na rysunkach 6.34 i1 6.35. Zaistniale roznice sa
spowodowane gtownie przez oczywiste pominigcie bezwtadnosci kota jezdnego, w przypadku gdy
wykorzystywane sa przebiegi momentoéw zginajacych o$ zestawu i wzory (6.9) prowadzace w
istocie rzeczy do wyznaczania przyblizonych wartosci sit tnacych w przekrojach osadzenia koét, a
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Rys. 6.35 Porownanie teoretycznych przebiegdw pionowych sit kontaktu koto-szyna przy predkosci v, = 250 km/h

)
)
)
)

nie faktycznych sit dzialajacych na styku ich powierzchni tocznych. Przeprowadzone poréwnanie
dwoch réznych metod wyznaczania sit kontaktu koto-szyna wykazato dobitnie, Ze stosowana
powszechnie technika przy wykonywaniu pomiaréw wydaje si¢ by¢ bardzo niedoktadna.
Bezkrytyczne poleganie na tej metodzie moze prowadzi¢ do powaznego niedoceniania doniostosci
efektow dynamicznych towarzyszacych rzeczywistemu oddzialywaniu pojazdu szynowego z torem
kolejowym. Natomiast pokazane na rys. 6.34 i 6.35 przebiegi wyznaczone przy wykorzystaniu
sztywnosci kontaktowej Hertza zgodnie ze wzorem (6.8) podkreslaja znaczenie dynamicznego
charakteru tego oddzialywania wykazujac zarazem wystgpowanie bardzo duzych pionowych sit
kontaktowych koto-szyna powstatych wskutek wymuszen spowodowanych jedynie mieszczacymi
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si¢ w granicach tolerancji btedami wykonawczymi nowych zestawdéw kotowych. Ponadto, nalezy
stwierdzi¢, iz biorac pod uwage mozliwos¢ popelniania wigkszych lub mniejszych niedoktadnosci
modelowania uktadu pojazd szynowy — tor, czy tez modelowania samego interfejsu kontaktowego
koto-szyna, uzyskiwane droga symulacji komputerowej tak duze wartosci pionowych sit
kontaktowych wydaja si¢ by¢ zupelnie realne, tym bardziej, ze zostaly one réwniez potwierdzone
wynikami obliczen innych autorow, na przyktad [63, 72, 115, 152] przy wykorzystaniu innych
modeli uktadu jezdnego pojazdu szynowego i toru. Dodatkowym dowodem wystgpowania tak
duzych pionowych sit kontaktowych sa stwierdzone do§wiadczalnie zjawiska mikro-odrywania kot
jezdnych od szyn oraz wczesnego zuzywania si¢ powierzchni tocznych kot jezdnych i szyn w
postaci narastajacych trwatych deformacji plastycznych.

Trzecimi poréwnywanymi wielkoSciami otrzymywanymi droga pomiarow 1 obliczen sa
predkosci obwodowe kota jezdnego zestawu kolowego. Na rysunku 6.36 przedstawiono w funkcji
dhlugosci jednego pelnego obwodu kota jezdnego uzyskane droga pomiarow 1 symulacji
komputerowej przebiegi predkosci obwodowej kota jezdnego otrzymane takze przy predkosciach
vo=135 1 250 km/h. Liniami czarnymi zaznaczono na tym rysunku przebiegi otrzymane
eksperymentalnie oraz uzyskane teoretycznie za pomoca modelu ukladu wozek - tor ,,bardzo
migkki”, a liniami szarymi zaznaczono przebiegi teoretyczne otrzymane za pomoca modelu uktadu
wozek - tor ,migkki”. Przebiegi uzyskane doswiadczalnie przy obydwu wymienionych
predkosciach charakteryzuja si¢ wystgpowaniem powstatej najprawdopodobniej w wyniku zaktocen
sktadowej wysokoczgstotliwo$ciowej o stosunkowo matej amplitudzie natozona na quasi-okresowa

zmierzone (przezDB A.G)) obliczone
Vo = 135 km/h

I?odumﬁangsg?schwnﬂdtgkellt 1356

135.6] T

km 101, 15.8.
135.4 1354

135.2 135.2

135.0 135.0

Geschwindigkeit [km/h]

wheel circum. speed [km/h]

134.8 I 134.8 on the "soft" track

on the "very soft" track

FUNSUUT N VR S S R

1346 . ; .

1 1 1 1
1346
0
45 %0 135 180 225 270 315 360 0 45 9 135 180 225 270 315 360
Winkel [grad]
circumference angle [deg]
Vo = 250 km/h
Rodurmiongsgescnwindighsit
1 P T-'ll'_' — ety v
F |II|I“, II |"I II W 200, 168 1005 240 on the "soft" track
A |~ |I'l III mililsre Gaschair u":l“:\' #30 'h on the "very soft" track
. Ll |Il| N —
— I53aF kN 'l T 1) <
£ L 2] | €
= '] | 1 g 2535
k- B I.l" r.l 4 2
- ' | 1 2
§ " ik 3
T 3950 "'|I| [/ I' - 3
n - ||I.-"- ] | o 253.0
£ I | S
£ { i oo ]
. ||'||| | | £
3 ga3a f'ﬂ i~ 4
i, I“l.-.- | 2525
A
1520l I T S : 1 ___-I
[E ak =] 13% -] b M M5 1 2520
Winkel [grad] 0 45 ) 135 180 225 270 315 360

circumference angle [deg]

Rys. 6.36 Uzyskane droga pomiaréw i symulacji komputerowej przebiegi predkosci obwodowej kota jezdnego.
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fluktuacje wokot przecietnej predkosci jazdy v, z podstawowa synchroniczng czgsto$cia wirowania
osi zestawu fo=v./(2mr,). Przebiegi predkosci obwodowej otrzymane w przypadku obu
rozpatrywanych torow metoda symulacji komputerowej sa rowniez quasi-okresowe o podstawowe]
czgstosci synchronicznej f, oraz maja prawie takie same wartosci ekstremalne jak analogiczne
przebiegi uzyskane w sposob doswiadczalny. Analizujac z kolei same wyniki teoretyczne nalezy
zauwazy¢, ze przy v,=135 km/h przebiegi predkosci obwodowej kota w przypadku obu toréw sa
niemal identyczne. Natomiast przy v,=250 km/h za pomoca modelu uktadu wozek - tor ,,migkki”
otrzymano nieco wigksza amplitudg fluktuacji predkosci obwodowej niz za pomoca modelu uktadu
wozek - tor ,,bardzo migkki”, jak pokazano na rys. 6.36.

Przeprowadzone poréwnanie wynikdw pomiarow i symulacji komputerowej dynamicznego
oddziatywania wozka MD 530 z torem dokonane przy wykorzystaniu modelu dyskretno-ciagtego
uktadu wozek-tor wykazato dobra zgodnos$¢ migdzy rzeczywisto$cia a zastosowang teoria. Zardéwno
wartosci ekstremalne jak 1 charakter oscylacji odpowiedzi dynamicznych uktadu wozek-tor
otrzymanych teoretycznie okazaly si¢ by¢ bardzo podobne do analogicznych wynikéw
eksperymentu przeprowadzonego na obiekcie rzeczywistym w stosunkowo szerokim zakresie
predkosci jazdy. Ze wzgledu na ograniczony zakres tego pordwnania sprowadzajacego sig¢ jedynie
do oddzialywania dynamicznego w kierunku pionowym i wzdluznym, nie mozna wigc uznad
przyjetego modelu dyskretno-ciaglego uktadu woézek kolejowy-tor jako w petni zweryfikowanego
doswiadczalnie. Na przyktad brak informacji dotyczacych geometrii odcinkow toru, na ktérych
wykonywano pomiary, przede wszystkim promieni krzywizny, wartosci przechylek 1 in.,
uniemozliwit dokonania analogicznego porownania dla wielko$ci zwiazanych z oddzialywaniem
dynamicznym w kierunku poprzecznym do osi toru. Niemniej jednak, na podstawie
przedstawionych powyzej wynikéw badan eksperymentalnych 1 teoretycznych dynamicznego
oddziatywania wozka z torem w kierunku pionowym i wzdluznym mozna stwierdzié, iz przyjgte w
pracy dyskretno-ciagte modele mechaniczne uktadow wozek kolejowy-tor sa nalezycie
wiarygodnymi narzgdziami obliczeniowymi do zastosowan technicznych.

6.6 Wyniki obliczen otrzymane za pomoca dyskretno-ciaglego modelu ukladu wozek napedny
- tor kolejowy

Obliczenia numeryczne dotyczace dynamicznego oddziatywania wozka napgdnego z torem
przeprowadzono przy zastosowaniu dyskretno-ciagtego modelu pokazanego na rys. 6.3 dla
parametréw liczbowych uktadu jezdnego szybkobieznej 4-osiowej lokomotywy elektrycznej BO-BO
typu EP-09 oraz dla parametrow modelu toru charakteryzujacych prosty tor ,,$redni” oraz prosty tor
Htwardy”. Wartosci parametréw uktadu jezdnego wymienionego typu lokomotywy ustalono na
podstawie jej dokumentacji technicznej, wynikéw pomiarow z pracy [58] oraz kierujac sie
wskazaniami z rozprawy doktorskiej [136]. Podano je w raporcie wewngtrznym [182].

6.6.1 Analiza drgan wlasnych

Analiza drgan wilasnych zdefiniowanego w punkcie 6.2.1 ,,podproblemu 1~ dotyczacego
drgan gigtnych zestawow kotowych sprzezonych z pionowymi drganiami modelu toru oraz z
pionowymi i podtuznymi drganiami ramy wozka daje jakosciowo bardzo podobne wyniki wartosci
czgstosci wlasnych i odpowiadajacych im funkcji wlasnych do tych otrzymanych w przypadku
modelu standardowego wozka tocznego pokazane na rys. 6.14. Woéwczas, w badanym zakresie
czgstotliwosci 0+1300 Hz dla parametrow wozka lokomotywy EP-09 oddziatywujacej z torem
Htwardym” uzyskano 45 czgsto$ci i postaci drgan wlasnych. Niemniej jednak, ze wzgledu na
zilustrowana na rys. 6.3 antysymetri¢ wzgledem osi podtuznej toru struktury wozka omawianego
typu lokomotywy spowodowana wzajemnym usytuowaniem ukladéw napedu zestawdéw kolowych,
uzyskano wigc pewna antysymetri¢ ksztattow odpowiadajacych sobie funkcji wlasnych pierwszego
i drugiego zestawu kotowego, analogiczna jak w przypadku funkcji wlasnych wyznaczonych za
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pomoca modelu wodzka tocznego lekkiej konstrukeji typu ICE-21 przedstawionych na rys. 6.16.
Pierwsze 12 funkcji wilasnych 1 czestosci gietnych drgan wiasnych otrzymanych w zakresie
czgstotliwosci 0240 Hz przy wykorzystaniu modelu pojedynczego zestawu kotowego lokomotywy

EP-09 oddziatywujacego z torem ,,$rednim” i potowa masy ramy wozka zamieszczono w pracy
[183].

£1=20.899 [Hz] £2=48.757 [Hz]
1 1
0 0
-1 -1

f3=205.417 [Hz] f4=248.566 [Hz]
1 1
0 0
-1 -1

f5=357.686 [Hz] f6=812.894 [HZ]
1 1
0 0

-1 -1

Rys. 6.37 Pierwsze 6 funkcji skretnych drgan wiasnych i odpowiadajace im czgstotliwosci dyskretno-ciagtego modelu
uktadu napedu zestawu kotowego wozka lokomotywy elektrycznej EP-09.

W przypadku wozka napednego, szczegdlnego znaczenia nabiera analiza ske¢tnych drgan
wlasnych sprowadzajaca si¢ do rozwiazania ,,podproblemu 2” zdefiniowanego w punkcie 6.2.1.
Wowczas, obiektem badan staja si¢ uklady napedowe obydwu zestawow kotowych, z ktorych
kazdy sklada si¢ z samego zestawu kotowego, watu posredniego, przektadni zgbatej i silnika
napedowego, jak pokazano na rys. 6.3. Na rysunku 6.37 przedstawiono wyniki analizy skretnych
drgan wlasnych uktadu napgdu pojedynczego zestawu kotowego lokomotywy EP 09 w zakresie
czestotliwosci 01000 Hz w postaci funkcji 1 czgstosci wlasnych. Jak wynika z tego rysunku, w
rozpatrywanym pasmie czgstosci badany uklad ma 6 postaci skretnych drgan wilasnych. W
przypadku dwoch pierwszych postaci o odpowiadajacych im czgstotliwosciach wiasnych 20.9 i
48.8 Hz dominujace znaczenie maja odksztatcenia skretne osi zestawu i watlu posredniego.
Nastepne trzy postacie drgan wilasnych mozna okresli¢ jako ,,formy sprzggtowe”, w ktorych
najwigkszym odksztalceniom skretnym ulegaja niewazkie elementy sprgzyste reprezentujace
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podatno$¢ sprzegiet wychylnych. Z kolei w przypadku postaci szoéstej o czgstotliwosci 812.9 Hz
deformacji ulega jedynie zazg¢bienie przektadni oraz wat silnikowy, jak pokazano na rys. 6.37.

6.6.2 Analiza drgan wymuszonych

Zgodnie z zaleceniami podanymi w pracach [95, 98] do analizy drgan wymuszonych
zatozono harmoniczny charakter zmiennosci sztywnosci zazgbienia przekladni wzgledem warto$ci
sredniej k. wg zaleznoSci:

kG (1) = kG + kGysin(zQ), (6.10)

gdzie w przypadku rozpatrywanego typu lokomotywy EP-09 z=73 oznacza liczbg¢ z¢bow kota
zgbatego obracajacego si¢ ze Srednia predkoscia katowa Q, a k;,=0.15 kg w przypadku przektadni
o zgbach prostych i1 przetozeniu rownym 1.921. Poniewaz sktadowa stala momentu obrotowego
przenoszonego przez przektadni¢ w normalnych warunkach pracy jest zwykle znacznie wigksza od
amplitud sktadowej zmiennej, mozna przyja¢, ze zazebienie dziata w stanie stalego przyporu
jednostronnego, i wg [56, 95, 98] pomina¢ luz migdzyzgbny. Zgodnie z rdwnaniami warunkéw
brzegowych (6.6b) do bryt sztywnych odpowiadajacych wirnikom silnikow napgdowych sa
przytozone momenty zewngtrzne M,(f), ktoérych wartoSci w czasie zaleza od chwilowego
obciazenia uktadu napedowego wedtug zadanej charakterystyki - w omawianym przypadku
lokomotywy EP-09 - charakterystyki szeregowego silnika pradu stalego. Ttumienie wzgledne w
sprzeglach wychylnych oraz w zazgbieniu przektadni przyjeto w postaci ttumienia modalnego,
ktérego odpowiednie wspdtczynniki wyznaczono zgodnie ze wzorem (4.7) z punktu 4.1.4.
Obliczone w ten sposob wartoSci liczbowe wspotczynnikow tlumienia d;, j=W1,W2,G,S,
wystepujacych w warunkach brzegowych (6.6a) i (6.6b) dyskretno-ciatego modelu uktadu napgdu
zestawu kotowego lokomotywy mozna znalez¢ w raporcie [182].

Analizg drgan wymuszonych powstajacych w wyniku dynamicznego oddzialywania uktadu
jezdnego lokomotywy elektrycznej typu EP-09 z torem przeprowadzono w celu ustalenia przyczyn
nadmiernego zuzywania si¢ powierzchni wspolpracujacych zgbow przektadni zgbatych oraz w celu
badania efektow cieplnych powstajacych w wyniku tarcia na styku powierzchni tocznych kot i szyn.
Pierwszy z wymienionych probleméw rozwiazano w pracach [182, 183]. Ze wzgledu na wzajemne
podobienstwo warunkow dzialania uktadéw napgdu obydwu zestawow kolowych wodzka
rozwazania ograniczono do badania uktadu napedu jednego zestawu kolowego wymienionego typu
lokomotywy poruszajacej si¢ po torze ,,Srednim” o $redniej pionowej sztywnosci statycznej na
szyne ~1.4-10° N/m. Parametry tego typu toru reprezentuja usrednione wiasnosci spotykanych
powszechnie na liniach Polskich Kolei Panstwowych torow ,,bardzo migkkiego”, ,,migkkiego” i
twardego” o pionowych sztywnogciach statycznych na szyne odpowiednio 0.82:10%, 1.10-10% i
2.03-10° N/m, dzigki czemu uzyskiwane wyniki moga by¢ bardziej przydatne do oceny realnych
warunkow eksploatacji rozpatrywanej lokomotywy.

Rozpatrywany uktad mechaniczny badano w ustalonych warunkach pracy, tj. przy réznych
stalych predkosciach jazdy lokomotywy v, na torze prostym o idealnej geometrii kontaktu koto-
szyna, tzn. pomijajac wymuszenia kinematyczne wywolywane nierdwnos$ciami powierzchni
tocznych szyn i niekotowatoscia biezni kot jezdnych, oraz przy znamionowych przy danej wartosci
v, statych sitach uciagu F;. Najsilniejsze drgania w badanym obiekcie wozek napedny - tor
zaobserwowano przy predkosci jazdy v,=40 km/h i odpowiadajacej jej znamionowej sile uciagu
F=130 kN oraz przy predkosci v,=157 km/h 1 sile F/=70 kN w postaci drgan skrgtnych uktadow
napedu zestawdéw kotowych. Na rysunkach 6.38 a 1 b przedstawiono odpowiednio dla
wymienionych powyzej przypadkéw uzyskane droga symulacji komputerowej odpowiedzi
dynamiczne w formie przebiegow dynamicznych momentdéw skrecajacych przenoszonych przez
wybrane elementy uktadu napgdowego. Na tych rysunkach w dziedzinie czasu i czgstosci liniami
czerwonymi zaznaczono przebiegi momentu skrecajacego przenoszonego przez zazgbienie
przektadni, liniami zielonymi - przebiegi momentu skrgcajacego przenoszonego przez wat

205



silnikowy taczacy przekladni¢ z wirnikiem silnika, liniami niebieskimi - przebiegi momentu
skrecajacego przenoszonego przez drazony wal posredni, a liniami czarnymi zaznaczono przebiegi
momentu skrgcajacego przenoszonego przez o$ zestawu kotowego na odcinku miedzy kotami
jezdnymi. Predkos$¢ lokomotywy v,=40 km/h odpowiada przecigtnej predkosci katowej osi zestawu
kolowego i walu posredniego Qg9, przy ktorej fluktuacja sztywno$ci zazgbienia przektadni
powoduje powstawanie rezonansu parametrycznego z pokazana na rys. 6.37 trzecia postacia
skretnych drgan wiasnych uktadu napedowego o czgstotliwosci 205.4 Hz, kiedy to zostaje spetniona
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Rys. 6.38 Dynamiczne momenty skrgcajace przenoszone przez model uktadu napgdu zestawu kotowego lokomotywy
EP-09 z przektadnia o zgbach prostych przy predkosci jazdy (a) v,=40 km/h i (b) v,=157 km/h.

nastepujaca rownos¢ 205.4=zQ40/(2m) dla z=73. W analogiczny sposob przy predkosci jazdy v,=157
km/h wzbudzany jest rezonans parametryczny z szoOsta postacia skrgtnych drgan wilasnych o
czestotliwosci 812.9 Hz. Wowczas zachodzi rownos¢ 812.9=zQ);57/(2w). W obydwu przypadkach te
rezonanse powoduja bardzo silne oscylacje momentéw skrecajacych przenoszonych przez
zazgbienie przektadni oraz przez wat silnikowy, co moze stanowi¢ przyczynge obserwowanych w
praktyce w tego typu lokomotywach szybko narastajacych uszkodzen zmeczeniowych powierzchni
wspotpracujacych zeboéw. Natomiast stosunkowo duze wartosci biegunowych masowych
momentow bezwladnosci kota zgbatego przektadni i kot jezdnych powoduja prawie catkowite
,odfiltrowanie” sktadowej wymuszenia parametrycznego wywotywanego fluktuacja sztywnosci
zazgbienia przektadni z przebiegdbw momentow skrecajacych przenoszonych przez o$§ zestawu
kotowego 1 wal posredni. Jak wynika z widm amplitudowych uzyskanych przebiegow momentow
skrecajacych pokazanych na rys. 6.38 a 1 6.39b, w obu omawianych przypadkach oddziatywanie
zestawu kolowego z torem ma znikomy wpltyw na drgania skrgtne uktadu napgdowego, czego
wyrazem sg stosunkowo niewielkie skltadowe o czestotliwo$ciach wymuszenia toru v,/ rownych
~18 1 ~73 Hz odpowiednio przy predkosci jazy v,=40 i 157 km/h dla typowej warto$ci rozstawu
podktadow [, =0.6 m. Natomiast przy wigksze] predkosci jazdy v,=157 km/h istotniejszego
znaczenia nabieraja wymuszenia wywolywane resztkowymi niewywagami statycznymi kot
jezdnych zestawu przejawiajace si¢ wyraznym ,,pikiem” przyporzadkowanym czestotliwosci ~11
Hz roéwnej w przyblizeniu czgstotliwo$ci synchronicznej wirowania osi zestawu kotowego

206



Qi57=vo/(27r,), gdzie w przypadku lokomotywy EP-09 nominalny promien toczny kot jezdnych r,
wynosi 0.625 m.

W celu zmniejszenia tak duzych amplitud fluktuacji momentow skrecajacych
przenoszonych przez zazgbienie przekladni oraz przez wat silnikowy powstatych w wyniku
rezonansOw parametrycznych spowodowanych okresowo-zmienna sztywno$cia zazgbienia
przektadni do omawianego modelu ukladu napedu zestawu kotowego lokomotywy EP-09
wprowadzono parametry charakteryzujace inny typ przektadni zgbatej - przektadni o zazebieniu
daszkowym stosowana w bardzo podobnych uktadach napedu zestawow kotowych m.in.
niemieckich lokomotyw elektrycznych produkowanych przez firm¢ Krauss&Maffei. Wzorujac sie
na rozwiazaniu konstrukcyjnym przektadni daszkowej lokomotywy typu ,,Eurosprinter” firmy
Krauss&Maffei zatozono prawie niezmieniona warto$¢ przetozenia tej przektadni, tj. bliska 1.921,
przy liczbie zgbow kota zgbatego z=99. Wowczas, przy odpowiadajacych tym parametrom
wymiarach geometrycznych kota zgbatego, z¢bnika i samych zgbow S$rednia warto$¢ sztywnosci
zazgbienia takiej przektadni daszkowej wzrasta ok. 2.3-raza w stosunku do $redniej sztywnosci
zazegbienia przektadni o zgbach prostych stosowanej seryjnie w lokomotywie EP-09. Natomiast,
mimo oczywistej zmiany ksztattow geometrycznych kota zgbatego i zg¢bnika przektadni daszkowej
ich biegunowe masowe momenty bezwladnosci przyjeto takie same jak dla przektadni o zgbach
prostych. Dla zmodyfikowanych w ten sposdb parametréw ukladu napgdowego przeprowadzona
analogicznie jak w punkcie 6.6.1 analiza skretnych drgan wlasnych przy nie zmienionych
parametrach pozostatych wykazata wzrost czgstotliwosci szostej postaci drgan do wartosci 1031
Hz, przy bardzo bliskich wartosciach czestosci pigciu pierwszych postaci drgan w stosunku do
odpowiadajacych im wartos$ci otrzymanych w przypadku przektadni o zgbach prostych. Zgodnie z
zaleceniami podanymi w [95, 98], w przypadku przektadni daszkowej o przyjetych powyzej
parametrach mozna zalozy¢ dwukrotnie mniejsza amplitud¢ fluktuacji sztywnosci zazgbienia
kG=0.075 kg, we wzorze (6.10) oraz ok. 2.7-krotnie wigksza warto$¢ wspotczynnika thumienia w
zazgbieniu w porownaniu z analogicznym wspotczynnikiem wyznaczonym wg (4.7) dla przektadni
o zgbach prostych.

Symulacje komputerowe dynamicznego oddzialywania z torem napednego zestawu
kotowego lokomotywy przeprowadzone za pomoca dyskretno-ciaglego modelu omawianego uktadu
napedowego z przekladnia daszkowa wykazaly powstawanie analogicznych rezonansow
parametrycznych jak w przypadku przedstawionym powyzej i zilustrowanych w formie wykresow
zamieszczonych na rys. 6.38a 1 6.38b, tzn. odpowiednio z trzecia i szOsta postacia skre¢tnych drgan
wlasnych. Woéwczas, w przypadku ukladu napgdowego z przektadnia daszkowa najsilniejsze
drgania skretne zaobserwowano przy predkosci jazdy v,=30 km/h i przyjetej sile uciagu F/=130 kN
oraz przy predkosci v,=146 km/h i sile F/=70 kN. Stosujac taka sama jak poprzednio konwencj¢
oznaczen dla obydwu wymienionych wartosci predkosci v,, na rysunkach 6.39 a 1 b pokazano
przebiegi dynamicznych momentow skrecajacych przenoszonych przez te same elementy uktadu
napedu zestawu kolowego. Z rysunkow tych wynika, ze dla zmodyfikowanych parametrow
badanego modelu reprezentujacych wystgpowanie w uktadzie napgdu zestawu kolowego daszkowej
przektadni zgbatej uzyskano rezonansowe przebiegi momentu skrgcajacego przenoszonego przez
zazgbienie przektadni oraz przez wat silnikowy o znacznie mniejszych amplitudach w poréwnaniu z
analogicznymi przebiegami pokazanymi na rys. 6.38a 1 6.38b. Natomiast przebiegi momentow
skrecajacych przenoszonych przez o zestawu kolowego i wal posredni o podstawowych
sktadowych drgan wzbudzanych resztkowymi niewywagami kot jezdnych i1 fluktuacja wiasnosci
toru podczas jazdy zgodnie z oczekiwaniami pozostaly prawie niezmienione. Na podstawie
przeprowadzonych obliczeh mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie w badanym ukltadzie napedu
zestawu kotowego lokomotywy elektrycznej wzorem innych producentow przektadni daszkowej
mogtoby pozwoli¢ na uzyskanie istotnego zmniejszenia oscylacji obciazenia przenoszonego przez
zazgbienie 1 osiagnigcie tym samym jego wigkszej trwato$ci eksploatacyjnej, co stanowito
przedmiot odpowiedniej ekspertyzy przemystowej opisanej w raporcie [182].
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Rys. 6.39 Dynamiczne momenty skrgcajace przenoszone przez model uktadu napgdu zestawu kotowego lokomotywy
EP-09 z przektadnia o zgbach daszkowych przy predkosci jazdy (a) v,=30 km/h i (b) v,=146 km/h.

Nie pokazane w formie wykresOw wyniki symulacji w postaci przebiegow pionowych sit
kontaktu koto-szyna, stycznych po$lizgéw wzglednych migdzy kotami a szynami oraz w postaci
orbit pionowych 1 poziomych przemieszczen geometrycznych srodkow kot jezdnych wskazuja na
prawie pomijalny wplyw drgan skregtnych samego uktadu napgdowego na dynamiczne
oddziatywanie napg¢dnego zestawu kotowego lokomotywy elektrycznej z torem. Jak wynika z [182,
183], przy wszystkich rozpatrywanych predkosciach jazdy v, przebiegi te sa jakoSciowo bardzo
zblizone to tych uzyskanych w pracach [179, 181, 186] oraz pokazanych m.in. na rys. 6.201 6.21 w
przypadkach zestawow kotowych wézkéw tocznych przy zalozonych analogicznych Zrédlach
wymuszenia drgan, tj. resztkowymi niewywagami zestawow kotowych i fluktuacja whasnosci toru
podczas jazdy.

Drugie z wymienionych 1 bedacych =zarazem przedmiotem rozwazan zagadnien
dynamicznego oddzialywania uktadu jezdnego lokomotywy elektrycznej z torem dotyczy badania
efektow cieplnych powstajacych wskutek tarcia w obszarze styku powierzchni tocznych koét i szyn.
Celem tych badan jest coraz doktadniejsze poznawanie zjawiska kontaktu migdzy kotami jezdnymi
pojazdéw szynowych a szynami, gdzie mierzalne w praktyce rozklady pdl temperatury w materiale
szyny 1 kola moglyby by¢ traktowane jako wynikowe wielko$ci diagnostyczne zawierajace szereg
istotnych informacji dotyczacych rozktadu naprezen w obszarze styku. W pracy [189]
zaproponowano metodyke rozwiazywania tak sformutowanego problemu przy wykorzystaniu
dwéch modeli mechanicznych, tj. pokazanego na rys. 6.3 dyskretno-ciaglego ,,makro-modelu”
uktadu wozek napgdny-tor oraz trojwymiarowego ,,mikro-modelu” fragmentu szyny kolejowej,
ktorej gorna czes¢ gtowki jest zdyskretyzowana wskutek podziatu jej objetosci na skonczona liczbe
od kilkunastu do kilkudziesigciu tysigcy szesciennych komorek, [123, 124, 189]. Wowcezas, wyniki
symulacji dynamicznego oddziatywania pojazdu szynowego z torem w zakresie niskich i srednich
czestosci otrzymane za pomoca ,,makro-modelu” stanowia sygnat wejsciowy do szczegdlowego
badania zjawisk lepko-sprezysto-termicznych w strefie kontaktu koto-szyna. W celu uzyskania
mozliwie doktadnego opisu kontaktu kota jezdnego z szyna w ,,makro-modelu” zastosowano
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specjalnie zmodyfikowana interpretacj¢ nieliniowej teorii Kalkera opracowana przez Kika i
Piotrowskiego w pracy [82]. Polega ona na sprowadzaniu do zastepczej elipsy kontaktowej
otrzymywanego przy wykorzystaniu niehertzowskiego modelu kontaktu pola powierzchni styku
kota z szyna charakteryzujacych si¢ rzeczywistymi ksztaltami geometrycznymi ich powierzchni
tocznych. Owe przyporzadkowanie przeprowadza si¢ za pomoca uprzednio sporzadzonego droga
obliczen schematu tabelarycznego, w ktorym podstawowymi parametrami wejSciowymi sa
wzajemne potozenie kota i szyny oraz aktualna warto§¢ dziatajacej migdzy nimi sily normalne;.
Najwazniejszymi wielko$ciami potrzebnymi do wyznaczania pola rozkladu naprezen i temperatury
w obszarze styku sa uzyskane droga symulacji przy wykorzystaniu ,,makro-modelu” uktadu wozek
napedny - tor przebiegi sit kontaktowych koto-szyna, wypadkowych poslizgéw migdzy kotami a
szynami oraz odpowiadajace tym poslizgom przebiegi gestosci mocy tarcia powstajacego w strefie
kontaktu. Zgodnie z [189], poslizg wypadkowy migdzy kotem jezdnym a szyna jest wyrazany w
funkcji czasu ¢ w nastgpujacej postaci:

V() = V3D + V30 + b)) vE(0),

gdzie v.(?), vi(?), vz(?) sa skladowymi poslizgu, odpowiednio wzdluizna, poprzeczna i wiertna,
zdefiniowanymi za pomoca wzorow (6.3), a a(f)b(t) oznacza iloczyn dhugosci potosi zastgpczej
elipsy kontaktowej, do ktorej sprowadza si¢ pole powierzchni styku kota i szyny wyznaczone w
[82] przy wykorzystaniu niehertzowskiego modelu kontaktu. Z kolei ggsto$¢ mocy tarcia jest
definiowana m. in. w [63] jako

v
HN=—-—9"1T @&)-v O+T @)-v (O+M (@)-v ()], 6.11
PO = O O T, 0 O M 03 0 (6.11)
gdzie T.(f), T\(f), M.(t) oznaczaja odpowiednio przebiegi wzdluznej 1 poprzecznej stycznej sity
kontaktu kolo-szyna oraz momentu wiertnego wyznaczane na podstawie odpowiednich algorytmow
podanych na przyktad w [145, 200] wg nieliniowe;j teorii Kalkera.

Na rysunkach 6.40, 6.41 1 6.42 przedstawiono wyniki symulacji dynamicznego
oddziatywania z prostym torem ,twardym” wodzka napednego otrzymane przy wykorzystaniu
dyskretno-ciaglego ,,makro-modelu” pokazanego na rys. 6.3. Obliczenia wykonano dla parametréw
uktadu jezdnego wspomnianej powyzej lokomotywy elektrycznej EP-09 ciagnacej w omawianym
przypadku 14 wagonow pasazerskich ze stala predkoscia jazdy v, 1 pokonujacej wzniesienie o
nachyleniu 5%o. Oprocz przyjetych powyzej wymuszen zewngtrznych wywotywanych resztkowymi
niewywagami kol jezdnych oraz wymuszen typu parametrycznego powodowanych fluktuacja
wlasnosci toru podczas jazdy 1 okresowo-zmiennymi sztywnos$ciami zazgbien przektadni zgodnie ze
wzorem (6.10), uwzgledniono réwniez wymuszenia kinematyczne wzbudzane mieszczacymi si¢ w
dopuszczalnych normami wykonawczymi granicach biciami biezni kot, ktére opisano w sposob
identyczny jak w przypadku wozka tocznego w punkcie 6.5 i zilustrowany na rys. 6.27 i1 6.28. Na
rys. 6.40, 6.41 1 6.42 przedstawiono w formie wykresow w dziedzinie czasu 1 czgstosci
przyporzadkowane pierwszemu prowadzacemu zestawowi kotowemu wozka bedace przedmiotem
zainteresowan przebiegi pionowych sil kontaktu koto-szyna, poslizgow wypadkowych v(¢) migdzy
powierzchniami tocznymi kot i szyn oraz odpowiadajace im przebiegi gestosci mocy tarcia pg(t).
Na obu tych rysunkach zaznaczono ciaglymi liniami szarymi odpowiedzi przyporzadkowane
prawemu kotu zestawu, ciaglymi liniami czarnymi odpowiedzi przyporzadkowane lewemu kotu
zestawu, a przerywanymi liniami szarymi i czarnymi zaznaczono odpowiednie warto$ci przecigtne.
Na rys. 6.40 przedstawiono wyniki uzyskane przy predkosci jazdy v,=80 km/h, przy ktorej
wynikajaca z oporéw ruchu warto$¢ Sredniej sily pociagowej przytozonej do haka lokomotywy
wynosi 70 kN. Z kolei na rys. 6.41 1 6.42 zamieszczono analogiczne wyniki otrzymane przy
predkosci v,=160 oraz 200 km/h i przyporzadkowanych im $rednich sit pociagowych odpowiednio
1331 180 kN.
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Rys. 6.40 OdpowiedZz dynamiczna modelu uktadu wozek napedny - tor przy predkosci jazdy v,=80 km/h

Na stosunkowo twardym torze przy predkosci jazdy v,=80 km/h w przypadku przebiegow
wszystkich trzech badanych wielkosci mozna stwierdzi¢ dominujacy wplyw wymuszenia
powodowanego okresowo zmiennymi wlasno$ciami toru o podstawowe] czgstotliwosci
wymuszenia parametrycznego toru v,/[;=37 Hz oraz jej pierwszej harmonicznej 2v,/[=74 Hz dla
powszechnie stosowanego rozstawu podktadow [=0.6 m. Ponadto, jak pokazano na rys. 6.40,
istotne znaczenie ma tu rowniez sktadowa drgan o czestotliwosci rownej ~11 Hz, ktorej wartosci
amplitud sa porownywalne z amplitudami wspomnianego wymuszenia parametrycznego toru
wskutek przejezdzania nad kolejnymi podktadami. Przy predkosci v,=80 km/h dla nominalnego
promienia tocznego kot jezdnych lokomotywy 7,=0.625 m wymieniona czestotliwo$¢ odpowiada
podwojnej czgstotliwosci synchronicznej wirowania osi zestawow kotowych vo/(nr,) 1 jest
wzbudzana drugimi harmonicznymi zalozonych przebiegéw dopuszczalnego bicia biezni kot. W
omawianym przypadku nastgpuje wyrazna oscylacja pionowych sit kontaktu koto-szyna wzgledem
sredniej grawitacyjnej wartosci statycznej, lecz nie dochodzi do mikro-odrywania si¢ kot jezdnych
lokomotywy od szyn. Wéwczas, przy Sredniej sile pociagowej 70 kN wystgpuja male wartosci
wypadkowych poslizgéw migdzy kotami a szynami charakteryzujace si¢ niewielkimi amplitudami
oscylacji wzgledem rownie matych wartosci przecigtnych wyznaczanych jako $rednie kwadratowe
(RMS). W efekcie otrzymywane sa przebiegi gestosci mocy tarcia o niskich warto$ciach amplitud
fluktuacji wzgledem swoich wartosci przecigtnych rownych 0.86 W/mm? w przypadku lewego kola
oraz 0.98 W/mm’ w przypadku kota prawego.
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Rys. 6.41 Odpowiedz dynamiczna modelu uktadu wozek napedny - tor przy predkosci jazdy v,=160 km/h

Wraz ze wzrostem predkosci jazdy v, amplitudy analogicznych odpowiedzi dynamicznych
rozpatrywanego uktadu wozek napedny - tor staja si¢ coraz wigksze przy narastajacych rowniez
warto$ciach ~ $rednich  kwadratowych (RMS) wypadkowych po$lizgow  koto-szyna i
odpowiadajacych im gestosci mocy tarcia. Najwigksze amplitudy przebiegow badanych wielkos$ci
oraz najwigksze warto$ci §rednie kwadratowe otrzymano przy predkosci v,=160 km/h. Jak wynika z
rys. 6.41, odpowiedz dynamiczna badanego uktadu woézek napedny - tor otrzymana przy
dwukrotnie wigkszej predkosci jazdy v,=160 km/h rozni si¢ bardzo istotnie od odpowiedzi
uzyskanej w przypadku poprzednim zaréwno pod wzgledem ilosciowym oraz jakosciowym. Przy
predkosci v,=160 km/h pionowe sity kontaktu koto-szyna niezwykle znaczaco oscyluja wokot
sredniej wartosci statycznej z praktycznie jedna dominujaca czgstotliwoscia ~74 Hz odpowiadajaca
podstawowej czgstotliwosci wymuszenia parametrycznego toru v,/l;. Warto$ci maksymalne tych sit
przekraczaja 200 kN, a minimalne osiagaja warto$¢ zerowa, co wskazuje na wystgpowanie mikro-
odrywania si¢ kot jezdnych lokomotywy od szyn. Zwiazane z tym chwilowe znaczne odcigzenia
dynamiczne kot powoduja bardzo silne fluktuacje wypadkowych poslizgéw miedzy kotami a
szynami charakteryzujace si¢ prawie 10-krotnie wigkszymi w poréwnaniu z przypadkiem
poprzednim warto$ciami maksymalnymi, rys. 6.41. Wskutek tak silnych oscylacji poslizgow
wypadkowych oraz sit kontaktu koto-szyna, zgodnie ze wzorem (6.11) otrzymano szybkozmienne
przebiegi gestosci mocy tarcia, ktorych wystepujace w formie ostrych ,,pikow” maksima lokalne
osiagaja ok. 20-krotnie wicksze wartosci bliskie 100 W/mm?® oraz $redniokwadratowe wartosci
przecigtne rowne 16.2 W/mm?® przyporzadkowana kotu lewemu i 23.1 W/mm?® przyporzadkowana
kotu prawemu, tj. odpowiednio ~19- i ~23.5-raza wigksze w porownaniu z przypadkiem v,=80
km/h. Jak mozna stwierdzi¢ na podstawie wykreséw przedstawionych rys. 6.41, fluktuacje
wypadkowych poslizgdéw migdzy kotami jezdnymi a szynami oraz odpowiadajacych im ggstosci
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mocy tarcia charakteryzuje nie tylko dominujaca skladowa o czgstotliwosci wymuszenia
parametrycznego toru vo//; =74 Hz, tak jak to ma miejsce w przypadku przebiegéw pionowych sit
kontaktu kolo-szyna, lecz rowniez jej pierwsza 1 druga harmoniczna o czgstotliwosciach
wynoszacych odpowiednio 2v,/[=150 Hz i1 3v,/[=225 Hz. Ponadto, z szybkiej transformacji
Fouriera (FFT) przebiegow wypadkowych poslizgow migdzy kotami jezdnymi a szynami oraz
przebiegéw odpowiadajacych im ggstosci mocy tarcia wynika, ze istotny wptyw na te wielkoS$ci
maja takze resztkowe niewywagi statyczne zestawow kotowych oraz w tym wypadku pierwsze
harmoniczne zatozonego dopuszczalnego bicia biezni kot o czgstotliwosci ~11 Hz odpowiadajacej
przy predkosci jazdy v,=160 km/h i wymienionej powyzej warto§ci nominalnego promienia
tocznego kot r, synchronicznej czestotliwosci wirowania osi zestawow v/ (27r,).

Przy predkosciach jazdy v, wigkszych niz 160 km/h amplitudy badanych przebiegdéw
odpowiedzi dynamicznej nie sa juz tak duze, jak rowniez przebiegi wypadkowych poslizgéw koto-
szyna 1 odpowiadajacych im ggstos$ci mocy tarcia cechuja mniejsze $rednie wartosci kwadratowe
(RMS). Oznacza to, ze przy predkosciach jazdy wigkszych od v,=160 km/h badany uktad wozek
napedny - tor znajduje si¢ poza strefa mozliwego rezonansu wzbudzanego przytozonymi w
kierunku pionowym wymuszeniami spowodowanymi dynamicznym oddziatywaniem pojazdu
szynowego z torem. Na przyktad odpowiedz dynamiczna uzyskana przy predkosci jazdy v,=200
km/h charakteryzuja znacznie mniejsze amplitudy przebiegdw trzech badanych wielkosci w
poréwnaniu z analogicznymi amplitudami otrzymanymi przy predkosci v,=160 km/h. Amplitudy
oscylacji pionowych sit kontaktu koto-szyna przy predkosci v,=200 km/h sa nawet mniejsze niz
przy v,=80 km/h, gdzie warto$ci maksymalne nie przekraczaja 150 kN, a minimalne sa nie mniejsze
niz 60 kN, rys. 6.42. Z szybkiej transformacji Fouriera (FFT) przebiegow tych sit wynika, ze w
przeciwienstwie do przedstawionych na rys. 6.40 1 6.41 przypadkéw predkosci v,=80 i 160 km/h
drgania rozpatrywanego uktadu woézek napgdny - tor zostaja wzbudzane w znacznie mniejszym
stopniu fluktuacja wtasnos$ci toru podczas jazdy z czestotliwoscia vo/l; rdOwna przy v,=200 km/h ok.
92.6 Hz, lecz przede wszystkim sa wymuszane kinematycznie przez zatozone dopuszczalne bicia
biezni kot o trzech podstawowych sktadowych o czgstotliwosciach rownych ~14.2, ~28.3 1 ~42.5
Hz odpowiadajacych w przyblizeniu pierwszej harmonicznej vo/(2mr,), drugiej harmonicznej
vo/(mr,) 1 trzeciej harmonicznej 3vo/(2mr,) zatozonych przebiegoéw niekolowatosci, gdzie sktadowa
harmoniczna druga mozna uzna¢ za podstawowa. Mimo istotnie wigkszej sily pociagowej rowne;j
180 kN wystepujacej przy predkosci v,=200 km/h i przy opisanych powyzej znacznie mniejszych
odciazeniach 1 dociazeniach dynamicznych kot jezdnych wdézka otrzymano ok. 2-krotnie mniejsze
niz przy v,=160 km/h amplitudy fluktuacji wypadkowych poslizgdbw migdzy kotami a szynami
wzgledem swoich przecigtnych wartosci sredniokwadratowych. W efekcie przy v,=200 km/h
uzyskano zupeilnie odmienne przebiegi ggstosci mocy tarcia w pordwnaniu z przypadkiem
predkosci v,=160 km/h. Charakteryzuja je stosunkowo tagodne fluktuacje wzgledem swoich
przecigtnych warto$ci  $redniokwadratowych z dominujaca skladowa o synchronicznej
czestotliwosci ~14.2 Hz wirowania osi zestawoéw kotowych wzbudzana resztkowymi niewywagami
tych zestawow 1 zatozonymi przebiegami dopuszczalnego bicia biezni kot jezdnych. Podobnie jak
w przypadku przebiegdw pionowych sit kontaktowych kolo-szyna oraz przebiegéw wypadkowych
poslizgow, sktadowa o czestotliwosci parametrycznego wymuszenia toru v,/l; ma tu znaczenie
drugorzedne. Przy v,=200 km/h wartosci chwilowych maksiméw tych fluktuacji nie przekraczaja
40 W/mm?, a przecietne wartosci $redniokwadratowe gesto$ci mocy tarcia sa rowniez mniejsze niz
przy v,=160 km/h i wynosza 14.9 W/mm® przyporzadkowana kotu lewemu oraz 18.3 W/mm®
przyporzadkowana kotu prawemu, jak pokazano na rys. 6.42.

Analogiczne odpowiedzi dynamiczne przyporzadkowane drugiemu zestawowi kotowemu
rozpatrywanego wozka napgdnego lokomotywy elektrycznej oraz wzajemne rdznice
odpowiadajacych sobie wynikéw uzyskanych przy trzech wymienionych predkosci jazdy v, sa
ilosciowo 1 jakosciowo podobne do tych przedstawionych w formie wykreséw zamieszczonych na
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Rys. 6.42 Odpowiedz dynamiczna modelu uktadu wozek napedny - tor przy predkosci jazdy v,=200 km/h

rys. 6.40, 6.41 i 6.42. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, w omawianych przypadkach
predkosci jazdy lokomotywy charakter oddziatywania kot jezdnych z szynami ma matoznaczny
wpltyw na odpowiedz dynamiczna w uktadach napgdu obu zestawow kotowych w postaci drgan
skretnych. Otrzymane przebiegi momentow skregcajacych przenoszonych przez zazgbienia
przektadni, waty posrednie, waty silnikowe i osie zestawow kotowych na odcinkach migdzy kotami
jezdnymi sa jakosciowo podobne do tych pokazanych na rys. 6.38 1 dlatego nie zostaly
przedstawione w formie wykresow.

Wartym szczegdlnego pokreslenia jest fakt, iz zgodnie ze wzorem (6.11) kierujac sig
kryteriami quasi-statycznymi przy wigkszej predkosci jazdy i zwiazanymi z nia wigkszymi
poslizgami migdzy kotami a szynami wywotywanymi gilownie sita pociagowa wynikajaca ze
zwigkszonych wowczas oporéw ruchu nalezaloby oczekiwaé wyzszych przecigtnych warto$ci
gestosci mocy tarcia powodujacych szybsze zuzywanie si¢ powierzchni tocznych. Okazuje si¢
jednak, ze uwzgledniony typowo dynamiczny charakter oddzialywania ukladu jezdnego pojazdu
szynowego z torem kolejowym przeczy wymienionej prawidtowosci wynikajacej z podejécia quasi-
statycznego stosowanego czgsto w praktyce inzynierskiej. Rezultatow obliczen przedstawionych na
rysunkach 6.40, 6.41 1 6.42 réwniez nie mozna bytoby otrzymac¢ za pomoca tradycyjnego podejscia
dynamicznego do zakresu niskich czgstotliwosci 0+20 Hz przy wykorzystaniu modelu
mechanicznego uktadu pojazd szynowy - tor charakteryzujacego si¢ sztywnym torem i sztywnymi
zestawami kotowymi, na przykitad w [144], poniewaz strefy mozliwych rezonansow, przy ktorych
wystepuja silne fluktuacje sil kontaktowych i poslizgow migdzy kotami a szynami, w przypadku
parametrow wynikajacych z typowych rozwigzan konstrukcyjnych konwencjonalnych torow
kolejowych 1 uktadow jezdnych pojazdéw szynowych wystepuja zazwyczaj w zakresie Srednich
czestotliwo$ci oddziatywania 20+500 Hz. W zwiazku z powyzszym nalezy stwierdzi¢, iz
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zastosowanie proponowanych dyskretno-ciaglych strukturalnych modeli mechanicznych wozkow
kolejowych o odksztalcalnych gigtno-skretnie zestawach kolowych oraz funkcjonalnego
dyskretnego modelu toru o parametrach identyfikowanych dos$wiadczalnie w mys$l zalozen
podanych w punkcie 6.1 daje mozliwo$¢ znacznie doktadniejszego badania zjawisk towarzyszacych
oddziatywaniu dynamicznemu pojazdu szynowego z torem i powstajacego w efekcie zuzywania si¢
powierzchni tocznych kot jezdnych i szyn.

Przedstawione na rys. 6.40, 6.41 1 6.42 przebiegi pionowych sil kontaktowych koto-szyna
oraz przebiegi sktadowych poslizgu wypadkowego vi(?), v,(?), v:(f) sa wykorzystywane jako dane
wejsciowe do szczegotowej analizy kontaktowej wykonywanej za pomoca wymienionej metody
opracowanej przez Kika i Piotrowskiego, [82], umozliwiajacej wyznaczenie rozkladoéw pol
napr¢zen normalnych 1 stycznych oraz rozktadow ggstosci mocy tarcia w obszarach styku.
Otrzymywane w ten sposob rozklady naprezen moga stuzy¢ do badania efektéw zmegczeniowych i
odksztalcen plastycznych na powierzchniach tocznych kot i szyn oraz do prognozowania zuzycia
materiatu. Z kolei rozklady ggstosci mocy tarcia postuzyly jako sygnat wejSciowy do analizy
termodynamiczne] przy wykorzystaniu wspomnianego powyzej ,,mikro-modelu” odcinka szyny
kolejowej o zdyskretyzowanej biezni. Uzyskane w omawianym przypadku przy predkosci jazdy
lokomotywy v,=160 km/h wyniki szczegoétowej analizy kontaktowej w formie rozkladow pol
naprezen normalnych i stycznych oraz ggsto$ci mocy tarcia, jak rowniez odpowiadajace im wyniki
analizy termodynamicznej w formie rozktadu pol temperatury w szynie przedstawiono w pracy
[189].
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7. Zakonczenie

W pracy przedstawiono metodyke dyskretno-ciaglego (hybrydowego) modelowania i
analizy drgan wybranych liniowych 1 nieliniowych uktadéw mechanicznych. T¢ metodyke
ilustrowano licznymi przyktadami poréwnujac niektére z uzyskanych wynikéw z wynikami
pomiardw przeprowadzonych na obiektach rzeczywistych. Rozpatrywano liniowe, nieliniowe 1
parametryczne male drgania gigtne, skretne, translacyjne, gigtno-skretne i gigtno-skretno-osiowe
szczegoOlnie odpowiedzialnych elementow maszyn, urzadzen, konstrukcji 1 ukladow jezdnych
pojazdow, takich jak: waty, osie, wirniki, wsporniki, prowadnice i inne. Elementy te charakteryzuja
si¢ stosunkowo prostymi ksztaltami geometrycznymi, dzigki czemu w zadanych zakresach
czestosci, z dostateczna do celéw technicznych dokladno$cia mozna je modelowaé w sposob
jednowymiarowy przy wykorzystaniu lepko-sprezystych makroelementow ciaglych. Zastosowano
tu identyczne podejscie jak w przypadku strukturalnego modelowania za pomoca klasycznego
sformutowania metoda elementow skonczonych osiagajac ten sam poziom btedéw identyfikacji
parametrow wyjsciowego modelu fizycznego badanego obiektu, przy czym ruch przekrojow
poprzecznych L-SMC jest opisany w sposéb Scisty — analityczny w odrdznieniu od przyblizonego
opisu ruchu analogicznych elementow belkowych, czy pretowych. Dzigki temu istnieje mozliwosé
uzyskiwania jeszcze doktadniejszych wynikow przy duzej stabilnosci i1 efektywno$ci numeryczne;j
przeprowadzanych obliczen. Przy wykorzystaniu zaproponowanego w pracy podej$cia mozna
bada¢ drgania ztozonych uktadow mechanicznych, a potwierdzona eksperymentem wiarygodnos¢
uzyskiwanych wynikéw pozwala na stosowanie tej metodyki do potrzeb praktycznych w
srodowiskach inzynierskich. Istnieje jednak godny uwagi problem granic stosowalnosci podejscia
jednowymiarowego do analizy matych drgan gigtnych 1 skrgtnych belek 1 watow przy
powszechnym przyjmowaniu zasady sztywnych przekrojow oraz zasady prostoliniowego elementu.
Dlatego wydaje si¢ by¢ celowym przeprowadzenie odpowiedniego poréwnania wynikéw
uzyskiwanych za pomoca ciagtego modelu jednowymiarowego z analogicznymi wynikami
otrzymywanymi przy wykorzystaniu modelu trojwymiarowego.

7.1 Porownanie wynikow analizy drgan wlasnych uzyskanych za pomoca jedno- i
trojwymiarowego modelu wspornikowej belki wielostopniowej

Przedmiotem poroéwnania sa wyniki analizy skr¢tnych i1 gigtnych drgan wlasnych
nietlumionych uzyskane za pomoca jedno- i trojwymiarowego modelu w przypadku tréjstopniowe]
stalowej belki wspornikowej o przekroju kotowo-symetrycznym i1 dlugosci catkowitej 3/, gdzie
[=1.0 m oznacza dtugos¢ jednego stopnia (segmentu). Model jednowymiarowy zbudowano przy
wykorzystaniu trzech odksztalcalnych gigtnie i skr¢tnie makroelementéw belkowych, utwierdzajac
W sposob sztywny lewy przekroj skrajny pierwszego makroelementu oraz traktujac jako swobodny
prawy przekrdj skrajny makroelementu trzeciego, jak pokazano na rysunku 7.1. Do odksztalcen
gietnych wykorzystano trzy teorie zginania, tj. teori¢ belki Bernoulliego-Eulera, Rayleigha i
Timoshenki, przyjmujac jako réwnania ruchu przekrojow poprzecznych makroelementow
odpowiednio rownania (2.2), (2.3) 1 (2.4). Z kolei do odksztatcen skretnych jako rownanie ruchu
przyj¢to jednorodne rownanie hiperboliczne typu falowego (2.1) z pominigciem thumienia
wewngtrznego. Jako warunki brzegowe lewego przekroju skrajnego pierwszego makroelementu o
wspotrzednej x=0, rys. 7.1, przyjgto zerowe przemieszczenia i kat ugigcia, a dla prawego przekroju
skrajnego trzeciego makroelementu o wspotrzednej x=3/ przyjeto zerowa site poprzeczna oraz
zerowe momenty zginajacy i skrecajacy. Podobnie jak w przyktadach przedstawionych poprzednio,
w przypadku granicznych przekrojow skrajnych makroelementéw o wspotrzednych x=/ 1 x=2/
przyjgto geometryczne warunki zgodnos$ci przemieszczen translacyjnych i katow ugigcia (5.13 a,b),
wzglednie (5.14 a,b), warunki zgodnosci katow skrecenia (3.2a) oraz dynamiczne warunki
robwnowagi sil poprzecznych typu (2.7), momentow gnacych (2.8) i skrgcajacych typu (2.9).
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Analiz¢ drgan wiasnych przeprowadzono stosujac jako rozwigzanie réwnan ruchu metode
rozdzielenia zmiennych (3.7) prowadzaca do analitycznych postaci funkcji wtasnych odpowiednio
(3.11) w przypadku zginania i (3.9) w przypadku skrecania. W rezultacie wyznaczanie czgstosci i

funkcji wlasnych sprowadza si¢ do rozwiazywania odpowiednich réwnan charakterystycznych w
postaci (3.22).

DL
d,( d,(

(1) Q) (3)

ol MR W

. i
( 20 3 X
Rys. 7.1 Jednowymiarowy model ciagly trojstopniowej belki wspornikowej

Analogiczny model tréjwymiarowy pokazanej na rys. 7.1 trdjstopniowej belki zbudowano
przy wykorzystaniu metody elementow skoficzonych stosujac 20-wgztowe elementy przestrzenne o
trzech translacyjnych stopniach swobody w wezle, co opisano w opracowaniu [133]. W efekcie
zostat  uzyskany model dyskretny o 8700 stopniach swobody pokazany na rysunku 7.2.
Zagadnienie wlasne rozwigzano standardowym programem MES-ADINA metoda iteracyjna z
wykorzystaniem tancuchéw Sturma do poszukiwania kolejnych pierwiastkéw rownania
charakterystycznego.

Rys. 7.2 Trojwymiarowy model dyskretny trojstopniowej belki wspornikowej, [133]

W celu mozliwie dokladnego zbadania wptywu deplanacji przekrojow poprzecznych belki
przy zginaniu, szczegoOlnie w przekrojach poprzecznych o wspohrzegdnych x=I 1 x=2I
odpowiadajacych przejSciom stopniowym, rys. 7.1, oraz zbadania wplywu uginania si¢
promieniowych linii przekrojow poprzecznych przy skrecaniu (co stanowi zaprzeczenie zasady
prostoliniowego elementu) rozpatrzono siedem wariantow stosunkow $rednic poszczegodlnych
stopni belki spetniajac nastgpujacy warunek:
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Var. = 3—1 =const=10, i=12,..,7, (7.1)
L' 2d.+D

i i
gdzie d; oznacza taka sama Srednicg pierwszego 1 trzeciego stopnia belki, a D; jest Srednica jej
stopnia drugiego, jak pokazano na rys. 7.1. Stata warto$¢ powyzszego stosunku Var; calkowitej
dhugosci belki stopniowej do jej zastepczej Srednicy przyjeto rowna 10 zgodnie z postulowanym w
[74] stosunkiem dlugosci do $rednicy belki dostatecznie smuklej by méc stosowaé do niej teorig
zginania Bernoulliego-Eulera. Rozpatrzono nastepujace wartosci stosunkow srednic D//d;: 1.0, 1.33,
1.75,2.3,3.0,4.015.5.

Za pomoca obydwu modeli badano drgania wlasne w zakresie czgstotliwosci 0+2000 Hz
porownujac odpowiadajace sobie czestosci oraz funkcje wiasne. W przypadku poréwnywania
wynikow analizy drgan skrgtnych uzyskano bardzo niewielkie réznice wzglednych czgstosci drgan
wlasnych odniesione do warto$ci czestosci otrzymanych za pomoca modelu tréjwymiarowego.
Przedstawiono je na rysunku 7.3 jako funkcj¢ numeru wariantu stosunku $rednic D/d;, i=1,2,...,7,
dla kolejnych czterech postaci drgan. Odpowiadajace tym postaciom drgan funkcje wiasne
uzyskane za pomoca modelu troj- i jednowymiarowego pokazano na rysunku 7.4 a i b przy
przyktadowym stosunku $rednic D;/d3=1.75. Z przedstawionego na rys. 7.3 diagramu wynika, ze
najwigksza réznica wzgledna wynosi ~1.7% w przypadku drugiej postaci skretnych drgan wiasnych
belki stopniowej o czestotliwosci 787.6 Hz przy stosunku $rednic D4/ds=2.3.
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Rys. 7.3 Roéznice wzgledne czgstosci skregtnych drgan whasnych belki trojstopniowe;j

Warto$ci wzglednych roznic czgsto$ci wlasnych drgan gigtnych rozpatrywanej belki w
bardzo istotny sposob zaleza od przyjetej teorii zginania. Przedstawiono je w sposob analogiczny
jak w przypadku drgan skr¢tnych, czyli w postaci funkcji numeru wariantu stosunku $rednic D/d;,
i=1,2,...,7, oraz numeru postaci drgan, na rysunkach 7.5, 7.6 1 7.7 odpowiednio przy zastosowaniu
teorii belki Bernoulliego-Eulera, Rayleigha 1 Timoshenki. Przyporzadkowane kolejnym pigciu
pierwszym postaciom drgan funkcje wiasne uzyskane za pomoca modelu trdj- 1 jednowymiarowego
pokazano na rysunku 7.8 a i b przy przyktadowym stosunku $rednic Ds/ds=3.0. Z diagramow
przedstawionych na rysunkach 7.5, 7.6 1 7.7 wynika, ze w przypadku pierwszej postaci we
wszystkich przyjetych wariantach stosunku $rednic D;/d; w granicach czgstotliwos$ci 3.9+24.8 Hz
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Rys. 7.4 Funkcje wiasne czterech pierwszych postaci wiasnych drgan skretnych belki trojstopniowej uzyskane za
pomoca modelu jednowymiarowego (a) i trojwymiarowego, [133], (b) dla wariantu D;/d;=1.75.

stosujac trzy teorie zginania belki uzyskano réznice wzgledne czgstosci drgan wlasnych nie
przekraczajace 1% w porOéwnaniu z czgsto$ciami otrzymanymi przy wykorzystaniu modelu
trojwymiarowego. W przypadku wyzszych postaci wiasnych drgan gigtnych uzyskano znacznie
wigksze rdznice czestosci lecz tylko przy zastosowaniu teorii belki Bernoulliego-Eulera i
Rayleigha. Juz w przypadku drugiej i trzeciej postaci wystgpujacych dla rozpatrywanych wariantéw
stosunkéw $rednic Di/d;, i=1,2,...,7, w zakresach czgstotliwosci odpowiednio 42.2+147.2 Hz i
95.7+389.6 Hz roznice te przekraczaja 10% przy zastosowaniu teorii belki Bernoulliego-Eulera i
5% przy zastosowaniu teorii belki Rayleigha. Natomiast w przypadku czwartej postaci drgah w
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Rys. 7.5 Roéznice wzgledne czgstosci gigtnych drgan wilasnych belki trojstopniowej przy wykorzystaniu teorii zginania
Bernoulliego-Eulera

modenumber: | @1 E2 B3 B4 E5 HO6
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Rys. 7.6 Roéznice wzgledne czgstosci gigtnych drgan wlasnych belki trdjstopniowej przy wykorzystaniu teorii zginania
Rayleigha

zakresie czgstotliwosci 499.6+750.2 Hz roznice te dochodza do 20% 1 15% odpowiednio przy
zastosowaniu teorii zginania Bernoulliego-Eulera 1 Rayleigha, szczego6lnie dla czwartego 1 piatego
wariantu stosunku $rednic D;/d; wynoszacego 2.3 i1 3.0, rys. 7.5 1 7.6. Z kolei w przypadku piatej
postaci drgan w zakresie czestotliwosci 518.0+1110.0 Hz dla pierwszego, drugiego, trzeciego i
czwartego wariantu stosunku $rednic D;/d; roznice te przekraczaja 25% przy zastosowaniu teorii
zginania Bernoulliego-Eulera oraz dochodza do 20% w przypadku zastosowania teorii Rayleigha.
Jednak najwigksze réznice wzgledne czgstosci wlasnych drgan gigtnych jednowymiarowego
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modenumber: | @1 N2 B3 B4 BS5 M6

delta [%]

D/d []

Rys. 7.7 Roéznice wzgledne czgstosci gigtnych drgan wilasnych belki trojstopniowej przy wykorzystaniu teorii zginania
Timoshenki

modelu rozpatrywanej belki w stosunku do modelu trojwymiarowego wystepuja w przypadku
najwyzszych z rozpatrywanych, tj. szostej 1 siodmej postaci drgan w zakresach czestotliwosci
odpowiednio 1286+1543 Hz i 1309+2007 Hz, przy okreslonych wariantach stosunkoéw Srednic
Dy/d;, i=1,2,...,7. Wowczas w przypadku szostej postaci drgan rdéznice te mieszcza si¢ w granicach
32+36% przy zastosowaniu teorii belki Bernoulliego-Eulera w przypadku wariantow stosunku
srednic od pierwszego do piatego oraz siggaja 20% przy zastosowaniu teorii belki Rayleigha dla
pierwszego i drugiego wariantu stosunku $rednic wynoszacych odpowiednio 1.0 i 1.33. Natomiast
w przypadku postaci siodmej teoria belki Bernoulliego-Eulera daje réznice wzgledne czgstosci
przekraczajace 40% dla pierwszego, drugiego, trzeciego i czwartego wariantu stosunku $rednic
D/d; osiagajac maksimum rowne 51% dla D;/ds=1.75. Wowczas, stosujac teori¢ belki Rayleigha
otrzymywana jest takze maksymalna warto$¢ rdznicy czgstosci rdwna ~34%, a w pozostatych
przypadkach stosunkéw $rednic miesci si¢ ona w granicach 20+30%, rys. 7.5 1 7.6.

Przedstawione powyzej wyniki poréwnania potwierdzity znane informacje literaturowe
dotyczace granic stosowalnosci teorii zginania Bernoulliego-Eulera do belek o okreslonej
smuktosci, na przyktad w [57, 74]. W omawianym przypadku trojstopniowej belki wspornikowej o
usrednionym stosunku jej catkowitej dlugosci do $rednicy wg wzoru (7.1) robwnym umownej
granicy smuklosci 10 elementarna teoria belki moze by¢ stosowana jedynie w przypadku pierwszej
postaci drgan, gdyz w przypadku postaci drugiej, trzeciej i wyzszych daje wyniki obarczone zbyt
duzym btedem w odniesieniu do modelu tréjwymiarowego traktowanego tutaj jako bardziej
doktadny. Niewiele lepsze wyniki przy rozpatrywanej mato smuktej belce uzyskano stosujac teori¢
zginania Rayleigha, za pomoca ktdrej otrzymano wprawdzie znaczaco mniejsze rdznice czgstosci
niz w przypadku teorii Bernoulliego-Eulera, lecz mimo to w porownaniu z wynikami analizy
gigtnych drgan wlasnych uzyskanymi za pomoca modelu trojwymiarowego roznice te sa zbyt duze
z punktu widzenia wymogow zastosowan praktycznych. Natomiast bardzo niewielkie roéznice
czgstosei gigtnych drgan wlasnych omawianej belki w odniesieniu do traktowanego jako pewnego
rodzaju wzorzec modelu tréjwymiarowego uzyskano stosujac teori¢ zginania Timoshenki. Jak
wynika z rys. 7.7, najwigksze rozbiezno$ci wystapity w przypadku drugiej i trzeciej postaci drgan
osiagajac wartosci odpowiednio 4% dla wariantu stosunku $rednic D;/d; czwartego 1 piatego oraz
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Rys. 7.8 Funkcje wiasne pigciu pierwszych postaci wiasnych drgan gietnych belki trojstopniowej uzyskane za pomoca
modelu jednowymiarowego (a) i trojwymiarowego, [133], (b) dla wariantu Ds/ds=3.0
wg teorii belki: Bernoulliego-Eulera (- - - - - - ), Rayleigha (— — —) i Timoshenki (——)
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niecate 5% dla wariantu D//d; piatego 1 széstego. W przypadkach pozostatych rozpatrywanych
postaci drgan analogiczne roznice czgstosci sa znacznie mniejsze. Nalezy przy tym zauwazy¢, iz
wzgledne réznice czestosci nie przekraczajace 5% moga miesci¢ si¢ w granicach bledu
obliczeniowego przy wykorzystaniu modelu dyskretnego o duzej liczbie stopni swobody
zbudowanego metoda elementéw skonczonych, ktorego mimo swojej tréjwymiarowosci nie mozna
uznawac¢ za absolutnie doktadnego.

Analiza drgan wlasnych przeprowadzona za pomoca modelu jedno- 1 tréjwymiarowego
omawianej belki wspornikowej wykazala, ze niezaleznie od otrzymanej rdéznicy wzglednej
czestosci wlasnych drgan skrg¢tnych 1 gigtnych uzyskano niemal identyczne funkcje wiasne
przyporzadkowane odpowiadajacym sobie postaciom drgan, ktore to w przypadku zastosowanych
trzech teorii zginania niemal pokrywaja si¢ wzajemnie, co potwierdzaja wykresy zamieszczone na
rysunkach 7.4 1 7.8. Ponadto nalezy zauwazy¢, iz najwigksze roznice czgstosci w przypadku
kolejnych postaci gigtnych drgan wiasnych wystepuja przy réznych, a praktycznie przy wszystkich
wariantach stosunku $rednic D,/d;. Oznacza to, ze w badanym zakresie czgstotliwosci drgan 0+2000
Hz na otrzymane rdéznice podstawowy wptyw ma efekt Scinania przekrojow belki, a nie deplanacja
przekrojow skrajnych makroelementow belkowych odpowiadajacych obu przejsciom stopniowym o
wspotrzednych x=/ 1 x=21/, rys. 7.1.

Na podstawie przedstawionego powyzej pordwnania czg¢stosci 1 funkcji wlasnych drgan
skretnych 1 gigtnych trojstopniowej belki wspornikowej otrzymanych przy wykorzystaniu
jednowymiarowego modelu ciagtego i tréjwymiarowego modelu dyskretnego mozna stwierdzi¢, iz
do analizy drgan skrgtnych podejscie jednowymiarowe mozna stosowa¢ niezaleznie od smukto$ci
belki w catym rozpatrywanym zakresie czgstosci bedacym zarazem zazwyczaj najwazniejszym z
punktu widzenia zainteresowan technicznych. Natomiast przy analizie drgan gigtnych nalezy
wlasciwie dobiera¢ teori¢ zginania do smuklosci badanej belki lub watlu w zadanym zakresie
czgstosci drgan. Zgodnie z powszechnie znanymi informacjami literaturowymi, w przypadku
dostatecznie smuktych belek przy najnizszych postaciach drgan wptyw $cinania przekrojow okazuje
si¢ by¢ maloznaczny i wowczas stosowanie teorii zginania Bernoulliego-Eulera lub tym bardziej
Rayleigha wydaje si¢ by¢ dostatecznie doktadne. Z kolei w przypadku wyzszych postaci drgan,
kiedy ich wezty leza blizej siebie wzdluz belki i wplyw $cinania jej przekrojow staje si¢ coraz
bardziej istotny, oraz w przypadku belek mato smuktych, tzw. krotkich, trzeba stosowac teorig
zginania Timoshenki osiagajac poréwnywalna doktadno$¢ wynikow z wynikami uzyskiwanymi za
pomoca dyskretnego modelu tréjwymiarowego o duzej liczbie stopni swobody zbudowanego
metoda elementow skonczonych.

7.2 Uwagi dotyczace oryginalnych elementow proponowanej metodyki oraz mozliwosci
dalszego jej rozwijania

Podstawowym celem proponowanej w pracy metody dyskretno-ciaglego (hybrydowego)
modelowania wybranych uktadow mechanicznych przy wykorzystaniu L-SMC jest préba
wypracowania ogdlnego podejscia do badania drgan mechanicznych obiektow rzeczywistych bez
dokonywania dyskretyzacji komponentéw ulegajacych dynamicznym odksztalceniom, lecz
zastgpowania ich elementami strukturalnymi, ktérych ruch jest opisywany w sposéb Scisty -
zgodnie z zadana teoria deformacji sprezystej majaca zazwyczaj formalne analityczne rozwiazania.
Przy naturalnej zlozono$ci i mnogosci otrzymywanych zwiazkoéw analitycznych stanowiacych
model matematyczny ruchu badanego obiektu obliczenia wykonywano wprawdzie za pomoca
maszyny cyfrowej, lecz w zdecydowanej wigkszo$ci w oparciu o wyprowadzone uprzednio formuty
analityczne unikajac, gdzie to tylko bylo mozliwe, wszelkich aproksymacji numerycznych
stosowanych w znanych metodach komputerowych, takich jak metoda elementéw skonczonych czy
metoda elementéw brzegowych. Przy wykorzystaniu modeli dyskretno-ciaglych przyjmowanych w
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pracy typowym etapem numerycznym wykonywanym w calym procesie obliczeniowym jest
praktycznie tylko bezposrednie catkowanie przy uzyciu rdznego rodzaju technik interpolacyjnych i
ekstrapolacyjnych uktadéw liniowych 1 nieliniowych rownan rézniczkowych zwyczajnych z
przesunigtym argumentem typu (3.4) i (3.6) oraz we wspoOhrzednych Lagrange’a typu (3.26)
otrzymywanych droga analitycznych przeksztatcen jako konsekwencja uzywanych rozwiazan
(odpowiednio d’Alemberta i Fouriera) czastkowych réwnan ruchu przekrojow poprzecznych L-
SMC. Dzigki wymienionym cechom proponowane podejscie pozwala na tworzenie modeli
strukturalnych obiektow rzeczywistych charakteryzujacych si¢ stosunkowo latwa identyfikacja
parametrow wejsciowych, ktorej poziom btedu moze by¢ réwny lub nawet nizszy od poziomu
typowego dla powszechnie uznawanych analogicznych jednowymiarowych modeli zbudowanych
metoda elementow skonczonych, jak rowniez pozwala na uzyskiwanie mozliwie wysokiej
doktadno$ci 1 stabilno$ci numerycznej przeprowadzanych obliczen. Przesunigty argument w
odpowiednich cztonach uktadow rownan rézniczkowych zwyczajnych otrzymywanych w
konsekwencji zastosowania rozwiazan typu d’Alemberta falowych rownan ruchu pozwala na
sekwencyjne rozwiazywanie poszczegélnych réwnan nalezacych do tego uktadu, co bardzo
znaczaco zmniejsza liczbg koniecznych operacji arytmetycznych ulatwiajac tym samym
przeprowadzanie symulacji drgan, obnizajac poziom biedow numerycznych i skracajac czas
obliczen. Z kolei dzigki wykorzystaniu wtasnosci ortogonalnych funkcji wtasnych, w ktorych to
bazie poszukiwane sa rozwigzania metoda Fouriera w postaci nieskonczonych zbieznych szeregow
rozwini¢¢ wzgledem tych funkcji, mozna ograniczaé liczbg otrzymywanych w rezultacie rownan
rozniczkowych zwyczajnych we wspohrzgdnych modalnych Lagrange’a przy symulacji drgan
wymuszonych tak by uzyskiwa¢ zadowalajaca efektywnos$¢ obliczeniowa bez istotnej utraty
doktadnosci wynikéw z punktu widzenia wymagan technicznych.

Obydwa zastosowane rozwiazania czastkowych rownan rézniczkowych ruchu przekrojow
poprzecznych L-SMC, czyli rozwigzanie falowe typu d’Alemberta oraz rozwiazanie Fouriera, sa
wprawdzie znane od dawna, lecz jak juz zaznaczono we ,,Wstgpie” oraz w rozdziatach 2 i 3, sposob
ich dotychczasowego wykorzystania jest nieco odmienny. W proponowanym w pracy podejsciu
rozwigzaniu typu d’Alemberta nadano wymiar aplikacyjny do istniejacych w rzeczywisto$ci
obiektow doznajacych drgan ustalonych i przejsciowych uwzgledniajac efekty parametryczne i
nieliniowosci, w tym silne nieliniowosci, typu lokalnego. Uzyskiwane w ten sposob wyniki
symulacji zostaly poréwnane z wynikami otrzymanymi za pomoca innych metod oraz, co
najwazniejsze, z wynikami pomiaréw przeprowadzonych na stanowisku laboratoryjnym. Z kolei
przy wykorzystaniu rozwiazania Fouriera w ujeciu lokalnym przy ztozonych postaciach warunkow
brzegowych uwypuklono znaczenie warunkéw ortogonalnosci funkcji i wektorow wiasnych modeli
dyskretno-ciagtych badanych uktadéw mechanicznych i konstrukcji, w bazach ktorych rozwijano
cztony nieliniowe, parametryczne, niesymetryczne, tlumienia zewngtrznego i inne, uzyskujac
mozliwo$¢ przeprowadzania analizy drgan dla znacznie szerszej niz dotychczas klasy przypadkow.
W celu sprawdzenia wiarygodnosci otrzymywanych ta droga wynikdw réwniez porOwnywano je z
odpowiednimi wynikami uzyskanymi za pomoca innych metod, na przyklad metoda elementéw
skonczonych, oraz z wynikami pomiarow dokonanych na obiekcie rzeczywistym. Nalezy przy tym
zauwazy¢, iz nieco inny sposob wykorzystywania rézniczkowych, czastkowych réwnan ruchu
przekrojow poprzecznych L-SMC w ujeciu lokalnym oraz ich analitycznych rozwiazan mozna
uzna¢ za analogiczny element nowo$ci proponowanej w pracy metody modelowania jak w
przypadku zastosowania w ujeciu lokalnym znanej metody przyblizonej Rayleigha-Ritza do
uktadow ciagtych (tj. o parametrach roztozonych) dajacego podstawe klasycznego sformutowania
metody elementéw skonczonych, [113].

Poniewaz podstawowym celem niniejszej pracy jest przedstawienie metodyki modelowania
1 analizy drgan wymienionych ukladow mechanicznych, wiele zaprezentowanych wynikow
obliczen dotyczy zjawisk badanych za pomoca innych metod, na przyktad drgan skr¢tnych ukladoéw
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napedowych omawianych w rozdziale 4, czy drgan gietnych i gi¢tno-skretnych waléw maszyn
wirnikowych rozpatrywanych w rozdziale 5. Niemniej jednak, w tej rozprawie zawarto rowniez
wyniki oryginalne pod wzgledem poznawczym. Dotyczy to przede wszystkim omawianej w
rozdziale 4 dynamiki ukladéw strunowych wzbudzanych do drgan poprzecznych ruchomym
obciazeniem inercyjnym 1 nieinercyjnym przy wykorzystaniu falowej interpretacji zjawiska i
rozwigzania typu d'Alemberta hiperbolicznych réwnan ruchu. W tym rozdziale falowa interpretacja
zjawiska drgan znalazta réwniez nowatorskie zastosowanie przy badaniu szybkozmiennych
proceséw dynamicznych, w tym zderzen, zachodzacych w przekladniowych uktadach napgdowych
z uwzglednieniem luzéw migdzyzebnych. Owe nowatorstwo nalezy tu uzasadni¢ jako$ciowo
odmiennym w poréwnaniu z podejsciami stosowanymi dotychczas sposobem modelowania i
numerycznej symulacji badanych zjawisk. Do oryginalnych pod wzgledem poznawczym wynikow
mozna takze zaliczy¢ zamieszczona w rozdziale 5 analizg¢ aktywnie sterowanych gigtnych drgan
uktadu belkowego poddanego ruchomym obciazeniem inercyjnym. Szczegdlne znaczenie maja tu
przedstawione w rozdziale 6 wyniki obliczen dotyczace dynamicznego oddzialywania uktadow
jezdnych pojazdéw szynowych z torem kolejowym w zakresie tzw. $rednich czgstosci. Zaréwno
wyniki analizy drgan wlasnych tych ukladéw, wyznaczone dla nich funkcje odpowiedzi
czestotliwo$ciowej oraz wyniki symulacji drgan wymuszonych obejmujace efekty parametrycznego
wymuszenia toru wskutek rownomiernego utozenia podktadow na jego dlugosci, jak rowniez
zjawiska mikro-odrywania kot jezdnych od szyn w rezultacie przeciazen dynamicznych
powstajacych podczas jazdy, nalezy uzna¢ za nowatorskie na tle analogicznych wynikéw badan
innych autoréw opublikowanych w najnowszej literaturze §wiatowej. W tym przypadku za istotny
element nowosci obok podkreslanego powyzej oryginalnego sposobu dyskretno-ciagltego
modelowania mozna uzna¢ jednoczesne uwzglednienie wielu czynnikow wptywajacych ilo§ciowo i
jakosciowo na badany proces dynamicznego oddziatywania dotyczacych strukturalnych modeli
wozkow, nieliniowego modelu kontaktu miedzy kotami jezdnymi a szynami oraz funkcjonalnego
modelu prostoliniowego i1 krzywoliniowego toru o parametrach identyfikowanych do§wiadczalnie.

W przedstawionej pracy badane uktady mechaniczne i1 konstrukcje modelowano przy
wykorzystaniu jednowymiarowych lepko-spr¢zystych makroelementow ciaglych. Niemniej jednak
w ramach rozwijania proponowanej metodyki analizy drgan za pomoca modeli dyskretno-ciagtych
przewiduje si¢ mozliwo$¢ wprowadzania rowniez dwuwymiarowych L-SMC o stalych grubos$ciach,
na przyktad kotowosymetrycznych makroelementow tarczowych wzglednie membranowych lub tez
prostokatnych makroelementow ptytowych. Przy uzyciu makroelementow tarczowych mozna
byloby modelowac¢ réznego rodzaju wirniki, kota jezdne pojazdow szynowych, kota zamachowe 1
tarcze sprz¢gtowe w ukladach napgedowych maszyn i pojazddéw, kotnierze watdéw i inne. Z kolei
zastosowanie makroelementow ptytowych pozwolitoby na doktadniejsze modelowanie konstrukc;ji
mostowych, wiaduktow, estakad, elementéw budowli oraz posadowien maszyn i urzadzen.
Podobnie jak w przypadku zdefiniowanych w pracy makroelementéw jednowymiarowych,
rownaniami ruchu przekrojow poprzecznych L-SMC dwuwymiarowych bylyby réwniez liniowe
rébwnania rézniczkowe czastkowe opisujace lokalnie deformacje danego makroelementu przy
zadanych geometrycznych i dynamicznych warunkach brzegowych. Jak wynika z licznej literatury,
na przyktad [74], takie réwnania mozna takze rozwiazywa przy wykorzystaniu metody
rozdzielenia zmiennych i1 nieskonczonych szeregoéw rozwinie¢ wzgledem ortogonalnych, rowniez
dwuwymiarowych w tym przypadku, funkcji wlasnych. Za pomoca takiego podejscia rozwigzano w
pracy [96] w ujeciu globalnym problem wzbudzanych ruchoma masa drgan podpartej przegubowo
jednorodnej lepko-sprezystej ptyty o statej grubosci. Stosowanie metodyki proponowanej w pracy
przy wykorzystaniu sformutowania lokalnego do makroelementow dwuwymiarowych pozwolitoby
na efektywne rozwiazywanie szerokiej klasy zagadnien dynamiki ukladéw mechanicznych i
konstrukcji uzyskujac doktadno$¢ nie mniejsza niz w przypadku powszechnie uznawanej metody
elementow skonczonych. Na przyklad, przy uzyciu dwuwymiarowych plytowych L-SMC
wspomniana powyzej analiz¢ drgan ptyty wzbudzanych ruchoma masa w [96] mozna byloby

224



przeprowadzi¢ w przypadku ptyty niejednorodnej o zmiennej grubosci, podparta lepko-sprezyscie
na podporach o nieliniowych charakterystykach.

Niezaleznie od rozwijania proponowanej w pracy metody modelowania w kierunku
obiektow dwuwymiarowych, istniejq jeszcze duze mozliwosci modyfikacji jednowymiarowych L-
SMC juz zdefiniowanych w rozdziale 2, m. in. przez opisy réoznego rodzaju btedéw montazowych
elementow maszyn i1 konstrukcji, w tym takich jak niewspdlosiowos$¢ sasiadujacych ze soba
odcinkéw  waléw. Ponadto, nadal jest potrzebne wprowadzanie jednowymiarowych
makroelementow nowych. Na przyktad wydaje si¢ by¢ zasadnym dalsze badanie makroelementow
gietno-skretnych pod katem rozmaitych zastosowan technicznych, w tym wykorzystujac teori¢
zginania belki Timoshenki. W celu wykrywania 1 identyfikacji uszkodzen odpowiedzialnych
elementéw maszyn 1 konstrukcji, analogicznie jak w metodzie elementéw skonczonych nalezaloby
wprowadzi¢ makroelementy z peknigciem (szczeling) do analizy drgan przy uzyciu modeli
dyskretno-ciagtych. W dobie intensywnego rozwoju robotow przemystowych i kosmicznych
stosowana powszechnie do symulacji i sterowania ruchoéw ich wysiggnikow, prowadnic i
manipulatorow metode uktadow wielocztonowych (MBS) mozna bytoby potaczy¢ z
przedstawionym w niniejszej pracy dyskretno-ciaglym modelowaniem tych elementow w celu
jeszcze doktadniejszego uwzgledniania ich podatnosci do badania drgan naktadajacych si¢ na ruchy
podstawowe (robocze). Takie potaczenie ww. podej$¢ datoby mozliwos¢ otwarcia kolejnego
kierunku badawczego interesujacego zarowno pod wzgledem poznawczym jak i aplikacyjnym. W
zwiazku z powyzszym, nalezy stwierdzi¢, ze proponowana metodyka modelowania i analizy drgan
ma charakter perspektywiczny i stanowi pierwszy krok w kierunku budowania strukturalnych
modeli uktadow mechanicznych i konstrukcji bez dyskretyzowania ich elementéw traktowanych
jako odksztatcalne i bez przyblizonego w sensie aproksymacji numerycznej opisu ruchu, lecz przy
wykorzystaniu w ujeciu komputerowym $cistego opisu analitycznego wedtug znanych teorii
deformacji sprezystych, co jest jednym z podstawowych celow prezentowanej pracy.
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Summary

In the presented dissertation the method of dynamic analysis of complex discrete-continuous
mechanical systems is proposed. By means of this method there are studied linear, non-linear and
parametric torsional, bending, axial, transverse as well as coupled bending-torsional and bending-
torsional-axial vibrations of an extensive group of responsible elements of many mechanical
systems, such as cantilever beams, shafts and axles of the rotor-machines, drive trains and vehicle
running gears, guideways of industrial robots, catenary suspensions, rope drives and others. These
vibrations can be investigated with a sufficient for technical purposes accuracy by means of one-
dimensional mechanical models. In order to achieve a required exactness and reliability of results
and in order to avoid the well known disadvantages of commonly applied other methods, in the
dissertation for analysis of the mentioned vibrations an alternative method is proposed, which is
characterized by the same or even smaller level of the parameter identification error than, e.g. the
analogous one-dimensional finite element approach, but by higher or much higher computational
efficiency associated with an ease of application for practical purposes.

This method is based on discrete-continuous mechanical models, in which successive
segments of shafts, axles, beams, rotors and ropes are represented by the flexurally, torsionally and
axially deformable continuous visco-elastic macro-elements. These macro-elements are mutually
connected according to the structure of the real system in the form of stepped shafts, beams, rods or
strings which are suspended on concentrated inertial-visco-elastic supports corresponding to the
roll- or journal-bearings and joints of linear or non-linear characteristics. To appropriate macro-
element cross-sections, directly or by means of massless membranes, there are attached rigid bodies
representing rotors, bladed disks, coupling disks, running wheels, gears, flywheels, impellers, posts
and others. Properties of the elastic couplings, joints, bearings and gear meshings are represented by
means of mass-less visco-elastic springs connecting appropriate continuous visco-elastic macro-
elements. Characteristics of these springs can be linear or non-linear. Flexural, torsional, axial and
transverse motions of cross-sections of the macro-elements are governed by the partial differential
equations. Mutual connections of the successive macro-elements as well as their interactions with
the supports and other elements with continuously distributed or concentrated parameters are
described by equations of geometric and dynamic boundary conditions. If only shaft-torsional, rod-
axial (longitudinal) or string-transverse vibrations are taken into consideration, for forced vibration
analysis the d'Alembert solutions of the wave motion equations are very useful. Then, an
application of these solutions leads to systems of ordinary differential equations with a retarded
argument, which are particularly convenient for numerical simulations of linear, non-linear and, in
particular, — of strongly non-linear processes. However, more general are the Fourier solutions in
the form of infinite series in orthogonal analytical eigenfunctions, which leads to sets of modal
equations in the Lagrange co-ordinates. These equations are mutually coupled by parametric, non-
linear, external damping and skew-symmetrical terms regarded here as external excitations
expanded in series in the mentioned above orthogonal analytical eigenfunctions. A fast convergence
of the Fourier solutions enables us to reduce the quantity of the modal equations to solve to an
appropriate number in order to obtain a sufficient accuracy of results in the given range of
frequency. Both applied solutions, i.e. the d'Alembert and the Fourier one, of the assumed
mathematical models are formally strict, demonstrate clearly the qualitative system properties and
they are very convenient for stable and efficient numerical simulations. Beyond the simulations of
forced vibrations, by means of the discrete-continuous models also qualitative studies of the
considered mechanical systems are carried out in the form of natural vibration analyses and
determination of the frequency response functions.

In the successive chapters of this dissertation there are presented computational examples
demonstrating application possibilities of the proposed method to numerous mechanical systems

226



existing in the engineering practice. The results of some examples are compared with analogous
results obtained using other methods as well as some results are compared with corresponding
results of measurements carried out on the real objects.

In Chapter 4 steady-state and transient torsional vibrations as well as string transverse
vibrations are investigated, where the d'Alembert solution of the wave motion equations have been
used. There are studied linear, non-linear and parametric torsional vibrations of the reciprocating
engine crank mechanisms, of the drive systems of motor- and railway-vehicles as well as torsional
vibrations of drive trains of working- and rotor-machines. In the discrete-continuous models of
these systems dynamic effects caused by dry friction, backlashes, non-linear and parametric
characteristics of gear meshings, elastic couplings, clutches and others have been taken into
consideration. The results of natural vibration analysis and the results of non-linear forced vibration
analysis performed for the drive train with an elastic coupling and four gear stages are verified by
the corresponding results obtained by experimental measurements carried out on the test-rig. In
Chapter 4 there are also investigated transverse vibrations of the string systems excited by moving
forces and oscillators.

In Chapter 5 and 6 the Fourier solution of motion equations is applied. Chapter 5 is devoted
to bending vibration analysis of the beam structure under moving loads as well as to bending and
coupled bending-torsional vibrations of rotor-shaft systems of the rotating machinery. In the case of
vibrations of the beam structure excited by moving loads there are compared some concepts of
active control of the dynamic process in order to minimise amplitudes of system responses.
Dynamic investigations of the rotor-shafts are focused on the influence of coupling effects caused
by system unbalances on the steady-state and transient responses as well as there are discussed
natural frequency values and eigenfunctions of the geared drive train of the rotor machine under
coupled bending-torsional vibrations.

In Chapter 6 there is studied dynamic interaction between the railway running gears and the
track in the so called “medium frequency range”, in which the wheelsets and the track must be
regarded as flexible objects. Here, the dynamic investigations reduce to qualitative and quantitative
analysis of bending-torsional-axial (lateral) vibrations of wheelsets of the trailer and motor bogies
coupled by the non-linear wheel-rail contact interface with vertical and lateral vibrations of the
track model with experimentally identified parameters. The qualitative studies have been carried out
in the form of natural vibration analysis and determination of the frequency response functions for
the railway bogie-track systems. For the quantitative analysis numerous numerical simulations of
non-linear forced vibrations are performed for various kinds of trailer and motor railway bogies
running on the straight and curved tracks. For the given type of a trailer bogie the results of
numerical simulation obtained using the discrete-continuous model are compared with
corresponding results of measurements performed on the real object, indicating in this way
reliability of the proposed method to practical applications.

Beyond the final remarks, accentuation of the innovation aspects and preview for further
research, in the closing Chapter 7 by means of the proposed in this dissertation method there is also
carried out the comparative analysis of results of bending and torsional natural vibrations for the
stepped cantilever beam of various slenderness parameters regarded as the one-dimensional object
modelled using the continuous macro-elements as well as regarded as the three-dimensional object
modelled by means of the finite element method. In this comparison some limits of accuracy have
been confirmed for the applied theories of bending and torsion in the one-dimensional model. As
preview for further investigations, some possibilities of development of new types of one-
dimensional visco-elastic macro-elements are specified as well as there are emphasized abilities of
the proposed method to introduce two-dimensional macro-elements into the discrete-continuous
models of considered mechanical systems and structures.
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