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ROWNANIA EWOLUCJI CIAL DYSSYPATYWNYCH

W licznych procesach technologicznych przekraczane sg kilka-
krotnic dopuszczalne wartodci odksztalcer zakresu sprezystego w
wyniku czego poddawane obrébce materiaty ulegajq duzym defor-
macjom plastycznym. Proces zaawansowanego piynigeia ma’kilka faz
wstepnq,posrednia 1 pokrytyezng. W fazie wstepnej stan odksztal-
cenia jest wzglednie jednoroduy. Faza pos$rednia to poczatek loka~-
lizacji odksztalcex niespre¢zystych 1 osigganie stanéw utraty
statecznoéel charakteryzujgcych sig nieréwnomiernym rozkiadem
gradientu odksztalcenia, W kodcu nastgpuje trzecia faza, ktére}
rozwéj cz¢sto prowadzi do zniszezenia prébki,

Ten szkicowy tylko opis zjawiska piynigcia plastycznego jesno
prezentuje potrzebe globalnego spojrzenia na ciats odksztalcalne,
gdyz opis lokalny, ¥ ktérym przyjmuje sig, Ze cialo sktada sig 2z
identycznych kopii tego samego materialu, nie jest wystarczajacy.

Jednoczeénie jest interesujace, e duzym odksztatceniom quasi-
statycznym na réwni z odksztatceniari dynamicznymi towarzyszg
rézne osobliwoécis od niecingtodci gradientdw, odksztatced 1
predkosai na pewnych zbiorach, takich jak powierzchnie wiréw ozy
linie péélizgu, po zjawiska nieciagtodei w’ rozkladzie masy,
charakterystyeczne dla fal uderzeniowychs

Obok powyzej omawianych istnieja réwnies 1 przypadki proceséw
technologicznych, w ktdérych maja miejsca przemiany fazowe badi.
oddziaiywanie na granicy dwéch faz, takie na przyktad jak adsorp~-
cja (por.Oécik EIQTS:B. Tu aparat globalny uwzgledniajacy efekty
powierzchniowe (ogélniej—osobliwoéci powierzchniowe) okazuje sig
nie tylko pomocny ale wrgez niezbedny,. :

Niniejsza praca wychodzi'na przeciw temu zapo trzebowaniu,

Jej celem jest ujgcie globalne uniwersalnych praw fizykil
kontinuum oraz praw rzgdzacych materialem konkretnego ciala
odksztatcalnegoe s



e

_ Istniejgce niepelne, wewngtrznie niespéjine hoﬁc, oraz wigle
n:lcumadnionyoh postulatéw mechaniki racjonalnej sprawily, ge w
: prcmtonny- ujeciu stojge na gruncie mechaniki Rewtom, prmproﬁ
wadzono dodé dokladng analiz¢ warunkéw nicmiennicsoioi saréwno
opisu samych zdarzed jak i procesdéw w czasoprzestrzeni. ldaraui
ktérym podlegajg ciate odksztalcalne. To Jest w madzlo man- -

toéé wstepnej czedel rozdziatu pilerwszego, B
 Zasadnicza ozeéé rozdszialu pierwszego m:lcra vypmadzonh :
réuna bilansu globalnych praw bilansu pray dopm:cuniu. Ze
w trakoie ruchu wystgpuje powierzchnia osobliwodei, W esﬂlm‘ci
wspomniana powierschnia charakteryzuje sig koncentracjs nasy,
energil powierzchniowej i potencjalnyami nieoisgtoéciami pél

" fizyeznych opisujacych otaczajaoy ja ofrodek. W szezegénosoi j
material po':lartchnl moie mieé odmienne wiasnofoi od materiatu -
oérodka,

Podane w ty- rosdnnc prsyklady przyblizajg myml:llovmny
wyie] rodzaj osobliwodci uwzgledniany pray wyprowadzeniach,

- Bosdzial drugi zajmuje centralne miejsce 3e wzgledu na aspekt
modelowania konstytutywnego, do ktérego w pracy przywigzuje sie
duzo uwagi, ¥ rozdsziale tym przedstawiomo oryginalng koncepcje
modelowania konstiytutywnego, Wyprowadzono ogélng postaé réwnania
ewolucji w prnati'nnt globaln&oh stanéw ciata odksztalcalnego,
Istnisjgoe w literaturse przyklady réwnaf ewolucji wskazuja na
uniwersalnosé nszyskanego rezultatu., Dyskusja me tody 'yprowadzonﬁ
oraz samej postaci réwnania przeprowadzona w kovicowej czefci tegh
rozdzialu gzawiera ponadto charakteryastyke niedoskonalosci modelos
wania konstytutywnego, Sformulowana w tym rozdziale hipoteza nies
rozréinialnodol przestirzeni stansw rzuca nowe dwiatlo na kwestig
niejednoznacznodel nodelovan:la i romiqaanh prehhn&n poc:qtkw
wo=-brzegowychiy

Te oba rordzialy preynoszs wyprowadzenie Jednego "uktorongo'
réwnania ewolucji dle eiata, na ktérego skiadowe przypadajg réw-
nania universalne tj, réwnania bilansu, oraz rdéwnania 823cZeg620~
we, tzn, odnoszgoe sie¢ do konstytucji ciata, do jego materiaiu,

Istniejgce jus w literaturze ogélme podejécia do réwnash bilansu

% sfektami powierzchniowymi i aodatkm produkcjg nmq'.r: claza
(porsBae1en [1976] 3 Bewives [1960] ; s1attery[ 1967) , Mosoke1

[1974] + Kosifiski [1981]):10 prezentowaly nicsbednago w takil

x/ Pory literaturqe tam oytowans;,
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preypadku jednolitego spojrzenia na zespét réwnad uniwersalaych
orss szezegéiowych-materialnych. Szcsegblnie wazaym slementem |

‘takiego podejfcia jest snaliza warunkém niszmienniczoéoi, jakim
powinien podlegaé kosicowy ukisd réwnef, Warunki te mo2na osizgngl

 poprzes dokladng snalizg struktury czaaoprsutrnnl, w ktérel
oate cialo, a nie tylko Jogo clcnnty-cmtkt Jest badane, Ws
Ispomunych powyzej po:yojnch ubliografu brakowato toj ana.-
lisy,

Czasoprzestrzed se swoje] strony jest obisktem wyposaZonym
w swoje automorfizmy & zatem opis wiasnodcl materialnych ciales
oraz obiekty geomeiryczne i dynamiczEne uiyte do tego celm nis
mogg byé od tych antomorfizméw salelne’, Stad szczegdélowo przed-
stawiono miary i wielkofol niezmiennicwe takie jak deformacje,
nnprgtoun, wektor strumienia ciepka, niqnm Z samym ciatem
‘a nie csasoprzestrzenin,

¥ literaturze przedmiotu trudno odszukaé te partio materialu
mo%e % wyjatkiem wykladéw Nolla [1973] . autorowi prayéwiecal tam
Jednak inny cel, a byl nim opis lokalny,

Prezentowane konsekwentne globalne ujecie rozwijanaj teorii
‘pozwolile na snaczne zmniejszenie licszby zatoder, jakis sazwycza)
towarzyszg teoriom w podejsciu lokalnym, W szczegdlnodci nie-

. zaleznodé buydowanych obiektéw i rdéwnaf od ukiadéw odniesienia
powigzanych transformacjami Galileusza ozy kounisezna reprezenta-
eja' catkowa w praestrzeni fizycznej mier okrsdlonych na ciele-
to konsekwencjs struktury onsoprustrzini i jej automorfizméw,

Kwestia modelowania konstytutywnegoe zostala sainicjowana i
Juz w ozeci rozwigzana w grupie prac z mechaniki racjonalnej,
Prezentowans tutaj wyniki sq naturaloym pokzerzeniem pracy
Perzyny i Kosiriskiego [1913] Rozwéj badad na tym polu nie byt -
by mozliwy bez istniejgoe] literatury oraz c:géoiovych wynikéw
jus pudlikowanych por.Kostiseki [1976 , 1981 , 1983 , 19837,
Frischmuth i Kosifski [19827, :

Dwa ostatnie rozdzialy sq rozwinieciem poprzsdnich rozwazad,
poniewas przedstawiajq kwestie istnienia, jednoznaczno$ol oras
ciggiej zaleznofci rozwigszald pewnych realizacji typrondsonyoh

: mudnio réwnad od danych poozatkowyoh. = |

; Rozdziat trzect zawiera dowéd myrnnoiox prob’lm pmtto- ‘
®ego rétnd tcmo-uinprguﬁoioi 1 wtrmyu zmiennymi

; ;um ;
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W rozdziale czwartym naviqzanb jeszcze raz do termodynamiki,
aby sformutowaé ogélne twicrdzenie o stabilno$ci rozwigzad kla-
sycznych w klasie rozwigzal stabych z przestrzeni BV dla ukiadéw,
zapisywanych w postaci réwnad bilansu, Uzyskane tu rezultaty
wskazujg, Ze drugie pfawo termodynamiki moze siuzyé nie tylko
jako kryterium potencjalnofei zuigzkéw konstytutywnych lecz takze
jako kryterium dopuszczalnodei i stabilposel rozwigzal slabych,

Rozwigzania stabe i efekty nielokalne stanowiag klucz do lokal-
nej postaci nierdwnedci produkcji entropii, Uwzgle¢dnienie, na
przykied efektéw nielokalnych oznacza potrzeb¢ odejscia od
ogblnie stosowanej nierdwnosci Clausiusa-Duhema dla podciat ra
rzecz ogbélniejszej,przez dopuszczenie istnicnia dodatkowego
strumienia entropii wewngtrz ciata. Uzyskane w p., 9,5 na tsj
drodze prawo lokalne dla podcial przyjmuje odmienng postaé od
prawa obowigzujacego dla caYego ciata.

Jeéli natomiast dopuéci si¢ do rozwazal rozwigzania stabs,
nieklasyczne, to konieczne jest,jak wykazano w p. 9,5 i 20,uwzgled-
nienie osobliwodci w postaci dodatkowej powierzchbniowej produkeji
entropii, : %

wnioski te staja si¢ jasne i sa mozliwe do uzyskania dzigki
globalnemu sformutowaniu konsekwentnie prowadzonemu w niniejszej
pracys
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1. Ciaio odksztalcalne i jego ruch

Dla ustalenia podstawowych pojeé i zalozeir wprowadzimy w
tym rozdziale niezbgdne definicje i aksjomaty odksztaicalnego
oérodka ciagiego, ;

i, Odrodek ciggly

Jesli g jest przestrzenia euklidesowg,okreslmy klasg
BLP bijekcji miedzy otwartymi podzbiorami przestrzeni E Jako
BLP := f;f,:.ﬂ-’f;ﬂﬁ Domf jest otwarte w & oraz 4 jest

bilipschitzowskie i jakobian A({f) jest dodatni tam
gdzie istnieje ra 8. g

Przypbmnijmy, ze odwzorowanie %R—‘Y migdzy przestrze-
niami metrycznymi (ﬂ, ‘f.n\/ i (Y) f! ) Jest bilipschitzowskie,
jeéli jest bijektywne &%ﬁ(ﬁ)oraz .g i {.'q spelniaja
warunek Lipschitza, tzn, istnieja dwie dodatnie state Lip (f)
1 tip (f') takie, ze

galerb) € Lip(§) oy (20), 480 ¢l (f Mip (g (0, 1)

‘dla kazdego a,Le& , 8dzie okreflenie staiych odbywa sie

zgodnie z zaleznoscig

| Lit’(-g)? 5;"1’{?1 @fc,)é(b))(f.u(a,b))d‘f a,bef,ax b} :

Jako pojecie niezbgdne dla wprowadzenia terminu konfigura-
cji wyszczegdolnijmy w BLP klas¢ wszystkich bijekeji izometrvez—
nych BI. Na koniec przed wprowadzeniem pierwszej definicji
przyjmijmy okredélenie: dwa odwzorowania z:3>-»z($)c£ i
x: B> 5®)c € sa omotopijne w klasie BLP jeéli  istnieja:
bijekcja h:3>—">k($s¢ oraz ciaglie odwzorowanie
B [0,1]xh(B)=>€ , takle, ze

(0 )exoh®  H(4,)= 5ok i H(s,)eBLP

dla kazdego 56[0,1] '» Podwéjna strzalka > oznecia
bijektywnosé odwzorowania, : k
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mmmcu 1. Oérodek cigﬁy (oiazo) Jest to niepusty
lbiérﬁ, elenenty ktérego nazywamy ezqstkani ot Wyposazony '
1 strukture przestrzeni mierzalnej %z miarg M adef:lniouanq :
na @ ~ algedbrsze: podzbiortiw zbioru 3 1. @~ glmﬁcmnq.
o strnkturq rozmaitodel Lipsohltzpwskioj zdotiniowaaq prul
. niepuatq rodsine odwzorowaﬁ a: P qlementy ktére) nauyuany
mungo-j_emqt. spelniajqoq naatqpujqca warunkisz -

" a/ kazde xe[ "Jest bijekeja B na pewien podzb:lér
otaarty prsestrzeni auklidcsouj f (tréjwymiarowej w o;dlnyt
praypadku ) ; '

h/ jeéli zdeﬂninjeny abidr _prunieucze:i jako e

a.s:{‘ zvg zzgei_ze‘f}

g TR ,
o/ Jedld %e'ﬁ- oraz xef * przy Do- x{fB) =1, nngz,

to 'Itofx.c—f

i Br Cc C

d/ kazde dwa element.y rodzlny C sq homtopijne ' klanio

’ﬁ- <BLP. D 5 7

A

Zauwazmy, te z wqrunkn b/ wynikn, u kazde przemiesac:enit
; léﬂ"c wraz ze swoim odwzorowanlen odwrotoym X Jut

: homomrﬂmem spe}niajaoyn warunek Lipschitza, a niee na Eis
podstawie ‘twierdzenia Rademachera [1919} odwzorowanien prawis
wszedzie rézniczkowalnym, Z kolel z twierdzenia Kirszbrauna ».‘ﬁ_'.
[1934] wynosiay, ze xazdeAe B¢  posiada olagie rozszerzenis

_na caig prazestrzes & zachovnjqoe stala Lipschitza Lip (2) &

Powiemy, te oémdck oiqg&y .B ‘Jest odksztalcalny, gdy
ezyu w klasie ’R'C i 1stuiejé co. najmniej Jedno odwsorowania_”

3 bilipachitzowskie nieizonetryczne. Skoro wras z 1 : kazdyn

przemieszczeniem do “’c' nalezy odwzorowanle odwmtno ﬂ. i
_1{1\_-‘:0 klasaﬂ' : oérodka mdksztalcalnego zawsze zawiera co naj-ﬁ
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mniej dwa odwzorowania nieizometryczne.

Zauwazmy, e punkty b/ i ¢/ pozwalaja sformutowaé warunek
d/nastqpujqoo: dla kazdych dwdch elementéw =, ed istnieje
odwzorowanie ciagie H:[O,"]"x(.@)—’f takie, ze

AH(O’ .)= w’z(’&)’ H(ﬂ,-)s 59{1 oraz : H(s, .)e R’a: < BLP,
dla kazdego 56[0,1] . Dzieki temu sformulowaniu staje sig
jasne, ze w przypadku osrodka odksztaicalnego do klasy ?d‘c
nalezy kontinuum odwzorowai nieizometryeznych,

Powiemy, Ze dwa umpiejscowienia X, x€& d: wyznaczaja te¢
sam& konfiguracj$, jedli d',,, = db s gdzie dla dowolnego

Ke C defininjemy metryke d,,&:.’BxZB-QlR" wzorem

() 4 (XY= 44 (P R (T

dla kazdych :I,Ye 3 « Tutaj d(',')g oznacza metryke w
priestrzeni euklidesowe] 8 '
Jest rzecza elementarna sprawdzenie, Ze w ten sposdb
okreéla sig relacje rdéwnowaznofci w zbiorze C i przez
oznaczymy zbidr klas abstrakeji tej relacji, tj. zbidr konfigura-
‘cji. Zamiennie mozemy postugiwaé sie wtedy przyporzadkowaniem
g(::: {d.,zi X e d:}

¥ zbiorze kqnfigurac,ji wprowadzamy tjlu-nkcje, odleglosci d,_o'(
w.zorem bﬂ’ : & (I, Y) - d.g [‘.Z,’C) ix#Y
dx (4% 3 J.K>$= wmwnax {Sl&f d" (I,‘C) dz (x,Y) ‘-x,

Sprawdzenie, Ze df](, spsinia aksjomaty metryki jest nieskom-
plikowane, pomocne przy tym jest nastepujace spostrzezenie

d:‘l(.(dfzsa ‘{z): l’“‘”““”‘ {u{’(b"’:"); uf(“°8.1)},

gdzie &P(xuiq) oznacza stata Lipschitza przemieszczenia zaa'f
3 Natpmiast. w zbiorze umiejscowiesl C .wprowadzamy natural-
na metryke sup zgodnie z zaleznoscia

dg (%, )= Aup] ddx (D 5(0): xeB] .
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. Przyjmiemy podstawowe dla dalszej czesci okreélenia, Niech
ﬂ’)O wtedy ciagle w sensie Lipschitza odwzorowanie odcinka 5
(o, g}ﬂ‘.w gviér nazwiemy procesem przemieszczania (luh
krétko przemieszczaniem ) ciata B . Fumkeja §° [o+]=X
nazwiemy procesem deformacji ciaia 3 jesli istmieje conaj-
mniej jeden proces przemieszczania :[o,7)-»{ veaacy jego
realizacja, czyli f»(s).d.,m dala selo,a] .

Pytaniemo duzym znaczeniu Jest mozliwo$é wyznaczenia
procesu przemieszczania z posiadanego procesu deformacji. :
‘Druga kwestia Jjest sposéb opisu ruchu ciata odksztaicalnego.
Ale samo pojecie ruchuwymaga wprowadzenia pnnktu(ciala), czy
nawet ukiadu odniesienia wzgledem, ktdérego jest obserwowana
zmiana polozei cialta B. :

‘2. Cmasoprzestrzef

Dla przygotowania odpowiedzi na kwestie wyke] poruszone
przypomni jmy nastepujacy rezultat, ktérego dowdd mozna znalezé
w wielu publikacjach (por.np. No11 [1873]) .

LEMAT 1, Jesli A:E->E” jest izometria ( izomorrizmem
oukiiduory-) z przestrzeni euklidesowe} 5' na przestrzen
euklidesowg 8” s to istnieje izomortizm 1‘9—(6")"’71‘5‘)
miedzy odpowiadajgcymi przestrzeniami stycznymi (transiacy jnymi)

9—(8') ora:' g‘[f') taki , ze
A(x) = A(3)= Xy (*-y)

dla kazdego X, 4 € £’ . Tutaj minus po lewej stronie oznacza
dziatanie w £ , zaé po prawej stronie-dziatanie w E’ o
o 1 e A

W przypadku E = £" zbiér izomorfizméw przestrzeni stycz-
nej oznaczymy przez Orth(T(E'), zaé Orth"'ﬁ-(g ) oznacza
wlaa’ciu—( tis © dodataich,wymcmikach) automorfizmy przestrze-
ni stycznej. v 2 :

Przyst.gpujac do wprowadzenia pojecia ruchu, jego predkoéei'
i prmpiezenia)truhq zatrzymaé si¢ swoja uwage na terminach:
czas i réwnoczesnoséé zdarzed oraz wzglecdnosé ruchu,
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w roswijanej nierelatywistycznym opisie zjawisk korzystamy
=z czasoprzestrzeni Galileusza W,

Rézne sg metody opisu czasoprzestrzeni zdarzed, Jednad z
nich przedstawiond przez Nolla [1973] bazuje na koncepcji
funkcji uplywu czasu LWk z géry zadanych wlasnoéciach.
Réwnoczesnos$é zdarzen jest relacja wprowadzonq przepisem.
ecW jest réwnoczesne 3z {-eu jesli 'L(c, .ﬂ = 0, Klasy
abstrakcji tej relacji sg nazywane chwilami, a ich zbidr i
okazuje si¢ byé przestrzenia euklidesowsg, ktérej przestrzen
styczna jest utozsamiana z osia rzeczywista R, .

Omirimy dalszy opis koncepcji Nolla neoklasycznej czaso-
przestrmni i sformutujemy w jezyku wiazek pojecie

czasoprzestrzeni W « W licznych opracowaniach tego
typu ujecie jest czgsto spotykane( por.np, WoZniak [1974])

DEFINICJA 2, Niepusty zbidr w nazwiemy czasogrzestrzenig
(Newtona | jes1i istnieje wiazka wiéknista *{W [, E, ch, RF, :,7}
o -nastgpujacych wtasnosciach: a/ baza P Jest Jednowymiarowq
przestrzenia euklidesowa,b/ poszczegblne widkna oh (T) Tel® sa
. zbiorami igomorficznymi z typowym widknem 6 s ktére jest
tréjwymiarowa przestrzenia euklidesows, e/ elementy'(odwzorowa-
nia z ) atlasu wigzki RF zachowuja struktureg poszczegdélnych
widkien a ich odpowiednie kompozycje sa gladkiui funkcjami
z 3 do 5 d/ grupa wiqzk:l]dziata etektywnie w i J' Jjest
- podgrupa gmpy“/ orth* (9’(5)).D

Rzut wiqzkiok‘-w-)r' wyznacza relacje réwnoczesnosci a jej
klasy, bedace widknami nazywaé bedziemy zbiorami zdarzer rdéwnos~
czesnych, Z definicji atlasu kazda mapa

RP3F rKE—bc‘\( )dlapewnego F?Cr'

-

ma wiasnosé:

; cj»\, (P(t, ‘))=T, dla kazdego (T,x)e FFKE :

x/ wiazka wspéirzednosciowa, wg Steenroda [1951
xx/Przez J, oOznaczylismy podgrupe odwmrowaﬂ un t.arnych przestrze=
ni stycznej (translacyjnej)ﬁ&)generowanych przez elementy z J.
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Ponadto zbiery I" pokrywaja calg baze, tzn.U{’}EFeRF}:P .
Bez straty ogdlnosci bgdziemy przyjmowad, ze kazde Ia jest
przedzialem, tzn. (1ukowo)spéjnym podzbiorem zbioru chwilr .

varunek b/ oznacza, %e wybierajac dowo lne Peﬂrdla kazdego
Te [la odwzorowanie P:- a;)wyznacza naturalny izomorfizm posz=—
czegélnego widkna z&€ . Struktura euklidesowa we widknie
a‘"(‘[) jest wtedy zzodna z definicja metryki

-1 -1 el
= dla kazdego ©,{¢€ ch
d e, 3g = d<frle), B (D g e fech (D).
warunek ¢/ oznacza, ze lewa strona nie zalezy od konkre t~
nej mapy [3, a jedynie od chwili T , tzn, zdarzenia réwnocze=-
sne i tylko takie maja jednoznacznie wyznaczong metrykes; dla
s .1 4 - r
wloknaaa Ct) metryke¢ bedziemy =~ oznaczac praez d.<~,->t .
Metryki na poszczegdlnych widknach przez ziaczenie ich dziedzin
pogyalaja, na wprowadzenie jednej funkcji odlegkoéci‘{d.(-,-)t':'&"}
= d, Jako -

a:U {3:1(,15)1( oh T(T);'ief' }-)fR+poprzez d (e, £):=d<e, -F)T
jes1i  dh(e)= &g)ﬂ. -

* Obok funkecji dr , ktéra jest zdefiniowana tylko na parach
zdarzei réwnoczesnych}naturalnie, tj. 2zgodnie ze strukturg
wigzki,zdefiniowana jest funkecja uplywu czasu

~
A -L:\Jx Ww— R poprzez 1(3)“{):-_: 3\(6) = J,(_F)e R
dla dowelnych e,.pew', gdzie minus oinacza dziatanie w przestrze~

ni afinicznej [7, 7 @

Powyzej wprowadzone funkcje d, oraz 'E charakteryzuja
strukture : czasoprzestrzeni zdarzeil . Dowolna
bijekecja 3,'. > bedzie nazwana automorfizmem czasoprzestrze-
ni \,J; jesli zachowuje relacje réwnoczesnds"ci, odlegtosé
micdzy zdarzeniami oraz uplyw czasu, tzn, o ile ‘spelnia
warunki - = :

1) jesid JA(&): d\(@) i :L(&[a)): Jn(a(-g»;

i3) A(6e), 60 d(e,f) + 910 xesavon e, eV
takich, ze Cl\(e)=d~{-?—), . 5
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~i11) %(a,(e),’&(g)‘)s%(e‘, q) dla kazdych €,g& W
Wykorzystujac lemat 1 ° reprezentacji izomorfizméw przestrze-
ni euklidesowych formutujemy (por. Noi1 [1973]).
SPOSTRZLZINIE 1. Z kazdym automorfizmem @ W—>W czaso~
przestrzeni W sa jednoznacznie zwiazane: a/ liczba fQGR
b/ dla kazdego tér s Jeden izomorfizm przestrzeni stycznych

&,_.*: T(JV’(’[))» 7( gk— 1{"!,'4- ta)) lt.'ak:l , %e
: ol % 4 gt A A ~
a,(e)ed\ 1('C+’ta)‘jeé11 ee CL\ (T) oraz a(e)- a.@)=a’[‘(f~.9,

~ A L
Jesld Cx\@)zc\w({%l, , gdzie plus oznacza translacje w przestrzeni
P 1zaé minus po prawej stronie dzialanie w przestrzeni
- X
h (T)_.l ; réznica e—¥ jest elementem przestrzeni stycz-

nej T(ch (t)).g‘

‘Przechodzac do szczsgbélowej charakterystyki elementdw
atlasu RF i wprowadzenia podstawowego pojecia kinematyki
wybierzmy dwa dowolne punkty X,y przestrzeni o Bape peRF
i rozpatrzmy odleglosé migdzy elementami ich linii €wiata
tj. zbiorami zdarze: {(3(,’[.',!)3 Te PP} i {}(T,S)E'Cerpi w mapis

e Zgodnie z dafinicjq otrzymamy j

| (2.9 d< P(’i,ﬁ), B(’E,g»f(f d’<x‘:’.'3>8

dla kazdej chwili 'L'el" » To oznacza, 2@ linia swiata punksiu
X. W maple ﬁ Jest "rownolegta" do linii éwiata punktu y, w

tej samej.mapie, przy czym ich wzajemna odleglodl d  w czasé-
przestrzeni k)' jest rdwna odleglosci pumkiu x od punkiu y W
hi‘zesttzeni fizycznej E » Wiagnesd ta jest niezalezna od
wyboru mapy € BF . Skoro viala odksztalcalns "sa postrzsga-
ne" w przestrzeni fizycznej E, s nad ktéra zbndowalifmy czases
przestrzesi zdarze: k)’ , to méwiqe niezbyt fcisle, elemecty
atlasu RF wyznaczajg klasg kinematycznych procesdw (ciai )
gztywnych, tjs klasg procesdéw cdniesienia dla opisu ruchdw cia}
odksztatcaloych, Stad tez jasnym sic wydaje nazwanile dowscinej
pary {E, 6}} , gdzie ﬂégF , ukladem odnizsienia, Nola
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ukiadch odniesien‘ia bedzie widoczna w trakcie badania ruchéw
cial odksztaicalnych,

Zatrzymajmy si¢ na koniec nad charakterystyka czasoprzes=
trzeni, ktéra wprowadza grupa a& oraz postaé automorfizméw

przestrzeni fizycznej 5 .
Niech B, , B, beda dwoma mapami z RF: dla kaddego

Tel"p“ l"h funkcje (bi,jekcjo)ﬁ't't P,Ct, ) oraz ﬁa—i’ﬂ@,‘)
sq dobrze okreslane,a odwzorowanie E’ .g‘%@oi na mocy warunku
o/ Definieji = jest autonorfimn przestruni 8 jednoznacznie
WyzZnaczonym przeg elenent grupy 3 « Oznaczmy to przyporzgd-
kowanie przezg Cal -’j , & odpowiadajace mu przyporzgd-
kowanie do przese"zt i atycmj przez

B Pe P,,"’ :lu— A

Kortyst.a:mc z Lematu 1

(2:2) (ﬁt B )09~ (F’t B.o)g)= Ippus PO 5)

dla kazdych X qu gdzie zgodnie % przyjet.ymi oznaczeniami
mozemy napisad (F-t F,twtﬁ (I)X. Wybierajac ‘calkiem dowolnie
punkt 16 € y Ppowyzsza reprezentacj¢ doprowadzamy do pestaci

(2.3) 3¢, Fz(’L’):w: N T+ 5’”& @ (x- qy), . cﬁé&’,‘éw

dla kazdego X€ E oraz T ér' I" + Warunek 5ladkosci,o
" ktérym mowa w Definicji & punkt c/,nalezy écidlej sformulowad,
wprowadzajac w zbiorze 'J metryke sup w naturalny sposéd
di( e, b) : = sup{d(l&),‘é‘))!xeqdla kazdej pary a, bed .
Wtedy gtadkosé funkecji S&f‘ gﬁp‘* oraz hﬁz okreslonych
na F&n PL oznacza ich ¢ 108¢ w sensie Lipschitza,co
najmniej, oraz dwukrotng rézniczkowalnosé, Mozliwe tez jest
sformlowanie warunkéw gladkodeci map w postaci zadania by dla
kazdej mapy (2eRF funkeja ,-'P’tl—’d{Pft,x)}Fﬁ,ﬂ’eﬂbyla klasy
c? dla kazdych dwéeh punktéw x,4yek .

Transformacj& euklidesowa migdzy ukladem odniesienia

{E @‘} oraz {E ‘3,'} Jest scharakteryzowan® przez przyporzgd-

kowanie S‘l Pk P‘ ’43 powyzej okreflone, Transformacje
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Galileusza tworza szczegdlna , wezszg, klas¢ transformacji,
ktéryeh charakterystyka jest okreflona zgdaniami

(2 .4\ 3"&&(7) = 0*63* ovez Cﬁ‘flﬁ)' 9ot Co (T-T;)

dla kazdego LTe€lg Pl" gdzie (l, €. E., q,eﬂ-@oraz Z,€ r;s‘a fﬁz

- s ustalonymi elementamis,

Sneu;élna rola transformacji Galileuéza wigze sie 2z
pojeciem uurey,jnagod ukladu odniesienia, ktore moze by¢é
wprowadzone , gdy zdefiniujemy ruch ciala oraz wprowadzimy
I-siq zasade dynamiki Newtona,

3¢ Ruch oérodka

Prsystepujcqy do wprowadzenia trzeciej z kolei podstawowe}
definicji’ | 2

DEFINICJA 3 , Niech dane bedzie cialo odksztaicalne B
wraz 2z rodzing mmiejscowien C oraz przemieszczei ﬁ'a: .;‘Jes’u
[‘q\c I jest przedzialem, to odwzorowanie Y\i Px"fb—’ FJ‘.‘(’;‘)
nazwiemy procesem kinematycznym dla ciala % > 0 ile

2 :

a/ ok('l\CC,'I»r‘t d1a kazdego Te [ oras XeB,

b/ jefli dla kazdego Te 'y okreélimy odwzorowanie
Kfﬂ—x&&mp‘uu&a)y‘a,é dla kazdego ZeB , to dla
dowolnego ukiadu odniesienia {5, ﬁ} ‘ funkcja P;L&B-)E
jest umiejscowieniem z rodziny { . dla kaidego Te K,

¢/ dla kazdego ukladu odn’iesienh {E, ﬁ} odwzorowanie

).l;cbtdm yrupisu/um:xf;oit:sef jest lokalnie ciagle
w sensie Lipschitza, ;

Ohmro'an:le/u:ﬂ‘-’[ wyste¢pujace w warunku o/ nazwiemy
ruchem ciata Bwizgledem ukiadu odniesienia iE)P}}wyznacmnym,
przez proces kinqmtycny;‘.m :

x/Uzywanego czesto w podrecznikach terminu "inercjalmnego
ulkiadu®” nie znalazliem w siowniku jezyka polskiego,



R

: Zauwazny, ze warunek a/ ,zapewniajac zgodnoéé_ odwzorowania

X 2 rozwidknieniem czasoprzestrzeni ,umoziiwia w punkcie b/
okreélenie rodziny odwzorowat {x,ste F.,d + Wybierajgc dowolne
XeB )zbiérim(x)nég‘{nazwiemy linig Swiata czastki X w
procesie ”Q « Warunek ¢/ moze byé sformuiowany stabiej przez
zadanie by dla pewnego ukiadu odniesienia {8, p}takiego, ze
ol odwzorowanie M ! n&'—)d: bylo lokalnie ciagie w sensie
Lipschitza.(Aby definicje procesuiruchu nie byly puste nalezy
zazadaé by PPDFK .)
Jest oczywisty bezpoéredni sposdéb powiazania kazdego ruchbu z
procesami przemieszczania,

Niech dany bgdzie jeden proces kinematyczny oraz dwa

uklady odniesienia{f,ﬁ,}‘{éﬁ,jtakie, ze f;!‘zn /};1.7 f.,'( « luchy

/(44 oraz M, g odpowiednio wzgledem F1 prazﬂz_ 5 58
wtedy powigzane . zaleznoscia :

B9 e et g e

gdzie : 2 :
30%{.(‘['): ﬁ;;fzz; 2 > € | dla kazdego Te ,‘:,Y jest auto-
moriizmem przestrzeni b reprezentowa-nym przez t2.3) %

" Proces kinematyczny nie moze byé rozpatrywany jako podsta=—
wowa wielkodé kinematyczna, gdyz obserwacji fizycznej dokonuje sig
w ukladach odniesienia, Ponadto’ aut.omorfizmy czasoprzestirze~-
ni nie powinny wpiywaé na opis matematyczny zjawisk, W zwiazku
'z tym wielkoscia kinematyczng podstawowg dla rozwazania begdzie
proces deformacji wprowadzony juz uprzednio, ‘

Jedli 9\3[;&! =>W jest procesem kinemtycznym, gdzie rek
jest przedzialem domknigtym Ri[‘[’,,twf],fék zas { é, ’
Jest ukladem odniesienia, to ruch u? Fg\vﬂéz wazgledem l f,
poprzez proces przemieszczania /t‘;:[o,f]—){,gdzie/;‘.[.s)l?-/tq‘s,
wyznacza proces deformacji »f»: [a,zr]-g% zgpd_nie Z przepisem?

@) O, 1) 4L el X) e, Yy

dla kazdej pary I,TG$ oraz kazdego se[a_.d] « Zauwazmy, Ze
proces deformac;]‘;i mozna bezposrednio zwigzad Z procesem .
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kinenatycznyn S& po przez

(3 pO(X,Y)= d(«&cr.u,x), X (s, 7))

dla kazdego x sTe-‘:B oraz $é [O,d“J . Rzeczywiécie, zgodnie 2
okresleniem funkcji odleglosci d, 3 wyblerajac dowolny uktad
odniesienia {'e P],przedstawiamy (3:3) = postaci

(3-* f(’)(IY ’d'<f (‘\(T*s, ? (‘\ﬁ";}/)»t [I.4s)(x Y)

Niezaleznosé prawej strony od szczegélnego pi. jest oczywista.
Zauwazmy, %e zlozenie automorfizmu Q, IJ—?\J' czasoprzestrzeni
z procesem kinematycznym t\ wyznacza nowy proces k:lnema-
tyczny vl\ i ten sam proces deformacji o ile automorfizm o,
Jest wiasciwy i regularny, tzn, nie zmienia orientacji Zadne,j
z przestrzeni zdarzeu révnoczosnych i dla dowolnych map
¢¢RF odwzorowanie r'of' "'Ux ‘okre$lone poprzez (i
'SE '%_,; ;gtg)_)g%é est. ciagle w sensie Lipschifzg"
ryee sup w naturalny sposéb wprowadzonej do :l» + Z wias~
noéci automorfizméw czasoprzestrzeni nie trudno wywnioskowaé
stusznosé og61n1e.jszego spostrzezenia, '

fer

SPOSTRZEZENIE 2. Dwa procesy kinematyczne %:lo RaBAW ores
x.ﬁ-)w" polqczone wzaéciwym i regularnym automorﬁzmem

czasoprzestrzeni o, W—bW przepisen X 0,0 wyznaczajg
jedsn proces* deromacji. Na odwrét, jeéli dwa procesy kinema=
tyczne x L X wyznaczajg ten sam proces deformacji
p: :l—yﬂ(, to istnieje lokalny automorfizm (tj. spelmajqey
warunki i) - l-Li) automorfizmu)czasoprzestrzeni a. (x,
»,\(p R) taki, ze 9\-—0&‘7& tzn, dla kazdego Le3 oraz

Te n’(” , zachodzi réwnosé 7(('1', )=o(x([—t‘,’x-)) gdzie

liczba t‘eR realizuje automorfizm w przestrzeni chwil

PK'S F’K;‘-t‘s= [To-tﬂ) ‘[a‘f CL’ tw] 5 g‘ug Eo,d]_l.g
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I“Zgodnie z okresleniem (3.2) oraz postacia automorfizméw
przestrzeni euklidesowej stwierdzamy siusznosé nastepujqcego.
spostrzezenia. %

SPOSTRZEZENIE 3. Dwa ruchy :r/‘,,xﬁ-bforaz/;':/ﬂ,xﬁ-»g\
wzgledem ukladéw {_E, F} oraz is, P‘L} wyznaczajg ten sam :
proces deformacji f:]-)ﬂ( dla ciata .'Bwtedy i tylko wtedz,gdy
istniejg proces kinemtayczny‘oraz wtasciwy automorfizm n,:U’-)U
takie, Ze/u, jes't ruchem ciata wzgledem{e) P} wyznaczonym -
przez ‘Y\, zas - Jest ruchem ciaia wzgledem {8, P‘-} WyzZnaczo=-

nym przez an&. a

Jako konsekwencj¢ spostrzezer 2 i 3 oprzymjeny :

WNIOSEK, Iwa ruchy i Fuls-)&raz /4':;"3')5 w_yznaczajq
ten sam proces deformacji,jesli sa powigzane nastepujacg
relacjag

(344) /u': c+ ® (/t— 1),
gdzie qleRn cfnoze-byc' wybrane dowolnie,c:?—ez Jest

okresjone przez c(T)= {'7‘.{){1)’2“ Q;-’Drﬂu (T(‘)) Jest

zdefiniowane przez Q( )=9‘ ?‘?)*. W szczegdlnosci wybierajae

T

pewne' ,IoeB mozemy wstawié CL(‘L')%(:Z‘,) i wtedy cﬁk/%[xé

Zauwaizmy, 2e w powyzszym sformulowaniu przyjelismy F,:F‘;
Jeéli interesuje nas bardziej ogélny przypadek nalezy &us’cié
translacje t“el? w zbiorze chwil tak by /lll' l}"— <, '
(por.Spostrzezenie b ) .

Na zakoiiczenie tego punktu wyprowadimy zaleznosé migdzy
polami »predkos’ci/&:r/"ﬁg_ Wﬂi przyspieszenie/l:/&xﬁ-)r[a
dwoch ruché_w { x'/u.' wyznaczajacymi ten sam proces defor=-
mac ji /P-J,—) cia}aﬁ. Zgodnie 2z definicjg, oraz zalozeniem
cigglosci w sensie Lipschitza ruchéw mamy, dla kazdego LeB
oraz Tely, :

: 45, X)= { ¢
T 30= % (T, )= lim p(T )s,«(*f x)eﬂé),



édzie granica po prawej stronie istnieje prawie wszedzie na
= 6zniczk t
9‘ d o Stad réznicz ujqc/A otrzymamy, przy wyborze 1[9

=/(T(3Q) 1 gdy C(T)‘/"t (%)
(73-.5)‘ : /u.—c. = @(/u-:i, +A [/‘—’—C)

gdzie "‘Skew(ﬂ—[s)),jest okreélone przez A:= QQ X za$
Skewm&{ oznacza zhiér{Ae[m,(‘T[E)) A=-A }. Jedli pola/u.
oraz/u. 83 ciggle w sensie Lipschitza na . orazr'l s brzy
ustalonym drugim argumencie, to mozemy wyznaczyé dla prawie
wszystkich wartosci chwil, o oras/u « Proste przeliczenia
daja nastgpujacy zw:lqzek

(3.6) /’— =@ -(/1-21;)+2A (/i'.. é)+ (A_Azjé‘/_c),

Powyzsze zaleznosci bedag wykorzystane w dowodzie nastepujag
cego spostrﬁetenia.

SPOSTRZEZENIE 4, Niech K: p.)‘s-)l\rbedzie procesem kinema-
tycznym dla c1a1a£ Dla dowolnie wybraneJ czastki I 63
‘oraz dowolnego ukiadu odniesienia {E P okreslmy pole

%‘rx".ﬁ"f poprzes (T, X)ecy: ‘F&ao)) dla (T, x)eQ(B,
-W klasie ukiadéw odniesienia {{E ’;}?- pegp},powiqzanych
transformacjami Galileusza,czasoprzestrzenne rozklady pred-
kodeci {_\Lc.l'é Pe,d i przyspieszenia 'L'el" } dla ciala
okreslone przgz Ny s= P’: ‘(/"l’ a:t') B"ﬂ-{oﬁ [0)) %_Fu{ =
gdzio/u,r—/; £°XT ) 8 obrze zdefiniowane przez proce
kinematyczny ‘7( s tzn, ich postaci nie zalezg od wyboru
szczegdélnego ukiadu odniesienia z tej klasy,

Dowéd, Njech {3 } oraz {E)P;} beda ukladami odnie~
sienia powigzanymi transrormach Galileusza, Wtedy zgodnie 3
(2.4) oraz (8.4) ruch/u wzgledem P oraz ruch/iv wzgledem
/51 s Oba wyznaczone przez K,sq powigzane zaleznoscig

@0 progt=Qrge) py gisf KB,
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gdzie Qo {5-1 ) ; dla kazdego Tef' jest stalym elementem 2
orth*(TCE ). stad Q Oé,ﬂ,.(ff(&otrzymuaeny
o [ ”/

./ ./ QO(/-C) m/“‘ x Q(/¢l~¢

Na podstawie tych zaleznose:l dla dowolnego Le bl mamy
P’T*.(/z?- °» /3" { ‘P (/‘t/‘t %)- /51*!/‘ /ﬁ
‘skoro (F,,r ft);; ’l"" , Podobnie udawadnia sie¢ réwnosé

6 fen (o ()= o (e elTe)

dla kazdego
e I'.’,\ =

Zauwazmy, Ze rozkiad prec_!koéci{ﬁb'; 7 ,-'Te[&'}:jut zalezny
od ukladu odniesienia nawet w klasie ukfaddw odniosienia
wystepujacych w powyzszym spostrzezeniu,

Inaczej ma si¢ sprawa z rozkiadem przyspiaszexi 'ZzE&,
jedli w miejsce ga-)-/u,(:c) wstawimy jedno nstalone zdarsenie
(teﬂng/;. . wtedy w miejsce (3.6) otrzymany

y Q'=£+,2A -c)+(A Az)[ “:);
gdzie c['Z)xz/u..p/“ [q,) .O‘Jeéli ukiady {e P} {E P,}

sg powiazane transrormaoja Galileusza,to zgodnie z (2.4) obiekty
AT 0e Lin_('J'CS)) oraz C=0&I[8)1 wtedy :

@) i =Q
Powtarzajac koxic‘owé czes$é ostatniego spostrzezenia otrzymujemys
WNIOSEK. W klasie ukiaddéw odniesienia powigzanych transfor-
macjami Galileusza rozkiad przyspieszenia{ﬁh t/“r"ﬁ;qt e’i}
Jest dobrze zderiniowany dla procesu kinematycznegoq(
~Rola dwéch ostatnich resultatéw bedzie .widoczna po wprowa-
dzeniu pierwszej zasady dynamiki Newtona i prazy okreélaniu
: mionnyoh stanu oérodka ciaglego odksztaizalnego,
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P

4, Deformacja

Odkéztalcélny osrodek ciqg}.y charakteryzowany.warunkiem
Blg R'C bedzie opisywany pewnymi polami tensorowymi okreslo-
nymi. na 3 « Ciao ,ﬁ naturalnie wyposazone w strukture
rozmaitos’ci‘ zo’rientdwane:j,a_ ty.m samym'w wigzke styczng g‘(-'B),
dzigki -istnieniu klasy umiejscowiet ¢ » dopuszczdmoilivios’é
ol.(revélenia, nast.epujqcych klas morfizméws

C*:= { x T(B)— T(E): xe @},k '
G = {‘35 55»~+(7(3);’~773)) : 3"(”‘*3*"‘*, xe{}'

Przez i 2% oznaczyliémy odwzorowanie styczne 7[3)-)718)
generowane przez uniejscowienie €& 0: o« Jedli X .jest
czastka ciata B, to liniowy morfizm ’x*x:‘g;(-aﬂz)jest zdefi-
niowany nastgpujacos

‘ &xx'n'l::(%z(x»u,nén (5:v )ete Ty,
przy czym vax(X):;V(x,g‘)E()()j.‘ntedy 2;:: {'x*xg X &3}.

Zauwazmy ,- Ze lokalnie w kazdej czastce X ,morfizml*x wyznacza
klase umiejscowier rdéwnowaznych umiejscowienmx, W nastgpujacy

sposob s
gox & Yz (X)=1 ‘efCinCV(E)).

Aby odrodznié klase réwnowam_xos’ci tak zdefiniowang od morfizmu
jq wyznaczajacego bgdziemy uzywaé oznaczenia V%CX dla
klasy. Yiartym odnotowania jest fakt odwracalnosei morfizmu
r;*X dlq kazdego X, .

W tym miejscu jest wyrazZna potrzeéba wprowadzenia dodatkowego
zatozenia badZ krdtkiego. komentarza. Zgodnie z warunkiem b/
definicji 1, przemieszczenia o =<' oraz xo g” sg prawi‘e'
wszedzie rézniczkowalne, w zwiagzku z tym moga istnieé czastki
XG@ tak;e; ze gradientv&éx.');jest wvnich nieokres}'lo_ny i
Tak wigc aby byé w zgodzie 2 warunkami nalezy badZ zaiozyc,
7ze dla kazdego umiejscowienia 3¢ istnieje priem‘ieszdzenie
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na mim okreélone i wszedzie rézniczkowalne,badZ zastrzec, 2ze
wprowadzone pojgcia maja swoje niepuste znaczenia prawie
wszedzie, wzgledem miary objetosciowej wt przeniesionej na
cialo przy pomocy szciegélnego umie jscowienia,

Jesli ’x,*x:T—)ﬂE)jest liniowym morfizmem, to jego sprzeze-

% ¥ .

nie(x;x,',r(e)_.j'“je_st okreslone poprzez warunek <(x,é)w,u>=a
(wt Mxv) dla wszystkich ve‘g,—( oraz w¥g 7*(8), gazie {uwlek
oznacza wartosé formyu*e 7Tﬂ= Linm@)k) na wekitorze
wéﬂz) , badz formyu“‘e‘T’;(@)= Lin(g)'(,m)na wektorze weg;; %

Zauwazmy, ze elementy zbioru majg nastepujacsg charakterys=-
tyke: jesli ge'§  to dla kazdego X€B morfimgxe%m /8
ten ostatni zbidér mozna seharakt‘eryzowaé przez warunek

e&u(:r ,7‘ : dla wszystkichv,wq
X x_) <1u,w)=<g'w,v) i

< 3v,v>>o,jo£k v#0,

(4.1) Ex”" 53”+(g;( ’7;) o 9

W rzeczywistosci elementy zbioru ﬁx sg wszystkimi dopuszczal-

nymi ze wzgledu na zbiér [ iloczynami wewnetrznymi w przestrzeni
=4

stycznej 9;((3) przeniesionymi z 0]‘[3) poprzez (txx) s dla
wszystkich umiejscowien ﬂ-ec « Jest to widoczne z nastepujacej
relacji, %

Dla umiejscowienia xe ( okreélmyg :( »x C wezZmy dowolne

L -1 X"y ) oex

e T(E). Jes1i t-(oc,,x) Veﬂ;( , to
. ~ ~ L ~ A~ i g 3
vUE <'\7,‘V>E=<'xﬁxt’ ‘z&xt>.= <(1§x) Z‘XE, t >=<3x£){: “tgf'

Posiadajagc w kazdej przestrzeni stycznejﬁ zdefiniowany
zbidér dopuszczalnych iloczyndéw skalarnych 9,( s MoZemy
dla dowolnego umiejscowienia x e {{ okreslié pole iloczyndw
skalarnych na wigzce stycznej I (B) w sposéb punktowy, W
szczegéln’géei_,‘leéli g.eﬁ oraz t: —?7-(\3), to pole skalarne
na ciele <g£,t>=3—>R jest okredlone poprzez(,’l:,‘l:)@?(ﬁxtw,m

Na koniec zauwazmy, Ze dwa umiejscowienia,wyznaczajgce

wspl6lna konfiguracj%i%%éxl% iloczyn skalarny. Ponadto dla
dowol'negoxé kazdy element zbioru’x moze byé wyznaczon

jako drugi mieszany gradient Iunkcji-i(d,’)a:;Xdla pewnego dze .
Przy rézniczkowaniu nalezy skorzystaé z definicji gradientu
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dowolnego morfizmuf-',@-’s,, klasy C‘ z 3 do przestrzeni ;

euklidesowej 84 y ktéra méwi, ze V;(x):ﬂi—»?’(ﬁ,)jest okresélo-

ny poprzez (V;(X))t-&f()())v, jedli (z,v)et ely , gazie V,vﬁ[)();:

V(g.e:‘)éccx)) . , i o
rzejdZmy do innych pdl deformacji okreslonych na.ciele i

do lokalnych miar deformacji okreélonych dla czastek, :

Nijech Kt l"-,‘x bedzie procesem kinematycznym za$ {E_, ﬁ}
uk}adem odniesienia. Vtedy z ruchem /J— wWyznaczonym poprzez
M’f;"‘t dla Télé mozna zwiazaé "ruch st.yczny” {Mxi xéﬁ}l
M:a‘-bb.u-(g—@), %poprzezcht)a?L[T)¥x dla Te PK i dla
prawie kazdego Xe& +« Noll [1973 nazywa Mx@ przemieszcze-
niem elementu ciata ﬂ—x W Tfé) w chwili T , za$ cargq funkcje
M’C' Pﬁ%ﬂ@mazyna puchem glementu ciata %dmindukowa-
nym przez rueh/a. ~eliala . :

To, %e przestrzei stycznqg—x w czqstcex nazywa sig
elementem ciala jest raczej uzasadnione, gdyz wektory styczne
W czastce X opisujg w pierwszej aproksymacji punkty z otocze-
nia czastki x nieialeZnie od jakiegokolwiek umiejscowienia,
Latwo to uzyskaé z ponizszego rozumowania: jedli 5&( , zas
u przebiega otoczenie wektora zerowego w przestrzeni T(E), to -
50()1-% przebiega otoczenie punktu 6CX W obszarze zajmowanym
przez ciakto 3 w umiejscowieniu6 a 5"(5(}()44;) Pprzebiega
otuczenie czastki Xeﬁ » Jesli zef ‘Jest innym umiejscowieniem,
to dla pewnych VeaTg)zachodZi réwnosé g'(b'[)o+u)=q:1[x0()+u),

a tym samym 7\(5()()+u)=2[X)+1rz przemieszézeniem NA:e uo;” .
Przyblizajac przemieszczenie -~ jego gradientem w otoczeniu
KCX 4Widzimy, Ze ostatnia rownosé moze by¢ zapisana jako

“_(x)ugm»o(g) z dokiadnoscia do czlondw wyzszezo rzedu. A to
wiasnie jest warunek na to, by paryk,u) i(ﬁ,‘v) wyznaczaty
ten sam wektor styczny w punkcie X €.

Wréémy do lokalnych miar deformacji, Jeéli :l'o,or]-»ff(. jest
procesem deformacji dla ciata %)to funkcje :[0,4'3—7‘5 okreslo=
ng przez?(ﬁlzv&v‘('if"@) nazwiemy wewnetrznym procesem ciaiq
. wWyznaczonym przez proces p, JeSli dokonamy lokalizacji Px
procesu? dla peu)ne‘go Xeﬁ ‘, to funkcje '&:[v;r]—r?xnazwiemy za
. Nollem [1973] procesem deformacji elementu 9’)'( wyznaczonyn

przez proces deformacji 19 ciata 8 e Zauwazmy, Ze wyznaczenie
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Px wymaga znajomosci procesu p w pewnym :ptoczeniu ozqstki
X . Ponadte rézne procesy DPg OTaz P,, lokalnie w czastce X,
moga prowadzié do wyznaczenia tego samego procesu deformacji
elementu X. To oznacza, Ze zaniedbanie w opisie /przejécie od/
procesu deformecji [Qf]dﬁrna rzecz (do) wewng¢trznego procesu
deformacji P[Oﬂ-)'f{, jako sumy{? [O r]-h'ff ‘Xijoznacza rezyg-
nacje z czegsci informacji . niesionych przez Pe Mow1qo mniej
écidle oznacza to utozsamienie konfiguracji réznigeych sig
wy zszymi niz drugie pochodnymi mieszanymi. Taka gwiadoma rezy-
ghceja ze zmiennej 19 na korzysé indukowanej przez nig zmiennej
P lgczy si¢ 2 czesto niedwiadomie przyjetym postulatem stabej
‘lokalno$ci, Wypada nadmienié, ze wigkszos¢ teorii konstytutyw-
nych wprowadza postulat mocnej lokalnogci, ktdéry stwierdza,ze
jedynie poszczegélne izolowane elementy ciata f?; i Dbrocesy
deformacji dla nich okreélone f’ sg istotne w oplsie mecha-
nicznych wiasnosci ciaka traktowanego jako sumy identycznych
kopii elementéw materialnych
W teoriach tych uzywa sig¢ lokalnych miar deformacji odniesio-
nych do pewnej ustalonej wybranej “kqnfiguraéji" Uzycie
cudzystowu ma odrjznié ten termin od uZywahego'i inaczej zde-
finiowanego w pracy pojeciae PrzesledZmy 2z naszego punktu te
metode podejécia. Wpierw dokonuje sig wyboru pewnego umiejsco-
wienia odnles1enia% 3-)8 nastepnie odpowiadajgce mu odwzorowa-
nie styczne 'x*.m)-)mzlokahzowane do szczegblnej czqstki
Xe—.% i jej elementu materialnego X! oznaczone przez A x*f
I,Lln[gx,ﬂé))(gdzie InvLin oznacza podzbiér odwracalnych odwzo-
rowail linlowych)‘.lnno speiniaé Ke‘ﬁ . Jesli/u.r'-b[ Jest
ruchem ciata, to M relnlen@'x,ﬂﬁ))Jest ruchem ele-
mentufr- w ukiadzxe 9#? . Nastepujace funkcje okreslone
na odcmku [o, cJcR? , zazie ,“,- [T,,t.ﬁl,o wartosciach w Linma)

graja podstawowg role w tym podejsécius

(4.2) F:= Mx'ﬁ s CFFF‘(K‘) M*Mx

Pierwszy oblekt mozna nazwaé czasowym przebiegiem tensora prze-~
‘mieszczenia.zas drugi - czasowym przebiegiem prawego tensora
Cguehxfego- Greéna, oba mierzone wzgle¢dem umiejscowienia
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odniesienia if elementu ciakag;( .

W wiekszofci teorii lokalnych mechaniki ciai odksztaicalnych
tensor C gra rol¢ podstawowej miary deformacji, W teoriach
odrzucajgcych opis wzgledem wybranego umiejscowienia odniesienia
(por.Noll (1972,1973] , Perzyna i Kosifiski (1973] , §11navy_

i Kratochv{l [1977])*.@ role peini miara deformacji M; M X

Terminy wewnegtrzny proces deformacji i wewnet.rzna miara de=
tormach Jakie przypisuje si¢ obiektowi MXMX’ wynikaja z
niezaleznoéci miarny Mx od ukladu i umiejscowienia odniesie-
nia, Jest ona natomiast- zalezna od procesu kinematycznego

'y 3 x?ﬁ,—blf ktéry generowal ruch > poprzez wybrany
ukiad odniesienia. Niech {E } i {{P‘} beda dwoma uktadami
odniesienia a/k oraz/u. odpowiadajqoyni im ruchami ciaia
wyznaczonymi przez proces ’ wtedy

A (T)= /’”"\1" z/’r f'z "(t‘/’t /‘r/‘@
dla 'Z’el_"t T«f] Stad
Mytxy=p [7).,,‘-%,% ' ), My
dla Te['z ST W etekcie

My’ My )= (R B f,, ) My (2) Mylt)= Ml My )

dla kaﬁdego 're.[-zo,r +4] skoro 4: ) & Orth(T1)) oraz

h)")[ftpﬁt H . Ten ostatni fakt wynika z tego, ze

t przestrzenia z wyrdznionym elementem IcSyn*/Wg),T/g

-:lloczynem skalarnym, wtedy biJekoJaIm)»ﬂw uzyta do identy-
fikacji‘?(fﬁ zwala element sprzezony & o dowolnego ele~
mentu A'GLinﬁZ') identyfikowaé¢ z innym elementem zbioru Lin[ﬂﬂ,
"[g)))ten wiasnie element oznaczmy poprzez /4 zamiast A*.W
przypadku podzbioru Orth(UTQcLin[g()) kazdy jego element Q spei-
nia totsaméeiq‘IQ-I, Jo4zauwazay na marginesie, ze Ortn(77¢))
moze byé traktowana jako przyklad tzw, grupy ortogonalnej
elementu I(iloczynu ekalarnego) nalezgcego do Syn*ﬂ'[a?mJeéll
mamy dowolng przestrzeni wektorowg (nniowq)ﬁraz JeJ sprz¢zong

% , to dla kazdego elementu & e Syd(Jjmozemy okreslic
odpowiadajgcg mu grupe ortogonalng Orth (‘3) jako zbiér tych

A € Lin(T) , dla kiérych A¥GA=G , Jest oczywiste ze
orth (G)c m(T) , gazie Yaets din(T)=> /R jest nieliniows

) Uiy (9)={ Ae Tnvlin(T) § (det A)'= 1}
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- 3 a
funkcja zachowujace zrozenie, tzn., det ((4,4,) = det(a,) det(a,).

Po tyeh dywagacjach wrdémy do gibéwnego watku. Z okreélenia
vwielkosci F oraz C widaé¢, ze tensor Cauchy'go - Greena jest nie-
zalezny od ukiadu odniesienia, natomoast jest zalezny od
umiejscowienia odniesieniajinaczej ma sig¢ sprawa 2 tensorem
przemieszqzenia’ktéry_ jest zalezny od obu “"cdniesied" @ ukYadu

i umiejscowienia.

Okreslmy dodatkowo obiekty C(D’E{)’L’D oraz W jak nastepu‘je‘.

Dla pewnego t€[0,4] okresimy l-‘u')g Lo,r1> oprzez
& S T v

Jes’iiL'-[",ﬂ-! ﬂuﬁ'@zdefiniujemy punktowo pop_'x:zez warunek

d
L({-)nea;‘-h)[s)‘ ik dla '}:6[0,0’1 5 to D"iaﬁb ) : ora_z.wa'-'
%(L-[‘) . Zauwazmy, ze zmiana uktadu odniesienia realizowa-
na w przestrzeni q(t) przez 3P4 ;[o,r]-y:l,‘prowadzi do nastepuja~
cych relacji miedzy obiektami generowanymi przez /4- i przez/s'.'

P G 9P =gy 9F 09, 0,

C(l)(s) i gfzk*&) C(&-)(s) ghh % (E)T;

L, (’L’)= gp‘_h*(i') L&) 3&,; uU:)T +A ({) .
D'(8) 9, &) DO 9, g &,

A= G5l (8) a0

Jesli zmiana ukladu odniesienia jest powigzana transformacja
Galileusza, to gh " (s);. Qoucoufel‘ i krzywa tensorowa A:[O,or]
> Skew (‘T(t)) redukuje si¢ do zera. W klasie ukiadéw odniesie—
nia powiazanych dowolnymi transformacjami,moina Jjednoznacznie
zwigzaé¢ z.danym procesem kinematycznymxx ciata B i czgstkg X

cza307przebiegi EL{;’DN na I".& o wartosciach w &u(f(?.'), T[&-‘ﬂi))’

jak nastegpuje

(5.5 B (0= Py Q*)(TQ‘L)F; , D= R, DI-T)B ",

(se4)

gdzie
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nat.o;niast ézasowe przebiegi -
(0) Ly(0= e LEDPe, W =R NETI R

mozna jednoznacznie zwigzad zypfocesem kinematycznym Ww* klasie
ukiadow odniesienia powiazanych trapsformacjam{i{(}al’ileusza. :

5. _NieialeZnoéé -od uk;adu odniesienia :

Wydaje" Lsie,' Ze tu jestmiejsce by poprawnie tzdefiniowaé
pojecie niezaleznodé danego obiektu od uktadu odniesienia,
Pojgcie tqQ juz pojawito sig¢ na poprzednich stronach lecz
odnosio sig do wielkosci: (obiektéu) szczegélnych, okreslonych
na ciele .« W spostrzezeniu 4 uzylismy terminu "rozklady

- '(obiektﬂ ‘dobrze zdefiniowane przez proces kinematyczny",
; ktéry przy ‘obecnie proponowanej definicji oznacza rozklady
__nieza"le*zne od ukiadéw odniesienia ,powia‘zanyéh transformacjami
| Galileusza ;i : :
L W celu wprowadzenia odpowiednie] '., definicji prazyjmijmy, ze
* ' dopuszczone npa tym etapie rozwazat obiekty (typu: funkeji
tensorowych, pél skalarnych, wektorowvch czy tensorbwych, a
! nawet réwnan czy relacji miedzy polami powyzszego typu ) sg
; -wartogeiami pewnych 6perator6w (morfizméw) okreglonych na ilo~
;‘ czynie kartezjarskim zbioréwu'dopuszczalnth proceséw kinematycz-—
; nych AKPy ciataB i atlasie RF czasoprzestrzeni We
Njech z:AK?sxRF-P,ﬂ bedzie 6pgratorém'powy252ym, zaé & przes-
trzenig fizyczng flub jedna z wiazek o bazie f, czy tez zbio~-
< rem tensoréw euklidesowych albo ich czasowymi przebiesami,
Wtedy dowolny obiekt Fe\ﬁ ma ;}gbrze okreslone tzws,pchnigcie
: (trans_formate\ wzdiuz rrl" x € >0k F )C‘;Ktére przeprowadza
3 w obiekt tego samego typu ale okreslony na VJ, lut tez nad jed-

ng z przes;rzeni zdarzen réwnoczesnych czy tez nad jej przestrze-
nig (przest.rzeniami) translacyjna. Oznaczay symbolicznie obraz
transformat,y (wartoéé'pchniecia') obiektu v;zdluiP przez

' DEFINICJA 4, NiechZz AKP&RF*W($,W) hedzie operatorem
o zbiorze wartosci W(Qg,,f) ,ktéry jest wigzka nad cialem




iuk jej pojedy.czym widknem czy tez czasoprzestrzenia W;/ luab

tez wiazka nad Walbo nad Jjed przestrzeniami translacyjnymi
zdarzel: rdwnoczesnych, Niech obiekt s nalezy do obrazu z s

tzn, g&Z(M(P ,R"?zas’ PRFCRF jest podzbiorem map atlasu czaso-
przestrzeni W _, VWtedy powiemy, 2Ze 9 Jest niezalezny od ukladu
odniesienia z klasy P_R.F)jes‘li dla ustalonego, ale dowolnego

" procesu X € AKP(B) , operatorzf&-)ma te samg wartos¢ dla kazdego
ukiadu dbdniesienia z PRF, tzn. dla kazdej pary F) F“ FRF
zachodzi rownosé

(5.1) z(\, P) ! Z(v\, ﬁ)

Njech z kolei ‘Z:AK‘%xRF-D& , gdzie £ jest zviorem (wiqqu
o bazie €, o ktérym wspominalismy powyzej. Ubiekt ;gi’(ﬂ!{&,R

nazwiemy niczaleznym od ukradu odniesienia 2z klasy

PRFeRF, jesli dla ustlonego, ale dowolnego procesu ‘Keﬁ"(r(@)

zachodzi rownosd

G-2)  Bul$]= Bl ghoie $=3(5,p) i §:= . pu)
dla kazdej pary ukladdéw odniesienia P)P’_e PIFy $u ﬂmk”%
a

Zavwazmy, ic obiekt g€ i(B, W):%@-KPB, RF)  Jjest niezalezny
0¢ ukladu cdniesienia z klasy PRF ,jesli dla kazdego procesu
K EALP(B) morfizm ?GJ&P(S))') jest stary (niezmiennicz;v)
na PRF, Z kolei obiekt {e,ﬁ:%(ﬁl{?[ﬂ)) RF), Jest niezulezny
0d uliadu odniesienia, jesli dla kazdego Xem@)morfim
F(AKP(B), -)|pgp t PRF—> &
G’IIFC RF) jest wspdétzmienniczy 2z pchnigciem (t.ranstormat.q)
generovanym przez map¢ z klasy PRF stojaca w jege argumencie,

W my¢l powyzsze]) definicji wewnetrzna miara deformacji g
gencrovwana priez operator z: (‘K» F)»{((ﬁ:exl) Y(ﬂ:ox ) iTe E\}
JEET Alezuivzng od ukiadu odniesienia z klas;v¥RF, nau&x"’mst
1 '.;:of‘ przc mlf‘szczenia F wyznaczony przez operatorg’: (‘)\, F)
H{(ﬂt oKt)*}S ;'rel"\} nie jest niezaieczny vd ukladu:-ociniesie=
nla 2z klasy LF, gdzie 'SEI’W'[“(Tcsz[e)) « Jedli ograniczymy
sig do klasy PRE @ RF okreslonej przez warunek



f;p‘é PR";<='> /"’:v ﬁ,t"'jlmdla kazdego reTn'»f;i S S
wiedy obiekt i° jest riezalezny od uktadéw z klasy PRE.

W tym miejscu warto zwrdcié uwage na mozliwa inng interpre-
tacje powyzszego faktu, Jegli spojrzymy na definieje dwdch
obiektdw:tensora przemieszczenia F oraz chwilowego tensora
przemieszczenia F“_), danego przez‘_(‘i.:}) i sprébujemy odnalcié
jeden operator definujgey oba obickty przez odpowiedni dobdr
argunentéw, to okazuje sie, %e dobrym takim operatorem jest
nastgpujacy ?

(5.3) T : AKP(B)x RF x AKP(B)x RF —> &k,

okreélony przepisem

9 Bl g -kl g,
[} o 2
‘.’.\’&.)‘,&) a) (q ?St* 2’“'&*:. le ;;S,f&ri
dla kazdych awoch procesdéw ')& ’9&5 AiFfgoraz ukiadéw ocniccie-~
N T0R
nia B, Pa e BF. : i
Yvhierajac %\ _oraz pz tak, ze Ei‘o}tl‘} dla keazde:o
tel =N s Otrzymamy tensor przemieszczenia F wyzej okres-
lonyyo ile R=X, ﬁsp ) zas %= K | iby cdtworazyé ci.ilo-
3 i d 5 i t o] stawio ¥ '~'. - E
Wy tensor przemieszczenia wystarcay wstawié v (o 4)'1\ ")l\ '\
oraz p = p = p -
. Jeé:'i t:raz przez # :( )l—){( -4. )’;( -1. ) :t,Tels }
3 %P ProKrhe (Xee Py, EiT€ !X
OzZnaczymy operator wyznaczajicy chwilowy tensor ;.rzemieslzr:zenia,
to jak tatwo widaé jest on obcicciem (zum;z‘cniem) operatora
T stepujacego w (5.3) do (éziedziny)zbicru Diag .KP(B)
x Diag RF , gdzie Diag C oznacza przekatng produktu CxC, Z
kolei operator S Jest obeigeiem tegc samego operatora
_T, wystepuja{c-:go w (5.3) do zbioru AKP(B)x RFx (AKP(@®)x RF)#;
gazie (AK"@‘)"RF);& oznaczs zbidr par zgodnych dobranych
w ten.sposéb, ze

(5:5) (%,B.)e (KPBIRRIg <=> Brox, 5y dintelyell.

Zauwazmy, e definicja (5.3) jest uanu » dokicdae cic do
elementow klasy rciwnoyaﬁnoscx WyzZnaeczone j przco % , ton,
wystarezy zadad by ﬁlc‘a&té V? dla sazcezo te€ F'.’:S'

Z powyzszego przykladu wynika, ze clict oskiekty F or:z

(%)

~
nalezn do obrazu tego samego operatora } ich wlasnosai iczaien~
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nicze sg rozne. Oczyudstym natomiast wydaje sig, zec operator
E jest niezalezny od uktadu odniesienia w klasie RF, gdzie
termin "niezaleznosé" rozumiemy tutaj w sensie intuicyjnym,
gdyz takowego nie przynosi Definicja 4. Ta niezaleznoé¢ operatora
'3.: od ukiadu odniesienia jeést w gruncie rzeczy niczym innynm
jak poprawnoscia jego definicji operacyjnej (5;4) . i
SPOSTRZLZENIE 5. Poprawnie okreélony operator (5‘.3) L e

taki, ze dla kazdej pary ruchéw '{\,"&em oraz pary uk adéw
odniesienia f, b, g RFkeransfornatora obrau@biektn)&({\,ﬁ, Ao F‘)
jest zgodna 2z przeksztatceniami st.yc_znymi P‘. .‘F“ innymi siowy
obiekt ten jest niezalezny od uktadu odniesienia ), zawezony.
do podzbioru dziedziny (por.operator z ) mo ze wyznaczaé‘ obiekt
zalezny od ukladu odniesienia w klasI; RF, jak i wezszej klas};.

6, Zasada bezwladnosci.

Struktura widknista czasoprzestrzeni zwiqzaﬁa z istnieniem
czasu absolutnego jest wzbogacona priez przyjecie, Ze obowig-
zuje pierwsza zasada dynamiki Newtona. Jej,réZne sformulowania
czgsto staja sig réwnowazne,jesli czasoprzestrzeni nada sig
strukture przestrzeni afinicznej. ; :

Pozostawiajac na chwile ciato odksztalcalne)rozpatrzm
podstawowy obiekt mechaniki klasycznej - punkt materialny.

Dla niego mozna w sposdéb aqalogiczny wprowadzié pojecia
procesu kinematycznego oraz ruchu i jego pochodnych, VW prazyjmo-
wanym sformulbwaniu pierwsza zasada (postulat Newtona)stwieruZG,
ze a/ istnieje wyrdzniona klasa proceséw kinemtacznych
(w sformutowaniu oryginalnym - ruchéw) punktéw materialnych
zwanych procesami swobodnymi, b/ istniejg uklady odniesienia,
wzgledem ktérych ruchy, wyznaczone przez procesy swobodne,
odbywaja sie bez przyspieszeln (por.lngarden i Jamiotkowski [19803,

Zwykle do punktu a/ dodaje sig komentarz, ktéry wskazuje
kiedy mamy do czynienia z procesami swobodnymi, Otéz procesy
svobodne maja miejsce wtedy, kiedy na punkt materialny czy ciaio
nie dzialaja zadne wplywy zewnetrzne, Inaczej:procesy swobodne
to spos6b w jaki poruszaja sig wszystkie te ciata (ipunkty
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materialne) , ktére sa doskonale‘o'dizolov‘vane od jakichkolwiek
wptywow zewnetrznych, tzn, nie podlegaja_zadnym oddzialyv.aniom
pochodzgcym od innych ciat, e

Aby powyzsze sformulowanie plerwszej zasady przenies¢ na
grunt mechaniki ciai odksztakcalnych wprowadza si¢ dla c1a1a$
pojeciaz Egdu ciata B wzgledem ukladu odniesienia {E r}} W
procesie kinematycznym I K%-’W jako wartodci liniowego B
cigglego w/\'«v morf£izmu Jﬁ(}‘/‘{)%@mgdzie/a Cl')::/l a')(-r_,l'é
oraz catkowitej sity dzia¥ajacej na’73 w procesie K,oznaczcne.j
dalej przez FXy= {f(-&t)eﬂ&“'ct)) tel'k} Nalezy zauwazyé, ze
jesli miara M zdefiniowanaacieleﬁ Jest nieznikuja‘ca tozsamos—
ciowo, to liniowy morfizm afs jest nietrywialny,

Procesem kmematycznym swobodnym nazywamy. taki proces

*3-—7\;\" ktéry spetnia dwa warunki :

a/ calkowita sita ‘@'( ) dziatajaca nag jest réuwna zeru
tzn, q:(f&t) 0, dla Te T'x o

v/ wzgledgm kazdego ukladu odniesmnia {8 } ruch/t IQOK
Jest”cla,giem izometrii, tzn, dla kaZdych dwoéch chwil ’-1:'(:,6"
wniejscowienia/u(?' )/4(‘[&) sa homotopl,)ne w podklasie BIC%

Zasada dynam1k1 dla ciat odksztalcalnych przyjmuje postaé
dwéch stwierdzen :

a/ ‘1stnieJq swobodne procesy kinematyczne dla ciak,

b/ istnieje uklad odniesienia, wzgledem, ktdrezo pgd kazdego

ciata w procesie swobodnym Jjest niezaleZny od czasu,

W przewaZanceJ czgsci znanych teorn mechaniki kontinum
morfizm .f& definujacy ped ciaia 3 na wlasnosc. jeéli ruch
et '}.ﬂ-’E gest ciqgiemvizometrii to dla kaZdegoT&F
kazdege ciagu automorfizmdw g :L> J ?‘ ) l‘B . ;/“‘(‘U)
stad otrzymu,)emy-% /‘tr))'aé‘ [T,)*) gdzic 'z JeSt
pewna chwila z f/’“ zas /ul'l'.)".jest staza funkcja na 0"
wartosci/t('[,) + Wiasnosé ta wigze sig z zazwyczaj przygmoranym
prawem staXosci masy w ruchach sztywnych ciai odksztatcalnych,
W dalszej czefci ograniczamy sig do przypadksw ciak speiniuja=
cych: powyzszy “aru.nek. Bezposredxuo 2 zasudy otrzymujemy
nastepujqce‘

SPOSTRZLLLL\IE 6. Jesll -{E F} jest uikladem odnleShnid, o
ktérym mowa w punkcie b/ zasady, to uktad {E ng speinis

)
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warunki z punktu b/ wtedy i tylko wtedy, gdy jest powiazany
transformacjag Galileusza. Wtedy oba te ukiady nazwieny _iner=—

cyjnymi.
Howéd. Starosé .f‘géa,)/u,['[)) w czasie oznacza, ze ’5‘8&‘/‘@}0

Zgodnie z okresleniem morfizau B i jego wiasnosciami mamy
430‘ { ,)s,éBWI, (T))!O \xech/" bedzie ruchem wzgledem
F., . wtedy ze wzgledu ne (3+1) oraz (2. J)/aaest ciagiem’
izometrii i

Lo, (D)= La[wlT, ), (D)= orr).a(,(r ), i 2 (1) +d8 (ME5E0)
+ LA L3 (L)} "m-cﬂ))+(Atv A‘m)-fzwr) %)
ghsie QUD=(Ry* fir)y ¢ ALT)= QLT)OL

T ser

Skoro (,LT.)’}‘[Z)) ma znikaé tozsamosciowo ze wzgledu na

B oraz Fk s Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy

A(T)..O oraz c[T)-O . Stad ze wzgledu na reprezentacje
(244) transformacji Galileusza otrzymujemy teze.a

Jak dotad nie potrzeba bylo wprowadzac¢ do W’_struktury afinicz~
nej. Dla pordéwnania zatirzymajmy si¢ nad.konsekwencjg I zasady
dynamiki dla punktdéw materialnych, Jesli m jest masa punktu
mate;lalnego) to jezo ped w procesie f& r =W wzgledem ukiadu
odniesienia {§, p} bedzie mu(T)

Jesli proces jest swobodny a ukiad ﬂ Jjest inercyjny, to
m‘/ii(z’)-a i dla kazdego se R , takiego, Ze T*Se”x) mamy

(641) AT #6)= u(T)+sV,

gdzie Ve J (E) Jest pewnym ustalonym wektorem, Stad otrzymujemy
dwie relacjes

% Ri*s FL’+5 F-l- °’\': Sf‘t‘,s*v € T(o‘u [Tﬂ))
ﬁf..f;ﬂ',\ﬂs- Kt s 6&*6‘\/ € a"r[oz‘ [T))

éla kazdyeh <€ i s takich , ze T# Ser'x «Obie relacje wskazuja,
Ze rzuty linii $wiata rozpatrywanego -punktu materialnego

na przestrzenie'zdarzen rownoczesnych dl:i kazdej chwili z
przedziaiu r'x £8 wyznaczone przez jeden wektor V oraz
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odstep czasu s jaki upiynal migdzy poréwnywanymi zdarzeniami
‘Kps { R4 Ses druga relacja pokazuje, Ze rzut ten jest
linia prosta. Ten fakt postuzyl juz dosé dawno fizykom jako
motywacja dla wprowadzenia w czasoprzestrzeni struktury afinicz-
nej. S h ; :

Przyjgcie, ze W’ posiada obok struktury widknistej strukture
afiniczng jest wygodnym zatozeniem a nie konsekwencjg dotych=
czasowych rozwazan i I-szej zasady dynamiki, Wtedy mozna mdwié
o liniach prostych w czasoprzestrzeni, Proste te przedstawiajg
linie éwiata proceséw swobodnych punktéw materialnych, »

Jedli W jest przestrzenia afiniczng, to 2z istnienia czasu
absolutnego , tj. struktury widknistej s wynika, Ze mozna 'wyréznié
nie tylko prost.oliniow'e uklady wspéirzednych ale wezszg klase—
inercyjne ukiady wspdirzednych, S

Skoro zasada bezwladnoéci wyréznia klase¢ uktadéw inercyjnych
zatrzymajmy swoja uwage na zbiorze zdarzen U' wyposazonym W
rodzing IFCRF, gdzie S :

IF:={‘!&RF‘ t kazde .dwa elementy IF sa polaczone transfor-
; macja Galileusza},

Z ostatnio udowodnionego spostrzezenia 6 wynika, ze jeéli
do zbioru IF nalezy choéby jedna mapa r} , taka zZe {f, rﬂ tworzy
uktad inercyjny, to zbiér IF zawiera wszystkie uklady inercyjne,
Na mai‘ginesie warto wspomnieé, zZewpraktyce nie potra-
fimy wskazaé ani jednego - jak to sig méwi - w ,, peini iner-
gyjnego"ukladu‘odniesieniavv + Mozemy natomiast podaé uklady,
ktére z duzym przyblizeniem mogs peinié role uktadéw inercyj-
nych w stosunku do okreslonych zjawisk mechanicznyvch.

Zbiér {W,IF} moze byé wyposazony w strukture afiniczng w
nastepujacy sposébi

wybierzmy dowolny element }GU’ i okreslmy przestrzen stycz—
na (translacyjnq) 9’(W’) ~jako pare {W,J} wraz z dzialaniami 4
nastepujaco, dla dowolnych zdarzen t,{e\J oraz liczby rzeczy-
wistej AeR 3

(r)a erb=pl{ FO+FD-FLR)
G,  Res= PULFD+AER-FUN)
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dla déwolnej mapy elIF zawierajqce:j w swe]j przeciw-dziedzinie
¢,f <Ne, gazie dziatanie w iloczynie l“;x € sa rozumiane jako
dziatania w kazdym czynniku osobno. Nalezy wykazadé, ze lewa
strona jest dobrze okreslona, tzn, nie zalezy od wybranej mapy .
. Wpierw zauwazmy, Ze zdarzenie e + f nastagpilo w chwili
JAJ&”:J\(‘)*{J\&)- D’L(})) , gdzie wyrazenie w nawiasie oznacza
wektor w przestrzeni 5'0") , zaé plus jest dzialaniem(transla—
c:jq) w przestrzeni chw PR tym spostrzezeniem przystapmy
do wykazania poprawnosci definicji smily dwéch wektoréw (z.darzexi).
Niech Q’:._eAIF’ 3 FP‘Drp,wtedy ze wzgledu na fakt, Ze mapy p 2
e &-'CPP)oraz ‘5‘:[";‘1:'5 - ch (PFL) sg 2z atlasu RF wystarczy
wykazaé, Zze

€ - S o 2 :
(”6»;{»;) (f’a((o[‘)*( B éi.c,)t‘)))= P‘&;M(P:J‘m A Raf®- Efxqfi))).

W kolejnosci przeksztalceti lewej strony przy wykorzystaniu
postacji transformacji Galileusza @.2) - (2.4) , otrzymujemy -

ﬁu.‘) (ﬁ:f Pt(e; B.(t.) ()4 (P-C:) (®)e ‘54(;,{ F:;, ©- ﬁ;o ﬁfﬁ' ﬂ:}) Q)))
* freay (qore (T Gy (6 10-0)+ (cor(chid)- )

g

" g fep - i) P B By (30
e (e B30T sy (il 05 o)
e S ety Chfond) (e (04 (6, (9-fiy )

co konczy dowdd réwgoéc.i (6.2) , gdzie dla przejrzystosci zapisu
opuéciligmy symbolch , Przechodzac do dowodu Eoprawnos'ci (6.1)b
zauwazmy, Ze zdarzenie Me nastapilo w chwili d‘,m:)=&a)+ﬂ(£(9)-m

Podobnie jak poprzednio wystarczy wykazaé rdéwnoéé
S o g
: : o : >0 -1. 3
(e.2) 2 Pd.(i‘;(ﬂe) (P4&Q)Q)+ 7‘(‘3&% P"‘Q)Q))



W kolejnosci przeksztakceli, otrzymujemy dla lewej strony

o Par 0% MO P Bl By o )

il qu(‘lfo* Co' (J‘Q)° 7\9) +gﬂ3ﬂ( (P:;)(J)' 9 )+%(ﬂfh;¢,‘;&)~[’;;)éﬂ»
fc-'(d‘w’d‘w)) v f‘«mf F‘;;e)o F’cm) (“w*‘v'(‘?‘“)*
M- )M+ e (B G+ W B - R G)-g)

-4 A A 5 = -
“Pout S o) g 005

co koiiczy dowéd rdéwnodci prawej strony (6’.2) .
Nie budzi zastrzezex réwnoéé,ehf-ﬁ-f'}e dla kazdej pary
" zdarzet 9,&5 W y gdyz € jest przestrzenig afiniczna a
w niej réwnosci (x-y)4(2~ v)= x-t(z-v)-g oraz x+ {g-v):g-o(x-.v)
'sa speinione dla dowolnych punktéw X, Yy,2,veE . Ten fakt
wraz z innymi wiasnosciami dziatad w £ oraz T(€) wystarczaja,
by wykazaé, ze dzialtania (6.1) a,b speiniaja wszystkie aksjo-
maty przestrzeni wektorowej, ktérej elementem neutralnym
(wekto'rem zerowym) Jest zdarienie 7 3 rzegzywis’cie dla dowol~-
nego € € Q’ otrzymamy i
ergi= (O {F'0)-F 1)) -pF@-e.
Stad juz autonatycznie przychodzi nam zdefiniowaé odejmowanie
W przestrzeni AJ' s traktowanej jako przestrzen afini_c;zng,

(6.4) - e-fiz e+ (-4)4,

gdzie po prawej stronie wystepuje dodawanie w przestrzeni
wektorowéj 0’[“)—:—{ W,j} oraz mnozenie przez skalar, oba dziala=~
nia zdefiniowane przez (6.1) s W ten sposdh okreflimy strukture
afiniczng wW , :

W przestrzeni translacyjnej ‘.’T'[ld’) wydzielmy podzbidér ﬂuf,’,)
H clq(d\ (J\) 5 tj. zbidr zdarzen réwnoczesnych ze zdarzeniem
Je Nie trudno wykazaé, korzystajac z (6.1) , ze ‘T[h’})jest
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podprzestrzenlq ‘J’[&J) e« Z drugiej strony zauwaZm), ze rzut
wiazkid«\ W= generuje odwzorowanie styczie d\ ?T(J)-»T[r)
miedzy przestrzeniami translacyjnymi przestrzeni 5}\7 T(W)f
oraz {T, "J"U’)}. Jako odwzorowanie afiniczne rzut spelnia
rownosé o (e)~ J\(.‘).. chy (e-‘g a ponadto .zgodnie z (6.1) i
pdiniejsza definlc:jq { 3 Mmamy

by (e-f) = chj(e+ (-4)) - d‘(J -

Zauwazmy, Ze zdarzenie f jest rownoczesne ze zdarzeniem e, o
ile zdarzenie e-f jest roéwnoczesne ze zdarzeniem j. To spostrze~
zenie pozwala napisaé¢ inny warurek definujagcy podprzestrzeﬁﬂh})

68 T {veTW): chy (v)= 0] .

Elementy podprzestrzeni {I[\A}p) nazywa sie czg¢sto wektorami
przestrze: .mi. Jesli wykorzystamy nastegpujacy fakt: podprzes-—
trzen '.rf przestrzeni wektorowej g okreéla z dokladnoécia
do stalego czynnika forme Tedin(T, R) ktéra znika na TF J

to z jednozrlacznosci formy wyznac¢zone]j przeksztatceniem
afinicznym h wynika, ze podprzestrzezi wektoréw przestrzen—
nyéh w czasoprzestrzeni Jjest niezalezna od konstrukcji

struktury afinicznej wW « Przy obecnej konstrukcji struktury
afinicznej wektory przestrzenne sg reprezentowane przez zda-
rzenia rownoczesne ze zdarzeniem j, (Obecna sytuacja jest
' podobna do tej wyvstegpujacej przy wprowadzaniu pojecia wektora
stycznego do rozmaitodci, raz jest to klasa réwnowaznosci
krzywych, kiedy indziej klasa rodéwnowaznosci par: wektor 2z

przestrzeni Banacha - mapa.) &
Z definicji ‘T(U’f) wyniké, ze })rzestrzenie zdarzen réwno~

czesnych sg réwnolegiymi przestrzeniami afiniczonymi, gdyz

przestrzei zdarzer rdéwnoczesnych ze zdarzeniem € otrzymuje

sig¢ dodajac do € dowolny wektor przestrzenny, tzn,

()= e Tldp)={evF: 4 Ttp)= A (E .

Dla uniknigcia nieporozumier wektory bedziemy oznaczad
symbolem zdarzenia z podkresleniem np, -f—e?'[uf) .
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skoro przestrzexd {MT,I P} posiada strukture afiniczng wy-
réznijmy w niej klasg¢ inercyjnych reperéw, Zgodnie z definicja
reperem przestrzeni afiniﬁ‘z'nej {44)', ’T(W')} nazywamy uktad{‘o, gi},
gdzie Peh)’ ~ zaé {eiii‘h--,‘t}})azq przestrzeni wektorowej T{wW) .
Kazdy punkt .‘ep)’ mo zna przedstawié‘ Jednoznacznie w postapi

'Gﬁ F g"("’)gi)

gdzie gt“)eﬂ sg rozkladem wektora 'g-P\, w bazie { g,;} 5
Z tego widaé, ze wybierajac zdarzenie pelW oraz czwérke we-
ktorgw 1liniowo niezqﬁeinych wg—(u")utwqrzyliémy prostoliniowy "
/kartezjanski/ uktad wspdirzgdnych {fl} » Zapisuje inaezej:v
g..Q’_a i B ’g-_s(g" ‘iﬂ?, {"),Jest wzajemnie jednoznacznym 0dwzo=-
rowvaniem a para h",'g .jest mapg, ktérej dziedzina jest cata
przestrzein, ;

Reperem inercyjnym (inerchnym uk}adem wsp6irzednyth {%'“
nazywamy reper {P,g;} @dpowiedqio {!‘})taki, ze
w0 dhy ()1
20 dhy (£)=0 , =123
5, 4,(§¢,§P)=5'.‘P,
gdzie AC.)T(q;)x‘JThT,.)-’IR jest iloczynem skalarnym (dodatnio

.okreélong i’symetrycznq formg biliniowg zgodng z furkcjag

odleglosei dj{‘dl'a»‘t!ter} 4 wprowadzona w p.2), tzn, jesli
eyf sa zdarzeniami réwnoczesnymi, czyli e'-{e‘ﬂ'[kff) , wtedy

66)  hlefe-f)e(@leg)

Zauwazniy, ze wektory €y sa przestrzenne, wzajemnie prosto=-
padte o diugosci rownej 1 (w sensie iloczynu h -); dziegki
warunkom 1'_' i 2° dla dowolnego zdarzenia eew” , réwnosé

€D die)- d(p)=ch, (?‘(e)ei)= 140

pozwala nazwaé wspdirzedna X“(e) czasem absolutnym t zdarzenia
e liczonym od punktu (zdarzenia) Pe

Nietrudno wykazaé siusznosé nastegpujacego spostrzezenia
/por. W.Kopczyiski, A.Trautman [1981] /. 2
SPOSTRZEZINIE T, Jesli czwérke{W,‘J’(W),ol-,,hj'nazwiemy,
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czasoprzestrzenia Galileusza, to kazde przeksztalceniefwzajem—
nie jednoznaczne kr ‘na siebie zachowujgce. strukture afiniczng
oraz forme &ﬁg—[“r)"ﬂ?)oraz iloczyn skalarny‘\:’f(ﬁp)x?[k’,,)—rn',
gdzie '3'[V)P)_ ‘jest okreélone przez (6.5),ma nastgpujaca postaé

. : 3‘“=Q“pfp+w{*“‘ R R &= 8(35 >
: (5-8) {l= t"tp,

gdzie przyjelismy nastepujacy rozktad punktu GEHT i jego
obrazu-‘(e) po przeksztalceniu, oba wzgledem reperd. inercyj-

nego {P’gt} : |
e-f Qq"féa"’f ) ‘F(e)‘ 5 Cut iqufr,

przy czym :
Vieste=f, (%) > 'o+a. Yo+t ,e_,'-vf[f) Rd£P=¥x("4)

Przypomijmy sobie w tym miejscu wyniki p.2 dotyczgce postaci
transformacji Galileusza (2.2) - (2.4) s pordwnujac je z (6.8)
stwierdzamy, Ze sg nodnikami tej samed informacji, lecz w
réznych repi‘ezentacjach: w t oraz w reperze inercyjnym czaso-
przestrzeni Galileusza.

W ukladzie 1nercyjnym{g } generowanym przez reper iner-
eany{P,_J przestrzenie zdarzend rdéwnoczesnych dane sg row=-
naniem il‘ = const, stad przyjelo si¢ dla nich nazwe¢ hiper-
ptaszczyzn réwnoczesnoéc:l; wsplirzedne inercyjne noszg tez
nazwe wspoirzednych czasoprzestrzennych dostosowanyech . Dla
pelnego obrazu trzeba dodaé, ze iloczyn skalarny h nie jest
tutaj wprowadzony ad hoc, gdyz zgodnie z definicjg 2 czaso=-
przestrzeni W kazde widkno cl\ (T),Ter' , jest izomorficzne z
przestrzenia euklidesowa, ﬁ ? w ktérej istnieje iloczyn ska-
larny I taki, ze < Tu,ud=d<{x 5)3 s gdy u=x-ye T(E). =

Te Czasoprzestrzeﬁ Galileusza czy Newtona?
Jesli przyjmiemy zasad¢ bezwladnosci w jej sformuXowaniu

klasycznym, to tym samym zgodzimy sie na wyréznienie pewnej
klasy uk}laddw odniesienia - klasy ukladdéw inercyjnych,
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Zbidr zdarzeid hr' z wyroézniona podklasg IF Klasy wszystkich maﬁ
z atlasu RF tworzy przestrzex afiniczna, jak to pokazalisdmy w
poprzednim punkcie, Jasne ujgcie zasad mechaniki klasycznej
jest mozliwe dzigki wprowadzeniu czterowymiarowej.czasoprzéstev
rzeni Galileusza., Twierdze wigcej, Ze jedynie mozliwe konsek-
wentne ujgcie zasad mechaniki i termodynamiki cial odksztékcal-
nych w postaci zespoiu praw zachowania , lub praw bilansu,
méwige éciélej) jest w przypadku, gdy czasoprzestrze: zdarzen
ma struktur¢ afiniczng, tzn, jest czasoprzestrzenig Galileusza
{W,LF}.

Celem, dla ktdrego czgéé badaczy podstaw mechaniki kontinuum,

a wsréd nich W,Noll, odrzucili koncepcjg czasoprzestrzeni
Galileusza na rzecz {QQRF? tzw, neo - klasycznej czasoprzestrze-—
ni Newtona w Definicji 2, byla cheé uwzglednienia i umotywowa—
nia od samego poczatku potrzeby zadania od zwigzkdw konstytutyw-
nych ich materialnej obiektywnosci, Zadanie to, zwane przez
Truesdella i Nolla [1965] zasadq obiektywoodéci materialnej,
Jjest obecnie mocno dyskutowane, Istﬁiejq prace( z kontr-przykla-
dami ) , ktére te¢ zasade kwestionujq(por. I.Mgller [1972 ’ 1982]
Edelen 1 McLennan (1973] , sdderholon [1976 , 1982] , Murdoch
[t082, 1983] ). :

Na obecnym epapie rozwoju badai nad podstawami mechaniki
osrodkéw ciggtych tzw, zasada'obiektywnqéqi materialnej nie
moze byé akceptowana bez ograniczer. Gdy na przetomie lat 50-
tych i 60-tych formulowano w literaturze podstawy tzw,. mecha-
niki racjonalnejz wspomniana "zasada" byla wygodnym narzedziem
(w obrébcehskrawanienr)analizy dopuszczalnych zwiazkéw konsty=
tutywnych materiaXéw prostych z pamigcig itp, W wielu monogra-
fiach "zasada obiektywnoéci materialnej" byla wyliczana jednym
tchem wraz z bardzo kontrowersyjng ‘i sztuczng" zasadq,wspél-
obecnoéci", Ta ostatnia znalazla sig dosyé wczesnie na indek-
sie u duzej rzeszy autoréw prac z zakresu teorii rdéwnai konse-
tytutywnych, jako ze jej uwzglednienie oznacza ograniczenie
do minimum foli obserwacji fizycznej na korzysé formalnych
schematdéw postepowania (por.Woods [1978, 1981]) *

Obecny stan badad pozwala wskazaé kilka niezaleznych prac,
ktére wykaza%y, Ze zasady: obiektywnosci materialnej i nie-
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zaleznodci wrasnosci materialnych od nalczonego sztywnego
ruchu; sa réwnowazne, jesli analizujemy tylko ograniczenis,
jakie one nakladajg na funkcje konstytutywne,

Istotne w tym jest spostrzezenie, Ze sformulow.nie obu: zasad
jest odmienne i wychodzg one z innych przestanek Tizycznych
(Murdoch [1982]). Aby jednak byé w zgodzie 2 ‘obechym -
stanem rzeczy, nalezy dodal,.ze istniejg w literaturze dwie
interpretacje zasady niezaleznosci wiasnosci materlalnych od
natozonego sztywnego ruchu. W zalecanej przez Mullera Murdocha,
Rivlina wersji widzimy mozliwo$é unikniegcia wprowadzenia neo-
klasycznej czasoprzestrzeni i zasady obiektywnosci material-
nej, utrzymujac czasoprzestrzen Galileusza oraz konsekweatny

i spéjny uktad zasad mechaniki i termodynamiki w postaci
catkowo~rézniczkowych praw bilansu, Dodatkowym argumentem prze—
mawiajgcym za prezentowanym tutaj ujeciem,odmiennym od tego
jaki mozna znale# w wykladach Nolla [1973],Jest proéba sformu-—
towania podstaw .mechaniki w je¢zyku dopuszczajacym analize
zjawisk z osobliwosciami (typu fal uderZehiowych) « W tym
przypadku prawa bilansu sa naturalnym, ‘opisem pél w . ktérym

Jjest mOZIiwe zdefiniowanie rozwiazan i procesdéw sltabych

( uogélnionych) .

Aby uwypuklié odmiennosé obecnego sformulowania, przypomnij-
my, ze w ujeciu Nolla [1959, 1973] mechanika jest budowana na
poétulacie zréwnowazenia sit, ktdéry nie wprowadza ani pojecia
' pedu, ani momentu pedu, :

Jego speinienie prowadzi do bilansu sil (tJ. suma sit objeto-
dciowych i powierzchniowych dziatajacych na cialo i kazde jego
podcialo w pewnym'oraz w kazdym umiejscowieniu jest zero) oraz
bilansie momentéw, ktdére sprowadza si¢ do symetrii tensora
naprezenia. Dzieki temu podejéciu réwnanie bilansu sil ma
postaé rdwnania réwnowagi i jest niezalezne od uktadu odniesie~
nia w klasie RF, lecz nie ma moziiwoéci ujecia goe w postaci
prawa bilansu. Dodatkowy postulat (tzw. zewnetrzne zalozenie
konstytutywne) wprowadza rozbicie sit objgtosciowych na sity
inercyjne i grawitacyjne.

Nastegpny krok Nolla to postulowanie prawa bilansu energii
w postaci, ktdéra wymaga speinienia prawa bilansu sit (réwnanie
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ruchu lub réwnoxagi) » W tym przypadku takze poqtaé rdwnai jest
nxezalezna od ukladu odniesienia w klasie RF, a ‘takze od warun-
kéw ruchu, lecz nie ma - jak poprzednio-mozliwosci zapisania
jegw jako c¢.~# prawa bilansu,

Podejsécie proponowane przez Nolla ma swoje uzasadnienie
wtedy, gdy zalezy nam na postaci praw niezaleznej od ukladu
odniesienia w klasie RF, przy analizie ograniczein termodynamiein
nych na funkcje konstytutywne, jakie niesie nierdwnos$é Clausiusa-
Duhema, Ponadto podejscie to ma racjg bytu tylko wtedy, gzdy
analizowane procesy sg odpowiednio gtradkie 1 zalozZone zostalo
istnienie klasycznych (silnych) rozwigzan wystepujacego ukla-
du réwnan w badanym przedziale czasu, Jak wiemy czesto to
ostatnie zalozenie - przy nieliniowej strukturze réwnan - moze
byé speinione tylko na matym odcinku czésowym.

8. Brzeg ciata i jego podciaia

Wprowadzenie praw bilansu musimy poprzedzié usciéleniem

- takich pojeé jak podcialo i brzeg ciata, Podzbiory clala,

ktore w umiejscowieniach z klasy (: sg reprezentowane przez
obszary dopuszczajace stosowanie twierdzenia Greena-Gaussa

-Ostrogradskiego dla funkcji z osobliwosciami, moga byé odpo~

wiednimi kandydatami na podciata, Zadanieg naturalnym w takim

przypadkubjest)by przemieszczenia z rodziny Eﬁt zachowywaly

te wiasnosé obrazdw podcial z jednego umiejscowienia. Okazuje

sig, ze naJszerszd dotad poznand klasg podzbiordw w E. y Spe=

lhiajqogte wymagania,jest klasa zbiordéw o skorczonym perimetrze.
DEFINICJA 5. PoGzbiér PcB nazwiemy podciaiem ciala B, jesli

istnieje umiejscowienie 5&4: takie, ze 5(?)C£ jest zbiocrem

(] skdﬁczonym perimetrze .a ponadto P jest zbiorem M-mierzalnym,

Zbiory o skoinczonym perimetrze maja kilka rdéwnowaznych
definicji, Przytoczmy te najlepiej odpowiadajaca celem pracy.
Wpierw schérakteryzujemy klasg funkcji o skoilczonej wariacji
w sensie Tonelﬁ'ego - Cesari'ego, okreslonych na pewnym zbiorze
otwartyche” . Jednym z warunkéw koniecznych i wystarczaja~-
cyeh na to, by funkcja.gzc;—? IR nalczaia do wspomnianej
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klasy, oznaczonej przez ﬁV(G) Jest( por.Volpert i Cudajev
[1975] ),by byta catkowalna na G oraz :

0\ A A a_?.fdxlg K sup{|P(kxeb),
4 ?xt

: K>0 0eC; (6) 14ism g : :

gdzie 8“ oznacza n;-wymiardwq przestrzer euklidesowg, za$

C: (G)—zhiér funkeji klasy clo zwartych nosnikach w G,
Catkowalnosé i mierzalnosé sg tutaj rozumiane w sensie
Lebesgue “a,

Po zastosowaniu twierdzenia Riesza uzyskuje sie¢ nastepuja-
¢y rezultat: jesli #EBV(G) s to jej pierwsze czastkowe
pbchodne dystrybucyjne sg skorczonymi regularnymi miarami
rzeczywistymi okreslonymi na & = algebrze podzbiordéw borelo=
wskich zbioru G, tzn, sg miarami Radona, zgodnie z nomenklatura
Alexiewicza [1969] . .

Zastepujac zbidr G calg przestrzenig 8" definiujemy klase
BV(E™) . Podzbiér ograniczony i mierzalny 4c&™ ma skodczo-
ny perimetr,jesli Jego funkcja charakterystyczna 4.9 nalezy

do klasy ‘BV,(G"'). Jak sig¢ pokazije (pbr. Volpert [1967] )
podzbidr ograniczony i mierzalny ECE" o brzegu 2F kawai-
kami gtadkimi (klasy 01, w ,szczez:élnos‘ci) ma skoriczony perimetr
Per(E) réwny H..I,(QE),n—1 wymiarcwe]j mierze Hausdorffa brzegu.

Klasa zbioréw o skoiriczonym peiimetrze jest najszerszg znang
~ klasg zbiordw, w ktorej obowiazujz uogdlniona (tzn.w sensie
miar) wersja twierdzenia Greena-Gaussa dla funkcji klasyBV[ev
(por.Volperp'i Cudajev (1975] oraz Federer [1969]) « Ponadto .
klasa tych zbiordw jest zamknieta ze wzgledu na czesé
wspélng oraz réznice, zaé skorczony perimetr jest niezmien—
nikiem transformacji bilipschifpwskich.

Z tymi wiasnosciami zaznajomieni -~ dalsze bedziemy przyta~
czaé w miare ich potrzeby ~ jestesmy gotowi sformulowaé i
przyjaé bez dowodu miniejsze (por. Banfi i Fabrizio [1981]) :

SPOSTRZEZLNIE B, Je$li podzbidér PcB ma skox&czonyperimetf
w jednym umiejscowieniu, to ma skotriczony perimetr w kazdym
umiejscowieniu z C « Ponadto klasa wszystkich podciat ciaxa
B, oznaczana przez 52.(-%) o tworzy algebre Boo.léa, Jedli cialo
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B Jjest swoim podcialem i za dziatania w élgebrze» wybierzemy
sum¢ teoriomnogogciows podeiat i © . ich czegéé. »wspélna,',.
zas$ relacjg porzadkujgca bedzie relacja zawierania,

Stad wynika, ze definicja podciqla Jest poprawng,nie zalezy
od umie jscowienia ¥ 28 klasa podcial danego ciata nie éawsze
tworzy algebreg Bodle'..Przypgdki, gdy cialo nie jest swoim
pbdcia&em, wymagaja odrebnego traktowania i w dalszej czesci
w zasadzie ograniczymy nasze rozwazania do przypadku omawia-
nego w spostrzeZeniu 8 zaznaczajac w niektérych miejscach,
ktére z rezultatéw przenosza sig¢ na przypadek, gdy ciato nie
ma skoticzonego perimetru,-

Niech ciato B jest swoim podciatem, wtedy mozna zanurzyé B
w jego atrakcyjne domknigcie 5, okreélone jednoznacznie przez
B z doktadnosdcig do (topologicznego) izomorfizmu, Procedurg
te, wzorowang na tej przedstawionej przez Nolla [1978] prazy
odmiennej defihicji oiaia odksitalcalnego, przedstawiamy po-
krétce, : :

Skoro przemieszczenia 2z rodzinyf*- sg ciagtymi w sensie
Lipschitza odwzorowaniami otwartych podzbioréw przestrzeni E
istnieja ich ciagle rozszerzenia na caig przestrzexi zachowujq—

-ce statg Lipschitza; ten fakt gwarantuje twierdzenie Kirszbrauna

{}934] « Dla naszych celdw wystarczy ogrgniczyé swojg uwage
do rozszerzen okreslonych na domknigciach dziedzin przemiesz=
czeni, W samej rzeczy, dla kazdego przemieszczenla 9!":97‘ : Dom?
>-»Qn31(, gdzie oba zbiory DPomAiRngA sa otwarte, okreélamy
rozszerzenie 1, DOM'A—)W speiniajace warunek Lipschitza i
okreslone. na zbiorze zwartym o obrazie tez zwartym, Jedli -
umi;a,_jscowienia - el spetniajg warunek A= 20315(-3)’»'@
to domknigcie ciata B jest zbiorem o wiasnoscis umiejsco;
wienia X i ¥ maja jednoznacznie okreélone odwracalne rozsze-~
rzenie®: B oraz X: §H>5(35) , ktére czynia poniiszy
diagram przemienny. :
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EX\
/

A

" Rys. 1. Definicja brzegu ciala

gdzie symbol G oznacza zanurzenie, .
Wyposa;Zane teraz zbiér B w topologie w ten sposéi), ze: zbidr
AcB jest otwarty, jesli dla pewnego umiejscowienia JE C 3 o8
wige i dla kazdego, zbidr a(ﬁ) jest otwarty w ,8) tworzymy 2z
B zwartg przestrzed Hausdorffa speiniajaca drugi aksjomat prze-
liczalnogci, gdyz umiejscowienia sg bijekcjami,.
Ciaio B jest otwarte w tej topologii, zbiér B jest domknie-
ciem ciata w tej topologii, natomiast podibiér_93*' LN
Jest brzegiem ciata B, Ponadto, dla kazdego umiejscowienia
xe C
(7.2) %(08) = 0z (B),

a jeéli N: x(B)=> 2(B) jest przemieszczeniem z ¥doae , to
rozszerzenie N:¥(B)>% zachowuje brzeg, tzn,

) 7 (95 (B)) = 9x(®
X 05 (R) = 2A(R),
gdzie uzylismy tego samego symbolu 9 dla oznaczenia operacji
brzegu, raz w topologii ciata, a raz w topologii & «
Powiazanie z kaZdyn_x umiejscowieniem xel Jego rozszerzenia
X do domkniecia B moze byé wykorzystane przy definicji
klasy rozszerzer umiejscowies ( lub umiejscowied rozszerzonych )

f:-:{i! ;h:x, %: B> (D) , xe C},
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Mozliwodé jednoznacznego okreslenia klasy C aia ciata, ktdére
Jjest swoim podcialem, quzie wykorzystana w licznych miejscach
te] pracy.

8, Prawa bilansu ;

. Zasada bezwladno$ci sformulowana dla ciala odksztalcalnego.
wyczerpuje pierwsze prawo Newtona, Tres¢ drugiego prawa zawie-
ra si¢ w.stwierdzeniu,..Ze zmiana pedun ciala jest wywolana cai-
kowitg silg na nie dzialajaca: ;

58 5o (pot0)= F (s, )
o ile ruch Ay okredlony przez/u.[ljggp dla Te r"’\ =
wywolany prooesem kinematycznym %—’ W odbywa si¢ wzgledem
inercyjnego. uktadu odniesienia {8 {3}

. Argumentami morfizmu F y Obok jawnie tu vystepujqcymi
procesem craz mapa ukladu odniesienia, moga byé wielkosci cha-
rakteryzujgce otoczenie ciata B oraz dodatkowe pola zdefiniowa-
ne na ciele, jedli dopuscimy do rozwazal inne zjawiska obok
zjawisk mechanicznyech.

9.1, Bila.na my

Podstawowym saloteniem - opartym na obserwacji fizycznej -
robionym w neohaniee ‘kontinuum jest rozkiad sity dziatajgacej na
ciaXo.1a czgsci: powierzchniowg i objetosSciowg., Czesé powierz-
chniows modeluje dziatanie zewn¢trza ciala /tzw.. "sewngtrznego
iwiata"/;slokalisowanp do powierzchni. rozgraniczajgcej ciaio i
otoczenie. Tg. powierzchnig rozgraniczajaca jest brzeg ciala ab-
strakoyjnic zdefiniowany w poprzednim punkcie.

Rodzaj si} objetosdciowych, ich pochodzenie sa zaleine od sy-
tuacji fizyocznej, do ktdérej budowany uklad réwnai ma si¢ odniesé,
Potrzeba uwsglgdnienin praw grawitacji Newtiona dajb Jedng z mo~
Zliwych 1ntorpretaojl tych sit jako sit grawitacji b .
~ Reprezentacja sily b zwykle ma postad

A’_ %V¢/udm.3,
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gdzie ¢:ﬂ,( YESMR  jest potencJa&ém grawitacyjnym zewngtrza
cliaza, . ruchem, za$ '”‘3 - migrq zadang na 6 —algebrze .
podzbioréw ciata B, zwang rozkiadem masy grawitacyjnej;
Doswiadczalnie potwierdzamy fakt réwnosci masy msl oraz masy
bezwladnej M s 0 ktdrej mowa w‘derinicji 1 ciata,prowadzi do

reprezentacji
(9:2) *‘9 (3),;‘.{3)(V¢°/‘-¢)_ﬁ,tdv

przy zatozeniu, ze masa M Jjest bezwzgle¢dnie ciagta wzgledem
objetosciowej miary Lebesgue ‘a. To ostatnie zalozenie, kwestio-
nowane w przypadku pél z osobliwos$ciami oznacza, Zze z kazdym
umiejscowieniem 2 ciala B mozna zwigzaé gestodé masyf,,}ﬂs)-ﬂ?.
speiniajaca zaleznoéé :

(0.3} e ;({v)fx ok

dla kazdego podzbioru borelowskiego PcB, Zauwazmy, Ze warunek
(8.‘3) oznacza, %e masa jest zachowana, tzn,

(’9.4) 9,,9‘,_»71 MCV?{)

dla kazdych dwoch umiejscowier P , % polaczonych przemiesz~
czeniem A ¥(B)-dx(B) , :

Przypuéémy, ze masa bezwiadna M nie jest reprezentowana
w postaci (9.8) w dowolnym umiejscowieniu & , lecz istnieje
koncentracja mésy na pewnej powierzchni, W zapisie gldbalnym

6.9 M(B)= Jgads +[5 da,
gdzie B S;=0)Mu.foraz ml(S,Z)-Q, "A[S,',)XJ.We Zmy inne umiejscowie-
nie X i dla niego
(0.f  M®=dydveSgda, B25;-0
20 ,

Aby przejs’cie do reprezentacji lokalnej dla pocial, ze wzgledu
pna to ', ze kazde podcialo jest l-mierzalne,wystarczy zalrozyé,
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ze masa bezwiadna jest borelowska, ,
Rozpatrzymy przypadek szczegdlny, gdy

0.8 K(B2)ey (%) ¢ (8- 5S)

dla kazdej pary umiejsoowieﬁ.

Wwarunki (9,6) oznaczaja, ze noénikiem bowierzchniowej kon-
centracji masy jest jedna powierzchnia 'X—-'('Sq:) w ciele B,
ktéra si¢ nazywa powierzchnia materialna o nieznikajgcej masie
powierzchniowej, Przyjmijmy ze wzgledu na (9 6) naturalne za}o-
‘zenie -

5.3 M(P)= Joudv + [, da
(P B 2 (PhAs

dla kaZdego umie jscowienia mel . Wtedy dla kaZdego M - mierzal-
1
nego podzbioru Pcoc ‘Bu.) o trzymamy

M(P)= [ guir= JpueP oet{7 ) d = Josdr
n(?) 5(P) - 5(®)

¢ Stqd ze wzgledu na dowolnosé zbioru P otrzymuaemy identycznie
jak w (9,4) :

o PR det(V2),

gdzieJ\. 3[3)H>%@)Jest przemieszczeniem z g dox Podobnie
dla dowo lnego 6c o (fgotrzymamy

M(3)=] g da=f geen T da - =J g5 da
'x[:S 5(3) (3)

i w konsekwencji dla gestosci powierzchniowej, tak- jak i dla
obJetoscloweJ,lokaIne prawo zachowania przyjmie znang postaé

(g.@ 3 -9 ‘SS;A j) @
gdzie J Jest jakobianem deformacji element.u powierzchniowego
‘_‘,,,,odpowxada,je,oej przemieszczeniu X .



Jesli koncentracja masy jest taka, 2e

7;‘(4—») = K.i('jb)

dla nieréwnowaznych dwoch umiejscowien 'x,b’é([_,to powiemy,
ze mamy do czynienia z niematerialng powierzchnig koncentracji
masy. Wtédy na ogék'o{'(ﬂ; )*5-(8;)1 nawet przy zatozeniu, Zze
dla dowolnego podciala PcB ma miejsce '

(8.9) M(P)= Jeudr + Jg dn
(FP)n BY  a(Pnd,

wraz z anglogiczng reprezentacja w umiejscowieniun Ny dowol—
nie wybranym z klasy € , nie otrzymuje sig lokalmego pruwa
zachowania masy typu (9.4) . Natomiast zauwazmy, Ze i ten
przypadek prowadzi do zachowania masy kazdego podciala, co jest
6czywiste z przyjetej definicji ciaa (por.Detinicje 1 ) .

Przeanalizujemy ten fakt w pewnym ruchu/u:r'.,(xﬁﬁ E wzgle~
dem ukiadu odnicsienia {E’ ﬂ},wyznaczonym przez proces kine-
matyczay -X-. PKX‘Z—?\J'.' Wtedy dla kazdego Te Fx i dowolnego
podciata PcB, otrzymamy ;

M(?)= ff,ﬂ,a‘v - ff’%fcla'*
(s.10) Mr(Da By Arn

=J G etV A N+ [ g7 5,

-t =
4T [l B ) wopcy (eI )
gdzie dla kazdegoT ?errx.)u'; ¢ py(B) —> a(B) Jest przemiesz-
czeniem z umiejscowienia AT do wybranego umiejscowienia 2 .
Podobszary 93/:7 oraz powierzchnie /S/:r zzodnie z reprezen—
tacjamj1~(9.5) zaleza od umiejscowienia 4y , dla kazdego Tell.
Przez 37 .ozqaczyliémy jakobian deformacji elementu powierzch-
niowego -/S;,odpowiadajqcej przemieszczeniu ﬂr « Zauwazmy, Ze
oczywiste relacje ze wzgledu na rdéznowartosciowosé kaZdego/r

de Tely :
')co/l-.r' é‘f(?)" a};)= x(9)n ﬂ,r(sﬁf) c 2(?),
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xo sy (/41'(?) )— x(P)n XA i,)c x (%)
pozwalajq na pr:eksztaloonie pravej strony do sumy 6~-ciu calek

M@) = J et det (V1) de 4+ S 5o Xt
(P 3: ) . +ec67 né“ ‘i‘:‘u

+f g/(tiﬂ';-o?d'(VK-é)d’v ~ ST (1)
‘ DN (BN BS 2(Dn( By N By,

o=

54 IRE L ff b s A g

w

2D (AANA r) #@nﬂ,,\zfpsﬂ)
Poréwnujac to wyrazenia dla M(P) =z réwnodeis (9.9) stwier-
dzamy, %Ze trudno oczekiwaé. by gestosci masy objgtosciowej i ma-
sy powierzchniowej byly zachowane, jak to miato miejsce w po-
przednim przypadku, Aby utrzymaé réwnanie bilansu masy w posta-
ci lokalnej nalezy sprowadzié calki do wspélnego obszaru calko-
wania, osobno.calki objetodciowe a osobno calki powierzchniowe.
Inng mozliwodcia jest rézniczkowanie wzgledem 7 zwiqzku(Q.ﬂ»
i wykorzystanie ostatnio ugyskanego wyrazenia. Zauwazmy, Ze
wtedy dwie pierwsze calki nie przedstawiadq trudnodcl przy réz-
niczkovaniu natomiast pozostale,ze wzgledu na zmienny w czasie
obszar, nastrgczaé moga. duzo kiopotéw. .

. Przy réizniczkowaniu calek obj¢tosciowych nalezy zwrécié uwage

na wielde prawdopodobng wielospdjnoéﬁwhalkowania. Jeéli zbidr
5%0 Jest dwéspéjny,Jak na schematycznym rysunku 2 dla obsza-
réw piaskich, rozdzielony powierzchnig ’&z. , to nalezy

B Beu B
n(B)

Rys.2. Powierzchnia koncentracji nasy 4 rozdsiela obszar ()
7 na podobszary 3. B} '
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dopudcié, Zze zmierzajgc do punktu x lezacego na powlerzchni 4;, !
osobno ob|szar6w B3 B, graniczne wartodoi S r(ﬂ":' (x-0))
orag ?)&t(w‘r(""’o)) . mogg byé réine. Wtedy po zrdézniczkowaniu
wzgledem 7 w wyrazeniu wystapi calka po calej lub czesdci. po-
wierschni 4, ze skoku funkcji. &t"ﬂ.‘; na tej powierzchni.
To oznacza, 2e w kodcowym rézniczkowym prawie bilansu masy
dojda czlony wynikie z dodatkowych catek powierzchniowych.

Aby utatwié przejécie. ©°d postaci catkowej prawa bilansu. do
rézniczkowej postacl lokalnej dokonuje si¢ pewnych zatozen.. ..
Typowyn standardowym zaloZeniem w wyprowadzeniu lokalnych praw
bilansu jest hipoteza, Ze zmian¢ masy przypisang podobszarowi
w umiejscowieniu ciata bilansuje si¢ 2z géry zadanymi strumie-
niami masy przez brzeg oraz objetosciowymi i powierzchniowymi .
#rédtami .masy w obszarze. W szoczegdélnodci zaklada si¢ istnienie
funkoji rozkiadu masy ¢ : U {t]w(ﬁ)—) R* & £ U {T}xéq-» Q"'
dla ktérych

. 11)41{'.(&)\4‘* jf’; } chk+ il b= Jﬁd.o +_f da
ONSer patOnd, WD PlndSs, SN JlEn 5‘{

0% g6ry zada.nyoh rozktadach W, % oraz p,
(por. Kostdski (1981]). :
Rola powierzchni /S; jak widadé w przedatawionyeh rozwaza--
niach nie ogranicza sie tylko do nosnika masy powierzchniowej.
Jeéli wprowadzane do opisu pola doznaja nieciaglosci, to
fizyczna i matematyczna analiza /por.dyskusje¢ klasy QVCIR")/
w p.17/ wykazuje, %e nieciagloéci regularne, tzn. w postaci
skokéw wartoéci pola, wystepujg na hiperpowierzchniach n-i wy=-
miarowych. W przypadku pél okreélomych na obszarach w R3 nie=-
cigglodci skokowe wystepujg na pwierzchniaoh. Ma:jq,o to na uwa-
dze. powierzchnig 4¢ traktujemy jako nosénik obu typu osobliwoé-
oi powierzchniowych: koncentracji wielkodci fizycznych i ich
niecigglosci /w samych wartosciach lub w ich pochodnych/.
Waznym do zanotowania jest, Ze takie jednolite podejécie nie
wymaga rozdzielania powierzchni /I; , dalej zwanej powierzech-
nig osobliwosci, na dwie czeéci: jedns jako nodnika powierzch-




st e

niowych koncentracji pél 1 druga - noénika niecigglodci /sko-
kéw tych pél/. Wynika to stad, %e calej powierzchni. przypisuje-
my oba atrybuty potencjalnego nosnika efektdéw powierzchniowych
i dopiero konkretna sytuacja fizyczna .zadecyduje, na Jjakich
czgéciach powierzchni, ktére z _osqbliwodci znikaja. . :

Na przykiad, jeéli rozpatrzymy pbst.aé prawa bilansu masy
(9.11) po lokalizacji, to w punktach powierzchni A/:t 2 Jego
peina postaé bedzie

9 o {7 ~ ’“’ 7
(8.12) o+ iy (Ve i, )+ g, (dinE -ty by)
o1

._u'_g(v.r ne~wy ] + I[wﬂ Mgt fyo

gdzio operator &% odnosi sig¢ do rézniozkowania na powlierz -
chni, ”Z't Jest drugim tensorem metrycznym powierzchmi, .,
sktadowa normalng za§ ¢ skiadowymi s}yoznymi,predkoéei przesu-
wania sig¢ powierzoh;ii.v a + Wektor V. mierzy predkodé wzgled-
ng ruchipunktéw powierzohniowych /por. pdéfniejsza analize/.
Jeéli w pewnych punktach nie ma koncentracji masy. powierzchnio-
wel, 9, = 0,tow miejsce (9.12) otrzymamy zwiazek

(0.12) I[g(vt V\r"uu)H [wi- "-;

kt.6ry przy znikajgcym strumieniu masy w /lub ciggiym/ spro-
wadza si¢ do warunku Stokesa-Christoffela,

Na zakordczenie omawiania prawa bilansu masy zastanéwmy sie¢
jakie sytuacje fizyczne mogg byé modelowane reprezentacjami
(9.5) przy warunkach

(e (Ay) o (B £ 8(E)

dla dwéoh nierdmowsznyeh /w sensie konﬁ.guracji/ uniejscow:leﬂ.

Jesli prsyjmiemy, Ze omawiane .ciaio 0.3 5 reprezent.ujqee ukiad
zankniqty,.aklada si¢ 2z gazu zamkni¢tego balonem £ umieszoczong .
w érodku wazks blong péiprzepuszozalng. i deformalng, to jak ia-
two widaé rézne umiejscowienia realizowane przez deformacje po-
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wioki balonu prowadzg do reprezentacji (9.5) i wymienionyech
wyzej warunkow.

Inny przykiad dostarcza nam kartkd papieru zamknigta w sbior-
niku z gazem, Jeéli ten zbiornik umiescimy w polu grawitaoyj-
nym, to wywolamy przemieszczanie sig kartki w kierunku linii
pole, ktére moze byé modelowane powyzszg reprezentacja.

W obu przedstawionych przykiadach zaréwno wazka blona jak i
kartka papieru reprezentuja tzw. powierzchnie p. - materialne
wg. nomenklatury przyjetej u Kosindskiego [1981]. Powierzchnig
p - materialng v‘ruchu/u charakteryzuje sig¢. przez warunek:
skladowa normalna absolutnej predkosci w {6, I}} /8Je pola .
predkodei w E / punktéw chwilowo tworzacych powierzchnie po-
krywa si¢ @ .un—skladowq normalng predkosci poruszania si¢ po-
wierzchni-na calym przedziale l}, :

Dla odmiany powioka balonu, z przypisang jej masg powierz-
chniowg, reprezentuje powierzchnig /absolutnie/naterialnq weie-
le /por. warunek (9.6) /. Przykladami gzjawisk fizycznych, w kté-
rych wyst¢puje powierzchniowa konocentracja masy nie odpowiada-
jaca modelowi % powierzchnig p - materialng sq: adsorpcja na
granicy dwéch faz /np.' ciektej 1 stalej/, spalanie w gazie po-
wiérsohniowo rozlozonego ladunku wybuchowego. W obu tych zjawi-
skach nastepuje wymiana czgstek powierzchni i1 osrodka Jje ota-
czajgocego.

Do modelowania ruchu ciala z powierzchnig osobliwoéei;a 8zcze~
g6élnie powierzchnig p - materialng, wygodnie jest przyjaé nieco
odmienne rozumowanie od dotychozasowego. W ciele 3 /a doklad=-
niej - w jego domknigeciu @ / wyréizniamy pewng powierzcknig fé
1 rozszerzamy pojg¢cie umi_e_,j_soovienla do pary {'x—. 4«,} , gdzie
acC zas lg: {3 ~> %(B) Jjest odwzorowaniem réznowartos—
ciowym, o wiasmo$ciach: L, :4g>> &('Ss) i -C(’S_g)c £ jest
orientawalns, regularng powierzchmia klasy C* w & . Jesli
(t 5 ’LU& jest innym umiejscowleniem ciata B , to odwzo-
rowanie onlz:': tx(’ig) >——-=>>.£X(433) winno byé bilipschi-
tzowskie, klasy C° o dodatnim wyznaczniku oraz powierzchnie
Laldn)d Ly (43) powinny byé homotopijne w tej klasic
odwzorowain.
Przejscie do powierzchni absolutnie materialnej jest natych-



o

miastowe przez postawienie warunku
= 9
o | fa

dla kazdego umiejscowienia (qg,, l,,} . Dla takiej powierz-
chni traci sens wprowadsanie {x Obok Z . : :
Jesli {/L,r, £ f} Jest ruchem ciala $ z powierzchnig
53 i {g;. da jest pewnym umiejscowieniem, to wygodnie
jest opisywaé zmiany w czasie punktéw chwilowo tworzacych po-
wierzchnig. éq.[( 43 ) - przy pomocy opisu wzglednego, gdyz
zachodzi oczywista réwnosé

'L/ut"t%.‘ (4a(18)= éur (12).

Dla powierzchni ﬂz(fx)c 8 wyblerzmy parametryzacjie
Gaussa L™, L° tak, %ze rdéwnanie parametryczne /co najmniej lo-
kalnie/ ma postaé :

b (55): L =YL LY)eE (LL)edeRT

; - ;
Deformacja L/“f ° Z,,_ powierzchni f,; (13) prowadzi do
nowej powierzchni L/‘T('Sﬁ) o przedstawieniu parametrycznym

halla)y: e b (V0= LY,

Jeé“.i,niezaletnie oduwprowadvnonego opisu wzgle¢edem umiejsco-
wienia odniesienia {vx, 1,9,,} , dla powierzchni lftt(:fs)c E(
przyjelidmy parametry Gaussa L‘, 52' oraz /lokalne/ przedst a-
wienie parametryczne

’{’/f'r U.ﬁ)z’ _ x= Q(T,L%0),

to z faktu, %ze funkcje ¥ oraz P opisuja t¢ sama powierzch-
nig¢ wynika iz mi¢dzy parametryzacja I.l,l..2 oraz 11',12 musi
zachodzié zwigzek funkeyjny, ogélnie czasowo zaleiny, tzn.

() = (T, 1% wa=1,2,
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taki, e

@ (1,14, 1) =7 (1,L%).

W ten sposéb jakobian [, transformacji (1), dany przez
det (lu,ﬂ ( ze wzgledu na to, Ze wektory styczne parametry-
zacji L® wigig si¢ 2z wektorami parametryzacji L"‘ przepisem

@’A.; L‘;‘A P, oraz skiadowe tensoréw. metrycznych- AP

@:A"@;P= L%, L“)r | #ER A ; pozwala wyrazié zaleznodé
miedzy wyznacznikami G = det (G,op oraz g==d:ﬂ5,‘r}=dd:(!’,;f'b,
nastepujgco

! '3
; = j‘kq'

Ten zwigzek jest pomocny przy rézniczkowaniu wzgledem czasu
caltek powierzchniowych. Obok niego niezbg¢dna jest znajomosdé
predkodci ruchu punktu x..A = const, w powierzchni 1741—( ffg)

Aby to otrzymaé wystarczy zrézniczkowaé (T) wzgledem T i wpro-
wadzié oznaczenie
V%= 9 ¢%(1,L%)

(9.13)
T

Wtedy V‘L sg sktadowymi predkosci pumktu L2 = const w bazie
wektoréw stycznyoch ¥, , do powierzchni (7“1'(48)

W powyzszym roszumowaniu powierzchnia 4/‘}(43) sklada sig
‘a dcidlej méwiac - jest obrazem czgstek tworzacych powierzchnig
/53 , przy ozym czastki te w umiejscowieniu odniesienia lx
zostaly scharakteryzowane para liezb Li,Lz, natomiast ich miej-

sce w.chwili T na powierzchni jest dane przez wartosci tran-
sformacji (T) /por. Seriven [1960], Moeckel [1974]/
Warto w tym miejséu zanalizowaé zmiang skladowych predkoseci
V‘,pray zmianie parametryzacji powierzchni /So .« Prazy-
puéémy, %e parametry Gaussa (L‘") ruchomej powierzchni
,5/:1_1 x= O, Te Ix la:")_emz zostaly tak dobrane, Ze-
predkoséé przemieszczania si¢ powierzchni w g , okreélona wzo-
rem

1 & 8(2’
e it ot lthst



ma staly kierunek normalny M. do powierzchni, tzn. u..z= Un Ny
gdzie W,'=Y¢ W ., Taks parametryzacje nazwiemy konwekcyjng
/por. Bowen i Wang [1971) / oraz Kosiiski t1981] /o Skoro w
kazdej sytuacji predkosé U, mozna rozlozyé na sumg u__n.‘a-c"?
/por. (9.12) / warunkiem na to by paramotryzao.ja byta konwekeyj-
na jest znikanie sktadowych styoznyohc T2 ‘{‘. Wtedy krzywe cal-
kowe pola- wektorowego Sy Wyznaczajg trajektorie ortogonalne
ruchomej pow:lerzchni { /g/ Tk Cu} ;

Niech V . beda skladowymi styoznxyi predkodel wyznaczonymi
zwiazkiem (9.13) tzn. V%= 2 . defli: (L%) - jess
inng parametryzacjg, tzn. niekomrekcy:jnq, to z jednoznacznosci
przedstawienia powierzchni mamy

x= ©(T, 1) = P(T, TYT, t¥))=: P'(T, L),

a w niej
: o 'a‘f ;
= Ur= —— = —1 Q .9_0’ &
s ey I‘«“'=w«’c 91‘IL¢ > BE.-ST
Stad :
' « V.. P22 A ‘fa(-,“('t“lf").
c"(T, 6‘) =3 ?zp T °T
wsbo.;aoeni o te laleznoéé pneehodzimy do wlyznaozenia poszu-
kiwaneg ) zwigzku} skoro Ld('l, L3)= 1%(T, by (T, LA)) wigc
« Bl S5t . o ot Lty
N e lL“ Y Ic‘_md o' 9T op*

Stgd otrzymujemy koifcowy 'zw:lq:ek

Car ~

!
gdzie przypominamy, Ze V“ sg skiladowym prqdkoéoiv liczo=-
nymi wzgl¢dem parametryzacji konwekoyjnej.
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Stad wnioskujemy, Ze dopiero suma . 4’+c" tworzy skladowe
wektora powierzchniowego N ) tj. obiektu speiniajgcego pra—
wo transformacji ;
W
PSRN e V* ¢
A A +C

V + C gLu_ ( )
przy zmianie pa.ralotrysacd:l powierzchni.

Aby gamkngé ten komentarz zauwazmy, Ze dla p - -atorialne:l
powierzochni osobliwosci mozna okreélié predkosé V punktéw,tj.
obrazdéw czastek z powierzchni ‘.f_g , tworzgcych poviorzohniq é:r 3
Jjak nastgpuje

(9.14) \ltzz ‘b?'f lf( {,"(‘t L,‘))[ ='u.,,u +(V-+c )

—Wh5

Jesgoze jeden punkt pozostal do wyjasnienia, a jest nim spra-
wa reprezentacji masy podciata w postaci calek wzgle¢dem miary
Lebesgue ‘aw & 1 dodatkowo, w przypadku koncentracji masy na
powierzchni, jako m:lary powierzchniowej /tj. dwu-wymiarowej
miary Hausdorffa/. Jeéli zgodnie z podstawowym zaloZeniem, masa
jest niezalezna.od wplywdw zewn¢trznych, to takZe jest nieza-
lezna od ukladdéw odniesienia i automorfizméw czasoprzestrzeni
Galileusza. To oznacza, %Ze jej reprezentacja w przestrzeni fi-
zycznej £ musi byé niezmiennicza przy transformacjach ortogo-
nalnych i przesunigciach, Jak wiadomo /por. Lojasiewiocz [1973,
tw. 7. s.113]/k"azda miara borelowska ¥ w R* skoficzona na zbio-
rach ograniczonych i niezmiemnicza na przesunig¢eia jest bez-
wzglednie ciggla wzgle¢dem miary Lebesgue ‘a. Skoro ponadto miara
Lebesgue ‘a jest niezmiennicza. wzgledem odwzorowai ortogonal=-
nych, reprezentacje (9.3), (9.5) oraz (9.7) 1 (9.9) sg uzasad-
nione., Nalezy si¢ sgodzié, Ze dla pelnej ogélnoSci powinniémy
dopuscié reprezentacje tréjskladnikows

M) = feade + Jo vy + [ an,
(P B5 “@)"'fx 2(Pn L3,
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w pewnym, jak i dowolnym umiejscowieniu X , gdzie H, oraz li1
oznaczajq. odpowlednie miary H.ausdorffa, zas powierzchnia 5{
oraz krzywa af; nie sg uniwersalne i na ogél zalezg od umiej—
scowienia % speiniajac,wraz z obszarem QJ,warunek

#B)e By vds v &30 2@

9.2, Bilm pedu i -mntu pgdu

PrsoJéoio od globalncgo prawa bilansu pedu reprezentujgcego
1I prawo Newtona do postaci lokalnej jest oparte na reprezenta-
cjach catkowych oraz postulacie o lokalizacji. Lewa strona za-
wierajaca pochodns. pedu moze byé = dzigki znanemu rozkladowi
masy (9.5) - zapisana w postaci

(9;15) 43 (/u,/ii['r))= jyh/Z,o/@;'ow + j}%\/;da ;
3, el

Powierzchniowe pole V A .= T 5) reprezentuje tzw.
absolutng w & predkoéé punktéw z & chwilowo lezgcych. /tj.two=
rzaeych/ powierzchnieg /5 + Termin absolutna ma oznaczaé, Ze
Jest to predkosé odmienna od tej wprowadzonej wzorem (9,13).
Je$li powierzchnia osobliwodci jest .. P - materialna, to V dane
jest przez (9.14)..Jest oczywiste, Ze morfizm przypisujacy pa-.
rze: dopuszczalny proces kinematyczny ciala 3 .1 uktad odniesie-
nia-pole V\-{ V 3 'L“er' } winien byé niezalezny od ukladu odnie-
sienia 2z klasy IF /por. Def,4/.

Calkowita sila dziatajgaca na cialo @ w ruchu/u przy kon=
centracji masy na powierzchni 2 rrozklada sig teraz 4 na
czg¢sci

(9 16) % (WT’ ;ﬁ“r/r’w'*kg ‘t"“'f{' cla "’jt}‘cw s
r 9;,\1 : 35
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gdzie uwzgledniliémy réwnosé mas grawitacyjnej oraz bezwiadnos-
ociowej i przyjelismy oznaczenie ;‘}q’. i ,64%_ odpowiednio dla
objetosciowej 1 powierzchniowej sily grawitacyjnoj. s ;

Zauwazmy, Ze warunki/ur(.'B)c g‘r"/tr c/a,(:B) oraz wias-
nosci miary Lebesgue a pozwalaja zastgapié obszar pod pierwsza
ocalka przez /q[ﬁ%)\ /"-I ”

Wielkodé t/“t' Jest polem obecigzeri wywolanych przez otocze-
nie na brzegu ciata w umiejscowieniu ug¢ , za wyjatkiem brzegu
powierzchni d° . Tutaj podobnie jak w pierwsgej calce zastg-
pimy DB,7 \/5° przez 'c)/u.z.(ﬁ)\ 9.;,:’ ~+ Ostatnia catka
reprezentuje Ku tkowite obcigzenie wytworzone na brzegu powierz-
chni /;“; przez otoczenie a wielkosé podcatkowa éﬁur Jest
wektorowym polem obcigzer krzywoliniowych o wymiarze sila na
jednostke diugosci krzywej 9‘5/1‘:"

Postulat o lokalizacji, bedgcy odbiciem obaerwae:]i fisyol-
nych stwierdza, %e 2 kazdym podcialem ?c.B w ruchu /u mozna
zwigzadé uklad sil dzialajacych na nie o postaci analogicznej do
(,9.16). Trzeba od razu przestrzec przed traktowaniem powyzszego
postulatu jako oczywistego tak dla sil jak i dla kazdego innego
oddziatywania, Mechanika kontinuum nie poﬁinna byé stosowana, -
gdy 2z wymiarami cial i podcial zejdziemy do wielkosci kilku .ozy
kilkunastu ziaren /w przypadku ciala stalego/. Wtedy zaczynajg.
graé role oddziatywania - (sizy) .z tego poziomu, ktére w konty~
nualnym modelu byly zaniedbywane. Po drugie - "uciaglenie® rze-
czywistej struktury atomowej cial 1 wprowadzenie na jej miejsce
odpowiednich pél mechanicznych i termicznych wymaga identyfika-
c¢ji doswiadczalnej i regul interpretacji fizycznej. To moze by5
srobione znéw tylko wtedy, gdy wymiary podciala nie sg
sbyt male. : B

¥ koicu, niezachowanie rozkiadu masy w obszarze X-;—f?) zaj=-
mowanym przez podcialo moze powodowaé produkecje /sniane/pedu
spowodowang zmiang masy. Stad dla zlokalizowanego rozkiadu sil
dziatajacych na podciato przyjmujemy, %e z kazdym podcialem
mozna swigzaé ograniczons wektorowa miare bOrelowsks ‘35 (‘Xr, /7)
o reprezentac ji



Folve, POO=J uc bt + S by dat [4 da
: RO MR O RN 4
(0.17)
+\f€4‘¢u +fpd\r +ng¢¢
M5y p@oBe  ur(On A

okrelona na JL(?) - borelowskich podzbiorach domkniecie pod-
ciata P . Miara @(’KDF) reprezentuje sily dzialajgce na
obszar. /ur(.? i jego kazda barelowskg cze¢éé a wywolane przesz
Jego zZewnetrze. ; »

Postulowanie 1stn:lenia niary 5,( r~ ) ma wyrazad formulo-
wane w mechanice klasycznej stwierdzenie, ze sily wywierane na
cialo przez otoczenie. przenoszy si¢.w sposéb objetosciowy i kon-
taktowy., Uwzglgdnienie w naszych rozwazaniach efektéw powierz-
chniowych nakazuje dolgczenie drugiej i czwartej calki do kor-
cowego wyrazenia na 9‘;; y natomiast produkcje¢. pedu zwigzang z
niezachowaniem masy reprezentuja dwie ostatnie calki. - :

Lemat Cauchy 'ego udawadniany w mechanice kontinuum przy spek-
nieniu réwnai réwnowagi nie wydaje sie aby mégt byé tutaj wyka-
zany. Istniequé. Jego odpowiedniki w postaci klasycznej i dla.
siabo zbilansowanych oddzialywan sg omawi'&ne i ewentualnie do-
wodzone przez Nolla [1959, 1973] Gurtina i Williamsa [1967],
Gurtina, Mizela i Williamsa [1968], oraz Gurtina i Martinsa
[1976] . /por.tez Baraiski [1974] /.

Warto zauwazy¢ odmienng postaé reprezentacji calkowej oalko-
witych si} dziatajgcych na cale cialo. (9 16) od tej obowiqznjq-
cej dla podeiarF¢ P w relacji (9.17). Odmiennoéé wynika z za-
chowania ‘masy tego ciala-a wig¢c w kazdym umiejscowieniu u (53)—
przy jednoczesnie mozliwym niezachowaniu masy w umiejscowie-
niach podeial i (P).

Obecnie przmeiemy, tak jak w lemacie Cauchy ego, nastgpu=
Jaca reprezentacj¢ strumieniowg /por. Noll (1973], Kosinski
L1981] / dla si} powierzchniowych i obcigzend krzywoliniowycb
istnieja pola tensorowe
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Tag pc (BN > Lia (T08) s Sup i 24an(TH), T8,

takie, e dla kasdego podeiata JCB  zachodsi

p.a8) 'b;‘t=q;‘£ ne , Harpwina Qur (PSS

&
(]
Lo =Sl Hipor v 3ip0Jur (P),
gdzie "y oznacza wektor normalny zewng¢trzny do bmn-atrfp) {3
zaé My oznacza wektor normalny do krzywe) 92{/:‘{ . = lezacy w
priostrloni /ptaszezyinie/ stycznej. ‘T[';Zr) .- sewnetruny do
; ,ur(&’)n./f/'q , Tensor -q;‘t’ jest tensorem naprezer Cau-
chy ‘ego, saé ‘s“r naswiemy tensorem napieé powierzchniowych.
Prsyjmujac reprezentacje strumieniows (9.18) dla ukiadu sil
(9.11),pravo bilansu pedu (9.1) w praypadku koncentracji masy
(9.5) zlokalizowane do dowolnego podciata PCcB  wyraza réw-
nosé

d o ; '
(9 19) d_f{ j &t.vtbfj&f%}s fﬁqz/uré\f‘f ffﬂréhalﬂ. +
;s M-Sia pmOnSr  salPNie, M’»%
4 Mengda + [§omdd+ fo du s jp,fa.
C YN\Sir Qe wiInBe  p@ndiy

A stad w obszarze M otrzymam

(9.20) 9—(%%3) 5o '&(ﬂq"to"t— rI;‘t)'-'-g"ré‘T *Pr Hy-pw.,

gas dla pnnkt&v tworzgcyoch chwilowa powiierzmig 4 ‘:t dostajemy
7/

3o V) Y, o
 Pue + dlivg (fy.,vtevt— S“r) -f%‘éuc '2"4;.,\9]

(9.21), i 5

ey Ef’}tﬂ‘n("t‘"t - U= ryt\:"'t ]*’&,-qlgm +7?5;:’
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gdzie

X7 s
(9.21) 2 Vt'-=/l.a.to/u?é p) "Z'Kt':,'bréb‘t s \4136/ *L )Q)a,‘u,,'-ﬂlt‘nr

pray if jako drugim tensorze metryesnym - powierszohni /)(;,_-(:é.r[{s))

- Ur = chwilowej predkoéci poruszania si¢.powierzchni w €y
mierzonej w parametryzacjli (1},12). Skiadowa normalna MU, .. teJ
predkodoi, jako wielkos§é niezaleina od parametryzacji, wraz s
wektorem &:= ¢*%a  stusa do przedstawienia predkodoi Mgy -
w postaci

- L&
('9.22) ut“u“”t‘f c ‘g,‘,

Jeszoze raz podkreélimy, 2Ze ogélnie predkosé V; _punktéw chwi =

lowo tworzacych powierszchni¢ nie musi pokrywaé si¢ ani. z pred-

koécia u,\ut-k(.V'Z.‘-e s 4 B0 ani = W, . Nawet ogranicszajaoc sie

tylko do skiadowych mormalnych wielkodei V. :Ny , Wy  oras
Ve Vg 83 na og6ét réine. ' ;

Przypadek powierszchni p - materialnej okresla 'qrunek

o

(9.23), AL

t‘nt = u'\v”

Vnatomi_a.lt powieérzchnia absolutnie materialna jest scharakteryzo-
wana przez rdéwnofoi S

'(9.22')2 Vg = we= Vg e
Méwimy, %e powierschnia osobliwosoci ’4):: Jest fala uderze-
niowg, gdy co najmniej jedna =z niqrdwnoic:l

(.9023)3 .%"V\t #uk M '\ﬁ:‘”t* u'\y

jest speiniona, gdzie wskainiki + oznaczaja graniczne wartosci
predkoéci czastek. s obszaraw }r(ﬁ)‘r > /q—(fg)..

Przedstawiona. reprezentacja (9.17) sit dziatajgoych na kaide
podciato wraz z rdéwnaniem.(9,.,19) i jego konsekwencjami - réwna=-
niami bilansu (9.20) i (9.21) dotyczyla wybranego ruchu ¢ od-
powiadajacego procesowi o 1 ukiadowi odniesienia {£, ﬂ}



e

Niezmienniczoéé tej reprezentacji przy gmianie uktadu odnie-
sienia z klasy IF jest rozumiana tutaj w sensie Def.4 2z p.5.

Do tego punktu wrécimy w dalszej czesSci pracy. ¢
Przeprowadzajgc krétka inspekcje réwnai bilamsu (9.12) i
(,9.21),, stwierdzamy, %e niezmienniczo wystepuje tutaj pochodna.
ozasowa mierzqoa zmlang O oraz &V wadiuz trajektorii orto-

gonalnych ruchomej powierzchni {A/Lr." Te l';( } cE.
Niezmienniczosé jest tutaj rozumiana w sensie niezaleznosci od.
wybranej parametryzacji powierzchni. Dla przypomnienia to wias-
nie pochodna przemieszczeniowa 5t wprowadzona przez Thomasa
[1957] jest taks szczegdlng pochodng czasows pokrywajaca sieg z
czastkowg. pochodng po czasie,jeél:l powierzchnia ruchoma jest.. .
' dana w parametryszacji konwekeyjnej, natomiast w dowolnej paramey
tryzacji jest dana wzorem

S,@({,t“, L")_ 2_'& % S_c &

e T Y

(9;24)

dla dowolnego. polafokreilonego na powierzchni. >~

Koricowa uwaga.tej ozedci dotyezy predkodei V:-(V‘*cd)lf i
w ljtnaoj:l gdy powierzchnia osobliwosci nie jest p - materialna
przyjete w p. 9.1 rozszerzenie pojecia umiejscowienia nie moze
byé bezposrednio. zastosowane. Ale 1 wtedy skladowe A4 mogg byé
wyznaczone z relacji (9.13), gdyz nie jest istotne czy punkty =
.obrazy oczastek materialnych - tworzgcych chwilowg powierzchnie .

/f}:t pozostang na niej ,czy jg opuszczag w nast¢pnym momencie,
interesuja nas bowiem tylko skXadowe styczne ich predkosci,

Dla zobrazowania tego SorlvenA[1960] i Moeekel['_iQ"lq przyje-

11, %e powierzchnia Aj‘r jest miejscem w € /w oryginale -
Jest _zlozona z/ fikeyjnych czgstek, dla ktére) krzywa 9’.917.
w (9.11) i (9.16)-,'Jest brzegiem poruszajgocym si¢ 2z predkodcisg
tych ozgstek /tzn,jest krzywa "materialng"/. Same ozastki sa,’ 5
scharakteryzowane przez. pary. liczb. LI,LZ, zasd ich pozycja w.po=
wierzchni w chwili T jest dana przez transformacje (T); wtedy
(9+13) daje poszukiwane skiadowe styczne. -

Na koficu zauwazmy, Ze gdy w uniwersalnym rozkiadzie predkos-
ci punktéw powierzchniowych



o B3 e

(5.20 V= (Gonclne V),

sktadowa normalna Vy-ny  Jest rézna od U, , to musi byé
wtedy dana zwigzkiem konstytutywnym.

Przy zaloZeniu, Ze réwnania bilansu masy 1 pedu sg spéln:lo-
ne, bilans momentu pedu w teorii niepolarnego continimn, t3.
teorii w ktdrej nie uwzglednia sig¢ dodatkowych wielkoSci momen-
towych poza momentem zwigzanym z.sils . d{p (X‘Dp) , dziata=-
Jaca na kazde podeialo ?C@ » wprowadza dwa ograniczenia

g E
(928)  Te= T sHpw, Siy=SP-SF=0, Hy-pu,

gdy tensor napi¢é powierzchniowych przedstawimy w postaci
absolutne) O¢= n,® S(‘) +¥P ® st ( bad% indeksowy
S ?“)4\47‘: ¢ St t, gasie n* sa skradowymi wektora
normalnego wg ., natomiast wektor .§(,‘) /o sktadowych 5:.‘,/
wraz z dwéjka wektordw %f‘ /o sktadowych 5_"’/ y tworza uklad
wektoréw lezgoych na plaszczyinie stycznej do powierzchni 4;,).

9.3, Warunki speinienia zuaidy wzglednosci Galileusza

Wybér czasoprzestrzeni Galileusza dokonany w p.7. naklada na
wyprovadzone na ostatnich stronach réwnania bilansu pewne ogra-
. niczeria niezmiennioczodéei. Scisia definicja niezaleznoséci obie~-
ktu od ukiadu odniesienia, podana w . p.5 stanowi, Ze morfizm QJ
przyporzqdkujqcyx( procesowi kine-_atyc:nemu K y bolom 1 czaso-
wym przebiegom E okres§lonym na ciele oraz ukladowi odniesie-
nia p z klasy IF réwnania bilansu ma speiniaé réwnosé

(60 pE(xBA)= pu(F(x B.1)

x/, Oryginalnie definicja w p.5 odnosi si¢ jedynie do morfizméw
okreslonych na AKP(B) x RF. W istocie morfizm 7 powinien byé
traktowany jako zlozenie /superposycja/ morfizméw E(x,B ; [&)A=

£ (x: 3 (0 ) % e B= To (%)
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dla kazdych (}, )\ € IF . tzn. ukiadéw powigzanych transforma-
cja Galileusza.
Zaognijmy analize od réwnai bilansu masy

2—% + d.iv(gv-l-wg).-_f;g,

21) § & ‘
(e 27)%_}%(‘,‘\[,‘_ Wg‘)“zu»%‘{r‘ I[g (Vr.'”t"v’_"’)r"' We'n;ﬂ"f’g'

Wszystkie dotychczasowe wyprowadzenia byly wykonane w ukladzie.

{i, ]57; . Zgodnie % zaloeniami strumief masy Wg jest war-
todocig morfizmu '.I,'w niezaleznego od ukladu odniesienia z klasy
IF, a skoro jest wektorem,przejécie od ukladu odniesien’a {gﬂ
do ukiadu {E. P} jest rzadzone zaleznodcig

WS"' Q""S)
gdzie przes Wg oznaczylismy wartodéé morfizmu :L‘w w .y Zaé

Wg jest jego wartoScia w [f » natomiast temsor Qg_wf(q-,/!))
wystepuje w transformacji Galileusza yiqzqoej' ’5 zF s bzn,

(0.28) (F't' °F";\(¥):= 3FP(t)x =Q (x-'qv) +V, (T-To) , olln X, g€ E;

Stad dla _gzasowego przebiegu pola P'redko_étoi Vpi= /ura/[{, pray
/‘t‘= r! rov\t , gdzie Pt“ {; (T»‘) dla Te I} 5
mamy :
Vt=’ QVt + Vo o«

Jeéli Zrédia /produkcja/ masy s jest absolutnym skalarem, to
jak atwo sprawdzié .morfizm ¥ speinia warunek ',(ZG). Réwna-
nia bilansu masy (9.27), ktére sa jego wartoscia, maja wieo te
samg poataé we wszystkich inercyjnych uktadach odniesienia. To
ostatnie stwierdzenie jest .tredcia sasady wzglednoéci Galileusza.
‘Na marginesie warto podaé wartosci morfizmu 'I'g. przy dwéch
réznych ukladach inercyjnych. W szczegblnodcl dla skladowych
st?_gsnyoh (‘V“-f c")‘p”_=‘-V oraz skiadowej normalnej W, mamy

V'L,-.- “’ Ve* w‘=.‘ &‘L 5 I\‘ﬁ Wy, + V.'n/)
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a stad ;

554 S o Q) 2y
= 8. -99 + —gi s bo =9,
R ﬁ ~& ’bl; 2 9‘[;s -(cct 6)91},‘ $1=95

Podobnie dla predkoéci absolutnej punkt6w powiarlohniowyoh

otrzymamy A \4__ Q\C*Vo-' <

Przejdimy. do réwnaii bilansu pedu . Ssosegdlowa acz nieskom-
plikowana analiza ich postaci w innym ukiadzie :lnerchnyn
prowadzi do nast.epu:lqeogo spostrsozenia

SPOSTRZEZENIE 9. Réwnania bilansu pedu. apelnj.ajq zasade
wzglednodci Galileusza wtedy i tylko wiedy, gdy objgtoéciowa
produkeja pegdu p’. oras powieraohnlwa l"s przyjmuja postaé

(0.29) "F‘f:“‘(h-d‘vw?)v s P&’fg*(fg,*[“’?n‘d%v‘?«s)v’

gdsie ogélne ezlony wektorowe pF oraz p. 88 vyznaozone przes
morfizmy niezaleine od ukiadu odniesienia z klasy IF,

Nalezy stwierdzié, Ze z najbardziej typowg sytuacjg spotyka-
my sig,gdy oba czlony pF oraz 5 sa zerami; ich rézne od ze-
ra wartoéc:l mogaq . oznaozaé uwzglednienie %rédel pedu w opisie
innych od tych zwigzanych ze zmiang masy w podobszarach. Jesli
wstawimy 4:==0 v c,;5=0 » to ezlony pp .- oraz Prs znika-
Ja Jjednoczesnie z zachowaniem masy obJet_oéoi.oweJ w kazdym podob-
c£zarze oraz masy.powlerzchniowej w kazdej ozgdoi powierzchni
osobliwodeci, tzn. gdy '

(.30) (‘25-4 div (ev)=0 & ‘5%* ch\g g‘V)-Zu.\ﬂ = [phvpng-uwn].

Na koniec zauwa.ﬂmy, Ze wyniki spostrzezenia 9 zostaly
otrzymane z analizy.lokalnej postaci réwnai bilansu. Jeéli wsta-
wimy je do postaci calkowej (9.18), to sie okaze, Ze postacie
dwéch_ostatnich calek wykorzystuja lokalne réwnania bilansu ma-
sy (9.12) .oraz (9.27) 4 burzac jednoczeénie strukture catkowo=
rézniczkowych réwnai bilansu, Stad z punktu widzenia niesprzecz-
noéci proponowanych rozwazan wydaje si¢ uzasadnienie przyjac,ze
oba czlony:powierzchniowy i krzywoliniowy z Wg oraz v"V',s
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w . bilansie masy (9.11) -znikajgq. Wtedy wyniki spostrzezenia mo-
ga byé zapisane symetrycznie nastepujgco

(9.29) = f, v e F‘s + rﬁv

Zachowanie masy w umiejscowieniu oatego cliata @ 0zZnacza
snikanie catek

Jﬂd"" +fﬁ.$da=0,

(9.31)
Bu e

natomiast = postaci oddzialywad sitami (9.16) zewngtrza na cia-
2o wynika zerowanie si¢ caltkowitej produkeji pedu

(9.32) .‘J (pe* V)& +‘!(ng* p,V)da=0.
B ' S ;

.To osnaozafze formutujac lokalne réwnania bilansu masy oraz
pedu dla ciala w ruchu/u. wzgledem ukiadu odniesienia /’l Ww. po-
staci (9.27) oraz (9,20) i'(9.21), przy znikajgacych wg oraz

Wes , nalezy dodaé¢ dwa powyzsze warunki calkowe. Stusznosé
praw bilansu tak przedstawianych nie jest ograniczona wielkos-
eciag /tJ3. sko:’m_zonoéoiq/ perimetru catego ciala, gdyz wyprowa-
dzenie lokalnych réwnari bilansu oplerato si¢ na sformulowaniu
praw dla podcial, a te obiekty majg juz skoiiczony perimetr.

Zamykajac te rozwazania podajmy postaé lokalng réwnad (9.20)
-(9.21) wykorzystujaeych rezultaty spostrzeienie 9 w postaci

(0.29)'
: 9Vr _r“rﬂ{yt) Vt) fré’r*' div Tr t Pr>

(9;33\ 04 (‘glf: +- Y».;V“) = divSe +|Ig(vt.ut-u.\(vt-\4)‘1}no] ’

°T
+f,sln5-t P‘-S :
adzie 9‘9&: y To & Tue, b/lrf-"’!’ Se=S AT
przy rdvnaniach bilansu masy



e

(9.34) 9’5 ot dhiyvi=h
5 T g Ten e

Oczywiscie i tutaj obowigzuja warunki ealkowe (9.31) 1 (9.32).

9.4, Bilans energii

Dotychczas rquatrzyliémy trzy prawa bilansu tworzace wspél-
nie aksjomaty dynamiki ciat odksztaicalnych., Choé wiele zagad-
nieni kontinuum mozna rozwigzywaé ograniczajac si¢ do dynamiki
i zwigzkéw konstytutywnych zachodzgcych migdzy wielkosciami ki-
nematycznymi i dynamicznymi, to dla peinej poprawnosci problemu
i jego rozwigzania wymagane jest speinienie praw termodynamiki,
Obok kryterium poprawnodci wystepuja inne kryteria, takie jak:
niesprzecznos¢ z obserwacjami fizycznymi, mozliwoéé szczegdlo-
wej analizy efektéw termicznych zaniedbywanych w przypadku
ograniczania sig¢ do dynamiki oraz wyznaczenia zakresu aproksy-
macji wtedy dokonywanych.. Z kryterium poprawnoseci §cidle sie
wigze. zagadnienie dopuszezalnodci. rozwigzai z osobliwosciami,

a w szozegllnodci rozwigzai stabych. Ten aspekt bedzie rozwi-
niety w ostatnim rozdziale rozprawy. .

W termodynamice rozpatruje si¢ wielkoSci zwigzane nie tylko
Zz ruchem, lecz takie 2z ciepiem jako forma energii dostarczanej
ciaiu na sposéb niemechaniczny, Prawo bilansu energii jest pler-
wszym prawem termodynamiki, Przy dopuszczonej w naszych rozwa-
%aniach osobliwosciach energia ciala .rozbija sie¢ na energie
zwigzang:masami; obje¢tosciowa oraz powierzchniowa, tzn, dla
kazdego podziaiu 9C3 wyrazenie

- 35) EO“:{?))‘_{fr(e*in"’t)""’ * ./5’4 (es*,jz:VéV:)du
J@PnBu, l@n ﬁt
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reprezentuje energieg prsyporzqdkowanqp-:ialu? w procesie ')‘
w ukiadzie inercyjnym {{ {3}

Strumiei energii dopiywa do ciala 3z otoczenia na sposéb me-
chaniczny,jako produkt sit 1 predkodci ruchu,jakie te sily wy-
wolujg,oraz na sposéb niemechaniczny. Ten drugi rodzaj strumie-
nia nosi nazwe strumienia ciepa. Rozbicie strumienia energii
na te dwie czgéci jest takie samo dla kazdego podziaiu jak 1
dla calego ciata. W kofcu energia moie by¢é dostarczana do ciala
na sposéb objetosciowy w 9/5“: . @raz powierzchniowy w. 4/'7‘1:’
Jest istotne, Ze w przeciwieistwie do prawa bilansu masy,gdzie
masa catego cila byla zachowana,a tym samym uklad byt zamknig¢ty,
uwzgledniamy #rédia energii. To oznacza, Ze emergetycznie uktad
nie jest zamkniety /w takim przypadku méwi.sie, ze ukiad nie
jest izolowany /. Przeprowadimy specyfike¢ ocalkows dotychczas wy-
mienionych wielkodéci. W kolejnodéci omawiania mozZemy s':lazaé 2
obszarem M(?)C/tt(ﬁ) strumied energii

W) Jlo-votlds + Jlou-Voke)dt,
‘o)q@)nt&;\é;, @“rmﬂg‘/r

irédla energii dostaroczanej przez otoczenie

(@)= £ (e + webe)dur + [ gyfre Vi) da , g bzt
/.Lr(?)ﬂ ﬂur /u.c@)n:f' %.él =
Na koniec nalezy uwzglednié produkcje energii w kazdym podo~
bsaarzc,gdzie ani masa ani ped nie sg zachowane,w ogélnej postaci

'P(}«r(?))" j Pe dv  + f feg
mc®nBi  arlPInd Jx

Jest oczywiste, Ze gdy w liejsoe? wstawimy cialo 3, to
speinione byé musi rdéwnanie

J g+ f fogda =0, tan. Pur®)=0.
@‘5 : /‘r
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Prawo bilansu energii dla ciaia 58 w ruch/;b Jest postulowa-
ne w postaci

(5.38) & E(u®)=-W(pr(d) r Ry (D),

zaé dla kazdego podciata PcB  2adamy réwnodci

(.37 EL—E /Lt(?))v (e ?))+R (4 (P)+ P(/‘r(j’))

Stqd po. przyjeciu reprezentacji strumieniowych dla g, oraz
ql,/por. 9.17 /,rutynowe zastosowanie twierdzenia Greena-
Gaussa prowadzi do lokalnych réwnai bilansu energii

‘ag___(c-*},,\"r’ + div (g (e+ 5w ve)ve+q,- -y )‘S’(‘r¢+v‘ t)*f’e
(9;38) : Hy-pw,y
< V
AT )),,dw o (oslee VIV -V 50) -2 ekl

=4’,$+94(m+w) [fserbendvencufgerind

“z‘ . W
Postacie te moga byé uproszczone zakiadajgoc, ze rdwnania bi~

lansu masy oraz pedu sg speinione. Na przykiad w mierce(Q.ss)1
otrzynamy

(o, 39) g( +M€ \Q*‘dﬂ'%"b" ‘7““1" )‘I’F *f’e'Pg(e*?:‘,V:'Vt),

gdzie ograniczyliény sie do przypadku réwnad (o. 38) i (9.34).
Stad bezposrednio otrzynuje sie nastepujacy rezultat jako
warunek niezmienniczodei postaci réwnania bilansu energii przy

zmianie uktadu odnieslenia z klasy IF,

SPOSTRZEZENIE 10. Jedli. réwnania bilansu masyupedu sa spel-
nione oraz speiniona jest zasada wzglednosci Galileusza, to wa-
runkiem niezmienniczodéci postaci réwnai bilansu energii w ukla-
dach inercyjnych jest zachodzenie nastg¢pujgoych réwnoseci:
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9= ,fF.v + P&“’"b’"’) s Hy-p-w. na %.‘t :

(9.40) Rou= ngV""Pﬂ (‘1"9”7)  Hampew: "'”4/0‘!'
O

Krétko komentujge uzyskany wynik wypada wspomnieé o rezulta-
tach Greena 1 Rivlina [1964], ktérzy z niezmienniczodci global-
nego réwnania zachowania energii pod dzialaniem transformacji
euklidesowych uzyskali lokalne réwnania zachowania masy, pedu
i momentu p¢du. ¥ obecnym podejéciu dowolnos$é wyrazdéw okresla-
jaoych produkcje wielkosci termodynamicznych. w podobszarach
unienotliyia powtdérzenia rozumowania Greena i Rivlina. Nato-
miast przyjmujac explicite zwiqzki miedzy Pe; ,f@ Aoraz.fk
mo2na uzyskaé wyniki podobne do tych wspomnianych powyzej.
Bedzie to celem innej publikacji /por. Kosiiski ([1983] /.

9.5, Nieréwnosé produkéji entropii

JIstotg drugiego prawa termodynamiki jest nieréwnosé produk-
cji entropii. Jej sformutowanie wykorzystuje pojecia entropiil
uktadu oraz temperatury; oba te pojecia nie byly potrzebne przy
formulowaniu piér'szego prawa termodynamiki.

W klasycznym wykiadzie termodynamiki procesdw odwracalnych
temperatura bezwzgledna pojawia si¢ jako czynnik caikujgcy w
wyrazeniu na ciepio przemiany odwracalnej,dla ktérego peina réi=
niczka jest reédmiczka entropii,

Stad rola jaksg gra entropia jest odmienna od tej jaka majag
inne wielkodci termodynamiczne jak energia wewngtrzna czy tem-
peratura. Ta odmiennos¢ ma swoje glebokie uzasadnienie w fakcie,
Ze w ogélnosci nie potrafimy mierzyé samej entropii, nawet dla.
prostych ukladéw termodynamicznych, leoz jedyhie jej przyrosty.
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Dla uzupeinienia tak okredlonego pojecia entropiix/ .na poczatku
tego wieku /Nernstwi906«, Planckw1908«~ / sformuiowano tzw.trze-
cig zasadg termodynamiki, ktéra miala rozstrzygaé o wartosci
entropii dowolnego ukiadu materialnmego w poblizu temperatury
zera bezwzglednego... . . ... . o : . -
Interesujace badania w termodynamice neo~klasycznej /Wilmai«
ski (1974] /, racjonalnej /Coleman, Owen (1974}, Day [1972] Cole~-
man, Owen i Serrin (1981], Silhavy {1980, 1982), Bree i Beevers

{1979]/mialy za zadanie sformutowanie warunkéw wystarczajacych
/i ewentualnie koniecznych/ istnienia entropii w stanach dale-
kich od réwnowagi, Oceniajac pobieznie te badania nasuwa sie .
spostirzeZenie, Ze warunki istnienia entropii sg moono powl gzane
z drugim prawem termodynamiki; formulujgc. dosadniej ~ wydaje
si¢ nie-mozliwe podanie warunkéw istnienia entropii bez postu~
lowania w formie bardziej czy mniej jawnej warunku niezréwnowa-
Zzania ciepla dostarczanego do ukladu z cieplem odzyskiwanym.

. Nie jest naszym celem wchodzenie gigbiej w dyskusje o istnie-
niu entropii dla kqntinuun materialnego, Obok mozliwych kon-
strukceji entropii jako.funkcjonatu dzialania speiniajacego nie-
réwnoéé Clausiusa /por. Coleman i Owen[1974] oraz Fabrizio.
[t980] / wystarczy dla naszych celéw informacja, Ze uktadowi
zamknigtemu B mozna przypisaé /choé niejednoznacznie/ funkecje

Nug(P) - entropig uktadu taks, %e w kazdym procesie X wzgle-
dem inercyjnego ukladu .odniesienia p i w kazdej ohwili entre-
pia dostarczana do.ukiadu przez powierzchnie Q/‘r(SB)\A/oLr
oraz énuropia dostarczana przez krzywa 9/5;4., ograniczajacy
powler: chni¢ osobliwodei /ruchomg/ wraz z objetosSciowymi Zrédra-
mi /ich predko$ciami/. grnL w 3};‘- oraz powierzchniowy-
mi skoncentrowanymi Zrédiami R4 My no é/ﬂr nie réwnowazs zmian
funkoji \N/‘r(ﬁ) . Dla tej ostatniej, zgodnie z dotychczaso=

wa procedurs przyjmujemy reprezentacje w postaci sumy dwdch
caltek : :

x/Odmiennie przedstawia sig¢ definicja entropii w termodynamice
statystycznej wykorzystujacej wz6r Boltzmanna® Entropia = il
/liczba mikrostanéw/ - gdzie k jest stals Boltzmanna, Wzdr ten
stosuje si¢ jedynie de uktadéw izolowanych w réwnowadze peinej
lub niepeinej /por. Zalewski [1978] /.
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Wtedy drug:le prawe termodynamiki dla ciaia prsy:jlio postaé
nieréwnosci

{f 9 Ly *_ffs'l,}. } 5%& +J 9<dt
(.60 B Aor 9@)\% ofe Pt

+J9_‘Lw + jfz,“lsd,,
/‘t 4' 4/:.1:
}t RS

. o
gdzie postulujemy, Ze strumied entropii, tj. entropia dostar-
czana do ciala przez otoczenie przez brzeg,jest tylko zwigzana
ze strumieniami ciepia = Qrq Ml G = G-

Wystepujace w awbch pierwszych calkach prawej strony wspél-
czynniki proporcjonalnosci 4}/‘: oraz ’15,}/‘1. nosza Nazweg
temperatury bezwzgle¢dnej odpowiednio: objetosciowej i powierz-
chniowej.

Zatrzymajmy si¢ na chwil¢ przy wiasnie sformulowanym drugim
prawie termodynamiki dla rozpatrywanego ukladu zamknigtego -
ciata B . Zewnetrze cialta oddzialywuje na ukad dostarczajae
mu cieplo., Skitkiem tego jest zmiana entropii ukladu. Przepiyw
entropii przez brzeg '3/-«-1(%) \’SM orag. 9’5/41— , ze
wzgledu na reprezentacje strumieniowg, moze byé przedstawiony

“n =
w postaci dwéch czlonéw 9"t &/‘}JM . Jedli objetodcio

we 1 skoncentrowane Zrédia entropn 'r'l oraz @ pochodzg
jedynie od Zréde: ciepta e oraz e 4 , to symetrycznie
mozna je przedstawié w postaci

(©,42) P SO L T
1" e [Sair

Powstaje pytanie jak wyglade przepiyw entropii w ukladzie
miedzy poszczegblnymi podciatami? Czy postulowana w samej nie-
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réwnoéei (9.41) produkeja entropii jest wyrazana w tej samej
postaci dla kazdego podciaia jak 1 dla ciata? Odpowiedzi na oba
te pytania w przypadku nieskomplikowanych ukiadéw dostarcza
obserwacja fizyczna. Co sig dzieje z uktadami zloZonymi,w kté=-
rych pomiary moga byé w zasadzie dokonywane tylko na oaloéc_i?‘
Czy sformulowanie prawa termodynamiki ma ograniezaé dyskus je
tylko do efektéw i zjawisk prostych juz zaobserwowanych?

‘.W stanowisku tutaj prezentowanym nie.mamy na celu dziakaé
wbrew istniejqoym ogélnie znanym i.akceptowanym prawom prazyrody.
Chcemy natomiast zostawié. w modelowaniu matematycznym termody~-
namiki cial odksztalcalnych pewien margines swobody dziatania
samej teorii, dzialania rozumianego. jako samo~-organizacji réw=-
nafi, ktére na te teorig si¢ skiadajg. Aby byé zrozumianym przej-
dZmy do konkretdéw, a bedg one zawarte w zlokalizowanej postaci
drugiego prawa termodynamiki. T :

Jedli PcP.  jest podciatem, to w ruchu u w ehwili T
nie mozna z géry przewidzieé, Ze strumied entropii przeptywaja-
¢y przez brzeg 9,At(5’)=9*tcy)\3’5/‘t v 94L;  vedzie sie skia-
dal tylko z oslon6w powierzchniowego. q:L wy‘\b‘r oraz krzy-
woliniowego MA;, ., -tak jak miato to miejsce na
brzegu ciala. Innymi s!:owy nieréwnoéé (9.41) nie pociaga za
8sobg n:leréwnoéei ‘

iif%rwtff"’ J‘} f%vd“ 2 fq“ﬂ«" ffr i dv + [95™8 da
)n%ur AT )ffﬁr rﬁ’)\'S/r p}q ,@)"V M&/«;

dla kaszdego podeiata PcRB Fe.a kazdej chwili Te I .

W miejsce te] nieréwnosci.postulujemy inng, ktérej postaé jest
konsekwencja dopuszczenia, ze tzw. wewngtrzny strumied entropii,
tj. strumied entropii przeplywajacej migdzy podcialami,nie Jest
koniecznie wyraany jako stosunek strumienia ciepta do tempera-
tury. Motywacjg takiego rozumowania jest brak okredlonych praw,
ktére.by takie odréznienie z géry zabranialy. Ponadto przyjecle
identycznego wyrazenia dla wewngtirznego strumienia entropii z
tym obserwowanym ne granicy ukiad otocgenia powaznie zuboza mo-
delowanie utematydzne, konstytutywne, jak to pokazemy pdiniej
na przykiadzie.
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“

Konsekwentnie, w miejsce ostatnigj nieréwnosci, dopuszczamy
istnienie powierzchniowego wewngtrznego wektora strumienia en-
R . o,

tropii k}“r ﬂt\"/‘:—’ “TJ(E) oraz krzywoliniowego % t‘"/t"";;q:

; -97'(’3/4-;) takich, e

, Hy=pow. ne %r(ﬁ)ﬂa‘ﬁ/’ir\:‘;.tr H |

“)tt'”t'-“q:r
43 ik
(9.43) Ic%ﬁt=q£ , Hy-pw. thn?ﬁr(B) , lely,

i speiniajgcych nieréwnosé

__{ J S’VLutd.v + st'lg Sy ]’>/ Jk}t-ntdu,—r
(. Do B prPadi %‘r(?)"g}’-:\ '5;‘1:
(9.44)
+jk ndl +fga' dv + fﬂ"r"l‘s
Yz (P 94»: PPy pr(Plnd,

dla kasdego PeSL(D).
Stad lokalna postaé nieréwnosci produkcji entropii bedzie

ra._____(?vblt) +div (?'U*t‘/f —k'}‘f) & e Be Fy=pas B/jl'\é;r

(9.45)
st + dig gt V-ky, )-2ungy 0 SO0 ool

.

=f }‘-t] we + %’tv : “z,'P'”‘M/jot'

Postacie te moga byé uproszczone zakladajac, 2e réwnania bilan-
8u masy sg speinione.

Krétki komentarz, jaki niewatpliwie jest potaﬂan&/.powinien
dotyczyé okreslenia réznicy w wynikach mozliwyeh do uzyskania
po zastosowaniu nieréwnosci (9.45) z jednej .strony/ & dobrze zna-
nej nieréwnosci Clausiusa-Duhema termodynamiki racjonalnej, z
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drugiej strony. Jak ogélnie wiadomo ta druga nieréwnoéé,w pray-
padku proceséw i cial bez osobliwofci powierzchniowych moze byd
praodstawiona nastepujgco

3 . ) : '
(9.‘6) ¥ ('_a% * ?'“‘L'zt"vt.)? div (—%:) & f% ”th"‘h::z“f

Tynciasel nieréwnoéoi (9.45) przy tych samych zalozeniach spro-
wadza si¢ do

(9.47) ¢ (% o qedypve)y dikur +9m,

gdzie przyjeto, Ze masa jest zaohowann;,tzn. f@ = 0, Nie oksplq-
atujgc réznicy w ozlonie Zrédiowym, ktéry w zasadzie powinien
byé taki sam./por. (9. 42), '/, interesuje nas réinica w drugim
czionie prawych stron.

W ociele spregzystym jedyny przeplyw entropii pochodzl od
przepiywu ciepia. W wigkszosci znanych modelach ciat niesprezy-
stych nie uwzglednia sie¢ innego przeptywu entropii od tego ob-
serwowanego w clele sprezystym. W.ciatach tych produkcja entro-
pii jest skutkiem niespre¢zyste] reakcji materialu ciala.

Ponadto produkcja jest punktowa, jako Ze efekty niespre¢zyste sg
okredlone i ograniczane do punktu, nie uwzglednia sie¢ bowlem
niespresystego oddzialywania réznych punktéw ciata na siebie. .
W znanym modelu termodynamicznym 2z wewn¢trznymi zmiennymi stanu
réwnenia ewolucji dla zmiennych sg formulowane jako réwnania
rézniczkowe zwyczajne. Taki formalizm nie moze prowadszié do
przepiywu entropii mi¢dzy podcialami czy czgstkami nie generowa-
nego przeptywem ciepta. Stad dopuszczenle w termodynamice 2 .
wewnetrznymi zmiennymi stanu czgstkowych réwnanh ewolucji dla’
zmiennych wewnetrznych przy jednoczesnym ograniczeniu drugiego
prawa termodynamiki do postaci nierdéwnosci Clausiusa-Duhema
(9.46) prowadzi.do rezultatdéw bardzo watpliwych, W.szczegélnosdei
uzyskuje sig¢, jako jJeden z warunkéw koniecznych speinienia nie-
réwnosci (9.46) przez kazde rozwigzanie klasyczne .réwnai pola,
niezaleznoéé energii, jak i naprezenia, od zmiennych wewnetrz-
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nyech /por., Frischmuth [1982] oraz Frischmuth i Perzyna El983] Ao

W zwigzku 2 tym mozna sie¢ pokusié o sformulowanie nastepuja-
cej hipotezy: jedli jedyny nielokalny efekt termodynamiczny .
Jest zwigzany z przewodnictwem ciepia, to koniecznie réznica

%k}t 9 ur . musi znikadé.

Wyprzedzajac rogwazania ostatniego rozdzialu warto. zasygna-
lizowaé, ze formulowane czasami w literaturze rdéwnanie bilansu
entropii Jest w naszym rozumieniu - konsekwencjg spelnienia
nieréwnosci produkcji entropii przez kazde klasyczne, tzn,cig-
gie w_sensie Lipschitza, rozwigzanie réwnai bilansu zgodne z za=-
lozeniami konstytutywnymi o ukiadzie. Skoro rozwigzanie ma\byé-
klasyczne réwnanie bilansu entropii wyprowadza sic 'w pieiwszym
rzedzie dla punktéw z obszaru -BP . Warunki oiagiodci roz-
wiazania sprawiaja wtedy, Ze nieréwnofé (9.45)2,5 takze pozo-
stale réwnania bilansu na powierzchni staja sie¢ niezaleine od
réwnaii w obszarze. Lt 3
Ruchoma powierzchnia { iTe f,‘,dc £ jest wtedy noénikiem
tylko jednego rodzaju os(’;liwoioi .8 mi.anowioie powierzchniowej
koncentracji wielkosdci temodynanieunyoh.

Jeéli natomiast zechcemy rozwazyé rozwiazania nieklasyczne,
to. powierzchnia 4/0‘1’ staje sie nodnikiem obu typbéw osobliwoé-
‘o1 i réwnanie bilansu entropii na powierzchni, otrzymujecdodat-
kowe oziony,zmienia swoja postaé, Powierzchnia /S/‘(,t« staje
si¢ powierzchnig nieciaglosci rozwigzania oraz miejscem,gdzie.

- moze zajéé, a w przypadku fal uderzeniowych - musi zajsé, pro-
dukcja entropii. % ;

Fakt, Ze rozwigzania nieklasyczne sa dopus:ozone w ukladach
niedyssypatywnych, jeséli ograniczyé ten termin do rozwigzai kla-
sycznych, wigZe si¢ bardzo mocno gz istnieniem prazyrostu,a wigoc-
i produkeji entropii- zlokalizowane] do powlerzchni osobliwosci.

Jest wartym podkroilen:l.a,“zg ograniczajgc rozwazania do ukia=-
déw niedyssypatywnych,nieprzewodzacych ciepta, bez powierzchnio-
wej koncentracji masy, energi:l,entropi:t.inapiqe:la powierzchnio-
wego, rdéwnania bilansu w.klasie..procenéwl-oiqglyeh,odnossqoe sie
do czesei (3;.,.,_. , Dokrywajs caly obszar /ur(%‘))c E , gayz
2z gatozenia nie ma wtedy powierzchni 4/Zf.

X/ por. Green i Naghai [1977].
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To samo dotyczy nieréwnosci produkeji entropii, ktéra wiedy
koniecznie prowadzi do réwnania zachowania entropii n:

(9;48\ g(";—‘fu W@W)’O,

0 ile masa jest zachowana. <

Jeéli dopuscimy do rozwaiai procesy - rozwiqzania niooiqgle,
to tym samym zgodzimy si¢, e w kazdej chwili Tehobszar ur(B)
zawiera powlerzchnig niecigglosci rozwigzania. /5/‘ ! :

Drugie prawo termodynamiki postulowane nieréwnodcia produkeji
entropii wskazuje, %e powierzchnia . /S/Zr nabiera obu cech po-
wierzehni osobliwoSei, staje si¢. bowiem noénikien powierzchnio~
wej /koncentraeji/ produkeji. entropii. .

Na potwierdzenie tej obserwao;]:l postuimy sie zna.nyni wynika=-
mi z dynamiki ptynéw./por.. Courant i Friedrichs [1948] /,gdzie
wykazano, Ze skok /przyrost/ entropii na fali uderzeniowej nie-
lepkiej i nieprzewodzacej. cleczy bez efektéw radiacji (r =0),
tJ. ukladu niedyssypatywnego o prawie (9,48), jest wielkoéoiq
trzeciego rzedu w. intensywnoseci. fali. Podobny rezultat otrzyma-'
no dla réwnai elastodynamiki /por. Bland [1970] /. :

Aby pogodzié te wyniki z nieréwnodoeig produkeji entropii oraz
réwnaniem.zachowania entropii. (9.48) » obowiazujacym w obuzarze

f}%/at ,-dla Te r'x s+ nalezy dopuseid powierzchniowq produk~-
cje¢ entropii. Prs » ktéra réwnowuy .przyrost entropii na
fali, ti. powierzchni Aﬁr _. -To.oznacza, Ze rdwnan:l.e bilansu
entropi. na powierzozni bgdzie postaci

| [? e (vt-n.:—u.‘)]+f>26=0,

gdyt zgodnie 3 zalozeniem €< = O, q‘e =0, S =0, przy jedno-
czesnym zgdaniu

: Pa? 0.
Powyzej przytoczony przyktad mial na celu wykazaé, Ze nawet
w tak prostych ukladach niedyssypatywnych bez tzw, efektdw po-

wierzchniowe} koneentraeji,przeehodzqo do dyskusji rozwigzan
nieklasyeznych /tzn. z nieciqgloéoiaml/,naleZy si¢ liozyd, %e
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powierschnia osobliwoéci rozwigzah bedzie jednoczednie noéni-
kiem co najmniej powierzchniowej pfodukeji entropii. To oznacza,
ze wystepujaca w obszarzo&-u;@) reﬂ} podeczas ruchu /u powierzchnia
jest powierzchnig osobliwosci w obu aspektach znaoseniowych. :

9.6, Komentarz do rozdzialu -

Przedstawiony zarys dynamiki i termodynamiki ciai odksgtate
calnych moze w swych partiach razié ogélnoScig. Znamy doséé do-
brze wykiad nieliniowej teorii pola mechaniki Truesdella i Tou-
pina [196@) wraz z_jego kontynuacja artykulem Truesdella i Nol-
1a [1965] 1 dla niektérych Czytelnikéw ogélmosé obecne). prezen-
tacji moze wydawaé sie¢ zbyt sziuczna. Sprébuje wiee wyjasmié .
cele, dla ktdrych gdecydowano .8i¢ na takie a nie na inne ujegcie.
Jednoczeénie sprébuje przedstawié rdéznice miedzy aawartoéciq
tego rozdziaiu a spogkanynuw literaturze podobnymi wynikami o¢zy
ujgciami.

- Najrlizszym tematycsznie i sawartoiciq jest bezwatpienia arty-
kui Nolla [1973], w szczegblnodci w zakresie pierwszych odmiu
punktéw. Formulowanie i wyprowadzanie w p.9 réwnan  bilansu
dla oérodka z osobliwodciami powierzchniowymi jest wzorowane na
ksiazce autord [1981] /por.tez artykur Moeckela [1974], gdzie
autor ograniozyl si¢ w zasadzie do powierzohni.oddzialywania;‘/.

Celem tego rozdzialu .bylo przygotowanie bazy do wyprowadze=-
nia ogbélnego rownania ewolucji dla ciata odksztalcalnego, co
jest tresdcig drugiego rozdzialu. Jednoczeénie zainteresowanie
nasze siega poza samo wyprowadzenie, chcemy bowiem podaé ogélme
warunki stabilnosci klasycznego rozwigzania problemu poczgtkowo-
brzegowego dla ciala odksztalcalnego w klasie rozwigzai siabych,
nie wspominajgc o twierdzeniu o istnieniu rozwigzania problemu
Cauohyfego. To oznacza, Ze budowana. aksjomatyka osrodka ciggiego
musiakta dopuézczaé wystarczajaco. szeroksg klase deformaojiiprze-
mieszczeri. W zZwiazku z tym powtérzenie za Truesdellem i Nollem
[1965] 1ub samym Nollem [1973] definicji ciata odksztalcalnego
nie odpowiadaloby naszym zamierzeniom, Obie definicje bowiem
przyjmuja za klasg przemieszczeri dyferomorfizmy. Stgd w Defini-
x/

Ang. interface.
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eji 1 ostabiono to Zgdanie. ﬁie koniec na tym, gays ostabiajaec
gtadkoéé nie moglidmy tracié z oczu mozliwodci okresle-
nia klasycznej miary deformacji - tensora pr:emieszezonia*/ F.
W tym pomocna jest klasa funkoji speiniajacych warunek Lipschi-
tza. Jedli kasde przemieszesenie Ne®B .  jest bilipschitzow-
skie, to prawie.wszedzie.(nau- pPew.) jest okreélony gradibnt‘EL
ktéry jest skoﬁcuony,a ponadto gradient .odwrotny tez jest skofi-
czony /oba_ o nie zZnikajgoych wyznacznikach/, To oznacza, Ze .
przemieszczenia z. klasy. ﬁht . 88 regularnymi odwzorowaniami
topologicznymi p.w. Podobnie zalozoba ciagloéé lipschitzowska .
procesdéw. przemieszcgzania w funkeji. ozasu prowadzi do naturalnie
okreilonogo,nin--p.w.»na r 'ektord‘predkoéoiApraeniesiczeﬁ.u
Te dwie podstawowe wielkosei kinematyozne sa wtedy. okreélone na
produkcie przedzialu czasu i podobszaru wé&. prawie wszedzie.
wzgledem miary H,. Podzbiory_-iafy.n‘,:ero,gdzio F oraz V 83
niookreélone,sq‘potenojalnymi hiperpowierzchnigmi/tj. ruchomymi
powierzohniami w £ / nieciaglodei.. :

W tym miejscu dotykamy najwazniejsiej kwestii Iaczacej czedé
aksjomatyczng 2z prawami bilansu, Istnienie jednostronnych pocho-
dnych przestrzennych i.czasowych procesdéw. przemieszczenia Jest
zagwarantowane pries ich ciggtosé w.sensie.Lipschitza w obu
.zmiennych, Pungty, w_ktérych Jednostronne‘bochodne 8g r6zno)two-
rzw sbiér n:lary.H4 Zero. Sg to v.nonenklgturze<teor11 klasy BV
punkty regularne. Zbidér ten zostaje w dalszej oze¢sSci wyposazony
w dodgtkowy atrybut jako noénik drugiego rodzaju osobliwodeci -
powierzchniowych konecentracji /przy staitym T / wielkoéci termo-
dynam.cznych. . R e : :

Aby skoriczyé omawianie warunkéw Definicji 1 cia&avnalezy sko=-
mentowaé warunek BIc B¢ C BLP . Pierwsze zawieranie zabez-
Piecza niezaleznoéé definicji konfiguracji od ukiadu odniesienia,
Jako Ze wiasciwe automorfizmy czasoprzestrzeni lokalnie 88 re-
Prezentowane w' przestrzeni fizycznej przez klase BI.

X/ogélnie uzywa si¢ terminu gradient deformacji. W jednej ze
swych pierwszych prac Noll f1955] nazwat tensor F tensorem prze-
mieszczenia., Jako bardziej odpowiadajacy nomenklaturze tutaj
uzwaneJ zachowamy t¢ nazw¢ podobnie jak to robi Noll [1972 5
1973). : .
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Warunek dodatniodci jakobianu odwzorowai z BLP,a wigc i
przemiessézeﬂ’ zabezpiecza zachowanie orientacji ciaia oraz noz-
l1iwoéé sformulowania warunku d/ Definicji 1. :

Warunek o/, z kolei, jest dosé naturalny i odpowiada-do pew-
nego siopnia-przyjmowanemu przez Nolla warupkowi:

jes1i =el oraz 7\ jest dyferomorfizmem w £ takim,
ze Dow A=Rngx , to NoxeC . Zwréémy jednak uwage,
%e postulowane w Definicji 1 zawieranie ??rc° Ccl jest
mocniejszym warunkiem od powyze] wspomnianego i zabezpiecza
przed zbyt szerokg klasg umiejscowied. Ma to swoje Znaczenie
wszedzie tam, gdzie pewne "deformacje" ciaia sg niedopuszczalne;
ciato nie musi pojawiaé si¢ w dowolnie zaprogramowanym umlejsco-
wieniu. . .

Warunek d/ w siabsgej postaci zostal sformulowany u Kosini-
skiego [1981] Wyraza.on , postulowany przez Rychlewskiego[1970]
w jego wykiadach,fakt mozliwosci przejécia w sposéb ciagly od
jednego umiejscowienia ciala do drugiego. Wzmocnienie tego wa-
runku jest zadaniem, by to ciggle przejscie = hamotopia pozosta-
wala w klasie przemieszozed na kazdym kroku. ,

Ponadto obecne sformulowanie zawiera ukryty warunek jedmo-
znacznoéci roswiazania problemu poczgtkowego ozy. poczaikowo-
brzegowego dla.ciala, Sprébujmy. to wyjasnié. Przystepujqe. do
rozwigzywania problem ewolucji w csasie umiejscowienia ciala
gnamy zazwyczaj jego umiejscowienie .poczatkowe. Gdyby sig zda-
rzyto, Ze procedura rozwiazywania dalaby. jako wynik dwa. lub wie-
cej umiejscowiei koicowych warunek d/ rozstrzygnie, ktdre =
tych umiejscowiér jest realme, dopuszczalne dla ciata wediug na-
stepujgcego schematu rozumowania: otrzymane w. procedurze. roz—
wigzywania néwe umiejscowienie /tzn. rozwigzanie/ jest dopusz=
ozalne,.jeéli Jest hon&topijne w klasie BLP z umiejscowieniem
wyjéciowym /iub_odniesienia, jeéli tylko takie byio znane na po-
czgtku procedury/. ;

Warunek d/ ma swoje zastosowanie jako kryterium ujednoznacz-
nia nawet wtedy, gdy badany jest statyczny problem bx:zegovy.

W szozegélnosci w teorii cial hiperspre¢zystych znane przypadki
rozwigzai niejednozmacznych /w przemieszczeniach i obcigzeniach,
por. 3311[1977] / dzieki zastosowaniu powyzszego schematu rozu-
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mowania moga staé sie jednoznaczne. , :

Znaczenie warunku 4/ nozq byé poszerzone, jedli homotopij=-
no$é umiejscowier bedzie wykorzystana przy ocenie dopuszozal-
noéci warunkéw brzegowych. Konkretnie, gdy dla badanego. proble-
mu. brzegowego /lub poczqtkowo-brzggowego/ zostang postawione
warunki brzegowe w przemieszczeniach, to ze znajomosci umiej~-
scowienia poczatkowego &X. /lub odniesienia/ moizna wyznaczyé
obszar w & zajmowany przez oiato w nowym sgukanym umiejscowie~
niu % odpowiadajgoym zadanym warunkom brzegowym.

Skoro homotopijnoéé obszaréw - x@B)cEoraz 5(B)c €  jest
warunkiem koniecznym ‘honotop:ljnoéeiv umiejscowiel < oraz X 9
otrsynu.)eiy w.ten sposéb warunek dopuszczalnodci /tj. rozwiqzy-
walnodol/ stawianego problemu brzegowego.

Przechodzac do dalszyeh partii tego rozdziatu, natrafiamy na
definicje przestrzeni konfiguracji g( wzorowang na tej danej
przez Nolla [1972] . Metryka dﬂ( tej przestrzeni jest naj-
bardziej naturalna’gdyz wykorzystu;e ciagloéé w sensie Lipschi-
tza umiejscowien.

Zaproponowana w dalszej czedci definicja czasoprzestrzeni
Jest ogdélniejsza od zwykle przyjmowanej w kursach mechaniki kla
sycznej. Formalnie odbiega tez od definioji neo~klasycznej ocza-
soprzestrazeni przyjetej przez Nolla [1959 1973], ale furmalna
réznica zanika, jedli przedledzi sig wnioski z. niej wynikajgce i
poréwna % .wlasnoéoiani csaeoprsestmenl,stawiahyni przez Nolla.

Ukiad odniesienia pojawia si¢ w rozwijanej koncepcji czaso-
przestrzeni naturalnie i odmiennie niZ u Nolla (1973 czy Wanga
A Truesdella [1973]. ;

Ariniosnoié ozasoprzestr:eni Jak . stwiordzany w tekdécie, nie
Jest atrybutem czasoprzestrzeni nawet. po przyjeciu zasady bez-
wiadnodci choé, Jak piszg w swyoch wykladach Ingarden i Jamiol-
kowski[isso, 8.42]: "Istnienie ruchéw swobodnych jest tym czyn-
nikiem. tizyeznyn, ktéry wskazuje, %e nie tylko poszczegélne kla-
8y zdarzel. rdéwnoczesnych, lecz. takZze cala czasoprzestrzer ma
strukture przestrzeni afinicznej".

Z kolei Kopezyiski i Trautman [1981, 8, 45],podajqc dwa od-
mienne sformulowa.nia I zasady dynamiki;piszq' "Okazuje sie, ze
sfomulowania te 8gq sobie réwnowazne, jeéli czasoprzmestrzeni
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nadaé¢ taka strukture geometryczna, zeby miaio w niej sens poJen_
cie prostoliniowosci i jednostajnosci, Struktura taka jest
struktura przestrzeni atiniczneje ke ;

Odmiennoké dalszego podejsécia tutaj prezentcwanego od metody
stosowanej przez Nolla zostata wyjasniona.w p.7. Gidwna myél
tego punktu sprowadza sie¢ do stwierdzenia, Ze naszym celem Jjest
wyprowadzenie ukiadu réwnati ewolucyjnych dla kontinuum material-
nego(ciaka)reprezentujqcego uniwersalne prawa bilansu oraz
wtasnosdci termo~mechaniczne (konstytutywne) materiaiu, z ktérego
ciato sie skiada, Wymagamy przy tym, co Jjest naturalne, aby
wyprowadzony uklad byt Jédnolity ze wzgledu na formg,)ak i
wasnosci niezmienniczoﬁei.\&génie réwnania zapisywane w postaci
tzw, praw bilansu posiadaja te jednolita formeg.

Z kolei warunki niezmienniczodci réwnania bilansu pedu
przesadzaaa, ze dopuszczona najszersza grupa transformacji
ukladéw odniesienia musi byé grupa Galileusza. Ten fakt wraz
z przyjeta zasada bezwtadnosci decydujg, ze w wyprowadzeniu ;
réwnai bilansu przyjeto za obowigzujaca zasade -‘wzglednosci
Galileusza w odniesieniu zaréwno do zjawisk mechanicznych,Jak
i termo—dynamicznych, Moze warto nadmienié, ze w podejsciu Nolla

[1973] nie ma miejsca na inercyjne uklady odniesienia,Jako
%e trudno znaleZé w jego wyktadach zasady bezwladnosci,

Ustawienie definicji czasoprzestrzeni po definicji ciata
odksztalcalnego moze razié jako nie-typowe, Ale celem naszym
'bylo skupienie uwagi czytelnika na dynamice ciat odksztalcal-
nycq,a nie na dynamicewogéle, Ponadto definicja ciaia nie
wymaga poprzedzenia definicja czasoprzestrzeni, gdyz: a/ ciato
jest obserwowane w przestrzeni fizycznej, €a. we widknie wzor-
cowym g s B/ wkasnoéci ciata nie powinny zalezeé od czaso=-
przestrzen1,w ktorej sie porusza (por.zasada wzglednosci
Galileusza lub tzw, zasada obiektywnoscinlterillp.j , odniesio=-
na do poszczegdlnego punktu claxa) ;

Na koniec zatrzymajmy si¢ na chwile nad pojqciami wprowadzo-
nymi w p. 4. Skoro celem naszym jest opis globalny wlasnosci
materiatu ciaka,niezbedne byto wprowadzenie peilnych pél proce~
séw deformacji. W opisie lokalnym preferowanym w literaturze
przedmiotu ograniczenie si¢ do odwzorowanl w punkcie , czy w
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'przastrzeni styczneJ do rozmaitoéci w punkcia, Jest catkowicieé
’wystarczajqce. Ssoney &
‘Nie bedziemy tutaJ powtarzaé motywaeJi, czesciowo zavwartej |

w p. 4, wyboru wewnetrznyeh miar deformaoji (por. Noll [1972 ,2

1973 ]), ograniczajqc sie do przypamnienia, %e. wewngtrzne miary

deformacji, takie jak proces p czy ‘P sg niezaleine od ukladéw §

odniesienia 1 automorfizméw przestrzeni fizycznej. Okredélenie |

operatordw konstytutywnyoh w funkcji tych ‘zmiennych nie wymagé

postulowania regu& niezmienniczosci przy zmianie ukiadu odnie=-:

sienia, : : %



I1, Materiax ciaia

Globalny opis materiaiu ciaia odksztalcalnego wymaga Scislego
okredlenia jego wiasnosci niezaleznie 0d jego zanurzenia w
przestrzeni fizycznej EE, w konkretnym umiejscowieniu z rodziny

€ : : :

Wzorujgec sig¢ na metodach geometrii rézniczkowejyw odniesieniu
do wrasno$ci morfizméw okresélonych na rozmaitosciach, sprébujemy
rozwigzaé ten problem,wprowadzajac poje¢cie morfizmu materialnego.
Aby je przyblizyé i pozwolié Czytelnikowi odnale#é reguty inter-
pretacyjne postuzymy sie przykiadem,

W nieliniowej mechanice kontinuum wéréd réznych modeli
materialéw wystepuje model materiaiu sprezystego. Ogdélna defini-
cja rozréznia pojecia eiaza,materialu oraz réwnania konstytutyw-
nego, ktéry material ciala charakteryzuje. W my£) nomenklatury
Nolla [1958, 1972] materiat jest klasa réwnowaznosci elementéw
materialnych (czytaJ, struktur zwigzkéw konstytutywnych przy-
pisanych punktowi materialnemu - czgstce ciata i jej przestrzeni
styczne]j )wzgledem relécji materialnego  izomorfizmu,

Cialo w tak formulowanej teorii pojawia sie tylko na poczatku,
gdy wprowadza sig pojecie umiejscowienia, gdyz dalsze rozwaza-
nia, w szczegélnosci charakterystyka konstytutywna , prowadzone
sg dla typowej czastki ciata, : R

.10, Cialo sprezyste

W opisie globalnym definicja materialu ciata sprezystego, 2
wyjatkiem formalnego aparatu globalnego nie bedzie sig réznié
od definicji dotad uzywanej i ogdélnie znanej. Ta ostatnia spro=-
wadza si¢ do podania {por. Truesdell i Noll [1965]\funkcji ¢
konstytutywnej naprezenia w czgstce, ktéra przyporzadkowuje
_tensorom symetryczoym dodatnio okreélonym (tensorom nad T(£))
tensory symetryczne, W opisie zalecanym przez Nolla B973,1978]
juz funkcja konstytutywna bedzie okreslona na miarach wewngtrz-
nych deformacji o wartodciach w zbiorze tensordéw napre¢zen wew-
netrznych,wiaééiwychx/ &

i7Ang.intrins1c stress, wydaje sie , ze polskim odpowiednikiem
mégiby byé wewnegtrzny tensor uapregzenia lub napreZenie istotne.
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Aby przyblizyé odniegmy to do pojeé uzywanych w pierwszym
dzdziale (por.p.4 1942 ). Jesli X! I",‘x'ﬁa W~ jest procesem
inematycznym zas {E, p} jest ukiadem odniesienia, wtedy dla
izastki L e B okredlilismy ruch elementu ciata 6_];( ~ q‘(g)
tndukowany przez fuch};::-[/(‘q;ii= ;Pﬂtire P-&}

Jako My F‘x - ‘M\.(Q'x, C)). poprzez

G M@Deam e din (T, T(E)

dla kazdego Te Ix . Jesti G=[T, ToxaJe [0, to wtedy
nie zmieniajac oznaczenia be_dziemy pisad, ze M K; [O,r]C R—>
w2 ﬂm(g'x,f[a).Wewnetniny proces deformacji gra podstawowg

(10.2) Pyr=MX M, .[o,¢] — Sy 1T, T)

rdle w teariach niemienniczych (por.Noll [1972, 1973] , ferzyna
1 Kosifski [1973] , Silnavy i Kratochvfl [1977],Banti i
Fabrizio [1931}). :

Jesdli 'l:“te‘(‘fuC‘J'(E)) jest tensorem naprezedi Cauchy’ego
; (por'. (9.1.7\), to wewnetrzny tensor naprezenia S bedzie okre-
élony przepisem

(10.3) S():= My C8 Tzt (/‘yt( I))(Mx C‘)*)Z%“’[(m—

Tensor SX(T) opisuje sily kontaktowe dzialajace na element
ciaxa‘ff;( samoistnie, bez uw\Zglednienia jakiegokolwiek ukiadu
odniesienia, czy przestrzeni fizycznej, :

W zmiennych 1>X oraz SX okreéleniec elementu ciata ‘ﬂ;(
. jJako sprezystego elementu materialqggo)to podanie zaleznosci
funkeyjnej :

(10,4 - Sy)= 8 R),
edzie * s
g{“gxcsg’"‘:’(vx:q;(* - i‘ SJ“" {g’x}qx)
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jest nazywany operatorem reakcji, lub funkcjg konstytutywng .
naprezenia w £ odest oczywisté, ze rodzne czastki, tj.

rézne elementy tego samego ciata, moga by¢ charakteryzowane

przez rézne operatory reakcji, Aby o ciele B méc powiedzieé,

Ze jest ciatem spre¢zystym wymaga si¢, by dla kazdej czastki
LeB byta podana zaleznosé (10.4) '+ Ten fakt mozna zapisaé

nastepujaco: istnieje pole funkcji kdnstytutyv’me:j napré¢zenia

%i:}g&?x —;*ééj;;

ktére jest cicciem wiazki tensorowej, tzn. s.i':{gx: 5,(—>f ’.X@

Wéréd ciat sprezystych mozna wyréinié’ podklase ciat spre¢zys=—
tych materialnie jednolitych, Cialo sprezyste, ktérego kazde
dwa elementy sg materialnie izomorficznie nalezy do _Awspomnianej
podklasy przy czym materialny :lzomortlzg elementdéw CJ;\ oraz

ff’.r oznacza, ze istnieje AXf‘e Inv-rlin(f&,‘-’?) taki, Zek :

fos) Py (A% CAG) = Ayt -;Y(@)(Ax;)“."f

dla kazdego Ge %‘Y . Powyzsze definicje oznaczaja - nic
innego jak stwierdzenie, Ze wszystkie czastki ciata B(elementy.
ciaka) sklada,jq.sie 7z tego samego n{ateria};u, maja te same wias—
nosci mechaniczne, Innymi siowy wykonujac ten sam wymaginowany
eksperyment mechaniczny réwnolegle na dwéch elementach ciata
9;( oraz afr nie zauwazymy roéznicy w reakcji, tj. wartoéeiaqh
naprezeti, 3
Aby byé w zgddzie z ogélnie przyjetymi oznaczeniami i ze :
wzgledu na pdiniejsze definicJe) pojecie ciata sprezystego lepiej
wprowadzaé nastgpujado, Wpierw budujemy wiagzke morfizméw
T Mor (S (TTB), TR, 4o (T18), T () > B,
gdzie rzut wigzki T[M-r w dzialaniu na pgre (&x,X) daje punkt
X,orzy  ay: Sumt( Tx, Ix%) —> Sym- (T, Ix ).
Jeé1i istnieje’ o , oiccie wiazki W, ,to cialo 2 naz-
wiemy sprezystym, Przypomnijmy, Ze

(10.6) £ R —> Mor (S (LB T, Sy (T718), ()
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jest cieciem wigzki ’Ifm , Jesli
(1.1 ,Ima-"{",u'a'

Warunek (10."7) oznacza, %e odwzorowanie konstytutywne £ Jest
zlepieniem odwzorowad 'z wiékien, . e ;
' Dla cial sprezystych materialnie “jednolitych warunek (10.5)
moze byé bez trudnosci sformuiowany dla cigcia Fg , Jesli:
zauwazymy, %e dla dowolnego Xes wartoscig odwzorowania
w tym pnnkcyie' jest funkcja konstytutywna ‘wystepujgca w
poprzedniej definicji, tzn, ﬁCX)‘ '§‘ . e
Jedli X  jest umiejscowieniem ciala B, to realizacjg .
odwzorowania konstytutywnego f‘ w umie jscowieniu A jest

morfizm 'f,,,»'. x(ﬁ) »mw(s”m‘(f(t),r[e».s‘/’”m&m»,

gdzie ze wzgledu na to, Ze ! E _Jest przestrzenig euklidesowg
przestrzen styczna T E) regiukuje sie dd przestrzeni tran-
slacyjnejs Obraz wigzki morfizméw IMrY pod dzialaniem
" umiejscowienia 9. jest dobrze okreslony, gdyz dla kazdego
Ke-ﬁ elementﬂe‘-&,t,j. wektor styozny,jest reprezentowany
przez parg b—(X)’VY , gdzie v&ﬂﬁ) ; ‘podobnie kazdy
“element q,z , tJ. wektor kostyczny, jest reprezentowany przez
(«(X}, 'w\ , gdzie WET(E)‘—‘-'m(skorq.T(t) jest prze=-
strzenig z iloczynem skalarnym ) , Wtedy ibidr Sym+ (‘T(E)‘, ‘Tx@)
jest utozsamiony ze zbiorem (stoikiem ofwart.ym) symetrycznych
i dod itnio okreglonych tensordw drugiego rzedu nad WE).
Zauwazmy, Ze zbidr Sym ffr‘[i), 9'[5))' jest przestrzenig
liniows unormowana, zaé Sym' (T(E), T¥E)) jest przestrzenia
metryczng. Stad zbidr ./'hfesz Mor (Sym"'[‘J’{é ,7"'[5», Sym [776),‘
'r[E)) stanie sie przestrzenig liniovg unormowanq,Jes’l:l ogra-
niczymy sige do morfizméw ciggtych w sensie Lipsghitza i normé
dowolnego morfizmu aevlbfa zdefiniujemy nastgpujaco:

Pl e ’ Ja(€)-aE) ey, ¢ (e
0.9 el el ol g 2% 74

x/Innymi siowy w kazdym punkcie rozmaitosci "@)CE pfzestrzeﬁ
styczna jest taka sama i oznaczamy ja przez E) -
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inse TH(E)= T(e)o TE)=TE@T(£)= TE)0T(e)
=L (T(8), T(8) = Lin(T7(E), '.T'(E)):.&m(?"(f),ﬁ}‘)'

Przy takim wybor'ze normy w q.Mm"E itgraniczac' bedziemy nasza
uwage do operatorow konstytutywnych dla ciata B, ktdre w
kohkretnym umie jscowieniu % sag realizowané przez morfizm T,
ciagly w sensie Lipéchitza Jako \odwzorowan;a z u@) o do'
.,Wm‘";_. Aby pokazaé, 2ze tak okreslony warunek regularnosci
wiadciwie charakteryzuje a nie jego realizacje, rozpatrzmy
inne umiejscowienie Ke[ s Skoro dla dowolnego 7(5 cB
oraz Ge L'%X miedzy realizacja 391‘ oraz operatorem ,‘f

' gachodzi zwiazek (por. (10.2) 1 (10.3) oraz @.2}):

10-0) FE =fea) £, (e ) g ) € () ) ey

to miedzy realizacjami ’:le oraz é; mamy zaleznosé

o.10 % (00N(C) = By Ful ey € Fo ) Eonn
dla dowolnego Cé S'JW*(‘T(E); T(E)) , , eozie
Fepx™ Vgoa (X)= gy )

jest wartoscia tensor przemieszczenia w punkeie 'X(X) s ina-
czej gradientem‘przemieszczenia Uvéf’i w punkcie 1CX) N

Tensor F',Ix’ jest jego transpozycjg okreslonag przez
1

7 SR ; .\
TR *4q o )
= Vo2 709= (e ) ey
Zauwazmy na marginesie, 2ze formalnie prawa strona jest
_ ¥ s :
-elementem zhioru Invlin (760() (f), ,cm(fj), ale na s*kutek
afinicznosci przestrzeni F maja miejsce réwnosci 7‘;{,0 '{r }:
% X
gﬂ(X\ (E):e’?y(f)‘—’ T(ﬁ) ; Zdzie ostatnia rdéwnosé wynika z
istnienia iloczynu skalarnego w ‘J’(&) .

Przechodzac do dewodu poprawnosci warunku regularnosci
wykazemy, Ze jesli dla dowolnego umiejscowienia realizacja f;
w dowolnym punkcie Z(X) Jest w klasie ﬂ’lurs y to dla kazdego
umie jscowienia 55( y realizacja ?‘b«(zsCX)) Jest w. ﬂla"g .
Rzeczywiscie, skoro Lin (‘T(E), TX[E) tworzy algebre¢ Banacha




S EE

: “
(z jednoscia, jedli norme“ 'H ¢) Wybierzemy tak "/, by
“4ﬂ€) = 1) dla dowolnego C‘ e sym+m£, ,JJ'(EJ) s

u F;tg % 'xcx szzx C F*G)X) xyx, x xb x'f('t(X)) =y, XC‘, F;x)

u %75’)(”74(9) ”F‘“G,X”gzts) (é‘( )) zgxc Q)
& Lip (gor”) ip (52 ROC-Clgagey »

A
gdzie f;p(é’ (xo()) oznacza stata Lipschitza morfizmu Jo, [z X)
eMor® Stad bezposrednio otrzymujemy

s 0, P L PP+ (o) i ()
¢ dip (o ) (N)(PTP) llmgfr% o ) Lip (x (<))}
e G Lo B EATRTE |
¥ L Lf(gc(z(x)))} ¢
LIS SR PN L R Oy cd
' \mx{i [0, e o )}A,- o) [l e

gdzie przy F jawnie nie wpisalismy zaleZnosci od =« oy n.x

s ”.ﬂ’e)

Skoro wspéiczynnik szacujacy norme é' (5[)()) przez norme
, i’d_{'x(x)) mozna dobraé staly ;wstawiajac w mie,}sce"r-'%l "—6x1

>
sume Lip %fxpac )+ 1 , tatwo stad widaé, ze jesli @;‘ (B )} Mor:
jest ciggte w sensie Lipschitza, to i Jednoczesnleﬁs 5(3)«»&:‘9
To kodczy dowdéd poprawnosci,

1i. Morfizm materialny

Doéé obszerna analizé okreslenia ciata sprezystego miala na
celu przyblizenie pojecia morfizmu materialnego, ktéry zamierza-

2 ]
< i e 1 T)! I;
J t € ac = 5 AI\
X/ est (4] z‘a“s‘ze mozliwe wctawia,] “AH 2 3{&( 4
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my wprowadzic¢. Jako pojecie ogblniejsze od operatora konstytutyw=
nego ciata sprezystego bedzie ono wymagalo pewnych dodatko-
wych regut interpretacyjnych. W szczegblnodel morfizm ten dla {
ciata moze dziataé w przestrzeni odmiennej od tej dotad rozpa-
trywanej. Odtad przeksztalcenia ciagte w sensie Lipschitza
nazywamy przeksztakcenlami klasy L.

DEFINICJA 6. Niech 3L bedzie zbiorem 2 pbwnq struktura.
Przeksztacenie g:ﬂb*’QH, nazwiemy morfizmem materialnym ciaia
odksztatcalnego B w zbiér-QL) jeséli sa speinione nastg¢pujace
warunki:

‘1° z kazdym umiejscowieniem xel jest zwiazana‘przeetrzeﬁ
metryczna mz’ zwana 2 - obrazem zbioru 9{, - :

2° dla kazdego umie jscowienia xe{ istnieje przeksztal—
cenie .fz. z(@»)-v}{q_klasy L, zwane realizacjg przeksztalcenia

w umiejscowieniu @ , ktdre wraz z przyporzadkowaniem

" ':Rq, wystepujacym w warunku 32 sprawia, Ze nastgpujgce

diagramy sa przemienne: :

G

AP | :
&’ ; ; ad
*A‘J{x/ , | b %“r‘? s

l-——> o

: : XOX"
Rys,3 Definicja morfizmm materialnego

dla kazdego innego umiejscowienia ]se[ z klasy ALE:K
Dlva przyporga_dkowania z warunku 1° bedziemy uzywad oznaczenia
2, tzn, x\‘lk)=53{x . '

32 realizacjg sg niezalezne od ukladu odniesienia z klasy IF.
Zauwazmy, #c¢ diagram prawy zabezpiecza przejscie miedzy 12—
nymi realizacjami morfizmu materialnego tej samej konfiguracji.

Przedstawiona definicja ma swoje zastosowanie w teoriach °
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"globalnych' jak i lokalnych. 'Przykxéd z teorii ‘lokalnych dostar-

 cza nam wradnie rozpatrzony operator kohstytutywny, ciata sprg-

- zystego., MozZna sprébowaé sklasyfikowaé lokalne teorie jako te,

- w ktérych morfizmy materialne sg przeksztaiceniami w wigzki

“morfizméw zbudowane nad cialem,

! Pdt;‘zeba wprowadzenia okreéieni‘a" morfizmu materialnego’jest

- zwiazana z warunkami niezmienniczosci wtasnosoi konstytutyw=
nych od realizacji morfizmu, :

W mechanice kontinuum czgsto postugnjemﬁ?samymi realizacja-

mi Af,&, badZ tez tylko wartosciami 4’,(’-\:0()) dla typowej
czastki X eP y jedli ciato jest materialnie jednolite 1
jednorodne. Wtedy powstaje pytanie: kiedy rdzne funkcje : ‘
91¢ ‘A{-P'x“ gat ‘RA—”ZL‘U ﬂi,\ﬂacfmozna traktowaé jako rdzne
realizacje tego’ samego morfizmu materialnego dla pewnego ciaia
odksztatcalnego B, OdpowiedZ na to pytanie jest szczegdlnie
waznd, gdy opis wrasnodéci cialta jest globalny. Ponizsze spostrze-

3 zenie podaje odpowiedZ-choé czgsciowg-na to pytanie,

] SPOSTRZEZENTE 9. Dwa prazeksztatcenia g, fy >Ry oraz g%,

. klasy L, o niepustych dziedzinach AiiAa,ot,wartych pqdzbioréw£
oraz kodziedzinach (3,_ oraz'yz, bedacych przestrzeniami metrycz-
nymi,sq reprezentacjami morfizmu materialnego pewnego ciata

odksztatcalnego, jesli
a/ zbviory Ay i A2’sa, homotopijne w klasie BLP;
b/ istnieje zbiér X oraz awa morfizmy ¥, H—>H, oraz
\fg_lx -',—”"Hz, a takze morfizm bilipsechitzowski ‘Y:’R{#ﬂz,
o/ istnieje zbiér & bijektywny z jednym ze zbioréw A , A,
oraz przeksztaltcenie g.ﬁ-»‘)(, ; ktdre sprawiaja, 2ze
nastepujace diagramy sa przemienne; i

2 :
Rys.4 Warunki dla reprezentac ji morfizmu
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Dowéd. Warunek a/ jest zadaniem koniecznym do f.ego aby zbiory
A1 i A2 byly obrazami dwdch umiejscowier tego samego ciata,
ktére utozsamiamy ze zbiorem A wystegpujacym w warunku c/, Jesli
-przez A4 , oznaczymy bijekcje migdzy zbiorem A i powiedzmy
zbiorem A1 (warunek c/ méwi, ze A jest bijektywny z jednym 2z
dwéch zbioréw ), to 2y jest umiejscowieniem eiata A, Jesli

e [o,]];,ﬂéf.)est homotopia od A, do A, z klasy BLP, to dla
kazdego frefo,‘!] odwzorowanie A (a5 (- )) staje sie elementem
budowanej klasy umie jscowiei Cﬂ ciata A, Dotaczajac do f\g
wszystkie odwzorowania powstale Z superpozycji X, oraz l\[ 't,())
z dowolnymi izometriami o dodatnim jakobianie tworzymy nastegpne
elementy klasy [\A‘ « Warunek b/ w éwietle Definicji 6 oznacza,
2e odwzorowanie P nalezy utozsamié 2z 9{1 natomiast \Pz

peini role A(4,a(: ) . Przeksztatcenie g o wiasnosci
zadanej warunkiem ¢/, to nic innego jak morfizm materialny,
ktdrego realizacjami w umiejscowieniu ’X.t Jest 94- s 288 W

umie jscowieniu 41(4,‘24(, 1) - 9,

W przypadku ciata sp'rQZystego materialnie jednolitego i
Jednorodnego'przedstawiony rezultat czeécioiy Jjuz byt stoso=
wany w nieliniowej mechanice kontinuum. Oczywiscie, Ze doty-
czyto to teorii lokalne,j,a wige funkeji konstytutywnej napre-
zenia w typowej :czastce I . Odnosza,é do oznaczenl stosowanych
dotyezyto to morfizmu &a(acx,))zx@z_, przy czym %  nie
wystepuje tam jako umiejscowienie, lecz jako obszar, tj. obraz
umie jscowienia -w 8 . Jesli 5 Jjest innym umiejscowieniem,
to z lokalnosci przedstawienia wynika, ze

() ©(C)= FOL(FCRF
dla kazdego Ce%*[.ﬂ'[g), ’J’[é)) gdzie F= V(gox:')a()() Jed1i

zastosujemy ten warunek do funkeji konstytutywnej tensora
napre¢zenia Cauchy €go, otrzymamy :

(2) - %CM) Cx (MF) MG(M),_ S (MM,

dla kazdego MeInvlin"(T(S).T[Q). sSkoro opis jest lokalny,
to funkcja konstytutywna & zalezy od umiejscowienia x -
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poprzez klase Vx, umie jscowier réwnowaznych umiejscowieniu
~ w punkcie X w sensie relacji ™ (por.p.4 ). Jest

to oczywiste, z drugiej strony, z powyzszych waruckéw wspolzmien=

nL_zosci, Jesli pod F wstawimy_ 47(5) » Tak wiec w mierce

x Poprawniej jest wstawié V" Njestety w przypadku
teorii nielokalneJ tego typu uproszczenia moga byé niedopusze
czalne, '

Zamykajac ten punkt warto dodaé krétki komentarz odnosnie \
wyzszosci opisu niezmienniczego, wewngtrznego od opisu wzgled-
nego, w pewnej wybranej "konfiguracji" (czytaj - umiejscowie=
niw) odniesienias oy

W teorii materiatéw prostych (por.‘l‘ruesdell i Noil [1965,

Se 56;-61])wa-runek wspdtzmienniczo$eci podobny do (11 2) wynika
jako whiosek 2z zasady lokalnego dziatania, W sformulowaniu
wykorzystujacym wewnetrzne miary odksztalcer i naprezend,warun-
ki wspolzmienniczoéoi 8q . konsekwencjg przejécia od opisu na
ciele, lub jego elemencie ‘3’;( s 4o opisu wzglednego~w przes-
trzeni fizycznej.
Z drugiej sti‘ony sg niestety pewne minusy,gdyz ogbélnogé pojgcia
morfizmu materialnego sprawia, Ze spostrzezenie 9 nie rozstrzyga
kwestii jednoznacznogci: te same dwa przeksztalcenia 91 oraz
g,, moga prowadzié do rtSZnych ciat materialnych. oraz ich
morfizméw materialnych, W szczegdélnosdci przystaaa,ee obszary A
i A2 s tzn, naktadalne na siebie przy pomocy wiasciwej 1zometrii
‘niekoniecznie muszg byé obrazami hipotetycznego_cmla w dwobch
umiej cowieniach z jednej konfiguracji., Wtedy niejednoznacznosé
jest pramie nieunikoniona, jesli dodatkowo '3{33{1 . Jedynym
punktem ratujacym sytuacje jest sprawdzenie czy \Pt \P oA,
gdzie 7 A ”"'»\R;L % ( por. prawy diagram w Definicji &)

12. Modelowanie konstytutywne
Modelowanie kohstytutywne dowolnego ciala odksztatcalnego

zaczyna sig od zebrania dostepnego "katalogu" eksperyment.yéw,_
by na jego podstawie okre$li¢ charakterystyczne wtasnogci,

x/ ® symbolach uzytych w dowodzie A=4(4,),
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charakterystyczne punkty czy charakterystyczne zjawiska, ktérym
ciato podlega. Ten zabieg "okreslania"-w jezyku teorii systeméw-
moze byé nazwany doborem przestrzeni standw. Jesli posiadamy
katalog eksperymentéw, to wyznaczanie przestrzeni standw jest
p1erwszym krokiem modelowania konstytutyvnego.

Tworzenie katalogu eksperymentéw to metodyczne wypisywanie
zaobserwowanych przebiegdéw czasowych pewnych uktaddw wielkosci
fizycznych, Przebiegi czasowe to nic innego jak procesy, tJ."
odwzorowania przedzialu czasu w przestrzeﬁ iloczyn kartezjati-
ski, zazwyczaj) wielkosci fizycznych, Jesli mamy dokonaé mode~
lowania konstytutywnego, to musimy sig wyzwolié od automorfiz-
néw czasoprzestrzeni. Stad kazdy przebieg czasowy przyporzadko-
wany przedziatowl czasu [t,, ,,Hr]cr' przy chwili Te y Jako

. poczatku obserwacji, nalezy sprowadzié do odcinka [o; a1
W ten sposdéb wyzwalamy sig¢ od afinicznosci zbioru chwil; auto-
morfizmy przestrzenne beda wynygowane,jeéli wyniki obserwacji
mechanicznych przedstawimy w miarach wewnetrznych, naprezen1ach
istotnych. 4by wielkosci termodynaciczne, typu strumier ciepla

%ﬂ! czy strumied entropii *ﬂm ,pr?edstawié w miarach nie-’
zmienniczych, wewnetrznych,wystarczy uzyé dla kazdej czastki

X ruchu Mx.[o r]—-;.fm(oi, jej elementu materialnego odpo-
wiadajacego ruchowiju [I, I}+ Kz-)iciala B, Wtedy wewnetrzne
miary t[o,r]>TIB) oraz k:[o,f]> zwraz z istotnvm
‘gradientem temperatury g: ['o > 0"{.3) eda okreslone prze-
pisami

Qb= My ®' Yprar U‘m(.x))) [’é)x" x({’ %‘T {}LQ”D()
g ({‘)X‘: .Vl?‘( X \L+£)= ( )‘t,l»é Arat ()‘T,ﬂ (X))) M X (*).

Wr6émy do przerwanej my$1ii zastanéwmy sie,Jak wyglada kata-
log -eksperymentéw z punktu widzenia teorii systemdw,

Jeéli podjeliémy decyzje co do natury zjawisk i rodzaju
wielkosci fizycznych podlegajacych naszej obserwacji, naszemu
zainteresowaniuy to moZzemy utworzyé - przynajmnieJ teoretycznie
~ zbidr wszystkich przebiegdéw czasowych (procesdw) tych wiel-
koéci,. Zbidr ten bedzie zaowierat wszystkie procesy dopuszczal-

ne z teoretycznego punktu widzenia,
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Procesy obserwowane ,tj. procesy skatalogowane)utworza na
0gdt pewien podzbiér wrasciwy. Skoro typowa obserwacja fizyczna
polega na pomiarze reakcji obiektu badanego na pewne wymus zenis,
najmniejszym i typowym elementem katalogu jest para, Pierwszy
element pary reprezentuje przebieg czasowy wymus zenia (bodzléc),
zasé drugi - przebieg czasowy reakcji na ten bodziec, Ocsziécié,‘
ze kazdy z elementdw pary ze swojej strony moze byé kompozycja
przebiegéw czasowych réznych wielkodci mechansznyoh i termo-
dynamicznych, jesli tylko termomechaniczne zjawiska nas intere-
suja. : X ;

W takim obrazie katalog eksperyngntéw sktada sie z uporzadko-
wanych par procer ‘v, ktére zostaly zaobserwowane, To ostatnie
okreslenie w jezyku tutaj stosowanym oznacza, %e sa to pary
bedgee W reiacji.Tak wigc katalog ekspérymentéw to relacja w
zbiorze wszystkich mozliwych proceséw, scislej uporzadkowanych
par procesu, Stad w miejsce terminu katalog bedziemy uzywaé :
okreélenia obserwowana relacja'dla ciata B w interesujacym nas
zakresie zjawisk termo-mechanicznych,.

Aby przejsé do obisu formalnegg,wygodnie jest w'tym miejscu

przeprowadzié doktadniejszy opis procesdw =~ wymuszeli. 3

- 13, Rozmaito$é proceséw

Jak wspomnieliémy,zapis obserwowane}j rélacji wymaga wstep-
nego ustalenia,ktére z wielkoseci fizycznych wystepujacych w
eksperymencie uznamy 2za wymuszehia, a ktére za relacje na te
wymuszenia. Brak jednoznacznoéci w wyborze nie powinien nas
martwié. Kryterium doboru pozostaje wygoda.

W przypadku zjawisk termo-mechanicznych wielkosciami
termodynamicznymi wystgpujacymi jako wymuszenia moga byé; rozkiad
temperatury ﬁ%,rozkkad predkosci okreélony w Spostrzezeniu 4,
czy deformacja okredlona przez,(s.s) lub jedna z_dwéch ostat-
nich wielkosci, _ :

Niech Gpoznacza Zzbidr wartos$ci procesdw wymuszer . wtedy
zgodnie z przyjetymi zatozeniami procesem wymuszenia ,albo
krécej f?- procesem o trwaniu d,nazwiemy ciagie W sensie
Lipschitza odwzorowanie odecinka [O,d.] w’?, d,)o + Procesy o
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jednakowym trwaniu tworza zbidr \/n,d,»a wszystkie procesy
zbior M= U md, 4'20}. Wydzielmy jego dwa wiasciwe podzbinry

(13;1) M= U{Mg: d>0} oraz Jn,}:_{Pe‘.m,‘: DowP={o}}

Elementy zbiorulpazwiemy procesami w trwaniu zero (por.Noll
{;972]) , beda one graty wazng role przy Wyprowadzcu. 2 i Gwna=
nia ewolucji.

Dla wygody i jawnego wypisania czasu trwania procesu ele-
menty zbiorufl bedziemy utozsamiaé z parami (P, d) jesii
DomP=[0,d] .Tutaj P nie jest ta sama wielkodcia uzyta w rozdzia-
le pierwszym,

Jesii BeMy, oraz ?‘,’eJn‘L sa takie, ze ’P‘[d,t)_—_ P, (0),
mozemy okreslié kompozycje tych proceséw, tj. mowy -.proces
(?1*93)444-61) naturalnie zdefiniowana przez

Bfe) ,selordi]
(13.2) ('P,.* B)s)= ? [:—d. yooeldg ;*dz]
: o 1) 3

Potrzeba rdzniczkowania morfizmdéw mauefi’alnych okreslonych
na,.m, zmusza nas do wyposazenia zbioru JYL w strukturg roz-
maitosci rdézniczkowej.

W tym celu nalezy zatozyé, e 2zbiér P moze byé umieszczony
w pewenj przestrzeni Banacha f , Jjako jej podzbidr otwarty,
W zasadzie przy znanych wielkogciach wchodzgcych w skiad wy-
muszen jest tq'zawsze mozlive, Pewné‘ trudnosé wprowadzaja
wiezy , np. geometryczne lub metryczne , wtedy ponizej przedsta-
wiona procedura nie moze byé bezposrednio zastosowana lecz i
wtedy jest mozliwe zbudowanie rozmaitosci $-~ proceséw, jedli
tylko zhidr ? mozna wyposazyé w st.rukture rozmaitosci. réznicz-
kowalne j naﬂ p

Rozmalt.osc bedzie budowana nad przestrzenia Banacha
33([0,‘\],‘8) funkcji ciagiych w sensie Lipschitza z odcinka iz
[0,1] w przestrzet Banacha € . Jest oczywiste, ze kazdy inny
syb6ér odcinka wzorcowego jest réwnie dopuszczony.

Procedura tworzenia map i atlasu rozmaitosci J'l zostata
przedstawiona w poprzednich pracach autora [1981, 1983]A, stad
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naszkicujemy tylko samg metodg.

Rozpatrzmy zbiér W odwzorowar odpowiednio gtadkich z
[0.11xR*wR' takich, ze jesli WeW  oraz deR*"=70,%L,
to odwzorowanie

®y ()= () (I, 0,4))—> ([o,d], (0,d))
miedzy parami x/ jest co najmniej éiqgle 1 posiada co najmniej
ciggzlg odwrotnosé \-?;Li . : 3
Dalej bedziemy uzywaé oznaczenia I na przedziak [0,1] .
Jesli ¥ P nalezg do W, to przez kompozycje V. TR
=% (3,\,(\9 rozumiemy odwzorowanie okreslone przez

~4: [ v\ *3
%’\’(\P(S’t)z \'P-«L (4{/(5'*)) b (s,i:)e[o,l]xll? .

Jest jasne, %ze pewne warunki regularnoéci(gladkoéci) sg wyma-
gane dla kompozycji tak okres’lonych,by elementy rodziny W mogty
stuzyé do utworzenia map dla JYL i Jeéli Dew , to
nape (U¢,\-P ))gdzie ’L{\e CJYL_+ okreélamy przez warunki

Q): Ug—> M3 (L,€)x R oraz \P('P,rr):s(?o\\o.r, )
dla kazdego(f_\?.rf’)em,fnuq,. Zauwazmy, ze T o \PrE Ba.e),jest okred-
lone na odcinku [0,1] 0 \vfrtoéciach w®P . Méwimy, ze proces
P pod dzialaniem mapy (‘u\p Y ) zostat przeskalowany.

Przyjmujac, 'ze rodzina ,uq': WeW ! pokrywa zbiér M' i kazde

CP(‘UQ) oraz P (Ug Urq,) sa otwarte w .2B3(L,€) xR rodzina

ﬂu.\(uw'\?);\?ew&tworzy atlas ,co najmniej klasy C%adl, Przy
odpowiednich warunkach regularnosci atlas ten moze sig stad
klasy L {tJ. Lipschitzowski ) , COo najwyzej 2

Potrzebne jest w tym miejscu kilka uwag. Po pierwsze topologia

_przestrzeni B(I,ﬁ) narzuca pewne ograniczenia na \P, b" rodzi-

ne W, gdyz dla dowolnego\mf;'?:[0;d.]~;172102enie Bo Py powinno
byé elementem ﬂ%[l,f) dla kazdego Y ewW +« Po drugie przyj-
mujgc dwa ponizsze naturalne zadania i/ oraz ii/ otrzymujemy

x/ Zgodnie z definicja (por.Spanier [1966] dla odwzorow nida'
miedzy parami, mamy ~@q (L9,41)=[0,d], /¢(0)=0, ‘-Pd(i‘}’" 5
Zauwazny ,- ze 0,1) oznacza uporzadkovwang ‘pare, zas ]0,1[
otwarty przedziakl,

x/ Pokazemy to ponizej.
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dalsze ograniczenia na rodzing W, pray wybxjanej topologii
przestrzeni modelowej 3 (I, £).

Wspomniane dwa Zadania sa nastepujgce:
i/ wraz z kazdym procesem (T d)eJn do zbioru M nalezy kazde

obcigcie :
(13.3) Std‘@’d’)::(?lfﬂ,ﬂ ,d“) din Oéd‘.‘d.)

oraz segment
(13.4 ) SLP@, d,)‘.:. (?[L’r], P"L) P4 ?L-‘,P](s)ﬁ.-?(tfs))

gazie sefo, ,,.a] ¢ 0cleped,
ii/ zbior M jest zamkniety ze wzgledu na dziaianie zkoZenia

(13 2) . 5
Mozliwa gtadkosé atlasui(u,P‘\P) tpew},]est. scharakte’x;yzowana.
nastepujgcym wyliczeniem pochodnej Frecheta '\Po‘-P w

pewnym punkcie me @(uqn ur\p) dla dowolnych dwéch map( U?\P)

oraz (uw' ) w kierunku nt -ER qJe fBCt,f)le-

8(%\? )(m)[»] [(Rs g 29eelt , Blogueor) g,

gazie przy.]ellsmy m-;[? ),

Zauwazmy, 2e procesy 'E oraz ? sa o trwaniu 1, dlatego
dla odrdznienia elementy przestrzeni modelowej 35(1, f)XR
oznaczamy w nawiasie kwadratowym, Widzimy, 2e prazyjete zaloze=-
nie ciggtosci w sensie Lipschitza procisé‘x‘v_tze zbioru ' prze-
sadza o stopniu gradkosci odwzorowan YWel@

Aby pokryé caty Zbidér M= Jn \)Jnc mapami ,musimy rozszerzyé
dziedziny funkcji z rodziny W do zbioru [9;4])‘ R ,R To
spowodu',)e rozszerzenie dziedzin odwzorowan 3.1('&9 s gdzie
z definicji przyjmujemy

gw,(s,o)ss dla se[0,1], ¥, WeW.

Rozszerzone dzigki  temu operatory _brzeskalowujace LP w
dzialaniu na proces o trwaniu zero (P O)e\mo , gdzie ?10}9?
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- daje element [?11301433(1',6)! R) Ig“d:’zie'fir Jest procesem

statym .0 trwaniu jeden, b

Operato’r odwrotny @_1  wtedy begdzie okreslony jako jedno-
punktowe odwzorowanie 77 vy ktore funkcji statej prazy-
porzadkowuje jej wértoéé, tzn; I

Fie 0] = (8. (1) ,0) = (B> 0)‘e,sz‘, 3
gizie B, e Prai P, :{0t—> {B}c P
Jesli okrééﬁmy ciagty i inuowy funkcjonak
a:B(I,e)xR—> R przes «[Rdl=d

dla dowolnego ‘[‘R,d‘] ) to pod dziataniem rozszerzonych opera-
toréw przeskalowujacych, zbiér JQo zostanie odwzorowany

w jadro funkcjonstu X . Przyjmujac dla 'uXat.wienia ivyw'odu x::x/
ze zbiér SQ’(I,?)‘={T€£[I,€)E ?c?} jest otwarty w B[T,e),
a nastepnie tworzac pary (TL;‘ ; ) , tak, ze 17,\,, =((‘>"(W),
gdzie \\\7 jest otwarte w 83(1,P)x R, otrzymamy atlas na
rozmaitosci z brzegiem Mo, Poprzednio skonstruowana rozmai-
toéé ¥ bedzie otwarta w Jﬂ' )natomiast zbidr Mg‘ bedzie

witasciwym podzbiorem brzegu

(13'5> Q\M;s‘{(?,o); Pe M, albo PI>Po ?=gu~\s£},

Zauwazmy, %Ze konstruujac rozmaitosé dla zbioru wszystkich
procesdw M musieliémy dokgczyé pewne obiekty, postaci (?,O),
ktére nie moga byé traktowane jako procesy W pierwotnym sensie,
gdyz tutaj trwanie procesu P jest rozne 0o¢ zera. ~

Ten fakt wyjasnia dlaczego uzylidémy oznaczenia pary dla
elementéw zbioru M .

Aby zobrazowaé sytuacje,z ktorg sig tutaj zetkneligmy, _
przedstawmy skoniczenie wymiarowy odpowiednik rozmaitosci )

x/ Przypominamy, 2e 3}, oznacza funkc je charakterystyczng
zbioru A, A -
xx/ Ang,point map albo one—~element evaluation map (por.Semadeni
19717 i Spanier [1960), : :
xxx/ To wprowadza pewne ograniczenia, w szczegdlnodel zbidr P
nie moze byé nigdzie ggsty w przestrzeni € , gdyz zbiez-
no&é¢ w normie 'JSLI,C) implikuje zbieznogé punktowa, :
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Przy zatozeniu, Ze zbiér P jest jednowymiarowy, mozna o
uzyskaé ydokonujge rzutowania Prai m.;m"-‘ R‘i Rf}okres’lonego
nastepujgcog

£ (B):= (B(0), P(d), d) die Pelly,

Pod tak okreslonym rzutowahiem zbior .m,.o przejdzie w przekatng
piaszczyzny X3 = 0, zaé kazdy ze zbiordéw proceséw o jednako-
wym trwaniu ‘m'd. W plaszczyzng */ x3 = d , Jest widoczne, zZe
zbidr fté(.ﬂl,) nie jest rozmaitoscia, natomiast zbidr 'f"'&(‘ﬂv)
jest. Aby zbudowaé¢ rozmaitosé zawierajaca frslm*)oraz Prsl./ﬂ,)
musimy dodaé brzeg do rozmaitosci »Pfé(./ﬂ,’), a begdzie nim cata
ptaszczyzna x° = 0, Otrzymana rozmaitosé z brzegiem bedzie
obrazem skonstruowanej rozmaitosci g pod dzialaniem /f""; 3
prazy czy;m .punkty spoza przekatnej ptaszczyzny x3 = 0-nie sg
obrazami zadnych proceséw z M pod dziataniem 3_; podobnie
jest w naszej konstrukeji z elementami zbioru n 4y 9 m,.

Przed zamknigciem tego punktu i przejsciu do okreslania
stanu dla materiatu ciala, wydzielmy ze zbioru wszystkich
krzywych na rozmaitosé M , te ktdére sg ciagiymi kompozycjami
procesow, : | :

Okreslmy system odwrotny {Jﬂ,d_, SM, d‘rez},gdzie. g. jest
otwartym przedzialem w Rt uporzgdkowanyn relach'bé s hato-
miast Sd'* to odwzorowania skaczace (por.'E'ngelking [1975])
zwane tutaj operatorami obcigcia :

(13.6)) : Sdr: ‘m'ﬂ’-—"m‘d.’

a okreslonymi zaleznoScig (13.3) « Zauwazmy, ze 5"‘-—‘ iim‘_
oraz Su‘,sk«-___ ST dq1a  dekge . Granica systemu odwrot-
nego, tj. przestrzen m(')):: I&('mi,l),,jest podprzestrzeniag
iloczynu przestrzeni TT JYLi » skladajaca sig ze wszysikich
punktéw 'Wtd} - zvevanych niciami, takimi, ze jesdli réd '
to mP=5Pd e :

Przez nicio-podobng Kkrzywg na Jn, s krétko - nié¢ na M—

rozumiemy kr?y\fq Blg-_) /YL takg, ze {b(d)ie m{}) .

x/ Jesli ygt , to w miejsce catych plaszeczyzn bedziemy
mieli ich podzbidr wiasciwy.
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Zauwazmy, Ze jesli punkt z c/ﬂo nalezy do nici x , to koniecz~
nie musi byé punktem poczatkowym krzywej.

Wyznaczmy wektor styczny w \/n do krzywej 5"}-9./”, przechodzg~
ce) przez (f,b) w punkcie b€ 3 . Dokonajmy tego w mapie

(ﬁ-\p,$)9 5(8) » ovrzymamy &

13. dy@® _ [2YC.9 3.0
k) aéc ;b{ 2t ’9%’1]'

Prostym zastosowaniem powyzszej formuly jest:

SPOSTRZEZENIE 10, Nijech meu’nd,dﬂ), wtedy wszystkie
rézniczkowalne (prawie wszedzie) ni¢i przechodzgce przez m sg
rownowazne, tzn, wyznaézajq ten sam wektor styczny,

{5
w prﬁypadku, gdy M\:(?,d)wspélny wektor styczny wystgpujacy
w tym spostrzezeniu bgdziemy oznaczaé " przez ?;1 « Jest

on jednoznacznie wyznaczony przez punkt m,

Zauwazmy, ze gdy "M € Jﬂ, , wektor styczny do nici w punkcie
t = 0 nie Jest jednbznacznie wyznaczony przez M

Dwie -krzywe 5‘_,3,' zaczynajace si¢ w punkcie mm eq.m mogg
sie réznié wektorami. stycznymi w t = O, albowiem po pravej

_stronie wyrazenia (13.'1) dla t = O bedzie wystepowala prawo-

stronna pochodna (0)

Krzywe zaczynajgce sig¢ w zerze wspllnym wektorem stycznym
beda formowaiy kierek, Wtedy zbidr *(0) wszystkich kielkdw,
swany 7dZblem nad zerem,jest taki sam jak zbidr wszystklch nici
okresl nych na [0, d] przy d.>0 .

Dla écisloscl wywodu, przytoczmy okreslenie kielka‘t 2
dwa punkty m\ y m GJ‘. nalezg do kieika L, lub inaczej - wyzna-
czajg ten sam kiekek L , jedli istnieje k>0 takie, ze

Skdmds krm\r . Stad oczywiscie wynika, %e wartosci po- s
czatkowe obu procesdéw sa jednakowe jak i 7vszystkie istniejace
w zerze pochodne, w szczegdlnosci pierwsza pochodna,

Jesli przez {m"’ ‘T(Jﬂ") '[[mioznaczymy 1§zkg styczng nad
rozmaitoscia Mt , hatomiast przez oznaczymy 2zbidr \\szyst—

x/ W mapie (a,p)@) jego repreientac.ja jest welgt.or[?o‘?d,ﬂ.
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kich mozliwych wartogci czasowych pochodnych ?- procesow,
wtedy ostatnie spostrzezenie wraz z uwags po nim nastepujacg
wykazuja, ze istnieja dwa morfizmy

V:mt- T(m*) oraz T‘)’(O)__) ?xj)

takie, ze V jest cleclem wiazki stycznej Tm-‘ danym przez

\/(m).-[’? 1) Tos jesli m= (2, d)e My »d>0,

zas T('v jest surjekcja (rzutem )okreélona‘. dla dowolnego
kietka Led (0) przez
To (£ = (RE), R(p)oes1s R.)ed.
Powyiej okreélone zbiory kielkdw bgda pomocue przy definio~
waniu 1nf1nitezyma1nej tworzacej pewnej: Jedno-parametrowe;j
rodziny operatordw dziarajacych w przestrzeni standvia

14, Przestrzein standw

Koncepcja stanu ohlektu fizycznego formalnie i nie-formal-
nie  jest uzy\vana w prawie wszystkich dziedzinach fizyki, Potrzeba
okréslenia stanu obiektu na poczatku,na koricu czy W trakcie
obserwacji jest scisle powigzana z celems jaki jest stawiany
fizykom, tj. okreslaniem praw rzadzacych zjawiskami przyrody.

W mechanice klasycznej punktu materialnego polozenie
'(czyt.aj—umiejscowienie ) wraz pedem sa wielkosciami sktadajacymi
si¢ na ten stan punktu.

W zlozonej sytuacjijna jaka tréfiamy w mechanice i termo-
dynamice ciai odksztalcalnych}wybér wielkosci okreslajacych
stan jest pierwszym krokiem modelowania matematycznego, 4 to oz~
nacza,ze rozne przestr.zenie stanéw prowadzg zazwyczaj do réZ=-
nych finalnyeh modeli,

Zgodnie z tym co powiedzielismy W P, 12,przystepujqc do
modelowania pos1adamy katalog obserwacji, ktdéry przy dokonanym
rozbiciu kazdej obserwaeji na uporzgdkowane pary proéeséw (Y,Z)
mozna utozsamié z pewng relacja w zbiorze wszystkich procestw,
Przeprowadzona dyskusja zbioru procesdw wymuszex M moze byé
powtdrzona ze zbiorem procesOw reakecji oznaczanym dalej przez

L e e R
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: mozliwg
BElement Z e vedacy w relacji z procesem Pefll jest reakcja

obiektu »(ciala) na wymuszenie P zaobserwowane w trakcie ekspe-
rymentu, a wtedy para,(?,'Z) jest elementankatalogu, tzn,
elementem obserwowane]j relacji, Przyjmiemy f na oznaczenie tej
relacjia ’ v
Jakie wiasnosci winna posiadaé relacja R 2. Po pierwszé,
jesli (‘P‘Z)e.ﬁ,)to dur P = dur Z, tzn, czas t.rwania’f obu pro-
ceséw musi byé taki sam,
Po drugie, jesli (T,Z)ek, to dla kazdej pary 0¢r<sdsdnP
Seq (B, 2 eR s gdzie operator segmentu Svd byt okreslony
zwigzkiem (13.4) dla?) identycznie t@efiniujemy go dla Ze z .
Zbiory M, jak i MxZ, moga byé uporzgdkowane relacja 4( £
ktéra w przypadku M, jest okreslona nastgpujaco

(14;1) ?,{?' jedli S‘PdP':P dla pewnego OL'l'éd,‘-‘-dMP.‘

"'Wtedy warunek drugi oznacza, ze relacja R zachowuje porzadek,
Fizycznie warunek ten wyraza nastepujacy fakt: obserwacja jest
przeprowadzana ciagle, w danym przedziale czasu, mozna Jjg
zaczaé w dowolnej chwili i w dowolnej chwili mozna jg przerwaé,

Jeéli zgodzimy sie z tym, Ze w. katalogu dwukrotnie moze
wystepowaé ten sam proces wymuszenia w relacji z réznymi pro=-
cesami 4reakcji, to znaczy, ze jestesmy przygotowani do wprowa-
dzenia pojecia stanu, Jesli (’P,Z)eﬂ, oraz ('P,Z.,)é R prazy
'Z‘, # Z , to musi istnieé przyczyna, dla ktérej badany obiekt
réznie zareagowal na to samo wymuszenie, Ta przyczyna, to roézne
st.any)w .jJakich znajdowat sig¢ obiekt w chwili rozpoczgcia o'bser-

wacji pod wymuszeniem P,

Do poprzednich dwéch wiasnosci relacji k] dolgczymy trzecig:
jes1i (P, 2)eR oraz B,€/M jest taki, ze PxP, € DomR,

to istnieje Z,_e:&(?,) - taki, ze ZxZ,eQ?(PxE), gdzie

dla dowolnego P'eDomR:

R(P)={zeX: (P.2)eR .

x/ Jesli 'P:[p,d,]-b?, to durP:z=d . Identycznie okreélamy dur 2,
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Ta trzecia wiasnosé¢ ma obrazowaé nastepujaca sytuacjes Jjesli ‘
wymuszenie 34 jest kontynuacjg wymuszenia P oraz Z jest reak-
cjg na wymuszenie P, to istnieje Z, bedacy reakcja ha wymusze-
nie ?1 takie, 2e kompozycja Z»Z, Jjest zXozona reakcj-a,
jedna z mozliwychyna kompozycje wymuszed P x PieDgmR,

¥ warunku tym nie mozemy wstawia¢ w miejsce "istnieje 24&?(‘2)'
zdania: "dla kazdego Z,6 R(B,) ", gdyz warunek (P.Z)eR oznacza,
ze w chwili rozpoczecia wymuszenia P obiekt by w okredlonym
stanie skoro zareagowal Ww sposé6b Z, !

Uzycie terminu "okreslony stan" nie jest zbyt dcisie, gdyz
jeszeze i w tym przypadku jest mozliwe, ze istnieje wigecej =
réznych od Zf-reakcji, ktére skomponowane 2z reakcjg Z stworzg
zlozong reakcj¢ na wymuszenie T*?ﬂ_; w symbolach
VZae@&)i Z,+ Z, takie, ze TxZ,e R(PxPy)

W takiej sytuacji mozna powiedzieé, ze proces P nie jest
charakterystyczny dla stanéw, w ktérym obiekt sig¢ znajdowai,
tzn, proces P byt czesSciowo pasywny, nie wigczyt wszystkich
"mechanizméw" termo-mechanicznyche. Nie mozna tego powiedzieé
0 procesie ?1. , &dyz jego dziakanie pozwolito stwierdzié, ze
stany poczatkowe przed procesem P byly rdzne, skoro wymuszenie

P ?1 doprowadzilo do dwéch réznych reakcji Y-uzdor'az
Z = Zz w2

Oczywiscie nalezy byé W tym stwierdzeniu ostroznys gdyz
dotychczasowe oi)sex‘waejg nie wykluczaja, Ze istnieje wymusze-
nie ?2_ takie, ze 'Ea?ii?aebvm? oraz dwie reakcje 23)25?(2‘)
takie, 2e Z*ZLXZ; oraz Z*‘Zﬁ‘Zq sg w relacji z
=Py %P, i dodatkowo X, # 23 .

To rozumowanie prowadzi nas do konkluzji, ze z punktu widze-
nia wyboru przestrzeni: standw najbardziej wartosciowe sg takie
obserwacje (?, Z)e? . ktére speiniajg nastepujacy warunek

(14'2) : A Px P.e Dewm R /\ { (‘E&P,,'Z*YJEQ A (?"?ixz*zz)@}

?L&D“""‘ﬂ 21,71&1(?1) = Z" =Z,.
Jesli obserwacja (?,Z) speinia warunek (14.2) , to powiemy
o niej, %ze rozroznia stan;\vtedy w miejsce ('P,Z) bedziemy
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pisaé {_’P Z}

Sens tego okreélenia przybliza nastepujqce rozumowanie: gdyby
(? Z) byio obserwacja,,spemiajgcq (14.2) i dokonang na obiek=-
.cie bedacym w dwdch réznych stanach, to istnialoby takie wymusze-
nie 'P,‘ » %e ziozona reakcja na 'Ex?i nie bytaby Jednoznaezns
to Jest Jjednak sprzeczne Zz warunkiem (14, 2) 5 ergo - pare¢ {'E Z}

- mozna utozsamié ze stanem, . :
Jesli . przez Qu' oznaczymy zbior obserwacji rozrézma.mcych
; st.any tm. g =

ﬂw .—{(’Y E\eﬂ (’Pz)speknia \varunek (14. 2)}5.0
- wtedy wyhdr przestrzeni stanéw jest niczym innym Jak okresleniem
_gbioru 3, 4 oraz morfizmu U: Ru>Zy . :

Jest oczywiste, e 'u, "nie moze byé roZnowartosciowe, gdyz
wlasnoéé rozrdzniania stanu zachowuje SiQ przy kompozycji, tzn,.

e
ARy R )R 7

Nastepujace wlasnosei sa naturalne dla morfizmu tL wyznaczja~
cego przestrzeﬁ stanéw 4

({?&'L 2&74}) u({? Z})Jesli '{? 2} oraz (? 21)

spe lniaxq warunek 14.3) ’

j2+2, > U({2 2 = L({e.22),

¥ 2
! ZS/\ ) {R2)<4 (2,2)=> i{r2)= u({?z})
.{9211 12,7}
warunek 1° jest oczywisty ze wzgledu na (14 3) . V-arunek 2°
stwierdza, Zze ‘morfizm 'u. -jest réznowartosciowy ze wzgledu na
dlugi element pary - obserwacji, przy pierwszym ustalonym,.
Ostatni warunek jest wiasciwie konsekwencjg warunku pierwszego.
Zauwazmy , Ze pierwszy element typowej pary {'P Z} speinia
specjalng role,bedzie to u\vzglednione w definicji przestrzeni
stanéw. Zanim ja podamy przyjmijmy, Ze przestrzenl procesow re-.
akeji jest przestrzenig jednostajna. W zasadzie moglibysny sie¢
zadowolié stabszym warunkiem, ktéry sprowadza sig¢ do 2gdania,
ze dla morfizmu zdefiniowanego na przestrzeni jednostajnej o
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wartodciach w 2 jest mo!ziiwe podanie warunkow. jego JednostaJnoéoiy
badZ ciagiosci w sensie Lipschitza. Jedli wspomniany morfizm ;
jest okreslany tak jak morfizm materialny, to przez jege jedno- °
stajna ciagioéé bedziemy rozumied jednostajng ciggiodé jego
realizacji w umiejscowieniach, Wtedy nie ma zadnych problemdw,
gdyz mamy do. czynienia z podzbiorami przestrzeni metrycznych
(por. Kostdski [i983, p.3])

W dotychczasowych' rozwazaniach konsekwentnie uzywalifmy ter-
minu obiekt, a to z tego wzgledu, ze dgzymy do sformutowania
globalnego opisu konst.ytuty\i'nego. ;

Jak pamig¢tamy cialo sktada sig¢ z podciat, ktdére graly podstawo-
w& role przy wyprowadzéniu lokalnych praw bilansu. Na obecnym
etapie rola podciat nie bgdzie mniejsza, gdyz majac tez na/uwadze
zlokalizowang postaé réwnania ewolucji nie mozemy vpoprzest.aé na
analizie w pezni globalnej, tj. odmszqcy‘ sie do ‘cakego ciala

(por. wyprowadzenia réwnad bilansu w postaci rézniczkowej

Jeéliﬁcﬁjest dowo lnym podcialem,to mozna zawsze okreslié
ga'oraz Jnﬁ jako odpowiednie zbiory proceséw odnoszacych Is'ie
do podciaia A. Rozszerzamy to pojecie do wszystkich obiektéw
globalnych,tj. okreslonych na caiym ‘ciele i wprowadzamy rzut.
(obciecie lub zawetenie) Oj,, , ktére dowolnemu obiektowi global-
nemu(obiektowi okreélonemu dla catego éiala) przyporzadkowuje
ten sam obiekt ale okreslony dla podciata A, Na przykiad,jeéli

P jest procesem wymuszenia dla catego ciaia B to 0;’(?) jest
procesem wymuszenia tylko podciaia A, Nalezy od razu przestrzec
przed sytuacjamiiw ktérych rzut ¢ moze nie komutowaé 2z morfiz-
mami okredélonymi na B. Ma to miejsce wtedy, gdy morfizmy zavleraja
w swoim przepisie definujacym operacje rézniczkowania przestrzen-
nego. Wtedy rzut % bedzie z nimi komutowal, jesli ograniczymy
argumenty rzut do podcial, ktdére s3 otwarte w B,

Po tych uwagach porzadkowych przejdZmy do podstawowej defi-
nicji tego rozdziaiu. : ;

DEF_INICJA 7. Przestrzenia standw ciala B odksztalcalnego z
jego obserwowang relacja R nazwiemy niepusty zbiér ey Ktory
jest przestrzenia Tichonowa (tzn.TB‘.i/z - przestrzeniag topologicz-
nq)..wypos'ammy w nastepujacsg strukture :



o oA e i

S - 107 -

i/ istnieje ciggla surjekcja

N

g: 2~ P, :
4i/ istnieje morfizm materialny R:B->UA o wiasnosciach:

a/-R(A)(S,?):QA"R (3)(5,?) dla kazdego podo}ﬁka AcB { (G,?)&D)MMQ,,
b/ A= Jﬂm-(psz )ZQ’ gdzie Do & U{ﬂlﬂ)*mg:ge?}@w&,, ’
pray Mgi= {ReMi R0)=g} i Xg:= U{0%, O3xy 2: B, XeBY,
¢/ dla kazdego & e 2 oraz kazdego podciata R¢B odwzorowanie
R(A) (s, )zachowuje porzadek,
d/ dla kazdego podciata A oraz 8&@ zbidr {SR(.R)(-,P).:
?em's} jest rodzing funkcji jednostajnie ciagiych, ktéra
oddziela punkty na wréknie § (), ghric M= Mgn pi Dy,
e/ Jedll e, .oraz ("_P,d)e,méﬁ , to istnieje 6'¢Z
takie, ze §(6')=Pld) i dla kazdego f)'e Jn‘f(d) zachodzi
. SMLR (A) (6,2%P)= R(A)(sHT') , AeS2UB),
gdzie py=dur® | Pa= dur B2 2, '

£/ jedliPe »/nsn' Dow® | to R (ﬁ)(gl@,?b%glg dla kazdego AcS
=2 I\ NN Rise )= RAED)A (2. RBP)e Ry} =>es

(G a, P
ﬁarunek’zo)acxk’owi ej regularnos$ci stawiamy przestrzeni 2, zapev=

‘nia, %e jest przestrzenig jednostajna. Waruhek i/ oraz czesé

warunku e/ zabiezpieczaja, Ze w stanie zawsze jest zawarta peina
informacja o chwilowej wartosci wymuszenia, Morfizm materialny
ﬁ petni podstawowg rolg. Gstatnie dwa warunki wraz z c./ zabe z-
pieczajg, ze morfizm materialny jest zgodny z relacja R oraz
podzbiorem 523 obserwacji rozrézniajacych stany, Warunek d/
odpowiada koncepcji stanu scharakteryzowane 20 zaleznosciag ,(14.2) .
warunki regularnosci, jak wspomnielismy mog3a byé zastapione
bardziej naturalnym, w obecnym wywodzie, zadaniem ciagtodel w
sensie Lipschitza, Przyjeta tu jednostajna ciggiodéé jest wzoro=-
wana na pracy Nolla [1972] .

Varunek e/ formuiuje wiasnosé ewolucji standéw wzdiuz procesodw.
wymuszania, tzn, wychodzgc z jednego stanu 6 proceseu P, ‘docho=
dzimy do jednoznacznie wyznaczonego stanu 0", na koncu tego'

procesu,
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Poréwnujac obecns defincje . przestrzeni standéw oraz morfizmu

"R z poprzednimi (por.Perzyna i Kosisski [1973] , KosixiskiES'IC,

193{L°stwierdzamy, ze obok podstawowej roznicy wynikajacej ze
sformutowania nielokalnego istniejg jeszcze 1inne, NéleZy do niej
warunek d/. We wspomnianych wyzej pracach przyjmowalismy, ze -
morfizm ﬂR(a,P)Jest bijektywny, co prowadzito do bardzo ograni-
czonej klasy modeli materiatéw (por. Frischmuth [}982]) ‘

Przedstawiona struktura standéw ma jeszcze kilka charakterys-
tycznych wiasnosci, na ktére chcemy zwréeiéd uwage. Zbidr ;Zib
okreélany przez operator stanu u:.ﬂw-)zu jest podzbiorem 2 )
gdyz wartosdé morfizmu materialnego MR dla kazdego podciata A
bedac operatorem okrefSlonym na podzbiorze otwargymZ?xdn, musi
zawieraé w swoim wykresie relacje R (por. warunek t/) + To oznacza,
ze w ogélnodci operator R(B):Dg—=> X pokrywa sobg szersza
klase par - obserwacji- (?,Z) niz te, umieszczone w katalogu, Jest
to zrozumiale z tego powodu, Ze prowadzgc proces modelowania
konstytutywnego nie tylko odtwarzamy, przy pomocy}ﬂi s zaobser-
wowane procesy lecz przewidujemy nowe. Niestety w og6lnoéci nie
mozemy twierdzié, %e uda sig zbudowaé operator R taki, ktéry
poda reakcj¢ na wszystkie dowolne i dopuszczone W rizycé procesy
wymus zeti, A ? v

W tym miejscu poJawié sie to co nazwiemy defektem niepeinej
rozréznialnosci przestrzeni stanéw, Sformutujemy go nastgpujgco:

istnieja stany hierozrdznialne w trakcie obserwacji fizycz-

. nej.

Hipotezg te sprébujemy poprzeé pewn&m’ rozumowaniem, Po pierwsze
nie mozemy wykluczyé, ze w katalogu obserwacji brakuje pewnych
procesdw wymuszed i zwigzanych z nimi-procesdéw reakcji, skoro
na samym poczatku rozwazanh ograniczylismy sig¢ do klasy procesoéw
ciggiych, To oznacza, ze ugywajac tylko procesdéw z rodziny JI i
superpnujac Je_z procesami wystepujgcymi w obserwacjach rozréz—
niajacych stany (por. klase.’{u)nie stwierdzimy, Ze sfany sg rozne.

Skoro nie mozemy ich odréznié wykonujgc procesy 2z klasym ,.
to zastosujemy formalnie procedurg (14.2) poszerzajge tym samym
katalog eksperymentéw, tzn. poszerzajac relacje R, Ale wtedy
bedziemy zmuszeni wykonaé wszvstkie testy (eksperymenty = wymusze=
nia),jakle sg dopuszczone przez fizyke i pomierzyé sprzezone z
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pimi reakcje. Zaktadajac, co jest nierealne, ze »dokonaliémy
tego, otrzymamy peien graf nowej 1 maksymalne] 'relacjiﬂm
Lecz w takim wypadku traci sens samo modelowanie konstytutywe
ne, jest ono nam nie potrzebne, bo posiadajac ﬂm mamy
katalog wszystkich dopuszczonych przez fizyke testow wymus zen
i sprzezonych z nimi__reak"oji. Nic nowego poza obserwac,jami w

ﬂzm nie moze sie zdarzyé, nie u;usigy* tworzyé morfizmdw
materialnych ‘aby co—kolwiek przewidzieé, gdyz .Jes’t nam to nie
potrzebne, ‘ : i 5 5

Powstajé pytanie': co zrobié jesli- przyjmie sig powWy2sz§
hipotez¢ za siuszng ? Czy modelowani_..e ma séns ? OdpowiedZ na
to pytanie daJe~nowe'spoJr'zéni‘e‘na problem niejednoznacznosci

Jeéli juz zdecydowaliémy sie na wybt‘r przestrzeni standw ‘
>, oraz zwigzany = 2 nig morfizematerialny,to Zgdamy aby byl
zgodny 2z dostepnym katalogiem, tis obsérwowanq relacjg w tym
sensie, ze ; ‘ '_ S = -
A LN N\ R = RAEDI> =

5,662 AcB P ;
To znaczy;dla kazdego podciaia A operacja konstytutywna :RM)

jest jednoznaczna, tak jak tego wymagalidmy w Definicji 7, ale

‘jest tak tylko dla par(R,Z) sz dziedziny R(A) , ktéra z

gbéry zawezilismy -~ doktadnie] ‘okresélilidmy~ w trakcie definio-
wania morfizmu R ' ;
Moze sig zdarzyé, %ze dla e.eZ i pewnego procesu ﬂem B
ktéry ~hoé nie jest w dziedzinie operatora R(A) jest mozlive
ﬁyznacmenie dla niego wartoédi operatora, na przykitad w przejé-
ciu granicznym prazy Tn,"?,,ale wartodé ta zalezy ovd.wyboru'
cia,gu{!.\,} + Tym samym o trzymamy nie jednoznacznos$é reakcji
na bodziec ?, « Z punktu widzenia dotychczasowej analizy
prowadzonej w p, 12 i 14 bedzie to oznaczaio, ze stany podciaia
A w chwili rozpoczgcia procesu ?o byty rdzne, Lecz zgodnie
z zarozeniem wyszligmy z okreslonego stanu G.&2 . Jak wige
mamy interpretowaé zaistniatg sytuacje ? OdpowiedZ jest' prosta:s
to co uwazalismy za stan nim nie jest, wielkoéé 6,  jest
noénikiem tylko czg¢sei informacji o stanie, Brak peinej infor=-
macji sprawilo, Ze utozsamiligmy "prawdziwe stany” wprowadzajac
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na ich okreglenie jedno 6, . Efektem tego bylo obciecie
przestrzeniZi operatora konstytutywnego na niej okredjonego.
Rozwiazanie tego problemu powinno polegaé na znalezieniu
dodatkowych warunkoéw ujednoznaczhiajacych opis reakcji, a moz-
na to uzyskaé badZ przez poszerzenie dziedziny operatora ﬂ?LR)'
tak w pierwszym (Z) jak i drugim argumencie(‘arng) . Rozsze-
rzegnie w pierwszym argumencie oznacza wyznaczenie zbioruAZR“q‘

oraz relacji réwnowaznosci dziatajacej w tym zbiorze,dla ktérego
zbidér :S jest przestrzenig ilorazowa. Wtedy‘zbi6r anulx bedzie

mozna nazwaé przestrzenia prawdziwych standwe.
‘Rozszerzenie dziedziny w drugim argumencie moze oznaczaé)
na'przykiad)dopuszczenie do rozwaZaniach proceséw o0 mniejszej

regularnoéci. W obu przypadkach bedzie si¢ to wigzalo z potrzeba
dodefiniowania operatora ‘R(A) na elementach spoza jego pierwot-

. nej dziedziny.

Przyktaddow sytuacji,w ktérych poszerzenie zbioru procesdéw
(czytaj-rozwiqzaﬁ) stworzyta potrzeba dodefiniowania opera-
toréw relacji konstytutywnych dostarczaja wszelkie zjawiska 2z
osobliwosciami,a w szczegélnodci teoria siabych rozwigzad
probleméw poczatkowo brzegowych w dyuamice oérodkéw ciggiych,.
Zajmiemy sie jej elementami w ostatnim rozdziale, a wigc tutaj
wymienimy tylko warunek entropowy Laxa - Olejnik dla fal ude=-
rzeniowych, warunek Krufkowa-Laxa dopuszczalnogci rozwiazan
stabych uklgg%éxygﬁy#giandce rozwigzan probleméw z lepkoscig.

_Z metodologicznego punktu widzenia dziakalnoéé taka nie ha
koﬂca,_ale jest ‘nadzieja, ze za kazdym razem posuwamy sig
nieco dalej w modelowaniu konstytutywnym,prZyblizanc sie do
idealnego modelu przestrzeni stanéw,morfizmu materialnego i
operatoréw konstytutywnych.

Wazna konsekwencja brzyJetydh wiasnosci w Detinicji przes=-
trzeni standw jest istnienie morfizmu materialnego rzadzacego
ewolucja standéw wzdiuz proceséw, Pomocny w tym jest ogdlny
fakt z teorii systemdéw uzyskany przez Mésarovi%a i Ta-kaharg.
[1975, tw. 2.1, T. g@] , ktéry w zastosowaniu do warunku ii/
Definicji 7 daje nastepujgcy rezultat, ’ .

SPOSTRZEZENIE 10, Istnieje operator ewolueji €:Dp=>Z
gazie Tp=Dowm R(B) taki, ze dla kazdej pary (S)Y)G'DQ
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oraz 'E‘GJYL takiego, Ze ‘P*P’eprm% , zachodzg nastgpujace
- warunki , dla kazdego podciata AcB S

| 3(6(5>?))=?(f1)’
(1402) Sp@ma(%?*?): Ra(8(5:2),2), :

A ¢ (5,2)=6 E(sBxP)=¢(¢ 69.2),

gdzie pu=dur P, a-,:dma)_"ﬂ)oraz dla ulatwienia zapisu w miejsce
m(&f , ReXAB) piszeny Rﬁ:'DQ»Q’R~Z.' Ponadto dla kazdego

\ ?ep’m’Dg odwzorowanie 6( 0,2)! ZQ{;;) Z?(yq)'wdu.?:&)j“t

jednostajnie ciagie au

warunki jakie morfizm e speinia oznaczaja, ze jest on
zgodny z gidéwnym morfizmem R . Jest ponadto tranzytywny
(por.ost.atnia rownogé ),co tIumaczy Jegq oryginalna naz_we( poTa.
Mesarovid i Takahara [1975])- .f.unkcjavprzejécia dla standéw "
" Jednostajna ciagtodéd uzyskalismy dzigki nastepujacemu fakto-
wi z teorii przestrzeni jednostajnych (por. Isbell [1964]) H
Odwzorowanie %: 'U"’g (g) 2z przestrzeni jednostajnej 'U‘ we
wi 6kno gv'(g) jest jednostajnie ciagte wtedy i tylko wtedy,
gdy odwzorowania 'R\R. (ﬁ, (-),Y‘):'U-)%Z sg jednostajnie ciggie
“dla wszystkich Pe -msn “D&L&cﬁ;, v :
Jedli wykorzystamy {12.4 )’2 i wstawimy. V= g"(?[o)) oraz
&= e(-,?.) , to uzyskamy.powyzszy rezultat, '
‘Jednostajna ciggtoéé morfizmu @ ~ jest warurkiem
odmiennym od cigglosci w sensie Lipschitza dowolnej realizacji
'e‘.x’:i(ba)éi(;)morﬁzmu 3 . Oba warunki regularnosci nie sa
wystarczajace do analizy,jaks mamy zamiar przeprowadziévw =
nastepnej czesci rozdziaiu, lecz ze wzgledu na dotychczasowe
potrzeby modelowania konstytutywnego wydaja sig byé zadaniami
mix_umalnymi. W szczegblnosci w lokalnej teorii rozwijanej przei
Nolla [1972] topologia przestrzeni standéw Z'=U{H‘[g)§ ge@}
zostata wprowadzona jako suma topologii widkien %"[g). induko-
wana przez tzw, naturalng strukturg jednostajna tych widkien,
‘Naturalna struktura. jednostajna na g- widknie 5.1(3 zostala
zdefiniowana jako najsiabsza jednostajno€c, przy ktérej

x/ Ang. state transition function s
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odwzorowania

fl?x( o5 (g)=F

sa jednostajnie ciagie dla wszyscklch PeM . Tutaj wskaz-
nik ¥ oznacza koncowq wartosé reakcji wyznaczonej przez lokal=- %
ny operator konstytutywny 'Ry typowej czastki Xe B .

Jak widaé stad jest pewna odmiennosé w podejéciu'do przes- -
trzeni :Z topologia jest przeniesiona pray pomocy operatora
konstytutywnego ze zbioru reakeji f « Niestety w takim
pode jéciu trafiajg sieg bardzo niepokojace wiasnosci, W szczegbl=
nosci okazuje sig, Ze topologia przestrzeni staqéw materiaiu :
spfetyetego'jest dyskretna i trudno sobie wtedyﬂwyohrazié
jakakolwiek dyskusje stabilnosci materialnej« 3 i

Odmienne podejscie,tez w przypadku teorii lokalnej,zapro-
ponowal Frischmuth [1982] ‘ ktéry zmatozyl, Ze topologia przes-
trzeni stanéwngest topologiag iloczynu kartezjanskiego dw6oh
przestrzeni SC oraz ‘9 . gdzie gc%m (7;(,9"), zaéq(

jest tzw, przestrzeniq metody przygotowanla( 'Perzyna [197 1])
15. Wyprowadzeniq' rt’mnania ewoluc,ji‘

Przedstawiona defin1cja stanéq)wrazzjej konsekwench w
postaci morflzmu,e, reprezentuje tzw, . podejécie runkcjonalne,
ktore oznacza, e jeéli znamy poczgtkowy stan G¢ oraz proces
'P zaczynajacy si¢ w stanie, to dla dowolnego podciata AcB.
mo zemy wyznaczyé stan na koincu procesu, Rownolegle mozemy -
wyznaczyé caly proces reakcjiodpowiadajacy parze (Bb,fﬂ

W czesto stosowanym w fizyce podejsciu zainteresowanie nasze
idzie w innym kierunku tj. w stronq‘rdwhaﬁ ewolucyjnych, ktére
wigza chwilowq zmiane stanu z samym stanem i ewentualnie pro-
cesein, 2 ; ;
Celem. tego punktu jest wyprowadzenie w obeenej strukturze,
réwnania ewolucji, ktéremu odpowiada operator ewolucji e, .
W ten sposdéb zamkniemy w jednolita catos$¢ uniwersalne rdéwnania
bilansu dla osrodka, ktére juz posiadaja postaé rdwnan ewolueji,
2 réwnaniami ewolucji dla materialu osrocka.

Aby to wykonaé¢ potrzebne sg nam dodatkowe zalozenia.
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. Zelozenie A, Przestrzen stanéw jest rozmaitoscig rézniczkowal-
ng modelowang na pewnej przestrzeni Banacha ':Bs .
Mozna uniknaé tego za_lo'z'.enia i przeprowadzaé¢ wyprowadzenia
w pewnym umiejscowieniu acet , W ktérym ze wzgledu na zalo-
zenia o morfizZmie 'ma.terialnym_ obraz przestrzeni Z Jest
podzbiorem przestrzéﬁ?‘i‘,{ﬂahacha‘{‘" SE bl \

W dalsze] cz¢dci czgsto: bedzihny' ' isaé TH ;
{asaa) i =

jes1i me My U re[v,d]=Dmminie bedzieny tez robié rozréz-
nienia miedzy - m(r) a - F?(m(r))ﬂﬂﬂ), gdy m=(2,d) .
Dla dowolnego punktu m rozmaitosci J okreslmy kategorig
( poriKosidski [1083]). .

‘(15'2) ' g;n::{z’ 23 ,‘m""(zg,'zg;); ‘m"r(ZS)Z)D 8’39?;59‘3'"-},

gazieRagm 1= { P(s)e P; seDommiesli m=(2,8)} , tak ze
T, Zbiér morfizméw MZS,,ZQ&) jest niepusty jesli
proces,li;' os}iqgnieiwartos’é 33, ‘nie wezesniej niz g, .

e 410 4P Zo=§ o)

‘T2 : Dla dowo]:nego 9, s‘gﬁngm‘_nastepujqcy ‘zwigzek jest praw-
Y dziwy . L ; 2 ;

3 (15'3) : _ MLZ%)ZSDCM(IS)Z)'

T, D.a dowolnego 94e Ragm.  zbidr cmof(fs,S)' jest roz-

maitoscig rdzniczkowalna modelowang na przestrzeni

F Banacha BD'(%,) 23,;) operatoréw z podzbioru »@#;'Bsréz;
niczkowalnych w sensie Frecheta o ograniczonych pochod-
nycthrzestrze_hib ms -w.te p'rzest.rzex’z. :

Przypomnijmy, %e Biruktura rozmaitoéei rdzniczkowalnej

na \Mur(fg,i),jest konstruowana przez wzigcie atlasu klasy C1

na \MOT(ZS,Z),jako rodziny map {(eft) Ti)s tezviér indekséw},

speaniajgcych nastgpujace warunki

i i e < B R et s SR A R

m %/ Jesli MeEDM , to wstawiamy Domw =0,
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D Kazde ¢£i jest podzbiorem zbioru JnOT'(zg,Z) i wszystkie
{.Ct} pokrywaja ;M(zf(zg,Z). :
Kazde '1’1 Jjest zagzeniem do -Ci kowariantnege funktora

okreslonego na Jpy , tzn. T;_=C'T;_ ,"'T';_) odwzorowuje
pod—kategorie {ZQ,Z, a{;i na podkategorie kategorii

{%.BQ,BD(%BX‘“' ze
D Przyporzadkowanie obiektowe °'l"i :Zg-%cgsjest hon:’eo..
morfizmem klasy ‘C.‘1 i dla kazdego ‘Y’ﬁﬂei odwzorowanie 'T:._
przyporzadkowunje homeomorficznie obrazowi 'F(ZS) pod-
° ‘
zbidr Ti(‘g(zg))c_:as .
Przyporza,dkowanieX/ tTiﬁqfx,“’BD(Qs, Bsz jest baijekcja
z £} na pewien podzbiér otwarty T CBD{@g,Bs) :
takie, ze '“T‘;'(_idz )= y oraz dla kazdego i,j- zbidr
T, (,{Lno(,é) jest otwarty w BD(@S, Be).
D, - Jesli (oCJ,'T'J) jest %nna‘ mapa z funktorem rrj,(oqs)oqz)’
ovaaie T PPN 17 .Y L
to odwzorowanie q;ot‘f',_) ,1']1(0[‘0 J)-’_ q;(‘(anJ)
jest homeomorfizmem klasy C~. a s

= e T -
Biorac rozdzielna sume kategorii U{%E IMGM}== ) Nn)
=

otrzymamy wigzke kategorii (f(./ﬁ))]‘[) M) z naturalnym
rzutem #: %I‘th)—a \M :

Zauwazmy, 2e w powyzszym okresleniwu nie przy:jeiiémy aks joma~-
tu o jednoznacznosci dziedziny i kodziedziny morfizméw w kate—
gorii, gdyz wszystkie zbiory E sg tego sémego typu( por,
komentarz u Semadeniego i Wiwegera [1978 ’ s.46].V punkcie
dotyczacym regularnosci atlasu nad st'(zs)Z) przestrzen
Eanacha BC D(JDS‘BS) operatoréw rézniczkowalnych ciggle w

sensie Frecheta z ograniczonymi ppchodnymi,bylaby bardziej

odpowiednia, tym bardziej, ze QCDG'DS,:Bﬁ)Cg D(@S).Bs)
(por.;mrtin [1975 , s.87]) :

Nastgpnym' krok:em jest rozpatrzenie w kazdym punkcie m
rozmaitogei i odwrotnego systemu odwzorowan (por.Isbell [196‘9)

Lis.a‘) I 1= {_Z,,-, -??': : q)treDﬂ’Wlm},

x/ ang.morphism function,



gdzie' jednostajnie ciagke odwzorowania skaczace x/ 8§ okreslo=

ne przez operator ewolch’i e nastgpujaco:

e q"r' Loy
(15.7) ; ‘?m 9(5)'“‘[_4- q]\ celr;
gdzie MD"’ ‘(S‘r q'— ))Jesli ms(? d.) Ostr-tq,éd i S'rq,
zostato okreslone wzorem (13.4) . Ze wzgledu na wiasnosci

morfizmu e funkcje f spe:niajg zaleznoéci wymagane od
odwzorowar skaczacych

(15.8) . f'::s_idz” ) -f",:: -F:,‘:=¥H Mo 04 pescq.

Zauwazmy, Ze podprzedmalenmclR* jest tutaj traktowany

jako zbidr sk1growany przez relacje ,)— L . Ponadto dla
odwzorowan ﬁ\ mamy nastgpujace wiasnosci
8 ’
i .}%& QV)'T'GDUMM,M\GM oraz q&T s to
¥ pqT -T)0
(15.9) f?,;“= f’(& ) ;
E’Yu‘ﬂ

i, Dla dowolnych dwolnych dwéch procesdw 'W‘aéﬂd., oraz 'm&e.ﬂd
takich , ze ”“1.(‘11.)=W‘.z,(0) i kedg< pedtdy zachodzi

{t5.10) g(@-’di)o ‘rdzk
: M\‘*m,’ omyq
Wiasnosé I jest konsekwencja definicji segmentu procesu,
natomiast wkasnosc II jest inaczej zapisana relacja (14. 4) -
Jeéli weZmiemy rozdzielns sume systemdw odwrotnych
U{’}',m_ m e }:,q{m , to przy naturalnym rzucie 'I; ?(Jtl)-).M
struktura L‘:ﬂff\ )'W:;, moze byé nazwana wigzka systemdw
odwrotnych odwzorowan. Naszvm nastepnym zaiozeniem jest
ZatozenieB, Wiazka T(NM) jest sub-wiagzkg wigzki f(./h)
P"}ZTV'-W §I'ar( S
auwazmy, ze dla dowolnego ﬂMeJYL zZbiodr nici systemu
odwrotnego ‘TM )tj. granica systemu qdwrotnego L&_m-‘g—wnove» byé

x/ Ang. bounding map, por.ingelking [1976],
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bijektywnie odwzorowana na zbior Wszystkich podniesiexi procesu
n do 2 pod dzialaniem operatora ewolucji e. %

Ostatnia potrzebng do analizy wigzka okreélimy. punktowo dla’
dowo lnego !ma\Mv +jako podkategorieg

{zo f se:Dmum,}
kategorii {ZM“’,E WW)Z)}&e wzgledu na (15 3)

ostatnie zalozenie) Zauwazmy, %Ze WA € T ¢ , Biorac rozdziel-
ng sume U{ﬂ.‘.fﬂ } formu~jemy wiazke (.R{.ﬁ),'t ,ﬁ zwanq wiazka
nici, éeet ona aubwiaqu wiqaek Jﬁ) oraz Wm » Prazy

Iﬁ':tow e%

sazeni w odpowiednie obiakty przystepujemy do gxbwnego
etapu wyprowadzenia, ktérego celem jest odnalezienie infini-
tezymalnych t.Woercyoh przeksztakcen skaczacych, :

Przez krzywag w kategorii{z-’, > X M@’s#rozumieny odwzorowa-
nie E })J&.—(IQ,Z)klasy ¢t » gdzie g,c Rt jest podprze-
dziatem .

Wezmy nié (dokladniqj - -krzywq, nicio-ppdobnq)é:']jj‘—;m
klasy cl przechodzaca przez punkt meM" dla S=d,ten, GH')’M’
gdzie d jest prawym koicem przedziaiu J. .

Niech 2 bedzie gigciem wiazki g mad M

fso1) R M —>AR) , TgoA=idy
'danym przez : »
5.12) &)= frm e Aprieiss an's M,

h ¢ - 2 s
Jest widoczne, Ze gig¢cie 45 jest generowane przez operator
ewolucji 3 skoro Q5.12))ze wzgledu na (15 7))mozma zapisacé
w postaci

543) R Ve 0.

(15.13) _/:(m)()-e(-)m)._ i 2
Rozpatrzmy ziozenie- —)MM) ktére jest podnie-

sieniem krzywej )5 do ﬂ(ﬁ) , gdyz ]tﬁ(’?"’b')‘b'
SPOSTRZEZENIE 11, Zawezenie odwzorowan:.a693 do przedziatu.J
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jest krzywg w podkategorii «A,m, . 6 2
Dowéd. Z tego, Ze d jest prawym koricem przedziatu J oraz z (13,3),
1 (13.6), many ()= gtdpala te 7 ; stad ze wzgledu na
{15.12) otraymujemy :
e o L
Alx®)=5_,.=
D= Ty = tgea,, Aty ._
Analizujac ;wl‘aanoéér :Ii- i wstawiajao tl,-f orazr =0w (15.9) ,
ostatnia relacja moze byé -zastgpiona \nas§epujqcym ciggiem roéwnos-
&l s ; L iy

: & = ;
gdyz 5*‘m=mwdd1a telo,d] . Skoro t byo dowolne z prze-
dziaiu J, otrzymujemy wymagany rezultat.

Aby sformulowaé wazny wniosek skorzystajmy 2z uzywanego W p.
13 jednopunktowego odwzorowanié &'. Jﬂ,-)? okreélonego przez
Solm)=m(0) , dla dowolnego medl .

WNIOSEK, Dla kazdego ge? _obraz widkna do (3) pod dziata-
niem cigcia B jest w '“"'(75:3": :

: Abyﬁyznaczy,é/waktor b'tyozny do krzywe]j w M(Z$2bedq~
cej podn‘iesienieﬁ krzywej- 5'- ,.wynaga;ie_sq wtasnoéci réznicz-
kowalnosci cigcia 3 : . Zaxmaimy, ze cigcie 2 - jest naturalne
-zdefiniowane na zbiorze M, ktéry nie jest otwarty w M . stad
ponizsze zatozenie, el R
g“gzgnie‘c, Dla kazdego gc—? zawesenie cigcia A do mt =
t,ﬁaktowane Jako morfizm miedzy rozmaitodciami qm:' iJHor(Z ’Z) >
jest klasy et : ; ; <4

Dla dowolnego 3&9 rozpatrzmy zbtidr #'le)':z ¥(O}n5, {g),
gdzie *(0) jest ZdZblem nad zerem por.p.is) »Wtedy elemen—
tami zbioru o (0) sa kieki procesdéw z M', ktérych wartoé-
ei poczatkowe s% identyczne i réwne g .. Jeéli L jest takim
- kieikiem rozpatrzamy nié pi '1'-) M  przechpdzdea przez
' myet-n Md ws=d . Wtedy pod dziaianiem cigcia A w ﬁ(m)
mamy podniesienie 396 » Dzigki Spostrzezeniu 11 mozemy

zdefiniowaé krzywg P: 'J-) JM’[Z' ,Z):: Ys’ poprzez
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pgz 39 . Jak poprzednio przyjmujemy, zZe d‘ Jest prawym

, /
koiicem przedziaiu gcg « Wyznaczmy wektor styczny do Kkrzvwej

P‘ -&e’}c R‘; o trzymamy

(5.15) - ﬁ pB=Aex e_i_%éﬂ,

gdzie 2,:7({?[0-)?{@3(&“ odwzorowaniem stycznym, Jesli weZ-

miemy inne M,‘e{ ﬂJﬂd, 9 wtedy zgomikxldie z deki“‘i‘nich kietka
istnieJeO“(‘.wu'n(d,,d.,) takie, ze S'%m=5"""m , Skoro
5({): gtdy, dla 04t ¢d  wiec '

(15.1¢) B({); S*d'm_ S“'rm., A iefa;f‘].

Rozpatrzmy teraz przypadek gdy 3=[0 ,d-] i sprébujmyx'/
wyznaczy¢ wektor styczny do [} w-t = 0, Lecz zgodnie z okresle=-
niem nicio-podobnych krzywych na M, poczgtek nici ¥ wypada
wtedy w punkcie brzegu 9\”[ ‘e Choé w puniktach zbioru.moe-gd—b
cigcie jéat naturalnie zdefiniowane jako morfizm iient.ycznoéciowy)
jego pochodna tj, wartosé odwzorowania stynznego S, moze W
ogélnosci nie byé wyznaczona jednoznacznie, gdyz zbidr Jfbm,um*
nie jest otwarty w Jﬂ,,a tym samym /'S\ moze byé naturalnie zde.
finiowane jako morfizm klasy ¢l tylko na M. Stad w przyje¢tym
Zatozeniu C odwzorowanie 2* ‘Jest zdefiniowane 1 ciagie na

e -t ;
Mad(e) - =

Pocieszajace jest w. pym to, Ze wartosci »S:P,a_) dla t
matych ale rdznych od zera zaleza od procesu S*®my’ poprzez
kietek-L, do ktdérego on nalezy, tzn. kazde dwa procesy m oraz
o, nalezaﬁe do L ’tj. s‘pe&niaja.ce (15.16),\vyznaczajq t¢ samg
wartosé 6*8 4) 9 dla 0<t<k , Konsekwentnie, je$li "granicz-
na warvosé" f’*l{(ﬁi istnieje, dla t-:) 0, to w ogdlnosci
bgdzie to wielowartosciowy operator 4*& y tje. podzbiér linio_

wyeh morfizméw Lin (T %(G(Q)' zaleany od kietkafc S;'Mo)

J(o)?
X/ Zauwazmy, ze pr%vod}=[ ;d-] krzywa ¥ zaczyna sig w
punkcie Xx(6)=mS°"am , ktdéry jest procesem m(o)
0 trwaniu zero, [e]
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a poszukiwane wyrazenie przyjmie povstaé
dp(O:2,, dxid
(15.17) =2 €hxy P padisl

Ta relacja rzadzi pocza’tkowq ewo'lucje, w podkategoi‘ii Y3
w punkcie '\.51 « Poczatkowa predkosé jest dana w funkcji
poczatkowej predkosci db'%{. procesu m ( por, rzut '3[0 w p.}-’.!).
PrzejdZmy do ewolucji w przestrzeni standw, Dla & ¢ Zgﬁ'é '{9
okreélmy krzywa &5.&.2 jako podniesienie Krazywej b’) przez

| (15.18) . @F:‘}—)Z ; @‘(-l:) o _f;ome-e ‘3‘1((\« Cf)),

Aby ‘byé w zgodzie z wymogami gcisiofei i mée wykorzystaé
dotychczasowe wyniki relacja (15.18) powinna byé dana przy
uzyciu ciecia 4'5 i dwupunktowego odwzorowania E,

W tym celu okredlmy kompozydje

(15.19) Ee (/IS\ PRT A )l \m+n 5.;‘(%) X {6}—9 - przez
Bo(A xid) (m,6)= E[£('),5)= 2 (w')(6)

; -1
‘dla dowolnego m'aJﬂ*n 89 ‘(g). Zbidér {6} jest lokalnie

zwartg przestrzenig Hausdorffa (_i zero-vwymiarowg rozmait.oécia,)
natomiast /’S Jjest ciggle, stad twierdzenie ¢ eksponecjalnej
odpowiedniosci &por.Spanier [_1966]) daje cigglosé odwzorowania

; ’2‘.:E°(2"w-{e}) dla kazdego © ., Tym samym ziozenie

‘p‘t': 2966-:3:’72 s Pray 66(‘&%:(6'(&)) G)GIM‘{G}
jest ciagle. W tym miejscu potrzebne jednak jest nam ciggia
rézniczkowalnosé s + Problem ten bedzie rozwigzany jesli
dwu-punktowe odwzorowanie E:.Mnr(‘z-g,Z)X23—>Z bedzie klasy Ci.
W rzeczywistosci wystarcza dla naszych celéw giadkosé E(-,s‘)
¢ Mor(Z, )Z)-)Z, dla ustalonego & . Oznaczay,jesli istnieje,
przez 3(;) ¢3S, zbibr tych stanéw, dla ktérych E(*,6)
Jest klasy 01 i nazwijmy go dziedzina infinitezymalnej tworzgcej
uktadu ewolucyjnego przestrzeni stanéw w punkcie. 3, .
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4by méc postapié dalej zrdbmy nastepne
Zatozenie D. Dla kazdego 3&? Zbiér 2 CZ) Jest: otwarty

i niepusty.
. Przyjmujac oznaczenie Eg(/m)" E(m 5') ¥ Wartoéé odwzorow

wania stycznego 2*- (E o(j X d{‘}))* EE 4*w punkcie @u, 6) .

bedzie dane przez

At(m,c) Eﬁ‘*%(m) 4,,‘“ ¢ Do T vﬂ)-—-)
gdzie g_,(Ys) _) 3-(2) Loy

Dla wektora stycmsgo do Pa’ otrzymujemy

(15.20) . 2 P€m — Es*é(str)) ’S*v _%f)

Przeohodzqc do poczqtku krzywej ; osi amy w! argumeneie
cigeia A punkt &(0) lezacy na brzegu 3%' ‘rozmaitodci Jn,

@ tym samym,w mysl relacji (15 17),wielowartoéciowy operator 4,2
oraz- zwigzek

(15.21) gﬁ- P;(O) & Ee‘gw)g*{’ MA i

gdzie jak poprzednio m= x[d)ef E}"@ Tuta:j prawa atrona: jest
podzbiorem wiazki stycznej [Z) s zdyz E{A(g[o)), e')alds
Uzyskany wyniki rzadzi tylko poczatkowg ewolucjg stanu. Aby
sirzymaé réwnanie rzadzgce ewoluc;jq stanu w dowolnej chwili t
wvkorgzystajmy wiasnosci (15 8) i @5 9) H wtedy ‘uzyskamy

(,'Hh 0 h 0 ‘ffﬂl 'f ho

(.22 [;F({-rk)_ A)s'; m’ s.- o

ile OL{ Stth sd, E'ﬁ% l%) i MGSQ (9) Mi. ..stav'nv
Btzro,d_-{]—)\ﬂ\* okreslone przez g, (d- t) =mr, 47" m
jako nowa nié przechodzacg przez m t,d wh=ad-=1,

Wtedy z zaleznodci LS 18) i (15.22) otrzymamy



- 121 -

F f.(t*w*«{m.w)f* o= Aldb) o -
o el

!
{
oy : :
; Biorac po daq w:giedu h i ptuehudm potem z h do zera
% orzy uiyoig‘ e m}w na {15.(1) nyskujemy

@s.zq _.!!__.,45' E! g 4‘&.&)

sdzie l{*} m mut, % kunp nalesy pmees e,

: stad ' mte byé traktowany jako punkt
m dla mm *{a + Stad jeéli okreéyimy -
‘{t}“’tm dda. ta{ﬁuﬂ ; 0 E(0)=0 1 wtedy
otrzymauy rezuliat (15.24) @ose byé sformuiowany w postacis
T.IEHDZENIE 1, Jedli zateienia 4i-D sq spelnione, to dla dowolnego

e P, gaQ’CI oraz mmet o M, , gdzie ££¥%¥{O}n&@

ewolm;ja atm &1 §) wzdiui procean Jest rzadzo.

iis.ﬁ’ !E_ ﬁfa‘n‘mé* : _§i~{_")l
h=0

% warunkm mhm

«rt#c | £@= |

anamy, e mthﬂ wt.ﬁe prawe strony (15. 25) nie zalezy

WLy 44y % Kielka .I'_(L-) , zdyz
war&oﬁ {‘t / & wﬁ-& jzest taka sayn dla wszystk;ch procesdéw




dla telo0,€[ =z 0<e<d |, zdyz zbidr 93(2) jest otwarty.

Sytuacja opisana twierazeniem przypomina znany fakt 2z teorii
réwnati ewolucji w przestrzeniach Banacha, gdzie pdéxgrupy nielinio-
wych i nierozszerzajgcych operatordéw posiadajg tworzace, Ktorymi
sa wielowartogciowe cperatory dyssypatywne tj. podzbiory iliczynu
kartezjanskiego. ¢ : -

Relacja ((5.25) przyjmie postaé réwnania v pomiZszych awéch
przypadkach § .

i/ istnieje granica kg,f;* w) i Jest taka sama niezaleznie

od wyboru elementu Awnry 44 z kielka »{’_(\‘:) =

ii/ istnieje granica lm 3, i jest taka sama dla kazdego

h>0_« Zﬁi“‘) ~4
elementy Wp, 4 % Sol miBE §o.lg).

Przypadek 11) odpowiada sytuacji,gdy cigcie »’5\ moze byé
gtadko rozszerzone do Ma 8",, w wzdiuz nici, Wtedy granica
odwzorowania stycznego 2* zalezy tylko od 3(-!:) i mozemy, dla
kazdej pary [s,s)e?xz oraz punktu brzegu M-[sh) ,o)eﬂ', takich

ze 655.1(3) okreslié liniowe odwzorowanie

(15.26) A%,szﬂ;(gﬁ) ——}ﬂ; (2) . przez A#:W’g*n)

zwane' infinitezymalng tworzacg ewolucyjnego ukladu przestrzeni
standéw w (3,6) . Przy jego pomocy i przy speklnieniu warunku
ii) Twierdzenie 1 wraz 2z relacja (15.25) przyjmie nastg¢pujaca
postaé’ :

WNIOSEK 1, Jeéli istnieje gladkie rozszerszenie x/ cigeia 2
do punktéw 2z Jﬂ.é , to ewolucja stanu 6’{{)jest rzadzona przez
rownanie

(15.27) %&6&) = A (gw - 6(%)) i&—“l)

z warunkami é(")’ S § (6)= S(V) N ﬁk&»= g&)""‘&),ﬁ'e&a@ ggazie
Belb)=wmp, g b :

X/Rhozumiemy to w ten sposéb: odwzorowanie 2,, posiada graniczne
wartosci na~Jn° , kiedy punkty 2z ¢ Sa osiggane wzdluz nici,
Ponadto te vartosci nie zalezg od nici a jedymie od punktu
z o 5 W ktérym nié jest zaczepiona.

h=0
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(15;28) A:(?xZ)m—-) Lin (T (W), T(2) pray Algs 5): As',g
jest okreslony przez (15.26) - gdzie@ll)xt"{(gﬁ)éyxzs Geg-}g)]

Jie wzgledu na reprezentacje wektora stycznego do rozma;toéei
(por. (13.7)) ostatnie réwnanié moze byé zapisane w bardziej
p_rzejrzystej postaci jak nastepuje

(15.29 dod- Ayt S50 + A, (50, )

gdzie dla kazdego (9’5)5(?x2)# obiekt 6—) dziata
liniowo na prawostronng pochodng d (% » Istnienie czionu Az,

to skutek zaleznodci wartosci odwzorowania A* od trwania procesus
Wyprowadzone réwnanie (15. 29) zostato uzyskane ,Jak sformutowa-
liémy we wniosku i, przy zalozeniu, ze cigcie A (por. (15.14))
jest gradkic na JW’UJL
Rozpatrzmy przypadek 1),bardz1ej ogdélniejszy. Zgodnie z nim
granica um’&ua (& istnieje i jest taka sama dla kaidego procesu
z kiekku £ (t) , Oznaczmy tg¢ granice jak poprzednio przez
3.‘&& + 3 lecz teraz jest to jedno~wartosciowe odwzorowanie
‘T i motemy okreélié dla kazdego €, 6eS2, % (Z)

oraz mﬂ%m{’B)L{fﬁ ”mortizm .
) A, T BR)  T(Zme A, Bogle

Przy Jjego pomocy formulujemy:

WNIOSEE 2. Jeséli odwzorowanie styczne 3, naturalnie zdefinio-
wane i ciaggle na Mt posiada wartosci graniczne na m, s gdy
punkty 2z \m° sg osiggane wzdluz‘ nici i wartosci te rdznig sig
od kietku do kielku bedac stale dla danego kielku; to ewolucja
&(t) wzdzuz procesu e jest rzadzona przez

o ds. (& -
(15.39) %) = A e ), 6(4) _(.) e MG’(O):GG%LZ),



soase  G(6(2)=g(H)=prp(m(t)= mit) 5, )= w, caget U-)‘u
Jest oczywiste, ze (i5.31) jest postacia ogdlniejszg od (15.22»
gdyz kielek -LH:) oproécz g[{-) zawiera dodatkowe informacje
( por.rzut 1{0 na koiicu p.13 ) . _
Uzywajac - not.ac,)i podobnej do tej w (15 29) , réwnanie (15 31)
Aaplsuaemy w postaci

és.@ Sk (zf_&),e—a))_a_) ‘! (t(a,s(ﬂ)

(15.32)

gdzie dla kazdego 'L L& obiekt &(’t,@) dziaka liniowo na
prawo=stronng pochodng d. d+ + Oba morfizmy oraz A, ,
tak jak morfizmy A, i AR. wystepujace w (15, 29),88 ogélnie nie~
liniowe w swoich zmiennych., Ponadto wariosci morriz.'néw ‘2 oraz
4, lezg w wigzee stycznej 7‘2)

Sposéb zaleznosci morfizmu A -0d pierwszego argumentu jest
nadzwyczaj interesujgce i Jednoczasnie decyduje o charakterze
taatenale) ciata, ; : ‘

16, Komentarz i przykiady

Celem modelowania konst.yt.utyvnégo jest odtworzenie obserwowa=
nej relacji R oraz przepvwkdzeme przyszle] reakcji materialiu
ciata na wymuszenia z‘m, s Istnienie operatora ewolucji w przes-
trzeni stanéw zagwarantowane Spostrzezeniem 10 pozwala zastqplé
morfizm materialny fR dwoma morfizmami: operat.orel e oraz
ponizej okreslonym morfizmem materialnym S » ktdéry wyznac:ony

przez R dziata z przestrzeni standw 2 do przestrzeni re=-
akeji f . Tak wiec okredlamy

(o) B:B> Mer(Z, F) praes SW)le)=RAES),)

dla kazdego podciata A c3, a takze dla kazdej czgstki X&B

S(X) () =IR(X) (5,§8),,)  » £omie Tp=Uf3;5,6, £1B x B

Qt,a,d oraz z definicji wynikajg wiasnosci

5(‘@‘ 5(3) dla kazdego podciata A ¢ B




oraz S\h(e(s,w)) fRA(G fm) 5

sdzie nie odrézniamy pary (B,d)=m od TZeJnd_ . Tutaj £ oznacza
koricowa wartos$¢ procesu reakcji .',R‘&{s, la mn[s,tm) ﬁzﬁ(s&np)
jedli ~medg :

Jest oczywiste, %e 2z formalnego, punktu widzenia mozliva Jest
procedura odwrotna od teJ tutaj zastosowanej, Polegalaby na
okrelesiu € oraz 5 i przy ich pomcy-moriizmum . Wtedy
poszlibyémy drogs Zaproponowans przez Nolla [1972] w teorii
1okalne3'w prezentowanej rozprawie- podobnie jak Perzyna i
Kosit‘.ski [1979)=uzywalidmy innego _podejécia, a to dlatego, Ze po-
jeciem pierwotnym byl dla nas katalog obserwac;l, tj. obserwo~-

E - wana relacja, dla.ktérej_budoualismy odpowiednia przestrzend sta-
néw oraz morfizm ﬂi ’realizuj&cy tg relacje, Wydaje sig, ze
metoda.tut@d zastosowana jest blizsza fizycznej obserwacji i
mniej formalna. Podobne. pbdejécie do tego stosowanego tutaj pre-
zentujg Banfi i Fabrizio [1981] . Koncepcja przestrzeni stanu
budovanego na obserwach byka wykorzystana przez Willemsa EQ??] .

Komentujac wyprowadzone tutaj rownanie ewolucji @5 32) )
wypada W tym miejscu wepomnieé, Ze wykorzystujac podejscie Nolla
autorzy §11havy i Kfatoohvfl ﬁ97i] rozwineli teorie niesprezys-—
tego elementu materialnego z zakresem spreZystym)bﬂquac na innym

.zbiorze zatoZeﬁ niz ten uzyty w obecnej pracy. W efekcie uzyskali
rownanie evolncji dla zmiennej stanu elementu ciaia 57; « W postaci
rownania tam wyprowadzonego wystqpuje)podobnie Jak' i u nas,zalei—

. noéé od kietka proeesu’lecz w mlejsce ‘pravo-gtronnej pochodnej
po;awia gi¢ pochodna ‘lewostronna, Vynik tych autordw wydaje sig
oddalaé od oczekiwand i natury fizycznej zjawisk,

Wykorzystujac schemat Noll‘a [1972] w zastosowaniu do nielep-
kiego sprezysto-plastycznego elementu materialnegq’nel Piero
[1975]'wyprowadzit‘réwnanie ewolucji w przestrzeni standw,
Uzyskany w obecnym wyprowadzeniu ukiad ewolucyjny w postaci
relacji (;5.25) ma swoich szczegélnych pop-zednikéw w postaciach
réwnan ewolucji postulowanych w teoriach lokalnych materialéw

S o ek Ll Lol By e S st S ant il

spf@iysto—plastycznych i sprgzysto-lepkoplastycznych przez
{ Halphena i Quoc .Son Nguyena [1975] oraz Suqueta [1981] s W
réwnaniach tam prezentowanych wykorZzystuje sig subrdzniczki
wypukiych fu{xkcji dyssypacji,
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W ponizej przedstawionych przykiadach znajdzie miejsce zmody=
flkowana struktura z wewngtrznymi zmiennyml stanu charakteryzujaca
si¢ czgstkowymi réwnaniami ewolucji dla =tanu}a zaproponowanych 5
przez Perzyng [1980] .

Sprobujmy przeanalizowad kilka sz¢ olnych przypadkow '
Przypadek 1. Istnieje morf{izm "(Aq ;i taki, ze

A ()= A;(I,() ) . a1 =12

gdzie 3{,,35[0)—’?-& jest rzutem z p.13. Wtedy (15. 32) przyjmie

quw (5@, g_) 5@5_) +Az(3(ﬁ ‘-ILP ,sa))

Formalnie oba wyrazenia prawej strony sa zalezne od pochodnej )
dc - Jecnakze zaleznosé ta jest rozbita na dwie czesciya
przeprowadzone wyprowadzenie pokazuje, ktore morfizmy; cigcied "
czy odwzorowanie E, s3a odpowiedzialne za nig.
W szczegélnoéci,ograniczajq.c sig w teorii lokalnej _‘do tzwe
materiatéw nielepkich, dla ktérych operator ewoiucji € ma ;

wlasnoéé

N
2(s,m) = (&, P(m))
dla mem Gef i dowolnego operatora przeskalowujqcego \P
(por.p.ls )7uzysku,]e sig¢ niezaleznosci operatora e ,astadi
cigcia 4 od trwania procesu, Blizsza analiza wynikajacej stad
symetrii cigcia 4 prowadzi do istnienia morfizmu 3 okresélonego

na podzbiorze (rozmaitoéei ) MB(T, P) przestrzeni Banacha

B(,I, €) o wiasnodci
(16.2) Bem)= 3 (B=%)

dla kezdego WeW oraz M&W’gdzie T=pr, (wi tzn. ma (2, dur®), -
(por.p.ia) . Stad wynika, Ze zamiast rozpatrywaé cigcie okreslo-

x/ Poprawniej nalezaloby zapisaé E(G,E)=€($,fo\ﬂ).
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ne na rozmaitodci i wystarczy rozpatrzyé cigcie na Tozwaiwuscl
"B(L,P) o docdatkowej wiasnofci symetrii g('R)sZ(‘Ros,*?)dla
dowolnej funkcji &f=¢£yprzy \P_ﬁew@)or.p.ia ). Jak sig
tatwo przekonaéywektor styczny do nici na rozmaitosci ®(r,?)
przechodzace]j przez punkt Re B(T,Pjest R Stad wnioskujemy,
7e o ile ma miejsce przypadek (_16.'2‘),1'.0 morfizm A, znika, zaé
4 ma wiasnoéé , dla kazdej trdjki (g,g’,c)e ?uGS;(Z': !

(26.3) Z*(g, své,g)g‘; Z(ﬂ:é:‘) dla kazdej liczby §>0,

SPOSTRZEZENIE 12, Jeéli dla materialu nielepkiego zachodzi
przypadek 1, to réwnanie ewoluecji w przestrzeni stanéw ma postaé

d 69 = d +). i ¢
(1644) ‘5‘1"= A1_‘3[+)) -%&) »6'(*)) —teu,
gdzie morfizm 7{1‘ ma wkasnosé (16.3)

Wiasnoéé (16.3) wraz z liniovwoécig x‘@,‘ ,§) w dzialeniu na
d‘%/& sprawiaja, %e prawa strona (16.4) jest jednorodna stopnia
jeden w dgl:l:)/& . Jest to warunek konieczny) by rdéwnanie (16.4)
opisywaXo ewolucjg¢ stanu materiaiu niélepkiego. o

Zanin przejdziemy do rozpatrzenia nastgpnego przypadku}przy-
toczmy przyklady mozliwych realizacji przestrzeni standw,
Pierwszy z nich jest zaczerpnigty 2z pracy autora [1983] » Przyjgto
‘tam, 2° ukladtz,ﬁ P)A} formuje wigzke widknistg klasy C1,
w ktérej typowe widkno %’ jest (domknietym) podzbioren przes-
trzeni Banacha, zas §v2—>? jes’t: rzutem wiazki, Przy tych _
zatozeniach okazuje sig¢, Ze rzut jest rozwidknieniem 1
istnieje rodzina {Ed';gx.m‘_)%_, zIO.dJ ; d)O} funie§i
podnoszacych dla '§ s ktéra moze by¢ pomocna do wykazania
istnienia operatora ewolucji. W przypadku nielepkiego elementu

x/ Tutaj rozpatrywany byl przypadek materialu calkowicie ni¢-
lepkiego. Interesujaca klasyfikacjg i charakterystyke¢
materiaidéw prostych_ z pamigcig czesciowo nielepkich przepro-
wadzil Rychlewski ktign ~
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naterialnego prazyjete zaiozenia wystarczajg do MHonstrukeji
operatora £ . omewianyu przykiadzie nie wykorszystywano 1?&1&-
aia morfizmu materialnego,

Szozegélnym przypadkiem odpowviatajseym mmu ° Mtnru
wioknistej prustx‘zﬂi sham Jest muw m :

(18.5) : Z:- ?u?

¥ takim przypadku Pzrsyna {974 nasywa gbiér p zms.!r..n:
1 g : _ Je€li aguiem sig i. teorii
lakalmj, to budewana strukturs odnosi ‘sig do ﬁm elemen—
tu materialnego g;, gdzie 1&3 M ‘dobrym wyborem wielkos—
ci fizyezmych tworsaeych elementy ﬁnn’ &8 tﬁm{k 4 V‘@'},
zdzie %g’ﬁ,\:ﬂ,— m wevngtrzng miorg deformac)i, - 3
t.emperatm’@,, v i 15*‘”»‘?. Mﬂm 3‘@?“_‘“!7

(por. f2.9) .

Elementy zbieru P m by rémﬁe duhim lal ‘moga
to byé klasy roéwnowaznosci przesziyeh histerii ;_iei,hs@l fizycz~
nych wehodzacych v skiad. elementéw zbiora P, a kiedy imdsie]
zespél parametréw fizycznyeh - makroskopowyeh, ktérych zadaniem
Jest odtworzenie gjawisk smim uﬁm m Wtedy
dla tych parametréw przyjmuje sie BABWE TEWD: Ry o
stanu lub parametréw mﬂm

Dos¢ liezne pﬂymg: ktérych w&sh mrmy mogky
by¢ opisane w ramach termodynamiki kewmtinumm przez atz:wieﬂa.i
dobér parametréw m&rm i rm ewolucii je m:njqcyeh, :
sprawity, 2Ze bsmaymih 2 wewngtreaymi w stm exe,szy
sie duzym powodzemiem {m.mm Perzyny {wg oraz prace,
iratochvila Krdnera Teodosiu, M VMA i im w pozyc;u
pod redakcja Sawezuka ﬁntj;, : :

Istnie jace modele materialéw WW x.tq,- na rozktadzie

[16.5’) w niekszofei dotyeza. tm"h %lt:ihnj z mumni
zoiennymi stanu, -

Przedstawiany Iomalim bez" k!npntéw mm h’yé zastussmany w
przypadku teorii lokalnej, lecz wtedy utracimy spojnosé -3 nie-
lokalnym podejsciem poprzedaiege rozdziaiu.

Istnieja w literaturze prdby nielokalneso ujecu wtasméei :
materiatowych, Ktorego dobrym Qmwlgniem Jjest art.ym Edelena
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[1976] « Ale zardéwno u Edelena,jak i w cytowanych przez niego
pracach nielokalnos$é jest w zasadzie rozumiana jako pamigé
przestrzenna materiakiu (por. Morgan f1975]) »

Celem naszym,_jak wspomnielidmy we wstepie,byxo uwzglednienie
oprécz efektéw przestrzennie nielokalnych ztozone efekty nie-
lokalnogci w czasie, Ich dobrym przykiadem jest termodynamiczna
teoria z wewnetrznymi zmiennymi stanu, ktérych ewolucja jest
rzadzona czastkowymi réwnaniami rdzniczkowymi, Jedng z pierw~

'szych préb budowania w ramach tej teorii modelu cial niéspretys-

tych z imperfekcjami byla praca Perzyny [1980] . Podejscie
Perzyny bylo odmienne od prezentowanego tutaj. i
W swoim doktoracie Frischmuth [1982] przedstawii prébe ujecia
zmodyfikowanej teorii z parametrami wewnetirznymi w ramach 0g61~
niejszej teorii modeli konstytutywnych, Zbadat ograniczenia
termodynamiczne na nig naktadane przez ‘drugie prawo termodyna-— .
miki oraz dokonal analizy stabilnosci rozwigzai rdwnai teorii,
“ Nielokalny charaktei zmodyfikowanej teorii z parametrami
wewnetrznymi zostanie rozpatrzonyunéstepujqcym przykiadzie.
Przypadek 2. Przestrzeri standéw jest produktem typu (16.5),
w ktérym kazde sé? jest para (d,\)’) , gdzie d jest metryks
w umiejscowienu aktualnym (por. (1.1)),zaé 47‘ polem t.emperat.ury,
natomiast kazde o ¢cIP jest zespolem parametréw wewngtrznyche™
Morfizmy w réwnaniu ewolucji majg wtedy nattralne rozklady
na sktadowe zwigzane z elementami odpowiednio zbiordw $ oraz

ip y tzn, 7 : : b :
A;‘-‘(;}i , ’E.i) skoro. &(D= (dy, 1}, coy)
w procesie termo~kinematycznym (1.)‘1;, '\t) . :

tatwo widaé, ze ,71.""*1 , za8 Agy=0 . Dla A; postuluje
si¢ nastepujgcy rozkitad @ P

A,p1‘= 0 oraz ,'iz({(t),sfﬂ)=£{3t’1}t,c‘gt))

%/ W ogblnosci e nie jest polem wektorowym na Bylecz kolekcja
p6l tensorowych réznych walencji. Dla naszych celdéw wysparczy
zalozyé, ze wartofci o> nalezag do wiazki wektorowej
nad B.
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gdzie o'e jest nieliniowym operatorem rézniczkowania m-tego
r’zedu)zaé gTe “31,? efekcie prowadzi to do nastepujacego réwvna=

nia ewolucji

T
(16.6) d—'—%= af(gt, 1—»‘0(,7)):

Aby przygzotowaé podstawg do analizy badai prowadzonych w
dalszych czesciach rozprawy) przedstawmy peien uktad réwnand bilan=
su 2z réwnaniem ewolucji zapisanymw dogodnej postaci,

Ograniczajac sig¢ do obszaru °.» réwnania bilansu moga byé
powtdrzone za wyrazeniami (9.33) 15 (9.34) 1 orez (9.39) pray
warunku (9.40) 4 . Ze wzgledu na to, ze bedziemy w dalszej
czeéci dyskutowaé rozwigzania problemoéw pocqukowych, wygodnie
jest zapisaé te réwnania w umiejscowieniu poczatkowym..

Jeéli proces X! n"fﬁ"*b\)’/ odbywa sig¢ na przedziale

[T"t°+¢] , to wygodnie jest po wybg’rze ukladu odniesienia

{2,‘!}1 wprowadzeniu ruchu /utz-ft i s dokonaé transformacji

réwnaid bilansu do odniesienia /-LTO « Jegli przez

(ze7) i olx up(B)—> U‘{/q-(ﬁ) fTeli]

oznaczymy przemieszczenia ciaia wzgledem umiejscowienia poczgtko-
wego /lt., , to mozZemy wprowadzié dla kazdego : o tensor prez -

mieszczenia

(18.8) F(/t'fo(x)'{): w &&:q;(X), f)f=/47_-°+~t*x (/I"Tox)()-i.

Pordéwnujgac ten zwigzek 2z ti.a) widzimy, Ze role wystepujacego
tam umiejscowienia odn{esienia elemenpu ﬂ;( pexni /“K*X ) brzy
czym umiejscowienia odniesienia réznych elementdw sg wartosciami
odwzorowania stycznego /u,tv¥ . :déwimy‘ wtedy, %e zostalo podane
pole umiejscowienia odniesienia. Jeséli dodatkowo okreslimy pole
elementu objetosci Jt dlea kazdej chwili ‘I:G[O,A’] przez

Jt (g, (0)'t= dk(68 & (.1)),

to mozemy -zdefiniowaé  tensor naprezenia Poli=-Kirchhoffa
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(16.9) ‘BLR(/.RLX),%)!: )t»%,u (/‘t,ﬂ(x)'»tﬁ) F(/At.l")ﬁ;

cdzie T, : jest tensorem Cauchy’ego i dlawartosci zapisu
'

opuszczaé begdziemy argumenty-funkeji, Podobnie. przenosimy wektor

strumienia ciepia 1}% do umiejscowienia poczatkowego ;

.(16/.10)' ' 'i};t.({'):: j*q,)‘t'.f; [F'T(«é))_1. ’

Strumieﬁ entropii jako element q[é) podlega temu samemu
prawu przeniesienia jak 'g. Przy zachowaniu masy (por. [9.3())
element objgtosci }* wigze gestosci masy w umiejscowieniach

/ut,-ft $ D o zwigzkiem

» = = H
‘('1,.6.1‘.1) ; go‘ g/«t. gy_[o*t J*o
Wtedy réwnania bilansu (9.33) 1 “(9.39) przeniesione dopur
. przyjmg postaé ; 3

(16012) - ot A i

. -ﬁ(goE +3iv-v)-'Dw(v'T-q')=§»(£'v ""fc),
_gdzie ophéeiliémy wskazniki 'i’ oraz/u-,t.uprzy wystépuJa‘cych
wielkoéciach, Zauwazmy, ze w obu zwigzkach zmiennymi niezalez-
nymi jest polozenie ezastki w umiejscowieniu /‘To oraz t. W

szczegélnodci pole predkogci v jest zdefiniowane przy pomocy
/11:‘ -nastepujaco

(os) V(9D frrae i (¥)

. A
Stad miedzy przemieszczaniem W a polem v zachodzi nastgpuja-
ey zwigzek ;

e
20649 = v(x,Y,
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gdzie

(16.14) t= 1z (X). \

W nastepnym rozdziale bgdziemy uzyvaé wektora prze mieszcze-

nia g:/ito(ﬁ)x E:,f}—?WE)okreélonego zwigzkiem

(o) wlp (0.4)= (;cr, (9 8) = (4).

Wtedy oczywiste sg zwigzki

‘Bu.__: e 9zu 97] 9v
(16;16‘ —%‘t ea_&ﬁ- (a_é«l 9*’

Aby przejsé do réwnania ewolucji)zast.qpimy niezmiennicze :
(1stotne) paramnetry wewnetrzne ich odpowiednikami w umiejsco_
wieniu poczatkowyn’tak jak istotny tensor naprqzenia S(X t
w ruchu/u jest zastgpowany przez tensor T w umiejscowieniu
poczatkowym zgodnie Z-przepisem

(ea1)  S(XH=J, x(t) ’l'(x )( /"\ ()

gdzie uzyliémy '(16.9) oraz oznaczenia (16414) wraz z

feasy MXG);:'/LR&*X'

Wydzielajac, jesli istnieje’w operatorze.ﬁ czion lokalny
I,"tzn. czlon nie zawierajacy rézniczkowania, mozemy roéwnanie
ewolucji zapisaé w postaci :

(,16‘19) : %w_ £0r (Pt» 0{-:“%;/(7:93 - Qo(a ,(]:\_,va:w{a"/'l,)a

gdzie l)( jest ogélnie nieliniowym operatorem rézniczkowym.
Jawne wpisanie zaleznosci Od/"'l, wynika z podstawienia

b it
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(620)  g(XTetth= M.

Przyjmujac notacje z de;inicji.mortizmu,dperator; Jﬂr oraz
morfizm l@ sg obrazami swoich odpowiednikéw w umiejsco“ieniu
Mt
Stad w miejsce lofp ’l’ Vﬂ w};)pow1nnwmy napisaéc/qo [F’l’ V})’
gdzie pola F b, co sg okreélone na My (B) .

Nie wypisana dotqd postaé morfizmu konstytutywnego 5 Spro-
wadza sie do pola operatora konstytutywnego dziaxajacego na '
wartosciach pél g,ﬂﬂ VA oraz @ ", tzn. zaktadamy, Ze ist-
nieje morfizm ‘ggz—ngﬂexm)(hﬂ%raz morfizm material- -

%:SQWM‘&)tane, kot

ey S(x)oi?m S X eR,

T ¢ efekcie obecne zatozenia sprovmdza,]a4 sie -do lokalnych
zwigzkéw konstytutywnych w post.ae:l

F= o (7, 0,99, ;%) , €~E(FAVDe:%)
(16.21) 'L=.’9¢-("""'V‘}"""‘) q =§t(r.1),v'\7;m:x).

Jes’]:f dyskutujemy niep‘rzewodnik cie_pla-, to ago przy WEO
{"zmiennych stanu wystepuje entropia; wtagnie ten przypadek
zostan e rozpatrzony w nastepnym rozdziale, gdzie uproscimy
" réwnanie ¢wolucji stawiajac zero w miejsce operatora .. Do
czastkowego rt’nmania ewolucji powrdcimy w rozdziale czwartjvm.

17, Defekty modelowania konsty t,ut;ywne go

Przed zamknigciem tego rozdziaiu przeprowadzmy heurystyczng
dyskusje¢ koncepcji stanu morfizmu m\at.erialnego, tje. pojgé wpro=-
wadzonych na poprzednich stronach, ?

Ze wzgledu na nielokalnosé w rozwazaniach tutaj prowadzenych
uzyte poj¢cia nie mogg byé traktowane identycznie z tymi poja=-
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wiajgeymi sig ﬁ teoriach lokalnych, gdzie wszystkie wielkosci
fizyczne jak i relacje ‘miedzy nimi zachodzace sg ograniczone do
)( punktu ciata i jego infinitezymalnego otoczenia 57' .
Rzeczywisty eksperyment mechaniczny, c2y tez termo—mecha-
niczny jes't przeprowadzany 2z reguly na prébce o skoniczonych
rozmiarach,a wielkodeci fizyczne sa mierzone na brzegu lub w wy=
branych punktach probki,: §
Przy budowaniu relacji konstytutywnvch i formulowaniu katalogu
eksperymentéw teorii lokalnejgcalej klasy opisanych eksperymen-.
téw wybiera si¢ zazwyczaj te, ktére z duzym prawdopodobieristwen
moga byé traktowane w calosci lub w czeséci probek jako ekspery-
menty 2z jednorodnymi rozktadami mierzonych wielkosci parpmetréw)‘
fizycznych, Dodatkowe zaiozenie 0 jednolitogci materialnej prébki,
tzn, zalozenie, Ze zadna czastka materiaiu prébki nie jest wyrdz-
niona ze wzgledu na swoje cechy —wiasnosci termo-mechaniezne,
- domyka zbidér postulatéw teorii lokalmejs:
W podejéciu globalnym steajemy przed sytuacjag duzo trudniejsza.
Z zasady intercsuja nas te rozkiady wielkosci fizycznych, ktdre
nie sg jednorodne, Dodatkowo'nie zamierzamy a priori zaktadaé,
ze wszystkie czastki ciala sg materialnie jednakowes W koncu
niejednorodnoséé rozktaddw wraz ze skoticzonogciag rozkiaddéw bada-
nych prébek cial nakazuja uwzglednié w analizie uniwersalne prawa
bilansu, ktérym podlegaja badane obiekty fizyczne, Ten wiasnie
aspekt zagadnienid z reguly nie uwzgledniaay w teoriach lokal=
nych nakazuje wigkszg cgujnoéciq przy formowaniu i korzystaniu
z katalogu obserﬁacji.'Formowanievkatalogu na potrzeby teorii
. globalnej ma jeszcze jeden rys charakterystyczny. W realnym
eksperymencie nie jestesmy zazwyczaj w stanie, jak to wspomnielisd—
my wWyzej,mierzyé rozkiadu danej wielkosci fizycznej w calej
prébece. Z drugiej stromy do analizy ﬁodelowej potrzebne nam sg
rozktady w catym ciele, Powstaje pytanie - skad jekbraé T
.Sa dwie mozliwoscis Pierwsza: otrzymywane z eksperymentu pomiary
dokonane Ww wybranych punktach ciala( prohki)przedkuzaé ti.
rozszerzaé na pozostate punkty, tak by otrzymaé pola na ciele
(prébce) . Uczywiscie, ze przediuzaé mozna na nieskoiczenie
wiele sposobow,ale raz wybrane kryterium ucigglania powinno byé
konsekwentnie stosowane przy formdswaniu katalogu eksperymentow,
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v

Druga mozliwosé, to uzupeinienie eksperymentu fizycznego obrdbkag
numeryczng spolegajaca na znalezieniu rozwigzai réwnad bilansu

dla probk;,znajac rozwigzania w wybranych punktach dzieki otrzy-
manym 2 eksperymentu pomiarom,

W pewnym sensie druga metoda Jest lepsza od pierwszej, ale
stosujge jg musimy z géry okreélié ‘rodzaj oddziatywan 1 zjawisk,
ktére zamierzamy uwzglednié, gdyz od nich zalezy postaé roéwnan
bilansu uzytych do obliczef,

W stosowaniu obu metod nalezy sig liczyé z niejednoznacznosciq
uzyskanych (ciqgkych) rozktaddéw wielko§ci fizycznych,ktére moga
si¢ nastgpnie pql—awié w katalogu obserwacji. Jest to problemy
ktérego rozwiazanie nie wydaje sig mozliwe na obecnym etapie
wiedzyey Ta nie jednoznacznosé wraz 2z ograniczong. dokladnoscig
aparatury badawczej i komputerdw x/ Jeézeze diugo bedg hamulcami
w adekwatnym formowaniu konkretnyéh réwnai konstytutywnych,

Majac to wszystko na uwadze stwierdzamy, Ze hipoteza niepekinej
rozréznialnoéci przestrzeni stanéw, sformuiowana w p.1§’n1e uwzgled=
nia wszystkich defektéw modelowania konstytutywnegos

Skoro czgdé, jeéli nie wiekszo$é obserwacji z kataloguynie jest
rzeczywista ‘,budowane na ich podstawie zwigzki konstytutywne

~morfizmy materialne— mogg dawaé¢ wyniki czgsto odbiegajace od

»rzeczywistoéci, Stad wazng role¢ powinny odgrywaé¢ kryteria ureal-

niajace budowane i otrzymywarne zwigzki charakteryzujgce material
ciata. ' :
Obok eksploatowanej zasady wzglednoéci Galileusza podobng rolg
moze peinié juz wspomiana w rozdziale 1 zasada niezaleznosci
wiasno.ci materialnych od naiozZonego sztywnego obrotu ciata,
Nie bedziemy jej dalej dyskutowaé,odwolujqe sie¢ do ﬁwag zrobio-
nych w p.7fzwracajac jedynie uwage, ze w przeciwienistwie do roliy
jakg ona peini w teorii lokalnej, jej zastosowanie w sformulowa-

x/ Na dodatek te ostatnie w zaden sposéb nie ‘cheg jeszcze podawaé
; ciggiych rozktadéw wartosci funkeji.

xx/ Poréwnaj dyskutowane dwie metody "uciaglenia pomiaréw w
prébce po zmiennej Xy nie wspominajac o potrzebie réznych
me tod uciqglania w czasie,
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niu globalnym rdwnai teorii moze byé duz mniejsze. Jej gt bwna.
rola to analiza zlokalizowanych do puuktéw ciaia obrazéw mo-fiz—
méw materialnych w umiejscowieniach. W przypadku sformuiowania
niezmienniczego, tj. na ciele B i w miarach niezmienniczych,
zasada ta jest z reguiy automatycznie spelniona,

Jest jeszcze trzecie - nie wspomiane dotqd-kryterium urealnie~
nia budowanych zwiazkéw fizycznych réwnai ewolucji,a zwane drugim
prawem termodynamiki, Przyjmujgc sformulowanie tego kryterium
w postaci zadania, by kaz-da para(f Z),reprezentujqoa rozwigza-
nie réwnai bilansu i rdéwnania ewolucji w wybranej przestrzeni
s tandsw x/ byla zgodna z drugim prawem termodynamiki zaplsanym
W postaci nieréwnoéeci produkcji entropii, otrzymujemy zespél
ograniczenl na morfizm materialny oraz operator reakch S i mor-
fizmy wystepujace w rownaniu ewolucjie

W dalszej czgéci rozprawy wrécimy do tej kwestii w kilku mie j=-
scach, Rozdzial czwarty przyniesie glebsza analize roli drugiego
prawa termodynamiki jako kryterium stabilno$ci rozwigzan stabych.

x/ wyhierajqc‘przestrzeﬁ standy,dokonaligmy specyfikacji morfizmu
i morfizmu reakecji §

s s
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I1X. Istnicnie i ciagla zaleznogé rozwigzania problemu
Cauchy'ego % termo=-niesprgzystosci

. Przygotowaniu 0z61lna struktura réwnania e‘olucjl ciata
dyssypatywnego mnozemy przystapidé do Jakosc1one3 analizy szczegol=
~nych realizacji tego rdwnania. : e
Ze wzgledu na stopieﬁ trudnodci 1 1stn1eaqcy aparat matcmatycz-
ny jestesmy zmuszeni ograniczyé sie w tym rozdziale do twierdze-~
nia o istnieniu rozwiq&anla W obszarze nieo: ranaczonym .
PrzejdZmy do zasadniczego wyniku tej czesci pracy, ktory
jest twierdzenie o istnieniu rozwigzania problemu Cauchy €E0 .
Nieliniowosé oraZ‘hiperboliczny charakter réwnafi uniemozliwia-—
Jja uzyskanln globalnego W czasie rozwigzania klasycznego. lozvwia-
zanie problemu poczqtkowego bedzie istniaio ala malego odcinka
czasu 1 na calym IR"’ +« Do tego wymagane jest:
- odpowiednie zachowanie sig wartosci poczatkowej rozwiazunia
dla \*lR,->°° , oraz :

- odpowiednia regularnosé wspoiczynnlkéw funkeyjnych rdéwnania.
Doséwiadczenia z nieliniowymi rdwnaniami rdzniczkowymi wsika-
zuja, e najbardziej dogodnymi klasami funkecji, w»khdrych nalezy
szukaé rozwigzah réwnad quasi-liniowych)s@ przesirzenie Sobolewa

% (typu 'aﬁz)o stosunkowo duzym wykiadniku s, Duzy wykladnik

s zapewnia istnienie rozwigzania Klasycznego, tzn, w sensie
mocnym. W szczegdélnogci udawadniane ponizej twierdzenie stano-
wi, 2é poszukiwane w rozwigzaniu pole predkogci czastek bgdzie
w klasie C('LO,T'],"MSCIR"" ‘Q"’”‘)) o ile v -predkosé
pocza,tkowa—speinia»warunek Vo€ Hs, pray ¢>%+1 == w-To ‘gzna-
cza, %e W przypadku problemu przestrzennego, zdy n=m = 3,roz-
wigzanie v bedzie nalezeé do C (L0, T'], C%l‘R" {R’)) o ile
8> 2 5

Zatozenia dotyczgce wspd}czynnikéw funkeyjnych rdwnania sa
nastepstwem uzytej do dowodu metody opartej na twierdzeniu o
punkecie steiymn dla odwzorowan zwezajacych. Najpierw douwodzi sig,
istnienia rozwiazania rownania liniowego, w ktdryam wopOiczvoniki
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83 rnnkdjali zmiennych miezaleinych i nie zalezg od rozwigza-
nia, Twierdzenie o istnieniu dla takiego ﬁrzypadkn opiera sig

na uogélnionej przez Kato [1970, 1973] wersji twierdzenia Hille
- Phillipsa-Yosida fy o péigrupach eperatoréw,a cbejmujacej abstra=-
keyjne rdéwnania ewolucji.z jawng zaleznosécig od czasu . Zapew-
ria ono té.kq gladkoéé rozwigzania jak giadkie sg wspélczynniki

i warunki poczatkowe. ‘

Nastepnym krokiem jest zbudowanie rodziny rdéwnai. liniowych -
sparametryzowanej elementami. z pewnej kuli z przestrzeni rozwig-
zal,zawierajacej warunki. poczatkowe i wykazanie, %e rozwigzania
tych réwnai z tym samym warunkiem poczatkowym pozostaja w tejze
kuli. Przy. odpowiednio dobranym wspélnym przedziale czasowym.
istmienia rozwigzai, odwzorowanie, przyporzadkowujgce elementowi
kuli. rozwigzanie odpowiadajgcege -u,réwnania,ataje si¢ odwzoro-
waniem zwg¢Zajgoym. Punkt staly. odwzorowania.jest poszukiwanym
rozwigzaniem problemu z wyjSciowym mieliniowym systemem réwnai
rézniczkowych,

418 ,Problem Cauehy 'ego dla quasi-liniewego abstrakeyjnego
‘réwnania ewolucji

Przytoczmy podstawowe dla naszych celéw twierdzenie Hughesa
-Kato-Marsdena w wersji nam edpowiadajacej. -
TWIERDZENIE (Eughou-xato-lurlden '[1977]) « Nieeh

(18.9) » %‘ sARWU = L@,W)  octer Ubl=g

bedzie abstrakcyjnym problemem Cauchy 'ego sformulowanym w re- .

fleksywnej i1 oérodkowej przestrzeni Banacha '!—, gdzie dla kazdego
t 1 U obiekt A (t,U) jest limiowym (ma ogél nieograniczonym ) -

eperatorem w Y, natemiast f jest fumkeja ma [0,7] x ¥ w ¥.

s i S
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Nieeh beda dame pomadto dwie inne refleksywne 1 ofrodkowe
przestrzenie Banacha X eraz Z takie, %e

-~ ~ ~
YeXcZ
i powyissze wanurzenia sg ciagie oras geste. Jedli przesz NzZ)

oznaczymy. sbldr, wezystkich norm réwnewaimych mormie "- ﬂz
prazestrzeni X , smetryzowany fumkeja odlegiodei @,

(18.2) . gz(ll-lLl,“"L,}‘b‘”m{”;z%zﬂs%f}
e S

to wymagamy istnienia dedatkowo trzeéch obiektéw N, B, oras
etwartege zbioru WC—Y e maste¢pujgeych vl’elné“ciuh, pray
dowolnyeh ¢ .&... e[o,ﬂ‘] oraz wW,w...e W’:"

1) 1staieja stale dedatmie N, 1 takie, ze funkcja
~ ~ A N }"N
N:W — N('z) speinia dwa warunki

2 (N(W)yn 'ﬂi)éj\N l S'g(,N(W)), N{w))é)lw"w-w' "i"

: (11) istateje nuaf taka, 2e dla kazdego we\"?* operator
- A (w) jest infinitezymalnym ;onggatorol qnui-gvgta;q-
eej péigrupy typu B 1 kluy.g' w ZN(N) ,gdzie
‘ozmacza przestrzer Bamacha {Z )"0 “

- ¢ ~ ¢ P
(1!_.1) obiekt S jest izemorfizmem X nafél,‘w)
(1v) 1stmieja dedatnie stale Ag 1 pig takie, e funkojs
E:W— M(ﬁ)‘i) ma wiasnodei

SA (w)g : = Alw+EfW): IE[WXIZ&‘%E’%E"L:E&DH .

i
gdzie -&v\,(Z,Z) oznacza_gbidér wszystkich limio ollx ogr!‘
miczenych operatoréw w A

ZN(w)

(v) istnieja staze dedatnie Ap 1 J, takie, se fuakeja '
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AW — &n (Y, Z)
speinia dwa warunki
[ A0l 52y 5 TAG-AGIL, 2] w-w'f,
(v:l) istnieje zb:l.6r'U gesty w\'\v/' taki, ze dla kazdego 9& 1k
Awgel + AR |5 <A,
2 pewng dodat'nla stala ] ogdlnie ialez;q od y,

(vi1) istnieja stale dodatnie A 21 Mo takie, e funkcja
1[0 ,T]xV e Y speinia

el <2t (166~ LML %;M ||z

oraz t>1 (t,w) jest ciagla w nomie" "!l

Przy warunkach (1) - (vi1) nastepujaca teza jest prawdziwa:
dla katdego ¢ e\s/' istnieje otoozenie. VICY oraz dodatnia
liczba 'l‘ £ T takie, Ze dla kazdego wa.rnnkn poczatkowego
w Y}: problem Cauchy ego (18 1) ma Jednoznaczne rozwiazanie
t>U (t) o wiasnodciach

Ueye € (co,r'J Wa c‘([o 9,53,

przy ozym 7' moze zZalezeé od wszystkich stalyoh wystepujqeyoh
w warunkach (1) - (vii) oraz od ?g:dui(?’ Y‘ ) . Ponadto
odwzorowanie $ —> U (t) W do Y jest ciagle w normie" “I
jednostajnio w te[0,7']

Uwaga. W oryginalnej wersji twierdzenia autorzy dopuszeczali
jawna zaleznosé operatora A oraz funkcji N i E od ozasu,zakla-
dajac jednoczesnie odpowiednie warunki regularnosdci tych zale-
znosei.
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18+1Problem Cauchy 'ego w termo~niesprezystosci bez prze-
wodnictwa ciepia z wewnetrznymi zmiennymi stanu

Do sformulowania problemu Cauchy 'ego przypomnl jmy podsta-
wowe réwnania : .

2w _ 1 2
_'B_a—’-- L,(H:wa) > fo-é%) [

przy zalozeniu znikajgcego strumienia ciepia q, oraz zaleznodei
fgnkoji konstytutywn;\ch naprezenia . ...y energii wewng¢trznej
¢ oraz .tanperatury,\ﬂ'. ‘od.tych samych zmiennych H,. v i0,
ktére jawnie zostaly wypisane pod funkcjg f, prawej stronie
kinetycznego réwnania dla zmiennych wewng¢trznych @, Funkcje
konstytutywne moga jawnie zalezeé od .mua‘st.ki,ig.)(e)u:a (B).

Wprowadzona miara deformacji w postaci temsora przemiesz-
czenia H:=V U obok przyietej dla tego rozdziaiu umowy, e
wystepujgea. tutaj entropia jest sprowadzona do zera w stanie
réwnowagi ,bak jak zmienne wewngtrzne, oznaczaja, Ze

Prosesy (rozwigzania) giadkie beds zgodne z nierdéwnoscia
termody namiozng C-D wyrazZajacg drugie prawo termodynamiki wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy

ﬁ’?ﬂ%ﬁ»’o?% °r”_92c%‘t°>0'

Zauwazmy, %Ze dla takich proceséw prawo bilansu energii
redukuje si¢ do postaci ( por. p.20)

go‘l}%‘% e ?o%-i)' %o + Qofle .
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Ostatnie réwnanie wraz I pierwszym réwnaniem ruchu oraz
wprowadzonym pelem predkosel czastek y=(vy) i=1,2.3 moZe
byé gapisane w jawnme], indeksowej motacjli mastepujaco

£ ?.E'—i' - ‘Ui_’o
2t
u; _ AL Pud K9n kP Qoop
Fee Aij wlox™ Al- ‘ax""AL axk = Pis

%ﬁ:_ra l:,. 5 @(o).v[o),vl(o),w(o))s (14, V0,90, 220)s

(dua przyjeliémy kartesjaiskie ortogonalme uklady wspbirzed=
nych:
przestrzenny {v.iiukmiru materialny {x"} w R", 1 ozmacse-

nie p ,l"-‘h.'l,...,f dla ukladu wspéirzednych wektora szmiem~

nych 'ewnqtrunyoh.w)om nastepuje defimicje dla funkeyjnych
wepélozynnikéw réwnania wektorowego

A"L::m, K1z g‘?“gfﬂ%,g, c0) - A'?;= oD E Wy, d)

5 TTOH  DHI, QU MY D wop
(18.4) : 4
goz‘.':‘ g’L.b‘-'l (&M) ) 1::-

Wyraz g,Ii pokrywa sie z siltami masowymi fol’i o ile
rozklad gestofci masy eodniesienia jest Jednoredny(tsn. Gvnﬂg,:D)

i funkcja komstytutywna energii wewn¢trznej mie zalezy jawnie
od wspéirzednych X, tzn, wiasnodci materialme nie zalezg od
eczastki, material jest jednoredny . Wéréd wyrazéw wystepuja-

eych po prawej itron;e ukladu (18.}) tylke k oraz g,E _moga

jawnie salezeé od olasu}o ile gestoéé objetosciowych zZrédel
ciepia rpi sktadowe sily mowyeh“; sa zmienne w czasie,

Ve(H,p)}
e_—(_(o'zr—wll‘,r +&fe
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Wspélczynniki funkcyjme lewej stromy w Zadnym przypadku mnie
zalezg jawnle od czasu, matomiast moga w pewnych sytuacjach za-
lezed jawnie od n:l.ennej.niazaleznojy»{)(‘}-, »- Bedzie to mialeo
miejsce we wspomnianym powyzej. przypadku zmiennych 2z punktem x

PR PRI (B8 BT e U] N T S e

-

0] = o
e ) 2
Al -6 EL'?K;%‘L 0 fgl E : o Sk
e 0 0 Q.7
(18.5) |

0 2] t ]

o 3 | g g

L o oy

wiasnodéci materialanych oraz niejednorodnym rozkladem gestosci
masy. Zaleznoséé reoraz b:l od u Jest dopuszeczalna, .. . :

. Dla porzadku nalezy wspomnieé, Ze wybér innego.niz kartes=.
zjariski ukladu wspdéirzednych materialnych {x ‘
nej zaleznodci funkeyjnych wspétezynnikéw réwnania od zmiennej

{x } . Ponadto pojawig sie¢ dodatkowe ezlony z gradientami
przemieszozenia. i symbolami Christoffela . f'P,(
_ Do zapisania ukladu (18 3) w postaci abstrakeyjnego réwna-
; nia ewolucji prayjmijmy nastepujgce ozmaczenie dla zmiennej

prowadzi do jaw=-

_uktadu {x°},

poszukiwane]
IL==[11.'U,ZJT ; gaste 2:(1)= c:g,_
3 cbp

Wiedy uktad (18.3). jest réwnaniem wektorowym ewolucji (18.1)
z nastepujgcymi operatorami A (U) i prawg strong ‘f“.u)
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oraz wektorem warunku poenqtkw@go (15(0)."0’(0),2[0» = @ro.Vo ,19) 5
gdzie

Q,K"E= [AKLI Q,!'.z [ \E,AK‘_’FI

¥
ap..= ?o"' o K" L= ',1,.,“ ; 1= ',--,W' 5 b g1 OO P e
0 -1 :

Zauwazmy, %e fumkcja opoi-gtorowa A()() jest liniowa
wzgledem argumentu stojgcego w. miejsce prawej kropki i nieli-
niowa wzgledem argumentu reprezentowanego przes lewg krovke,
przy czym obie zaleinodeli. .ss operatorowe. li‘olkoié...(f { ,».)
jest fumkcjg . czasu pierwszego argumentu i mielimiowym na. ogél
operatorem. wzgledem drugiego,. sawlerajaeym operacje rézniczko-
wanie oo majwyfej pierwszege rzedu.. [ =
' . Imaczej przedstawia si¢ operater: Al ) - gdy% na obu
miejscach wystepuje réimiczkowanie, prawe Jjest 29° rzedu.

. Wyjéciowy quui-liue\iy\uklad czastkowyeh réwnai rézmiczko-
wyeh (18.3) beasie ma ogé: ukiadem hiperboliczmym,o ile wartod-
el smiemnych Vi , v - oras (> beda egramiczene do. pewnego.
otwartego zbioru, Wynika to s faktu, _%e wartodoi wiasne 1 we-
ktory wiasne macierzy. odpowiadajgoego mu ukladu pierwszego
rzedu w. wektorze poszukiwanym [’\J’ > H N OO]T' galezg od
rogwiggania, - .. - . . e e TR Ceed T

-Obok te} ozysto matematycznej motywacji moina przedstawié.
drugg o :awartoéei.-ﬁyeznej. Pestulowane zwigzki kemnstylutyw-
me dla funkeji € ,. T oraz. 4% 1 conie musza byé stuszne w
pelnym zakresie zmienmofci odksztalcen, entropii i parapetriw
wewnetrzanych. W szezegdlnosci moze mieé miejsce sytuacja, Ze
istnieje obszar (sbiér otwarty i spéiny)S2 ¢ R*™xR xR?
taki, %Ze wspomniane funkcje koemstytutywne sa okreslone tylko
na S2x R* .(Unieéeiliény przestrzei zmiennych miezaleZnych
aby byé w stanie jednym rozumecwaniem objaé przypadek osrodka
jednorodnego i n;le:]ednorodnego.) . Ze wzgledu na wymogi dowodu
przyjmviemy ‘, TzeSZ jest obszarem zawlierajacym Q dciggalnym deo
zera.



Przy tak ograniczonej zmiennodci parametrdéw stanu sformuto-
wanie podstawowego ukladu zalozenl bedzie rozloZone ma mastgpu-
jace etapy,umozliwiajace przeprowadzenie dowodu istnienia,

- wybér odpowiednich przestrzeni x ,Y Z oraz zbioruV;

—przyjecie odpowiednich za;:otexi' regularnoéci w.zaleznoé-
ciach funkeji komstytutywnych od swych zmiennych;

=—skonstruowanie funkcji N, wartosei kt6re§.l definiujg rodzi=-

ne morm réwnowazmych mormie przestrzemi Z

18,2Wyb6r przestrzeni rozwigzaid 1 zaloZenia regularnoseli

Skoro m jest liczba przestrzennych zmiennych niezaleznych,
m = liczbag skiadowych wektora przemieszczenia i predkoéci zaé
p + 1 liczbg skladowych wektora 1:-[1, oo] przyjlmjemy na-
stepujace definicje przest.rzen;

Fi= WH(RYR™)  WE(RY, R™) HE(R", RT),
iﬂ ,us (ﬂzh, \Rm) % ;}'s-« {Rn’pm),‘ms-o[mn) nPﬁJ’
Faz W (R, R™) x R° (R", R™)x %[ R, RFY),

Jeéligz Jest vprowadzonyn uprzodnio obszaren dciggalnym do
zera iczacym w R™"x RP*! , to przez WCY oznaczymy kule o

. Sdrodku w pewnym (_,,,o.,, W,“ ) o dostatecznie malym pro-

mieniu takim, Ze kazdy W €W speinia warunek
(18.6) (vg(x), 1(,‘))‘9

dla wszystkich xg " joile w:=(%, 'u',Q) s ZauwaZmy, %e

wprowadzajgo operato'r V, okreélony na '3!"' * 'J"l:_ ':.
-’ - 7] n

o wartosciach w ;ﬂf xR ' Qa1 er s+1 gdzie s

o "y pi 2
m’,,_m"(nz“,ﬂ”‘) , dany jest 'grzepiseu
n

2 < (wv)=(Vu 0 ),
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warumek (15.6) moze byé zapisany mastepujace

(5.6 ) (Fw)(x) e S2 dla wesystkich X € R"™, -

Jedli Vq(bg,@u.,ﬂ.,\(ﬁ)&ﬂ dla kazdego X€ " s to ze
wsgledu na ciagle samurzenie ‘a‘;‘ w C"‘UR",R”‘) przy s> %,
gawsze istnieje kula WwWel o ni'ennkajqcyl promieniu i érodku
w Yoo:= (Yoo, P00, o)e Y . taka, e ma katdym weW obras Viw
przyjmuje n.rtoic-i-l pewnym gzwartym zbiorze SZ' = JZ:NTo ozna-
cza, se warunkiem wystarczajaoym istnienia kuli wreY o sred-
kuw Ueo Jest. (W, Uso)We C2 .ala wszystkich xeR'"
Wydaje sig, Ze przejécie do drugiego etapu i sformulowanie Zalo-
s2ei o regularnosci fumkeji bedzie bardziej zrozumiale, Jesli
przytoczymy pewne fakty (por. Hughes, Kato i Marsden fior7,

8. 282-283] ) dotyozace funkcji. gz przestrzeni Sabolewa. Ponize)
zebralismy te, ktére beda wykorzystywane w oszacowaniach.

Wiasnosci F (funkeji gtadkich na przestrzeniach Sobolewa )

a/ Jedli SLc RE jest otwarty oraz 5>3-_ zaé VYe 'gi 1
przyjmuje wartodcl w S ,' natomiast 'U.C%‘k Jest kulc;’o
érodku w ¥ i dostatecznie malym promieniu ,tak:ll, 2e wszystkie

’U- eV przyjmujg wartosci w zwartym zbiorze SZ'CJZ , to dla
dowolney funkeji P: R" xSL—>R% kiasy C1 motna znaleis
stata C,, przy kj.6re:| dla wszystkich eV :

[ Peavenly, € el 4

b/ Jeéli F jest klasy c;*i, to istnieje stata C, taka, %e

| resvoPoi [ X flye

dla ‘N ,fy\e'U oraz D& rss.
o/ Jedli dodatkowo O eS2 oraz S2 jest Sciagalny do zera
£ PC,0)eHT o (o, W))W dla bele
o VWe wkaspoéci a/ wystepuje jednostajnie lokalna przestrzed
Sobolewa {‘HA“L .. Przypomnijmy jej definicj¢ 1 podstawowe
wtasnoéei (por. Kato [1975]),
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Dla dowolnej liczby calkowitej 8 3 O przestrzed limiowa
'3(5 (R"-,R'-)oznc:. zbiér wszystkich R"-waﬂo‘oiwyeh mie-
rzalnyeb funkeji A ma JR™ takioh, ze 'we& (R, RY)
oraz wszystkie pochodne dystrybucyjme rzedu || £
nalezg do -lf'“,,,pr:y cZym norma ""P “,xs wektora 4 Jélt
zdefiniowana nastepujgco ! ML :

|| zeallr sl
gazie .C:L(IZ“,R") 1= -{\{r- R"-» RY miersalna 1

"*"‘z--s“f ( § ety 45) Y}

3~1| <1

¥ mormie ” " yrxentruﬁ ’8 (R‘“ IQ")
Jest prsestrzeniq Banac a oraz. dl k '3("“" dla kazdego 5 > o,
natomiast w prsypadku $>5~'+1 ma uiejseo ciqgle wlozenie

E(,;LG Ci (R‘) Rt)a

Jeéli tylko s>% , to punktowe mnoZenie indukuje

liniowe ciggle odwzorowania

q's—t X Wf"t-—’ %'Q' 1%
lt,‘l ".;k

ala O< R <¢g , O&ea ¢ 4-0 + Przypomnijmy, %e identycz-

" ny fakt szachodzi dla "mormalmych" przestrzeni Sobolewa.

Dla analizy szerokiej klasy probleméw poczgtkowych fizyki
matematycznej jednostajnie lokalne przestrzenie Sobolewa sg
bardziej naturalnymi przestrzeni w pordéwnaniu normalnymi
przestrzeniami Sobolewa ms , W ktérych poszukuje si¢ rozwiag-
zania. Wynika to z koniecznego a cz¢sto niedopuszczalmego z fi=-
zycznego punktu widzehnia, warunku znikania w nieskotczonodci
wartosecli funkcji =z djfk . Tej wtasnoséci nie tgczy sig¢ = ele-
mentami przestrzeni ’!ﬁu, , 0d tych ostatnich wymaga si¢ bo=
wiem pewnego' rodzaju ograniczonosci w nieskoriczomodci. Przykia=-:

S
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dem niech tu bedzie przestrzen ’"}(:L , do ktérej nalezg wszy-
stkie funkcje okresowe, ktdére lokalnie sa catkowalne z kwadra=-
tem. Dogodng charakteryzacjg przestrzeni PM:L Jest nast¢pu- .
jacy warunek,przy dowolnej funkecji Pe C?[ﬁ?’; R)' nieznikaja-

cej tozsamoéciowo:

AL € r}‘su wtedy 1 tylko wtedy, gdy 6&41: ”¢ u_” £ 0,
n,& n X QHS
XeR Tk

gdzie ;
G ly)i= Ply-x) dla x,ye R™,

Wyliczmy niezbedne zaloZenia regularnoé_chrugiego (za!o-
zenia A1 )oraz trzeciego etapu (zaloten:la Az).

ZALOZENIA,A (1)funkeja konstytutywna energii wewng¢trzne]
£:NxR"— R jest klasy C?B , gdzie b oznacza
ograniczonosé goohodnych wzgledem x az do rzedu 8 + 3,

(1) funkeje Lo:S2xR*—>RF, ¢ ig':R"—> R?
oraz b, )t R"xRE>R™ ¢ ae(3,:,:)tIR"xRt>R
sa klasy €' te ostatmie dla kazdego te[0,T] a ponadto

C )A |-
O (?5%'(‘»4) L QxRS R jest klasy c%“,

Uy coCDonml, 51 (R" Y, R™)) ¢ Mee C(IoTL LY (RAEIR)

oraz

b, 9e (Lo, M) ¢ e, 0)e (e, B,
1‘,0{,' ) Q-) ¢ j;(,sp > |

A,. Istnieje stala dostatnia c, taka, Ze go(x) 3¢ oraz
NN i KT !

AK.: () M7 % 5, + R A% (x,p)? ?u/“'-“h (op) S
9 2 L 2 ot 2

+ go’\?'(\(,?)/.t +5r8 > C°U7wmm, ?’mn‘r’f"%‘,é,‘pp}

zas
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dla kasdego (x,p)e R"xS2, NeR", e R™ ueR:ge RP,
(v B
W powyzszych zalozeniach przyjelidmy najogélniejsza sytua-
cj¢ zaleznodci wszystkich funkeji komstytutywnych od zmiennej x
(przypadek materiatu niejodnorodnegp) oraz zaleznos$é pola sil .
masowych b oraz objetoéciowych irédet ciepla od czasu, zmiennej
przestrzennej x oraz pelnego wektora (g, v, Vu, \z,w) o Te
ostatnia zaleZznoéé reprezentuje przestrzei Rét= R™ xR™"x R"*,'

19, Dow6d twierdzenia

lykorzysjujqo Ai 1 A, mozna wykazaé istnienie funkeji
N:W —> N(Z) speiniajacej warunek (i) twierdzenia H-K-M,

Do tego celu zdefiniujmy pomocniczg .funkcj¢ operatorows
B0 )t Wx en;,s[(i)x ri; 3 (2)->R  nastepujacym przepisem

= g (Bé . T 2
Bl b, Ga)=2 Qe 2l W)OJ,Z(QKM )

©,L= dxk ot ok’
19,1 ) T o 3 :
( *2.(0"(5%‘"1)0 + (aag,')lz)’
gazie ( , ), ozmacza iloczyn skalarny w LY nad R™, zaé
a,"" : O.K i ‘ao‘ sq zespolami macierzy K, Lz, m zdefi-
niowanych przy wyrazeniu (18.5) i zaleznymi od x oraz V,_w.
Literka T oznacza tramspozycje. Wykorzystujac zapis indeksowy
mozna’ forme :E(w; E,E,,&_,i) ‘przedstawié w jawnej postaci

14 2L
2 f vu Qa? Qd
B(w; Pq,gll) f”’i,su’)— Ay 2xX Qxh
. nzh
' dai oryedlty (20 (4 3T
IR o AT o Sy i S 3
T R" R
Ze wzgledu na posiadang wlasnosé (por. 66.14)1) Aﬁ?: Agf
nietrudno sprawdzié, Ze forma :E(w',O,")Jest symetryczna,

Ponadto zaloZenia A1 sprawiaja, Ze wspéiczynniki formy sg Jedno-
stajnie ciggle na R" 1 w zwigzku 2z tym moZna,w'ykorzyst.quc
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mutatis iutandis dowéd Morreya [1936. 5.253-254:] dla obszaru

ogrmclonego,wyknaé stusznosé nastepujacej wersji nierdwiosci

Gardinga® : = : : ;
LEMATG. Istnieja stale dodatmie M, ,c, 1 4, takie, Ze

1B a0 € M ] B Vil 181, D
(19.2) 1 'ﬂ;}{i ﬂ.ﬂm‘ o ” _ﬂg{o gi'w})
CBiws ruﬁ -, ‘meur) 2 CL( “ﬂ;{t +’1”;. ) - Jo”l‘”;{.

N
dla wezystkich ,lz,li el omz @e\;f. o

Znikajgce 1 :odpowiada klasycznej nieréwnodci Gﬂrdinga
@or.Ftchezu. ['_1912]). Posiadajac Lemat G mozna sig pckusié~o sde~
finiowanie wymaganej "tﬂé’gin etapie funkeji Nﬂ"’ }7[2)
Okreélwmy dla kazdego W€ W biliniowa i symetryesns forme

(19(:'3)’ ] )N(w) na ZxZ przepisem

4 . 42 4 2
W»ﬂ)N(-)"'E s F"i-iﬂ ’ f’"-slr) do(wh ), (p0, 7
wtedy odpowiadajqca jej ‘norma N (w) m'Z Jest posiukiwanq war-
toécia fumkcji N () . Rzeczywidcie z mieréwnodei (43-2) wynika

bezpodrednio, Ze ytnen stala ¢q >0 taka, ze dla kazdego UeZ
1 wszystkich weW zachodzi nieréwnodé

(19.4) C3|uv2~.'\< WUN(U).Q c;’“ UH.Z-,

a wice N (w)g & (@) d1a wszystkich weW. Pozostare dwie
nieréwnoéci wymagane v -vunkcie (1 ) zatozeri twierdzenia H-K-M
bedg sprawdzone w dalsze] kolejnoéci. Do tego potrzebne sg po-
nizsze warunki Lipchitza dla funkeyjmych wsp6lczynnikéw réwnania,



LEMAT 1, Istnie:]q state dodatnie ¢,, Cg 1cg takie, ze dla
kazdego W,w e W :

” ot (x, vi W)= M, z”')l I?{'r$ C,. "W‘w‘ "mrn ‘,84'*,31;
| a0, %m) =X (6,%) ||y r s e | Wt | gt gy,
“ d-o,(‘ﬂ )V1_W)" q\’.(.X;V‘;.W')"%vé Cy " w_w‘"'x‘“‘i'x*x'ﬂ',

““@x)\"xw) ¢ 'g'(*’ X %w',Vivﬁ "ur € Cp “ wew "-}lfﬂ ﬁ'?"x’lt"

) 5
Bl et ] < vl (lulfslall)
Dowéd. Pierwsze oztery nierdéwnodci sg bezpoérod zastoso-
waniem pumktu b) Wiasnodei F funkecji gladkich okreélonych na
QP oraz przyjetych galozeri regularnosci Ag. Ostatnia nieréw~
noéé jest konsekwencja trzech pierwszych jak widaé z ponizszego
przeliczenia ’

Blw, Pr,,.,u s Prmu)- B (w’,m'ﬂ,pu,su)l 5
2 (05 5 *az(T*- ) 5en),

%, L=1

r ((ﬂ L a"@) KL vl)o
<l b [ Vel +2(Vul, |

stqu ”w -W’"i ("u";t

1}

2
)

gdzie dla oznaczenia argumentu w’' uzyliémy prim przy wspéi-
czynnikach :mnkoyjnyoh

WNIOSEK 1. Prazy utniejqoyoh zatozeniach A "‘2 funkcja
Ns. W——-> N ‘7:) powyzej zdefiniowana speinia warunek (1)
twierdzenia H-K-M,
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Dowéd. Wpierw oszacujmy modut réznicy "u, ”Nvl) 1 " uw "N{w )
dla . w/ewpwe\foraz we'Zy s uwzgledniajgo ostatnio udow.dnio=
na nieréwnoéé oraz réwnowaznodé morm N(w) 1 i uZ otrzy-'

“u w \J"x

2‘3“ u ”z,

mamy

| g 1w |
"u“NL:). “ U “N(w’)

d

Zapisujac stosunek dwéch norm w postaci

| l BN fw) lN“')

U g 18 Tl o o
“ulkwy ”uhﬂmv

oraz powtérnie wykorzystujac nierdéwnoéé z Lematu 1 oraz powyz-
sge oszacowanie otrzymamy

M’L_"_L‘“) cc, "w w||1“u“z - te | w-wi~ +1
u u’“ Niw") “u’“ = i “ l&

Nw')

i identyczne oszacowanie dla odwrotnodci lewej strony. Stad
wykorzystujac znanag mierdéwnosé In L:l-pa)g o ¢ const .
o 1le 0¢{<lracs otrzymy (por.definicje mormy w /Y‘(Z))

oz (Nl M) &g w- w5 .

Te samg procedurg¢ i nierdwnosé logarytmiczng stosuje si¢ by wy=-
kazaé, se istnieje stata 7\, >0 taka, ze § (N(w);| -ni)eﬂ,v.
O

Przejdimy do warunku (:l:l) i podstawowej nierdéwnosci dla
dowodu ocatego twierdzenia.
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LBNAT 2. Istnieje stata [>>0 _taka, e dla wszystkich
weW, 'ULe'Z oraz 7\>Pr gachodzi nieréwnosé

(13.6) A(“"*f““ﬂmw >(0-p) " U "N(w)

Dcwdd Niech U = (u, ViR ) o, saé pod wspéiezynniki
tunkoyjno nie wpisujmy explicite saleznoéoi od x, w oraz VjW..
Wykorzystujac nieréwnosé Schwarza, wzory Greena-Gaussa i cal-
kowania przez cze¢sci oraz fakt, Ze w nieskoficzoroéci funkcje z

4° znikaja, otrzymamy

[ ex, Jufl > Ao +2u. u) = 2w
w,,,g,uwm) e Ul) +do (prlAGL). u,+(g.mALw)u)vL

~n

A Bl b lg) ¢ o e )
=a(u.W XJLQL_, ?E_) +§(JK2{_) ,\1\_%0}944. o)

R T =l

+(0p0m), - d.,(vu.) i hgz“'.v Xaoﬁ»,v -

Zl.a 9
= AU, W, 9 (vsu), - 2& 99:( au‘_) .

— ,u- e d-o 2 L' 9& a :
G)MH )..> (v, ), 12,&(,”& P sx) Al e 1Y)



e

?\W&h -Cvuuu 'do (v, “) >
(6)

> (a-puly,

i Cs .
gdzie [Q:i= C‘? + do 32 poniewaz:

0]

(?Q Lo Kby

——

DXL K e & Xk
NCE SN 'ax ¢

n
1 -ta% Kb‘/ Qu >_§( o g& }(“02 v
Sk =T AxKd A Xk )
“(’ dx* Q.x 3 M ‘ax L K,L DKEOx 4

XL (L LK
gdyz z symetrii A wynika, ze Q. =Q . Podobnie dla

czwartego czlonu mamy

Wl Lo T G bo'a e

W

ad/b/ Ze wzgledu na zalozenia A ,punkt a/ WrasnosciF funkeji

gtadkich okredlonych na MS oraz przynaleznoéé kazdego w do ku-

11 W, pochodne 98258 1 YCE v , K,L,N=1,..,n,88 jedno-

stajnie ograniezone,a stad dwa ostatnie czlony sg ograniczone

odpowiednio przez C7||v|] u," v C?"YLIUV" =

Tak wiec ich suma jest ograng'c:onq przez s 'C (“u" "“V“
+—“_~ o )@ e wzgledu na nieréwnoéé norm r6wnowainych ‘I‘J 5)

w sumie przekraczaja - U,I

ad/é/ Z nieréwnos$ci (v w), I\/ ”o aﬁ‘}&j‘nu,

| ~ wynika,
przy powtérnym zastosowaniu (19 5), nleréwnosé Z

sl Bl eshalp

W



Wymagane w twierdzeniu Hille-Phillipsa-Yosidy odwracalnosé
1 gestosé obrazu operatora Afw)+A [ beda wykazane jako kon=-
sekwencje nasté¢pujgacego lematul

LBMAT 3. Jesli [ jest dostatecznie duZe, to dla kaddego
w € Wodwzorowanie  Aflwl+ LI WoxHaA R — L
jest odwracalne dla A>(¥ 1 ze wzgledu na oszacowanie (19.6)
zachodzi nierdéwnosé

JAG +ATY i“Nw s]\l_p.

Dowéd. Wyznaczmy formalnie operator odwrotny do operatora
A(w )+ AI |, gdzie A (W)Jest dany zaleznoécia (18.5) ; otrzy-
mamy -

- x -4

R (Cag (N))1 So(czg(w)) % (Cmg(w)) Ay

WM*MS: ?J‘L( Cag ("‘))‘4 -1 go 7\ (cls’(“’)Y‘ (Cmg(W))"As[w)
0 0 71\ 1

gdzie % L')"

Caglu):= 7\’”9.]: -Adlwl = _7\9',:0'[- %. 3," SR

P
hats 2By

Jak widaé warunkiem odwracalmoéci operatora A\(w) + AL jest
odwracalnoéé operatora ,Cag (w) . Dowdd tego faktu wzorowany
na metodzie Yosidy \:1980 - s.427-430] calkowania réwnania falo=-
wWego w R™ , zostal naszkicowany w pracy’/ Hughesa-Kato i
Marsdena [1977]. W obecnie rozpatrywanym przypadku wystgpujace

'/w pracy tej wkradio sig¢ kilka bledbéw korektorskich,w szoze-
g6élnodci brak minusa przed operatorem An ( t,w) 1 macierzy
a _w kilkn miejscach na str,287. Koicowe wyliczenia opera=
t3%a odwrotnego podajgcego wyrakenia dla AL oraz A+ nie
zawieraja wszystkich czondw.
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tam macierze a,y oraz a,, nalezy przyréwnaé do zera. W dowodzie
korzysta si¢ z nieréwnodci zaloZomej w Aé odpowiadajgcej prazy-
padkowi znikajacych /« 1y + 3. .

AL bp) D N6 8> colﬁlpm!‘slw

Powtarzajac wspomniany dow%d uzyskuje si¢ naste¢pujacy re-
zultat:idla .7\>§ operator Cy\g(mdjest wzajemnie jednoznaczny.
z % na '34" dla dostatecznie duzych p . Skoro A, (w) dzia=-

ra’s Wt s '3“’ wige konpoayo;]a (.Cmg(W)) Asz(w)
Jest dobrse okroélona jako operatorz'dl do ’M" ?

> P+l 3
Tak wigc mozemy mapisaé, dla dowolnmego ' w e\n/‘ 'I\>Pv

M mm

Al +NT: 'A{zx%("x'af = Ry ‘%:4

oraz dla operatora od'rotnego (A(W)‘*'])I) nastepujace wy-
razenia na rozwigsanie réwnania operatorowego

u] 3
(AL)+2T)| v[= &
n T

stawiane dla dowolnej t.ré:lki (g J\ "")G- '}ti ’u‘ L 'Mi ’

mm onm lurﬂ

veMu-g ¥

=g ( Cagll) + g0 (Org 0 s & (Crgb A X
fe i

Ao G?‘f’w e

WNIOSEK. Przy postawionyeh zatozeniach AI i A Jut spel-
niony warunek (j.:l) galozen twierdzemia H-K-M, tsn. - A (w) Jest
inrinltesylalnyn generatorem gquasi mzajqcej p6igrupy typu rf
i klasy c®w chw) dla kazdego W€
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Dowéd. Aby to wykasaé naleésy skorsystaé z twierdsenia
Hilla-Phillipsa-Yosidy (poc. sformutowanie w ksigice Yosidy
{1980, s.249 ]). ktére wymaga by gesto zdefiniowany liniowy
operator - A( w) posiadat rezolwente dla wesystkichA>f , .

tzn., by obraz AT + A (w)byl.gqsty w N(w) .1 odwrotny ope-
rator (AT+A(w))" byt ciagty . Z Lematu 3 natomiast wynika,
%e rezolw.enta generatora - A(w) 0 dzlog_glniet"Domn (A (w)):=

L ¥ i i ° )
= "33)“ » %;w‘?)‘{sl’ﬂ’ 56k Jont gheln v z ‘%m} _’Sim,.x raiw"
(a. tym samym w zncw))lltn:leje dla. A > . Dzledzing rezo-
luenty-gesta "'iN(w)"' jest przestrzes H®* xH° x U . :

", M~y m,p+
Z tego faktu wynika, e dla kazdego we W ma mie soe/reln-
cja

exr(-fAfw))#ll ¢ eq’-l

dla wezystkich T eRY oraz ze (Q\.: . Ciaglodé (A(u)—l— 7\1) :
jest widooczna nieréwnodcia Lematu 3. :

Przejdimy do warunku (111) zaloZen twierdzenia H-K-M i zde-
finiujmy operatory Li= (A—A)sﬁ-.i oL b= (4- A)'s/" oras

&0 0
Si= O & 0O
o od].,

mody $: = WA W oo L= P A AW

e ; 'M,% M Ay M) pad
jest izomorfizmem migdzy i .oras . . Niech dla weé W be-
dzie siefiniowany operator liniowy

@) O

0
[, 804" 0 [pl
E (N):v:. : g J
O O 0]

"
& o 2 ~1 = K )

-4 !l‘gi-'- 1= - : e

s i TR > R RO R
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oraz [. 3 .J oznacza komutator. Przy tak wprowadzonych wiel-
kodciach formuiujemy

LEMAT 4. Przy postawionych zalozeniach Ai i ‘2 warunki (111')
oraz (iv) twierdzenia H-K-M sa speinione.

Dowéd. Warunek (111) jest speiniony bezpodrednio z defini-
¢ji operatora 8. Bezpoérednie wyliczenie,wykorzystu,jqee tran-
sformacje Fouriera ,pozwala sprawdzié, ze ‘SA(\M)‘S AMW)+EW).

Z postaci operatora widaé, ze E(w) Z > Z jest liniowy.
Jego ograniczonoéé dowodzi si¢ w identyczny sposéb jak w twier-
dzeniu H-K-M [1977, 5.288],jesli zauwaiy sig, %e

lE(w)v ﬁ[uf At]l w+ L4 A]"C"l“
1

Pierwszy czion prawej strony jest identyczny 2z odpowiednm
we wspomniane] praoy)natoniast szacowanie drugiego czionu prze-
biega w identyczny sposéb. Dla zasygnalizowania metody dowodu

tam uzytej podamy szacowanie drugiego czionu.
Korzystajac z transformacji Fouriera mozZemy napisaé

14 Ml v-i’ [ (4-aV% 5’0" 2] (4-a) 20 =

-i
=2 [u- A> % slaf0-a) T 20 A)%ZL

Dla ostatniej grupy czynnikéw, dokonujac transformacji Fouriera,

2

{ J&lt- b a:u-_a)‘%axj:

° R™

~Glop (e g BR8]

R™ R™

mamy

| & -7y

wel
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Komutator £ z eperatorem mnozenia w "Ho , moze byé oszacowa=-
ny nastgpujaco :

Wi - -4 K|

Co-ar gt ea) T | <ollgmtss]

. : :

®) -

jeél1 skorzysta sie Lemma A2 w wykladach Kato [1975, 8.66 ].
Wykorzystujac wiasno$ci przestrzeni Sobolewa oraz wiashodéci F
funkcji gtadkich na przestrzeniach Sobolewa, po zastosowaniu
prawa rézniczkowania zloZonego oraz faktu, ze ~o.( zalezy od w
a ten z kolei jest elementem skorczonej kuli Ws stwierdzamy,
Ze prawa strona@),jest jednostajnie ograniczona.

Ten fakt wraz z poprzednim oszacowaniem gzawierajgcym norme .,fz
wektora i koficzy ten etap dowodu; z niego wynika istnienie
stalej dodatniej 755 spetniajacej nieréwnosé

 eufy engul; -

Sprawdzenie, %Ze funkcja operatorowa E (w) speinia warunek
Lipschitza przebiega identycznie jak w dowodzie twierdzenia
H-K-M. Wykorzystuje si¢ tutaj powtdrnie oszacowanie dla komu=-
tatora o z operatorami mnozenia g:(a""'- a Kl ) oraz

gé‘(a"- o.“() , gdzie a*%= o.'“‘(u) zas a <= a<4(w’) i
a'%:= a¥fw'), a takze juz wykazywane nieréwnosci z Lematu 1;
w szczegélnosci dwie plerwsze dla r = 8 ;.

- Ki -l My l" =
ng‘; ab-gaa' \-ILHS < C‘( w W"MS-HK}{SKH5

T & C£: " w -\«)'” U H

" g:'a‘( - g:ﬂo»' .
Stad A
u[@-A)S/Z, gz‘o»u- g:’alm] f e A) © " L2 42

2 PR, W

-1 Ky <1 ’Ku)

S ‘C(“W (300 =go

MS‘I
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u&\— A)s/z, go =7 §° 0’ J (." A)

| ﬂwq ife a‘mg,s

CrCa W “’I
VW kodcu otrzymujemy

I(E(w)-E(u'))u H&, ¢ Necrcl ]u—w'k"u”z,

¢o koficzy dowéd mierdwnoéci "E(w) E(w') 7R £ t"w w”? o

Przejdémy do sbadania regularmoéei rnnkcji ['o,T]x\f—> g
oras funkeji operatorewej A (. ): w—> din (‘T S -py. wykazaé
speinienie pozostalych trzech warunkéw twierdzemia H-K-M,
Wpierw sdefiniujmy sbidér *

V Ve\ ms#l.x,}‘y&tx ,.us-u

m,m ] M;P+1

ktéry jest gestym podsbiorem kuli VAl

LEMAT 5. Istniejq uale dodatnie O\Aoru/kA tak:le, ze

dla wssystkich W' weW'
P e A

oraz dla kazdego uqve\/é ~ isthieje stala 7\‘4,>0 taka,ze
dla wszystkich weW

A

Dowéd. Przyjete zalozenia regularnoséci A ,wlnnoéoi prze-
strzenl Sobolewa oraz punkt a/ Wiasmodéci F funkecji gtadkich
okreélonych na przestrzeni Sobolewa sprawiajg, %e wspétczynniki
funkeyjne ge' Kb oraz Q¢ ().‘< 8§ jednostajnie ogra.ni-
czone odpowiednio w 'M & ?:1(”‘ dla wszystkich. W‘e—W
Wykorzystujace w ponizszych oaza’cova.ulaoh fakt, Ze punktowe

i
s?\A.
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mnozenie jest oiqgle w sensie "}{’ '}(‘ 'C: N dla s>
mozemy wprowadzié nastepujacy ciag oszacowali,gdy lkﬁ!

|AMM [ e it Y R )

K';“ n<a

a
2

oo w Ay Ol
énv I“K‘*x,zn—.i?o‘“x%@" yaw+ %n "f" 0}5%‘ I'M‘“é‘
Cs{'z §°1QKDH.Ms u "'}l‘“+

*E;, |- Kﬂ | )]MA“u'“w

gdue stata Ny =2M%-l4. 3¢ oCs nl zaé c_ jest stalg ogra-
nicsajaoa kazdy 3 wyrazdw lf a‘“'[,’; “, a1 o K,L=1.

Niech teraz C % ’ powtmajao poprzodnle romnowanle
otrzymamy

] g~ - B o2 B ol

‘}x“’c’*u K |

- Q
Chelyn £ B0 60T
Iy

S

-l Kb
§o &

{K| el
3“ b '}(“ ys-n.

+;Z=| ” ?:1 ak. ﬂ!ﬁu, :

£ Nwaxﬁri 'chcsm}(n
7\A '

x +l+
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Pozostaje udowodnié clagiodé w sensie Lipschitza funkcji ope-
ratorowe) Al ) \r\f—)obm('Y Y). Dla dowolnej pary w 1

W e\‘\f oragz ‘ueY mozna wyprowadzié oszacowanie, korzy-
stajac z oiaglodei g e - L

[AwW)- Al ))ule ”zzt.- e KL'QKL x~<9x

+Zf O. a'k 2:x" »“S“:;{L-O

=3
C\O %z L"H §° a e go O' HM;- -&tﬂ

2 e - g'a by
€ 26C00 [[Ww' o g (Ws)

To koticzy dowéd spelnienia prgez arunku Lipschitza.

a
WNIOSEK. Przy pestawionych salozeniach A1 i A2 warunki
(v) = (vn) salosed twierdzenia H-K-M sg spelnione.

Dewéd, Ostatnio udo':n:loly lemat xapewnia speinienie warun-
kéw (v) 1 (vi) odnoszacych si¢ do fumkcji operatorowej Al)
Dowéd ograniczoloéci 1 cigglodci w sensie Lipschitza funkcji

g, Lo T]KW‘BY przebiega w sposéb podobny, W .istocie,
punkt o/ Wiasnosci F funkeji gtadkich na przestrzeni Sobolewa
wraz 8§ preyjetymi salozeniami regularnosei Ai,daJe j’, +, w)eY
dla wszystkich w e\nf . Jeéli tak)to punkt o/ Wiasnosei F
oraz ciagle szanursenie ’M‘c»’zk..;, sabesp:lecza,jq Jednostajne
egraniesenie b (t.x. Yw) oras o..ah)(t wVuwjw U° a1a telo ;T
1 weW", Stad £ Lt,-) jest jednostajnie ograniczony w Y .
Dowéd speinienia warunku Lipschitza przez .?, bezpoérednio wy=-
korsystuje. pnnkt b/ Wiasmedei F (por. Lemat 1). Ciaglosé fum=
keji 8,( ,w £To. T]—'»Z wynika z przyjetej ciaglodci w zmiennej
t fumkeji b i r, 5

W tem sposéb vyeserpal:lény liste niezbednych saloteﬂ, kté=-
rych Bpotn:l.enie Jest warunkiem wystarczajgcym siusznosei
Iutqpujqcego twierdsenia.
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- TWIERDZENIE, Puy przyjetych zalozeniach A 1 ‘2 niech
stan U, jest taki, ze Vil (x)ell ala uzy-t.nen xeR™
Wtedy dla dowolnej tréjki warunkéw poczatkowych (Uo, Vo, vt.,) e

€W Y xQ° prey 8 > 2,5 istnieje niezerowy przedzial
ezasu [0, '] € Rt oraz otoesente U3 (u.,Ve, Yo) takie,ze
przy kazdych warunkach poczgatkowych lezgéych w zbilorze :
problem poozatkewy (18.3 ) (por. (18.1) 1 (18.5 )) ma jedno+
znaczne rozwiaszanie U(t,* ) da1a telo T ] spelniajace
warunki u(3, )¢ ’M‘“‘ L vl e B (b )eqs, Ul )eW,
 snenngdinedss  EU(E x)c S dia kaddegh'’ (4 Welo,T]x R
a pomadto ueC (Eo 1, '315*“" ) dla0.¢rés .1

‘tect( Lo, 7], ’3(‘-' 5 . Ponadto rozwiasanie
Jest clagla funkejg w 5 S ’N‘ « Y swojego warunku pooczat-
kowego, .tzn, jedli et.'lf—>V . jest odwzorowaniem przy-
porzadkownjacym wartoéci poczatkowej ( powiedzmy (U, Vo, " o))
odpowiadajace jej roszwigzanie (powiodny (u(t, ), v(},), 1[(» ))-—

to e* Jest ciagle w topologii

e* (Ef-.;vf}'p%’, W ‘f}:s jednostajnie w relo ] |

Uzyskane powyZej twierdzenie o istnieniu rozwigzania i jege
cigglej zaleznosci od warunkdw. poczatkowych wymaga, w poréwna~-
niu 5 twierdzeniem o jednozmacznosci 1 stab:llnoéoi(por. [Kosiﬂ-

‘ski [1981]~Aoraz' rozdszial 4 tej pracy) rozwiazania problemu

poezatkowo-brzegowego w przemieszczeniach dodatkowego saloze- '
nia obok écisitej eliptycznodei A,. Jest mim galoienie o regu~

larnoéc: .funkeji. koutytutmyeh i prwej strony ukladu réwaad
sformulowane warunkiem A1.



1V, Stabilnosé rozwigzania problemu
poczgtkowo - brzegowego z dyssypacja

W tym rozdziale naszg uwag¢ skoncentrujemy na analizie uktadu
réwnad teorii termodynamicznej, ktére mogs byé zapisane w postaci -
rownan bilansu.

20, Uklad réwnai bilansu

Nasuwa sig pytanie o warunki wystarczajace , ktdre pozwalajag
ukiad rownad bilansu wraz z rdwnaniem ewolucji zapisaé w wymaga-
nej postaci, : ;

Przeanalizujemy ten problem na przykiadzie rdwnad lokalnej
teorii z wewngtrznymi zmiennyai stanu z lepkoScig rézniczkowg.
idwnania tego typu pojawiaja sig¢ w literaturze,a ich rzecznikiem
jest Morro X/EQBO] « W przypadku zlokalizowanym do umiejscowienia
poczatkowego /A—r’,réwnanie ewolucji dla zamiennych @ , dla nie-
przewodnika ciepta, moze byé zapisane w postaci

F
22 Ha o BE] + W s Bl o)
zdzie wortosci funkcji konstytutywnych Hz oraz HL dziaiajg
liniowo na odpowiednie pochodne., Aby powyrfsza pos}t.;'é mogla byé
zapisana w postaci zredukowanego (ze wzglgdu na brak pochodnych
przestrzennych )rév.nania bilansu wystarcza, ze istnieje zmienna
¢ bedgea funkcja .F i Ny tEn C=C;¢(p)'1) taka, 2ze

Ve Q.
H = —2 v HLE‘A 2
o e TR

x/ Jdorro pokazal, ze uwzglednienie liniowej zaleznosci prawej
strony rownat ewolucji od tensora D ( por. (4.4))oraz gradientu
temperatury przy liniowych zwigzkach konstytutywnych dla
naprezeniajistrumienia cieplayw granicznym stanie stacjonarnym

( Dt)=const iVhlt) =const7prowadzi do roéwnad lepkiej
cieczy XNewtona z prawem Fouriera przewodnictwa ciepta,
Stan niestacjonarny z kolei opisuje efekt drugiego dzwieku,
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Wtedy pierwsze réwnanie moze byé zapisane w postaci

\

2@ » w=a-C
8- r,) s e Brmene

.

Ho (7, 3)= Ho (Fg, c*(Fin)+ D),
Jeéli spojrzymy teraz na roéwnania bilansu (16.12) > %0
- stwierdzimy, Ze ich postaé jest konsekwencja zlokalizowanego
prawa bilansu, Rzeczywiéoie, nieskomplikowana analiza wyprowadzo-
_nych w p.9 réwnad bilansu w umiejscowieniu aktualnym /atﬁ)')wraz
prawami przejsécia (16.9) - (16'.11), prowadzi do praw bilansu

::ﬁ, J govdv = J‘T‘nda + Jg,bolv,
M BING (A) e N Wi i 37)

oraz

(20.1)

L (guferpido= JuT-g)Rda+ Sobybrme)dr,
ProlONE ) PO BR) g BNELAT)

gdzie ML oznacza normalna zewngtrzng do@xt (®)it=T-T, stad
uzyskujemy rdwnania (16 12) przy zalozeniu, Ze nie ma produkeji
pedu ani energii w podobszarach(t:j. obrazach podcial pod dziaia-
niem /u-[o‘) obszaru My (fi))\ “e[A/ut) s @ same funkcje wystepujace
pod catkami ‘sg prawie wszedzie rézniczkowalne., Dokladnlq—pole
predkcsci Vv winno byé klasy L w czasie na [o,»r] , ¥raz z ener-
gig wewnetrzna E, natomiast polas napre¢zenia TI‘-, strumienia ciep-
ta n,oraz st.rumienia energii mechanicznej v'T' winny byé klasy
Lwxna Uy, ()N, ( ) :

Jesli wystepuje powierzchnia osobliwosci A’ 1 CAT (3))ktorej
obrazem w MUy = jest “’t—l‘ {/ﬁ }o nawet zahtada,]qc, Ze /S; Jjest
niewazka, tzn. 94}‘“-0 , hie mozemy sig ustrzec przed 0s0bliwos~
ciami wynikaje,cymi z nieciggiosci pélma “’t M ) oraz z ewentual-
vnq produkejg entropii (por. (9 49) i komentarz w p. 9..)) .

3 Przeanalizujemy tg sytuacje dokladniej.w tym celu wprowadZmy
"wektor" zmiennych poszukiwanych s Ktéry bedzie sig¢ skladal
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z gestosci pedu QoV , gZgstosei caikowite] energii E'.‘ (E*bf V)
oraz pozostaiych zmiennych pochodzacych ze stanu G ’ ktérych
istnienie nie bylo uwzglednione w wystgpujacych réwnaniach
bilansu (20.1) . Wtedy ograniczajac sig do réwnai_ewolucji,
ktére w tych zmiennych przyjmujg postad rownan bilansu s MOZe-
my zapisaé pelen uklad w postaci prawa bilansu

(20.1)’ ju‘d‘“’* Sg"dn'dk ggs‘k#

9 9z(®) ° D)

Celowo zastapilidmy postaé rézniczko - calkowq)dotqd';'toso-
wanq,postacia, catkowg., Dzigki niej nie musimy \wykmczaézobszaru
caikowania.powierzchni osobliwosci, ¢
Ponadto przyjelismy A= py,

Qgraniczajac naszg uwage do sytuacji w ktérej nie ma koncen-
tracji masy na powierzchni ani produkcji pgdu i energii w calym
obszarze,dopuszczamy istnienie . powierzchni nieciaglosci czaso-
wych przebiegdéw pola u, To oznacza, 2Ze uwzgledniamy istnie-
nie hiperpowierzchni QC 2 (B)x [O»WJ—- , ktéra jest
nognikiem nieciggtosci pola u, .

W tym miejscu dla zachowania odpowiedniej scislosci warto
wrécié do klasy BY (R“) i od razu postawi¢ problem ogdlniej
i zatozyé, ze 'H, : jest elementem tej klasy.

Tak tez zrobimy lecz za chwilg. Przedtem przeprowadizmy dys=—
kusj¢ ograniczer termodynamicznych nakiadany przez nierodwnosé
produkcji entropii na kazde rozwingnie ukiadu (20.1)‘

20,1 Réwnanie bilansu entropii jako konsekwencja drugiego
prawa termodynamiki

Nierdwnosé (_9 44)(quz (9 45))przenieslona do umiercow1enia
poczqtkowego fx-}(r i zapisana w postaci globalnej, przyjmie

x/ Przypadek ten obejmuje’ czastkowe rownanie roanczkowe dla
zmiennych wewnetrznych (16,19) , w ktérym Ly (F, % w):=

-DW:Q(F
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forme¢ -~

(\ T« &
2y Jen| e ((Trbss | (oo
(20.2) x(gs; " ; > 595(@'& oaﬁ)v P

gdzie I.(x,t):: «St k},.[‘”(/ut°4é(X))F?1.aJest przeniesionym strmqieqiem
entropii do/4t° przy pomocy procesu przemieszczania (16.7),
ktérego F jest tensorem, zas X=Mg, ( X) ( por, (16.14))/.
Przyjelismy tez naturalne zgdanie w postaci (9.43) . Jest oczy~-
¢ wiste, 2e 2zgodnie z dyskusjg prowadzong v p. 9.5,Zgdamy spelnie-
nia warunkdw (9.43) miedzy strumieniami entropii i ciepta na
brzegu ciaxa, : -

Zgodnie z zamierzeniem . przyjmujemy, ze ukiad (20.1)’ lokal=-
nie jest uktadem rdwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, dla
ktérego ezlonﬁ’czeéciowo reprezentujacy dziatanie zewnetrza,moze
byé dodatkowo: funkcjag x oraz t. W mysl nomenklatury rozdziatu 2
oznacza, to ze przez odpowiedni dobdér zmiennych morfizm' material=-
ny S y przypisujacy reakcjg¢ materiaiu po ewolucji stanuymoze by¢
zlokalizowany, tak jak w (16.21) , Podobne zaiozenie czynimy o
strumieniu k , Czion @oTe /i moze oczywiscie zalezeé nie tylko
oda U ale 1 od zmiennych t oraz X, .

Przy cingioéci Lipschitza morfizméw f ufazk w zmiennej U.
oraz zaltladaja‘df ze mamy do czynienia z u=3—> RM ciggiym w
sensie Lipschitza,zlekalizowane prawo bilansu (20.1)'oraz nie=
réwncsé L20.2) prowadza do ukiadu roéwnat bilansu

(20.3\ g—_lf— + Div ,Y(u)*%(u;f,x) : Hq- P,N“ na ?)

oraz nierdwnosci rézniczkowej

(20.4) (%g% = Divk (u)» go'% ' Hy-pw.na D.

Wracajac do interpretacji nierownosci @0.4) z rozdziaiu, 2 p.
17’ mamy % s
SPOSTRZIZENIE 13. Kazde ciggte w sensie Lipschitza rozwiazanie
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uktadu (20.3) speinia nierdwnosé (20.4) wiedy i tylko wtedy, gdy

(20.5) VU, 1" Vi §=- Vuk*

(20.6) V Vu"[_"B‘.u‘,t'x)‘ 93{;—-)0 S Ha-P.w.wa-‘D)

gdzie ?oVL= Q‘(u) . k=k*('U.\ :

Dowéd, varurek wystarczajacy jest oczywisty. Aby wykazaé waruanek
konieczny przyjmijmy, e Vun:Vu{ "’vu &‘#-0 « Wtedy biocrac
dowolne gtadkie rozwigzanie (s ukiadu (20.3) s Spekinienie
nierdwnosci @0.4) jest réwnowazne wypeinieniu warunku rézniczko=

wego
o.r) (Wt + k) G 1L € -sue 4+ Gy B(Thi2 x),

skoro wyraz w nawiasie nie znika tozsamosciwo mozemy dobraé
lokalng wartogé¢ Grad a niezaleznie x/ od wartosci fL tak, ze
cata nierdéwnose (20.7) nie bedzie speiniona, dla tego konkret- .
nego rozwigzania. Stad jako warunek konieczny otrzymujemy tozsa-
mosciowe znikanie wyrazu ¥ nawiasie w (20.7) a tym samym (20.5) §
a to juz pocigga nierdéwnosé (20.6) ‘a

NIOSEK, Uklad réwnag bilansu (20.3) ograniczony nierdwaoscia
produkcji entropii, tj. jednostronnymi wigzami rézniczkowymi

(20.4) ’ jest wzbogacony skalarnym rdéwnaniem bilausu entropii

M k= w) - B(u,t,x H4p.urmaD
oy %_bvk (W B,y HEp )

x/ W szczegolnosci nierswnosé (20.7) mozna zabur. yé dowo lnym
gradientem wartosci poczatkowej rozwigzania R
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tzn. kazde ciagie w sensie Lipschitza rozwiazanie ukiadu (20.8‘) i

speinia (go.s) i jedynym ograniczeniem na rozwigzanie jest nie=

réwnOéé (20.6) . A3
4

Jeéli na 'kanretnyin przyk}ad_zi.e uktadu rodwnan dyskutowanym
w poprzednim rozdziale zechcielibéé'my przesledzié warunek- (20.5))
to okaze sig, ze sprowadza eig do zwiqzkéw potencjalnych migdzy
naprg¢zeniem ,temperaturg a pochodnymi energii wewnetrznej zag
nieréwnose (20. 6) odpowiada warunek

g_ﬁ_,l.,zo,

'aw_‘i v . ;
gduie 53 ° 3t ,Q,W) s Wtedy rdwnanie bilansu entropii {(20.8)
przedstawia sig (por.p.19 powyzej ukladu (19.3)) w postaci

Qt‘“{ige Lo+t A
Zauwazmy, ze w tym przykladzie’k=q,_=-0 i dostarczenie entro-
pii z %ewnatrz odbywa sig¢ w sposéb objetosciowy dzigki objgtos-
ciowym Zrédiem ciepia,

Wréémy do sytuacji ogélnej, Ze wzgledu na réwnanie bilansu
entropii (20, 8) oraz dwie postacie nierdwnoséi prod.xkcji entropii
(20. 4)(dla ukiadu (20. 3))oraz (20.6) , przy czym tg ostatnia
.nalezy interpretowaé jako nierdwnosé produkcji entropii dla

ukradu (20.3) , réznica

(209} Vu\l B (U; n‘%““ Pa

Jest ggstosciag produkcji entropii:w uk¥adzie w procesie gladkim,
tzn, ciggiym v sensie Lipscbitza.‘

Stad naturalnie narzucajgca sig¢ mysl okreéslenia ukiadéw, dla
ktérych /f:yL okreélone przez (20.9) znika H,‘ ‘["_“’-' w D jako m-_
dyssypatywnych. ;

W przykiadzie powyzej rozpatrzonym odpowiada to warunkowi

Q€ ., =0.
Pw
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20,2 Produkcja entropii na powierzchni niéciqgloéc:l

Catkujac (20 9) po obaetoécnpo czasie,otrzymamy catkowitg
produkcjg entropii w ciele B w przedziale czasu [o,or] , ha
ktorym proces termodynamiczny reprezentowany przez rozwiazanie
u,,, Jjest badany. ¢

Dla kazdego podobszaru J)t‘-= x(?)! [0.*[.9‘9&)produkcja entropii

(.PVL(Q*) bedzie réwna : :

+

(20.9) * (0= & éu)h&\rﬂ:.

I tak jest przy zatozeniu, Ze proces jest giadki, Jesli pro-
ces nie jest gladki, i wystepuje wD hiperpowierzchnia nieciqgloé—-
i & , to zlokalizowana nieréwnosé produkcji entropii. Trozbija
si¢ na dwie nierdwnosciiprzytaczang juz (20 4) ale stuszng teraz
tylko w O\S  oraz

(20.10) goﬁ“_“rd + u ;L l‘ﬁ{,) 0 : Hg-r.ﬂ.ma"sl

gdzie'aw‘ u,“-v.ﬁ*ll??v\dns, o ile proces(rozwiqzanie) u. +Jest
ciggly w sensie Lipschitza wszgdzie w D 2 wyjatkiem powierzchni

!.f, na ktérej doznaje niecigglosdci skokowej. Wyrazenie wystepuja~
ce po lewej stronie (20 10) jest niczym innym jak ggstos’cig
gow:.erzchniowe] grodukc]i entropii, ozhaczanej przez ’f:f .

Tak wigc, gdy proces jest obszarami gtadki i jego dz1edzina :

okredloncéci zawiera powierzchnie osobliwosci, to istnieje wkkad
_prawej strony (20.9) pochodzacy od P‘SVL + i réwny

_éj -p%&r dt.

t N

. Jak to dodatkowa produkc:ja rzutu:je,,bilansu entropii (20 8) . ?
Réwnanie bilansu (20 8) Jjest teraz siuszne tylko w obsza-

rze S\\S o W zwmzku z tym ma wielkosé

'lr v-| (Tdadt
A1) ocaem)

bedzie si¢ skiadata suma dwéch wyrazed, jedne reprezentujace
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rozklad Z obszaru gtadkosci rozwiqzania, tazn, 2z SD\‘S , 1 drugie~
z powierzchni nieciagiosci ‘3 y tzn. e

h av-HkndH Jj (@r- DAk Jodb g1 i
x13) (Lotalbegg ot R yw..mdu}n)dﬁs-

Ale pierwszy czlon jest réwny “ Vu’L (u)B(_u{ x)dvdk

zas drugi,na podstawie (20 18 » Jjest. nieujemny,stqd calkowo, w
miejsce réwnania bilansu entropii (20 8); o trzymujemy

o 3] genoligrons

Z przeprowadzonej analizy wynika, 2Ze obszar calkowania moze
byé zastgpiony dowolnym innym obszarem, dla ktérego mozna zasto-
sowaé formuie Greena-Gaussa, Stad otrzymujemy dowéd nastepujgcego
spostrzezenia’

LEMAT, Jedli rozwiazanie ukiadu (20.,3) ograniczonego zlokali-
zowana nierdwnoécig (20.2) , tzn, warunkiem,by

Sy | Eondadt 4ffpe av i
: 3 Endadis i
(20.12) *(S?;t Ad £ 192?) ‘h.‘l(?)

ﬁyla sreiniona dla kazdego podciata PcB oraz ]'l:,_;%zfc[oﬁ"], Jest
ciggie w sensie Lipschitza w D z wyjatkiem hiperpoivierzchni

- osobliwosci ‘g ,ha ktérej doznaje niecigglosci skokowej, to nie=-

rownoéé
+ t2

tq 2 3 :
S VC dr - S Si-ﬁiadi b ( Svuyl(u)\g(u;g',)ha
a®) % 2 u(®) 4 UD

musi byé spekniona dla kaZdego‘?E 52(8) oraz ]*t.*z[cfoa‘.].m
Uzyskany wynik bedzie podstawg przy formulowaniu warunku

‘ (20.13)

dopuszczalnosci rozwigzan skiabych,
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21, Stabilnosé rozwigzania klasycznego w klasie BV,

Nieliniowy i na ogél hiperboliczny charakter roéwnaxi wystepuja~
cych w dynamiee cial odksztaicalnych a szczegélnieftych o postaci
‘20.3) sprawia, Zze poczatkowo ich giadkie rozwigzania z upiywem
czasu tracg nawet cigglosé i rozwijaja si¢ osobliwoséci w postaci
fal uﬂefzeniowych, tak ze klasa gladkich funkeji (np. klasykp) :
jest za wgska do badania duzej liczby proceséw o fizyczny@ Zna=-

czeniu,

Stosunkowo g¥¢boka i wszechstronna analiza oraz istniejgce
dowody istnienia rozwigzad stabych (por. Conway i Smoller [1966]
oraz Glimm [}965])wykazaly, Ze rozwigzania z nieciagtodciami =
powinny byé definiowane w klasie BV, Ale to jest mozliwe tylko
wtedy , gdy uklad ma postaé réwnad bilansu, Niestety tracimy za-
zwyczaj jednoznacznosé rozwiazania,gdy poszerzamy klasé funkdji,
do ktérej rozwiagzanie moze nalezeé, Stad pojawia sie potrzeba
sformutowania odpowiednich kryteriéw dopuszczalnogci i ujednozna-
cznienia.

Interesujacg dyskusjg.i pordwnanie réznych metod badania
rozwigzal stabych i postulowanych kryteriéw dopuszczalnosci -
mozna znaleZé w pracach Di Pernay [1977] , Dafermosa [1973 , 1981
1982] , Friedrichsa i Laxa(1971) oraz Laxa [i971] ).

Wigkszo8¢é autordéw kryteriéw dopuszczalnoéci wychodzi przy ich
formuiowaniu z przesianek fizycznych (por. Lin (1976] » Dafermos

[§974]). Podobng droga péjdziemy tutaj a ‘drogowskazem bedzie
dla nas ostatni lemat, ;

21.1 Wiasnosci funkcji z klasy BV

Przy sformutowaniu gkdwnych wynikéw tego rozdziaku wykorzystujew=
my wiasnodci klasy BV (ﬂ24) ¢ 0 czgseci z nich méwilidmy w p.8
" przy definieji'podciata. Z pozostatych wiasnosci nam potrzebnych
przytoczymy kilka, 2

Jesii Ue BV(\A),gdzie A jest otwartym podzbiorem R™ , to
dziedzing A zawsze mozna rozbié na trzy sktadowe

(2141)
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tak,ze na zbiorze ﬂ(u) funkcja U jest ciagta aproksymatywnie x/
“na zbiorze 9(‘“) funkcja doznaje '_apfoksymaty‘vnych, ni‘eoiqgloéci ;
-skokowych, zas 'Q('u,) Jest zblorem punktéw nieregularnych' funkeji
'U, tzn, punktéw,w ktérych funkcja nie posiada granic aproksyma-

tywnych, Istotne w tym rozbiciu , .. sgmiary zbioru ff[u)LR(w

S HL (SRR Mo g(RIUN=0e
- Ponadto w prawie kazdym (H,,_‘_- p:- w:) punkeie zbioru Ef[u,) jest
~ Jednoznacznie okreélony ( z doktadnoscig do zwrotu) wektor N,

ktéry jest wektorem normalnym do S’(u) W tym punkcie i wyznacza

kierunek nieciagtosci funkcji w tym punkcie.

W tym obrazie fale uderzeniowe niesione sg przez zbiér 3(%),
zas punkty ewentualnych oddziatywan réznych fal sg w zbiorze Rlu).
Druga podstawowa wliqsnos'é funkeji klasy BV, to istnienie éladu.

Jeli Ue BV(R"),zaé AcR™  jest zbiorem o skorczonym peri-

metrze, to ﬁtedy istnieje Hwu-2-p.W.§lad wewngtrzny . ? byl oraz

zeﬁnetrzny W= na istotnym x/ brzegu 'D‘»A zbioru A, Jesli
dodatkowo 'LU&J.‘(?’ﬁ) 4 to zachodzi wzér Greena-Gaussa

(21.2) [Grdtt dx = [USN dH,_,,
Ax A

_gdzie .A.,,. jest zbiorem punktdéw gestofci 4 zaé N jest wektorem
normainym’ zewng¢trznym do%% w sensie Federera [1945] .
Tutaj Gradld oznacza wektorowg miarg Radona reprezentujaca pochbd-
ng dystrybucyjng (dokladniej gradient-dy,strybucyjny) funkecji u

(por; (8¢1) i komentarz po nim);

War .0 tez wiedzieé, ze dla kazdego mierzalnego “Cc R™ ma

miejsce nastepujaca formukta

(21.3) j GrdU = j(u” (x) - u_,, (x)e Nd«Hn-a(“)
' $Wn T Fnt

x/ Por, Lojasiewicz (1973, s.i&] : :
xx/Jest to zbidr tych punktéw z~ R™ , ktére nie sg ani punkta=-
mi gestofci ani punktami rozrzedzenia zbioru A,
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gdzie uN(‘) oznacza aproksymatywng granice funkcji e
punkcie.x wzgledem péiprzestrzeni wyznaczonej przez wektor nor-
malny N. '
Kotriczac przeglad podstawowych wtasnosci funkch' klasy BV
(szczegdlowy wykiad znajdzie Czytelnik w pracach Volperta.
[1967) , Volperta i Sudajeva [1975) oraz Federera [1969]) ,
zwroémy uvage, ze dla elementéw z klasy BV nie zachodzi znane
prawo rézniczkowania iloczynu, tzn, reguka Leibnitza, oraz prawo
réznikowania superpozycji., Na szczgscie, jesli jeden z elementéw
iloczynu jest funkecjg klasy L, tzn. ciagla W sensie Lipschitza
a drugi funkcja z klasy BV, to reguta Leibnitza obowigzuje w :
sensie miar, Dla tego przypadku,a takze dla przejrzystoéci péi-
niejszych wyprowadzet przypomnijmy, %e przez iloczyn funkecji U
i miary Radona ¥ rogzumiemy miarg Radona Ni= uy ,;6wna, cai=
ce r

(e1:5) A(e)= [UK)dvE)
: o

"
dla kazdego zbioru borelowskiego el oy

21.2 Kryterium dopuszczalnosci

Aby okre$lié stabe i dopuszczalne rozwiazanie ukiadu (20.3)
w obszarze ograniczonym D o skoiczonym perimetrze potrzebne sg.
warunki graniczne: poczatkowo-brzegowe. Przedstawny dwa typy:

Jeéli poszukujemy rozwiazania u: dC‘B)*E%f]m@-"ﬂCR’jco
stawiamy warunki brzegowe 2

B Wi be IN(x, ¥) dla (,,f)egac(fﬁ)xto,f] , gazie

IN jest podprzestrieniq ﬂ?" gradko zmieniajacg sig w X v f)
albo

B, € (UMD, t,9)=0 d1a (x,t)e O=x(B)x [o,a] , sdzie
€(:,1,%): > RN jest na ogé:t nieliniows transformacja na >
gradka w tix . : 7 St
Oczywiéciq, ze warunek 3;_ zawiera, jako szezegblny warunek
l1liniowy?
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£ (20U b= (;,t) , B0 e Ln(RY),
zaé G Jest dana funkeja. : :
Warunki poczatkowe, to dla ‘u, t X [3) —)SZCR zadanie by

(®) U(x,0)= Uo(x) ala xe ac(_%)

DEFINICJA 7. Przez stabe rozwigzanie ukiadu (20,3) ograniczo-
nego przez (20,4)Lwarunkami brzegowymi B; , gdzie =4 1ubR,
oraz poczatkowymi (P) rozumiemy funkcje Ue 'BV(R\“)» takg, ze

L) u_s O Mo W"\ -I—) >
; idgla kazdego + e[o,r] élad wewnetrzny zawe-Zenia UIQQ
| nalezy do L*(2*D*) , gdzie Dt:=z ax(B)xlo],
iiYspetrnia (20, 3) W sensie miar z dystrybucyjnymi pochodnymi
QU1 Divi(Y) , :
Lﬁwewnetrzny slad 11* zawezenia Ul= speinic warunek brze-
? ‘gowy B \Hy=p.-w: oraz Ut (x,0)= Uo (0 HyP- W, ' naz(32) ‘a
; Rozwiazania klasy L sg definiowane identycznie bez uciekania
“ sig¢ do $ladéw.
Skoro dla funkcji klasy BV zadamy spelnienia réwnania (20 8)
w sensie miar, to nierdwnosé termodynamiczna (20.4) tez musi
byé rozumiana w sensie miar, Zgodnie z definicja pochodnej dystry-
‘bucyjnej, przyjmujemy, ze kazde rozwiqzania‘skabe winno spetniaé
nieréwnosei |

Jgn Tt - kGad ¥ 10T v b< Q

(2146)

dla kazdego A e C':, ($) T30,

W klasie BV nie jestesmy w stanie odtworzyé wynikéw p.20
dotyczacych dodatkowego prawa bilansu entropii, Skoro analiza
rozwigzania, ktére jest klasy L,z wyjatkiem powierzchni jego
3 nieciagtoéci f , doprowadziia nas do nierdwnoéci (20.12) ',
L @térq mugi c¢ho spelniaé‘naturalnym sig¢ wydaje zazgdaé aby bym.
speinion& przez kazde rozwiazanie slabe

x/ Jest oczywiste, ze Kkazde rozwigzanie,ktére jest klasy L na D
] z wyjatkiem punktéw jego powierzchni nieciggiosci jest rozwig-
3 zaniem stabym,
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Kryterium doguszczalnos’ci. Rozwigzanie siabe,spetniajace

nierdwnosci (20.4) i

(21.7) %g°1~-biv-i > Vyu(u) B4, x)

W sensie miar, sa doptiézczalne.
Zauwaznmy, Ze rogwigzania klasy L sa dcpuszczalne,»bo speiniais
(2147) jako réwnoéé (por. (20.8) ) .

21,3 Nierdwnosé ewolueyjna i twierdzenie o stabilnodci

0d teraz bgdziemy rozpatrywaé pare (u .}L) rozwigzai probiemu
mieszanego : (20.3) , B 1 (P) , zdzie UL = jest klasy L,zaé
U jest dopuszczalnym rozwiazaniem stabym, przy czym‘ni'e' zgdamy,
by spelnialy te same warunki poczatkowe i brzegowe.

Adaptujac metode Di Per-na’y [1979] z powodzeniem zastosowany
do termosprgiystosci przez Dafermosa [1979] oraz przez Kosidskiego
[1980] s W teorii z wewngtrznymi zmiennymi stanu  okreélmy dwie

funkecje ;

—a U, T)e= (W) - ) -y () (U- ),

2148) 5 B 2
: B (u,):=k (Y- k() + () (£(W)-HW)

i policzymy jej 4-wymiarows (dystrybueyjna ) dywergencj¢ ng
Dla uproszczenia zapisu wstawny

e (W)= U} B U 2.%).

iitedy otrzymamy X/, przy wykorzystaniu obowiazujgcych oha
“ rozwiazania rowncsciach oraz nierdéwnosciach,

5‘.:%& W.U-) + Div P(u‘ﬁ)g

x/ Por, prace Dafermosa i Kosimskiego (1982].



AT
= ""{%&' TW - % <3 M)~ 'l (Il) ('otu -3 2 ) Vuvu'ﬂm'
(G_E @(u- U,))}‘ Div k (W)- Div k(W) + %y{"(u,) D;\,“[u _m]),
VT () (4 - (1) ovesd u) & (U]~ r(il)+ Wil (){Biu)-B(R)

+ Vo (W) { (81) - Div {(iD))e ® (u- AT RVAVEY IRV 1)
(Gma L)' = cr(u)-«—(ﬁ)-vuw(ﬁ)-(u- ﬂ)+Vu¢[ﬁ).(ufa)*

ST () (81) - B()+V,, Gy [)- (8(T) e (u-I) +

WVt () (Vi (W) [Grod R0 (U~ L)), G () (60~ 4)
(e W= (W)= (i)~ G (0)- (- 0) -V, 9, (1) (Bi) ol )
—Vuvl*(a)'vuﬁ[l-l)(wa)*- va([l)‘ (B(u ~‘B(ﬁ)) +

AV, V() (B(T)e=1)+ T, Vi u)(ﬁ 00)-, 4(a)
+erad 1L,

4 stad juz korcowg nierdwnosé x/

a0~ ()= Gr( 1) (- )+ G- {B00- B~V B je}
1.9)
g + ¥, Gt DL - 4 0)- @) (-1} Grocl L

./ wyprowadzeniu zatozyligmy niezbedng gtadkosé funkeji w zmien-
aej U, :
TWIERDZENIE 3. Niech 52 bedzie otwartym wypukiym podzbiorem
RY , na ktérymeentropia jest cisdle wypuila, zas D= xa[B) [0, 7]
jest zbiorem o skodczonym perimetrze.
Niech u, bedzie rozwigzaniem klasy L ukiadu (20 3) z warunka=
@i By oraz (P) , takim, ze U(x t)eSe da1a (x,t)ed
ft.edy 1st.nlé,;|'w¢ dodatnie staite M, dtvo nastegpujacych wi asnosciach.
Jeéli U jest jekimkolwiek dopuszczalnym rozwiazanien slabym
ukzadu (20.3) takim, ze UeL™(D) oraz

X/ W wyprowadzeniu istotng rolg¢ gra symetna VLVKVIW(Z ktéra
Jjest konsgxmenc,jq warunku iz



Jetg Y N
{21a00) " luh,‘{)?ﬁ(f&)}w < § dlo (x,t) e.D,
pray ezym warunki poczgtkowe i brzegowe Bz i (?), sg takie, ze‘

‘o, )

(21.11)? { E[u-)—fcluhvun (k) (4[}1\-4[&)}%)0 m?w(%)‘

S L VS
(?1.12) . I(u’—u)(s’.ll(“[@)*) é>Me H(u,;u ()” z( ($)*)J

gazie W jest rzutem na 9’(94;(&3)) vwektora zewnetirznezo normal-
nego do 9D . _ : :

Dowéd, Jesli U jest w obszarze wypukiodci funkeji —{(11),
to istnieja dwie dodatnie state J i Co takie, ze gdy (21.10)
jest_ spetnione, to

(21.13) o [ub.t),ﬁ[xd:))a t

W)~ Tt [pyona (x)eD

Jesli ustali-my eelo,T] i obliczymy ¥-miarg zbioru
02)1 s to otrzymamy :

“do

1]

(21.14) 5)5 ¥ darelk = !(”‘){”)\}’Nws'g(i[}'*ﬁ;ﬂz)di+ ( '
x %D

° ?%«(®) x (B
.ykcrzystquc (21 11) i obserwacjg, Ze _prawa strona (21 9)

Jest wielkoscig kwadratowg w zmiennej o u , uzyskamy

¢ § |- x,s)l d - j.,( U, 09, 1L, 00) dvr ¢ [ vk <c, g@l T ok

K@)\‘
W kodeu dostajemy ﬁ* )

e[| Do) g < (-t Jfdsdi+Z, s;
(D) 2(Bhe w

3
*
-U,

{x)‘ il
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Z pewng stalq Cq: zalean od su‘”u’ﬂ?" 2 Suflﬁﬂl’lu-’gﬂxms oraz

T4 "‘%[(V‘u'l (u)) +» Stad juz otrzymu,jemy nieréwnoéé. typu Gron-
walla- oy

YRR TONE I
yHfe) ¢ My'(o i‘i » 3‘,-%(?’)\? _(‘ )’nz '

ktéra prowadzi do poszukiwanej (21.12) ‘a

Zauwazmy, ze gdy oba rozwigzania U i W leza w obszarze
wypukrodci funkeji =n' dla kazdego (x,t)e D, nie jest
wymagany warunek (21.10) . Warunek -(21,11) mozna interpretowaé
Jako zadanie by "obcigzenia"na brzegu miaty charakter dyssypacy j=-
ny. ' : |

Udowodniohe twierdzénie prowadzi do ‘jednoznacznosci rozwigza-—
nia klasycznego , tj. 2z klasy L ,w klasie dopuszczalnych rozwigzai
stabych, ; :

_ Nastepny wynik jest ogblniejszy, gdyz méwi o oiqglej‘ zaleznosci
rozwiqzan od warunkiéw poczatkowych i prawej strony réwnania (20 3)
; Rozpatrzmy dwa rozwigzania$jedno klasyézne ﬁ odpowiadajace

uktadowi (20,3) =z prawa strona 2

B(ili )= By (x,) I + Bofu,d) + 8. (Us1,9),
oraz etahe dopuszczalne dla uk!adu (20.3) zZ prawg strong

B4 ey= Bult)UL + Bulont) + Be (U )

Zauwazmy, Ze prawe strony obu ukladow rozniq sie czionem linio-
wym, Wtedy w miejsce nierdwnodci (21.9) otrzymamy-

% € Vf(I) BLIL)- Wy (U)- Blw) + (01 (800-B() +
+ 9 ) (- qutlu (- 1))+, Vil (-0 (i)l
7 ) { )~ §(0)- V) (U- ) bua L +
(i) - V(L) (s(u) %[u) -\ T W)Y ) V“V{m(u (u-u)}sluj.

Drugi wyraz w ostatnim wierszu moze byé oszacowany przez

VANOE vu»g(m) (3 0)-8 () < 10~ Vil (B (u-T) BB
48,8, 48 (-8,
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przy zatozeniu, ze By  Jest klasy L w W, Stad dla kazdego
- mierzalnego zbioru D°cD - otrzymamy

5(2°) ¢ K,[ |- 7) &, m ot + Ky g( (-0 8] (18-8, ,us )

gdzie state K, oraz K, zaleza 0d ‘—'*"fmlm 5 su1> ’B‘JR’“?‘
oraz ﬁ Ba.)

Dzieki temu oszacowaniu powtarzajqc mutatis mutandis dowod
poprzedniego twierdzenia uzyskujemy nierownoéé

ﬂ(\;-a)(;,.) Ly < M - - ey
-Q21.15) : +chs§k1%‘;_%1,%,—.@,')(*,"%,%),)

dla kazdego 66[07"'.] .I w tym przypadku potrzebne sa zaloZe=-
(21.10) oraz (21.11) wraz z odpowiednimi ‘warunkami catko-
walnodei funkcji B, , E‘L,Bo . : :

21.4, Uwagi koticowe

Dyskusje stabilnosci nie mozna zakolczyé bez zwrdécenia uwagi
na warunki, przy ktérych uzyskalismy stabilnosé i jednoznacznosé
rozwigzania klasycznego w szerszej klasie dopuszczalnych rozmiqzan
stabych (klasy BV).

Pierwszy warunek, to isinienie dodatkowego skalarnego réwnania
bilansu (20.8) . Ten matematyczny warunek-jak sig okazuje
z przeprowadzonej anali’zy-jest bezpofredniag konsekwencjg nierdw-
nosci produkcji entropii. To oznacza, e jego pojawienie sieg nie jest
zatozeniem natury matematycznej lecz jawna ingerencjg praw fizyki
W modelowahiu konstytutywnym,. : :

Inaczej ma sig sprawa z warunkiem wypukosci ‘narzuconym funkcji
- entyopii,

Jak atwo wykazac wiasnosé wypukiosdci nie jest n1ezm1ennicza



- 181 =

przy zmianie zmiennych stanu, v szczegélnosci przy zmianie wiar
odksztatcenia. Ten fakt wraz z obserwacja Balla [1977 s328].
dowodza, Ze wypukiosé nie moze byé wkasnoéciq materialng, tzn.
wiasnoscig przypisang morfizmowi materialnemu, mo ze natomlast
byé w&asnoécla reprezentacji morrizmu W pewnym umiejscow1en1u.

 Trzecig niepokojacs Komplikach,jest potencjalna niezgodnosé
zalozenia o globalnej x/ wypukiodéci funkecji entropii i zasady
niezaleznosci wiasnosci materialnych od natozonego sztywnego
obrotu ciala, Czesto udaje sieg ominqé t¢ niezgodnosé zadajac,
tak jak w ropzpatrywanym przypadku,lokalng wypukloéé W pewnym
zakresie zmiennych,

Te.trzy fakty dotyczace warunku wypukkoéci sktaniajg nas do
stwierdzenia, Ze potrzebne sq dalsze badania w tym kierunku ,aby
wyrugowaé wypuklosé, Drogowskazem tu dla nas moze byé warunek
badZ quasi - wypukloéci - ( por,Ball ﬁ977] )quz wypuktosci wzglgd-
nej (Ranieoki [1983]) » Ten drugi warunek w zastosowaniu do
ciat niesprezystiych rokuje duze nadzieje na sukeces.

Zamykajac ten rogdzial zwroémy uwage na jeszcze jeden wynik,
‘Jaki uzyskamy priy warunku écistej wypuklosci (lokalnej) funkeji
entropii, Bez trpdu, powolu)qcyaie na wyprowadzenia Ruggeriego
i strumia [1981] , wykazuje si¢, ze wyjéciowy uktad (20.3)

Jest réwnowazny symetrycznemu ‘hiperbolicznemu ukladowi réwnan
zapisywanych w '‘postacl praw bilansu w noweJ zmiennej zalezneJ
qu (U.) ytzn,

(Vu'L(u ) =DV, t‘(u) =B (U, 4%,
gdzie VL(H )""l[ll)+U. U. zaé k[u_);: k(u)_., u ‘g(u’) -

transformacjami Legandre a funkcji —q_ oraz - Bclsia
wypukkosé ingeruje w dowodz1e, ze macierz stojqca przy pochodnej
tbu' /fa{: Jjest symetryoznaldodatnio okreslona, Symetria czionu
z pochodng przestrzenng jest bezposSrednia konsekwencjg istnienia
dodatkowego rodwnania bilansu,

»

x/ Tza. dla wszystkich wartosci zmiennych stanu a nie t;lka dla
tych ograniczonych do zbioru SZ . .
xx/ W sensie Friedrichsa, s
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Jeéli uklad Jest symetfyczny, to stosujac twierdzenie Kato ;
{1975] ,czy adaptujac dowéd twierdzenia H-K-M (por.fozdziaz
1II)uzyskujemy, Ze problem poczatkowy dla uktadu (20.3) jest.
dobrze postawiany w przestrzeni ’}ls 5 gdzie s>§ji. e :
Oczywiscie | wymagane tutaj sa pewne warunki regularnosci 0dnog=
nie funkeji f,k ,vf oraz B, podobne do tych jak w twierdzeniu -
poprzedniego rozdzialu. : : ;

Warunek symetrycznosci przybliza perspektywe wykazania istnie-
nia rozwigzania problemu poczgtkowo-brzegowego dla ukiadu (2,0.3)
(zajaczkowski [1983] ),Jednak ta kwestia wraz z problemem ostabie-
nia warunku wypuklosci i uzyskania stabilnodeci i jednoznacznosci
rozﬁiqzali stabych bedzie tematem przysziych publikacji i badas,
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Sunma?>Ty

Evolution egquations of dissipative bodies

Global and intrinsic formulation of the thermodynamics
of deformable bodies with singularities is given. The structure
of the space-time is precisely discussed together with the iner-
tial principle. Under a localization principle the forms of lo-
cal balance laws are derived from their integral counterparts.
Galilean invariance of these laws leads to interesting conclu-
sions as far as the form of source terms is concerned. The sys-
+em theory approach is adopted in the formulation of the founda-
tions of constitutive modelling. The precise definition of the
state space for a deformable body is given. The step-by-step de-
rivation of the evolution equation in the state space is pérfor—
med. The most general form of this agquation is obtained. Some
of its particular oase§ are discussed together with defects of
the constitutive modelling. The well-posedness of the Cauchy
problem in thermo-inelasticity is established using the exten-
ded version of the Hille-Phillips-Yosida theorem. The stabili-
ty of the classical solution to the initial-boundary value pro-
blem with dissipation is also discussed in the larger class of
weak solutions of class BV. The role of the entropy production
ineguality as an admissibility criterion is demonstrated. The
evolutionary inequality is derived which is crucial in the
proof that the classical solution is stable and consequently
unique in the class of weak admissible solutions. i
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