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Jan J.Stawianowski
Zaktad Teorii Osrodkéw Ciggiych

TEORIA DEFORMACJI WIELOMIANOWYCH

WSTEP

Wiele uwagi poswieca sig obecnie zagadnieniom dyskretyza-
cji.Jedng 2z przyczyn jest coraz powszechniejsze uzycie i
szybki rozwéj metod numerycznych.Technika dyskretyzacji jest
doskonale dostosowana do tych metod i utatwia korzystanie
z nich,Teorie oparte na dyskretyzacji mogg teZz byé dogod -
niejsze przy jakoéciowej analizie zagadnien nieliniowych.
Istotnie, jakodciowa teoria uktadéw nieliniowych réwnai réz-
niczkowych zwyczajnych,rozpoczgta przez Poincare'go [f]jest
juz doéé dobrze rozpracowanym dzialem matematyki,czego nie
mozna powiedzieé o teorii nieliniowych réwnad czgetkowych.,
Dynamika teorii dyskretyzowanych oparta jest wtas$nie na réw-
neniach zwyczajnych,podczas,gdy klasyczna teoria osrodkéw
cigglych korzysta z réwnai czastkowych.Krdtko néwigc,przej-
dcie od zwyktej teorii oérodka ciggtego do dyskretyzowane],
polega na tym,Ze zamiast najogélniejszego pola przemieszczed
dopuszcza sie do rozwazan pewna rodzing tych pél,scharakte-
ryzowang przez dyskretny,a nawet skoriczony uklad parametrdw.
Metody takie byly stosowane od dawna w rachunku wariacyjnym
przez Eulera,Czebyszewa,Rietza i innych.Konfiguracja osrodka
zdyskretyzowanego jest jednoinacznie opisana przez podanie
wartosci przeliczalnej,lub nawet skorficzonej liczby paramet-
rém.
Warto jusz w tym miejscu ustosunkowaé sig do pewnego za-

rzutu,stawianego niekiedy teoriom dyskretnym.Odmawia sig¢ im
mianowicie statusu teorii podstawowych,przyznajqc im jedynie
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wartodé Scidle techniczng /np.jako narzedzia pomocniczego w
metodach eyfrowych/.Powodem ma tu byé grubosé przyblizenia,
zagubienie zbyt wielkiej liczby stopni swobody podczas
przejécia dyskre*yzacyjnego.?oglqd ten oparty jest na nie-
porozumieniu.Przede wszystkim, teoria dyskreina moze byé
wrecz réwnowazna zwyklej teorii ciggtej,opartej np.na réw-
naniach Lamégo.Ma to miejsce np.wtedy,gdy materia wypeinia
obszar zwarty 1 skiadowe pola przemieszczend przedstawiamy w
postaci szeregdéw funkcyjnych.Nieskoriczony ukiad wspbiczynni-
kéw szeregu jest wtedy dyskretnym opisem konfiguracji ciaza.
Wreszcie,co wazniejsze,wszystkie uktady, jakimi zajmuje sig
mechanika,sg dyskretne,a nawet skoiiczone,gdyz zbudowane sg
ze skoriczonej liczby atoméw,lub czgsteczek.Polozenia tych
czasteczek sg dobrymi zmiennymi fizycznymi,natomiast interpo
lacja przy pomocy ciggtego pola przemieszczer,okreslonego w
przestrzeni migdzyczgsteczkowe], jest wiadnie chwytem tech -
nicznym ulatwiajgcym analizg¢ niektérych probleméw.Jesli cod
wymaga usprawiedliwienia, to wtasdnie ten chwyt.Wiadomo 2zresz-~
tg dobrze,ze takie ucigglenie prowadzi do falszywych wnios-
-kéw gdy chodzi o propagacje krétkich fal w ciaXach statych.
Pojawily sie¢ tez ostatnio prace poddajace owg ciggig inter-
polacje analizie krytycznej z bardzie] zasadniczego punktu
widzenia Euﬂ . Zatem,opis dyskretny jest bardziej fizyczny,
gdyz zachowuje podstawowg wXasnoéé realnych uk*adéw mecha-
nicznych: skoriczong /choé czasem bardzo wielkg/ liczbe stop-
ni swobody.Konkretny wybér struktury dyskretyzacji i charak-
ter parametrdw,zalezg od potrzebjgiéwnie- od struktury dyne=
micznej zagadnienia.Najlepie] tak wybraé parametry,aby przy
danym rezimie dynemicznym,niewielka ich czeéé "odprzegaia"

éie od pozostatych,t.zn.by moZna byto dokonaé dostatecznie
szybkiego "obcigcia".Pominigte stopnie swobody uwzglegdnia
si¢ wtedy matodami termodynamicznymi.

W niniejszej pracy pbslugujemy sie dyskretyzacjs wielo-

mianowg.0znacza to,ze bgdziemy dopuszczali pola przemiesz-
czeii bedace wielomianami ustalonego stopnia /we wspéirzednych
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afinicznych/.Badana w. naszych poprzednich pracach dynamika
deformacji jednorodnych jest wigc przypadkiem szczegélnym
[33 [35] [36] [38] .Podejécie takie jest szczegélnie przydatne,
gdy mozna dokonaé dostatecznlie szybkiego "obcigcia",a wigc,
gdy wystarczy przyjaé dosyé niski stopieri wielomianéw.Mozna
oczekiwad,ze bedzie tak wtedy,gdy rozmiary ciala sg maze,
lub conajwyzej poréwnywalne z dXugoscig fali,lub zasiggiem
oddziatywar® wewnetrznych.Pozwala to spodziewad sig zastoso-
wad w teorii duzych czgasteczek /mp.polimerdéw globularnych/,
matych monokrysztatéw i zawiesin w cieczy.Tym samym,mozna
stosowaé nasze metody w teorii osrodkdw uogdlnionych[2] [21]
zwtaszcza-nikromorficznych [8] [9] [36] .Kazde ziarno takiego
oérodka bedzie ulegalo wtedy deformacjom wielomianowym.Naj-
lepszym przykladem fizycznym jest tu krysztat molekularny
EB] substancji o duzych czasteczkach.0$rodki mikromorficz-
ne byty badane juz przez Eringena i Rivlina,ale prawie cai-
kowicie na gruncie teorii osrodkéw ciggiych,kiedy juz same
ziarna byly traktowane jako ukady makroskopowe.Wyklucza to
mo%liwoéé badania takich,zasadniczo dyskretnych zagadnier,
jak propagacja fal krétkich w krysztale molekularnym.Aby méc
te zagadnienia uwzglednié,nalezy pozostaé na poziomie dys-
kretnej sieci,w wgzlach ktérej znajdujgq sie czgqsteczki o
wewnetrznych stopniach swobody[Z] [18] .Nasza teoria opisuje
zachowanie pojedyfczej czasteczki w tskim wgZle.Dynamika sie-
ci molekularne] jest wtedy zagadnieniem wielu takich ciaz.
W zwigzku z pracami Eringena i Rivlina,warto wspomnieé,ze
nie wzieto w nich pod uwage zagadnienia reakcji wigzdw,gwa-
rantujgcych wielomianowy w przybliZeniu charakter dopusz-
czalnych deformacji ziaren.W pi'zypadku,gdy ziarna deformujg
si¢ jednorodnie /dopuszczamy wielomiany 1-go stopnia/,wynik
koficowy przypadkowo jest dobry.Natomiast dla wielomiandw
wyzszego stopnia,pominigcie siz reakcji prowadzi do bteddw.
Jest nimi obarczona zaproponowana przez Eringena teoria
oérodkéw mikromorficznych stopnia wyzszego niZ 1.Zagadnie-
nie to omawiamy ponizej w pracy.W tym miejaéu warto tylko
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wspomnieé o geometrycznych powodach,dls ktérych wyniki Erin-
gena odnoszgce sig do odrodkéw mikromorficznych rzedu 1,
przypadkowo wolne s§ od btedu.Przyczyna lezy w tym,Ze prze-
ksztaXcenis przestrzeni afinicznej dane wielomianami 1-go
stopnia /we wspSirzednych afinicznych/  tworza péigrupe.Na-
tomiast nie ma to miejsca dla wielomianéw jakiegokolwiek in-
nego,skoniczonego stopnia.Podobnie, teorie mikromorficzne rz¢-
du k 1 stopnia 1>k [8] [3] sa niekonsystentne z tych
samych powoddw. ;

Warto zreszty wspomnied,ze znajomos¢ reakcji wiezéw moze
byé potrzebna w pewnych makroskopowych zagadnieniach fech-
nicznych,np. wtedy,gdy deformowalnosé zgodng z zadanymi wie-
zami wymuszamy przy pomocy odpowiedniego zbrojenia.

Metoda wielomisnowa moze byé dogodnym narzgdziem do bada-
nia ruchu inkluzji i to nie tylko zawiesin w gazach i cie-
czach [ﬁé] ,lecz takze wtraced w ciatach staXych.Mozliwe sg
tez bardziej podstawowe zastosowania w strukturalnej,mikros-
kopowej teorii osrodkdéw.Wspomnielismy juz o krysztatach mo-
lekularnych i ich ciggtym modelu-osrodku mikromorficznym.W
ten sam sposéb mozna jednak opisywaé wewngtrzne stopnie swo-
body czasteczek gazu,co umozliwia sformulowanie dosé ogélnej
termodynamiczno-statystycznej teorii gazéw wieloatomowych 2
wieloma oscylacyjnymi stopniami swobody.Deformacje Jader a-
tomowych tekie mozna ujgé przy pomocy metody wielomianowej;
pozwoliloby to uwzglednié w prosty sposéb wewngtrzne stopnie
swobody w gorgcej plaZmie. /

Chociaz wykracza to poza temat niniejsze] pracy,wspomni jmy
o innych,pokrewnych metodach opisu dyskretnego,np.przy pomo-
¢y funkcji meromorficznych o biegunach lezgcych poza obsza-
rem zajmowanym przez ciao /w konfiguracji odniesiénia/.
Najprostszym przyktadem jest t.zw.ciaXo rzutowo-sztywne, do-
puszczalne konfiguracje ktérego powigzane sg migdzy sobg
przeksztatceniami rzutowymi.Jest to ciako z "zamroZonymi
prostymi” ; w trakcie deformecji kazda prosta materialna
przechodzi na prostg.Dobrym modelem jest czgsteczka polimem



o

globularnego, "uzbrojona" segmentami swego wlasnego ladcu-
cha.

Metoda wielomianowa wigZe sig¢ z uzywang od dawna w hydro-
dynamice i astrofizyce wetodg wspSiczynnikdéw wirialnych [5]
Teoria wirialna wychodzi od klasycznych réwnar dla cieczy
i zastepuje je dyskretnym ukladem réwnaii zwyczajnych,otrzy-
manych przes obliczenie coraz wyZszych momentéw multipolo-
wych wyjéciowych réwnafl czgstkowych . Przy odpowiednich
zatozeniach,hierarchie réwnaii w momentach multipolowych
mozna "ubcigé" i otrzymaé skolczony uklad réwnai na kilka
pierwszych momentéw. Przeds‘awiona ponizej metoda wielomia-
-nowa,oparta na rdéwnanicch Lagrange'a 1-go rodzaju,jest
bardziej zgodna z duchem mechaniki analitycznej i po wyeli-
-minowaniu si* reakcji wiezéw,prowadzi do zamknigtego ukia-
du Newtonowskich réwnar rézniczkowych zwyczajnych 2-go
rzedu,opisujgcego zaleznosé czasowa wspiiczynnikéw wielo-
mianowych.
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ROZDZIAL I
WSTEP MATEMATYCZNY.OZNACZENIA.

Giéwnym narzedziem matematycznym tej pracy jest algsbra
wieloliniowa oraz geometria przestrzeni afinicznych.Ustalimy
teraz oznaczenia i wprowadzimy kilka wygodnych pojeé.

Jesll chodzi o algebrg wieloliniowg i tensorows,to posiu-
gujemy sig powszechnie uzywanymi oznaczeniami [3] [2‘& [24] [1}
nie ma potrzeby przytaczania ich tutaj.Zaznaczmy tylko,te
wszedzie ponizej korzystamy ze wszystkich znanych kanonics-
nych utozsamied algebry tensorowej,np.iloczyn tensorowy
przestrzeni dualnych, FOv*® ...® ¥ utotsamia sig = *
przestrzenig dualng iloczynu tensorowego,(U@V® ... @') s
Utozesamieniami tymi postugujemy sig¢ na ogéxt milczgco;kon -
tekst,w jakimwystepujg /np.struktura wzoru/ czyni je oczy-
wistymi i jednoznacznymi.Uzywajac pojeé geometrii réinicz-
kowej,postugujemy sie Jezykiem i oznaczeniami takich ksigZek
jex [1[1g [ao] .

Nazewnictwo i oznaczenia z zakresu geometrii afinicznej sq
mniej popularne i jednolite,totez poswigcimy im teraz nieco
miejsca.Jest to tym bardziej potrzebne,%e ponizej bedziemy
boslugiwaé sie réznymi dosé nietypowymi konstrukcjemi.Na po-
czgtek przypomnijmy samg definicje przestrzeni afinicznej [3]

Przestrzenig afiniczng nazywamy tréjke (H,V,—)) gdzies
/i/ ¥ jest zbiorem,V-przestrzenig wektorowg,zas —>:MXM-—>V

jest odwzorowaniem,ktére parze punktéw p,q € M przypo-
rzgdkowuje wektor 'ﬁa €EV. .
/11/ dla dowolnych p,q,r € M gzachodzi:
ﬁ+ E? + ?? =0
/ii1/ dla kazdego p € M ,odwzorowanie: 'p_(')) : M-V jest
bijekecjg zbioru M ne przestrzed liniowg V .
Z skejomatéw tych wynika w szczegélnosci,ze dla dowolnych

- - —>
P»q€E M p  +qgp =0, pp =0 .

Elementy zbioru ¥ nazywamy punktami przsstrzeni afinicznej,
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zaé elementy przesirzeni V-wektorami swobodnymi.Odwzorowanie
o ktérym mowa w punkcie /iii/,oznaczamy symbolem QP:M >V,
tezn.: gp(q) = 53 .Gdy punkt p jest ustalony,zaé q-zmien-
ny, to wielkosdé 53’ nazywamy wektorem wodzacym punktu bie-
23cego wzgledem poczatku p.Odwzorowanie 9p pozwala prze-
niesd do M naturalns,analityczng strukture réiniczkowg
przestrzeni V;przeniesiona struktura nie zaleiy od wyboru p.
Wszedzie ponizej,uzywajqc jakichkolwiek pojeé rézniczkowych
w M ,mamy nahgyéli te wtasnie wyrézniong strukture réinicz-
kowg klasy C . :
Gdy rozwazamy kilka przestrzeni afinicznych na raz,to za-
sadniczo,wekiory swobodne w réinych przestrzeniach,powinnis-
my oznaczaé¢ réinymi symvolami.Bedziemy jednak uzywali za ka2
dym razem tego samego symbolu —> /odpowiednio ;E'/.Nie pro-
wadzi to do nieporozumied,a zwigksza ekonomig oznaczerd 1

przejrzystosé wzordw.

Wielokrotnie bgdziemy uzywali pojeé afinicznych w przese
trzeniach liniowych.Z kazdg przestrzenig liniowg Jest bowiem
zwigzana pewna przestrzen h)}’,iniczna;przeatrzeni liniowej V
odpowiada mianowicie struktura afiniczn V,V,-*) ,gdzie

EARE S

Przestrzed liniowa V jest oczywiscie grupg abelowgy z doda-
waniem jako dzialaniem grupowym.Dziata ona w naturalny spo-
séb na M,jako grupa przeksztalcefi.Dzialanie to opisane jest
przez odwzorowanie t:V X M->M, takie, e dla dowolnych V€YV,
p €M, qg=t(¥,p) jest jedynym punkten,dla ktérego Pa = V .
Odwzorowanie t(,*) :M-—>M oznaczamy skrétgwo przez tv -
nazywemy translacjg o wektor vPodobnie, jak to mialo miejsce
w przypadku symbolu wektora swobodnego,uzywamy tego samego
gymbolu t na oznaczenie translacji we wszystkich rozwaZa-
nych przestrzeniach afinicznych.

Przestrzenia euklidesowg nazywamy czwérke (M,V,-) ,g) 3
gdzie il,’v’, ->)jest przestrzenis afiniczng,zadé g¢ \’*@V*
jest dwukrotnie kowariantnym,nieosobliwym i dodatnio okres-
lonym tensorem metrycznymjodwrotny tensor kontrawariantny
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oznaczamy symbolem 2 €V ®V . Zadanie tensors metrycznego
umozliwia mierzenie odleglosdci w MjodlegZosé Stp,q) punk-
téw p,q € M,definiuje sie¢ wzorem:

s(p:Q) = \/_<5v.ﬁl>0ﬁ>—’

W rachunkach czesto uizywamy wspéirzednych afinicznych ns M.
Aby je okreslié,musimy zadaé¢ afiniczny uklad odniesienia;
sktada sie on z punktu O € M /poczatku ukadu/ i bazy lino-
wej {; C V .0Odpowiednie wspdirzgdne afiniggpe e
spetniaaq wtedy dla dowolnego p € M,warunek: Op = x (p) e »
te2Zn.: xi(p) = <:e ,Op:> ,gdzie t <:‘V* -baza
dualna do ey (-] ,ej ij

Niech terasz (?,U,-’) ( M,V —>) bedg dwiema przesirze-
niami afinicznymi /jak zaponiedzinno powyzej,wmektory swobod-
ne w obydwu przestrzeniach oznaczamy taky samg strzaiks/.
Odwzorowanie f:N->»M nazyuamy‘afinicznxg,gdy zachowuje ono
wszystkie relacje afiniczne,t.zn.gdy istnieje cdwzorowanie
liniowe L(f) € LQJ,V) ,zwane czescia liniowg f ,takie,ze
dla dowolnych P,q €N :

TP = L) B¢
Zbidér wezystkich odwzorowar afinicznych N w M oznaczamy
symbolem AI(N,M) .Zbiér izomorfizmdw afiniczrych, t.zn.
odwzorowari afinicznych bedgcych bijekcjami,oznaczamy przez
aex(¥,K).0dy £€ A2I(N,M) , %o L(f) jest izomorfizmem 1inio-
wynm.

Okazuje sig,%e zbiory cdwzorowand o wartosciach w przes-
trzeni eafinicgnej,same obdarzone sa takze siruktursg przes-
trzenl afinicznych.Bedziemy z tego wielokrotnie korzystali.
Ustalmy najplerw kilka podstawowych oznaczei.Symbol BA ozna
cza zbidér wezystkich odwzorowan thicru A = zbidér B.Gdy A,B
sg rozmaitosciami réizniczkowymi, to C (4 B)oznacza podzbicr
BA zXozony z odwzorowan klasy ¢¥ .Niech teraz ¥ bedzie
dowolnym gzbiorem,zas (y,v;~ei) -przestrzenia afiniczng.
Zbidr MN obdarzony jest wyrézniong sirukturg afiniczng.Jej
przestrzenig translacji jest VK «przy czym dziaania
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liniowe w tym ostatnim zblorze rozumiane 83 w zwyklym sensie
dziatad na wartofciach: (af + bg)(p): af(p) + beg(p) ,dla
dowolnego p € N.Jesli F,G.sg dwoma punktami MY /dwoma odwzo~
rowaniami N w M/ ,to wektor swobodny FE € v®  zdefiniowa-

ny jest jako jedyne odwzorowanie N w przestrzed liniowg V,
takie,ze dla dowolnego pEXN :

- e
Fé(p) = FO)&D

/Uwaga:Strzatka po lewej stronie oznacza wektor swobodny w
llN ,8trzatka po prawej-wektor swobodny w M ! £

W dalszym ciggu interesuja nas. szczegdlnie struktury afi-
-niczne w MN ,2dy nie tylko M,lecz takze N obdarzone jest
strukturs przestrzeni afinicanej.

'Analogicznie,cr(N,M) jest przestrzenig afiniczng z przes-
trzenig liniowg Cr(N,V) w roli przestrzeni translacji.

Struktury afiniczne w zbiorach odwzorowafl dlatego sg dla
nas tak waszne,gdy%z przestrzed konfiguracyjna ciaiea deformo~-
walnego wielomianowo,jest podzbiorem otwartym w pewnej afi-
nicznej przestrzeni odwzorowan.Je] elementami sq t.zw.
wielomiany afiniczne, t.zn.odwzorowania,ktére we wspSirzed-
nych afinicznych reprezentowane sg przez wielomiany arytme-
tyczne.Przed uscifleniem tego pojgcia,musimy ustalié pewne
oznaczenia z rachunku rézniczkowego w przestrzenlach afinice
nych. ;
:  Jedli chodzi o rézniczkowanie w przestrzeniach liniowych,
to uzywamy standardowe] notacji [1] [Zlﬂ [26} .Pochodng odwzo-
rowaenia F:U->V przestrzeni liniowej U w przestrzeld linio-
wa V ,wzietag w punkcie u € U ,oznaczamy przez D P ;oczy-
wiscie D P€ LU, V) -jest odwzorowaniem 1iniowym UwV.

Jak wiadomo, D,F *h jest gibéwng czgdclsg réinicy F(u+h)-F(u).

Drugs pochodna D2 definiujemy jasko pochodng odwzorowania
x+=>D.F ; identycznie rozumiemy symbole wyzszych pochodnych
DPF. Niech teraz (N,U,—>) ‘@,V,é) bedg przestrzeniami afi
nicznymi zaé F:N->M -dowolnym odwzorowaniem rézniczkowal-
nym /w sensie naturalnych struktur rézniczkowych w N,M /.
Pochodng afiniczng F w punkcie p € N nazywamy odwzorowanie
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liniowe Vpl? € L(U V) takie, ze V Feh ‘jest czgéciq= géwnsg
wyrazenia: F(p)?(’c (D)

F(P) Pty (0) = Vrneot)
Niech n,m bedg cowplnymi punktami odpowiednio w N i w M.
Uzywajac wprowadzonych powyzej odwzorowan g :N —>U,
9 :M—>V,mamy oczywiscie:

Ve - 9 ® (9m°F'9;11)

1

W zmiennych afinicznych x ,y na rozmaitosciach M,N,macie-
-rzg dla VpF Jjest oczyuiscie:

‘B ‘xio Fl (p) "

Drugg pochodng VpF okreélamy jeko pochodng V odwzorowa~
nia: x y—)VF /jego wartosciami sg juz elementy przestrzeni
wektorowej,nie zaé tylko afinicznej,jak to miato miejsce w
przypadku F /.Analogicznie definiuje sie wyzsze pochodne,

przy czym:
V T Dg (p)(gm"F 9n >

Przy wyprowadzaniu réwnari ruchu,potrzebne nam bedzie pa-
rametryczne rézniczkowanie afiniczne krzywych.Jest ono wtas-
ciwie przypadkiem szczegélnym poprzedniego:

Niech 9 sR-> M bedzie krzywg w przestrzeni afinicznej
(M,V,-'?) .Jej pochodna afiniczng dla parametru t€R /w'dwie
1i" t /,okreslamy jako wektor Q'Ct) € V,dany wzorem:

e iy
Q) = 1n ts HEl . & 01) 0 (i+€)

Bedziemy tez stosowali oznaczenia gf ,1ub é (t).krzywg
] ‘tR—>V ,ktéra parametrowi t € R przyporzgdkowuje "pred-
koéé" @ * (t) ,nazywamy hodografem krzywe] o .
Wréémy teraz do wielomiandw:

Wielomianem afinicznym stopnia k nazywamy kazde odwzorowanie
F:N->M klasy okl 4 znikajacym polu(k+1)-ej pochodnej:
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vk+1 F=0

Gdy w i wyrdznimy poczqtek m € M oraz bazg liniowq{ }CV
to kazde odwzorowanie F:N—> M mozna zapisaé przy pomocy
funkcji rzeczywistych Fi:N-—>R , takich, ze:
> x

nF(p) =F (p)ei
dla dowolnego p € N.Jesli F jest wielomianem afinicznym
stopnia k ,to pl 83 zwykiymi,arytmetycznymi nielomianami
stopnia k wzgledem wspolrzednych afinicznych y na N :

A A,

A 3 AL

Zbiér wielomianéw k-go ltopnia,okreslonych na K i przyjmujg-
cych wartosci w M ,oznaczamy symbolem rw (N M) lub krétko

rwk ,2dy nie wa watpliwosci,o jakie przesirzenie afinicz-
ne chodzi.

Jak pamigtamy,zbidr ¥  obdarzony jest naturalng struktu-
rq afiniczng z przestrzenig framslacji V .Podzbiér zXozony 3
wielomianéw k-go stopnia , k(N M) C 'l jest skoficze-
nie-g_xmiarowg podprzestrzenig afiniczng 'odpowiedniq przes-
trzenig translacji jest podprzeatrzeﬁw (H 7) /zXo%ona 2z
wielomianéw o wartosciach w przestrzeni afiniczne;](v & -) /

Korzystajac z naturslnej struktury afinicznej w przes-
trzeniach liniowych,mozemy rozpatrywal przestrzenie wielo-
mianéu“k(U,V) ,argumentami i wartosciami ktérych s3 wekto-
ry.Oczywiscie, !'(J'k(u,v) jest przestrzenig liniowg,nie tylko

afiniczna.Wielomiany takie bedziemy nazywadé algebraicznymi

dla wyréznienia ich wewngtrz ogélniejszej klasy wielomiandw
afinicznych.Jesli F jest wielomianem algebraicznym stopnia
k , %o oczywiscie Dk'”!‘ 0 dla kazdego u € U .

Niech L (U,...,U V)oznacza jak zwykle [1] [24] przestrzed
odwzorowan r-liniowych przestrzeni X U w przestrzed V.Pod-
przestrzel odwzorowaid symeirycznych oznaczamy przez

L:(U,...,U;V) .2 kazdym wielomianem algebraicznym stopnia k
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(?E‘\IK(U,V),zwiqzans Jjest Jednoznacznié ukZad odwzorowan
rq’ QL;' Usjeeo,U3V ,r=0,1...k ,taki,2e dla dowolnego X € U:

P (x) = i B

Istnie;je wiegc kanoniczny izomorfizm miedzy przestrzeniq
k(U V) a przestrzeniq liniowg:

r=0 (R v)

W uzywanej przez nas symbolice korzystamy konsekwentnie 2z
catej menazerii utozsamienl algebry tensorowej,np.:
17 (v,...,U;V) utozsamiany z VOU & ...®U¥ ,a tyn samym-
- z przestrzenig form liniowych na ?U ,0 wartosciach w V,
L(® U,V) .Stosujac jeszcze oznaczenie:

r

X = X@...Qx

i o
/r-ta potega tensorowa wektora X/,mozemy wykorzystal powyz-
sze utozsamienia do nastgpujgcego uproszczenia wzordéw na
odwzorowanie P : k

P(x) = ; rq.;

JeSli z keontekstu jasno wynika,jaki jest stopied k rozpatry-
wanych wielomianéw,to bedziemy pisali jesscze krdcej’

s
Q) =, Px
Zauwazmy, e algorytm utozsamierd tensorowych prowadzi do 1li-
nearyzacji zagadnienia,co jest zreszta istotg rachunku ten-
sorowegoswielomian C?e’uk(U,V) utozsamia sig kanonicznie 2z
odwzorowaniem liniowym przestrzeni: <

ar. -k
ExpkU = () Sym(? U)
; r=0
w przestrzed V./Znak Sym oznacza,2e bierzemy podprzestrzen

tensoréw symetrycznych/.Stosujemy tez skrétowe csnaczenie
Exp U zamiast Expoo VU -«
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Ponizej bedziemy wielokrotnie korzystali z kanonicznych izo-
morfizméw miedzy przestrzeniami mk(U,V), é L Sym(? U,VS
r=0

zéo V® Sym@ U*).

Przestrzed wielomiandw afinicznych mk(N,M)pouala sig
utozsami¢ kanonicznie 2 ‘Wk U,V),po wybraniu dwéch punktéw
n € N,m €M .Dla ketdego F€ TLJX(H,u) istnieje wtedy dok-
rednie jeden PeMI* (U,v) ,taki,ze:

|
¥ =G ¥ v Sn
Ustalajgc jeden punkt n € N ,mo2emy utozsamié “k@’u)

k
z UX @1 L(Sym? U,V)] ,8dzie sumowanie tym razem zaczy-
r=

na gige od r=1 zsmisst od zera.Wielomian Qerﬂk(ﬂ,m)jest
wtedy w sposdd ;jeéno-iednoznaczny opisany przez ukzad

(m,1<9.¢.k<9)e mx[g1 L(Sym§u,v)] , taki, ze:

Cf(n)s m ,zad dla dowclnego p€ N :
- —— k
Pe) ) - }: J- @
r=

k
Zbidr Mx[@ L(Sym ®U,V)l tez oczywiscie posiada natu-
I‘=1 r
ralrg strukture afiniczng,gdyz pierwszy czynnik M jest
przestrzenia afiniczng,zas dmgi-przestrzeniq wektorows.
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ROZDZIAL II
MECHANIKA W PRZESTRZENI AFINICZNEJ.
DYSKRETYZACJA PRZY POMOCY SZEREGOW RUNKCYJNYCH JAKOC
ZAGADNIENIE MECHANICZNE Z WIEZAMI.

Podstawowymi pojeciami mechaniki osrodkéw ciggiych sg dwa
zbiory: ciato materialne,zwane tez przestirzenig materialng,
lub przestrzenig odniesienia,oraz przestrzeld fizyczna,w ktd-
rej oérodek materialny jest zanurzony.W tradycyjnym sformu-~
Yowaniu,pochodzgcym miedzy innymi od Nolla i Toupina [28] [42]
przestrzenig materialng jest absirskeyjna rozmaitosé réznicz
kowa z brzegiem,za$ przestrzenig fizyczng— rozmaitosé réz -
niczkowa obdarzons dodatkowo strukturg przestrzeni euklide-
sowej.To ostatnie ograniczenie nie jest zreszty istoine 2
punktu widzenia samych podstaw leorii.Kazdy punkt przestrze-
ni materialnej symboligujeé jakis realny punkt materialny.
Konfiguracje osrodka opisuje sig przy pomocy odwzorowail
przestrzeni materialnej w fizyczng; odwzorowanie takie jest
interpretowane jako przyporzgdkowanie punktom materialnym
ciata ich aktualnych poiozed w przestrzeni.

Dla naszych celéw,pojecia te wymagajg pewnych modyfikacji
Bedziemy mianowicie rozrésniali miedzy przestrzeniy materislk
na a ciatem.Cialo,czyli zbiér realnych punktéw materialnych
nie bedzie abstrakcyjng rozmaitoscig,lecz podzbiorem przes-
trzeni materislnej,rozumisnej jako 2zbidr mozliwych punktéw
materialnych.Oprécz konfiguracji w sensie Nolla-Toupina, bg-
dziemy uzywali t.zw.konfiguracji ekstragolacxjnxch,okreélo-
nych na catej przestrzeni materialnej,a wiec takze-poza cia-
zem.Jest to potrzebne w teorii wielomianowej.Samo ciaio moze
byé zupeinie dowolnym zbiorem,niekoniecznie podrozmaitosdcig
z brzegiem.Dopuszczalne 83 np.dyskreine,cazy skollczone ukiady
punktéw materialnych,lub ciaka o nieustalonym wymiarze,np.
zwesajgce sig ciaZo tréjwymiarowe, przechodzace & pewnym
miejscu w jednowymiarowy "drut" pozbawiony grubosci,lub tez
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"nasgpikowane® takimi "drutami®,csy nieskoriczenie cienkimi
"blasgkami®.

Waezedzie poniZej pozosiajemy na gruncie mechaniki Newtona
Z tego wazgledu,przestrzer fizyczna M ,czyli zbidr mozliwych
poozeri dowolnego punktu materialnego,jest rozmaitoscig réi-
niczkowg.WyjScie poza Newtonowski model przestrzeni standw
o strukturse rdinicskowej,moze byé poiyteczne np.w dynamice
wakansji.SformuZowania tego typu rodzg jednak wiele zagad-
nien czysto matematycznych, jak i fizyczno-interpretacyjnych
[34] .Bedziemy ogranicgzali nasze rozwazania do praypadku, gdy
M jest obdarzona strukturg euklidesowg; podobnie,jak we
wstépie,oznaczamy te strukture przez (H,V.—) ,g) o/ V jest.
przestrzenig wektordéw swobodnych w M, "5 " -operacjg prazy-
porzgdkowujgcg punktom p,q wektoxr 3‘; s 8 € v @ v* -tenso-
rem metrycznym/.Uzywane przez nas sformulowanie mechaniki
ofrodkéw ciggiych daje si¢ natychmiast uogdélnié na przypadek
M jest rozmaitoscig bez Zadnej dodatkowej stmktury[1] [15].
Takie ogdélne sformutowanie nie bgdzie nam jednak potrzebne,
totez nie b§dziemy si? nim zajmowad. e

Zaxézmy najpierw,ze ciato S Jjest tylko zbiorem,bez zad-
nej dodatkowej struktury. '

Konfigurscja singularng jednofazowego ciata S w przes-

trzeni fizycznej M nazywamy dowolne odwzorowanie cp:s M .
Nalezy to rozumieé w ten sposéb,ie w konfiguracji ® ,punkt
materialny X € S zajmuje 'polozenie x-CQ(X) € M ,Zbidr
wszystkich odwzorowadi S w M , M° bedziemy teZ nazywali
przestrzenig konfiguracji singularnych /PKS/.Wszystkim punk-
tom zbioru S przypisujemy pewng realnosé fizyczng-sg one
modelem matych "pcrcji" oSrodka.Dlatego te:z prawdziwe,fizycz-
ne konfiguracje bgdziemy opisywaé takimi odwzorowaniami,przy
ktérych réine punkty materialne zajmujq réZne poZozenia fizy-
czne. '
Konﬁ.&rgc;jg. jednofazowego ciala S bez wewn¥tirznych stop-
ni swobody,nazywamy dowolne wozenie P :S-»M.2 definicji,
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Jest ono bijekcjg /odwzoroweniem wzajemnie jednoznacznym/ S
na obraz P (s) .

Przestrzenia konfiguracyjng ciaia nagywamy zbidr wszyst-
kich konfiguracji,czyli wiozed Q = Inj(S,M) Cc ﬁs.Przea -
trzen konfiguracyjna In3(§,x) jest podzbiorem otwartym
w topologii zbieznodci punktowej.Gdy S Jjest zbiorem skon-
czonym, n-elementowym, to “S utozsamia si¢ 2z la,uéywang w
mechanice anslitycznej Jako przestrzed konfiguracyjna ukzadu
n punktéw materialnych. :

Pojecie konfiguracji singularnych wprowadzilismy tu dla-
tego,ze wiele zegadniefi wygodniej jest formuiowaé w ¥° niz
w jej podzbiorze Inj(?,!) .Jak wspomniano we wstepie,geo -
metria afiniczne w M wyrdznia geometrie afiniczng w M j;odpo-
wiednia przestrzeunig translacji jest Vs -przestrzed liniowa
V-wartoéciowych funkcji na zbiorze S .Poniewaz Q=Inj<§,m)je¢
otwarte w Ms, wiec predkofci uogblnione utozsamidja sig z e-
lementami Vs,t=zn.z lagrenzowskimi polami prgdkoéci;jeéli
v E Vs jest takim polem, to v(X) € V jest predkoscig punktu
materialnego X € S .

. @Ls

Mechaniczng przestrzenia standéw ciales jest wigce
= Inj(S,NO X VS ~-podzbiér otwarty przestrzeni afinicznej

¥° x v°  .Hamiltonowsks przestrzef standéw,czyli przestrzed
fazows utozsamiamy 2z P . IanS,M) x v ¥,

Niech B(8) C s° bedzie grupg wszystkich bijekeji S na
giebie,zaé Dif M -grupg dyfeomorfiiméw M na sieble /nie

precyzujemy klasy/.Grupy te w naturalny spoadb dziazaja na
rrzestrzeni konfiguracyjnej Inj(S,M) .Hiech QeInj(S,M) .

A€ Dif ¥ , 1 € B(s); odpowiednie dziatania okreslone
sg jak nast@puje:
P —> A9 P26 55 )
A
(P }—-——-)n (?on F11.2/

Dzieania grupy Dif M mejg uchwytny sens fizyczny.Mozna Je
bvowiem interpretowac jJako fizyczne odkeztatcenia /i obroiy/
wymiszane przez oddzialywania /pola/ zewngtrene /np.przez
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zgniatanie ciaza palcami (Grupa B(S)dzialajaca jeszcze przed
zanurzeniem ciata w przestrzeni fizycznej,ea wigc permutujgca
seme punkty materislne,ma.na pozdér mniej uchwytny sens fi-
zyczny.Niemniej,w wielu zagadnieniach [35_‘ [35] obiekty geomet-
ryczne odpowiadajace tej grupie,pozwalajq na znacznie prost-
gzy opls problemu,niz odpowieaun.~ cbiekty dla Dif M .Wreszcie
co bardzo wazne,o ile przy pomocy grupy Dif M mozna opisywaé
symetrie przestrzeni fizycznej,to wewnetrzne symetrie mate-
ria¥u /np.jego jednorodnosé,lub izotropowosé/opisuje sie py
pomocy grupy B(S) dziaxajgcej na InJ(S,M) .Zagadnienie to
bylo badane przez Rogule [31] .

Dzistania grup B(S),Dif M podnoszq sig w naturalny mposéb
do przestrzeni standw PI. :

(¢ 'i‘-)'——‘-> (ae@ , aeB) /1y

(¢ &) '-—n—>(‘9°ﬂ £°N) /114

Ruch ciaa opisujemy przy pomocy dwukrotnie réziniczkowal-
nej krzywej w przestrzeni konfiguracyjne], e tR —>In;j(S.M).
K'_‘rzywa ta utozsamia sig kanonicznie 2 odwzorouani:m
© :R X S-—)Inj(S,,M) ,wedtug wzoru: (eﬁt) (x) =0 (t,x) dla
dowolnej chwili czasu i punktu materislnego X.

: Dynemika w obrazie lagranzowskim jest opisana przy pomocy
ukZadu réwnai Newtona.Oddzialywania,jakim w chwili t poddany
jesf; punkt materialny X € S ,gdy cate ciao znajduje sig¢ w
stanie mechanicznym (Cy, g) € PL ,opisujemy przy pomocy
wektora (t,X;(P,s) .Wielkoséé ta ma interpretacje fizycz
na masowe] gestoscl six dziaajacych na punkty materialne w
matym otoczeniu X € S .Zaleznosé @ od (Cy ,§) jest
okreslona przez zwigzki konstytutywne i na 0g6% ma charakter
funkcjonalny /np.w osrodkach nielokalnych i gradientowych/.
Gdy zalefnosé od ¥  jest nietrywialna,méwimy o materiale
predkosciowym.Krzywa @ :R—>1Inj (s,u) opisuje ruch dopusz-
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czalny dynamicznie,gdy speiniony jest ukXad réwnai Newtona:

/‘2\./ .
é_tg (” x)' ,é(.,x; 0¢) %t_tl) /I1.5/

dla dowolnego X € 5 .
Gdy regularns miara dodatnia {. opisuje rozktad masy w
ciele S /wspéitowarzyszacy,niezalezny od czasu/,to:

c}'(t,k; 0 (+) ,%—Qt (t))= @(t,x; e(t).gs%(t)) d{(x)

A /I1.6/
Jest peing sitg dziaXajgcg na podukad.Catkujgc réwnania New-
tona wzgledem miary t«. po poduktadzie A,dostajemy bilans
pedu P(A) dla A : :

G -F /11.7/

Narzuémy ukadowi wiezym s 1 ~ne 0g6% nieholonomiczng
nie precyzujgc chwilowo ich natury.W zastosowaniach zwykle
- ‘i’"(o) ,gdzie ¥ : P;—>W jest odwzorowaniem réznics
kowalnym w pewng przestrzend liniowg.W teorii wielomianowe],
\y Jjest odwzorowaniem afinicznym,wiec Jh jest przes-
trzenig afiniczng;wiezy s3 w tej teorii holonomiczne.

W obecnosci wi¢zdw,rdwnania Newtona nalezy zmodyfikowaé,
dodajgc do prawej strony sixy reskcji QRQ;,X;G,g) [43] .
Sity te,oraz stopnie swobody wykluczone /zaskazane/ przez wig
zy,eliminujemy z réwnan Newtona przy pomocy réwnai /definicil/
wiezdw,oraz warunku idealnos$ci wi¢zdw,stwierdzajgcego,ze si-
2y reskcji nie wykonujg pracy.Jesli 6:R—>Inj(S,M jest do-
wolng krzywg klasy C1 zgodng z wigzami, t.zn. SQR e
/ale nie spelniajacg na ogét réwnan Newtona/,to warunek ide-
alnosci przybiera postad:

e\ (01 d3 (bx 6. 80) ) - o

/11.8/
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W oparciu o réwnanie wi¢zdéw i powyzsze warunki,mozna otrzy-
maé z réwnai Newtona zamknigty ukiad rdéwnai nie zawierajscy
8iX reakcji. Z :
Oméwimy teraz prosty,lecz wainy przyktad,ktéry jako przy-
padek szczegblny zawiery w sobie teorig wielomianows.Teorie
mikromorficzne Eringena oparte sg w cato$ci na idei tego
- przykadu.

Przykiad II.1
Niech rozkiad masy w ciele bgdzie opisany przez dodatnig

miarg regularng na S.Gdy S 3 xr—>§(x) €V jest lagran-
Zowskim polem predkosci,zas S D3 Xr> @(x) €V -polem sil,

to (? -momentem pedu i (3_ -momentem sily nazywamy odpo-
wiednio wyrazenia:

Wg_— = Si(x)g—(x) dt.(g) - /I1.9/
) . g@(x)(:r(x) dt(x) /11.10/

C}’ Jest tu pewng funkcjq na S .

Ponizej L2(S, _oznacza przestrzed funkcji catkowslnych
2z kwadratem wzgledem miary t‘- sjest to przestrzen Hilberta
% iloczynem skalarnym:

<(371|(}_2> =S-‘}—‘ 1(x)‘372(x)dta@j /LAy

. Niech teraz AC_L_Q(S,(.A) ' bgdzie rzeczywistg,domknigtg pod-
przestrzeniq liniows,zawlerajgcg przestrzed funkcji stalych.

A) bgdzie oznaczal przestrzer V-wartoSciowych funkcji
na S ,ktérych sktadowe w dowolnej bazie nalezg do A ;
inaczej:

'V'(a) - {(F AT e A}, AV mmaz

Oczywiéciei)’(A)zawiera podprzestrzed funkcji statych.Ustalmy
teraz o € M i zdefiniujmy zbidr M-wartosciowych odwzorowarn
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: C(A ,o) ,{g;",(}"; (}'e VO(A)} /11,131
7 zalozenis,ze A ,a wiec 1"0'(A) zawiera funkcje stale,wy-
nika, ze C(A,o) nie zalezy od wyboru o ,totez bedziemy u-
zywaé symbolu C(A) .Oczywiscie,C (A) jest podprzestrzenig
afiniczna w M° ;jej przestrzenia trenslacji jest '\)‘(A) :

Narzuémy teraz ukZadowi wigzy holonomiczne ograniczajgce
przestrzer konfiguracji singularnych /PKS/ , ¥ do C(A) s &

wigc-przestrzen standw singularnych lﬂs S do:

M= c(a) xV(a) /I1.14/

Przestrzed konfiguracyjna ukiadu z wigzami ma wigc postad:

e(a)= c(8) N 1a3(,M) /I1.15/
a odpowiednia przestrzend standw:
p, (4) =e(8) x™0~(4) /I1.16/

/Oczywidcie,w topologii zbieznosei punktowej,Q(A) ,PL(A)
sg zbiorami otwartymi odpowiednio w Q,'PL Y 45
Hamil tonowska przestrzen stanéw,czyli przestrzed fazowg

uk%adu,mozna utozsamié 2z :

p(8) = a(a) x "\)‘(A)* /1117

Niech teraz: R 3 t > @(t) €Q (A)bedzie ruchem zgodnym 2
wigzami,s zatem,dla dowolnego t € R : S(¢) = 8: er\)‘(A) .

Réwnania Newtona majg postaé:

$(60)- 30 . 88 (11) - B (v 1:9.5) + Pa(1i08)

/11.18/

Niech teraz(}-é A ;obliczmy 3 -momenty obu stron /II.18/:
d

H’ﬂ‘e?= f6‘€,3_ « B /I1.19/

gdzie m? jest momentem siX danych,a /“R? -mpmentem

siX reakcji.
7 zaXozenia o idealnosci wigzdéw wynika,Ze /b\eRg:- znika .

Istotnie.niech‘é{C'O’(A)bedzie dowolng predkosciag wirtualng;
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moc sixy Q przy ruchu z t3 predkogcia dana jest przez:

@ =S &P @edx)> dr(zr) /I1.20/
Podstawmy: 7 :
/‘éﬁ(x) T (é'ei(x) ey

gdzie {ei} C Vv jest bazg.Wtedy:

@ - & S@i(x)«gu(x) apx) = sun%“{ /11.21/
Jesli moc @ R mi reakcji znika dla dowolnej predkosci
@riualnej ‘zgodnej z wiezami,to znikaja wazystkie q_-momen-
ty siX reakcji dla <;-€ /A .Réwnania Newtona przyjmujg pos-

tad:
gdzie po prawej stronie wystgpuje tylko moment si? danych
/niereakcyjnych/.Zatem,réwnania w -momentach zawieryjg

juz tylko fizyczne stopnie swobody i nie wystepuja w nich
reakcje wi®zdw. :

Réwnania ruchu /I1I1.22/ s3 prawami bilansu dlaq-mo:nentél
pedu,czyli inaczej méwigc-dla wezystkich sktadowych A -mo-
mentu pedu.Gdy nie ma zadnych oddzialywan, przechodzg one w
prawa_zachowania dla ¥ ¥

Kazdej funkeji “F € A odpowiada jedno wektorowe rém-
nanie Newtona /IT.22/.

Uzywajac bazy w przestrzeni A ,dostajemy peiny,nie-
zaleiny uklad réwnai Newtona.Niech mianowicie {r};} A
bedzie bazg w A ,7a$ ei} C V -bazg w przestrzeni trans-
lacji.WprowadZmy oznsczenia:

rlvg 5 </5rv | (EFg > = ng fEtee Ml
/mv mr}'\l 4\ =/ng; : /IT1.24/
/{0, =L, e, e vle /11.25/

Réwnsnia Newtona /1I.22/ majs wtedy postaé:

LW - W, ‘© JI1.26/
%

]
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Wyrazimy je przy pomocy parametréw opisujgcych konfiguracje
ukladu.‘Niech krzywa R D t > cp(t) € Q (A) opisuje ruch
uktadu.liozemy jg jedncznacznie opisaé przez ukiad funkcji
czasu tH> @ ip (t) ,takich,ze:

€,° ?ﬁ(t,. ) = ey qil“ (t) 63; /11.27/

Wiedy:
2 L« @t - gl /I1.28/
v P rv -3 r'r‘" ’

Réwnania Newtona przyjmujg wigc postad:

2 ol
_%g_rl“' - el . /11.29/

W zastosowaniach A jest zazwyczaj osSrodkowa 1 dlatego
/jek zektadalismy juz powyzej/ istnieje baza dyskretna.UkZad
réwnaii Newtona jest wig¢c dyskretny.W praktyce operuje sig
skoniczonymi ukZaedami réwnsii /II.29/.Analogia miedzy /II.29/
a réwnaniami Newtona sig¢ga bardzo daleko:po lewej sironie
wystepuja iloczyny "przySpieszer" parametréw ?”‘ i
czXondw I"r‘ opisujgcych bezwkadne wtasnosci ciala,zas
po prawej-wyrazy /mi‘, opisujgce oddziatywania.

Niech u l..,rv " bgdzie macierzg odwrotng do I Pl"'“ :
rl’“’ nie SRR T $ .Wtedy,uktad /II.29/ moze byé roz-
wigzany wzgledem przySpieszeri:
20t 3
<98 . gy .0/

Powody fizyczne,dla ktérych uwazamy r‘w za parametry
inercyjne sg oczywiste:wspdlczynniki te sg momentami drugiego

stopnia /kwadrupolowymi/ rozkisdu masy wzgledem bazy {‘};.} :

Tgo = (Fel T - S T DT @@ /1z.31/
Jest to wigc naturalne uogélnienie tensora bezwladnoSci [33
Podobnie,jak & mechanice punktu materialnego i ciaia sztyw-
négo,eneﬁrgia kinetyczna"rwyraza sie¢ liniowo przez parametry
bezwtadno$ci.Istotnie,korzystajgc z ogélnego wzoru:
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.1' . % S-<g’,§(x) ® g&)) dr(g) /11.32/

gdzie X :S SV jest lagranzowskim polem predkosci,mamy:

P - % 31;] ,Ei\’ ,_gj? vs .‘% 313 (?19 cpjgr'vg /11.33/
Opis oddziaXywar przy pomocy momentdéw /B‘qu obarczony jest
pewng wadg,mianowicie sg one obiektami geometrycznymi w S XM
obliczanymi przy pomocy wspéitowarzyszgcego rozkiadu masy r .
Z tego wzgledu trudno im nesdeé prosty sens operacyjny,gdyz
operacje 1 pomiary fizyczne odbywajq si¢ w przestrzeni fi -
zycznej M ,nie zad w przestrzeni odniesienia S Z makrosko-
powego punktu widzenia,uzytecznosé tych momentéw moze wiec
byé kwestionowana.Nie przeszkadza to jednak w teoriach opar-
~-tych na modelach mikroskopowych.Zakladajgc bowiem postaéd
mikroafiziatywad w ciele,np.migdzy etomami w czgsteczce,lub w
krysztale,mozemy ~ przynajmniej zasadniczo - cbliczyé N\)i
jeko funkcje od (Cyit‘ X t.zn. od stanu mechani-
cznego ciata.Wspomniana zaleznos¢ funkcyjna /in od
(CP ir . % 1") odpowiada zwigzkom konstytutywnym.

Dla przykiadu zaiétmy,ze ciato sktada sig¢ 2 jednakowych
mikroelementéw, oddzia*ujacych miedzy sobg binarnie /jak np.
w krysztale molekularnym/.Niech '(g.v(x),v(y)) € ¥
bedzie masowg gestoscig sily,z jakg punkt materialny umiesz~
czony w punkcie x € M przestrzeni fizycznej i obdarzony
predkoscig v(x) ,oddzialywuje na punkt materialny w punkcie
¥y € M ,obdarzony predkoscig v(y) .Podobnie,niech z(x,v)€V
bedzie masowg gestoscig sity,z jaka pola zewngtrzne oddzia-

“¥ywuja na punkt mesterialny znajdujacy sie w x ¢ M i obda -

rzony predkoScig v(x) .Wtedy, fff,g" jest sumg czedci wew-
netrznej i zewngtraznej:

/m\ai- s intmv Ly .xt/Nvi /I1.34/

gdzie,zgodnie 2z /I1.10/ :
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int U} vi (‘?j F’ gjr) hsitd /11.35/
. S.i[cpdr(@,,(x) 3.). 5%, g I W] F,@ap@ 2
oxt/m'i (‘?“‘ '3 Jl“) i JI1.36/

5 Sz[‘hi?ir‘g"(‘ i (o), ;Jt‘@r(x)]qv(x)dt(x)

ZakXadajgc,%Ze Ww,2 83 znane /na podstawie jekiché przeska-
nek fizycznych/,mozemy na podstawie powyzszych danych obli-
czyé,lub przynajmniej oszacowaé funkcje Wi

Podobnie jest w przypadku,gdy réwnania ruchu dajg sig¢ wypro-
wadzié z zasady wariacyjnej,t.zn.gdy istnieje uogdlniony po-
tencjaX.Niech 5 g,v(x),v(y) ' bedzie masows gestoscig
uogélnionego potencjaiu oddziatywsri binarnych migdzy mikro-
elementami umieszczonymi odpowiednio w punktach x,y € ¥
przeatrzeni fizycznej i poruszajgecymi sie 2 predkosciami
v(x), v(y) .Podobnie, /4 (x,v) oznacza masowg gestosé uo-
gblnionej energii potencjalnej dla oddziaiywania migdzy zew-
netrznym polem a mikroelementem znajdujgcym sig w x € M 1
obdarzonym pre¢dkoscig v(x) € V .Wtedy, na zaleznos$é peinego
uogdélnionego potencjaiu N> od stanu mechanicznego (‘? ,§)
mamy wzdr: : :

P B /11.31/
gdzie poszczsiélne sktadniki dane s3 wzorami?

Ve - % [erGu g o)egasii ey
V@s) =S‘0ﬁ | (0), Sk (x)|ap@®)
e § 1“'°1"91N¥|~(X) gi (y“()] r/II.39/
Ruch jest wtedy opisany przez réwnania Lagra.nge'a drugiego
rodzaju,otrsymene z lagrangiam L=T-'"O' gdzie T-jak w /11.3¥
Eoniec prsykradu II.0
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Uwaga:
W powyzszym przykladzie,wszys%kie sktadowe pola przemiesz-

czenia byty szeregami funkcyjnyml wzgledem tego samego ukia-
du funkcji.Na ogét nie jest to konieczne.W tej pracy nie zaj
mujemy sige jednak zagadnieniami ogdélniejszymi.

Jak juz powiedzielismy,w teorii wielomianowe] wygodnie
jest rozrdézniaé pojgcia przestrzeni materialnej /odniesienia/
i ciaza.Niech K bedzie przestrzenig materialng ; narazie
Jjest ona tylko zbiorem,nic wigcej nie zakladamy.Wewngtrzny
/wspéttowarzyszgcy/ rozktad masy w badanym ciele opisujemy
przy pomocy dodatniej miary regularnej okreslonej na N,
Jak wiadomo,nognikiem miary P s0Znaczanym Supp ,hazywa
sig¢ najmniejszy /w sensie inkluzji/ sposréd domknigtych pod-
gsbioréw BCN ,takich,3e :

b ) = p(ans)
dla dowolnego tﬂ =mierzalnego AC N .

Cistem bedziemy nazywali wiasnie noénik miary ¥ .ngy-
wiscie,w zastosowaniach praktycznych,Suppta- jest zbiorem
zwartym.Punkty nalezgce do Supprt nazywamy punktami mate~
rielnymi ciate.Natomiast dopeinienie ciata sktada sig z moz-
liwych punktéw materialnych.Podejscie takie jest zreszty o
tyle uzasadnione,ze w praktyce numeruje sig¢ czesto punkty ma-
terialne przy pomocy ich poozer poczgtkowych w M ; wtedy

N =M i ciazo jest w naturalny sposéb zanurzone w przes -
trzeni materialnej. ’

Wygodnie bedzie opisywaé konfiguracje osrodka i lagran-
zZowskie pola predkosci przy pomocy ekstrapolacji okredlonych
na cazym N ,nie tylko na ciele S = Supp o’

Singularng konfiguracjg ekstrapolacyjng nazywamy dowolne od-

wzorowanie P :N->M.Zbiér wszystkich odwzorowadi N w M

bedziemy nazywali ekstrapolacying przesirzenig konfiguracji -
singularnych /uzywamy ponizej skrétu EPKS/.Podobnie,konfi -

guracja ekstrapolacyijng ciaza S = Suppt-. w przestrzeni M
nazywamy takie odwzorowanie P :N —> M ,2ze obcigcie CPlSuppr
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Jest konfiguracjg.Ekstrepolacyjna ‘przestrzenia konfiguracyj-

ng nazywamy zbiér takich sdwzorowarijoznaczymy go skrétowo

EPK:
: EPK = {cy:n-—-)n t |suppp € Ini(Supppe i)

Podobnie, ekstrapolacyjne pole predkosci/lagranzowskie/
definiujemy jako odwzorowania N w V .Ekstrapolacyjne prgd-
kosci uwogdlnione utozsamiajg sie wigc z elementami przes -
trzeni liniowej vn .Oczywidcie,EPKS jest przestrzenia afi-
niczng z przestrzenis VN w roll przestrzeni translacji.

Ekstrapolacyjng przestrzenig standw jesi wiec zbidr:

Ep, =ERKXV' c M¥ x V' /I1.40/
Dwa o'd-zorowa.nia D, WY: N—>T bedziemy nazywali tl—réwno-
waz ,8dy 83 one identyczne na ciele: :
(C? % ‘1’) = (q’ lSuppr. :S}]‘Sup.pr) /II.41/

Dotyczy to w szczegdlnoscl konfiguracji /wt(ﬁ T=M 1la-
granzowskich pdl predkosci /T=V/ . t:-réwnonaznoéé ekstra-
- polacji oznacza wtedy,ze opisujg one V¢ samgq konfiguracje
ciala,lub lagranzowskie pole predkosci.

Ruchy ekstrapolascyjne opisujemy przy pomocy dwukroinie
rézniczkowalnych krzywych € :R->EPK .Réwnania Newtona moz-
ne zapisaé w jezyku ekstrapolacji.Majg one identyczng postaé
jak réwnania /II.5/ , z tym,%e po ich prawej stronie stojg
sity ekstrapclacyine okreflone na catym XN i zaleine od
standéw ekstrapolacyjnych'(q),g) .Aby ekstrepolacja poprawnie
opisywate sytuacje fizyczng, funkcjonaty @ t,x;-,os dla
~ dowolnego X € Supp,.g nie mogg rozrdiniaé obiekidw t-l-
réwnowaznychs

® (t,x; P.8,) = P (t,x; PrrE5) /11.42/
gdy ‘?dSuppr = CPZ\Sn_ppr ’ (‘{1-'{9311»‘& =0 .
Wiezy takze mozna narzucaé¢ wprost na EPK,lub EPL.Gdy zacho-
dzi /II.42/,%to sity reskcji asutomatycznie speiniajg warunek
nierozréznialnodci standw -réwnowaznych.Oczywiscie,in-
teresujg nas tylko istotne wigzy,gdy ograniczenia naXozonz
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a‘q na stany fizyczne,nie tylko na ich ekstrapolacje.

Niech 2ZIC ll‘ bedzie podzbiorem EPKS.Méwimy,%e jest on

o -zugélnx » 8%y odwzorowanie : P> P Suppr Jjest surjekcis
t.2zn.przeprowadza Z na calgq PKS.KaZda konfiguracja singu -
larna lj_} xSuppr —>» M posiada wtedy ekstrapolacje na N,
zawarta w Z ,Dlatego tez podzbiér Z jest wystarczejacy,
jedll chodzi o ekstrapolowanie konfiguracji osrodka poza
ciaXo Supp‘-c .Na ogdx,rézne konfiguracje ekstrapolacyjre
mogg prowadzié do tej samej konfiguracji fizycznej.Stgd nowe
pojecie: Zbiér Z C ll‘ nazywamy h ~jednoznacznym, gdy od-
wgorcwanie : P> cp‘Supprt Jjeast bijekcjg,a wigc gdy
kazda konfiguracja singularna posiada dokXadnie jedns ekstra-
polacie w 2 .Oczywiscie cata EPKS,t.zn. jest zupeina,ale
na ogét -niejednoznaczna /gdy dopeinienie N\Suppk jest nie-
puste/.Niejednoznacznoéé EPKS lub jakich$ wiezdéw holonomicz-
nych 2 C MN narzuconych na ekstrapolacje,nie nastrecza
zadnych zasadniczych trudnos$ci przy sformuowaniu dynamiki.
Mamy wtedy po prostu "za duzo wspdirzednuych",zachdzg miedzy
nimi zaleznosdci.Je$li si%y ekstrapolacyjne spelniajy zalez-
nosci /II.42/,to wybdr ktérejs z ~réwnowaznych ekstra-
polacji jest niefizycznym wybcorem cechowania.Nie zalezg od
niego fadne obserwowalne éfekty fizyczne.W szczegdlnoscei,
otrzymana dzieki rdéwnaniom Newtona zaleznosé konfiguracji fi-
zycznej < | Supprn od czasu,nie zaleiy od wycechowania wa-
runkéw poczgtkowych.W analogicznym sensie méwimy o zupeinosci
i jednoznacznosci podzbioru 2 C u’ wzgledem fizycznych
wigzdéw holonomicznych YC KSuppr narzuconych na fizyczne
konfiguracje /singularne/ osrodka.Odwzorowanie qn-)q{ﬁup

ma byé wtedy odpowiednio surjekcjg lub bijekcjg Z na Y .

Przykiad II1.2
Zaxdzmy,2e M,N sg 3-wymiarowymi przestrzeniami afinicanymi,

za$ Supp\.&. ~-podzbiorem zXozonym z czterech punktéw nie le-
2g3cych na jednej pZaszczyzZnie.Przetrzen Ck(N,M) G 'l Jest
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zupeina,ale bardzo wieloznaczna.Natomiast zbidr wielomiandéw
afinicznych pierwszego stopnia, m1(N,M) C Ck(N,M) jest
jeszcze zupeiny i juz -"‘wie‘id"znaczny.MQZe to sie z faktem,
zZe w tréjwymiarcie;j przestrzeni afinicznej,uk*ad czterech
punktéw materialnych jest - jeéli chodzi o 3topnie swobody
i kinematyke - réwnowazny cialu afinicznie sztywnemu,t.zn.
deformowalnemu jednorodnie.

Mozna tez na to spojrzeé nieco inaczej.Niech Supp be -
dzie podzbiorem zupeinie dowolnym,byle nie lezgcym W Jjed-
nej ptaszczyznie.Narzuémy teraz ciatu wiezy afinicznej sziyw-
nosci, t.zn. ograniczmy dopuszczalne eksirapolacje do podz-

bioru:rw1 5 V q) t‘}
= (N.y.,n) {cq € c2Qv,n) : W oA g
/I1.42/
Jefli N\Suppta jest zbiorem tréjwymiarowym /np.gdy
cialo wypelnia obszar ograniczony/,to podzbidr \‘U"@,‘« ;!)
jest zupeiny wzgledem fizyczne] przestrzeni konfiguracyjnej,
lecz wieloznaczny.Ujednoznacznienie uzyskuje sig przechodzgc

do “LJ 1@,”) .

W wiekszoSci zasetosowan, takze w teorii wielomianowej,kté-
rg badamy ponize]j,przestrzeri materialna N jest obdarzona
strukturg afiniczna i ma ten sam wymiar,co M.Niech (N,U,-—)
oznacza te strukturg afiniczng; U jest przestrzenig transla-
cji.Wyposazenie przestrzeni materialnej w tak bogaty struktr
re,ma donioste konsekwencje jes1li chodzi o opis konfiguracji
oérodka.Definicje podang powyzej,dla przypadku,gdy N i Sup
byty abstrakcyjnymi zbiorami,nalezy teraz wzmocnié,uwzgled-
niajgc strukture réznicszkowg w N .

Odwzorowanie P :Suppt-s —> M nazywamy konfiguracisg
singulerng klasy C'k ,&dy dla kezdego podzbioru A C Suppr
bedacego podrozmaitoscig rézniczkowg klasy c* w N Q@ l A
jest odwzorowaniem klasy c".w tym samym sensie méwimy o

lagranzowskich polach predkogei klasy Ck,jako odpowiednich
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odwzorowaniach xSuppts—)-V.Konfigurach singularng P
klasy Ck nazywamy konfiguracjag klasy Ck,gdy dla dowolnego
A C Supp bedgcego w N podrozmaitoscig klasy Ck, Q‘A jest
dyfeomorfizmem klasy ¢* zbioru A ne jego obraz < (4) /vgdacy
takze podrozmaitoscig klasy ck /.Analogicznie wprowadzamy
ekstrapolacje klasy c“ s

Odwzorowanie P :N—>M nazywamy /singularng/ konfiguracjs

ekstrapolacyjng klasy ck | gdy P \Suppr jest konfiguracja
/singularng/ klasy ck .Tak samo ekstrapoluje sig lagraniow-

skie pola predkosci jako odwzorowania T :N—>V ,

Tak zdefiniowane konfiguracje sg wiec monomorfizmami nie
tylko mnogoéciowymi /injekcjami/,lecz takie rézniczkowymi
klasy Ck.Opiaujq one ciato bez wewngtrznych stopni swobody i
bez defektdéw.Np.niecigglosci odwzorowania opisujgcego konfi- -
guracje mogs odpowiadaé dyslokacjom.Wybér k zaleiy od roz-

- patrywanego zagadnienia.

Gdy ¥ byio dowolnym,abstrakcyjnym zbiorem,wybér IN W ro-
1i EPKS byz bardzo naturalny.Po przejsciu do N obdarzonego
strukturg rézniczkowg i afinicazng,sytuacja pod tym wzglédem :
komplikuje sig¢.W teorii zakladajgce] o konfiguracjach gad-
koéé stopnia k,mozna w roli EPKS wybraé zbiér C(N,ll,k)
wszystkich ekstrapolacji singularnych zdefiniowanych powyzZej.
Mozna jednak postgpié tak samo,jak w teorii z abstrakcyjnym
¥ i » roli EPKS uzyé HN ,285 C(N,M,k)potraktowaé Jako pewne
wiezy.Z drugiej strony,we wszystkich zastosowaniach wystar-
czy wzigé mniejszg przestrzeid Ck(N,M) i C@,M,k) /na ogéx
inkluzje ta nie jest réwnoscig/ i potraktowaé jg badZ jako
wyjséciowg EPKS ,badZ jako wigzy.Nie ma zasadniczej réznicy
mieddy traktowaniem c(¥,¥,k) ,1lub c“(N,M) jako EPKS,lub ja-
ko wiezdw,gdys wiezom tym nie towarzyszs zadne sily reakcji.
Zarédno C(N,M,k),jak i Ck(ﬂ,m)aq podprzestrzeniami afinicz-
nyni w MN sodpowiednimi przestrzeniami translacji sg C(N,V,l;
c*(w,v) .

Caty przykisd II.1 daje sig przeéttumaczyd natychmiast na
jezyk ekstrapolacji.Oczywiécie,na ogéz C(A) nie jest zupek
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na 1 wigzy narsgucone na ekstrapolacje prowadzg do pewnych
wigzéw na konfiguracje fizyczne.Przy danych wigzach narzu-
conych na przestrzerd konfiguracyjng,najwygodniejscy jest

‘ocgywifcie taki wybér A , przy kidrym C(A) jest jedno-
gnaczna wzgledem wigzéw.Wtedy podzbidr C(A') utozsamia sie
z PKS dla danego zagadnienia.

Rozwazmy teraz wazny przypadek szczegdlny przkiadu II.1,
gdy P Jjest przestrzenis funkcji analitycznych calkowi-
m okreslonych na afinicznej przestrzeni materialnej N.
ZaskXadamy przy tym,%e ciaZo S = Suppr\ jest zbiorem zwartym.
¥ roli bazy {‘};, C A moins wybraé zbiér jednomiandw afi-
nicgnych wzgledem ustalonego punktu materialnego 0¢ N.Do-
"kZzadniej: niech{E C U bedzie bazg materialnej przestrzé-
ni trenslacji,zed {X'} -wepéirsednymi afinicznymi