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1, Wstep

Cel pracy. Ostatnie lata przyniosty szybki rozwdéj technik
obliczeniowych w zagadnieniach dynamicznych dla oérodkéw nie
sprezystych. Opracowano metody numeryczmego calkowania réw-
nai rézniczkowych czgstkowych o wiecej niz dwu zmiennych nie
zaleznych [5}7i3] » Tozwiazano szereg plaskich i osiowo sy-
metrycznych probleméw brzegowych dla odérodkéw spfetysto—pla—
stycznych [ 9,3 ] sprezysto-lepkoplastyeznych [2, 59 {3
Podobne efektywne metody rdéznicowe zaproponowane zostalty dla
konstrukeji cienkosciennych o dowolnym ksztalcie Lss, 115)

Badaniom tym w mniejszym stopniu towarzyszyty studia nad
opracowaniem odpowiednich metod analitycznych, ktére pPozwo-
1ilyby stosunkowo prosto wyznaczaé podstawowe parametry pro-
cesu dynamicznego. Analizujac dotychczasowe osiggniecia w
tej dziedzinie nalezy -stwierdzié, ze brak Jest w literatu-
rze efektywnej a jednoczesnie prostej teorii opisujgcej za-
chowanie sie lepkoplastyeznych konstrukcji pod dziataniem
obeigzer dynamicznych.

Celem obecnej pracy Jest zbudowanie takiej ogélnej teo-
rii, przedyskutowanie Jej dokiadnoéei, rozwigzanie kilku re-
prezentatywnych problemdéw brzegowych oraz konfrontacja wyni-
kéw z danymi doswiadczalnymi. Koniecznodé podjecia badah w
tym kierunku wyplywa z faktu, ze Szereg waznych materialdéw
konstrukeyjnych wykazuje efekty lepkie przy nagiych intensy-
wnych obciazeniach. We wspéiczesnej technice wystepuje nie-
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jednokrotnie potrzeba dynamicznej analizy calej konstrukeji
ilub jej elementéw. 7a przykiad postuzyé moga problemy ksztal
‘towania elementéw metodg wybuchowa, elektro-iskrowa czy in-
dukcyjna, zagadnienia zbadania, przewidywania i zapobiegania
skutkom katastrofalnym obciagzerd wystepujacych przy uderze -
niach pociskéw, zderzeniach pojazdéw, niszczqcym dziataniu
wybuchéw. Ostatnio zwrécono uwage na role efektdéw dynamicz-
nych w okretownictwie w zwigzku z wystepowaniem zjawiska u-
derzenia kadlubs statku o wode /tzw. ,slauming"/ powodujg -
cego lokalne zniszczenie poszycia dna [28,8¢7 ] .

W nastepnym punkcie pracy oméwione beda istniejace meto-
dy rozwiazywania zagadnien dynamicznych w konstrukcjach lep-
koplastycznych. Przedstawione beda trudnosci jakie napotyka
sie przy rozpatrywaniu stanu gigtno-membranowego w powio -
kach oraz plytach przy duzych ugi¢ciach. Obecna praca stano-
wi prébe pokonania tych trudnosci. Podana jest mianowicie
analityczna metoda wyznaczania ugieé i predkosci ugieé wkas-
dej chwili rozpatrywanego procesu dynamicznego. W szczegdl-
nodci znalezione beda wielkoéci maksymalnych ugieé oraz kon-
cowy ksztalt zdeformowarej konstrukcji. Proponowana metoda
pozwala réwniez na okresélenie wzajemnego wspéldzialania
stref sztywnych i lepkoplastycznych i zmiennych w czasie gra
nic miedzy tymi strefami. =

W rozdziale 2 przedyskutowane beda réwnania konstytutyw-
ne dla materialdéw sprezysto-plastycznych wrazliwych na pred-
kos§é odksztalcenia oraz zaproponowane dalsze uproszczenia
tvch réwnan dla cienkodciennych ustrojéw.
¥ nastepnym rozdziale przeprowadzona jest linearyzacja réw-
naid konstytutywnych w tréj vmiarowym i ptaskim stanie napre-
zenia. Zasadnicze uproszczenia réwnai uzyskuje sie aproksy-
mujac stan naprezenia na statycznej powierzchni plastyczno-
éci. Aproksymacja ta interpretowana jest nastepnie jako za-
stapienie prawa plyniecia stowarzyszonego z warunkiem plasty
cznoéci Hubera-Misesa przez odpowiednie niestowarzyszone pra
wo piyniecia. W rozdziale 4 przedstawiona jest transformacja
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zlinearyzowanego prawa plynigcia do przestrzeni uogélnionych
napre¢zed i predkoéci odksztalced. Transformacja ta zachowuje
liniowoéé réwnai co umozliwilo sformulowanie problemu dyna-
micznego dla dowolnej konstrukcji catkowicie w predkosciach
oraz wskazanie na analogi¢ z podobnymi zagadnieniami sprezy
stymi. W kolejnych dwdch rozdzialach oméwione sa zastosowa-
nia obecnej teorii w zagadnieniach malych ugieé i przeanali-
zowane sg kompletne rozwigzania dla plyt kotowych i powlok
cylindrycznych. Dokladnoéé uzyskanych rozwiazah badana jest
przez poréwnanie z obliczeniami numerycznymi oraz danyai do-
éwiadczalnymi.W rozdziale 7 podane jest przyblizona metoda
traktowania umiarkowanie duzych ugieé konstrukeji lepkeopla-
stycznych.

Ostatnie dwa rozdzialy pracy poswiecone sa zagadnieniom
oszacowai maksymalnych trwatych deformacji cial lepkoplasty
cznych oraz czasu trwania procesu dynamicznego. Zaleta tej
metody jest mozliwodé natychmiastowej oceny wspomnianych
wielkosci bez komieczmosci odwolywania sie do szczegbéiéw ro-
zwigzania analitycznego lub numerycznego.

Zakres pracy. Rozpatrywane beda takie typy cienkosciennych
konstrukecji, w ktérych stan napre¢zenia realizowany pod wply-
wem obcigZer dynamicznych, moze byé aproksymowany przez pia-
ski stan naprezenia. W klasie tej znajduja sie wigc ustroje
uplastyczniajgce si¢ w dwuosiowym stanie naprezenia tzn.po-
wioki, piyty i membrany.

W powyzszym rozumieniu nie wchodza w zakres tego opraco-
wania zagadnienia prowadzgce do jednoosiowego stanu napreze
nia a wigc prety éciskane, rozciggane i skrecane, struny,
pierscienie, kule, belki i inmne tzw. ,simple structures”,
Problemy te posiadaja swojg specyfike i prowadza niekiedy do
ciekawych zagadnied matematycznych np.L97,Q’]. Wiekszoéé z
nich zostala dokiadnie zbadana 1 istnieje juz na ten temat
bogata literatura. Przeglad najwazniejszych wynikéw w zakre-
sie dynamicznych probleméw dla lepkoplastycznych cial w je-
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dnoosiowym stanie naprezenia znaleié mozna w pracach Symon-
asa [89 ] monograrii [ 11 ] . Niektére nowsze wyniki poda-
ne sa w [ﬂ‘] 3

Dalsze rozwazania prowadzone bedg w ramach okreslonych
zatozeri odnosnie kinematyki procesu odksztalcex. Przyjmuje
si¢ mianowicie stosowalno$é hipotezy Lo#e-Kirchhoffa. Sze-
reg ostatnich badai dotyczacych teorii duzych odksztalced
sztywno-plastycznych powlok w opisie przestrzennym i Lagran-
ge “owskim [1?, 81,482 ] wskazalo, ze w ramach tej hipotezy
opisywaé mozna deformacji konstrukcji w zakresie matych {
umiarkowanie duzych ugieé ( tj. ugieé rzedu grubosci &cianki
powtoki) .

Obecna teoria nie pozwala na uwzglednienie zagadnien dy-
namicznej niestatecznosci konstrukcji powstajacych przy ob-
cigzeniach typu horyzontalnego (w plaszczyinie konstrukcji),
poniewaZ zlinearyzowane prawo plynigcia nie jest w stanie >
dokladnie opisaé lokalnych deformacji zwigzanych z utrats
statecznodci.

Niektére ciekawe wyniki dla lepkoplastycznych powlok cylin-
dryeznych podali Florence [21] i Wojewddzki ﬂf7]

Wreszcie wykluczone beda z obecnych rozwazai zagadnienia
propagacji fal w konstrukcjach spre¢zysto-lepkoplastycznych.
Wiaze sie to z pominieciem w Qﬂffggln§99§13”9#¥§??91°§ﬁ gci-
nanqycyu1_gggg9§g_pezwkadnoéqi obrotu. W wypadku uwzglednie

“nia tych efektdéw zmienilby sie zaréwno typ réwnania rzadzag-

cego procesem jak i charakter przenoszenia zaburzen. Napre-

%Zenia propagowalyby sie wéwczas jako podiuzna fala écinania

i poprzeczna fala gietna. Rozwiazywanie probleméw brzegowych
dla réwnai typu hiperbolicznego wymaga stosowania innych me-
tod matematycznych np. metoda catkowania wzdluz charaktery~-

styk, metoda kolejnych przyblizen itd. Wystepowanie zjawisk

wielokrotnych odbié fal spr}tysto-plastycznych od brzegéw i

naktadania sie¢ fal z géry skazuje poszukiwanie rozwigzai a-

nalitycznych na niepowodzenie; pozostaje zatem jedynie po -

dejécie numeryczne.



=, 7

Rozprzestrzenianie sig spreZysto-lepkoplastycznych fal
W belce Timoszenki badal Bejda [4 ] ; sformulowanie odpowie
dnich réwnai dla piyt podal, Nikitin [61] . Problem Talowy
w konstrukecjach uplastyeczniajgeych sie w z}oZonym stanie na
prezenia jest jeszeze malo zbadany, !

Natomiast w obecnej teorii uwzgledniajacej inercje ru -
chu poprzecznego wystepuje koniecznodé rozpatrzenia zagad -
nied drgan sprezystych. Wiadomo, Ze proces drgar sprezystych
naktadajacy si¢ na nastepujace odksztalcenia plastyczne kon
strukcji jest bardzo istetny i zagadnieniu temu poswigcone
bedzie duzo uwagi w nast¢pnym rozdziale tej pracy.

Najwazniejsze dotychezasowe osiggniecia. Przeglad literatu-
ry ograniczony bedzie do zagadnien bezpodrednio dotyczacych
konstrukcji lepkoplastyecznych zgodnie z definicja podang w
poprzednim punkcie pracy. Oméwione beda krytycznie podstawo
we metody rozwigzywania probleméw brzegowych a nie same sz-
czegélowe rozwigzania.

Pelne zestawienie tych ostatnich znale4é mozna w ostatniej
pracy Jonesa [34].

a/ Podejscie numeryczne w dynamice powkok plastyecznych roz-
wija systematycznie w ciggu ostatnich 10 lat grupa badaczy
w Massachusetts Institute of Technology. Witmer, Balmer,
Leech i Pian [#15] opracowali algorytm pod nazwa DEPROSS po
zwalajgey wyznaczyé deformacje konstrukcji obrotowo-symetry
cznych w zakresie duzych ugieé przy Jednoczesnym uwzglednie
niu efektdw sprezystych plastyecznych i lepkich. Metoda ta
uogélniona zostala na przypadek powlok o dowolnej geometrii
W pracy [43 ]. Cechg charakterystyczna tej metody jest sto-
sowanie jawnych schematdw réznicowych oraz.oalkowanie nume-
ryczne réwnai konstytutywnych w praskim stanie napr¢zenia po
grubodci Scianki. W ten sposéb nie trzeba rozwigzywaé wszy-
stkich réwnai jednoczeénie na danym kroku po czasie k ,ale
mozna positugiwaé sig poszczegélnymi grupami zwigzkdéw (rﬁwna
nia réwnowagi, zwiazki geometryczne, prawo plyn!qela), aby
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wyliczyé s nich kolejne niewisdome wielkodel.

Schemat ideowy obliocsed dla znalezienis roewiszania w
warstwie k + 1, zmajac roswiszanie w warstwie K , predsis
wia si¢ nastgpujaco:

1. 3 réwnad réwnowagi wyznacza ¢i¢ preyspieszenie,kidre

preyjeuje sig zs stale migdsy ohwila K + 1 8 Kk .

2. znajae predkosct i poYoienie punkiéw powierzchni new
tralne) w chwili k |, znajduje sie predkodé i potose
nie w chwili Kk + 1 (Jawny schemat résnioowy ) ,

3. se swiazkéw geometrycznych obliczs sig predkodei krsy
wisn 1 rozeiagnieé powierzohni érodkowe) a nastepnie
stosujac hipotezg Love-Kirchhoffs znajduje sig prede
kodoi odkszisicenia zmienne po grubofci konstrukeji,

4. 2z odpowiedniego zwigzkn konstytuiywnege zawierasjgce~
g0 czlony odkszialces spreiystych okredls sig praye
rosty sapreted i same napreienis,

5. sastepujae ealki sumami wyliczs sie wertofoi mossnidw

_ 1 si} membranowych w nowej obwili Kk + 1 4 procedurs
rozpoczyna $i¢ od nows.

Opisans metods pozwals ns wwzglgdnienie dowolnysch warvnme
k6w braegowych i poczatkowych. Wiimer, Clark i Balmer (196)
oraz piezalesnie Duffy i Xey [#] praeprowsazils weryfikascse
doéwisdczalng prazydsinoéel programu DBPROSS, Stwierdzono ber
dzo dobra zgodnosé teorii 1 eksperymeniu w zakresie odksrial
ced nieodwvracalnyech i nasiepujacyeh po tym drgaf spresystych
Swiadezy to o sbieshodcl § dokiadnofoi opissnege podejdeis
numerycznego. Dokiadnosé ts okupiops zosisle zpsczng prace -
eblonnofeis obliczes nawei ns wysokiej klssy msszypsch elek.
tronowych, Wiste si¢ to z wysokimi kosziosl resiizsesi kazde
go prograsu obliczes, o ezym méwig semi Butersy [ﬂ‘] » Dla-
tego episans metods nis mote miel w obecnej chwili szerszego
zastosowanis w prakiycznych obliczenisch dls dynamicznie ob-
eiatonych komstrukeji. Jefli chodzi metemisst o Zneczenie po
znswcze, to program DEPROSS 1 jego najnewsze ofmieny ( np.
PETROS W])ouaj; nisceenione melugi przy apalizis
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réznorodnych efektéw w procesie dynamicznym oraz przy wybo-
rze odpuwiednich zalozel upraszczajacych [74] . W nastepnym
rozdziale tej pracy korzystaé bedziemy z niektérych otrzyma
nych ta droga wynikédw.

b/ Inng mozliwodcia w numerycznej analizie konstrukcji lep-
koplastycznych jest sformutowanie catego zagadnienia w uo -
gélnionych naprezeniach i predkosciach odksztalced. Wymaga
to uprzedniej transformacji réwnai konstytutywnych osrodka
tréjwymiarowego do odpowiedniego prawa ptyniecia dla powlo-
ki. Transformacja ta nie prowadzi do efektywmych zwigzkéw
jeéli prawo fizyczne zawiera cziony odksztalcen sprezystych.
Dlatego ograniczono sie dalej do sztywno-plastycznego i szty
wno-lepkoplastycznego modelu materiatu.

Wzorujac sie na podejsciu Hodge ‘a dla powlok sztywno -
1dealn1e plasiycznych [25'] , Pabianek przeprowadzita tran -
sformacje zwiazkéw konstytutywnych Perzyny dla liniowej i po
tegowe]j funkcji opisujgcej wplyw predkosci odksztalcemia [“]
W szczegdélnym przypadku powkok cylindrycznych odpowiednie
prawo piyniecia pokrywalo sie z rdéwnaniami wprowadz onymi
wezesniej przez Jow-An Hsi [35] « W teorii momentowej dla
piyt kolowych prawa piynie¢cia uérednione po grubosgci écian-
ki maja ta samg postaé co odpowiednie zwiazki konstytutywne
w punkcie [98 ]

W problemie quasi-statycznym zagadnienie sprowadza sie
do numerycznego catkowania ukladu nieliniowych réwnai rézni
czkowych zwyczajnych przy tzw. ,dwupunktowych warunkach brze
gowych", Rozwigzanie uzyskuje sie przy niewielkiej ilosci
iteracji, [65', 98] - W problemie dynamicznym, dla niejawnego
schematu réznicowego, poszukiwanie rozwigzania polega na n-
krotnym calkowaniu podobnego uktadu réwnai gdzie n jest ilo
dcig krokéw po czasie. W pracy [’9] pokazano efektywnosé tej
metody na przykiadzie dynamicznego obciagzenia ptyty kolowej
prostokatnym impulsem ciénienia.

W stosunku do programu DEPROSS omawiana metoda charakte
ryzuje sie¢ wiekszg prostotg poniewaz nie wymaga numerycznego
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satkowania naprezerd wzdiuz grubodci Scianki oraz wykorzystu
je dokiadne procedury Runge-Kutta catkowania nieliniowych
réwnai rézniczkowych zwyczajnych. Nie pozwala natomiast na
uwzglednienie nieliniowosci geometrycznej oraz sprezystych
wiasnosci materialu. Uzyskane za pomoca tej metody rozwiaza
nia posiadaja jednak duze znaczenie pordéwnawcze poniewaz stu
25 jako sprawdzian doktadnosci réznych przyblizonych teorii
dla materialu sztywno-lepkoplastycznego.

W dalszym ciggu pracy jako écislq(nieliniowq) teorie
lepkoplastycznych konstrukcji rozumieé bedziemy teorie opar-
ta o réwnania konstytutywne dla materiaiu plastycznego wraz-
liwego na predkos$é odksztalcenia, [70] é
W zastosowaniu do metali réwnania te zawierajsg nieliniovr};
statyczny warunek plastycznosci Hubera-Misesa.

Zagadnienie Scistego caltkowania wynikajacyeh réwnad réznicz-
kowych czastkowych pozostaje nadal sprawg otwartg nawet w
przypadku infimityzemalnych deformacji. Wszystkie uzyskane
do tej pory rozwiazania analityczne sa rozwigzaniami przybli
zonymi.
¢/ Historycznie najstarszg i najbardziej rozpowszechniong
Jest koncepcja linearyzacji réwnai konstytutywnych Perzyny
[70](1ub w szczegdlnym przypadku Hohenem sera i Pragera
[26]) przy pomocy odcinkowo-liniowego warunku plastycznodci
i stowarzyszonégo prawa piyniecia. Rézne odmiany tej lineary
zacji rozpatrywane byly przez Pragera [76] , Bykowcewa [7 ] P
Haddow ‘a [23 ] 1 Lepika [44 ]; kasde 2 nich zawierata dodat-
kowa hipoteze odnoénie zmiany aktualnej powierzchni piynie -
cia w funkecji predkosci odksztalcenia. Mimo osiggnietej 11 -
niowoéci réwnai w plaskim stanie naprezenia, odpowiednie zwia
zki dla powiok w stanie gietno-blonowym okazaly sig, podob -
nie jak dla idealnej plastyczno$ci; nieliniowe. Nawet w przy
padku zgig¢ciowej teorii plyt, gdzie zwiazki te sa liniowe,
wystepuja dalsze trudnosci poniewaz w réznych strefach w pty
cie obowigzuja inne réwnania; granice tych stref nie znane
83 a priori i ulegaja zmianie w procesie dynamicznym.



W ramach tego podejfoia uryskano saledwie kilka roswigses
1lustracyinych prey zaniedbaniu [1, 7 ] 1 sachowaniu s12
ineres1 [31,44 ) . Na przykiaa Jones [31] 1 Lepix [44] so-
peinie nieprzypadkowo rozwazali Piyty plerdcieniowe. ¥ pro-
blemie tym calkowity profil naprezeaia znajduje sig w obrg-
bie tylko jednej strefy co znacznie uisiwia analizg proble-
mu. Zaletyq tego rozwigzania Jest mozliwoéé przedledzenis ca
tego procesu ruchu piyty lgczuie ze sjawiskiem zmiany posta
i pola predkodci (tzw. ,mode transition" | . Brak jest nato
miast perspektyw usyskania rozwigzad innych problemdéw braze-~
gowych dla piyt 1 powkok. Nie zostala réwniet sbadana w toJ
teorii sprawa propagacji stref sztywnych w procesie dynami-
cznym dla konstrukeji lepkoplastycanych. Zjawisko to wyste~-
puje np. w problemie uderzenia preta lub belki [”,94 1
Przy okazji obecnej dyskusji warto Jeszoze raz swrécié uwa-
g¢ na konsekwencj¢ wynikajaca 2 linearyzacji warunku piasty
esnodci. W statyceznej analizie 82tywno-idealnie plastycsnyech
konstrukcji uzyskana tg drogg sproksyascjis rzeczywistego
mnoZnika obeigienis jest 2z reguty wystaroszajaca.
¥ problemach dynamicznych interesuje nas gtéwnie kinematyke
procesu. Zastapienie warunku plntyunqici Hubera-iMisesa
ssedciobokien Treski i konsekwentme stosowanie stowarzysso-
___;;uo prawa plynig¢cia prowedzi do snacznych bleddéw w kierun-
ku wektora predkodci odksztalocenis, Wskazuje to na potrseby
‘possukiwania innych metod przybliZonych, ktére zachowujge
mote podobny stopiei aproksymacji nie posiadaly by wad,oma-
wianego sposobu linearysacji réwnai konstytutywnyech i wyni-
kajaoych stad trudnodoi rozwiguywania problemdéw brzegowyeh.
Ssereg takich metod sostal ostatnio zaproponowany w litera-
turze. Wssystkie te metody, Zgesnie 2 probonm w obeonej
pracy teoriy, wykorsystujq pewne pomoonicze roswigsanie sta
tyczne lub dynamioczue w celu rozwiszania danego problesu dy
namicznego dla oiala hpkopl.utyanuo.
4/ Wplyw predkodci odksztalcenia na deformacje plyt 1 powdak
badany byl przez Perrone [‘6,6’ ] . ¥ precaen tysh gakla-
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dano, %e kinematyka procesu dynamicznego w konstrukcjach pla
stycznych i lepkoplastycznych jest podobna i jedynie bezwz-
gledna wartosé korcowych ugi¢é zmniejsza si¢ na skutek lep-
kich wtasnoéci materiatu. Wspéiczynnik zmiany okresla sieg
znajac rozklad maksymalnych predkosci odksztalcenia i wyli-
czajac podwyzszong wielkosé granicy plaétycznoéci Cf(x)
Poniewaz wielkoéé ta zmienia si¢ od punktu do punktu w kon -
strukcji wprowadza si¢ nastepnie usredniong dynamiczng grani
ce plastycznosci Gi: , ktéra zastepuje w rozwiazaniu war-
toéé statyczny granicy plastycznosei Qe .

Pewien sukces tej metody w literaturze spowodowany byl

Jjej niewatpliwa prostota oraz miemoznoscig uzyskania rozwia-
zania dla materialu lepkoplastycznege na jakiejkolwiek innej
dredze, Chociaz dla najprostrzych konstrukcji (pierécienie

[68] s p!yty["] ) metoda ta dawala zadawalajgce rezultaty,
powazne zastrzezenia budzi sposéb usredniania granicy plasty
eznosci w przestrzeni i czasie. Jeszcze wiekszym uproszeze-
niem jest przyjecie tej samej kinematyki dla komstrukeji pla
stycznych i lepkoplastycznych podczas gdy w rzeczywistodei
wystepowaé tam moga istotne réznice. Po pierwsze pole defor=-
macji dla cial lepkoplastycznych jest poclem ciagiym poniewaz
kazda niecigglo$é w polu predkosei spowcdowala by nieskoncze
nie duze naprezenia | 42,102 ] .JL_ciatach idealnie plasty-

toga powstaé w prz

cznych nieci zalne rze lastyczne) i
Wi Treski i Hube

;b;iIEZE§T~Po drugie proces dymamiczny w konstrukcji lepko -
plastycznej charakteryzuje sie¢, jak juz wspomniano, wystepo-
wanie stref sztywnych i lepkoplastycznych przy czym granica
miedzy tymi obszarami zmienia sie w czasie. Natomiast dla
cial idealnie plastycznych udowadnia sie zbieznoéé rozwigza-
nia do konfiguracji ze stalym profilem predkosci, (,mode 80~
lutlon') f53 ] , co éwiadezy o tym, %e konstrukcja zatrzymu-
Je si¢ we wszystkich punktach jednoczednie.

o/ Zagadnieniu propagacji stref sztywnych w ciatach lepkopla
stycznych poswiecono wiele uwagi w pracach Lee E4f] oraz Lee
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i Martina [42 ] . Na przykladzie problemu uderzenia w belke
pokazano, Ze obszar lepkoplastyeznych deformacji tylko nie-
znacznie zmienial sig¢ w procesie i strefy sztywne pojawialy
sig¢ dopiero w kofcowym etapie ruchu belki. Jedli okres ten
Jest pomijalny w stosunku do catkowitego czasu trwania de-
formacji, to podaé mozna przyblizZone rozwigzanie ze stacjo-
narnym polem predkosci. Jest to uogélnienie koncepcji wmode
shape™ Martina i Symondsa [53] na przypadek konstrukeji lep-
koplastyeznych. W pracach ﬁﬁl} £ ﬂle zaproponowano niezale-
Znie, aby optymalny ksztalt pola predkosci okreslany byr na
podstawie rozwigzania odpowiedniego zagadnienia wariacyjnego
Powyzsza metoda rozwigzania z rozdzielonymi zmiennymi
prowadzié moze do prawidiowej oceny trwatych ugieé w okres-
lonym punkcie konstrukcji,daje Jednak skape informacje odno
$§nie pola trwaiych deformacji. Dalsze badania w tym kierun-
ku wy;aéniQ w przyszlosci wiele niejasnych do tej pory spraw
a w szczegélnosei w jakim sensie dwa rozwigzania w ciele le-
pkoplastycznym, réznigce sie¢ rozkladem poczqtkoﬁego pola
predkodei sg zbiezne do siebie.
T/ Praktyczna wartod§é rozwigzan przyblizonych opisanych w
punktach ¢/ 4/ i ¢/ obniZona jest brakiem znajomosci doklad-
nosci uzyskanych wynikéw. W réznych obszarach zmienaoseci pa-
rametréw zadania moina otrzymaé wartosci powyzej lub ponizej
scistego rozwigzania. W zwiagzku 2z tym duzego znaczenia nabie
rajg energetyczne metody oszacowad dajace oceng pewnych
skalarnych parametréw procesu dynamicznego. Rozwéj tych me-
tod zapoczatkowata praca Martina [47] dotyczaca cial sztym-
;z:iszzinf;whléstycznych. Wykorziéiﬁggéuﬁgéihlat stateczno-
§ci Druckera oraz, statycznie i kinematycznie dopuszczalne
rozwigzanie poréwnawczego problemu quasi-statycznego podano
gorne (bezpieczne) oszacowanie na maksymalne trwale przemie
szczenie w okreslonym punkcie ciala oraz dolne oszacowanie
JDa czas pracy konstrukgle‘Wyniki te zostaly uogdélnione na
przypadek cial sprezysto-plastycznych [48] » Plastycznych ze
wzmocnieniem E"] oraz ogélnych materialéw zaleznych od dro-
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g1 obetssenis [£7] . martin, [50] | opracowat réwniez odpo-
wiednie twierdsenia dls cial sztywno-lepkoplastycznych ale
pojawily si¢ tas nowe trudnodci. Wprawdszie uzyskano doklad-
niejszg oceng czasu pracy konstrukcji, nie otrzymano oddziel
nego ossacowania na trwale ugiecie; wielkoéé ta zmieniaé sig
mogla od zera do odpowiedniego oszacowania dla ciala ideal-
nie plastycznego w zaleznosci od czasu trwania procesu,
Pewne dalsze uogdlnienia powyzszych twierdzed na przypadek
materialdw zaleinych od ozasu i drogi obcigZania podali Pon-
ter [77] oraz Martin i Ponter L’VJ'. Uzyskano tg droga ulep-
szone i efektywne oszacowania dla belek w jednoosiowynm sta-
pie naprg¢Zeaia., Wykorzystanie tych samych twierdzern do zaga-
dnied dynamiki powlok wymaga znajomoéci praw plynigcia w
wielko§ciach uogdlnionych. Ze wzgledu na bardzo zlozons pos~
ta¢ tych praw dla lepkoplastycsnych poviok korzydci .z prosto
ty metod oszacowad 83 w tych przypadkach mniej widoczne.
Reasumujgc mozna stwierdzié z przekonaniem, e nie opracowa-
ne do te) pory zadawalajgce) metody analitycznej badania dy~
namicznego zachowania si¢ konstrukcji lepkoplastyeznych. W
szezegdlnodci zaznacza sig potrzeba dokiadnej analizy zmia-
ny profilu predkodci i ugieé w konmstrukcjach, okredlenia za-
si¢gu i 2miany stref sztymych i lepkoplastycznych oraz wys-
naczenia kodcowego ksztaltu sdeformowanej konstrukeji.
Jednoczesnie poigdane sa dalsze badania w celu znalezienia
dokXadniejszych gérnych i dolnych oszacowai ns podstawowe pa
rametry procesu dynamicznego przy uwzglednieniu wiasnodoi le
pkie materialu i zmian geometrii komstrukoji.

W dwietle powyiszego prsegladu dotychczasowych osiggnied
wyrainiej zarysowuje si¢ cel cbecnej pracy, nakredlony w res
dziale wstepnym. :

2. Réwnania komstytutywne i ich uproszczenia

W rozdziale tym przeprowadzona hedzie dyskusja racjonal-
nego wyboru zwiaskéw fizyoznych w dynamicznej analizie kon-
strukcji. W wigkszodci dotychczasowych teorii odpowiednie
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prawo fizyczne przyjmowane bylo dosé dowolnie. W obecnej
pracy podana bgdzie mozliwie najpetniejsza argumentacja wy-
boru odpowiedniej postaci réwnan konstytutywnych, Trzy rézne
kryteria decydowaé beda o tym wyborze. Poniewaz rozwazane be
da konstrukecje uplastyczniajace si¢ w zlozonym plaskim sta
nie naprezenia, w plerwszym rzedzie zwrdcona zostanie uwaga
na zwigzki fizyczne, ktére zostaly skonstruowane w oparciu

o dane doswiadczalne dotyezgce zlozonego stanu napre¢zenia.
Nast¢pnie pokazane bedzie, ze w problemach dynamicznych dla
cienkosciennych konstrukeji nie wszystkie efekty mechaciczne
sg tego samego rzedu. Szczegdélowa analiza tych efektéw upo-
waznia do dalszych zasadniczych uproszezen réwnai komstytu -
tywnych. Wreszcie ostatnim kryterium, waznym pod katem roz-
wijanych w dalszych rozdzialach metod analitycznych, Jest
wzglad prostoty matematycznej. Poniewaz f4rédiem nieliniowoé-
ci catego problemu poczatkowo-brzegowego dla konstrukeji le-
pkoplastycznych jest nieliniowo§é praw fizycznych, zagadnie-
niu temu poswigcone zostanie duzo uwagi i kazdy krok w kie-
runku linearyzacji tych réwnad bedzie szczegétowo dyskutowa-
ny i interpretowany.

Analiza réwnai w z}ozonym stanie napre¢zenia. Studia nad poz-
naniem i formulowaniem réwnan konstytutywnych dla materiaidw
wykazujacych efekty lepkie, gidéwnie metali, prowadzone sa w
kilku kierunkach jednoczesnie. Z Jednej strony budowane sa
zwigzki plynig¢cia w oparciu o 0gdélng strukture réwnash konsty
tutywnych dla materialéw niesprezystych zgodnie z postulata-
mi mechaniki i termodynamiki osrodkéw ciagiych, [1‘,95'] S 4
drugiej strony liczne eksperymenty dostarczaja coraz nowych
1ntofmacj1 0 zachowaniu si¢ materialéw w Jednoosiowym stanie
napre¢zenia. W obu dziedzinach odnotowad nalezy szereg waz -
nych osiggnieé. Pokazane zostalo, ze jednolita teorie mate-
rialéw lepkoplastycznych wyprowadzié mozna W ramach koncepcji
zanikajgcej pamieci [75}73 ]. ostatnie vadania poszty w kie-
runku wykorzystania parametrdéw wewne¢trznych do opisu efektdéw
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plastyecznych i lepkich, [73 74 ] . Podejécie to charaktery-
zuje sie stosunkowo najpelniejsza motywacja fizykalna [r2].
Inne propozycje réwnai dla osSrodkéw lepkoplastycznv ch w za-
kresie duzych odksztalceri podane sg w pracach [38
Dla proceséw izotermicznych i przy pominigciu sprngenia ter
mo-mechanicznego uzyskuje sig¢ z ogélnej teorii nastepujace
réwnania konstytutywne dla materialu sprezysto-plastycznego
wrazliwego na predkoéé odksztalcenia, wyprowadzone wezesdniej
na gruncie fenomenologicznym, [70, 71]
: V%
e‘i"z,. s’rq’(”) F’T“"
(2.1)

Lan o _[PF) da Fro0
e = 3x Sk ) <P(F)> Qo con e "G

gdzie e., i 5!‘,‘ oznacz.ajq odpowiednio dewiatory tensora pre-
dkoé ci odksztalcenia £; 1 naprezenia 6"9' % J2 oznacza dru-
gi niezmiennik dewiatora naprezenia, K Jest parametrem wzmo
cnienia a r jest stalg materialowa.

Réwnania powyzsze opisuja liniowe efekty sprezyste, statycz-
ne uplastycznienie wedlug warunku Hubera-Misesa, izotropowe
wzmocnienie materialu oraz nieliniowy wplyw predkosci odksz-
talcenia. Wiasnosci te sa charakterystyczne dla wielu mate-
rialdéw konstrukcyjnych, giéwnie metali w warunkach obcigzen
dynamicznych.

Réwnania konstytutywne (2.1) zawieraja szereg statych i
funkcji, ktdére okreslié nalezy na podstawie eksperymentu.
Olbrzymia wigkszoéé dostepnych danych doswiadczalnych odnosi
sie¢ do jednoosiowego stanu naprezenia i odpowiednie réwnania
zostaly wszechstronnie zbadane i opisane w literaturze., Tak
jak w kazdej teorii mechanicznej czy termodynamicznej, réw-
niez w przypadku cial lepkoplastycznych, przeniesienie odpo-
wiednich wnioskéw na zlozony stan naprezenia wymaga przyje-
cia szeregu dodatkowych hipotez. Do najwazniejszych z nich
nalezg:
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i, Postulat izotropowego rozszerzenia sig¢ warunku plas-
tycznodei z predkoéoiq odksztaicenia,

2. Postulat normalnosci wektora predkosci odksztalcenia
plastycznego do chwilowej powierzchni piyniecia.

3. Postulat wypuklosci aktualnej powicrzchni plyniecia,

4. Postulat izotropowodci wzmocnienia materiaiu,

5. Warunek obcigZania i odcigzania.

Stosunkowo najlepiej poznany w zlozonym stanie naprezenia
jest efekt wzmocnienia materiatu.

Wszystkie znane fakty doswiadczalne dotycza jednak obcigzexn
statycznych. Matematyczny opis zjawiska wzmocnienia w meta-
lach dla dowolnych drég obcigzania jest dosé ztozony i wie-
le kwestii wymaga dalszych badai L",53 ] . Zagadnienie wzmo
cnienia omawiane bhedzie w nieco innym aspekcie w dalszej cze
sci tego rozdzialu.

Postulat izotropowego rozszerzania si¢ powierzchni ply-
niecia ze wzrostem predkodci odksztalcenia poddany zostatl
doswiadczalnej weryfikacji w pracach Lindholma Eﬁf] i Lind-
holma i Yeakley E45] . Stwierdzono slusznosé tej hipotezy w
pewnym zakresie predkodci odksztalcenia. Inne badania, L’4]
wskazujg na pewng anizotropowosd tego efektu poniewaz wplyw
predkosci odksztalcenia przy écinaniu jest nieco mnie jszy
niz przy rozciaganiu.

Postulat wypuklodci aktualnej powierzchni pityniecia i
normalnosci wektora predkodci odksztalcenia do tej powierzch
ni nie zostal jeszcze sprawdzony_doéwiadczalnie dla cial le-
pkoplastycznych., W klasycznej teorii dla cial sprgzysto-pla-
stycznych ze wzmocnieniem postulaty te wynikaly zardéwno z
obserwacji dosdwiadczalnych jar réwniez byly konsekwencja o-
graniczen jakie narzuca na réwnania konstytutywne warunek
statecznosci Druckera [13]

2
@.2) '/dt/(c‘;'_f-:)(é; ~£5)dv 3 0.
t, v
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Dla materialdw sprezysto-lepkoplastycznych mozna jedynie udo
wodnié na podstawie (2.2) wypuklosé cuwilowej powierzchni
piyniegcia, [41] 5 natomiast.nie otrzymuje si¢ jednoznacznos$-
ci co do kierunku wektora Ey . Odwrotnie, zaktadajac nor -
malno$é wykazac mozna wypuklosé powierzchni piynigcia.

Wreszcie warunki obciazania i odcigzania zbadane sg eks-~
perymentalnie jedynie w jednoosiowym stanie naﬁquenia. Hipo
teza uogdélniajgca te warunki na zlozZony stan napregzenia pozo
staje na razie jedynie hipotezs.

Powyzsza dyskusja miaia na celu wskazanie, Ze praktyczna
tzn. sprawdzona doswiadczalnie wiedza o zachowaniu si¢ ma -
teriatdéw lepkoplastycznych w zlozonym stanie naprezenia jest
jeszcze niedostateczna. Réwnania konstytutywne (2.1) nalezg
chyba do najbardziej Ztozonych zwiazkdéw posiadajgcych jedno-
czesnie zadawalajgce przesianki teoretyczne i doswiadczalne.
Wedlug opinii autora uwzglednianie dodatkowych efektdéw mecha
nicznych w réwnaniach konstytutywnych w zastosowaniu do dyna
miki konstrukcji wkraczaloby juz w dziedzine¢ czysto spekula-
tywnych rozwazan. Odwrotnie wydaje si¢ celowym rozwijanie
dla konstrukcji takich metod przybliZonych, w ktérych sto -
pienn aproksymacji odpowiadalby niepewnodéci jakg zawierajg w
sobie niektdre state i funkcje w rownaniach konstytutywnych.
Na przykiad z punktu widzenia definicji materiaiu stateczne-
go istnieje pewna dowolnosé w konstruowaniu réwnai konstytu-
tywnych i dowolnosé tg wykorzystamy przy koncepcji lineary-
zacji tych rownan.

Nie oznacza to jednak, ze do rdéwnain (2.1) nie mozna mieé
zaufania, Przeciwnie, w starie jednoosiowym redukuja sig one
do znanych i sprawdzonych roéwnan stanu. Podobnie, w przejs-—
ciu granicznym otrzymuje sig¢ z (2.1) odpowiednie réwnania te

orii plastycznosci. Ponadto zwigzki te stosowane byiy z powo

dzeniem w wielu zagadnieniach falowych dla oérodkéw tréjwy-
miarowych i dynamicznyeh dla dwuwymiarowych ustrojéw prowa-
dzgc do dobrej zgodnosci z doswiadczeniem. Réwnania (2.1)



beda przyjete za podstawe dalszych rozwazar tej pracy.

Analiza podstawowych parametréw i efektéw w procesie d -
cznym, W poprzeduim punkcie tego rozdzialu przedyskutowane
zostaly niektdére aspekty wyboru réwnah konstytutywmnych opi-
sujacych rzeczywisty material, Obecnie Przeprowadzena bedzie
analiza zachowania sie konstrukeji jako catodei w procesie
dynamicznym i na tej podstawie zZaproponowane bedg dalsze za-
¥ozenia upraszczajace w teorii konstrukeji lepkoplastycznych
W swezegélnodci oméwiony bedzie wpiyw czterech czynnikéw de-
cydujacych o przebiegu procesu dynamicznego. Czynnikami teo-
rii sa:

i, Wiasciwodeci sprezyste materialu

2. Wzmocnienie materialu

3. Wiasnodci lepkie materialu

4. Zmiana geometrii konstrukcji

Analiza przeprowadzona bedzie gtéwnie na podstawie dostep -
nych danych doéwiadczalnych jak réwniez niektérych dokiad -
nych rozwigzan numerycznych, Wiekszodé doswiadezerd przeprowa-
dzona byta na piytach kolowych, ktdére deformowaly sie w za-
kresie duzych ugieé. Plyte taks traktowaéd nalezy jako powlo-
k¢ osiowo-symetryczna a zatem cytowanq eksperymenty, jako re
prezentatywne dla calej teorii powiok, upowazniaja do wycig-
gnigcia pewnych ogdélnych wnioskéw.

Efekty sprezyste w konstrukcjach cienkodciennych studiowane
byty dotycheczas gléwnie na przykiadzie belek w Jednoosiowym
stanie naprezenia. Jes§li chodzi o zloZony stan naprezenia to
wpiyw efektu odksztalcen sprezystych ujaé moZna w sposéb cal
kowy definiujac parametr R Jako stosunek catkowitej cnergii
dostarczonej do ukladu Espr do maksymalnej energii sprezys-
tej jaka moze by¢ zmagazynowana w ciele Ey. seiler,cotter
1 Symonds 558] oraz Florence [19] pokazali, ze parametr ten
wigZe sie z biedem Jaki powstaje w obliczeniach przy zanied-
baniu sprezystych skiadowych tensora odksztatcenia. Moze on
byé zatem przyjety za pewng miar¢ dokiadnoéci teorii sztyw-



=20=-

no-plastycznych i sztywno-lepkoplastycznych konstrukeji.Poka
zano, %e w przypadku plyt teoria ta jest sluszna jezeli R >
s, [19] (dla belek nawet jesli R 7 3, [66]) . Maksymalna e-
nergie¢ sprezysta tatwo jest oszacowaé z géry poniewai napre-
zenia nie moga przekroczyé granicy plastycznodci, 34]

i e
(2.3) Esrv ‘Yj“v/fgdﬁ’ ¢ )
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gdzie V jest objetoscig ciaia a G, granics plastycznoéci
przy rozcigganiu. Znajac energie kinetycznq przekazang cia-
tu E obliczyé mozna wartosé parametru R = "/E bez konie-
cznoéci rozwiazywania odpowiedniego problemu dynamieznego
dla konstrukeji sprezystej. Dla wielu konstrukcji cienkodcie
nnych parametr R osigga znaczne wartosci przy ugieciach rze-
du grubosci Scianki. Np. w przypadku impulsowego obciaZenia
otwartej powtoki cylindrycznej parametr ten wahai sie w gra-
nicach 70 + 100, [34] .

Kryterium energetyczne jest wygodne w zastosowanlach,nie
daje jednak zadnych informacji odnosénie wpiywu wiasnosci
sprezystych materialu na zmiang wielkodci i profilu ugieé
konstrukcji w czasie. Aby zbadaé w jakim stopniu model ma -
teriatu nie uwzgledniajacy efektdéw sprezystych aproksymuje
rzeczywisty przebieg procesu odksztalcer dynamicznych nale-
zaloby wyniki dokladnych obliczeri analitycznych dla tego mo-
delu poréwnaé z danymi dodwiadczalnymi. Dzigki rozwojowi do-
ktadnych optycznych i elektronicznych technik pomiarowych me
2na obecnie prze$ledzié procesy dynamiczne, ktérych czas tr-
wania nie przekracza 1 mil® sekundy (1.0"6 sek) . Ostatnio Duf
ty i Key [14] opublikowali wyniki dokladnych pomiaréw defor
mach'zanocowaneJ plyty kotowej poddanej eksplozji materiaiu
wybuchowego, rozmieszczonego na czesci powierzchni Rys.i. W
szczegbélnodci zbadano zmiane w czasie ugiecia érodka plyty
dla réznych wartosci impulsu i réznych materiaidéw oraz zmie-
rzono koncowy ksztalt zdeformowanej plyty. Na rys.2 podany
Jest (liniq grubq) wykres ugiecia srodka plyty w funkcji cza
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su dla piyty z aluminium 6061-T6 o wymiarach ( promies R x
grubos é 2h) = 6”: I% poddanej impulsowi I = 1.67.10s dyn/sek
co odpowiada predkosci poczatkowej powierzchni sérodkowej
T430 1n/sek. Zastosowany w doswiadczeniach stop aluminium
Jjest niewrazliwy na predkos$é odksztalcenia i charakteryzuje
si¢ matym modulem wzmocnienia, co pozwolilo skupié w dodwiad
czeniach uwage na efektach sprezystych i plastycznych.

Z rys.2 widaé, ze przemieszczenie pionowe W narasta od
zera az do osiggniecia maksimum dla czasu t = 0,24 milsek,
po czym nastepuja drgania o malejacej amplitudzie woké: po-
lozenia réwnowagi, ktérym jest trwale plastyczne ugiecie pty
ty. Maksymalne, chwilowe ugiecie przewyzsza o okolo 20% war-
tosé trwarych ugieé, kitére w rozwazanym przypadku Jest rze-
du 8 grubosci powioki. Dla poréwnania przytoczony jest na
Rys.2(11nia cienkg)wynik obliczer numerycznych przy uzyciu
wspomnianego juz programu DEPROSS.

Dobra zgodnodé przewidyward teorii i doéwiadczenia jest godna
podkreslenia. Strzalka na rysunku oznaczono moment ,w ktérym
zewng¢trzne widkno przekroju ulega pierwszemu uplastycznieniu
Okres czysto sprezystych deformacji moze byé pominiety w po-
réwnaniu z calkowitym czasem narastania ugieé.

Przydatnosé programu DEPROSS, uwzgledniajacego sprezysto-pla
styczne wiasnoéci materialu, w symulowaniu przebiegéw dodwia
dezalnych stwierdzona zostala réwniez przez innych autordw
na przykladzie probleméw belek, piyt i powlok f"‘] . W szcze
gélnosci Witmer, Clark i Balmer podali przebiegi zmiennosci
ugiecia Srodka piyty oraz profilu ugieé w funkcji czasu dla
zamocowanej plyty kolowej poddanej impulsowl cidnienia Rys.
3 1 4. Rozwazane byly piyty sprezysto-plastyczne (aluniniun
6061-T6 ) oraz sprezysto-lepkoplastyczne (aluminium 2024-0) °
wymiarach 2R x 2h = 5 x 1/4" . Ekstrapelowana granica plas-
tycznosci wynosita §, = 40.000 l‘/inz. Wyniki przedstawione
na Rys.3 i 4 dotycza impulsu o wartodei I = 9356 dyn sek/cl:2
= 0.144 U /gex 1n°,

Jakosdciowo wykresy te pokrywaja sie¢ podobnymi przebiegami
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pokazanymi na Rys.2; widoczne jest maksymalne ugigcie dla

t = 0,140 mil sek oraz drgania sprezyste. Deformacje plasty-
czne, jak wykazaly obliczenia numeryczne, ustajg dla czasu
0,32 mil sek( strzalka na Rys.a) . W tym momencie 92% pocza-
tkowej energii kinetycznej uleglo zamianie na prace plasty-
czng; pozosta!e's% odpowiadalo emergii drgani sprezystych.
Ciekawe jest pordéwnanie powyzszych wynikéw z rozwigzaniem a-
palitycznym nie uwzgledniajacym efektéw sprezystych. Rozwig-
zanie to (jedynie znane w literaturze dla piyt zamocowanych)
podane bedzie w rozdziale 5. Wybiegajac naprz6d podane beda
tutaj niektdére gotowe wyniki.

Linig ciggla na Rys.3 zaznaczono zmiang¢ ugiecia w czasie dla
drodka sztywno-lepkoplastyecznej piyty, Huig—eigglia-na—ha
36 @ AR T 3 B e B IR S e B3 T S r e L Y
lepkoplastyozned—piyiy, linig ciggla na Rys.4 przedstawiony
jest odpowiadajacy koncowy ksztalt tej piyty. Oba wykresy zo
staly znormalizowane w stosunku do §cistych wartosci konco -
wych podanych przez Witmera, Clarka i Balmera. Analizujgc od
powiednie przebiegi na Rys.3 1 4 hoina stwierdzié, ze model
materialu zaniedbujgcy wiasnosci sprezyste prowadzi do zada-
walajacego opisu poczatkowego okresu wzrostu ugieé, pozwala
na dokladne przewidzenie wielkosci maksymalnych trwalych u =
gieé i koncowego ksztaitu zdeformowanej konstrukcji. Nato -
miast wystepowanie chwilowego maksimum ugiecia oraz pézZniej-
szych drgain powloki spowodowane jest czysto sprezystymi wia-
snos§ciami materialu i nie moze byé opisane w ramach uprosz -

czonego modelu.
Jest rzecza interesujaca, ze¢ z uwagi na brak lepkoplastyczne
go tiumienia drgan w programie DEPROSS powstaje niepewnod¢
co do wyboru wartosci trwalych ugieé w powloce i pod tym
wzgledem uproszczone obliczenia analityczne gérujg nad roz -
wigzaniem dokladnym.

Uogélniajac powyzsze wnioski na inne przypadki konstruk-
cji cienkosciennych przyjaé mozna, ze pragg'£A€Iozne dla ma-
teriatu w ktérym pominieto efekty sprezyste do adekwatnego
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opisu korcowych trwatych deformacji konstrukecji.
Wplyw wzmocnienia materialu na dynamiczne zachowanie sie
konstrukeji studiowanej byl przez wielu badaczy z punktu wi-
dzenia teoretycznego i eksperymentalnego. Wigkszoéé uzyska-
nych wynikéw dotyczy zagadnien belek przy réznych warunkach
podparcia i obecigzenia.
Bodner i Symonds [6 ] oraz Jones [30] s doszli do wniosku,ze
wplyw wzmocnienia materiaiu moze byé pominiety w pordéwnaniu
z efektami lepkodci materialu i zmian geometrii w konstruk-
cjach cienkosciennych. Wniosek ten potwierdzit ostatnio Jo-
nes [30] w odniesieniu do piyt pierécieniowych obecigzonych
liniowym impulsem cisnienia.
Generalizacja tego wniosku na dowolne konstrukcje z dowol -.
nych materialéw bytaby chyba niesluszna.
W obecnej chwili stoja do dyspozycji konstruktoréw metale
posiadajace bardzo male moduty wzmocnienia. Nalezy do nich
przede wszystkim aluminium 6061-T6 oraz stal miekka.
Przykladowe wykresy rozciggania dla wspomnianych materialdw
podane sg na Rys.5, [34 ]
Jest rzeczg zrozumialg, Ze efekty wzmocnienia w konstruk -
cjach wykonanych z tych materiaiéw nie beda odgrywaé wiek-
szej roli. : !

¥ przypadku materialdw charakteryzujacych sie silnym
wzmocnienien(np. aluminium 2021-0) . Wplyw tego efektu na
dynamiczne zachowanie sie konstrukcji uzalezniony Jest od
maksymalne] wielkodci osiggnietych odksztalcesd. W konstruk-
cjach cienko$ciennych nawet duzym ugieciom towarzyszg male
odksztalcenia. Dokladny przebieg odksztalcern obwodowych w
czasie, zmierzony za pomocag czujnikéw elektrooporowych na ze
wngtrznej powierzchni piyty, podany zostal w Jjednym z dodwia
dezen Dufry'ego i Key [14] « Rys.6. Chociaz trwale przemiesz
czenie srodka wynosilo ok. 8 grubosci powioki, maksymalne od

ksztalcenie ﬂie przekraczalo 1,5% natomiast trwale odksztal-
cenie wynosilo zaledwie okolo 0,4%.
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Rys. 5 Wykresy rozcisganis dla dwéch meterialéw
wykazujgcych mary modut wzmocnienia,
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W tym zakresie wzmocnienie materialu jest jeszoze niewiel -
kie. Pominiecie efektu wzmocnienia w dynamicznej analizie
konstrukeji narzuca pewne ograniczenia na typ rozwazanego ma
terialu lub tez na klase¢ rozwazanych komstrukecji (oienkoéé).

Lepko$¢ materiatu i zmiany geometrii komstrukcji. Jedns z

podstawowych trudnosci w doswiadczalnej analizie dynamiczne-
go zachowania si¢ konstrukcji jest odpowiednie wydzielenie
badanych efektéw. Poniewaz znaczna czeéé opublikowanych doé-
wiadczen dla plyt i powlok przeprowadzona byta w zakresie
umiarkowanie duzych przemieszczen, efekty wpiywu predkosci
odksztalcenia i zmian geometrii powinny byé traktowane lgcz-
nie.

W materiatach wrazliwych na predkosdé odkszta!eénia granica
plastycznosci wzrasta w procesach dynami cznych powodujgc pod
wyzszenie wytrzymaiosci konstrukcji. Z kolei wzrostowi ugieé
W powlokach towarzyszy rozwéj sil membranowych i Przajseie
ze stanu gietnego w stan blonowy co réwniesz prowadzi do wzmo
cnienia konstrukcji. Wiasnosci lepkie materialu oraz efekty
zmiany geometrii zwigzane z duzymi ugieciami dziatajg zgod-
nie w kierunku zmniejszenia trwatych ugieé dynamicznie obeig
%zonych konstrukeji.

Odmienna interpretacja tych dwéch zjawisk w badaniach ekspe-
rymentalnych Florence [ 19 ] doprowadzila do pewnych kontro -
wersji w literaturze. Florence obecigzal impulsem ciénienia
swobodnie podparte plyty kolowe ze stali C.R. 1018 i stwiers
dzil, Ze trwale ugiecie Srodka pilyty byly znacznie mniejsze
od wartoéci wyliczonych z rozwigzania Wanga [96] dla materia
tu sztywno-idealnie plastycznego. Poniewaz nie byto dokiad-
nych informacji odnoénie wiasnodci lepkich stalowych prébek
Jjedni autorzy interpretowali zaobserwowane réznice migdzy
teorig a doswiadczeniem zmienami geometrii Lﬂ’,JZ.] , inni
natomiast tiumaczyli rozbieznod$é wplywem predkodci odksztal-
cenia, ktérego teoria Wanga nie uwzgledniania [foﬂfoi].

Zbadaniu oddzielnego wplywu obu efektdéw dla lepkoplasty
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cznych konstrukeji poswigcona byla praca Florence i autora
[140] « Podobnie jak w [4“] » Jako przykiad reprezentatywny
dla rozwazanej teorii, wybrano zamocowana piyte kolowg obcig
zong na catej powierzchni impulsem ciénienia o duzej inten-
sywnosci. Doswiadczenia pPrzeprowadzone byly na piytach z
dwéch réznych materiaidw: aluminium 6061-T6 i stali HR-A285
poniewaz pierwszy z nich Jest niewrazliwy a drugi wrazliwy
na predkos$é odksztatcenia. Przebadano tgeznie 31 piyt dla
réznych wielkosci zastosowanego impulsu mierzac trwale ugig-
cie § srodka i kodcowy profil ugiecia.,
Wyniki pomiardéw przedstawione 88 na Rys.7 gdzie zaznaczone
Jest réwniez (linia kreskowana) teoretyczne rozwigzanie Wan-
ga i Hopkinsa [97] dla materiatu sztywno-idealnie plastycz-
nego. Wygodnym sposobem prezentowania danych jest stosowanie
bezwymiarowej skali, ktéra zostala skonstruowana na podsta-
wie rozwiagzania dla materialu sztywno-idealnie plastycznego.
W ten sposdéb mozna sie uniezaleznié od dwéch parametrdéw me-
chanicznych jakimi 84 granica plastycznodci €+ i masa wias-
ciwa (k a zatem poréwnywac ze sobg pPiyty z réznych materia-
téw. Powyzsza metoda podawania wynikéw doéwiadczer przyjela
si¢ nastepnie w literaturze [33r34 F 2
¥racajgc do wynikéw przedstawionych na Rys,7 widaé, ze

punkty doswiadezalne dla obu materialdw znalaztly si¢ ponizej
rozwigzania teoretycznego. Poniewaz stop aluminium 6061-T6
Jest niewrazliwy na predkosé odksztatcenia, réznica dla gér-
nej serii punktdéw jest wynikiem efektu 8it membranowych.Ugie
cia dla piyt stalowych uktadajg si¢ jeszcze nizej wskazujge
na dodatkowe wzmocnienie wywolane wrazliwoscig materialu na
predkosé odksztalcenia. Oba efekty sg tego samego rzedu ale
dla matych wielkosci impulsu dominuje wzmocnienie wywolane
lepko$cig materialu. Latwo podaé¢ wytiumaczenie tego faktu a-
nalizujac zaleznoéé graniocy plastycznosci materiatu od pred-
koéci'odksztaleenla. Na Rys.8 przedstawiona jest zaleznodé
6§ - €& otrzymana drogs uérednienia doéwiadczed wielu autordw,
(289] . cranica plastycznosci roénie gwaltownie w zakresie
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0<E< 10 sek~! ale tylko nieznacznie dla €102, Dla ma-
tych wielkosci impulsu ugiecia sg na tyle male, ze wpiyw sil
membranowych jest niewielki. Jednoczesnie gwaliowny wzrost
granicy plastycznoéci z predkoscig odksztalcenia powoduje,
ze efekt lepkodci jest w tym zakresie impulséw dominujgcy.
Natomiast dla silniejszych impulséw wywolujacych wiekéze u=
giecia, mimo duzych uzyskiwanych predkosci odksztaicenia,
granica plastycznosci rosdnie tylko nieznacznie i przewaza w
zjawisku wplyw sil membranowych.

Przyjmujac stosowalnoéé pierwszej hipotezy oméwionej na
poczatku rozdziatu, funkcje¢ ¢(F) opisujgca wpiyw predkosci
odksztalcenia okred§lié mozna z doswiadczen w jednoosiowym
stanie naprezenia. Z Rys.8 widaé, Ze dokladny opis lepkich
wlasnodéci materialu w szerokim zakresie predkosci odksztal-
cenia zapewnia nieliniowa funkcja ¢(F) . W celu otrzymania
mozliwie prostej teorii lepkoplastycznych konstrukeji przyj-
muje sie¢ zalozenie upraszczajgce ¢(F) = F: Uzyskany sto -
pied aproksymacji rzeczywistego wykresu § -€ za pomoca linio
wej funkcji ¢(F) reprezentowany jest na Rys.8 linig prostsa.
Dobierajac odpowiednio kgt nachylenia tej linii i punkt prze
ciecia z osisg q./0". otrzymaé mozna zadawalajgace przyblizenie
krzywej doswiadczalnej w pewnym tylko zakresie predkosci od-
ksztaXcenia.

Nalezy zaznaczyé, Ze niektére metcdy analityczne rozwiszywa=
nia probleméw brzegowych w jednoosiowym stanie napre¢zenia do
puszczaly mieliniowa postaé funkeji ¢(F) np, [41, 94 ]

W zaga@hiepiBich dynamiki powlok wystepuja dodatkowe trudnos-
ei ’M z/‘foniecznoéoig rozpatrywania zlozonego stanu
napreie’ht’a. Aby pokonaé te strudnoéci nalezalo zrezygnowaé z
dokladniejszego opisu wpiywu predkoéci odksztalcenia zacho-
wywaé jedynie najprostsza liniowa lepkosé.

Uogélniajac zebrane w tym rozdziale spostrzezenia i wyni
ki mozna stwierdzié, Ze przy opisie dynamicznych deformacji
cienkosciennych konstrukcji niesprezystych podstawowa role
odgrywaja wiasnosci sprezyste, plastyczne i lepkie materialu
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Efekty sprezyste nie wpiywaja Jednak na wielkosé i ksztalt
zdeformowanych konstrukeji. Wystarczajgcym modelem materiaiu
do opisu trwalych deformacji jest model sztywno-lepkoplasty-
ezny. Przy intensywnych obcigzeniach prowadzgcych do duzych
ugieé uwzgledniaé nalezy ponadto zmiany geometrii konstruk -
cji.

Zgodnie z powyzszg dyskusjga w dalszej czedci pracy zakia
da sie:
1. Pomini¢cie wzmocnienia materialu, ¥ = k = const
2. Pominigecie czlonéw sprezystych = K -»%®
3. Przyjecie liniowej funkeji cb(r‘: F.
Wprowadzajac zalozenia 1,2,3 do (2.1) otrzymujemy zwigz-

ki
Vi .

69=r(—k-*- )rsj: ‘ aa V% >k

@.3) é—; =0 ; a1a V7, € k
E; =0

ktére rozwazal wezedniej Hohememser i Prager [261 Jako uogél
nienie modelu niedcidliwej cieczy lepkiej.

W szczegélnym praypadku kiedy { = ©® | réwnania (2.3) redu-
kuja sie do prawa plynigeia Levy-Misesa dla materialu sztyw-
no-idealnie plastycznego; [#1]

(.4) E5=2s;, Vh=k.

3. Linearyzacja Réwnai Konstytutywnych

W poprzednim rozdziale przeprowadzona zostala dyskus ja
istniejgcych réwnai komstytutywnych pod katem ich przydatno-
dci w dynamice konstrukeji niesprezystych.

‘Obecnie zaproponowana zostanie nowa koncepcja catkowitej 1i-
nearyzacji zwiazkéw (2.3) .

Ze wzgledu na wystepowanie statyeznego warunku plastycz-

nosci Hubera-Misesa,réwnania (2.3) 8 nieliniowe w napreze-
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niach.
Zdefiniujmy obecnie nowy dewiator naprezemnst

o . ° .o 2
(3.1)- sﬁ‘ .s 'r_. ) st -1-5‘.,.5.. = k .

Postugujac sie geometryczng interpretaojq w przestrzeni de-
wiatordéw zauwazimy, Ze wektor 6. Jjest wspétliniowy z wek-
torem 6; (te same tensory kierunkéw i podobieﬁstwa) i lezy
na statycznej powierzchni piyniegcia.

Wykorzystujqc definicje (3.1) réwnania (2.3) przepisaé
mozna w ekwiwalentnej postaci \

() £9=‘E(5g‘5;) dla 0;.71‘)
3.2 s
€ =0 ate VU, € k,

natomiast warunek niedciéliwodei &, = 0O pozostaje bez zmian
Prawo p!yniecia (3. 2) Jest w dalszym ciggu nieliniowe ponie-
waz tensor 69 wyznaczyé mozna z (3. 1) jedynie jeéli znany
jest temsor 6y

Niestowarzyszone prawo plyniecia. Rozwazmy obecnie prawo kon
stytutywne podobme do (3.2), w !:térym dewiator 53’ zastapio-
ny zostal przez inny dewiator Sg' s traktowany jako znana
funkcja w kazdym punkcie rozwazanego materialu

. s
oy c(si-s) s G2 R
E.; “ b aa (I € k,
1lub

gdzie skladowe tensora 5, , podobnie jak S.y speiniaja sta-
tyczny warunek plastycznoséci. Powyzsze rémn:la stwierdzajg,
2e kierunek wektora predkoéci odksztalcenia 69 Jest wspéili
niowy z wektorem (S, -S. ) . Poniewaz na ogéi .5, ¥ 55’ s wek-
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tor 6;j -6;‘ mie jest skierowany wzdiuz normalnej do staty
cznej powierzchni piyniecia, Rys.9. _Zaten réwnanie (3.3) na
lezy do klasy niestowarzyszonych praw piyniecia.

Niestowarzyszone prawa piyniecia byly réwniez badane w
teorii plastyecznosei, krytyczny przeglad uzyskanyoch wynikéw
znaleZ¢ mozna np. w pracy Mroza [5' ?] . Chociaz wigkszoéd
przestanek teoretycznych przemawia za normalnosécig wektora
predkodéci odksztalcenia do powierzchni piyniecia, to jednak
w niektérych doswiadczeniach dla materialéw 8prezysto-ypias~
tycznych zaobserwowano odchylenia od normalnosci.

W teorii cial lepkoplastyecznych postulat normalnodci nie
zostal poddany doswiadezalneuu sprawdzeniu. W tej sytuacji
wyprowadzone niestowarzyszome prawo piynigecia nalezy trakto
waé nie jako niezalezne prawo fizyczne lecz jako pewna apro
ksymacja stowarzys'zonego prawa (2.3) .

Warto nadmienié, ze oba typy zwigzkéw sa Jednakowo dopusz -
czalne w klasie materialéw statecznych, zdefiniowanych przez
5 =

Pozostawiajgc dokladniejsze sprecyzowanie stanu S:I' do
naste¢pnego rozdzialu, zajmijmy sie dyskusjg pewnyeh ogélnych
wiasnosci rdéwnanh (3.3) « W tym celu wygodnie jest postuzyé
si¢ interpretacja geometryczng i rozpatrywadé tensory napre-
zenia 1 predkosci odksztalcenia jako wektory w odpowiednich
6-wymiarowych przestrzeniach.

Oznaczmy przez (f kat pom:l.ed'zy welft‘orami 6.',’ i 6'5 a prz:z
-8 ka,'t pomiedzy wektorami £g 5 5 89- . Wektpry 5ij s 53-
oraz 5«}' s wspélliniowe i normalme do statycznej pow:l.e.rzch-
ni piyniecia. Kat o reprezentuje odchylenie wektora E;I- od
kierunku normalnego.
Latwo zauwazyé, ze dla ustalonego 5.'.} y miejsce geometryczne
staiego &« tworzy rodzine hiper kéi, ktérych érodki lezq na
symetralnej odeinka OP, Rys.9.
Pordwnanie stowarzyszonego i niestowarzyszonego prawa piynie
cia przeprowadzone bedzie dla dwéch oddzielnych przypadkéw:
przy zadanej drodze obciazania w przestrzeni naprezed i prze
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strzeni predkosci odksztaiceii.

Zalézmy najpierw, ze trajektoria obcigzenia w danym pun
kcie ciala reprezentowana jest przez lini¢ ABC. Na linii tej
leza kotice wektora napre¢zenia Sg zaréwno w zwiguku (2, 3)
Jjak i (3. 3) . Kat odchylenia zmienia si¢ wzdiluz drogi ABC
i jak pokazuje rysunek 9 maleje ze wzrostem odlegtodci od
statycznej powierzchni plynigcia. W wielu problemach dynami-
cznych znaczna czeéé trajektorii napre¢zenia znajduje sie w
obszarze oddalonym od statycznej powierzchni piyniecia, W
obszarze tym odchylenie od normalnosci Jest maze (aL male)
przy zalozeniu, ze kat (,p bedzie dostatecznie maly np.zakre
skowany obszar na Rys.9. Jedli aktualny punkt naprezenia
Jest oddalony od powierzchni F = 0, niestowarzyszone prawo
konstytutywne‘(a.s) jest dobrym przyblizeniem réwnad (2.3)
nawet jesli 69‘ rézni sie znacznie od 5;,‘ %

Zadajmy obecnie w punkcie ciala trajektorig¢ wektora predkosd-
ci odksztalcania oraz zafiksujemy wektor 5’}' . Odpowiadajgcs
trajektorig naprezenia znaleZé moina z prawa fizycznego. Z
Rys.10 Widaé, ze trajektorie te beda dla réwnas (2.3)1(3.3)
réozne. Kat l.? zmienia si¢ wzdiuz trajektorii A B C od zera,
osisga maksimum w punkcie B i nastepnie znowu maleje do ze
ra. Droga obcigzania A B C jest tym blizej drogi ABC im lep
8z8 aproksymacjg wektora 63' jest wektor sy . Poniewaz wie-
kszodé probleméw brzegowych dla powkok formulowanych bedzie
nie w naprezeniach lecz w predkoéciach, interpretacja niesto
warzyszonego prawa piynig¢cia na Rys.10 bedzie pomocna w dal-
8zej analizie zwlaszcza przy rozpatrywanin vamnkév obcigze-
nia oraz przejscia granicznego do materialu idealnie plasty-
cznego.

Warunki obeigZenia i odcigzenia. Zgodnie z zalozeniem,mate-
rial pozostaje sztywny Jesli punkt reprezentujgcy stan na -
prezenia znajduje sie¢ wewnatrz lub na powierzchni plastyoz-
nosei V% € k . ;

Lepkoplastyozne piynig¢cie mozliwe jest tylko dla @ k.
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Rys. IO Trajektoria naprezei przy zadanej drodze obecigzenia
W przesirzeni predkodci odksztatcen,
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Naturalna norma wektora predkodci odksztalcenia '59', , 0b=-
liczona przez podniesienie do kwadratu obu stron réwnania
(3.3), wynosi

& J 5.- s' i
3.4) NEN = [—-"* + 1 - =129 ¢os ]
( ) Yy r kl k‘ (f

Aby otrzyzmé cigglte przejscie z obszaru lepkopl‘astycznego
gdzie |l 89” ? 0 a0 obszaru sztywnego gdzie Il E;l =0 na-
lezy jednoczesnie polozyé w (3.4) Cos@->1 1 Vi, = k.
Podstawiajac do (3. 4) cosgf=1 po przeksztalceniach otrzymu-
Jje sie

G.5) Deg) =y (L% - )

Widaé teraz, ze drugi niezmiennik tensora predkos ci odksztal
cenia zeruje sie jesli ﬂ:_ -» k.

Warunek odcigzania i obeigzania w postaci (3.3) Jjest nieli-
niowy mimo, Ze same réwnania konstytutywne zostaly zlineary
zowane. Stwarza to trudnodci przy rozwigzywaniu konkretnych
probleméw brzegowych. Warto nadmienié, ze Prager,[?B] w
pierwszym rzedzie limearyzowal warunek obcigZania aproksy-
mujac go uktadem TL liniowych nierdwnosci.

W zagadnieniach dynamicznych dla cial lepkoplastycznych roz
wigzywanych w predkosciach wygodniej jest stosowaé nieco od
mienng interpretacje warunku odcigZania. Poniewaz rozwazany
model materialu jest calkowicie dysypatywny, ruch dowolnego
punktu ciala ustanie jesli tylko doprowadzona zostala do te
go ciata skorczona wartogé energii. Zwykle interesuje nas
moment korica ruchu, kiedy ﬂé:}"zo . Z przyréwnania do zera
prawej strony roéwnodci (3.4) znajdujemy, Ze usziywnienie w
rozwazanym modelu materiatu nastepuje dla wartodci naprezed
réwnych zatozonej wielkosei S§ ='.Sg .

Przejscie graniczne do ciala idealnie plastycznego. Zbadajmy

obecnie warunki przy ktérych réwnania (3.3) redukuja sie do
zwigzkéw Levy-Misesa opisujacych material idealnie plasty -
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czny. Wzorujgac si¢ na metodzie wylozonej -'[71 ], przyjmij-
my rw”zakladajqc jednoczesnie, ze predkosci odksztalced
nie zeruja sie ﬂégn ¢ 0.

Podobnie jak w poprzednio prawa strona rdéwnania (3.4) dazy
do zera jeéli 5§ -~ -S;

Zwigzek konstytutywny (3.3) redukuje si¢ w granicznym przy-

padku do postaci
2

(3.6) e; N 1P§ ) JL= k )

gdzie A jest nieoznaczonym parametrem, natomiast Pg Jjest
Jjednostkowym wektorem normalnym, skierowanym na zewnatrz po-
wierzchni ptynig¢cia o nieustalonym kierunku. Wektor P sta-
Je si¢ normalny do tej powierzchni w punkcie A Jeéli traje-
ktoria naprezenia w otoczeniu punkzu A Jest tzw. radialng
droga obciazania.

Mozna wypowiedzieé ogbélmy wniosek, Ze zlinearyzowane réw
nanie konstytutywne redukuje si¢ w granicznym przypadku
(-"‘ do stowarzyszonego prawa plynigcia opisujgcego mate-
rial idealnie plastyczny jedynie dla proporcjonalnych radial
nych drég obcigzania. Zachodzi to np. w przypadku kiedy pro-
porcjonalne obcigzenie jest wynikiem symetrii problemu.

Wyznaczenie naprezen SE_, W poprzednim punkcie wskazano na
korzysci jakie daje w analizie warunkdéw odcigzania sformulo-
wanie catego problemu w predkosciach. Dla infinityzemalnych
odksztalcen jest to mozliwe poniewaz poszczegdlne grupy zwig
zkéw lgcznie z réwnaniami konstytutywnemi sg liniowe. Wyra-
zenie wszystkich wielkosci w predkoéciach przemieszczen wy-
maga uprzedniego odwrécenis zwigzkéw konstytutywnych. Dla
cial sztywno-plastycznych i sztywno-lepkoplastycznych odwré-
cenie jest mozliwe jedynie z dokladnos$cig do czionu cisdnie -
nia hydrostatycznego ze wzgledu na warunek niescidliwosci.
Jednoznaczne odwrécenie réwnan konstytutywnych daje sig nato
miast przeprowadzié w ptaskim stanie naprezenia. Dokladne
przeanalizowanie tego szczegblmego przypadku posiada podsta-
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wowe zraczenie w dynamice komstrukeji cienkodciennych i po-
dwiecimy mu duzo uwagi w koticowej czedci tego rozdziaiu.

W ptaskim stanie naprezenia drugi niezmiennik tensora
naprezenia J; mozna wyra: : przez sktadowe G.‘f § d,f =1,2
Jjako .

(3.7) J; » % [3G.JP G.tl. o 6-!4 G}P] )
natomiast dewiator 5dp wynosi

(3.8) ,S‘P = \—;— [3@',(,; s Q_(rsdp] 3

Wykorzystujac powyzsze zwiguki wyspecyfikowadé mozna z (3. 3)
zlinearyzowane prawo plynigcia w ptaskim stanie napre¢zenia

-#

* o
(3'9) 8_,’, =5 1§[k [(SWJP i Q—“ &P) ¥ (3 0."; T 0_“6.‘#)]
. % . %
6” s o 5'( .
Po odwrdéceniu réwnanh (3.9) otrzymuje sie ostatecznie
3 . . of
(3.10) W.e/; - ()\dp = }k'[é.‘/s 5 E_n SJPJ ’

gdzie gwiazdki przy skiadowych tensora predkosciodksztatce~
nia zostaly opészczone. Czton Cyn w réwnaniu (3, 10) nie zo-
stal do tej pory zdeterminowany., Zgodnie z definicjg skiado-
we tensora G* speiniaé muszg statyczny warunek plastyeczno-
§ci Hubera-Misesa w ptaskim stanie naprezenia. Istnieje jed-
nak w dalszym ciggu dowolnodé w wyborze G s zatem zwiagzki
konstytutywne (3. 10) dla materialu sa niejednoznaczne. Dopie
ro sformulowanie problemu poczatkowo-brzegowego dia catego
ciata i wprowadzenie dodatkowej hipotezy pozwoli na okredle-
nie O, . >
Rozwazmy cialo o objetodci V i1 powierzchni §. Przyjmijmy dla
prostoty, Ze na czedei powierzchni predkosci przemieszczen
sa réwne zeru, pozostata czesé powierzchni wolna jest od
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naprezen.

Zatézmy, Ze w poczatkowej chwili dane Jest pole predkosci
przemieszczed w kazdym punkcie ciala u-nt

Wedlug przyjetej nomenklatury odpowiada to obeigzeniu typu
impulsowego. Rozwigzanie zadanego problemu poczatkowo-brze-
gowego dla ciala lepkoplastycznego scharakteryzowane jest
zmiennym w czasie polem naprezen sﬂp(xd)t) , predkosci od-
ksztakcend &P (x«,t) i predkodci przemieszczen Ua(X,t).
Naprezenia UZP spetniaé musza warunek rdéwnowagi dynamicznej

(3.11) %—‘P’P = f‘zd)

natomiast predkosci odksztailced spelniajg warunki zgodnoseci
. 4 . ¥
(3.12) 6.,', =5 (u..;,,, + u.,,‘) .

L
W celu wyznaczenia tensora ka wprowadza sie¢ nastepujacsg
hipotez¢:

Hipoteza I. Stan naprezenia G" odpowiada rozwigzaniu dyna-
micznego problemu piyniecia komstrukecji sztywno-idealnie pla
stycznej przy tych samych warunkach poczgtkowych i brzego -
wych.
Powyzsza hipoteza posiada cze¢sciowe uzasadnienie w podobien-
stwie zwigzkdéw konstytutywnych Hohenemsera i Pragera (2.3)
oraz Levy-MiSesa (2.4) jeéli chodzi o kierunki wektora pred-
kodci odkéztalceﬂ, réznica wystepuje tylko w skalarnym mnoz-
niku. W
Tensor G}. jest aproksymacjg tensora. Gﬂﬂm bgdacego, zgodnie
z definicjag (3.1), rzutem custualnego naprezenia na statycz-
ng powierzchni¢ piyniecia.

Wprowadzona hipoteza jest pewnego rodzaju uogdélnieniem,
a wiadciwie oslabieniem hipotezy Perrone, szeroko dyskutowa-
nej w rozdziale pierwszym. Metoda Perrone polegala na zastg-
pieniu zardéwno wielkoéci statycznych jaki kinematycznych w
problemie lepkoplastycznym przez rozwigzanie dla materialu
plastycznego. W obecnej teorii aproksymacji podlega jedynie



-45m

aktualny stan naprezenia zredukowany na statyczng powierzch=-
ni¢ plastycznosci natomiast nie czyni sie¢ zadnych ograniczet
odnosnie pola rzeczywistych naprezen i predkosci. Niestowa-
rzyszone prawo piyniecia (3.10) zostalo wyprowadzicne bez w-
prowadzania postulatu normalnosci wektora predkosci odksztal
cenia do aktualnej powierzchni piyniecia. Zatem hipoteza I
zastepuje postulat normalnosci w stowarzyszonym prawie ply-
nie¢cia poniewaz specyfikujac tensor G:ab okreéla zarazem no-
wy kierunek wektora. Aproksymacja ta jest wtasciwa nie dla
materialu ale jednoozednie dla wszystkich punktéw ciala w da
nym problemie brzegowym.

Dalsza motywacja i modyfikacja hipotezy I podana bedzie
w naste¢pnym rozdziale w zastosowaniu do konstrukecji cienko-
gciennych.

*
Pokazemy obecnie, %#e zamiast wielkodci tensorowej qar

wystarcza znajomosé odpowiedniejfwielkoéci wektorowej U«
Zgodnie z hipotezg napre¢zenie Uﬂp speinia réwnanie ruchu

' .-‘
(3.13) G’.gr =gl
P b
- e
gdzie Uq‘ jest przyspieszeniem w poréwnawczym problemie brze

gowym dla materialu idealnie plastycznego. Odejmujgc strona-
mi (3.11) 1 (3.13) mamy

(G.1¢) (Sp - -;;))/s ’f(‘;'-' "‘:) .

Podstawiajac.do (3.14) prawo piyniecia (3.10) i zwigzki geo-
metryczne (3.12) oirzymujemy nastepujgce réwnanie opisujgce
ruch ciata lepkoplastycznego

(3_15) ll‘,r/; + ad’fl‘!‘ = I{[l}.“- LL:]'

ktére w pewnym sensie jest odpowiednikiem przeniquegeniowe»
go réwnania Naveria w teorii sprezystosci. Czion Ux (“.t)

jest znang funkcjg i reprezentuje zmienne w czasie sily ma-

sowe,
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Mozliwe jest dalsze uproszczenie rdéwnania (3.15) wyko -
rzystujgec ostatnie wyniki Martina i Symondsa dotyczaca zbie
znosci rozwigzahn w teorii cial sztywno-idealnie plastycznych.
W pracy[53J udowodniono, ze rozwiazanie danego problemu
brzegowego dazy do rozwigzania z jednym stopniem swobody

(is) Ul = US()TE),

gdzie zalezna od czasu amplituda jest w problemach typu im-
pulsowego linxowq funkcja malejacsg.

Przyspzesvnnie(L* Jjest zatem stale w czasie i jako aproksy-
macja (3.15) uzyskujenmy

(3.17) d'c(,,sp + 3‘:‘?,‘/3 d tkr [ll,, -A U:(‘-'J] :

Za pomocg wyrazenia (3.16) wzyskuje si¢ dobre przyblizZenie
czionu il: w koficowej fazie ruchu ciala ze wzgledu na wyka-
zang w [5'3] wtasnosé zbieznosci dwéch rozwiazaid réznigcych
sie rozktadem poczgtkowej predkosci.

W poczatkowej fazie procesu deformacji aproksymacja ta nie
Jjest tak dokladna ale wéwezas punkt na trajektorii napreze-
nia jest oddalony od statycznej powierzchni plyniecia i jak
wykazano poprzednio, réwnania (3 10) nie sg czuile n. blad w
okred§leniu wielkosci Guy lub u'.‘ .

Przeprowadzona analiza réwnad opisujgcych ruch ciata lep-
koplastycznego w plaskim stanie naprezenia miata na celu do-
ktadng interpretacj¢ metody linearyzacji i zwigzanych z nia
zalozerd oraz hipotez. Pelné korzyéci z zaprorponowanego podej=
dcia uwidocznia si¢ przv rozpatrywaniu réwnan teorii powiok
zapisanych w wielkodciach uogdlnionych.

4. Prawo Plynigcia dla Lepkoplastycznych Konstrukeji

Zalozenia upraszczajace. Transformacja réwnai tréjwymiarowe-
go osrodka do dwuwymiarowej przestrzeni opisujgcej konstruk-

cje powierzchniowe nie jest Scista i wymaga przyjecia szere-
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gu dodatkowych zalozen odnosnie wielkosdci statycznych i ki-
nematyecznych.
Sawczuk i Duszek [82] przeprowadzili ostatnio szczegblowsg
dyskusje¢ zalozen upraszczajgcych w teorii poczatkowego piy-
nigcia powlok z materialu sztywno-plastycznego niedcidliiwe-
go. Analiza réwnai powlok cienkich dla skoiczonych deforma-
cji w opisie Lagrange ‘a podana jest w ["] . Waznyr wnios-
kiem tych prac jest stwierdzenie, Ze dla ,umiarkowania du -
zych przemieszczen" tzn. przemieszezed rzedu grubosci powlo-
ki, prawo plyniecia i definicja uogélnionych naprezer moze
byé przyjete w tej samej postaci jak dla przemieszczer nie-
skodczenie matych. Natomiast réwnania réwnowagi i zwigzki
geometryczne wymagajg pewnych modyfikacji.
W obecnym rozdziale wyprowadzone bedzie prawo piyniecia dla
lepkoplastycznych konstrukcji wzorujac sie czeéciowo na za-
Yozeniach i podejéciu infinitizemalnej teorii powlok plasty-
cznych por. [91] . Nalezy pamietaé, ze otrzymane réwnania
wazne beda réwniez w zakresie umiarkowania duzych ugieé,
Przyjmijmy ortogonalny uklad wspéirzednych z osiami Xg
(ot = 1,2) lezgcymi na powierzchni $rodkowej konstrukeji i
osig XS skierowang wzdiuz normalnej do tej powierzchni. Jeé
1i stosunek grubosci scianki 2h do wymiaru liniowego konstru
keji R jest matry, 2h/R<<1, to naprezenia normalne w kierun-
ku grubosci elementu mogs byé pominiete, 6-33 = 0 i pozosta-
te skladowe tensora naprezenia W‘q moga byé przedstawione
przez tensor G.c'o (-l,P =12) oraz wektor Cus (oL = 1,2).
Wypadkowe naprezei w ustalonym punkcie powierzchni srodkowej
X4 a mianowicie tensor momentéw zginajgcych, Md-/s , tensor
sil membranowych Nu,s i wektor sily ppprzeoznej":‘ zdefinio-
wane 8§ przez .

; h k; B
) Map = fop 1ty , Np Jopdes , s [ords
-k -

b,
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Dla konstrukcji cienkich, w ktérych stosunek grubodci do
promienia krzywizny ff (P =/l) jest maly ’-"/n, <<1 | tenso
ry M.(P i NJP sa symetryczne.

Zgodnie 2z zalozeniem plaskich przekrojéw i prqgtych nor
malnych skladowe tensora predkosci odksztalcenia £"f w do -
wolnej warstwie xa wyrazajg sie przez tensor predkosci Wy %
diuzenia 3.({;1 tensor krzywizny powierzchni srodkowej K-t/;

(4.2) e.?(x,) = ;\.g,, + ¥ x.‘/.,

Szereg badai dla konstrukeji plastycznych [331 i lepkoplas-
tycznyeh [102] wykazato, e wptyw efektéw écinajacych na up-
lastycznienie i dalsze odksztalcenia konstrukecji jest nie =
wielki jesli 2h/R<< 1. Przyjmiemy zatem dalsze zalozenie u-
praszezajace, Ze Ea = r.t."o oraz odpowiadajace skladowym
wektora €34 naprezenia G3x nie wchodzg do prawa fizycznego.
Stan napr¢zenia w kazdej warstwie powloki traktowaé mozna
jako piaski, a wigc zastosowanie maja zline'aryzowane réwna-
nia (3.10)

Prawo _plynigcia dla powlok otrzymuje sie¢ przez odpowiednie
scatkowanie zwigzkdw (3.10) po grubosci elementu wykorzystu
Jac definicje (4.1)

N.LP o N.‘(;, = ‘I‘lf‘()d/; + 3‘“8&/5).

W szczegdlnym przypadku powlok osiowo-symetrycznych ll12=l(21
=Njp, = Ny, =01z (4.3) uzyskuje si¢ nastepujace zwiazki
wyprowadzone wczes’niej [ro87],

M, - M,* J—"(ZK#K;)

22 M TA (ZK:. + K‘I)

(.3)
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N, -N' = + (23,+1y)
“.9 E e
No =Ny = 4 v 2ig+2,),

gdzie indeksy (1,2) oznaczajg kierunki giéwne w powloce.
Poréwnujac réwnania (4.3) 1up (4.4) z odpowiednimi zwigzka-
mi dla lepkoplastycznych powiok wyprowadzonymi w oparciu o
prawo piynig¢cia stowarzyszone z warunkiem plastycznodci Tre-
ski [7 ] i Hubera-Misesa L“] sy Zwraca uwage prostota obec-
nych réwnai. Sg one liniowe w napre¢zeniach i predkodciach u-
ogélnionych odksztalcen i posiadaja ta samg postaé dla ca -
tej konstrukeji tzn. nie wymagajg rozpatrywania réznych ob-
szaréw poniewaz opieraja sie na gtadkim warunku plastycznod-
ci. Efekty gietne i membranowe w réwnaniach (4,3) 88 zZe 80~
ba sprzg¢zone ze wzgledu na obecnoéé czlondw M:P i N.;, 3

Sformulowanie problemu w prgdkoéciach. Okreélenie niewiado-

mych ‘8it i momentdéw » Nup z hipotezy I wymaga sprecyzo-
wania problemu poczatkowo-b egowego dla konstrukeji. Dla
ustalenia uwagi zajmiemy sie szczegblowo teoria piyt, wypro-
wadzenie analogicznych rezultatéw dla powlok nie przedstawia
zadnych trudnodci. W rozdziale poséwigconym zastosowaniom omé
wiony bedzie przyklad powkoki cylindrycznej.

Réwnanie dynamicznej rémowagi.plyt przy uwzglednieniu
1xierej:l ruchu poprzecznego ma postad :
ws)  Tw t P =pl, Mo =T,
gdzie P jest wektorem obcigzer zewnetrznych a 0OZNACZA ma-
s¢ na jednostke¢ powierzchni 6roquwe,1 piyty. Zwigzki goome-
tryczne w teorii zgigciowej Piyt sg

(4.6) 'l(,lf 8- N,-tp .
RozwazZmy dalej obcigzenie typu impulsowego w ktérym cidnie ~

&
nie P jest réwn% zeru. Zgodnie z hipoteza I, stan Mg, jest w
réwnowadze z(dl w identycznym problemie dla ciata idealnie
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plastycznego

* < ®
“.7) Wf,af o (hl\i .

Odejmujgc stronami (4.5) i (4.7) przy zalozeniu P = 0 mamy
- TR0
.8)  (Mep - M,‘;.),,,/, =p[0-n

Podstawiajac do (4. 8) prawo plynigcia (4.3) i zwigzki geome-
tryczne (4.6) otrzymujemy

(4.9) —%‘?Zk’l,uﬂs - [\[N-N*J

Podobnie jak w piaskim sﬁt.inie naprezenia, wprowadzimy obec-
nie aproksymacje¢ czionu W rozwigzaniem z jednym stopniem
swobody, [5'3]

(4.10) W = Af(ra) -

+*
Zauwazmy, Ze Wyraz E "(‘- A{(x.,.) ma wymiar statego w czasie
obcigzenia zewngtrznego i mégiby byé otrzymany jesli zamiast
réwnania ruchu (4. 7) wprowadzié réwnanie statycznej réwnowa-
gi

* «
(4.11) M.(f,dp + 7= 0,

Spostrzezenie to umozliwia wysuniecie nowej uproszczonej hi-

=

potezy pozwalajacej wyznaczy¢ niewiadome wielkodci M:P ludb P,
& *

Hipoteza II. Stan uogélnionego naprezenia M : N odpowia~-

da rozwigzaniu problemu qv 3i-statycznego piynigcia konstru-
kcji sztywno-idealnie plastycznej przy tych samych warunkach
brzegowych, ktére zadajemy dla rzeczywistego procesu dynami-
cznego.

Dodatkowa motywacja powyzszej hipotezy sprowadza si¢ do nas-
tepujacych dwéch spostrzezen. Po pierwsze stan napre¢zenia w
konstrukcjach scharakteryzowany jest przez tzw, profil napre
2enia. Profil ten (Jego koniec) jest jednoznacznie okreélony
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Przez prawidiowo sformulowane warunki brzegowe. Zatem warun-
ki brzegowe umiejscawiajg dosé dokladnie profil naprezenia
na powierzchni piyniecia ¢ 0, istnieje jednak w dalszym
ciggu dowolnoéé w wyborze M' 5 N‘ bo rézne rozklady sii
powierzchniowych moga byé w réwnowadze z wypadkowymi napre-
Zeniami. Za.uwaz:ny dalej, Ze momenty i 8ily w konstrukcji sa
na podstawie prawa plyniecia Jednoznacznie okredlone przez
mechanizm plyni¢cia tzn. pole predkosci przemieszczed., W wie
lu badaniach doswiadczalaych np. [110] zwrécono uwage, Ze po-
le predkodci w przewazajacej cz¢dcl procesu dynamicznego nie
zmienia sie¢ zbytnio i jest podobne do odpowiedniego nola dla
procesu quasi-statycznego. Wynikajacy z tego ostatniego roz-
ktad sil wemgtrznych M N.rrg bedzie dobra aproksymacjg od
powiedniego pola M.( N/,i . Nalezy podkreélié ze obliczone
Z rozwazania quasi-statyoznego wielkosdei M ) 3 N nie muszg
byé state. Na przyklad w przypadku umiarkowanie duzych ugied
W piytach nastepuje redystrybucja sil i momentdw tak, ze
M' i N' staja si¢ funkcjami parametru procesu.
Zag.rinien e to oméwione bedzie doktadniej w rozdziale 6 przy
okaz ji rozwigzywania konkretnych probleméw brzegowych.
Zastgpienie niewiadomych wielkosci w réwnaniu konstytu-
tywnych pojedynczym cztonem skalarnym P réwnym noénoéci gra
nicznej konstrukeji idealnie rlastycznej posiada podstawowe
znaczenie w dalszych zastosowaniach praktycznych obecnej me-
tody linearyzacji. Konstrukcja moze osiagnaé stan graniczny
dla réznych rozkladdw sit powierzchniowych. Przy wyborze naj-
odpowiedniejszego rozkiadu nalezy braé pod uwage wzgledy pro
stoty dalszego rozwiqzywania réwnai np. réwnomiernie roztozo
ne cidnienie P (xd) = const | Jeanoczesnie rozkiad ciénied
powinien byé taki aby odpoviada,jqcy mu mechanizm quasi-staty-
cznego plynigcia jaknajlepiej przyblizal spodziewane pole
pre¢dkosci w procesie dynamicznym. W zastosowaniach péiniej~
szych pokazane zostanie,'Ze oba te Zgdania mozna ze sobg po-
godzié.
Po wprowadzeniu do (4.9) hipotezy II otrzymujemy nastepujgce
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niejednorodne réwnanie rézniczkowe czastkowe typu paraboli-
cznego
(s.12) VN raw +b? =0,

y . ’
gdzie operator Laplace’a Y W = H)*‘f‘ )
natomiast parametry a i b wynoszg a = 3[(“/"\-‘,‘ yb = 3%,.’&-
Postaé réwnania (4.12) jest formalnie taka sama jak w przy-
padku wymuszonych drgai cienkich plyt sprezystych z ta rézni
ca, ze zamiast wyrazu viw wystepuje tutaj VYW . Detormacja
cial lepkoplastycznych zwigzana jest z nieodwracalng dysypa-
cja energii wykluczajaca wystepowanie drgaid. Ma to swoje od-
bicie w réwnaniu (4.12), gdzie dodatkowa pochodna czasowa w
pierwszym wyrazie powoduje, ze przebiegi czasowe rozwigzania
sg typu aperiodycznego e . Ujemne wartodci predkosdci ugig-
cia sa w ramach rozwazanego modelu niedopuszczalne, zmienng
w czasie granice miedzy otszarami lepkoplastycznymi i sztyw-
nymi okresla sie¢ z warunku W = 0.
Ze wzgledu na czwarty rzad pochodnej wzgledem zmiennych prze
strzennych i drugi rzad pochodnej po czasie wymagane sg po
cztery warunki brzegowe dla kazdej zmiennej przestrzennej i
dwa warunki poczgtkowe.
W rzeczywistosci zachowania si¢ rozwigzania jest podobne do
zagadnied przeplywu ciepla opisywanych réwnaniem Fouriera z
czlonami zrédet cieplnych. Na analogie ta zwrdécil uwage Sza-
piro [91] w jednowymiarowym problemie uderzenia sztywno-lep~
koplastycznego preta.

5. Metoda Rozwigzywania Z2-2dnien Poczgtkowo-Brzegowych

Jako przykiad reprezentatywny w teorii lepkoplastycznych
plyt wybieramy zamocowang na obwodzie plyte kolowa obeciazona
jednorodnie rozlozonym impulsem cisnienia I.

Uzyskane w tym rozdziale rozwigzanie wyjadni szereg kwestii,
ktére sprawialy dotychczas najwigksze trudnosci w dynamice
konstrukeji lepkoplastyecznych. W szczegbélnosci oméwiona zos-
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tanie zmiana postaci pola predkosdci w czasie, propagacja
stref sztywnych w piycie, przejécie graniczne do materialu
idealnie plastycznego oraz podane bedzie proste rozwiazanie
przyblizone.

Dia wygody rachunkowej wprowadZmy nastepujace wielkosei
bezwymiarowe

t S
E = >Y={';T'§ ) ty=

?,-, )
(s.1) < 1
= P > = ~B Ig A —M-- .
P 'ﬁ%’! o 'F;T.-if ) <% Moty 2 " He

gdzie B jest zewnetrznym promieniem piyty, Mo . G'ok
We wspdirzednych walcowych ( 7,9 ,Z) réwnanie opisujace de=
formacje piyty przyjmuje postaé

(5.2) v+ a.u'-'l + ap"(g) = 0,

2
?
gdzie V = aet "'X Qy oznacza operator Laplace ‘a natomiast
as=

parametr a \:ynos 373 r‘}u/gk

Jak juZ uprzednio wspomniano, nieciggioéei w polu pred-
kosci ugieé i wystepowanie przegubéw plastycznych jest dla
lepkoplastyecznych piyt niedopuszczalne. Na zamocowanym brze-
gu przyjaé zatem trzeba W = v 2 0 1 podobnie w oérodku pity-
ty W = 0. Ze wzgledu na symetri¢ w érodku piyty zachodzi
Seh Ry - - o
Réwniez w pomocniczym problemie quaai-stat.ycznyu Ry = Mg CZY
1i podobna réwnoéé zachodzi dla réznic M, 'mr wiMeg ~ M: g
Wykorzystujgc prawo piynigcia warunek ten mozna wyrazié bez-
posSrednio przez predkosci ugigcia. Otrzynujeny ostatecznie

Q"_.!L{..O’ w'=0 dla?'o
(Sig) v 5.0 § .
v W =0 dla ¢ = 1.

W =0
Przyjmujac obcigZenie plyty idealnym impulsem i zaktadajae,
%e piyta w chwili poczgtkowej jest ptaska, warunki poczgtko-
we mozna napisaé w postaci
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, I
(5.4) W(§0)=0 N(g.o)={ OA

dla Os‘g< L
dla p = 1

Réwnanie (5.2) tacznie z warunkami (5.3) i (5.4) stanowia
prawidiowo sformulowany problem poczgtkowo-brzegowy.

Jako rozklad obecigzed zewnetrznych uplastyczniajacych

piyte przyjmujemy réwnomiernie rozlozone cidnienie. Z teorii
no$noséci granicznej wiadomo, ze w przypadku warunku plasty-
cznodci Hubera-Misesa obcigzenie graniczne dla zamocowanej
piyty wynosi p" = 12.5.
Wygodng metodg rozwigzania réwnania (5.2) Jjest metoda funk-
c¢ji i wartodci wlasnych prowadzaca do reprezentacji szerego-
wej rozwigzania. Mefoda ta pozwala otrzymaé proste rozwigza-
nia przyblizone przez uwzglednienie kilku pierwszych wyrazdw
szeregu.

Omijajgc szczegély rachunkowe podane jest ponizej wyra-
zenie nall(f,?) speiniajgce réwnanie (5.2) , warunki brzego-

we (5.3) i warunki poczatkowe (5.4)
-]

3

n?

€2 K6D= gk ) s Wowl-€ Yo )y

'I,J“
h=q 4 ¢

gdzie funkcje wiasne %(“")f) oznaczajg

(s.8) Yo(dnjg) = T, Q) J,(0) - J,U)T, (1) .

Para.uetr? w rozwigzaniu (5.5) wynosi 7 = “P7f , nato -
miast Jy i.Ty 83 odpowiednio funkcjami Bessela i zmodyfiko-
wanymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju B 0,1, Wartos-
cl wlasne 1., 8g pierwiastkami réwnania przestepnego

6.0 T,00J, () t Jo(d) I,(4) = 0 .

Wartodci pierwszych paru 2,. wynoszg :
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) 1 | ! ]

Aq E A, E Ay ? Ay 5 A
3.19619 ;6.30635 :9.48955 112.5777 115.7165
i i i i

PRI e

18.8565 | 21.9972 125.1380 | 28,2790
i i .

Dowéd zbieznoéci szeregu (5.5) uzyskaé mozna tatwo przez o-
szacowanie wsp6lczynnikdw rozkladu, podobnie jak w pracy
[66] . szybkodé ‘zbieznosei zalezy Jednak od wartosci bezwy
miarowego czasu T oraz parametru 7 . Dla matych czaséw lub
tez duzych wspélczynnikéw 7 szereg ten jest wolno zbiezny,
W przypadku granicznym h > nie mozna udowodnié zbieznos-
ci rozwigzania (5.5) « Odpowiada to przejsciu ze statg lep-
kodei do nieskoﬁczonoécir’-"” . Okazuje sie¢ zatem, Ze w o-
g6lnym przypadku nie ma przejscia z rozwigzania dla piyty
lepkoplastycznej do odpowiedniego rozwigzania dla piyty ide
alnie plastycznej. Wyttumaczenie tego faktu podane zostalo
w rozdziale 3., Trajektoria momentéw wynikajgcych z rozwigza-
nia (5.5) nie pokrywa si¢ z proporcjonalng droga obciazenia
i w przejséciu granicznym [ -» ®° otrzymuje sie hiésinaozonoéé
kierunku wektora predkosci odksztalcenia na statycznej powie
rzchni plastyeznosdci.

Dla skoriczonych wartosci czasu oraz parametru ? szybka zbie
zZnosé szeregu (5.5) jest widoczna ze wzgledu na wystepowa -
nie pod suma w mianowniku wyrazu A, . Dokonujac sumowania
szeregu dla réznych chwil czasu przeéledzié mezna zmiane po
staci pola predkosci (mode transiction) od -poczatkowego pro
stokatnego rozktadu predkosci poprzez wygladzanie sie¢ profi
lu predkosci aZ do momentu zatrzymania plyty. Béwnange(ﬁ.z)
dopuszeza formalnie wystepowanie ujemnych wielkosci W ale
sytuacja taka jest fizycznie niemozliwa bo skoro sztywno -
pPlastyeczna konstrukcja zatrzyma sie, w stanie tym bedzie juz
pozostawaé ai do wystgpienia nastepnych zabuZen zewnetrznych
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Poniewas kolejne funkcje wiasne Y, (1., ?) osiagajq maksima

dla réznych czaséw T}‘“) , piyta nie zatrzyma si¢ we wszyst-
kich swoich punktach jednoczesnie. Na ptaszczyZinie fazowej

(g ,T) rozré6znié mozna krzywa § =?(T+) , ktéra rozdziela

obszar lepkoplastycznego piynigcia od obszaru sztywnego.Gra
nice tg okreéla nastgpujace réwnanie

(s.8) £ w(g,) E
oy

Krzywag ‘f - f (T’,) , zZznaleziona na drodze numerycznej dla
wartos ci parametru 'I = 100, pokazana jest na Rys.11a, Stre-
fa sztywna propaguje sie poczawszy od zamocowanego brzegu
a1aT = 0.5 i osiaga érodek piyty w czasie T = 0,73. Dla
czastw poérednich 0.5 <T< 0.73 deformuje sie wewnetrzny
obszar iblowy 0 <?<§ , podczas gdy zewnetrzny obszar pier-
écieniowyg <y<1 jest sztywny. Podobne zjawisko propagacji
stref sztywnych w lepkoplastycznym precie uderzajgcym w szty
wng tarcz¢ opisane zostalo przez Symondsa i Tinga [93] oraz
Martina i Lee [42].
Znajgc moment zatrzymania si¢ kazdego punktu pilyty obliczyé
mozna z (5.5) kodcowe ugigcia. Profil trwatych ugieé dla

= 100, obliczony przy uwzglednieniu 10 wyrazéw szeregu,
przedstawiony jest na Rys.iib(linia oiqgla) . Linig kresko-
wang na tym samym rysunku zaznaczone jest rozwigzanie uwzg-
ledniajace tylk{a Jjeden wyraz szeregu (5.5) . Réznica obu ro
zwigzad jest bardzo maia, co swiadczy z jednej strony o bar
dzo szybkiej zbieznosci szeregu dla rozpatrywanej wartodci
parametru , 2 drugiej strony natomiast wskazuje na pewng
ogdélna wiasnosé rozwigzania, Ugiecie piyty w kazdym momencie
jest superpozycjg fumkcji wiasnych (4\.., g) ze zmiennymi
w czasie wspéiczynnikami, Postugujgc si¢ terminologis spre-
zystych drgad piyt, poszczegélne funkcje wiasne odpowiadajg
kolejnym postaciom drgaz’x'.' Uzyskane dane liczbowe swiadczg o
tym, Ze pierwsza funkcja wiasna (pierwsza postaé pola defor-
-ac:ji) jest dominujgca w procesie 1 rozwigzanie dla duzych
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Fropagacja sztywnych stref w problemie impulsowego
obcigzenia piyty.
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czaséw dazy do tej postaci. Powyzsza wiasnodé Jest odpowied-
nikiem tzw. "mode approximation" rozpatrywanym dla cial
idealnie plastycznych przez Martina i Symondsa [53] . Upowa-
Znia to do podania prostego rozwigzania przyblizonego z je-
dnym stopniem swobody.

Moment zerowania sie pierwszej wartodci wtasnej
fl(f,?}‘o}SO » obliczony z (5.8) wynosi i

( ¥
(5.9) ?}“= -37, ln( 1+ -al—')

Podstawiajac Tj 3 do pierwszego wyrazu szeregu (5.5) i wy=-
korzystujac wiasnosci ortogonalnosci funkecji W (),,, )
otrzymuje sie

(5.10) W(3.5) = ,:%%.'2%(4-;")‘[3-3‘&(“%)1,

gdzie5= 7/)‘: . W szczegblnosci ugiecie érodka piyty 'y uzy-
skuje si¢ z (5.10) kiadac §=0, A= 3,19 1 P o= 12.8

2
$ IR 3 4
5.11 o = 08§ — | 27 -2 Ln(1+-)]_
(e} R 8(«M. [ 5 S 3
Rozwigzanie przyblizone '(5.10) jest rozwigzaniem z rozdzie-
lonymi zmiennymi. Dla ustalonego promienia f trajektoria
momentéw lezy na proporcjonalnej drodze obcigzenia. Rozwig~
zania (5.10) 1 (5.11) powinny posiadaé przejscia graniczne
do odpowiednich rozwigzai dla plyt idealnie plastycznych.
Rzeczywiscie, kladac Y ».2%;:, 00 pocigga za soqu-v" W
granicy zardéwno 'C,'. Jak i wyrazenie w nawiasie klamrowym w
(6.17) dazg do jednoéci i w wielkodciach fizyeznych ugiecie
érodka plyty i czas trwania procesu wynoszg

2
= i .
‘(M Me P‘

(5.12) & = 0.5¢
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Hozwigzanie to pokrywa si¢ z wczedniejszym wynikiem Wanga
{ Hopkinsa [9?] a1a plyty z materiatu sztywno-idealnie pla-
stycznego przy warunku plastyczno$ci Treski z ta réznica,ze
w tym ostatnim wspéiczynnik liczbowy wynosit 0,56.
Odwrotnie, jeéli [ »0 (stad¥ +0) , co odpowiada ma-
teriatowi idealnie sztywnemu, ugig¢cie wyliczone z (5.1;) A
wynosi zero.
Zmiana wspétczynnika [2'5 ’13"‘"(‘“‘ g')]w funkeji 'SL' przed-
stawiona jest na Rys.12 linig ciggla. Wykres ten wskazuje
na wzrost wytrzymalosci piyty przy zmniejszaniu sig¢ stalej
lepkosci materialu.
Na Rys.3 podany zostal przebieg zmiennosci ugiecia s$rodka
piyty w czasie. Wynik ten otrzymano sumujgc pierwsze 10 wy-
razéw szeregu. Poniewaz w rozwigzaniu (5.5) wystepuje bez-
wymiarowy czas T nalezato, zgodnie z definicja (5.1) zmody
fikowal skale czasu T ‘ff'?' , gdzie parametr‘éf =T *Mo
po podstawieniu danych dodwiadczalnych Witmera, Clarka i
Balmera wynosi 4, = 150 milisek. Czas osiggniecia przez pity
te lepkoplastyczng maksymalnych ugieé jest 105 milisek.
Aperiodyczny charakter obecnego rozwigzania jest widoczny.
Jesli chodzi o skale rzednych na Rys.3, to omawiane rozwig-
zanie zostalo znormalizowane tak aby wielkos$é trwalych de-
formacji odpowiadala cislemu rozwigzaniu Witmera.
Dla ustalonego impulsu zawsze mozna dobraé stala lepkosci
materiaiu i uzyskaé pelng korelacje¢ teorii i dodwiadczenia.
Bardziej miarodajne pordwnania przeprowadzaé nalezy dla réz
nych wartodci impulsu, zagadnienie to przedyskutowane bedzie
w nast¢pnym rozdziale.
Analizujge doktadnie rozwiazanie dcisle (5.5) lub przyblizo
ne (5.11) wyciagnaé mozna szereg dalszych waznych wnioskéw.
Na przyklad przed sumg w (5.5) wydzielone zostaly parametry
wplywajace jedynie na wielkosé ugig¢cia érodka piyt, nato -
miast parametr wplywa zaréwno na bezwzgledna wartoéé u-
gieé jak i ksztalt koncowych deformacji. Chociaz réwnanie
(4.12) uwzglednia jedynie najprostrzag liniowa lepkoéé, to
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rozwigzanie problemu brzegowego identyfikuje we wiasciwy
sposéb podstawowe mechaniczne i geometryczne parametry kon-
strukecji oraz warunki poczatkowe. Zaleta zlinearyzowanej te
orii piyt i powlok jest jej prostota poniewaz problem spro-
wadzony zostat do jednego liniowego réwnania rézniczkowego
czgstkowego. Metody calkowania tego réwnania sg dobrze zna-
ne i opracowane w literaturze.

Mimo swej prostoty réwnanie (4.12) pozwala na opis cale
go bogactwa zjawisk mechanicznych a wiec efektdéw plastycz -
nych, lepkich, propagacji stref sztywnych, zmiany postaci
pola predkosci. Umozliwia znalezienie korcowego ksztaltu zde
formowanej konstrukcji oraz maksymalnej wielkoséci ugieé.

6. Dyskusja Dokladnos$ci Metody Linearyzacji

W poprzednim rozdziale omdwione zostaly podstawowe wlas-
nosci rozwigzania w ramach zlinearyzowanej teorii.
Obecnie przeanalizowana bedzie dok¥adnosé niestowarzyszonego
prawa pilynigcia na podstawie poréwnai z dokiadnymi rozwiaza-
niami numerycznymi oraz niektdérymi danymi dodwiadczalnymi.

Piyta koiowa. W punkcie b/ rozdzialu drugiego naszkicowana
zostala numeryczna metoda rozwigzywania probleméw dla lepko
plastycznych konstrukcji w oparciu o stowarzyszone prawo ply-
niecia.
Jako ilustracja tej metody rozwigzany zostal w pracy [99 1
przykiad swobodnie podpartej piyty kolowej obcigzonej réwno-
miernie roztozonym prostokgtnym impulsem ci$nienia.
Na Rys.13-16 linia przerywang zaznaczone sg trajektorie mo-
ment 6w, ugig¢cie i predkeéé ugiecia srodka piyty oraz koncowy
profil ugig¢cia we omawianym rozfiqzaniu numerycznym. Wyniki
te stanowia cenny material poréwwnawczy dla obecnej zlinea-
ryzowanej teorii.

Réwnanie opisujgce ruch piyty posiada postaé podobmg de
(5.2)

(6.1) v"h+ui&-a.(p-p’)=0;
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gdzie statyczna nosnoéé graniczna dla swobodnie podpartej
piyty przy warunku plastycznosci Hubera-Misesa wynosi p=6.51
Ciénienie P (t) dzialajgace prostopadle do powierzchni zada-
Jemy w postaci prostokatnegv impulsu o intensywnosdci 10 i
czasie trvania T = 10~% sek.

{ 10 dla 0¢t¢ 4074
od

(0]
& 0 dia t> 10
Warunki brzegowe w srodku piyty, wynikajgce 2z kotowej syme-
trii, sg takie same jak dla piyty zamocowanej. Natomiast wa-
runek zerowania sie¢ momentu promieniowego na podpartym obwo-
dzie piyty mozna tatwo przetransformowaé za pomoca prawa ply
nigcia na odpowiedni warunek w predkosciach. Peiny zestaw
warunkéw brzegowych ma postad

(6.3) u"‘("'- ?/-A'll)-o ) lm W =0 da ¢ =0
2‘;!'*‘;/"0 l\;-O dla ?.1

Jako warunki poczgtkowe przyjmujemy, Ze plyta jest ptaska i
predkosci wszystkieh punktéw wynosza zero

(6.4) w(g,0) =0 , W (p.0)=0

Ruch piyty odbywaé sie¢ bedzie w dwéch fazach. W pierwszej
kazda czgstka jest przyspieszana na skutek dzialania cidnie-
nia. W drugiej fazie, po zdjeciu obecigzenia plyta porusza sie
w dalszym ciggu ale predkosé maleje w miare jak energia kine
tyczna ulega zamianie na prace plastyczna.

Podobnie jak w przypadku piyty zamocowanej wygodnie Jest
zastosowaé szeregowg reprezentacje rozwigzania problemu(s 1)
(6.3 1 (6.4). W pierwsze:j fazie ruchu otrzymuje si¢ naste -
pujace wyrazenie na W (fif)

Wgt) = T3 {(eg 285y 22)t -

6.5) t
.-d.z A.U)Wu(“":f)[" e r ]}
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gdzie wspélczynniki rozkiadu A, (An) wynosza

256 (Iqu =S J‘IO)
32 02, [(La B2 ED Al Is Lo

G.8) Auld) =

natomiast funkcje wtasne W, U..,f) dane sa przez

(6‘7) Wu (An)f) =TI, U.) J. (An,f) - Jo(‘u)I.(a\n,f) .

Wartosci wiasne ). sg pierwiastkami przestepnego réwnania
algebraicznego

(6.8) %(Ah)f) = Io(“q)_-’.("n)".loa-).r,“u) ’IIA,,JOU-)L(JQ

i wynosza ] = 2.21, Ag= 5.51, Ay= 8.60.... Pierwszy wy -
raz w rozwiniec1u (6 5) jest ustalonym rozwigzaniem quasi-
statycznym , natomiast drugi wyraz szereg reprezentuje
wpiyw sil bezwiadnosci. Ze wzgledu na wystepowanie w mianow
niku wyrazenia A n CA.) czlonu 2, , szereg (6.5) jest bardzo
szybko zbiezny. Np dla o = 10, pierwszy wyraz szeregu daje
doktadno$é 1%, dodatkowo uwzgledniajge drugi czlon dokiad-
noéé rozwigzania wzrasta do 0.001%.

Rozwiazanie w drugiej fazie ruchu znalefé mozna z (6.1),
oraz warunku cigglosci predkodei i przemieszczenia dla t=T"
Otrzymnje sie

Wi t) = -L—f—f (65" -u,hu) +

(6.9) Rery |+ My

--cz A.(»-w.u-.n[f,—e eofigiap et}

Wzory (6.5) oraz (6.9) wykorzystame zostaly w celu oblicze-

nia trajektorii momentéw, zmiany ugiecia i predkosci ugigcia
é§rodka plyty w czasie i profilu koricowych ugig¢é. Wyniki te
przedstawione zostaly na Rys.13-16 liniami ciaglymi.

Dla swobodnie podpartej pityty profil naprezenia zawiera sig
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1

Rys.13.

.
04 08 1,2 % M /Mo

Trajektorie momentdéw dla swobodnie podpartej lepkoplas-
tycznej plyty pod dziataniem proatokgtnego impulsu cisé-
nienia. Wyniki obliczern numerycznych dla modelu sstywno-
lepkoplastycznego {1 stowarzyszonego prawa plyni¢..a.
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zawsze miedzy prostymi M, = O oraz dwusieczng M, = M6
Przecstawione na Rys.13 "petle" sg trajektoriami uogdélmnio -
nych napre =i dla réznych wartosci promienia r . Widaé, ze
petle sa stosunkowo waskie i redukujg si¢ do linii prostych
na koicach profilu momentéw. Trajektorie momentdéw dla stowa
rzyszonego prawa piyniecia (linie przerywane) zaczynajg i
koncza sie w rdéznych punktach na statycznym warunku plasty-
cznosci. Trajektorie obliczone 2z (6.5) i (5.9) przy wykorzy-
staniu hipotezy II (linie ciqgle) wychodzg i wpadajag do tego
samego punktu na powierzchni plynigecia. Mozna sie spodziewad
ze w wypadku zastosowania hipotezy I uzyskaloby sie¢ jeszcze
lepsza aproksymacje rzeczywistych trajektorii poniewaz stan
Qwp bylby zmienny w czasie i rézmy na poczatku i kodcu ru-
chu ptyty.

Jak pokazuja dalsze pordéwnania biad w trajektorii naprezen
tylko w niewielkim stopniu wplywa na przebieg predkosci
ugi¢¢ w trakcie procesu i wielkosé korcowych ugieé piyty.
Rysunek 14 i 15 przedstawiaja zmiane ugigcia i predkosci
ugigcia srodka piyty w czasie dla rozwigzania analitycznego
i numerycznego. Réznice sg prawie niezauwazalne.

Ostateczny ksztalt zdeformowanej plyty jest rdéwniez dla obu
przypadkow podobny, Rys.16. Najwieksze réznice wystepuja
dla posrednich wartosci promieni tzn. tam gdzie trajektorie
momentow najbardaiej si¢ rdéznily miedzy soba.

Powyzsze wyniki potwierdzajg siusznoséé przyjetej hipotezy II
przy linearyzacji réwnan konstytutywnych. Byé moze uwzgled-
nienie hipotezy I doprowadziloby do jeszcze lepszej zgodno-
§ci, zwiaszcza w profilu ¥ icowych ugied.

W prowadzenie zmiennego w czasie czlonu wymuszajgcego do
réwnani (6.1) ut;udniloby poszukiwanie efektywnych rozwig-
zani. Wydaje sig, ze uzyskane korzys$ci nie rekempensuja pows-
tatych dodatkowych trudnosci, zagadnienie to nie zostalo je-
dnak blizej zbadane.

Ze wzgledu na brak innych rozwiazahd numerycznych dla sto
warzyszonego prawa plyniecia w dalszej dyskusji doktadnosci
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Zmiana ugiecia srodka piyty w czuu) i-rozwigzanie ana-
lityczne dla niestowarzyszcnego prawa piynigcia,

2-rozwigzanie oumeryczne dla stowarzyszonego prawa piy-
niecia.
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Predkodéé ugiecia Srodka piyty w funkcji czasu,i-rozwigza-
nie analityczne dla niestrwarzyszonego prawa piynigcia,

2-rozwigzanie numeryczne (la stowarzyszonego prawa pty-
niecia.
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AW(p.te)/w(o.t)

Rys,16,

Profil trwalych ugieé p!ytyll-rozviqzanle analityczne
dla niestowarzyszonego prawa plynig¢cia, 2-rozwijzanie

numeryczne dla stowarzyszonego prawa plynigcia.
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obecnej metody postuzono sie rezultatami eksperymentéw.

Powloka cylindryczna. W stosunku do zagadnien 'plyt, dynami-
czna analiza powlok cylindrycznych chafakteryzuje sie¢ szere
giem utatwien zardwno jesli chodzi o podejécie teoretyczne
jak i doswiadczalne. W przypadku podparcia powloki na obwo-
z mozliwoscia przesuwu sily membranowe sga male nawet w za -
kresie umiarkowanie duzych ugied [12 ] . Umozliwia to stoso-
wanie liniowej teorii w przypadku stosukowo silnych impulséw
cisnienia. Z drugiej strony latwo jest zrealizowad doswiad-
czalnie warunki obcigzenia powioki jednorodnym impulsem.Sto
sunkowo male zainteresowanie badaczy zagadnieniami powlok
lepkoplastycznych wytiumaczyé mozna trudnosciami jakie napo
tyka sie przy analitycznym rozwigzywaniu probleméw brzego-
wych.

Obecna teoria umozliwia sformulowanie zagadnieri dynamiki po
wiok przy zachowaniu podobnej prostoty jaka uzyskano w teo-

rii piyt.

W cylindrycznym ukladzie wspéirzednych (r,x, 9) réwna -
nie opisujgce ruch lepkoplastycznej powtoki cylindrycznej
ma postad

¥

. . -
(6.10) 1%5-14 t W f»alb'-ra.-(N-O/

gdzie bezwymiarowe wielkosci i parametry zdefiniowane sa ja-

» W 24
. x 3
W= — ) X =& — ) C = —
(6.11) . » e

put’ PR 2

‘ - = a® — 2
o P 5’ al
Rozwiazanie rdéwnania (5.10), speiniajgce warunki brzegowe

swobodnego podparcia oraz warunki poczatkowe dla obciazenia
idealnym impulsem podane zostalo pracy doktorskiej Pabianek

[s6].
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2 oo * :
(6.12) N(x,t) = % Z _3;/5,. [(1*/3..)(1-6;:) -T].s:n %fx)

o b+l

& 9¢*

P —

fa 16

6.13 = (1‘——12 T e

%.0) /3' b 4 (»r)‘v 9¢!
2 16

W s~czegdlnym przypadku uwzglednienia tylko jednego wyrazu

szeregu przejscie graniczne [ ?°° dawaio znane wyniki Hod-
ge'a i Jonesa[ZQ,ZQJdla powlok idealnie plastycznych.
Pézniejsze badania autora poswiecone bytly doktadnej anali -
zie numerycznej rozwiazania (6.12) « Stwierdzono, ze szereg
ten posiada te same wiasnosci co dyskutowane w.poprzednim
rozdziale rozwiizanie dla zamocowanej piyty (5.5) .
Zbieznosé szeregu jest jednak znacznie wolniejsza, ponadto
zalezy ona w bardzo silnym stopniu od wartosei parametru ge-
ometrycznego C{

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla s8zeregu wartosci
parametru ? uwzgledniajge 15 wyrazdw Sszeregu. Na Rys.17 i
18 przedstawione sg wykresy propagacji stref sztywnych oraz
odpowiadajace korcowi ruchu znormalizowane profile trwatych
ugieé. Nagia zmiana ksztaliu powloki ma miejsce dla stosun-
kowo waskiego zakresu parametru » 5¢9 < 20,

W celu eksperymentalnego wykrycia tego zjawiska opraco-
wany zosival wspdélnie z A. Andrzejewskim specjalny program
doswiadezen, Eﬂfl - We wstepnej serii do$wiadezer przebada-
no 9 prébek ceylindrycznych o wymiarach 2R x 2h XL =130 x
X 3 x 60 mm, Deformacja plastyczna wywoiana byla przez eks-
plozje adunku wybuchowego rdéwnomiernie roztozonego wzdluz
osi cylindra. Fala obcigzenia przenosita si; na powloke za
posrednictwen wody. Zwiekszanie energii dostarczanej do po-
wioki uzyskiwano przez zmiane grubosci detonowanego lontu.

W dodwiadezenin dokonano doktadnych pomiaréw trwalych defor-
macji powlok jednakze wartogé impulsu przekazanego prébce
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Rys. 17 Propagacja strel sziUywnych w koncowej fazie
ruchu powXoki,
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Réwniez rozwiazapie
02t przyblizone

0.2:c: »0fi 0270808~ 20

Rys. I8 Teoretyeczme profile ugieé oblieczome dla
réznych wartosci parametréw ,
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byta tylko oszacowana na podstawie znajomos$ci calkowitej
energii detonacji. Parametry doswiadczenia dobrane byly tak
aby znaleZé si¢ w zakresie § dla ktérych nastepuje widocz-
na zmiana profilu ugigé.

Rzeczywiscie,dla trzech réznych wartosci impulsu zmierzony
ksztalt zdeformowanych prébek byl rézny (punkty na wykresie
Rys.ig) . Odpowiednie wyniki teoretyczne zaznaczone sg linig
ciagta. Widoczna jest dobra zgodnosé teorii i dodwiadczenia.
Niedawno zakorczona zostata druga seria doswiadezen w kté-
rej przebadano wplyw parametru geometrycznego C‘(dlugoéci
powloki) na profil trwalych deformacji. Opracowanie tych re-
zultatéw podane bgdzie w osobnej pracy.

Wszystkie eksperymenty przeprowadzone byly w Pracowni
Wykorzystania Energii Wybuchu Instytutu Mechaniki Precyzyj-
nej w Warszawie.

Obliczenia numeryczne wykonane zostaly na maszynie GIER w
Centrum Obliczeniowym PAN.

7. Umiarkowanie Duze Ugigcia

7 przeprowadzonej w poprzednich rozdziatach dyskusji 1li-
niowej teorii konstrukecji lepkoplastycznyech wynika, Ze opi-
suje ona w prosty sposéb podstawowe efekty plastyczne i lep-
kie w procesach dynamicznych. Teoria ta wazna jest w zakre-
sie matych ugieé co ogranicza w pewnym stopniu jej przydat-
nos$é w zastosowaniach praktycznych. Znaczenie jej polega réw
niez na tym, ze wyjasniajac role lepkoséci materialu w kon -
strukcjach lepkoplastycznych stwarza punkt wyjscia do bad ai
nad efektami zmian geometrii w tych konstrukcjach.

Analiza skonczonych ugieé powlok wymaga zasadniczej modyfika
cji zwigzkéw geometrycznych i réwnari réwnowagi a dla piyt
stwarza koniecznoéé rozpatrywania stanu gi¢tno-membranowego.
Zgodnie z dyskusja przeprowadzong w rozdziatach 1 i 2 prayj-
muje sie stusznoéé definicji ougélnionych sit i momentdw
(4.1) oraz prawa plyniecia (4.3) réwniez w zakresie umiarko-
wania duzych ugieé.
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Poréwnanie obecnej teorii 1 doswiadczes ( Wiersbicki,
Andrzeje'lki) w problemie impulsowego obcigzenia powloki

-

cylindryczneyj.
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Zastosowanie obecnej teorii do rozwigzywania geometry-
cznie nieliniowych zagadnien pokazane bedzie na przykladzie
zagadnien duzych ugieé plyt. W tym przypadku réwnania réwno
wagi, uwzgledniajgce inercje ruchu poprzecznego przyjmuja

postaé, [85]

) e NS )
Tu,x + Nep Wyap + P =(“Nl

natomiast zwigzki geometryczne zawieraja czlony kwadratowe

(@.2) : :
Kup & ~ Wyap ,

gdzie UL,oznacza sktadowa poziomg wektora predkosci prze -
mieszczenia.

Ze wzgledu na sprzezenie wielkoéci statycznych i kinematycz
nych w réwnaniu réwnowagi efektywne zastosowanie hipotezy

II mozliwe jest tylko w szczegdlnym przypadku rozwigzania z
jednym stopniem swobody. W rozdziale 5 wykazano, %e dla skod
czonej wartosci statej lepkosel | pole predkosci w piycie
dazy do stacjonarnego pola opisanego pierwszg funkcjg wias-
ng. Wniosek ten pozostaje tem bardziej s}uszny w odniesieniu
do umiarkowanie duzych ugieé, poniewaz nagla zmiana pola
predkodéci ma miejsce w poczatkowej fazie ruchu plyty. Podo-
biedstwo dynamicznego i quasi-statycznego profilu ugiegcia
stwierdzone zostalo w pracy [110] , Rys.20. Linia przerywana
jest rozwigzaniem numerycznym Easona EﬁB] , linie ciggle sg
koricowymi profilami ugieé plyt aluminiowych dla réznych war
tosci impulsu, zmierzonymi dodwiadczalnie. Jako uzupeinienie
hipotezy wprowadzamy zalozenie ”;'P = N,gﬁ ; gdzie gwia
zdka oznacza rozwigzanie porownawczego problemu quasi-staty
cznego dla materiaru idealnie plastycznego.

Po wyeliminowaniu uogélnionych naprezen i predkodéci odksztal
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Rys. 20

Frofile trwalych ugie¢é dla zamocowanej plyty
1-krzywe doswiadczalne ( Wierzbicki, Florence ) ,

2-rozwigzanie Easona.



P

celi ze zwiazkéw (4.3), (7.1) i (7.2) otrzymujemy nastepujacy
uklad trzech réwnai na trzy wielkodci W i U

r.3) Uarpp + 3Upsap +30aphp *3hiphiapt kpnt iy =0,

Nyaspps + 3 (W Hip + H,@P)wﬂpwﬁdﬁ%ﬂmv-rﬁi
Wprowadzajac zgodnie z zaloZeniem rozdzielenie zmiennych
W(xet) = A(Y) Y, (x),

Ve (X t) = Ault) Y (%) )

réwnania (7.3) mozna rozwigzaé w sposéb przyblizony np. za
pomocg metody Galerkina-Bubnowa. Jako ilustracje proponowa-
nej metody rozwazmy zagadnienie impulsowego obcigzenia zamo-
cowanej plyty kolowej. Pelne rozwigzanie tego problemu w ra-
mach liniowych zwigzkdw geometrycznych podane zostalo w roz-
dziale 5.

Obecnie wykorzystane zostang niektére elementy tego rozwia-
zania w celu znalezienia prostego wyrazenia na trwale ugie-
cie érodka plyty z uwzglednieniem nieliniowosci geometrycz-

(7.4)

nej. .
Dalszym zaloZeniem upraszczajgcym jest przyjecie w. =0.
Dla zamocowanej plyty kolowej warunek ten spelniony jest do-
ktadnie w $rodku i na zewnetrznym obwodzie, natomiast dod -
wiadezenia wskazuja, Ze réwniez dla posrednich wartodci pro-
mienia sktadowa pozioma wektora przemieszczenia jest bliska
zeru [31] . Zatozenie ([ = O jest dobrym przyblizeniem tylko
dla waskiej kla.sy zagadnien obejmquceJ rozwazany przypadek.
W ogélnosci U‘ moze byé rzedu N i wéwczas nalezaloby rozwig
zywaé peiny uklad rdéwnan (7.3) .

Pomijajac czlony zawierajace U‘ w réwnaniu réwnowagi w
kierunku pionowym dochodzimy do ostatecznej postaci réwnania
opisujacego w przyblizony sposéb ruch plyty w zakresie umiar
kowania duzych ugieé



P

(r.5) Liw)= VW +asii +aP W) ¢ 3 wn'w" = 0.

Réwnanie (7.5) w poréwnaniu z (5.2) zawiera dodatkowy nieli-
niowy czion. Warunki brzegowe i poczatkowe, identyczne jak w
przypadku matych ugied,dane sq przez G.3) i (5.4) .
Wyraz P* (W) w réwnaniu (7.5) reprezentuje ciénienie uplasty
czniajace plyte w teorii moment owo-membranowe j.
Z teorii noénosci granicznej plyt przy umiarkowanie duzych
ugigciach wiadomo, ze obcigzenie graniczne jest dla statecz-
nych konfiguracji rosnaca funkecja parametru procesu. Jako
parametr procesu wygodnie jest przyjaé ugiecie S$rodka piyty
Wo,[16].
Zalezno$é p* = p"(bl.)dla plyty zamocowanej przy warunku pla
stycznosci Hubera-Misesa nie jest znane w literaturze.
Postuzyé sie¢ musimy rozwiazaniem przyblizonym Calledine [8]
Rys.21. Czeéé tego rozwigzania reprezentowana Jest w postaci
analitycznej przez parabole

- Z
) S ttiBHE] gl

R 4
pozostata czesé dla -il% > % znaleziona zostaia na drodze ob-

liczen numerycznych. Zaznaczone jest réwniez na rysunku (11-
nia przerywana) rozwigzanie membranowe Onata i Haythornthwa-
ite, [6'3] otrzymane przy uzyciu warunku plastyeznos$eci Traski
opisanym na elipsie Hubera-Misesa. Rozwiazanie to reprezento
wane jest linig prosta

b Eaqul

Po 2h
Z rysunku 21 widaé, Ze przy wzroscie ugiecia rozwigzanie mo-
mentowo-membranowe dazy do rozwigzania membranowego.
We wzorach (7.6) - (7.8) wielko§é P, oznacza nos$noéé grani-
czng w teorii momentowej czyli P. = 12.5.
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20
Wo /2h

Rys.21

Zaleznoéc obciazenia od ugigcia dla zamocowanej piyty

kolowej, 1-rozwigzanie momentowo-membranowe, 2-rozwigsza-
nie membranowe.
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Rozwigzanie z rozdzielonymi zmiennymi nie moze spelnié
réwnania (7.5) w kazdym punkeie piyty.
Zgodnie z metoda Galerkina mozna zgdaé spelnienia tego réw-
nania w sensie catkowym

(1.8) fL(w)q/,(g)de

Przyjmujqc w (7. 8) jako funkcje W,( pierwszg funkcje wiasna
w teorii malych ugieé W,(’) (1 ()" i dokonujac calkowania
(7 8), otrzymuje si¢ nastepujgce nieliniowe réwnanie rézni-
czkowe zwyczajne opisujace ruch érodka piyty

(1.9) W, + (,,l‘;)"(ws,,s Na)We + 32 B*() = 0

gdzie A = 3.2 a S1 = 1/37,5. W gra.nicznym przypadku matych
ugieé P (hf.)jest stale, wyraz §F H. moze byé pominiety i
rozwiazaniem réwnania (7. 9) Jjest wyrazenie (5 10). Jedyna
réznica wystepuje w wartosei wtasnej, ktdéra w doktadnym roz-
wigzaniu wynosi l = 3.196. Powyzsze przejécie graniczne
$§wiadczy z jednej strony 0 doktadnosci przybliZonej metody
Galerkina (7.8) s z drugiej strony pozwala na dokladne spre-
cyzowanie warunkdéw poczatkowych. Wyznaczenie statych calkowa
nia w réwnaniu (7 9) wymaga znajomesci predkosci poczatkowej
$§rodka plyty w.(o) ; samo ugiecie dla t = O wynosi zero,
NQ(O) 0

Rozwigzanie przyblizone z jednym stopniem swobody nie spei-
nia warunkdéw poczgtkowych (5.4) zakladajgcych réwnomierny
rozkiad predkosei W(f,0)= T /oy .

Energia prostokatnego rozkladu predkosci przekazywana jest
do poszczegélnych wyrazdéw szeregu (5.5) W pierwszym stadium
ruchu odpowiadajacym matym ugicciom. Poniewaz pierwszy wyraz
szeregu (5 5) i funkcja (}’1 sa identyczne, racjonalnym wybo -
rem brakujacego warunku poczqtkowego dla réwnania (7 9)jest.
przyjecie rozktadu predkosci H(o 0) dla pierwszego wyru{5. 5)
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Rézniczkujac po czasie (5.5) i podstawiajac t = 0 i g=0
otrzymujemy

-~

(7.10) i.l.(O) g 27"

I

LS
oL

Wyraz P "’0) , zgodnie z rozwigzaniem Calledina (7.6), wyra-

za sie przez Wo w formie

(r.11)  p°(We) = Po( 1 + Sy p Ny ),

gdzie 82 = _38'1'2_ , Przyjmujac S1 = 52 = S 1 dokonujac za-
miany zmiennych ﬁ. =W -‘-ﬁ' podaé mozna rozwigzanie réwna-
nia (7.9) w kwadraturach. .

W szczegdélnoseci podstawiajac dla t = 't’ , We=0  We= §

ot rzymujemy
2 3 2
(.12) -g— + —:—E (%) = 0.5 35-(‘}'. [l; -23‘&(4“})] s

Zaniedbujac wplyw zmian geometrii S = 0 otrzymuje sig z
(7.12) rozwiazanie dla malych ugied (5.11). Poréwnujac oba
rozwigzania widaé, %e wyraz opisujacy wplyw predkosci odksz-
tatcenia jest w teorii momentowej i momentowo-membranowej
identyczny. Podobnie proste wyrazenia analityczne na trwale
ugigcia piyty otrzymaé mozna w przypadku granicznym {-) Lo
dla funkecji P‘(H.) danej wzorem (7.7) , [110] 5

Pordwnanie przewidywan obecnej teorii z wynikami doswiad
czen omawianych w rozdzial. 2, {140] , przedstawione jest na
Rys.22. Gdérna ciggia linia otrzymana zostala z (7.12) przez
przyjecie r-> o© . Przebiega ona dos¢ blisko punktdw doswiad-
czalnych dla aluminium, ale dla duzych wartosci impulsu teo-
ria daje wartosci zaniZone. Wine za to ponosza meéciowo re-
alizowane eksperymentalnie warunki brzegowe. Zamocowanie nie
pozwalalo na obrét umozliwiajgc jednak piyniecie w kierunku
promieniowym podczas gdy w teorii przyjeto upraszczajace za-
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Rys.22 Poréwnanie teorii i doéwisdosenia w problemis impulsowego

obcigzenia plyty) i-teoria momentowa, material sstywno-
idealnie plastyczny, 2-teoria momentowo-membranowa,
material sztywno-idealnie plastyczny, 3-teoria momentowo-
membranowa, materiai szt ywno-lepkoplast yczny.



tozenie U = 0.

Wplyw lepkosci materialu opisany jest przez tunkcjeffs)
Rys.12. Poréwnanie rozwiazania (7.12) z punktami doéwiadczal
nymi dla migkkiej stali polegalo na znalezieniu wartosci sta
¥ej lepkosci potrzebmej do uzyskania pelnej korelacji. Dla
kazdej wartosci impulsu obliczony zostal na podstawie pomia-
réw, stosunek ugieé plyty stalowej i aluminiowej; zawieral
sie¢ on pomiedzy 0,6 i 0,72. Przyréwnanie tego stosunku ugieé
do funkcjif(?) dla kolejnych impulséw pozwalalo na znalezie-
nie odpowiadajgcej wartosci f a stad, zgodnie z definicja,
S=3GP‘{[‘RZ{hlyobliczona byta warto§é {* . Kéteczkami na
Rys.12 zaznaczone sg znalezione tg droga wartosci r', odpo-
wiadajgce poszczegélnym wartosciom impulsu. Stata lepkosei
waha si¢ w granicach 100 + 370 sek'i. Wybierajac podrednig
wartosé x‘: 350 sek-1 otrzymano na podstawie rozwigzania
(7.12) krzywa aproksymujacg przebieg punktéw dodwiadczalnych
dla stali, ( dolna ciagla linia na Rys.22 ) . Brak zgodnoseci
dla intensywnych impulséw wywolany jest wspomnianym efektem
piynigcia piyty w kierunku promieniowym na zamocowanym brze-
gu.

Powyzsza analiza wykazala, ze model materialu z liniowa
lepkodcia  opisuje w pierwszym przyblizeniu wplyw predkosci
odksztatcenia na trwale deformacje konstrukcji.
Dokiadniejsze wyniki uzyskaé mozna jedynie w ramach bardziej
realitycznego modelu z nieliniowa lepkoscia.

W ramach zlinearyzowanej teorii lepkoplastycznych konstruk-
¢ji rozwigzano szereg innych problemdéw brzegowych. Zaliczyé
do nich mozna impulsowe obcigZenie swobodnie podpartej piyty
kolowej [101] oraz uderzenie pocisku w plyte [36] . W obyd-
wu przypadkach otrzymano rozwiazanie $ciste dla malych ugieé
i przyblizone rozwigzanie dla umiarkowanie duzych ugieé.Prze
prowadzono réwniez pordwnania z danymi do$wiadczalnymi.Ponie
waz wyniki tych prac nie wnoszg istotnych nowych elementéw
do obecnej teorii nie zostaly w tej pracy szerzej potrakto-
wane.
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Wnioski Koricowe. Na podstawie analizy uzyskanych rozwigzah
i przeprowadzonych pordéwnan mozna sformutowad nastepujace
ogélne wnioski:

1, Liniowe prawo piyniecia dla lepkoplastycznych konstru
kecji stanowi dobre przyblizZenie odpowiedniego nieliniowego
zwigzku konstytutywnego dla materiatu sztywno-lepkoplasty -
cznego.

2., Rozwigzania probleméw brzegowych a zwiaszcza obliczo
ny koricowy ksztait zdeformowanej konstrukeji i maksymaine
trwate ugiecie daja wyniki zgedne z dodwiadczeniem.

3. Przedstawiona metoda pozwala na Iatﬁq analize zmiany
postaci pola predko$ci tzw. "mode transition" przy obcigze-
niu impulsowym oraz umozliwia zbadanie propagacji stref szty
wnych.

4, W granicznym ﬁrzypadku obecna teoria pozwala na uzy-
skanie rozwigzaid dla materiatu sztywno-idealnie plastycznego
5. Zaproponowane prawo konstytutywne umozliwia lgczny
opis liniowych wiasnosci lepkich materialdw i nieliniowych

efektéw zmian geometrii konstrukcji.

Zaproponowana teoria podaje zatem praktyczny i prosty sposéb
wyznaczania deformacji konstrukcji plastycznych i lepkopla-~
stycznych poddanych obcigzeniom dynamicznym.

8. Oszacowania Deformacji dla Cial Lepkoplastycznych

W przedstawionej metodzie linearyzacji réwnan lepkoplas-
tycznych powlok istotng role odgrywa definicja stanu poréw-
nawczego Matf, N: . Pokazane zostalo, Ze w teorii malych
ugieé stan ten zdefiniowany jest przez obciazenie graniczne

p“ﬁgrie istnieje pewna dowolno$é w doborze rozktadu sit po
wierzchniowych. W teorii umiarkowanie duzych ugieé wprowadza
to si¢ dodatkowe zalozenie o stacjonarnosci pola predkoéei
przy czym wartosé kordcowych ugieé zalezala od sposobu okres-
lenia warunk: v poczatkowych. Chocia? stusznosé obecnej teo-
rii potwierdzona zostala w wielu doséwiadczeniach to jednak
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w przypadku braku danych eksperymentalnych trudno jest okre-
$§cié dokladnodé rozwigzai przyblizonych.

W zwigzku z tym duZego znaczenia praktycznego nabieraja
metody, ktdére przy znacznie slabszych zalozeniach pozwalaja
oszacowaé pewne podstawowe parametry procesu dynamicznego.
Gérne, bezpieczne oszacowania na maksymalne trwale ugiecia i
dolne oszacowania na czas pracy konstrukcji sztywno-idealnie
plastycznych podal Martin, [47] . Wyprowadzenie podobnych
twierdzen dla materialdw sprezysto-plastycznych i plastyecz -
nych ze wzmocnieniem zawieraja prace [46,4’] .

Opierajgc si¢ na warunku statecznosci Druckera dla materia-
16w niesprezystych (2.2) oraz wykorzystujgc zasade¢ prac wir-
tualnych mozna uogélnié teorie oszacowan na przypadek cial
lepkoplastycznych. W obecnym rozdziale przedstawione bedag od
powiednie wyniki w zakresie liniowych zwiazkéw geometrycznych,
Dla duzych ugigé twierdzenia o pracach wirtualnych w opisie
Lagrange'owskim posiada bardziej z}oZong postaé i nie mozna
uzyskaé z (2.2) prostych oszacowai ujmujgecych laczny wplyw
lepkosci i zmian geometrii.

Oszacowania w przyvadku probleméw geometrycznych nielinio -
wych otrzymaé mozna jedynie w granicznym przypadku materia-
16w idealnie plastycznych dla ktérych postulat statecznoseci
(2.2) sprowadza sig do prostej nieréwnosci. Zagadnieniu te-
mu poswiecony bedzie nastepny rozdziail.

0gélna nierdwnodéé. Postulat statecznodci Druckera gtosi, ze
catkowita praca potrzebna do przeprowadzenia ciata z jednego
stanu 5’ 89 w drugi G' W w skoficzonym czasie
0<t ¢ 1} musi byé nieuJenna [1%]

] dt [ (5”- 0*-,"’) (é;-’ . ég-") dv
0o’ v

Zatézmy obecnie, %Ze cialo o objetodei V i regularnej powierz-
chni A poddane zostalo pewnemu procesowi deformacji w ktérym
sily powierzchniowe nie wykonuja zadnej pracy. Cialo porusza
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si¢ wylgcznie na skutek dostarczonej w chwili t = 0 energii
kinetycznej; poczatkowe pole predkosci wynosi L'(..; (X;)
Skorzystajmy z dowolnosci wyboru tanu(i)i(z)w nieréwnoéeci
(8.1) i przyjmijmy za stan pierwszy kompletne rozwigzanie
(1) SOy 12
postawioncgo problemu dynamicznego Gy = Sy . € -t;j (]
d;"’- d.; (f) . Niech stan drugi oznacza rozwigzanie problemu
quasi-statycznego dla identycznego ciata obcigzonego siltami
powierzchn:lowymi-fz . Zakladamy dalej staloéé naprezerh i
predko$ci odksztalced w problemie pordwnawozymﬂ"m = 5"=M
f‘,“y) rég = const | oraz l.l.‘-;= d%o' Const 415 O& t & te .

Podobna definicja stanu poréwnaweczego wprowadzona byia
w zwigzku z linearyzacja réwnar Hohenemsera-Pragera. Rézni-
ca obu definicji polega na tym, Ze tutaj problem quasi-sta-
tyczny rozwigzywany jest w oparciu o to samo prawo fizyczne
co reozwazany problem dynamiczny.

Rozwigzanie pomocniczego problemu statycznego zawiera
zawsze jeden swobodny parametr. Dla materiatu idealnie plas
tycznego jest nim skalarny mnoznik w polu predkosci przy
statych i danych sitach zewnetrznych. W materiale lepkoplas
tycznym istnieje jednoznaczna zaleznosé pomiedzy 'F"i l).';'
ale sama wartoéé sil zewnetrznych moze byé dowolna, byleby
przekraczata wartoéé nosnoéci granicznej. Nierdwnosé (8.1)
mozna przeksztalcié za pomoca zasady prac wirtualnych,przyj
mujac zerowanie si¢ sit masowych F; |
Zgodnie z zasada d ‘Alamberta napre¢zenia 5—5(1‘) sa w réwnowa
dze z —yu .» Podobnie G""‘ jest w réwn‘owadze z 7:‘. Z dru
ziej strony pola predkos$ci odksztalcer 5‘,‘ i 6; sa zgodne
odpowiednio z d.’ i uf <

Stosujac zasade prac wirtualnych do zdefiniowanych czte
rech par wielkosci statycznych i kinematycznych mozna napi-

saé
[sié;av -/-(yii;)d;dv= £ [-fdaiacav,
v

v v
: & v 56 d PR
v/G’géde = [-(piyitav = 5 [-pidtav,
v v
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% . d .
’lcy'ty‘iv = ‘172 w;dA = ;i;,/11 LL‘dh‘,
v A A

_.o
(8.2) f“‘;é;dv o [Ta‘liz'dA - ‘_’dg fjl; u.';'dA.
v A A

Podstawiajac (8.2) do (8.1) i calkujac po czasie przy warun
kach t=0,u; =0, w, = L'L',;)' t ‘tf, u; =u; ,u.;so otrzymu-
Jjemy

(6.5) Jhpuiray + 4 [i'afda - [putiieV - [T'uldh 3 0.
v A Y A

Pierwszy czlon w (8. 3) oznacza energie¢ kinetyczng EK wprowa
dzona do ukladu. Wzér (8. 3) przedstawia globalng nierdéwnodé
energetyczng; mozna z mniej wyciagnaé nastepujgace wnioski pra
ktyczne:

1. Oszacowanie ugie¢é podaé mozna jedynie dla punktdw
na zewnetrznej powierzchni ciata A.

2. Z wyrazenia energetycznego wyznaczy¢ mozna tylko jed-
na skalarng wielkosé, np. bezwzgledng wartosé ugiecia
S=latn.

3. Aby obliczyé ) trzeba znaé a priori kierunki wektora
ugiecia ¢ ; u,f =0on; w danym procesie dynamicznym. Dla
probleméw kolowo-symetrycznych warunek ten jest spelniony.

4., Sita statyczna T;"musi by¢ silg punktowag dzialajgca
wzdluz wektora Me¢ .,

5. Dla ciata tréjwymiarowego sita punktowa prowadzi do
osobliwosci, natomiast konstrukcje cienkoécienne dwu i jed-
nowymiarowe moga przenosié sity punktowe.

6. Nierdwnosé (8.3) stuszna jest jezeli w czasie ‘t+ ruch
wszystkich punktdéw ciala ustaje jednoczesnie lub jesli stre
fy sztywne zaczynajg si¢ propagowaé poczawszy od punktu f; .

Uwzgledniajac wnioski 1-4 nierédwnosci (8.3) przepisaé
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mozna w prostszej post;aoi
® . . Xl <
(8.4) Ex+ t17} @’ —jgu?uidl/ -T:n:d 20,
v

* o X
gdz:leT i U oznaczaja bezwzgledne wartodei sily i predko-
Sci dziatajace w kierunku wektora n:,.

Zastosowanie do plyt idealnie plastyecznych. Nieréwnoéé(s.t)
situszna jest dla szerokiej klasy materiakéw statecznych, w
szczegélnodci dla materiatdéw idealnie plastycznych. Przed-
stawimy najpierw implikacje Jakie daje ta nierdwnosé w tym
ostatnim przypadku poniewaz utatwi to interpretacje (8.4) w
zastosowaniu do materialdw lepkoplastyeznych oraz wyjadni
niektére punkty dotychezasowego podejécia Martina.

Rozwazmy swobodnie podparta piyte kolows i zaldéimy, ze
w.chwili t = 0 dana jest Jednorodna predkosé Vo.
Poczatkowa energia kinetyczna piyty wynosi

(8. 5) EK £ .21 j’-ﬂ 2"V.¢ .

Jako site powierzchniowg T‘pmyjmijmy sil¢ punktows dzia-
tajaca w $rodku piyty w kierunku Jej osi. Z rozwigzania sta
tycznego problemu nosdnosci granicznej przy warunku plastyez
nosci Hubera-Misesa wiadomo, ze

6.6) T =27M, 1 W= @l (4-1F) .

Podstawiajac (8.5) i (8.6) do (8.4) 1 wprowadzajac bezwymia-
rowe ugiecie 'Y czas t i parametr «, .

) &= YUMo ut 10M. ¢ 4 4t
(8.7)8 W} t:-ﬁ-v—"‘-' d'qo v‘)

otrzymujemy nierdéwnosé

(3:8) 4+¢£‘—o&-3>/0 dla 0 £ oL € ©°
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Na plaszczyinie(s,f) aktualnie trwale_ugiecie i czas pracy
musi lezeé w obszarze ograniczonym (8. 8) . Dla kazdej warto-
§ci parametru of linia ograniczajgca jest linig prosta prze
chodzacg przez punkt (1.1‘) . Krzywa ograniczajgca obszar do
puszczalnych deformacji jest obwiednig rodziny linii pros -
tych, Rys.23.

Eliminujac parametr o tatwo wykazaé, Ze rdéwnanie obwiedni
dane jest przez

(o) ta1, 8s4.

Oszacowanie identyczne do (8.9) otrzymal réwniez Martin [47]
na nieco innej drodze, zaktadajac kolejno statycznie dopusz
czalne pole naprezen i kinematycznie dopuszczalne pole pre-
dkosci odksztaicer oraz stosujac dwukrotnie warunek statecz
nosci dla materiatu idealnie plastycznego.

Zastosowanie do piyt lepkoplastycznych. Rozwazmy przyklady
piyty kolowej zamocowanej. Jako pomocniczy problem quasi -
statyczny przyjmijmy réwniez site punktows T‘dzialajch w
osrodku. Zaleznoéé miedzy i e podana w pracy [35] dla
prawa ptyniecia (4.3) wynosi

(s.10) u*e= (T'-— L R [4- y(‘l Zlhy)]

)52 hH
414,

gdzie T = s oznacza statyczng noénoéé graniczng piyt
idealnie plastycznych.

Podstawiajac do (8. 4) wyra“cnie na energie (8 5) oraz na
otrzymujemy

@.11) PR =1+tpp-)-plp-1)-pE 20 ara 1¢pe =

gdzie bezwymiarowe wielkosci zdeﬁniowane sg jako

_ IMeut | a6Mlt K Ve
(8.12)8 v‘SfR‘V.“é'rs,.x‘v b lm'n ’ %'TFE&'
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Dla kazdej wartosci parametru p krzywa graniczna jest na
ptaszezyinie (8,'(’) linia prosts. Rdéwnanie ¢(‘,‘f,”‘° przed
stawia wigec jednoparametrowg rodzine linii prostych. Elimi-
nujac parametr p w zwykly sposéb przez przyjecie d¢/dp =0
otrzymuje granice obszaru dopuszczalnych deformacji jako

(8,13) 87r +J_St’ +/>t"+25 "i(z-f,))f +P =0 dla 0 ¢ t < 4‘.%
d=d Ga t>4+ %

Réwnanie (8.13) przedstawia parabole, ktéra jest zawsze sty-
czna do prostych t = 0 i 8- 1. Punkty stycznoéci oraz ob-
rét osi symetrii paraboli i jej rozwarcie zaleza od wartosci
parametru 3 , czyli zgodnie z definicja (8.12) od lepkich
wiasnoé ci materialu. Krzywe graniczne dla kilku reprezenta-
tywnych._wartosci P Dpokazane sa na Rys.24. D1aY={5 =0 réw-
nanie (8.13) degeneruje sie¢ do linii prostej 8 = 0. Dla
('P »°°  otrzymuje sie rozwiazanie (8.9) dla materialu
idealnie plastycznego. Dla posrednich wartosci parametru
nieréwnosé (8.13) nie daje bezposredniego oszacowania na war
tosé trwalych ugieé ale uzaleznia te wartodéé od czasu trwa-
nia procesu. Dlatego przedstawiona metoda moze byé wykorzy-
stana do znajdowania jednej wielkosci kiedy znana jest dru-
za wielkosé, Tak wiec pozgdana jest znajomos§é lub pomiar 8
lub t, co pezwoli przewidzied z (8.13) odpowiednio t lub $ 5
Na przyklad stosunkowo tatwo jest zmierzyé trwale ugiecie
konstrukeji
Metoda oszacowal pozwala na szybkie podanie dolnej granicy
na czas trwania procesu, ktéry w przeciwnym przypadku mégiby
byé zmierzony przy uzyciu skomplikowanej aparatury elektro-

-

Osobne oszacowanie na 8 i t uzyskaé mozna tylko dla
materiatdéw idealnie plastycznych.
Pordwnanie dokiadnosci obecnej metody z wezedniejszymi wyni-
kami Martina [5'0] i doktadnymi rozwigzaniami (5.5) przedsta-
wione jest na Rys.25 dla p = 1, co odpowiada $redniej war-
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tosSci rarametréw uzytych w dodwiadezeniach Florence[”] .
Widaé, Ze znalezione z (8.13) oszacowania przewyZszajf pra-
wie dwukrotnie dokladne wartosci. Jest to wysoka cena jakg
ptacimy za uzyskang pewnos$é, ze dcisie rozwigzanie znajdzie
si¢ zawsze ponizej znalezionej gérnej oceny ugiecia.’

Wplyw lepkosSci materiaiu na zmnicjszenie sie ugieé Srodka
pilyty zbadaé mozna tatwo ustalajgc w (8.13) wartodé t. Dla
t = 1 otrzymuje sie

(s.14) § = ';7’ [-1+Vas Ip ] -

Poréwnanie dokladnego rozwiazania (5.5) z oszacowaniem(s.lq
przedstawione jest na Rys.26. JakoSciowy charakter obu wykre
séw jest podobny.

.. We wspéirzednych bezwymiarowych zdefiniowanych przez
(8.12) oba wzory (5.5) i (8.14) pokazujs zaleznoéé & odpo -
wiednio od parametriw S i A . Poniewaz ’/S » ‘71 - '3’- Vok/r(",
z dokladnodcia do mnoznika definicja parametréw §ip Jest
taka sama. éwiadczy to o przydatno$ci proponowanej metody
oszacowai przy jakodciowej analizie efektdw lepkich. Metoda
ta identyfikuje we wtasciwy sposdb szereg podstawowych para-
metréw procesu dynamicznego i pozwala na przybliZone wyzna-
czanie warto$ci maksymalnych ugieé konstrukcji, pomocne przy
wstepnych projektach inzynierskich.,

9. Oszacowania w Teorii Umiarkowanie Duzych Ugigé

Skoriczone odksztalcenia. Punktem wyjécia twierdzen udowodnio
nych w poprzednim rozdziale byl postulat stateczno$ci Druc-
kera i zasada mocy wirtualnych dla infinityzemalnych odksz-
tazcer.

Podezas gdy formalne uogdélnienie tych pojeé na przypadek '
skoiczonych deformacji nie przedstawia trudnosci, powstajg
kiopoty przy wtasciwej interpretacji procesu dynamicznego i
pordéwnawczego procesu statycznego.
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Jesli przez T , F 1 § oznaczyé dowoluy ukiad si: powie
“fniowych, objetosciowyech i naprezer znajdujacy sie w réwno-
¥adze w chwili ¢ a przezW i V uklad predkodei i1 predkodei
ndksztaXced speiniajgcych warunki zgodnosci, to zasada mocy
wirtualnych, odniesiona do odksztalconej geometrii zapisze
si¢ w postaci

(0.1) f T;"’vf"ds + J Ff"«v;“"dv = f q-;-') Vg'wd V)
Sy vy Vie)

gdzie -I—. sa skladowymi sik powierzchniowych na jednostke
aktualnej powierzchni ,S, F.' sg skladowymi si} masowych na
jednostke aktualnej objetosdei V.

Gradient deformacji V, zdefiniowany jest przez

@ _ 4298 299
ok . e I(’sz MY )

¢

gdzie X oznacza aktualne L przestrzenne) wspéirzedne.

W réwnosdci (9.1) uktady statyczny i kinematyczny mogg byé
wybrane zupelnie niezaleznie od siebie. Z dowolnosci tej ko-
rzystalo si¢ w istotny sposdéb przy wyprowadzaniu nierdwnoéei
szacujacej dla nieskorficzenie matych odksztalcerd. Jako ukiad
Teer e s WE, przyjmowano na przyklad rozwiazanie pordwnaw-
czego problemu statycznego natomiast stan LVH » V,, odpowiadal
rzeczywistemu rozwiazaniu problemu dynamicznego. Zasada mocy
wirtualnych (9.1) zapisana zostata dla pewnej ustalonej chwi
11 ¢.

Twierdzenia dotyczace oszacowanh maja eharakter energetyczny
i wystepuje koniecznos$é catkowania (9.1) po czasie w grani-
cach (O,ff) - W badanym procesie dynamicznym i niezaleznym

poréwnywawczym quasi-statycznym wystepuja w przypadku skot-
czonych odksztalcer dwie rézne od siebie funkcje ruchu
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x= %w(xnf) 1.X= fw(x»'t) . Granice obszaréw catkowania
V(f) i 6(") zaleza od czasu i zmieniaja si¢ w obu procesach
inaczej. Podejscie Eulerowskie jest zatem niewygodne przy
poszukiwaniu oszacowan poniewaz nie wiadomo po jakich grani-
cach przeprowadzaé nalezy calkowanie.

Wady tej nie posiada podejécie Lagrange ‘owskie gdzie cal
kowanie odbywa si¢ po nieodksztalconej powierzchni's i obje¢
tosci & . Stan wyjsciowy moze byé w procesie statycznym i
dynamicznym taki sam. Istnieje jednak w dalszym ciggu nieje-
dnoznaczno$é przy transformacji (o, 1) z opisu przestrzenne-
go do materialnego. Aby wyjaénié te sprawe blize] ustalmy
najpierw, ze calkowanie w (9.1) dotyczy powierzchni S t}

i objetosci V() w procesie statycznym.
Ze wzgledu na zaleznosci

° dv v dS
0.3) Fi = Fegge wsth =T 750 )

lewa strona (9.1) transformuje sie do ukladu materialnego
nastychmiastowo

()
(9.4) ]1: A)f‘)JS /F' ,\ru)du ]r (U] (l)ds *fr,m a)dv
CR] vingy S

Pozostaje jeszcze przetransformowaé prawg strong. Zzaleznoéé
pomiedzy aktualna wspéirzedna X. , poczatkowa wspéirzedng X;
wektorem przemieszczenia U; w problemie statycznym

(.5) Ki'= I ul

Dla materialu niesci§liwego tensor naprezenia Pioli-Kirchof-
fa i tensor Cauchy Ors zwiazane sa
L
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Podstaziajac (9.6) do prawej strony (9.1) otrzymujemy

(9 Y . fﬁ'.,V dy = /5 m)dl/
Vo (¢)

gdzie

S el 7Ny i Sy < u; o

Jest pewna miara predkosci odksztalcenia w ktérej wystepuja
wielkos$ci zaréwno z procesu statycznego (1) Jak i dynamicz-
nego (2) . Wyrazenie (9.8) nie da si¢ otrzymaé przez mate -
rialne rézniczkowanie Jakiejkolwiek dobrze zdefiniowanej mia
ry odksztalcen Greena. Ostatecznie (9 1) w opisie material-
nym przyjmie postaé

(9'9) j _oln u)ds jr (”dl/ /s(u) (l:l)

o (i) o()
Podobnie jak w opisie Eulerowskim uklad F: 7: oraz
L]
69', jest w réwnowadze tzn.
(,) 0 (l,

9,10 4 ol
(s.10) (5;") 5;::"“,1)" '7;())

gdzie "} oznacza Jednostkovry wektor normalny(do niezdefinio
wanej powierzchni 9° . Ukiad kinematyezny E. 71 #W saje-
zy od ukladu statycznego poprzez definicje (9.8) .

Jedynie w przypadku kiedy oba uktady (1) i (2) odpowia-
dajg temu samemu procesowi, tensor E" , staje si¢ pochodna
materialng temzcra Greena
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(9:11) Eij = ‘é’((l.d tUt Uix uj,,‘) .

Wyprowadzenie twierdzenia o mocach wirtualnych (9, 9) w opi-
sie Lagrange ‘owskim podali w tym szezegdlnym przypadku Hab-
bitt, Marcal, Rice [22] oraz Lance i Soechting [40] ;

Przypuséémy obecnie, Ze w granicach calek (9.1) stoi ob-
jeto$é i powierzchnia ciala deformowanego W procesie dyna-
micznym, Otrzymamy wéwczas nastepujacy odpowiednik (9.1) w
opisie Lagrange “owskii

J ol - - W - ;!
®.12) ]T: :\F.-a}d S .+ /E wnJ;“)dV = jsa.feél)dv ¥
$° Ve ve

W roéwnaniach réwnowagi dla procesu (1) wystapia gradien
ty przemieszczei w procesie (2]
) n (@ e e () v
: (S)l "Sjku;’x ’j 3 F.‘ ) N
(9.13)
0] M @y, ol °
(5)4 "'5]k u;,k)"J =7_i ) na S .

Sprzegniecie procesu statycznego i kinematycznego nastepuje
tutaj poprzez réwnania réwnowagi (9.13) .
Ze wzgledu na to sprzezenie nie wiadomo jakie wielkosci ma-
ja wchodzié do postulatu statecznosci materialu. Sama defi-
nicja statecznosci materialu sztywno-plastycznego w zakre-
sie duzych odksztalced jest jeszcze niedostatecznie zbadana
i spotyka sie¢ w literaturze szereg nieporumied na ten temat
np. [88] .

Z wymienionych powodéw wynika, ze uogélnienie twierdzed
szacujacych na przypadek skofczonych deformacji nie wydaje
sie w obecnej chwili mozliwe.

Umiarkowanie duze ugigcia. Zgodnie z zalozeniem rozdziat 2
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i 7 w kazdym przekroju scianki konstrukecji odksztalcenia
sg mate, moZna zatem stosowal szczegbélna postaé postulatu
statecznosci Druckera dla infinityzemalnych deformacji cia-
ta sztywno-idealnie plastycznego

(0.14) (Sup -cr.';.,)é.L/, 20, up

gdzie stan pordwnaweczy WJP znajduje si¢ wewnatrz lub na po
wierzchni piyniecia.

Catkujac (9.14) po grubosci elementu przy zachowaniu hipote
zy Love-~Kirchhoffa (4.2) otrzymuje sie

(e.15) (M.(/g 'M';P)[é"f + (NJ{Q - Mc;)) J,,P 0.

Jest to warunek statecznosci v dowolnym punkcie powierzchni
§rodkowej uplastycznionej konstrukecji.
Rozwazmy przypadek impulsowego obcigzenia konstrukeji. War-
tosé energii kinetycznej wprowa.dzonej do ukladu oznaczmy EK
Niech M.(P Nd.P, K-(Pi l\.[ oznaczajg odpowiednie wielkosci
statyczne i kinematyczne w procesie dynamicznym natomiast
M¢,g1 N.(P odpowiacdajg rozwiazaniu pordwnawczego problemu
quasi-statycznego. Caikujgc nieréwnosci (9 15) po objetoseci
konstrukeji i czasie trwania procesu otrzymuje sie:

't{ . . ﬁ ¢ - &£
(9,16)A JdA f(".l/a K.(I, + N.(/, ).{P)df > -JJAI(M‘P‘QF* M‘f"‘?’)&
0 A o

gdzie A jest powierzchnig drodkowg konstrukcji a '{". oznacza
czas trwania deformacji plastycznych.

Lewa strona (9. 16) reprezentuje calkowitsg prace plastyczng
w procesie dynamicznym, réwna jest ona dostarczonej energii
kinetycznej Eh Prawa strone nalezy dalej przeksztalcié wy-
korzystujgc réwnanie réwnowagi i zwigzki geometryczne dla
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danego typu komstrukcji.

W celu uproszczenia zapisu dalsze rozwazania dotyczyé beda
umiarkowanie duzych ugig¢é piyt. W tym przypadku réwnania réw
nowagi przyjmg postaé

. N, =0 Map oo = T;
(0.17) s sl ) £ P

T;.‘-r N«P “J“P + P =0

natomiast zwiazki geometryczne bedq,fB,i]
(c.15) Mp = g (Vap *Upat Wk + W Wp)
z;/, . o F/"

Wyrazenie pod calka czasowg po prawej stronie (9. 16) prze -
ksztalci sie teraz

A A
(9.19)___ J’("‘} ¥ H‘N.l;)} N/“f dA +/(”_'/‘)”'; N,c(/) dff =
A A
s fP(H.‘)ﬂJA + j(w-ﬂ‘) N-(;s ”"f dA
A A ;
Podstawiajac (9;19) do (9;16) otrzymujemy

Y Y . .
©.200 E, 3 f dt [Pos) b + fdtj(y-wv) Nep Wpp A,
3 e

]
gdzie P(“’O) jest obcigzZeniem granicznym w pordéwnawczym pro-
blemie statyeznym.
Dla danego rozkladu cidnienia warto$é mmoznika zalezy od
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wielkodci ugiecia w da.nym punkcie piyty bI. . Wielkosci ugieé
w procesie statycznym w* dynamicznym W sa od siebie nieza-
lezne.

Nalesy teraz tak dobraé W', aby druga catka w (9.20) byia
nieujemna. Ogélnie rozwigzanie tego problemu jest niejedno-
znaczne i nie zawsze jest moznwe bez dodatkowych zalozen
poniewaz zaréwno W jak i N zmienia si¢ w trakcie procesu.
W wielu waznych problemach inzynierskich mozna tak znormali-
zowad W* aby druga caika w nierdwnosci (9.20) byta nieujemna
Mamy wéwczas

s 4
(0.21) E“';Jﬁfp(wf)dd,l( ) ,./:.f(w.)
A

Zmieniajgac porzadek calkowania i zauwazajac, Ze N‘t dw
otrzymujemy

wl
(9.22) Esd IdA IP(H.) dwW. ,
A o

gdzie Wi= H“),t-t . W przypadku dzialania sily punktowej
wzér (9.22) redukuje sie do

. wi
(9.23) Ex > J?(Mo) dw, .
0
W celu znalezienia oszacowa’ na trwale ugiecia konst rukcji
powstal w wyniku dzialania obcigZenia impulsowego potrzebna

Jest zaleznodéé silty - od ugigecia w odpowiednim problemie sta
tycznym,

Przykiad. Rozwazmy swobodnie podparta ptyte kolows ktdrej
wszystkie czastki z wyjgtkiem brzegu posiadajga w chwili
t = 0 jednorodna predkodé Vo. Calkowita dostarczona energia



kinetyczna wynosi
4 l
(0.28) Eyx = + etV

Jako pordéwnawczy problem guasi-statyczny przyjmijmy sile
punktowa P dziatajaca w srodku ptyty. Lance i Onat [39] i
ostatnio Calledina [8 ] podali nastepujaca zaleznosé nosno-
éci granicznej od ugiegcia

”l
(0.25) Pwy=2rM [1+ 3 (5 B

zakladajac pole predkosci piyty w formie stozka V(f)/y(, "'y
Odpowiednj,kiem drugiej catki w (9.20) jest

w20 £ (= AL ]
0

Mozna tatwo wykazaé, Ze calka ta jest w przypadku swobodnie
podpartej plyty nieujemna jesli wprowadzié nastepujaca nor-
malizacj¢ ugiecia

(0.27) _”:gﬁ =1,
& w('lt) lrso

Podstawiajac (9.25) 1 (9.24) do (9,23 ) i caikujac otrzymuje
sie oszacowanie na ugigcie Srodka piyty

: _’i 1 H} 2! Rlvv‘
e i b IR

Przyjmujac, tak jak w doéw‘ia(}czeniach Florence [‘19] s, R/2h=
= 16 i oznaczajgc K “(‘*Vo 2/"4. ‘ = "0“'/1‘t , nierdéwno-
Sei (9.28) przyjmuje prosta postaé
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: 3
(@.29) &+ 38 € B2K.

Poréwnanie obecnych oszacowai dla umiarkowanie duzych ugieé
z poprzednimi rozwigzaniami tego samego problemu i rezulta-
tami do$wiadczen przedstawione jest na Rys.27. Widaé, ze
krzywa ograniczajaca (9.29) przebiega blisko punktéw doswiad
czalnych w calym badanym zakresie ugieé 0 < §< 6. Ponadto
doktadno$é oszacowar rosnie ze wzrostem deformacji.

Uwagi koricowe. Przedstawione w dwdéch ostatnich rozdziatach
metody przybliZone pozwalajg na proste i zarazem efektywne
oszacowanie podstawowych parametréw procesu dynamicznego.
Zaleta tego podejscia jest jego 0gélnoéé; udowodnione twier-
dzenia stosuja si¢ do oérodka tréjwymiarowego i do cienkod-
ciennych konstrukecji a ponadto uwzgledniaé mozna zaréwno wla
snosci plastyczne jak i lepkie materiatu. W celu uzyskania
oszacowai na trwale brzemieszczenia oraz czas trwania proce-
su dynamicznego wystarcza znajomos$é poczatkowej energii kine
tycznej w danym problemie dynamicznym oraz kompletnego roz-
wigzania pomocniczego problemu statyecznego.
0gélnoéé proponowanej metody oszacowan posiada réwniez
pewne wady. Zaliczyé do nich nalezy przede wszystkim niewra-
zliwosé rozwigzania na rozktad poczatkowej predkosci prze-
mieszczenia w ciele przy stalej wartodci energii kinetycznej.
Nie mozna sig¢ zatem spodziewaéd duzej doktadno$ci wspomnianej
metody.
¥ rzeczywistosci, we wszystkich znanych przykladach, wartosé
oszacowal przekazala prawie dwnkrotnie rozwigzanie $ciste.
Wyniki te posiadaé moga jednak duze znaczenie praktyczne we
wstipnych projektach inzynierskich., Dokladniejsze rezultaty
' daje zaproponowana metoda linearyzacji, oméwiona szczegdlowo
w I cz. pracy.
Dalsze badania nad dynamikg konstrukcji niesprezystych
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sg konieczne w celu uwzglednienia bardziej realistycznego
modelu materiaiu i podania dokladnego opisu rzeczywistego

ruchu ciail.
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