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lepkosprofystess

5ﬁt°ﬂaﬁyczns pOdstawy tecrii réwnati stanu dla aiﬁliuiomyﬁhkf

aaterialéw leﬁkaaprezyStych byly rqzwazaa& przez wia&u baﬁa~
ucgy W aiqgu estabnich kilkunastu lat. Wymianimy tylko aiekté

: Teoris mazyah dodatxanydh adksstalcnﬁ naia&anyeh na ansa ﬁ;

ﬁac&atkowg zaproponowana przez Graeam; Rivlinn 1 ﬁhialéa

WEgO wuchu aalaﬁonega
ne ruch podstawowy eérodka nieapmgﬁystagb fpo:.[l&] [15]/.
Niniejsza praca poéwieaana aeat taorii aa&ego caéatkonnéo w
rachu nalozonego na powolny i ustalany ruoh pw&ntamowy matar&ﬁ%
36w nieliniowo leykoaprezysﬂxch z sanikajgza krdtka pamieeié, :




e
. oraz jel zéstasbﬁaniom do badaaia.niestatecznoéci ruchu podsta=-
k véiego. |
_’ W poczgtkowe] ¢czedci pracy /p. 2/ rozwinieto kinematyczng
: shrohe zagédnienia, bez‘zadnyeh dodatkowych zalozeﬁ‘odnoénie
| ;charakteru ruchu. podstawowego, a nastepnie zbudowano odpowiedp
1 nie réwnania konstytutywne dla przyrostéw /Ds 3/, wykorzysbujqc
l'zakezenio o powolnoéci i stacjonarnosci ruchu podstawowego.
“\ﬁ dalszyn ciggu wyprowadzono powna ogdlne kinematyczne i fizyesw
;as zaleznosel dla jednorodnych i réwnomiernych odksztaicen
"Vﬁ.Aqaapkasprgéystych teges prostopadioscianu /p. 4/ s oraz zastosowa-
:no 3¢ do zagadnienies wyboczenia Sciskanej osiowo belki o dowol~
J]észh wymiarach /p. 6/. Ugyskano rozwiazanie dla malego dodackom
’ﬁunga ruchu wazne w krétkim lecz sknﬁczonym prxedsiale czasu
,naavgpuJAQym bezpoérednio pe momencie dzislania saburzan oras
':;przedsakutowane dwa réine przypedki warunkéw brzegowych zadanyeh
\Q;ag koficach belki. Oméwiono ogﬁlne aspekty niestatecznoscl richu
A‘ yaditawoweso pod kgtenm zagaﬂnienia wyboczenia /p. 7/, Jakkolwiek
‘“:ahﬁosawana metoda nadaée sie rowniez do badania praypadkéw

:;%aaraty statecznosei lokalnej itp. W kolejnych punktach gzatrzy-
%#wﬁ si¢ nad mozliwoéciami. wystgpowania réznych typdw utraty
“fﬂ,eganoéci /p. B/ oraz wyprowadzono uproszezone rozwigzania

. a1aan&o dla smukiych belek lub pretéw /p. 9. Istotnym elemaa~ '
tem pracy bylo uzyskanie pewnych niercwnofci, naioZonyeh na
funkcje mattrial#wo i paremetry procesu odksztalcenia /p;‘lO/}
1 gieféwnnéci te wynikaiy z niehoslivosed wystepowania zjewiska
uybeezenia priy'prostym oéicwym rozcigganiu, Na zakoncgenie
*kxétka podsumowano niektére wyniki otrzymane W poprzednich ros-
 wazaplech /p. 11/,

; Jakkolwiek zekres metod stosowanych w niniejsze] pracy,éast\

- ograniczony do przypadkéw powolnego i ustelonego ruchu podstawo-



”;finbéci moga byé, bez zadnych istotaych trudnosed, pr:etr ff'%'

e

o wego, ‘ao jedaak w opinli autcra, o’craymane W;yzuki atamm

 :_ niewqxpllwie krok aaprzéd w pbréwnanlu 2 wsnikami nayﬁkiﬁa&&»it
”;;vmi dotychoms ‘ia bazie "statycznych odksztaleeﬂ poéatawawacbw'ﬁ
2 n“ Statyczne procesy odksztalcenia? sa,graﬂle zawase'w rtsamyy
:} ~;i_niaﬁ¢éci reelizowsne 2 pewnymi bardzo malymi lecz ekmczeo;
:jfiprqdkoéclami, ktérych uwzglgdnienie muze wywokywaé aowe dgdaxﬂﬁ
. ;3;k$ie efdkty Eonadto wiadomo, ze prawie wsﬂ&stkie-ma%ariaiy;
iﬁl?gy@géystg" poddane dnéym zmiennym,w,czasie oéksﬁta}ﬁmniﬁ
ap. matenia;y gunmpoddbae, niektéme polimery b plastykx/:,
iyxaxnaa zwykle pewne wtasnoscl lepkie lah relaksaqyjne /péw

G;fﬂnﬁany wydaje sig bardsie; karzystna dla razwa%nﬂyca aagg’”
’[Eiiqﬁg;egélnych, jednakze zastosawaniq inagga ukladu wspé Ui~_.R
~fﬁ;{h&ch jest formalnie motliwc. Wazystkia uayskane w pmauy talﬁﬁm

;%J;npﬂane do ;akiegokolwxnk ustaloneg@ ukiadu ﬂSpézrzgagggh f*ﬁ&ﬁf
-’"I_%;—j%’i*’{m/. ~ .

S -'M;mm&a.omz.ﬁeeﬁds, Eﬂiﬂsgmsé._zggsgw ayol’
Sp Nlektére ze zwiazkéw kinematycznych onawianych*f




Bedaiemy rozwatac oérodek ciagly adksztaloagaey sie w ozasié'
ktorego ruch opisany Jjest odpowiednimi réwnpaniami ruchu wyraza»y:
Jacymi czasowq zaleznosé miedzy r_oznymi potoZeniami czgstki m&-ﬁ
tézrialnej w fizycznea przesﬁréeni 'odni'esie‘nia. Oznaesa:lac 1
przez el ) dowolny ustalony uklad wspélrzgdnych przeetrzen- f

- nych z kowariantn;ym tensorem metxycam : % i k:ontrawari,
aym tensorem meﬁrycznym cg‘i ¢ oraz przen (X A) - fmateri's;lf‘,
ay ukiad wspélrzgdn:ych z metrycznymi tenaerami Gia ko G‘P)  -'
 moZna réwnania ruchu zapisaé w postaoi :

(2.1) "=x’“(XA)fc) 3 X":)(A(oc? 'z:)‘

W zmzeaiu, %e speinione 83 wamnki regulaz-nosci zapewniaaqco
i .mtmeaie zaleznoéci o&wrotnych. Gzesté wapélmeﬂne materialu
moZna mazaé za wspélrzedne czgstki materialne.j w praestrzenmf;

: '_ i'\mmcha:i.e odns.esienia mdpowiadaaqco paczqtkowe;j ahwili czasu
e O iy f

A

i Gméienty odksztalmnia £ ‘ :
; § b : ¥4 ¢ ) ! : A o %
(o) S:x./SX i SX’-‘/9 et LT
aq miarami lokalnega odkaztalcenia w sqsiedzimi& czqstk:&

( Aimy 4 0B 3 ) ' d‘la dowolﬁes ‘chwili czasu, |
Jeéli zaloz:ymy, Zze ukiad (X ) pémsza sie i odkaztalca
 rezem z oérodkien, otrzymamy wéwczas ta;w. komvekcy.jay /unoszow/

- Bkiad wspélrzedaych. Oznaczajqc wspékrzgdne kenwekcyj ne przoz
( X ) mozpa rownania ruchu wyrazié réwniez w postae.i i &

(2«5) U Y (X hc) W X (:x.“- "C) J

-5 ";
Teraz wielkoéci x R X Para o s& wspélezynnikami traw

formacai tensarowej od ukladu (X > dé (oc.") dokowwaaea ;\‘
W e samej chmli czaau i odwrotnie.

& A 1




" g
Tensory odksztalcenia uauchy-*(ireeaa /per. EIL [15] * zdefin

niowane nastepujgqco:

(2 4) ¢© =“ C'.,J“ y = GA% A,LX?;, S C =n CABu}) CAB= qu':AxfB ;

88 wielkoscismi zalezmi oa Gzasu i bez 2ada;reh trudmsci m‘
byé przedstawione we wapélmedaych kouwak,cyan:yeh. w ssczagél‘

' nosSci jedli ukiad (X ) (X ) dla *t © , porusza s:hg

20 odksztalca razem z osrodkiem w taki sposob ze L Jakiejé e

ltf_chwiu g oA S pokryva sig¢ 2z ukladenm (x.) ¥ mﬁewg ﬂa-w

pisas B

2 (3.5) Ca.,'a(t) = CAB(t)zgi.x";ij,B ) é“ (0) AB (t) %ﬁ ,

: ’gﬁsia przez éd’, i G“P oza&ezylismy tensor:y metchm
akladu konwekcyjnego odpowlednic w chwili poczatkowej T = 0-;&
i w chwili biezacej T-= T Inn;y opis ruchu podatamxm"‘v"

l’gé traktowaa;y w podobay spoaé’b. 5 *-_:;;.,

Tensory kinematyczne Rivl;.naa-Ericksana A,,. ('r'a 0.4 » ,N)

2 [1]. zdefiniowane w przestrzena;yn uklaézie wspéirzqdmch (‘.:c.

w nastepujqce;} postaei. :

-."”,:T('?-G) 'oz‘lA\(isﬁ; A% 1"2‘7@ 2:1‘, Vv+vvt,

) A-JATL AR AGge g

: wg; byé przetransformowane do konwekcyjnega ‘Zkladn wp ST
7 ayeh. Otrzymamy naetepu.jace zwia,zki /por. [13] /,

PS S Bl

St | («-ﬂ) G e
e A A A.@,—FK?. +A,‘,PZ

@ .8) A ap =2V,



e

?i%pawy‘%zych wyrazeniach O P - | v oznaczajg liontra—
wériantne sktadowe wektora predkodei, =i 83 skl'adowymi _
tensora predkosci odksztalcenia, kropka u géfy symbolu oznacza
materialng pochodng czasows, zaé D /Dt oznacza czastkowa
pochodng czasowa ala X% = const Naleéy podkreslid, ze astat-m

nie dwa symbole ma;jq ogolnie rzecz biorac rézine znaczenia. Czast

kowa pochodna czasowa dla X = const nosi wyigcznie analitye e
oy charskter, podczas g4y materialna pocnodna czasowa okreéla

zmiang w czasie ;jakiegoé tensora stwierdzona, przez obserwatora

L
' "perusza;jacego sle" ragem z czastke materialna. Jednakze dla 1
wektoréw w notacji absolutnej, traktowanych jeko funkeje czastki |
J

5_. czasu, obydwa powyisze oznsczenia sg formalnie réwnowazne.

We wspdirzednych konwekecyjnyeh korz;;rstaw' Z naet@pn:}qced defini~-
c.ji»pochedne:j materialnej /por. Dodatek A lub [20])/: ’

(210) e - Dt‘? ,;*Z‘e*“ vﬁv Zte V),UF

-3&19 2 2 - oBnaczaja odpowiednie sumy po wszystkich
gérn.yah i dalnych indeksach tenaora ‘Q’ ‘5 ,
RerzwaZmy obecnie réwnanis ruchu otrzymane przez natozenie
‘pa ruch podstawowy (2:3) wobmtlt € | malego dodatkowego
”pola przemiesmezeﬁ. Jeséli takie pole okreélone ;}est‘ przez wk’t:ot
ow (X% t) » otrzymm

(a..u) XX ) = x‘(X“ t) + 'QW"(X“, t')")
(2.12) T AT b= ey X’ t> ™ it t>

przy czym M Jest malym bezwymiarow;ym parametreu, ktérega
kwadraty i wyzsze potegi mogq byé pommiete W pordwnamiu 2 s&—

mym T v Wiolkaéé 'QVV . Jest zgodna z &aﬁﬂicag piemzad
4 wariac;ji, a zatem liniowe przyrost;y aszyatkich tanao:név, »wktcx‘éf‘f'
lub skalarow mogs byé wyrazone prms skiadowe wektara 'fl w- fmf

2], [14]/

#



'; We wapélrzeﬁnyah kanwekcyjnych :orzymnw tensorév mmaan
: ayeh i symooli Christoffels dmgiegc rodss@n praybiwa:ja paa» ;ﬁ‘

taé , :
) | G v, G- sART W ge (d'etGLPS

(2.14) G =2det G PVFW‘“‘ ) {P'é'} %Vf i

ol

_,_an'zie w bW oznaezasa skiadowe wektora W adpo»
,‘f", wiedm.o w bazie | Ga i Gd' . Wektor W mizaa l'éﬂ-
nin ‘roziozyé w nowych bazach G T - é“ Jeﬁaﬂiﬁ‘ 3'
skiadowymi W' § g + lub W’ b 1 W .

i« my@ 'Q i wobec tego mosa by< poniuiq’c&. :

v=v+~zw‘
v.L w+vvw“ > v“" ﬁvvw

* fob

i(z.l?) U = w+va" L =\‘R'r --—va

3 gazie drugze czmmf po’ prawe; stmnia pouytamh zal&ﬁﬂﬁé
. mzq konwekey Jny charakter i snikadli wraz z za _‘

‘ued czasowej oraz uwzglqdnia;}qc (2.16), (2.17), otxzm\n?
di,a prazyrostdéw skiadowych kowariantbyah maa’eemd%ea éuﬁ mzwi

;n!wqte wyra&enia. iy e

.(am) A gtw wvv(“‘+'uvw

@ LE: . DY .
("“ 9 =2 oy "“Dt s D’c(v uc*) vvm‘vf v

ebw (b—tv\, : V U )




~ Latwo zauwazyé, Ze Wzory powyisze ugpraszcta;}a si¢ znacznie,

jesli W mchu Podstawowym ciaio porusza sie JBkO ciazo sztywﬁﬁ.

g

Prz;yrosty tensoréw odksztalcenia Cauchy-Greena wynikaja %
definlcgi (2+4) i dodatkowych zaloZen. Kiedy ukiad wspélrzednwah
A
konwekcy jnych (X I (X )als e d » mamy

(2.20) ‘
C;P(t)=c'43_= ux:Ax’B"g (x’Aw +w x ) Z'Vf‘* P

i jesIi pomaate  (X™) = (=)  ala "t=t . to réwnie

@e21) [ Gumig. , C & =G, o() =2V Woy = 2T, W,
" Ostatni ‘zwiqzek wyrazony we wspélrzednych kertezjedskich
(G“P' = d-p) jest réwnowazn;y definicji klaayczaego tensora
odksztaicenia /por, [15]/ s & mienowicie:

) Ca®=2e, ; cupti (et W)

, Przyrosty tensoréw A.,. v Do uwzslednienm (2.8), (2.9) i
& (2 13), moZna zapisaé w nastepuaqcy prosty aposéb-

\(o) S
S \(q-...n ' ('r) D"""" l( 0)

¥

~ Podobnie przyrosty O:i‘,"a wyrazone we wspolrzednyoh kartez jan-

gkich sg zgodne z definic.)q klasycznego tensora predkosci oG-

ksztaicenia.
(-r) ('r) ek I ¢r)
ap = etp+qu o Raleiy dokoqy«-

ol
waé w poXozZeniu Zaburzonym za pomocq tensora metrycznego G P. g

Fodnoszenia indekséw w

w ten sposéb otrzymamy B

@e 25) Aney A"" G"(“ A"” o G %*A'm -2/ %Wt

(2.26) A()°L Dt(Vw"+V* ) T2 VLW, >A< WH-ZV(" ”’A(

.
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Na zakoﬁci_enie, obecnego punktu zacytujemy Jjeszcze réwneaia ;
réwnowagi i warunki powierzchniowe dla wektora neprezenia i
tensora naprezenia. Dla mieszanych skiadowych tensora napre¢ze-
nia 6; i. kowariantnych skiadowych powierzchnidwago wektora

napresenia  t, , mamy ap.

A8s27) VBt gfuzgUi , tu=6Umu

(el = 4,2,3‘),
s‘dzie_»" F o '~ ozpaczaja skiadowe sity masowe; na jeanostkg:: L
z'ze\\ayl,' 9. ,jest aktualnq gestoscia osrodka, zas T ozn&é':f

:cza,]q skiadowe :Jed.nostkowego wektora normalneg,o. W zamzemu,

"ze W zaburzonym polozenxu w52yatkie p0wyzsze wielkosci doznajq

; pewnych przyrostéw eznaczonych W dalszym ciqgu primami td. ‘25
' vlt; ’ wzf,‘_ ’ 'Qg - 02"1—,,., s Otrzymemy /por,.[12]/

~dla przyrostéw ‘ ' : | |

(2 28) Vi6'd - CLBWwe 6] v 7. Twe £ o'+ of | =
: =Q' U + QW + VL W)
(@w) t, =6'¢m _+5Fﬂ%* 7

gdzie przyrosty przyspleszenia zapisano zgodnie z (2¢17) Phw *
dobnbe réwnania uz:yskamy dla sk.&adowyeh kbﬁ""i)antnsch tensora
nepreZenia, : : ", &:
o Jedid rozwazany oérodekAJesf oéfo&kiem niééciéliwym, to bio&‘
rac pod uwage (2.14) i (2.26) otrzymamy n,as‘tepujacy .wamnek
niescisliwodedis

(2.30) V(,,W'("' = 0.

I%U

3s_Réwnanis konstytubywae ~dla izotropowych me ugriazéz.leyzn—

Spre lstxch__l*rz;y_pad k ,powolnego ; ustalonegg ruch-u ;Qodstae»
WOWERO

Ogodlne podstawy mechaniki nieliniowych inaterialéw' % pomi g;cia




e | L
iF  zosnal} wyprowaazone Przez A0, Greena i B.n. Rivlina,[&];[lﬂ},‘
oraz przez tyeh samych autordw i A.J.M. bpencera,[9] /por. ks
se 61,171/, sutorsy oi zaxledali, %e w rozweiate) chwili osasu

‘ETteasor naprcﬁenia'w elemeneie materialu zdleZy nie tylko 6d'

?Agi‘a'&iantéw 0dks*z't:aicenia w tejse chwili ezasu, lecz takze od
{gradientéw odksztalcenia w chwilach czesu poprpedzajqcyeh ToZWas
Q&n;y moment. W PI'ZYPaéku izotropowego pateriatn charakterybujqce-
go sie ftznkcaonalem typu "dziedzicznego”, zostalo takie pok:azau
, ze W pewnych karunkach tensor naprezenisa mozZe byc Wyrazony
m ﬁymetmw izetropow;y wielomian tensorowy od tensora

a&k&st‘akcenia c i tensoréw kinematycznych A.,, v % agn- 5

{s 4 "’v,;zreszta z teoris poprzednio sformulowan& przes R.o, M"h""
.@fs’wb. z:x‘iekaena.[llo # sucaegblnoscl moina tego d“""“’a‘”-"mu
fenﬁar odksztalcenia zdefiniowany nastepujgco:

B ieici o amechw

,‘% makch, wxelomianauq ezasu w zakreaie charaktemstycznxm

m‘s&eﬁcmnego okresu trwan_ka zanikajqce] pakieci materialu. |
aéli natomiast E daje siq rezwingé w szereg zblezny dla

qmlaega czasu, to wspomniana wy.&ej teoria nie Ogranicza sig

éﬁﬁ'materiaiéw 2 zaniksjacs pemigciq. |
\»"Zgodnie Z teo:cia Rivlina—-Erinksena ,»por. {1)/ wozna przyjqé,

F(C Ao;A‘t)"')AN)

m':i caym F dest izotrmowym i symebtryczoyta wielorianem
| maaierzowym utworzonym z macierzy € 1 A,,. zdefiniowanyeh
»rzez (2.4), (2.6) (2 '}) metody konstruowanisa funke i P
| @mlnych przypad.kach zostaly przedyskutoque m.in, w pracach

"ff‘v“p[,’t]g[‘&] f21]). Pokazano tam, 2e zaleznosé (5,9) woina ostateczaie
przedstané w postaci nastepuaqaea Sumy s

4




(5-20) 6 - a:»fz%(p Py

n=4 n
iu ktére] R oznaczaaq pewne iloczyny macierzowe utworzona .‘
t 33
8:C 3 A (r=0,1,...,n), r sa iloczynami traaspoﬁo—i.:

wenymi, zas ol oznacaa;q wieloniany zbudowane ze éladé! ,
’Mnuch 1naychh iloczynbw macierzowych - Q-P ( p=1, 2,~ - R')
fﬁtﬁérzcnyeh g C A A,,. + Iloczyny P otrzymu.je sle
}ndm z géry ustalonego porzadku biorge kole;}no wszystkie warh'
: ~“ kaabiuc:je iloczyndw jednej, dwéch, itd., az de pieciu spoérédi;
N+2. macierzy C a1 A.,, « Fodobpie iloczyu;y Q : budnée
'."sl"q biorac koleano wszystkie mozliwe kombinacje iloczynéw .hdnoa,f-:’
.dtéeh, itd., a2z do szeéeiu, spoéréd N+2  maciersy C A

*_w

, 3 ';;z:l.nie:}szych rozwazaniach ograniczymy sie do ‘przypadku quas;«
'-‘stg@emego. kiedy ruch podstawowy Jjest na tyle powoln;y. e wl&
mdkaéci moze Ly¢ wyrazone nastepujgco: ;

(3.5) V=t ,

| -ga;;iel € jest malym bezwymisrowys paraaetrem, ktérego ims&a-«&
t;y B e teilistoe wobeo o /por, [21)/, Jesli ponadso mn
padstatowy Jest ustalony, roéwnania konsﬁyt—utywne(f».z) i (5.24)
',Qm przedstawié w postaci uproszczonej nie zawiera.}me:j A
43.4?—2‘.«-3'1 s+ & mianowicie

(3,‘4) 6~0L I+ct e +°1_cz+o(, A, + (CA + A C) +.
e +ol, (C°A+A,C) + O(&)

gdzie prze'z o oznaczylismy sk.alarne wielomiany 0d 6~ciu aas»w;;?
tgpt;dqcych niezmiennikéws :
@'5) t+C : tr C* : trC® : tvA, t-rCA ‘l:'rCA

Pamieta,ja,c zatoienie o powolnoéci ruchu jaled xstawowego, noZne od 3
razu pomingdé ostatnie trzy nlezmienniki w wmlomianach OL OLS-

o c::l,7 . wlelomiany powiany byc audowane w ten spaséb aéehy z px'a-f



AL b
weJ strony réwnania (3.4) pozostaly wylgczanie czlony rzedu £ .
‘ Rozwazmy obecuie przypadek dowolnego malego ruchu naioZonego
na quasi-—stgtyczny ruch podstawowy. Dla zaburzonego polozZeania
czgstki materialnej, zgodnie z wynikami poprzedniege punktu,
wazystkie tensory ﬁystgpujace W (3 2) doznaja pewnych przyros-
tow, ktdre oznacaymy odpowiednio przez "26 & »QC A "Z,A‘o.,
i v B "ZA « NaleZy przy tym podkreslié; Ze male parametry |
8 i M moga byé réznego rzgdu maiosci rézniegcego sie wza-
jemnie. Parametr & charskteryzuje powolnodd quasi-stvatycj;@
nego ruchu podstawowego, podezas gdy n wyraza infigieryu
malny charskter dodatkoﬁych przemieszczen, ktérych zaleznosé :
0d czasu nie jest ograniczona W Zaden sposob. Oznacza to, 2Ze
wazystkie cziony zardwno fzedu n y g8k 1 rzedu "2& powin-
ny by¢ zachowane w rdwnaniach konscytutywmch dla przsrostéw.
Wychodzae z (3.2) i (5.2a) otrzymamy ¢

6 =T +ot,C+ ol € + e, (C'C+CC)+ol,C* +oL A, + L A+
+oL,;(A'°A,,+A°A:, +oLS(C'A°+CAL+/\'oC’+A°C') +
+ol(CA,+AC)+ot (CA.A + CAA. A AC+A AC):
+o,(CCA,+CCA +ACC+ACC +CA,+A,C)+
e +ol, (C°A,+AC7) +oL (CAA+CAA +A A C+AAC)

*é: B,A, + gzs:.(c&m',c) +é é,(czA',+ALCZ) +

Sl (AAAA)+ S5 (CAA +AAC

*ACA +ACA +AAC+CAA)+

T (CAA A ACACA A CA +AR.C-CAA)




1 e

+2«s(cA CA,.+ACAC +CAAC +CA.A C+CA,C‘A+

=4

+ACA.CHCAAC +CAAL) +OE) + O,

gdzie o, ok, o o, o, B xS, sa skalar-

nyini wielomianami od niezmiennikéw wymienionyeh w (5.5).

NaleZzy pumietaé, e wszystkie cziony zawieraje;ce Azo mo‘zna,-
T réowniez ;g;ominqé w wyrazeniach na ~OL3 § °Ls % 0L7 . Funk- :

cje ol ‘ol ,oLB', s S M AP i sk'alarnymi

wieloﬁianami v;&ylacinie ed trzech pierwszych niézmiennikéw (5.5)

Primowane OL';_ 88 liniowymi wyrazeniami wzgledc;m naste-

pujacych 5 + 6(N+4) prayrostow nie,zmiennikéwi

Il =t«-C' I‘ :.t'"clc ', I4:d=t,',C'c2)

4100 > 410

[,=t-CA, I -t-CCA,,
SRR A O R J'"’-t«-Ac

4410

J“”-tyA ¢ I 7t AA,C J"'tth,A,ci

A2

(3.7)

(T=0,4,2,...’N)
Zapisanych jako wszystkie mozliwe kombinacje wskainikéw po-
tegowyeh 4m (LtO,'?,Z',' m=o0,4 ) oraz mn(m:

0,1 3'n.=o,4,2); zgodnie z wyraZeniami pqmocniczymi.'
L R R, LAy s 200 T i g
asidh S A0 s g A T

W wyrazeniach (3.7) 1 (3.8) /por.[3)/ wykorzysteliémy fakt,

e $lad ilocz&nu macierzowego utworzonego z 3 x 5 macierzy

nie ulega zmianie ani przy cyklicznej permutacji czyhnikoéw, ani
teZ przy odwréceniu ich kolejnosei w ileczynie.

Wspdieczynniki skalarnych wielomianow ol 3 OL',, : OL‘Z' <

°d3 ; OL,S oL',, wiasciwe dla odpowiednich przyrostéw
5 2 $



o AR

i g} 3‘ ) ' . 84
niezmiennikdéw ° IA\M i Amw 9 HoOZna oblxqzyé réznicaf

kujsc  OL, wzgledem niezmieanikéw (3.5), oraz niezmionnikdw

zewierajacych A, az do druglej potegl wigcznie /por.[47)
W ten sposéb otrzymamy ‘

‘ %) 30( ‘ 5 QOLu 2 - id..'_"’_.
("9) Vo 73275— buio® Gy €F 2 o™ G, 08 0

i v 2 | e . _?__OL"'_ ) '
n(104)~ a'bYCAo > n(111)—‘3'brcon .

~oraz (v=0,4, ---,N)

. Dol - iBel. o Qoln

(5 lQ)f (400) beA ? an“oq) gt“CA H.(do.z):@_b'.CZA"'— )‘
ket OB o L e S |

“nmoy” D ErA A,,.’d"‘“‘"’ DtrA A'(‘,) “n (a2 ’a{',.—A‘,A,,C2 J

- () (G5 )

ni wielomisnamd od niegmiennikéw (3.5), podezas gdy: i, ' j
€. , %, 40 KT =4 skelerayni wielomianami tylka

n

0d piemzych trzech niezmiennikéw (3.5).

sg skalarny-

Jedli rozwazany material jest nieécisliwy, wszystkie
dopuszczalne podstawowe i mate dodatkowe ruchy noszg izocho';-yév;
ezny charskter. Ozna‘cz‘a to, Ze wszystkie czlony iawierajqcé ‘
t+A_=O moga byé odrzucone w (3.4) i (3.6), oraz pierwszy
czion oLQI powinien by¢ zastqpion& priez —PI s gdzie

P’ Jest nowg skalgrna f’anc:jq /cidnienie h;ydrostatyczne/ .
~wspblrzednych i czasu wyzneczeng z réwnah réwnowagli i warunkéw
»brzegowych. Z powodu niescidliwosei materialiu namy réwnies
detC=1 , » wiec pierwsze trzy piezmienniki (3. 5) nie sq L
niezaleine lecz zwigzane relacja wynikajacq z twierdzenia
Cayley'a - Familtona /por. np. [3}/,‘& mianowicies:



S R e

" P QL bl b - L C[(ErC) - £+ C ] + 3
(3.11) trC =t 0t C - LT (Tr :

-~ Ta-kize wszys.tkie cziony zawie‘rajgce 'nastépujace przyrosty

niezmiennikdéw:

§ (3.21) ]:400 = ‘t'rc O Jl('r) "h‘r-A =0 ('r-. o, 1, ))

mogs byé poininiqte w réwnanisch (3.6), oraz pierwszy czion |
: 61.\1 zastgpiony przez ~ P'I s gdzie P' oznacza pray- ;
ros‘b funkeji P 7

¢~&Q§§§w,z§leznoéci dls malego dodatkowego ruchu ng}g&g—
_" w.tm..sa Jednorodne r.zgggieme odkszbalcenle lezzl_c.asm-
: ";@,tego brostopadioseismy- _ g ‘ “":‘?

V‘Réwnania kanst:ytutywne dyskutowane W popmedmm punkcie

m p:zaéstawic w bardziej jawnej postaai dla prz;ypadku aeém—
Zmﬁaﬁao réummiernego odksztaicenia lepko—sprez-ystego prostop&&w
. 1o ‘:“Lamh e
'Razwamy staly ukiad prostoka‘cmch wspléirgednych kartezjaﬁa -
s&:leh (sc ) , oznaczajac przez 2 DA ~6° i 2h OdDO*-
| wisdnie wyniary nleodksztazcoaego prostopadloscianu w klemmmch
ac.“ 'y x4 oc® | Jesli w pewnej biezace c}*wili czasu
'c--:t Jego wymiary wynoszq OL b 3 2h s to rémm-—
m.a ruchu mozna zapisaé w postaci Ay

.'j “1’!‘_' . 4 L2 2 v 3 £ 3
B Saxt s 2 a0
~ pray czym zatosylismy, Ze wepdlezyaniki odksztalcenia A= /O,
’)‘z:&/& > ?» h/h sq ciggiymi funkcjami t»:ylko-\
25 A
czasu t b zas X oznaczejq wspoirzedne czastki ma-
terialaeg w stanie nieodksztalcon;ym. thlada,jezc, Ze W rozwazanaj}

chmli czasu t nklad wspélrzedn:ych konwekey jnyeh (Xa ) poa-,‘



~16- :
krywa ' si¢ z prayjetym ukiadem wspéirzednych kartezjanskich |
oet) = {2, Y ;_) » oraz biorge pca uﬁage (2.4),(2.5), mosemy
; zapisac tensor odksztalcema, pole predkosci i przyépieszenia

W nastepuj&cych postaciach.

%G o
(4.2) | C..:,; = llo gfa O
0 o X A
A A
(43} -—-x (“‘4"’ 'U-*H (u’e"j )'U'---32. (u’s

: ,<4‘4;4>. e b s Ty Gy e@%-

- Dla prz;ypadku ruchu ustalonego mamy ai; = const | co jest: |
ancnaﬁne N’}\,- = exPM '\: o - FYEy dostatecznie powo&nym ructm |
. ewak‘heryzujqcym sig g = E_v akladowe przyspiesm-
"'A-a.ia 84 rzedu & » @ wobec tego moga by¢ pominigte
w dalsz:ych zalez:méaiach W porénnaniu 2 czlonami rzedu &,
 Zgodnie z (2. 8) mamy takze ‘

i ;

"(4.5) o s AR |

o oL QO 2i, O | . A"‘F”:'O dla >0
(@) o 2(4-3 e : : |

Podstama:jac powyisze w,ymki do za&ezméci (3.4») etrzymamy ¥

3
(‘* 6) 6 8 (oL +oL'/\. +ol.7\. +20L3(u. 4ot KL(J, +4&'XQ1“)§

| (bez sumewama') |
: 1
- Mozna tatwo zauwazsyé, Ze réwnania rownowagi (2.27) saq spelniona 1

tozsamodciowo oraz 23 wszyatkie Sciany rozwazanego prostopadlow !
» ¢ .0

éciann 88 obcigzone co najwyzej odpowiedruml naprezeniami nm‘:manlq1
nym wynika,jacymi 'z (4.6)

1




s

Jesli pewne powierzchnie rczwaéahego prostopadtoscianu

8§ swobodne 04 obcigzenia, wowezas odpowiednie wspbiczynniki

odksztaicenia sg zwigzane zaleznosSciami wynikajgeymi 2 (4.6).

\

W szczegtlooscl dla przypadku prostego rozciaggania lub Sciska-

nia w kierunku osi oc mamy

i 8] = oL°+oL4')\.z +oLz7\'.' Aok, e + 40,3_93(“ J ‘40L7’)t<,._.», :

,%'4=2’>(u'4=(“') 6;-:63-0 ,)’z ﬂ, (u'z-(“‘a

Bedziemy rozwazaé obecnle dowolny maly ruch naloiony na

prostopadioscian odksztalcony w blezgce] chwili czasu., Ozna‘-,—

czajac przez: w,=W , W = we = w- odpowied-
nie kowariantne sklgdo‘we wektora w traktowane Jjako
funkcje czoasu @ € i poloZenia czastki oraz uwzglednis-

Jac zalesnoscd (2.11) do (2.24), otrzymamy dla przyrostéw

2u.)4 . -
oo el o e e 1
e Ut W, 'u) +w 2w,
™ {
GO sl
‘ 2
¢ D 3
ot /
(#.9) i % :
“A t(u’ +U;1) : ZE'U; v .

D | D ¥ % 4
st W) Bt 2gwll



. 0y 2Biw,  [Bertpopd >L 20
” Al (o)oL

- 18'_' A ; 1
|
1
1

= (B2t vy 22, [Buramsndo)

: : [E"—+2 (P"‘ P'Q]( “) [%\?2(\"'2 Pﬂ( ﬂ"q) Z%tw)s
s (4.11) A((q)d. - D Al (o) A|(¢)og, D"

ia)oL
p =Dt J D'rA dla >4

.gdzie wskazniki cyfrowe zé przecihkiem oznaczajsa odpowiednio
pochodne wzgledem wspéirzednych 2 ! e S P
W rozwazanym przypadku jednorodneggﬁ p 2 réwndmiernego od~

N

ksztalcenia podstawowego, przyrosty niezmiennikéw zdefiniowa-
ne wzorami (3. 7) przyblerads postad (da =04,...,N)

3
4
Aoo-—agl § Mo"2§l OZZ‘ZXLM)L)
(4.12) [ - | i
I401=4;(u"“ﬁ4‘ J {Jﬂal'gx:(u'-m'-

I(> ;
J,'o.’ 22 A-._ Dt:'“ l-,»

L=q

3 a4 ¢ ek
'(“”_ Ak D o '("')_ 2 g
: Jdoz-zz‘z'i.»DtMVV")") 3«4-425'\1'.(“&1)*—”’:”-‘:" D.:H :
bt : o . (ﬂ "42 a’b,"'t DE™; W 5ty

Dla naszych obecnych celéw jest rzeczq bardziej korzystng:
wprowadzié powe oznaczenia na wielomiany wystepujace w rdéwna-
niach konstytutywnyeh (3.6) Jako ws;pélczjnniki przy przy;'ohs- ‘
tach niezmiennikéw okreélony;:h przez (4.12) i (4.13). Wprowa~

 dzimy nastepujgce oznaczenias k
(4.14) A q°c4m)+aa (,.,,,""ZL‘*Q;,. (m;,\,': 2a, ., )(u. 40, (wo) (u

+4a7(4oo) (u' ¥




e

o M A2 A4 524 «
= B~ g S i
(4 15) F ocqoo)i.f (4oo>x" 2(400)1" i 3(“0)(4& )cs (‘”)x" F‘ =

g 36
i ¢ ) ) o o : 7(1’0)
(4. 16) K ko(-uz) k’i(“l)x" kz (‘“2)x" 2
('f: O, .. >N) .

Yozostale wielomiany, a misnowicie: E3¢ . (:L [) EE

-) |
oraz (5§ . Fiﬁ? y mog8 byé zbudowane w sposib podobmy
) 2 R
do (4.14) oraz (4.15), natomiast wielomiany I(L - J: ‘
podobnie do (4.16). Oznaczymy réwnie:i przew

S0 i s o

e e MLJ- =L, + 20!, (i +(u‘}) oL (Ai+20) +2u (1 £ )((u +(uJ)+
ey -

ol (AT + X)) + 20l (A1 A Xc*»*a*ﬁ

N.( s 'ZS (AT+ A )+8 (ﬂ. +7\.")+2&,r((u )+ o
*28, A+ "4\5 Near ) 28 (A !4;4»1 1) *2"27(“ x")((u %)i

*Z*ZT(* A5 ) + 23 (LA + A >(Hv.+,u;) o
1<v <N | +219‘(K+ XQ lu’>

usfrhmyﬁsze wielomiany sg symetryczne wz

( 2= 23)

gledem wekainikow LJ

. KolZ)stajqc 2 wprowadzonych powyzej ozZnsczeti, rownania konwij

ﬂtyt'utywne (3

1
.Q) moZna zapisadé w ‘nestepujace] prostszej postacij
4 ':

6-—2Luw +zAZ PR Zx +2C21w i
: (u;ls)

llD Z(un nn+4E an{‘*n nn 2M""-D—t“,"'-’"°+



AR i |
4-20— | : ‘
2 D (o) | CO)ZQ_" D
+2F.L”Z"‘ “,,_“'ZG z nDt in T2 n Dt Wan *
*41:@2 ..Dt mn"'l’ng f"not ...;MK“’ZK,,, ».Dt ""+‘

vy YT+ o "H (G 7] i
ZZ NfL)gtm Z[ZF ; )é pEr+1Wan 26 Z - DT Y

=4

+2 H (")Z q’n, Dtﬂ-f n n.'*' 41 (”Z (u'n. t-fH l'g (vz }"‘ Dt”‘ '5"'

*"KMZ% n.Dt"'“ ] ('n=4)2,3) 5

Iy
G; "L»J(“" g +Mb)[Dt+2((u (“‘J)J( Wi T, )*
P D-r+4
ZN 5 DEm (Wi +w; ) >
L przy czym nie palezy sumowaé po indeksach i, natemiast sunatam
"aie c T W N Bl P oraz = ¥ 2,... ,N % zostale ‘
o&aaczone przez wlaéciwe znaki sumowania. Podobne zwiagzki bedn
| s&nszne dla materiaiu niaéciéliwego; nalezy wtedy odrzucid
: ~N4q
nz;ystkie czlony zawierajgce Z Wan g 2%,‘"‘ “,“_ X
e | : - &
-Qo(m,», G (m)){;n(m) orez dodaé czlon - pcS
~ Podstawiajac (4.18) i (4.6) do réwnad réwnowagi (2.28),

oraz uwzgledniajae przyrost:y przysépieszenia zsodne z (2.19), a
~ mianowicie |

g 2 .
(819 ‘U thwd’ Z'U’é*)d_ Bt W + O(E.) (eL=4,2 3)
otrzymamy uklad czgstkowych réwnan rozniczkowych rzadzgcych
malym dodatkowym ruchem nazoZonym na ruch pods‘t:awonw badanega
Prostopadioscianu.

Zaibimy dla prosto‘cy, Ze przemieszczenia W'4=u.('x.,'|j)t) ,
W, = (%< ,y t) W, w(oc it )=O 84 wylgcz_nie funkcda-

mi argumentéw wymienionych w nawiasach. Wéwezas po prostych



‘-21—, &

przeksztaiceniach réwnsnia réwnowagi i warunek hieéciéliwoéci

moga byé zapisane w nastepujgcej postaci:

PP g
A Bx,'- B Z’Bt"’ (Cr’aac. 1"33 °x ,o"at" gat ,
s, -
(%.20) , :
QJ?r > v\ 2P Fu W
E%gz Z@t"’ oy H, ax2)" 3y ‘et 435t 3
(DLL_P’31f
D2 ’EE, >
pray czym: A),_, )C‘!'). s ).O-)6 Cr ad 88 tylko funkc

wi czasu t , zas p' (::c.,wj ,t) oznacza przyrost ciénian&af
h;drostatycznego. W ogolnym przypadku wspélczynniki rbwnaﬂ
mogg byé dos¢ skomplikowanymi funkcaami czasu i rozwiazaaic L
zagadnienia, nawet dla wyspecyfikowanyech wiasnmosci makerialu,
lstaje sie praktycznie niemozliwe. v
Matematyczna teoria réwnan czgstkowych typu (4.20), jak - ;

2 sie wydaje, nie zostela dotychczas opracowana. Nawet ogﬁlna

. teoria réwned o znacznie prostszej postaci, na przytzad

(4.22) ’at —agf ! il 203 TEaf sty

9atot

istotnyeh dla efektiw drugiego rzedu w‘teorii:dynamiki,plynéu
nie zostala naleZycie rozwinigta /por. [7]/. Oczywiscie w 08~
tatnlm Przypadku czesto moZna rozdzielié zmienna i uzyskaé
pewne interesujgce rozwigzania, _

iozna jednakie zastosowaé inne podejscia, quteczne W dyg—
kusji zjewisks utraty statecznodei lub zjawiska wyboczenia,
/por. p. 5/ wykorzystujse konwekeyjny opis malego dodatkowego
ruchu wraz 2z poprzednimi zaloZenlami dotyczacymi quasi-staty~
czZnego charekteru ruchu. podstawowego. Nalezy przy tym pamietaé¢

ge koawekcyjne sktadowe wektors 1Z\~P episujq pewien 1nfinite-
ZL:SMQ,\.h,\j ruch wz%\.gdh\j edw\\ess,bvws o\o ?owo\.& ?omsz%qugo
: e e

T




-2 P
5 [=—==F! odksztalcajgcego sie ukladu wspdirzednych konwekeyj- ﬂ
aych. |
Wszystkie wspblczynniki funkcyjne pojawiajgce si¢ we wzo~ . |
rach (4.6) 1 .(4.18) zaleza 0d czasu t ¢ poprzez wielomian;y
od " A. bedace tekie liniowymi wyrazenim wigleden ;
LA const Przypuéén;y. Ze maly dodatkowy ruch jest wyni~
kiem pewnych zabnrzeﬁ dziala;iqcyeh nagle w dowolne;i chwili
t= t P oraz ze prz;yczyna wywoiujaca aaburzenia natych—-
niast znika. Jeéli najwyzszg potege AL (L=4,2 Wwe3)
w wyrazeniach (4.6) lub (4 18) aznaczymy przez liczbe cazko-
witq "m , to biorge pod uwage ze A= exp it |, mode-
my X7 () rozwinaé w szereg zbiefny w otoczeniu T = £ 3
. & misnowicie | ' |
; (#422)
’}\,(t) N (’c)[_/H-'m.(u -2+ 3 @(t ) 1

" :-Iilg'jystarcz'ajaco malych wartoseci (A.' bedacych' rzedu
‘O".‘(&) s MOZne zawsze znaleidé taki krétki lecz skorczony przew
dzial czasu T-%t , aseby uwazaé wszystkie czlony, za wy:}at-—
Mm pimszego po prawej stronie (4. 22), za wielkosci rzedaz |

(e. ) dla. t t =T . Prey tekin zalozeniu mozemy
napisaé o '

(4.23) B i AL (E) + O, &
AL (®) = N (B) + O(e?) |

Podstewiajac powyizsze zaleznoéei do wielomianébw bedacych wspol—
czynnikemi w réwnaniach komstytutywnych (#.6),(4.18), oraz
pomijajac cziony TZ¢du wyiszego niz & otrzymamy przybli-



Vzone réwnania konﬁtytutywne wazine w krétkin przedziale czaa&
wystepujacym bezposrednio po momencie ﬁziaiania zaburzeé. o
» ‘Mozna zaobserwowaé, ie dla fby-—» o rozwazaqy matar&ﬁi}
staje sie materialem niéliniowo spresystym oéksztalca;aeyn s&g@
“w sposéb statyczny”; wowczas uszysbkie nz&any przennozona p&f
M dazg do zera i pierwsza zaleznoéé (4. 23) staje sie naan;
w nileskonczonym przedzxale czasu. Gsiqgniemy takze analcsi&#n;
wynik, Jjesli material 1epkosprqzysty z zanikajacsy paniecia zéﬁ&
przebrzymany w ustalonynm stanie odkssztakcenia wystarczaﬁqﬁe-f

' go, azeby poprzedni proces odksztatcenia mégt byd calkowieig
zapomniany /DOT . [131/. » _ =
L Je8ly podstawowy stan ciada aeat Jjego stanem: natuxainymktj
aszyatkie N Y ooran ﬁ*»* 0, to wielomiany (4.1#) do 9
Q&.l?) cherakteryzujace wiasnosei materiaiu przybierajg sﬁakl ?ét
wartosei . Zamiast (4 17) otrzymamy np. ' L

(@a28)
p

LLJ=L=‘°L4+2°L2‘ M..-N =t "'2"*3“’2"“

| NZ=N_=p_+2 ‘“+25 ‘4' :"<N"'

L *"}3"' 3r e AR gl i
taxic zaleznosci (4,18) \193085054 si¢ do postaci

ﬁ"

ws) el ok > N 5 25 >+ i

w ktdre] oznaczylisémy

(i) S2A,+2B22C, | Tr=2F(e2GRe2HPy o
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Po uwzglednieniu (2.28) i (4.19), réwnania réwnowsgi dla

rozwaianego prosteba&lcécianu mozpna zatem :api_jeﬁé_w aastgpujch-a

postaci:
; N o
(427) 5 +ZN | s..{sw +
G = T Dt “’u e RO

-r«H

‘ ZT t’"“ nm.] thz " J=f';2,3,

gdzienwzglednibno smwauie po powtarzajacych sig wska#nikaeﬁ.
wykorz;ystn:]qc nctae;l@ ‘wektorows, otrzymamy inng réwnwaznq pos»»f_”
taé réwnai (4.27), a mianowioie

%

'rﬁ

(4.28) e AVC + ([__+ S) gmd, (cl.w- w) + Z Nr Dt?ﬂ Aw y -

¥+4 A ’ : S e

N+ T) Stm grod (divw) * S‘bD?W

‘)Bémnia powzsze mozpa uwazaé ga uvogdlnienie nnamah réwnaﬁ o
'&m g0 w klaaycznea teorii sprezystosci. Wspélezynniki tym i
i 'S charakteryzu;)a sprezyste wlasnoéoi materialu, pedczas |
--sdy wspékczynniki typu N.,. i T («- N) 84 zwiqzane

2z jego wiasnodciami lepkimi. Réwnania (4.26) sa ;formaln.ie tgodxw
2 véwnaniami dyskutowanymi np., w 128}, dla ik ar Latte 1epko~
spreZystych opisywanych ogélaymi liniowymi :vwnan;ami_ rézniczko~ g :
' Zalezéagci dyskutowane dotycheczas twérza podstawg dla dalssycm
badaxi zagadnien szczegélnych. Przykl&d@m taklego zagadnienia ;'featz
zagadnienie wyboczenia przedatawioae W dmgic;; cméci praay. B
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g 2 g é o ﬂi;ﬁ :

A 5,,__;3552_

Niniejsza oczeéd pracy etaaowi kontynnaeje pierua!ﬂé ij

"pracy, w ktore] rozwinieta qgélag teerie malego ruchu Aﬁlﬁi&
:na powolny i ustalany ruch p@dstewouy nieliniawego a&ta#ni
i_flﬁpkospresystege. Obeoﬁie zastoaujemy hiektére wyntkS{T"
fl;czgéai, zw&aszcza ta datyesaee ;ednorodnego i réinam;ﬁ
fksztazcenia lapkcayrekyatesc y@asﬁcpadleéciannﬁ‘ﬂﬁ sﬁléaa&

s véalssyth rozwazani ach wykorzystujamy knyterinn éwnnni
{gfﬂifaty statecﬁnoéci poczatkoue proste] éciskancé Qaieté:f’
L751¢saltzni¢ o4 tega czy rozaazana bexka Jest aienka asy.§§t3
zfiwbgnhni krytcrium utraty atatcpznoéci zastela saprcpau&xanbaméﬁf
 'w‘praox [25] dotyczqcaj wyboczenis pelzajqceso cienkiﬁh:Pﬁﬁléﬁ
.i;ma& dwéch szczegélnych postaciach prawa pelaania;_ Eéwniaﬁ
Gﬁﬂ {251; & ostetnio [26], poéwiccaja wzele unagi peréwnaa&wﬁu
. nikéw teonetycznych uzyskanych dla wyboczenia pelza;acagb w P&
{;cia o dynamlczne kryterium niestateczuoéci, 2 wynikami 66 tf°‘
k:itgalngmi oraz z wynikami prey inayah nieraz czystb iﬁﬁsaif‘””m
;;iryfariach. Inne metody, opraeowana gZéwnie dla wyboezenia i
.pelzajqoego wstepnie zakrzywionycb yrgtéw. mogq hyé reprefb’
,na m.in, przez prace 1271, [28}, gdzie rﬁwniaé qytuje sie ebsu
'literature przedmiotu, Zagadnienie wybeczenia grubego pr@t";

lfzysteso pray szezegbloym nieliniowym prawie flayczngm zustalﬁ
,rozwiazane ostatnio-w pra@y [29]




-26= .
thialibyémy zazaaczyé, ze obecna rozwaaania dotycza wquca~j
; nis;praypaekéw skoﬁczanyeh o&kszta&ceﬁ pedatqwawych oran 0361- |
| nych nieliniouych zwiankéw fizycznychy jednakze przejsécie do .‘;1

'1nfinitezymalq3¢h odksztalaeﬁ pcdstawcwyeh oraz liniowych zwianaf
 kéw fizycznych Jgst ealknwicie moaliwn, 3eéli pestepowaé bedzlo»f
ny w sposéb podobay do przeéstauionego AD. W prqcach [21] 1ub ﬁ
[71,120]. . <

6. PIWP_.@QS-&;@%@“EE&SE“SQ.EB&“ eéla&m..s&-g.a;,&maﬁg-e igwe
écimig.aiségéélixga-ml&;-lmgmm21&3.@1

~ Rozwazmy nieéciéliwy prestogaélaécian w ksztaléie belki écis—s
, kanej osiowo w. kierunku osi o w ten sposéb, e je; dlugoéév
QL dis = 0, zmienia sig na ' Q. wenwili biesgeed

©~ =t . Oznaczajac wspélczyuniki adksztalceaia A oraz
parametry predkosed i odpowiednio przez

et Ce T g
© _1) ?"4,"”\' »-2’2°A'3°V'f; CHTgk, _("Léff*s”~-(*)

\Lﬁeiamy'iykobzystaé wszystkie zalqznaéci kinemabyczne wyprowadzo~f
ae w Pe & do ﬁb&ﬁania mozliwaéci wyboczenia rozwazanej belki,

: Ra;barﬂziaa pwavéopodobne przypadki wyboczenia moga mied miej
‘sce w plaszézyznach . 1lub 1y w zalezmosdci od odpo-
- wiednich Waréw B Z-akiadéjw. ze 2h < b
Tozwaimy przypadak malego dedatkowesg ruchu w plaszczyinie X2,

e nzgnﬂwieie

©.2) : W, = LW (sc :z.'b) w o, w w*(ec:z.t)

‘WprOQadzamy nast@pujqce wyrazenia:



iy

&) ' | B LR

' 4 , R

Ry=Ly+8yLy+2BAS +2C A  + 4D, &5 +4Ex3(uj+
28 s s,

Q-(o) ,5.'.5 M;+2G? Ki- o H(?l} wal’s < ) 1—4 g e ’ "‘_,.l_

(o) 25
K, (“.I )
Q—('r) N('r) 5 N(-r) G(e) ,'\ 2 H(»ﬁ. 4 (q)‘uj 5 43 (»1-, y.,
| (*:4)2).>,.>N> v +4K(*> ”{t

J

R =L+ M (M- o) |

~ Oznaczajyce nbwe wiclomiany od - A ,1 s Cotar 3 pmgy ca;m
bi = J15 X8, 81 23 Jbez Shmewanis Po powtarzaaqeyeh sig
wskaznikach/. Wielomiany L,g 4 M.,J S N("'> . BL ,E
oreg G(:), .o K(” zoslely zde:tiniewane W Pe l&. k

na uwadze zalezmosci (2.3) otrzymamy na&bepujgce zaleZn.eéﬁ& a;m
prz:ymstéw tensura naprezenia: '

' D wbd
6‘2 E« ZQ'::Dt?HU- Z o W' ""

T S ey
| (6;45 o * (B, “Rgw, M gi“fg
RS SR
 . +BoRu M B,
6‘: =R43 u}§+ w“. > 430t(u +w‘) +Z @ gt"ﬂ

6'; 7 R31 (LL) .M) * Dt( w;.‘)“' 2 (")D (u, +W‘ Y

o 31 Dt"*‘



e SRS e
B2:-6%-5ll-B% -0,

gdzie 19 oznacza odpowlednl przyrost cisnlenia hydrosta-

tycznego,
Uwzgledniajac p. 2 - wzory (2.28),(2.30), oraz p. 4. - widr

(& 19) rownania réwnowagi dla przyrostow i warunek niesc1é11w0é~-

¢i moZna zapisaé w posta01

\4

6}, +62 +&hw

: e Du
(6+5) i S th “¢4Dt

2

13 14 .” A o w
63,3+63,4 64 w3 A Dtz 2(“3Dt)

Podstawiajac (6.4) do (6.5) otrzymamy nastepujacy ukiad dzqstko-
wych réwnai rézniczkowych:

3 ('r) D’f*H »
F?M o Y B (P 2 )“{»43+ R 33 ,2,0 m DEH Hon F

N

o ' | = D™ wﬁm pu
6.8 Z Q. b Dt Wos ZN = DE™ gt Pu g(ot"zf‘.ot)
(6.6) | 5

=0

' n B
Bw 9‘33+P 6‘) +R,31w’ +ZQ’ Gk

33 Dt‘f‘H

+Z Qw ot Yo ZN( = 'Pas g(ot,-eﬁbt ‘

oo D™ J«

o T S o S



Bgdziemy posznkmaé rozuiasaua mzsmgo ukladu

f wysta:eczaa&co krétkieg@ lecz skaﬁcmaego mmzm 'ezasiz
L@t =T y PrZYy czym t : omwza ehvue @z

o&ponada;}aca, pojewieniu ‘sie éepuszczalnareh zamzen. Panaﬁte,
:« ,beége zaintemsowmi wychsnio w z&saﬂnieﬁm vyboezeam, ﬁasa‘::‘;
é.zimr do wnioaku. Ze pole éﬁ&atkowmh przemiea%acn u.. i W’ ’if"-;i‘
% .tmsi spelniaé nastcpﬁaace seomtxyezae i mezq‘ck.ewe wmnk&t B
a{ przmeazczenia. u.(,x. z ’:« t) :i w(ac. =z ‘b "».)

,sa adpoviadaio nieparzystq i parzys't:a :fuakeéa and z
& miancticia ; : ? i e 2

(72, B) st ), w2 bRy, n b

b/ yrsemieszczenia o i w- mﬂm mieraé atti
‘ catkawanza zalezne e& warunkéﬁ pecaatkowynh nazczoaych np*
;,,,-~;\ifﬂjaj pochodna czaaowe W chwili t t :

‘pla rczwaZanego z&gadﬂiaﬂia mamy rémi&% nastgmma v‘
; %"bmmeg | e o3 ' ,

.1{ powierzchnie 2z =¥ h sa swabadm od doda’bkmcb napre
%66 styczayeh 4 nemloar@h, & wiee zgoaaie 2 (2.29)

8 Glan (lub“ *"°) c\m W’r

omz je&no Zz dwéch: albe

e powierzchzue X =0,0 nie moga mesmaé sie w :
T g R T jednoczednie swobndmrmi od mpr
at',ycznycn, t» :




‘albo teé :
C/ powierzchnie =505C1, nie moga‘przesuwaé si¢ w kierun~
¢ ku osi } & , bedge ,jednoczéénie sﬁobodmfmi- od dodatko-
wych napreZeri normalnych, tj.
. (6.11) s 6‘:; (@) i Sl otLwiD I |
‘Dwie ostatnie mozliwoéci /B i C/ zostaly zilustrowane na
xys,'l"'i P P:E*z.ypade‘k dodatkowych }prz‘amie'szqzeﬁ symetrycznych
wzgledem plaszezjzn:y 'am.:s moze byé trakvto,wany w podobny
spaséb; jakkolwiek'ﬁaki Przypadek nie Jjest zwiqiany ze zjawis~
kiem wyboczenia, a raczej ‘z loka]_-.na_utrat‘a statecznoded.
o uatotenin, e funke,jo | « ¥ o & funko;]ami
o analityczmi, rozwi&mnie ukladn (6.6). wazne dla malego
,ekeﬁezonege prmdzialu czesu t<t < T , moze byd praed-

stawione w poetaci szeregéw tr;,gonometrycznyth g st

w&*} otwn(t-$)
cos 'Zg“’ ’

4 ' u.(ac. 2.t- t) ?{-(z)«{
(612) |

°°5'6&°°} ot w, (& -1)

7 si.n.'gmac.

J

sin B¢ 2

('x. z t- t) Zh (z){c-%‘zsu }ei.w“(t-{",)

gdzie } 'f\. oznacza nieznikajacqg liczbe naturalng, zasé géme' 1 -
dolne wyraz.enia W nawiasaeh dotycza odpuwlednle omawianych powy~
: 363 przypadkéw Bl Bk






o R

l'odstawia;)qc powyzsze wyrazenia do warunkéw brzegowych (6.10)

(6. 11) oraz uwzgledniajgc (6.4), mozemy uzyskaé toZsamoSciowe
spetnienie warunkéw B i C, jeéli :

7

wwz.g_n | (n=4,g>3,. : oo)

(6913)

. Podstawiajac (6.12) do réwneh réwnowagi (6.6) otrzymamy réwnied

< ] = :
SR 2 e MJ Tp.9 [Rr B+
Z Of X )'"“] { R+ ;} N wy e 5 b =

=0
= —g{,n(w:_‘_.z(‘*‘i@n)‘) ol

3[R i@:’c» oF ]2 0 (R~ 61

h. o= ° .
&6014) A
' : ~ I Y ‘rH
: +.§,Q'31( “n) : ?Si%n[Rs#; Nu (L0,) h
gy %n(w;"z(“'siwn) o
i'zs'nfn +%fn.—. ; { )' .—.f—.z( ) : i {

przy caym gérne x dolne znaki odpomadajq gérnym i dolnym wyraw j

S

Zeniom w aawiasach w (6 12), za8 kreski -nad symbolami wielomia- 1}

: (&) — r i

adéw F?_J . Q..j- ; RLJ 5 N - przypeminyaja, Ze wielo-_ “
miany te zostaly obliczone w chwili s :
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Obecnie, wyraiajac funkcje {;_ i LLn_ w zzleinosci

0d ; %’ i jej pochodanych, moZemy napisacd
n

—

s, [a B8+ (A5 A0 ™

o
(w +2(u4v.w,,_)]a '_Z;‘[R“ & 43(Lcou)]

1
 Podstawiajgc powyﬁsze zalesnosci do drugiego réwnania (6.14) 1
S
, otrzymamy jedno zWycza;jne réwnanie réznic zkowe .na funkcje g, ) ;

& misnowicie
% : 1% e u 4
6416 o @ wid g O
( ) g’n : E'n. n'%n, 'Un. "'%n. 2
. gdzie ozmeczylifmy

‘,c '=,-1—[f§4+‘:—§3 E,D:.' E*’Z(Q“ Q(-n A ";:))(m;'s

nolo =0

Sor R N e

}ozostale warunki brzegowe (6.8) i (6.9), vo wwzglednieniu (6.12)/
1 (6.15),przybiera;ja nast@puach postac: |




(6.18) g *2 8. =0 dibs’ e gk 0

S R + 2N, 711g + [B+B-B-B+

3 1

@G- @.‘;;xcwn e (Rl 2 i)
T=0 n

e

=4 s - ¥ 3
+Ry~ 6, +M31me]gm— O,
lub

(6°20) & _5 en%‘u [2 encn_+§31-6: * ﬂa ':wn] %ln: O dla z:iﬁ.

1

W ten sposdb zegadnienie zostalo sprowadzone do ’zagadnienia
"na wartosci wiasne dla rdwnania (6.16) z odpowiednimi warunkami
'brzagowymi (6.18) i (6.20). Dalsze rozwiazanie tego zagadnienia

zz2leZy od pierwiastkéw réwnania charakterystyczaego dla (6.16)
* ktére posiada albo cztery rézne pierwiastki albo tez dwa pler—
“'wiastki podwé;jne. Rozwazymy obydwa przypadki osobno. i

6.1, Cztery rézne pierw:.ast]_g. c. i d, ‘
Jesli c, :I: - pierwiastki réwnanza eharaktemahycznesa

dls (6.16) moga byé zepisane w postaci :
6.1.1
fek) 3 i o +Vc,.,_-d. )
Ton = - O (Ch. dcz )
i rozwia,zanie ogélne réwnania (6 16) Jest okreslone przez

»(6._1_.2) %(z) C mz_’_ C }, % Cme%z"' Cﬁe-r,,,',_.z,

gdzie | Cm - state calkawania. Wamnki geomatryczne (647)
_ 84 révmuwazne zalezméciom
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S L=ty giwegE)
zatem otrzymamy ostateczhie.
(6.;.4) | 9 (o = D chrxs Dz chw oz |

oraz

_(6.1;5) fn(.z.)= ‘-i--'-‘—(q ¥ s\'ijm:, +D v sh z.) :

2n 2n 2n

h ()= ~ [ a P 6 + Z (Q_‘" Q"’) ( T

Podstawiajge powyisze wyniki do warunkdw brzegowych w postaci
(6:18) i (6.20) otrzymemy nastepujacy ukiad dwéch jednorodaych

réwnat algebraicznych z aiewiadomymi @ 1 % Dm_ !

D,.(%+ 5% )chr h + Dm<-,;+ zsi)ck'van’n -0,
(6+16)



e | ‘
Nietrywialne rozwigzanie ukladu (6.,1.6) istnieje wtedy i tylke '
wtedy, jesli odpowiedni wyznaczmik charskterystyczoy réwns sig |

zeru., Ogznaczajac 4

: (6.1-7) n.(a' #L ; n') 2(:,‘_ m(ﬁ.m-éz + M31('..‘fon) )

dochodzimy do réwnania wiekowegc;w fosta@i
(6+1.8) (x Tt B )chr h 4{1\_,,;(2;,&“ W,)~ 3, ] sh-v-h
( n"ﬁ“n)‘fh"".{"i-' [An('x;-,ﬁ,w.;)' ]'r shr, k

Otrzymaliémy w ten aposéb wérunekvistniania matego dodatko- '
wego ruchu speiniajacego waruaki brzegewe A, B lub Cs Odpowiodw;

nie wartosci czestoéci w,, zgleza zaréwno od wymlarén CL g*
'h, belki, Jak 1 od parametréw procesu oﬁhsztalcenia ﬂ, i (u., J
wchoﬁsacych do wielomiandw charakteryquQayeh wlasnnéci materiaxn”
Mejac wyapecyfikowana postaé funkcji materialouych mozaa prébowqé
oeblicgzyé odpowiednie czestosed

W, W 8poséd numeryczny,
Jakkolwiek w ogdlnym przypadku, Gl SQ liczbami zespolonymng
i takie obliczenia mogs okazad sie handzo skomplikowane. | pew« 52
aych szczegolnych przypadkach odksztaicen orag dla .pewnych __'{
szczegllnych typéw utraty statecznoéei, wszystkic petrzebne Gbl&wf
czenlia numeryczne upraszczajg 81e w spnséb istetay /p#r. Pe B/.5{§




6+2. Dwa pierwiastki pcdwéjn.e e Al

o s e s . i e i, W B o < g e U pomtare oy Wt e e s S e Mo s e

W szczegblaym przypadky, a‘eéli c,,b = d. - pierwiasm

réwnaniz charskterystycznego dls (6.16) moZaa przedstawié w
postaci :

ey Y= | - % V“l :

Pierwiastki te sa liczbami rzeczywiatymi, ,}eéli C o 0

.Q
ll

i liczbami urojonymi, :jaéli o < 0 % Osélne rozwi&sania mﬁw
pia (6.16), & misnowicie

E22) g2 (Gt Cu)ES e Coe™

po uwzglgdnieniu waruakéw (6. 1.5), preydiera ostatecznie mt aé

(52:3) sk
%n.(z) 7 anh*ﬁ:' g Dzn:b_ éh'""‘" %

$tad

| f(d‘) $“—'[Dm-n.""mﬁ“‘-"'-‘Z— ‘*‘D (&h -‘L+—‘r :z.ch'r )]
(6+2.4) , b e

h@)=-[5 -5 -8 é(@f;” : @f:)(awu)"M# i

U' < 5 [me-n .sh.'r ¥+ D (3'1' shr e+, :Lc"\. -'&)]

Podstawiajac powyzsze wyniki do warunkéw "bnzeapwyoh (6 18) :.L



- mBge

4,\,("" + 3, )Ch-"' h + D [("' ""ZS‘,\)hsh'rh + 2 c.h'r"k] O

g T e 2
(2 [2ont ER-E1+Fyin )= RID, mshms +
2
{[2(:“_1- en( R31 6 Lw“_) '3%11 sh 'r;}\. *

Hloont & (Ry 61+ Myiao,) - 32 ThmenrnhlD) =0,

W tym przypadku rdéwnanie wiekowe Iprzybikera postaé

( ’1",31— F)chrh

(8.2+6) | | L
(r2+ 5 hsh wh + 2vchmh

[A (5\.,(4.an) ? ]‘r shvh
[A ( L, W) - -3 B ]‘*‘-"’ 2,_+l}1 a: ,u.b,w ]hrchrnh

'Poiszaz:y warunek musi byé wykonystam'zamiast (6 1‘ 8), jeél.i.
ek poniews® w tym estatnin przypadku rozuiauaain (6.1;4;)‘
1(6 1.5) epelnia:jq (6.1, 8) tozsanoéciowe.

e e B s A e e

.Ifz.ﬁxpsggk h/a->0

W ogblno$ci pierwiastki réwnania"charaktex‘ystycznego zdufi-mif
wane. ptzez (6.1, 1) sg zespolonymi fumkejemi A . i (U-o . ?;,;

. Azeby uxuknété trudnaéci rachunkowych, jakie mega pojawic 319 :

przy bezposminim stosowaniu wax*un.ku (6.1.8) Wypmwadzimy-

*



mAGl e e

alternstywna, bardziej dogodng do obliczer numerycznyeh, postaé
- rownania wiekowega w 8posdb p,.oddbm do zastosowanego w Pl‘ady'[

w inpnej postaci

(6.3.1)

-t
u

=% (c: + L\/d, -c‘) =ol + \.}5“_ 3
S (C i ‘-m =0, = \'Pn. >

“
I

# %

Imot,=Imp =0

 Funkcje (6.1.4) mo#na przedstewi w nastepujacej postaci o

(ﬁ.}.}) %n(z) o mc’h ol 2 cosP,2 + Eg,fh-"‘uz simjanz,: g

gdzie E o i E on S8 powymi stalymi calke_w_.ani;_z “°m1
oznaczeniami . o td

| (6‘3.“) bt 2 L | ? iy
u‘\:d'?\-- Pﬂ.fau b 13=OL¢(°LV\.~3P'\~>6\\;AQ.) ,

»5(_2= 2°L“P“- = z;" =: 53“(3;1:; )5: - ZS';A,\)

% : ;; ;_‘{

warunki brzeg,owe (6 18) & (6.20) prowadza do adpomedniege
- ukiadu réwnaﬁ na stale E‘n' y R ,Ea,.,_ ' o 8 miaaowie‘ie '




.

(x,chet h cosP b -~ shot b b'wu%,ﬁn.) Sy

+ (uac,h&nk c.osjas,}\. + 2, shol h sgngsuh)Eh =0

(6.5.5)
(mash.d, k cosp,}\. ‘z(.,‘c\\.ol. n staf i )E e

* (‘zx gt h cosP“k + asc'hol.nks'»n%\k) Ez\\, =
8tad réwnanie wiekowe przybiera postaé

(639 [2en*tda+ Ve, ~(=VEDA, ] +

P2+ VT @I, ] 5o o o

Pnsh 20, h

Powyiszy warunek jest calkowicie réwmowany warunkowi (641,8)
4 moze by¢ stosowany do obliczania wartosel = w, . Jego pos- -
‘taé. jest réﬁnieﬁ dogodna do rozwaz'enia prazypadku graﬁicznegc. ‘" }
w ktoérym stosunék h./CL = 3 ©znacza to, %Ze :cozwazana bel-
" ka, albo staje sie nleskonczenie diugim pretem /dla h = const
& = const  /, elbo tes ;eg grubosé da.Zy do zera /fdla skofic zo~
‘nych wartosed b=const 1 a=const /. Latwe zauwazyé,
Ze

Oln sLn,2$E>“_2’\- % d,,,_sw.(?'ﬂ'b A./CL))
37 Tplhaak 6 sh(eMa,hb)

<1



i v

dla wsgystkich dbda’cnich rzeczywist;ych Ok » 53,\_' & dg-
: tac do jednosei gdy ‘A /o. dazy do zers. W tym ostatnim |
przypadku, uwzgledniaaqc (6.1.7), mozemy uprosci¢ (6.3.,6) do
‘ postaci

(6‘5’8) i dn-yl" "4é'n(§3(‘6: +p‘31“‘°h> =0

1ub tez do postaci réwnowa:hnej

"
o

{6 3‘9) ZNQ’)(LQ) e (w -|-2<t‘lx4\.u.)‘,")+6A

=4

:bei.i“&.f.éej Javmym réwhaniem algebreiczoym, anis Lol i
P LQ),,, . Najmie;)sza prey tym wartoéc krytyczna 6—4 e i
wiada wn’ przy ‘n, i V
thielibxéw mdkreéuég e w mzwazmm 5363‘3““““ m‘c-"

. szﬁa&i zalezméci wyprowadzonych w pierwsze;} czesci ninieaszog.._,‘;fs

‘\W&Gy. Qtrzymamy wéwczas dwa réwnania réwnowagi 0 strukturm e
thea M piemgsyeh dwoch réwnan (606), Béwniez w'bedy poszu-
"53‘, mggﬁ_qam& na przemieszczenia u’., i W w klasi&;-‘

"' tnnka;i analltyeznyoh, Jakkolwiek dalsze przaksztalcenia i zalﬁ
| "’ﬁaée‘l beds nasil:;y bardzie;; skompdikowsny charakter.

Z»Euﬁstsggsgée-ww; ~Ziaw 1§1.s.. _¥yboczemia

IatnieJa barézo obszerna li’ceratura po&w:!.ecena badaniu stat;eean
"}'mﬁei standw rownowagi osrodka cl&gkego, w zwlaszcza literama
'detyezqca ukladév liniowo i nieliniowo sprqﬁystych. Oprécz prae
| w:mienionych na wstepie do nin.iejazej czesel, zacytujemy mein,

[52] [33] [34], {55] [ 36] [37]s Obszerny pruegiea stosowanyeﬁ

”




3;;{'mgtod oraz krytyke pewaych meteﬁ-epartych na zliaearyzowanyﬁh

-{;rdwnaniach éla infiaitezymplnych odkaztalcen naiozonycb na . staa
  $réwaowag1, mozne znalefé w pracach [38] 4 [5ﬁ] Ten tes zosﬁala;
zacytowana bardziej Wyczerpujaca literatura przedmiotu. %

e ogélnym przypadku materialéw niespre&ystych lut vkiadow- ai}
zacbowawczych, tylko metoda dynamiczna . metods badsuia réﬁv :

. nah matego ruchu zaburzonego ukiadu, jest podstawowa. i wystar=
' Lﬁ czaaaco voprawna /por. [37] [291. [22) /. Zgodnie z definicjy 4
statecznoéci ruchu podanq przez A:M, Lapunewa.[@O], jaklkokwiek;

"5‘ ruch podstawowy Jest uwazany za statecaay, aesli W dodatkowyeh :

. kinematyoznie dopuszezeloym ruchu wywolapym dowolaymi zabﬁrz&&l

nismi amplitudy dodatkowych praenieszczen i_prgdkoéci sq zawazq;
i?bardzo male, Jedli same zasburzenia S5 wystarczaaace mate, Iamywt

mi. szowy, dla u&laﬂn StdteCZﬂegO maZe zaburzenia - PrIyCLyny -

nie moga spowodowad duzych skutkéw /por. np. [38] 1 [la]l.ﬂ.

aéf;Oéﬁywiécie "miary“ poczgtkowyel zaburzeﬁ palesy akreélaé wyst#n;
;0233464 precyzyjnie.- Eazna braé pod uwagg zaréwno poczatkawe
g@zemieszczenla, prgdkoéci zmiany ebci&zenia, jak 1 amiany i
anergii odksztalcenla 1lub inne funke3oaaly. nazwiaiecie pewny&kéi

_\ukladow dyskrebaych do ukladbw ciqglych zosta&n przedstawione
:;,w pracach [41], L42]. '

W ninlejszeg pracy, zgodale sressztg g poprzednzmi rozwaﬁanza~;

'mi, ograniczymw si¢ do badania przypadiu nleateteszneéci 8 s&nﬁi

;aie malym” - opartym na zlanearyzowanych rownaniach ruchu waé»

jnyeh dla inixnlteaymalaych ruchéw nalozonych na powoluy ¥ us%aia&

aq ruch podstawowy. Jeéli zachowanie sie oércdka w zakresie

pczakrytycznym aie jest gloéwayn celem badan, ta?ie podejéeae

__rlgdsje sie calkowicie uzasadnlene, przynadmniej dla

takigh}zgﬁﬁ;;




a3

~ JednakZe nale2y pamiectaé, Ze czasaml zlineeryzowana taoriaﬂJ,ﬁ
"ztatecznoéci moze sie okazaé niewystarczajsca do adbadaaia  “
‘ pozakry tyczaych postaci maiego dodatkowego ruchu. AzZeby z&pﬂn&
nié¢ jej taznoéé-réwniez w tym zekresie, naleiy wykaéaé‘ ‘e ma-
iy dodatkowy ruch pozostaje wystarczajgco maly w miﬁre up&yiu
_czasu /por. (321, (40]/. ,
.Ogélnle moZemy unazadé ruch podstawowi za‘btéteczny. Jjesli
’amplitudy dodatkowego ruchu albo znikaja w mlare upliywu czaau,
~a1bo tez pozostaua mate zamiehiajgce sie okresowo. Padstawowy
 ruch b@dzie plestateczny, jesli istnieje conajmniej jedno 511¢ f%
r-nearyzouane rotwigzanie, pray ktérym amplitudy wzrastajq nie-
’.ognaniczenie 2 upkywem czasu. e
w pwaypadku belki /preta/ Sciskepej w sposéb prosty, poczat-
.kawe wartoéci dodatkowych przemieszcgzer lub predkoéai powstaaa,f
albn na skutek malyeh zaburzen w silach powierzchniowyeh, albo
& te$ z powodu malych “niedoskonaloscz" w fizyczne] strukturze1
2:maber1alu. W obydwu przypadkach uklad jest bardzc czuly ne
- wszystkie zaburzenia naruszajgce roéownomiernosé i Jedneradlaéé
fruchu podstawoﬁego, co w konsekwenc ji prowadzi do dodatknwych
etaktéw zginania. Jedli amplitudy nieskoficzenie matych przemie
czen wywolanych ‘nieskoriczenie malymi zaburzeniami wykazujq ﬁuue
dencde do wzrast;ania, nawet w wystarczajgco 'krétkim lecz skofi=
< czoaym przedziale czasu, to zjawisko praktycznea utraty stateeam
_nnéci staje sie nadbardzieg prawdopodobne, Odpowiedni warunak.
’ . proy ktérym smplitudy wzrastaja moze byé uwaZany za "wystarczaﬁf
_Jﬂbe kryterium nieétateczhoéci"l/.

e Fodobne podejécie do definicji niestateczndéci‘wystepuiﬁa&jﬁ;f
gfbardzo krétkim okresie\ézasu zostalo‘zastosovéneAw pn@mYIEﬁgf

#



Zatem wykorazystanie r;zwiqzaxi hzjékénjch dla przemieszczen
w przedziale t< t <T w mysl rozwavzaﬁ P« 4, moze byé ;
uzyteczne do badania niesta’ceczzwsci ruchu poaatawowegc : ¢ wypm
wadzenia pewnych wystarczaaqcych kryteriow. Jedaakﬁe taka mewu
nie zawsze bgdzie wystarczajaca do wykazama statecznosei- rucmx
pods’cawovego. Fo pierwsze jest rzecza cczywista, Ze czlony
rzgdu O (€®) , rominigte w rozwazanym przez nas przedeziale
czasu, moga staé sie t:zlonami rzgdu O (€)  1ub nawet O(‘l) ‘
dla dlutszych przedz.ialow czasu naruszajqc pocz&‘ckmo stateczny
charaktel ruchu. rrzeciwnie, utrata statecznodci spwodowana j
czionami rzedu O(e) o mzwazénym kro’ckim przedziale czesuif
nie zaleﬁy od czlonbw rzedu O(e‘) u Fo d:mgie, mose sie
W tekze zdarzyé, se czlony rzedu O("zz) s odrzucone we tszyst*-“-;f;
kich zlinearyzcwauych zaleanoéciacn /por.;). g ! 3/ ' sta;;a aig
istotaymi w dalsz_vch stadiach malego ruchu bede;cego koasekwemaai
.zaburzeﬁ w silach masowych ilub pow;erzchniewych /por.: [_5‘3/ :

Oczywiscie, CZlGﬂi‘Y te 84 nieistotne dla pewnega stanu kxytyczne—-‘jf
go zaleénego 0d cziondw rzedu O(’Q) '

¢

a. Stac;}onarny i oscylacyany typ utraty stateczncécz e \

e e e B e s o e e e a—“pung--.--—‘“

W zagadnieniach, w ktérych dla ogranmzeneso przedzialu czaau
| korzystamy 2z harmonicznych roz\nazaxﬁ dla malego dodatkowego ‘
ruchu, otrzymujemy z reguly warunki istnienia takiego ruahu u |
postaclach podobnych do /6.1.8/ lub /6.2.6/. Pozwala,ja one '

okreélié odpawiednie czes’coéci w,,. » ktére. Jek juz popmﬁ'; r
nio podkreélaliém, w ogblnym przypadku sq wielkosSciami z.espelc»
oymi zalezn:mi od parametroéw charakteryzuaacych proces podstauowxn
Utrata statecznodci moze nastqpié ;jeéli dla pewnych wartesci |

tych parametréw ' Yl e G ' g




(841)

Im w, < O ('n._='4,2:,3...:) .

‘-

W _zelesnodci od tego, jeka wartoss px»z;y-biera Re wm .
gdyﬂ : Imw"_ przec/hodzi przez zero do wammécl u;’gw-
nych, mozliwe 84 dwa t;ypy utraty stateczméci. Dla Rewi’; Q

me. miejsce stacjonarny typ niestateczaosci wéwczas ampli‘,_“ﬁf 3
dodatkowych przemieszezeﬁ uraateaq wyklaéniczc, dla Reu}
N q& O : : observm;}em.y oscylacy jny . ‘a;vp ‘niestams»‘_
PI'Z.V ktorym ampll'bud,y wazrastajg pozestajgc quasi-omaomi-a
funkc;jami ozasu /por. [5‘7] [38] ft}ﬁ’»]/. Tctez stan Imc.o ‘
P lab W szczegolnoéci w =0 nmza 'ayé uwazany 28 &t&b
5 tyezny, w k‘torym ruoh podstawowy ‘staje aig nias‘ba‘bggzny e M

mﬁliwe péﬁ’t;aci utrat‘y statecznosei wystgpuja aalkﬁwicieff”’\
l-,“leénie;ani stacdonarny t¥Ds ani tes oscylaeyans' typ nie __f
o nilf.’bw«é uprzzywileaowane a pmeri ‘I'ylko dla nioktérycb sac’u@é loyoh
aé:eo&kéw poddanych szczegéla;ym stanom c&ksztaleoma, 'wau
yiweh typéw utraty statecsavdel moze calkewiﬁie nie ¢

- mie jsca. Tzw. "zaaada zamiaay statccznoéei” /the primty&.
""‘{axehange of stzahuz.tiea - per [45}/ zoatqla naqsadniéga na
| immie pewnych aagadnieﬁ hydrod;mamiki b ¥ tue mze byé s
W agblnwm przypaaku Jednakze, dla b»ardm makych warené’ ;
‘ ’~‘-’-kosci charaktez;yzujqcych mmh podatawovy, ra&waﬁawj{w :miai Je
| .-"’ipf&ey material staje sie bargua bliski mmmzm _, ¥
v, dla ktérego tylko stac,jaa:arny /etatyaznyy WP !1
: »jest mozliwy, ¢ ile uklad sest konsematynﬂ;r "w e&l‘
[3‘2] [58]/ « Wowezas w: 88 msze liczbmiﬁﬁm' 1
a nies'bateczaoéc poaawia sie e;d,v w ' przoebgm B\
aich do ujennyeh wartosci. ! LR

Igedme z naszymi poprzqmm uwagm, ww& ista: ey




~45-
niestetecznosci typu stacjonarnego, a misnowicie

(8.2) g Lol b (né4,2,3;"_‘> :

jest "wysﬁarczajacym kryterium niestatecznosci”. W tym przypad-
ku zalezmosel (6.17) i (6.1.1) upraszezaja si¢ istotnie 2 x:ao;.'j_i :
ich niezaleimosdci od czestosei W, . Otraymamy wowczas

: '.(3',3) oA e e T e
cC.=—(P+P-P-P iR e s

e "2 R“s( g 3‘5 An 34) 3 i S R‘S L'43 g 3M43(u. e
pray ezym AL zostalo sdefiniowane przez (6.1), oraz

’6“2 o & T

(B4 F - "::.""" i i = i o o s

v_(‘ ) Tin,en “{2(84-'":3 Fa Eq) ik

EB-B-BRARTY

. Zatem warunek (6.1.8) 1lub (6.2.6) moZe by¢ traktowany :jako
| réwnenie, z ktérego okresla sie w sposéb numeryczny albo ’)Lk,
& przy zadan.ych M i *’\-/Ou s+ albo 'cez M przy zadamh[
e A i Q\,/Q, y 0 ile fumkeje materialowe sg wystarczajaco
Zf\pnc. 4
"W‘iele materiatow jak materialy niel»iniowd spreiyste, cieez‘e“
»;_-J-aielizuow lepkie, klasyczne ciecze newtonowskie, materialy i
- Inoney 8, neohoo~kean i-tp., 83 szczegélnymi przypadkami osmm
*rwzwa?,anego w ninlejsze] pracy.. |
: Oscylacyjny typ utraty statecznosei przy Im W, =O |
A-;}eat znacznie trudniejszy do bezposrédnie] anal:.zy. choclaz ob&;j—-'

fm;}e t;yp poprzedni Jako przypadek szczegélny. Przeplsuaqc Lo,\; :



wﬁostacl # E * uvzw S gV vty gdzﬁ.e “
1 11~' an. 8§ wyigeznie liczbanml raeczywistymi, mszemy rogﬁa'“
1ié lewe strcny zaleznosei (6,1.8) lub (6 2.6) aénowiédnm

h cz..eéci raeczywiste i urojone, & nastepaie podsuawia;;&e
»vz =Imw,=0 wyprowadzié odpowie&nie waz'mtki rakt
znjaee mozliwosé wystepowania osaylacy;nego typu wt:r&ty sﬁak
_nosci. Oczywiscle, mo:%.e sie zdarzyé e dle pewnyeﬁ natex‘i: i

» Pﬂﬁeaécla, w ogélm‘m prz'ypadku, meadzi do stq" ko

; wan;ych zaleznoéci, k‘bére Zami%zesw W Dadatku B.

Im wm Sy

,}qc niastatewnoéé ‘belek lu*b pxgtow e auze,j mmgby;;
W szcz%éim przsrpad;ku dyskutowanym na &aic":""“

fta. aa h/a., = O, moina stasowaé

,_ '}.iwy mawet dla

64 =0 % t;} a«uev u iat&nif& niea’&%%

' i&ﬂﬂﬁ.se&!i% aln9 é&g smukkx&&.ﬂmé b
o Graniczny prz;ypadek, w ktorym stQSuaek '9'\./ O.. .. :
zssfsal oméwiony W D. 6.3. Iﬁ‘éwczas warunek aatmnia r‘otw‘i&t.; la
(6.3 6) réwnowazny warunkowi (6.1.8) sta;}a s:ig Mnmm alge
. dczeym ze- zmieany wn ‘ 'ktéﬁes@-wmzﬁ Qﬁf’&l‘lié: /zesgalé e
z;y.-wisté lub uro;;one/ ZBWSZE iatniege& Podabae uyaiki m&%
‘mac. rozwi.]aaqc bezposrednio funkeés hiparbelicape w;ystf‘
 #(6.148) ne szeregi Taylora wzgledeax h/a. . Ry
(6‘1.1) i (8413) orap oznaaaajge 2% o

('9‘1) s e .:sn-% E'nR‘




i ,zawieraaq natcmiast czestosei drgan w s desli

w4

g

otrzymamr

(G-2) shwh ;‘"ka’[l‘\' g_!“zR (k) rine R" J*"']"
R s R, iy (% ', A Ri.\nf" §)~+ 3

i podobae wyrazenia dla vm.f. Womysl (6.2.1) 1 (6.17)

| péraniet‘ry Rj‘ 1 Re-m 85 ddesetoing aa wyniarow belki,

6 | Ef|s<t | uw%' (F}=<1

T\tm bierzemy pod uWage tylko pierwsze cziony  po prawych stro-
» nag:h (9.2) Mozna tego dokonaé przy bardz-o maiych lecz skonczo-
"?"twch ﬁarteéciadh stosunku h/o » dla jednoczesdnie znsk;x.ch '
: _ czestoéci W i dla meslych liczb péi-fal ;,o,jamagqcych

';sie wz&luz 08l belki /por, mp. [44)/. Ostatnie zalozenie Jjest

: fréwnowame malym wartosc:.am wskainika Yo, |
: dednie z wynikami p. 8 przypomnidmy rmmiez, 2@ krytyczny
f“i‘-’-stan rownowagi odpowiada.ja,cy T ub e y & W Szcze-

: golméci stac,jonarng typ wy«b@czenia pray Re w, =0 ity
Ty ggeylacygqy typ przy R.e Wy % O kT najbardziej :

prawdopodobne dla M= 1  lub 2 /Rys. 1,2/ |
_“'Fun:k_cjé przemieszczenia zdefmiowane prees (6.:{2),(6.1.5)1




(6+1:5) 42 tym semym stepniem dokiadneéc:x e@ (9.2), mega} br,xé

przedstawione w poataai

z ’8 {S\.\‘\'&x (D Rz *’D R?.) uw,‘_('k t)

cos .6 °c ‘h\. An 2‘\, 2n ’
(044)
Wi swn ( Aan &
BnX 7

cosa* x A "F.ft'-'.t- S : *

P‘{ ' }-‘(. e“f""( : ):-_. ci,' (oc.){:—‘t)%,

sm"&x Chl e R L R B
 edzie BB e zale«éy g e kR 2 . Powyisee

wyraaeiﬁ.a pmwa&za doiaalez.noécx

(mz.tt)-' (:r.ok‘c)

(9 5) G
L’;n(x,o,t—t} o 0}

Qw-n | i ! |
RS Brgrs ke

DAN.RAN.+ Danzu
Dm+ Q

podobn;ych do oaowiqzu;mcycn W teorii smukljch belek i preté_‘
e pcddan:yéh maiym ugigciom. rragmem Jednak poak:reélié, 2@ aal

bosed (9.4) 1(g. 5) nle zostaly zatosone & priors.a 88 one. ggmaa
¢znyi prayoadicien /dla maryeh h/a. , M. | o, oaéluieasay“

29i4zkow (6.12) ktérych slusznoéé zostal& wykasana W p;,mm%
Puﬂktach. '



zﬁuwéZmy, 2e do #egd taby byly speinione jedmocze$nie warumki
 na powierzchni ‘= *‘k | /por. (648)y (6.9)/ oraz zaleza-
| moded (9+5), wystarczy polozyé zgodme z (6 4)

L e
P&

e g
e G

N A 2
| ; i ~ (™) D QW'n. !
q«n(x’_tvt)‘f:,' Z n D™ (8x2> 4

=0

+-h431[)t 5}33) (FD ) Foct .

Pm;hjac, ze wsz:ystkie gradienty przemieszczenia, wystepuja~:
ca w réwnand.azh konstytutywmrch na przyrosty tensora naprezenia .
| 7.(6&) e 34 wielkoéciami ini;.aitazymalnymi reedu O(E,) '» zaé ich
"-,:f§f~5,kﬂdraty rzgﬂn O(&t) ., moZna by! na:}pierw wyprowadzié odpo~
-wiﬂwe aaietnoéci dla momentéw zginajacyeh i sii poprzecznych a

naatgpnie podstawic Je do réwnan rownowagi.
| w niniejsmj pPracy wykorzystamy jednak inny fomalny sposéb
>'vmdse3écia - prowadzaecy w konsekwencji do tych samych wynikdw koﬁ—
";cmch /por. [45]7. Dla bardzo matych wartoéci /o  mozna
~bezpoérednio caikowa¢ rownania réwnowagi (6. 5) po gruboéci belki
| 2&_ s+ Diorgc prz;y tym pod uwage warunki brzegowe na pow:.erzchni

2= h

Réwnania rownowagi zapisujémy w nastepujacej réwnowazne] posta~
ed ; s ‘

1(.9.7) '6'34 6w, +6 {X} *_6’5,3 =9(l:>t='2r“4bLL



-51~

(9.8)

: -6?\ \*‘;43+ 6‘;,3 H X {'Z}*G‘a e 6

& Dw -2 Dw
T SUDEY Seebt ) .

knozae (9.7) przez 2 i calkujgc po calkowitej grubosei -
belki otrz:ymani,y

: +h ' e
09 J(1x)+8%)nan = (B - 2 Bty
7 ‘ - ~h

Ca-1kujgc przez. czgscl drugi cziom po lewej stronie oraz pamiq—-
taaac,zedla B ""Yf\_ ’ 6‘3_0',manxy'

; ‘+h : , +9‘L +¥1_ :
9,10 e Ll . b
(9+10) J64 dz J{X}zdz g[( s 2(""4Dt 2dw |
| -h -h -h “ -
Warunek, ie dla 2=th " 6'33 = O ‘, or-az proste

calkowanle (9.8) prowadza do wyniku naatepu,je;cego:
, +h i | :
14 =
(a..u) 'ax. 6 d2 + j {Z}d= j (Dt“ zt“‘sDt o
: —-31, e - : 53



L

Zgodnle z (6.4) memy réwniez formalna zaleino&é

+h % +h
Q}.l2) j@';.d,z =j6'3 dz +4ﬁ43((}3—&4?/(u,3+ W, )dz H,

Obecnie podétawia;jac (9.12), (9.10) a0 (9.11) i uwzgled-
niajge wyrazenia na {X} i {Z}

zdeflnlowane przez
(3-2) & (9uB) , otrzymamy

+h iR -‘ b +h ,
(9._15) éa.;.j(6':>4+6: vgﬁ):z_dz',-f- 4M 3((“' (u'q)axJ(U- +w4)dz-
: "31. : ! ST &

‘anj(otz 2(“'4Dt zdz J@‘u. 7—"?/——*2((1.3 ")dz

Z uwagl na (6.4),(3.5), 1(9.6), calki w powyzszym réwneniu moga

byé tatwo obliczone, co prowadzi do nastegpujacego wynikus

, ¢ v v Gnr
F4:4 ,? +Z(Qﬂ Q' ))Dt-m 31Dt Boch ¥

4O, 93-(-*2(“91: -9( z+g‘-5°£)w,



=53~
. , |
w ktérym podstawilisdmy M= M v MaT -2~<u. 5
To jest koricowe réwnanie na'funkcje przemieszczenia

W (‘-"— ’c“{) 3 Jego dalsze rozwiaxanie xaleZy mtotnic
od warunkéw brzegowych zada&yah na koricach preta. !

Rozwazmy dwa naatgpujace przypaﬁki: g ¥ kenca zamecowana
przesuwnie, 2/ kohce swobodnxe podparte. W mysl (9.#) i ogélnia
szych wynikéw (6.12), rozwigzanie réwnania (9.14) mozna przed-

st-awié w post aci

o

sw\.'zgn’x. g

('9.15) | W(x‘,.\:-'-\.:,) 2 i A‘;{L'osw"’x}e‘:wn(t-f) ,,

gdzie A,\_ oznaczajg stale.
; 1/ Dla Zamocowanyéh przesuwnie koﬁcé_\‘v" zadamy, Zeby
(9a38) - ® ow _ - i+ e

e dlalawobodnie podpartych korcéw zgdamy, Zeby
5 : ; ' : ,laz\ﬂ/' =14 ; *
&,.17). 5 wW=0 o é—;z:O (64::0) dla X =0,& > L1=0

Powyzsze warunkl sg graniczoymi przypadkami 8cistych warunké’w

(6.10) i (6.11) dyskutowanych foprzednio w P. 6; beds one sPel- a

nione sutomatycznie, aesli

g—n (n=4,2,3,.. 09) .

(9 .18) B =



Latwo zaqbsérwbnaé. %2e w przypadku 1/, zamocowane -przésmmie
korice preta moga swobodnie przesuwac’ sie tylko w kierunku oéi z,
Jjednekze dla parz,ystyeh 'n. (-n_ 2uh «a) pret porusza»
sie w tym Merunku Jako ¢ialo sztywne, a wige rozwiazanie W PosS-
veel (9. 15) ,jest réwniez sluszne dla preta ze sz'eywno Z8moCcoOWa~
- nymi koncami /por. Rys. la, b/,

Podstawiajac (9 .15) do (9.14) otrzymamy nastepujace rowna—-

nie algebralczne:

(9.19) SN e '
3w [B-ReR +Z<a“° cm“imwh

¥=0
+Serle: 8 '3‘2(_“’3* 2&'»%)] =R - i),

z ktorego moéna ekreslié czeétoéci W,  dla ruchu nastepujaw
cego bezpoérednio Do memencie dziatania zaburzen (t t= Ty
Jezeli przynajmniej Jeden plerwiastek powyz:szego rownama Jjest
taki, Ze Imcon i) » to ruch podstawowy jest niesta-
: tegzgny.'Tak-é.e krjtyczne wartosei A, " 1ub M /Gle zade-
nych Q.)IL /s odpowiada;i-m stanowl réwnowagi krytycznej

‘ Ton. w‘n_ = (O  mozna wyliczyé z réwnania (9.19).

Oznagz'ajac w, = gh_*— L'rz_ | moZemy rozdzielié rdéwnanie

(9419) odpowiednio na czesé rzeczywistq_i'umjdna. Jesli z kolei

podstawimy "Zy.,"'Imwn_: o Jae W otrzymamy nastepujace
dwa wyrazemia: - ' ; : i
T2 K2 ,_[ e 2 (m«) ' (zﬁ-a) 2v+2)
e s n_ e + s —
s @ LR -Be R e E ™ ]

‘ : T A M ;
e - | "-.'9(%*«71’:@)?2 RO 0



%z% [2 (_1 r+2(é’(::)_ Q;v)) Ezv+1+ "\':131§] e

r=0

(9.21) "‘g(u—(%hz“ %)E

Plerwsze Z powyZszych wyrazen wigize krytyczng wartosé napr@aenia
64 z E"_ i charskterystycznymi parametrami A e ‘u. ,_

podczas gdy drugie reprezentu,je dodatkowy zwigzek miedzy gw e

$ N, M . Eliminujac E n . Otrzymamy krytyczoe
napreéeni‘e 64 Jako jawhq funkcje zmiennych A 4 (u.. o
£ = 1, 2, ....Naj.ezy przy tym pamietad, 2o a=Aa,

‘"— ho/\l"' , gdzle O, i }LO oznaczajgq wymisry .
.poczqtkowe. Nagmmeasza wartosé ‘ 6" odpowiada a6 = 1 ’.
Cheielibyémy podkre<lié, ze w rozwazau;ym prz;xpad,ku naprgzen;m |
krytyczne nigdy nie réwna sig zeru, o ile stosunek h/ a  prz

biera dowolnie male lecz skonczone_wartoscl. Wartosé naprqzeniéf.i.:‘
kry‘i;jcznego zaleiy istotmie od A, (A oraz funmkeji
wielomianowych okreélajgcych wiasnodci materiatu. o
Podobnie: jék poprzednio, wykorzystujemy w&étarczaaace kKryte=
rium stacjonarnego typu wyboczenia, kiadae Wy, = O w (9-19).

Prowadzi to do warunku w postaci

Bt
(9:22) T s(R-R+R,)+6 =0,
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z ktérego réwni-éﬁ mozna wyliczy¢é krytyczne wspliczynniki od-
ksztalcenia‘ 7LK~ i Krytyczne parametry predkosci M
pamietajac, ze E‘ g 721 . is\' s Spors  (B.3)/, B8
wielomianami wz&l@dem A, lipiowymi wzgledem L

Wa prazykiad dla pregta o przekroju kwadratowym sila krytyczaa

wynikajaca 2 (9.22) prmybiera postaé

: (9.23) -F_' 41[ h.zr (P +R31) I ’\.l‘
X Ky Q'Z

-

25 podobna do sily Enlera, 2 tyn. %e modul Younga zostal zastg-
pinny w,yrazeniey w nawiaaach* »‘ -

B .9‘ ﬁlefkﬁére &@%@éaiﬂﬁﬁﬁﬁ~Q§M & _opisuggeyen

,...aétgz.%s@

meazm '« uinie;isze;} pracy przykl:ady utraty statecznosel
ms& byé wykamatma do wyprowadzenia pewnych podstawowych

|  . ? : niaxéwnoéci éla funkcdi opzsujacych wlasnosci materiaiu. Tego:
W nieréwnmsl ma.}a éuze znaczenie przy konstruowaniu réznych

§ -’"-“:te-eri:l przybliaonych oraz powinny by¢ brane pod uwage przy dal-

. .,sz;ych badaniach eksperymentalnych.

‘ Wszystkie dotychczas d;yskutowane zaleznoéc:z. 88 formalnie

: . sluszne zarowno dla przypadku prostego Sciskenia jak i prostego

4 .mwiqsania. Jedyaa réznica polegn na roézuych zakresach zmiennoé-
vk § wspélczynnikéw odksztalcenia A % odpowiednich znakach -
parametréw .pred_koéei M Jednakis rozwaiana postaé wybo~ :

: cz.énia belki /preta/g i’i;yczaego punktu widzenia nie wydaje sig:_,.
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mozliwa w przypadku pgostego rozéiaganié. Oznacza to, Ze
wystarczajace warunki utraty statecinoéci,‘przedstawione w
poprzednich punktach, nie"mogq byé spelnione, jesli 61 >0. :
W ogélnym przypadku, warﬁnki niestatecznofei (6.1.8) i
(6.2.6), wyprowadzone w p. 5 , sg zbyt skomplikowane dla
; szczegélowej engligy bez dalszyéh uproszczen dotyczacych
pcstaci réwnai konstytutywnych. Dla wystarczajaco smukiych
beiek lub pretéw dyskutowanych w p. 9, mozemy wykorzystaé
ﬁproszczone rdéwnanie (9.20) - wazine dla stacjonarnego typu
utra-ty statecznosed . . : : " : ‘
Dla pcwolnego prostego rozciqgsnia nieécisliwego materia~
L lepkosprezystego, naprezenie ég: /ppr. (&.7)/
przybiera postaé nastepujaca:

o (10,':1.)‘ | e
g = o (X~ F) re (A 4) + olyu +

- 4&:(’,\.21» éii)(“‘ - AoLT(ﬁ +2”)(u—

gdzie ol: , wmySl p. 3 weér (3+5)s sa wielomianami
cé najwyzej od czéerech nastepujacych niezmiennikéw:

b G T 4
; | 7“*’5[ 5 :l'+'5F ) ( L fap (ﬂ. )(LL
Prosta analiza wykazuje, Ze do tego aby warunek (9.20) ';

nie by: spelniony dla dowolnyeh wartodei A 4 A po-
"wiazanycb zaleZnoscisg (10.1), potrzeba Zeby .

(20.3) P = é-: w2



=k ‘ . e

Uwzglednisjac defimicje (6.3) 1 (6.1) / por.tekie (4.14) /
do (4.17)/ mozns nierdéwnodé (10.2) zapisaé w rozwinietej

postaci. Otrzymamy wowczas

20, + 20, N + Get it +6°L5(¢\+—-+3-)(u.+6ot;( 444t
+z(6x+ca"+zd(u+ee a(u.)(',\-——)-r |
(0-4) | | +2(629\2_+c21"+2d2(u, +ze2',\2(u)(a"——
+ 622 o (8, +ﬁzc:3)+81(u_(2,+ )(g$+?f‘cs)+

+8X (A 29@)(6 +Ac;) > O

gézie 76;' -., By e g e oznac’zaaq wielomia~
'v'ﬂ;y sﬁafimowane przez (3.10). 2 powyisze] aierdwnosci wyni-

| 1'k&3’§ dwa szczegélne zwigzki. Dla ciala aleodksztalconego 4%
‘rozpoc@najqcego podstawowy_proces odksztalcenia

4 A=d oy i #0) mamy

20, +20L, +[6oL, +160L_ +200L + 6(§3+ c,)+

(10.5) ‘ |
+18 (by+rc ) +42(b,+ c»,)](u > O

oraz dla ciala" odksztalconego w sposéb idealnie statyczny
(x4 , M= o) mamy

COD e st 2l e A1) +

2 (bre AN(A'- 1) > G-




B émﬂnio p@ donolnsch malych gaburzeniach.

- “’;Zw Posta'é dopu-szczalneeo m31886 ruchu zaleiy zaréwno od

~59~ , v

Dle cisia znajdujacego s-i¢ w stanie naturalaym (A=1, = O)

- otrzymujemy nastepujacy wyniks -

(}0.7> : ciﬂ‘ﬁ-ci.é‘;’ o

11l. Uwagi koricowe

Podsumujmy krétko niektére zasadnicze wyniki otrzymane

w niniejszej pracy.

oW przypadku malego zlinearyzowanego ruchu naloﬁenaso'na;’?

pa-elmy nstalony ruch podstawowy materialu lepkoaprezystegn
m@tbda,rezuiazun harmonicznych jest sluszna W uystarezajj f
_Lkzétkin lecz skoﬁczonym okre51e czasu’ nastepujacym bezpo~

&

fiiwarnakéw brzegowych, Jak i warunkéw poczq#kowych zadanych
' W chwili dzialania zaburzenia. '

 3. Warunek istnienia rozwiazania nie zaleiy od warunkéw
“'brzegcwych zadanych ma kosicach Sciskanej belki lub preta ~
pxﬂyuajmniej w dwéch szczegélnych przypadkach rezwazanych

W precy.

4. W ogélnym przypadku czgstosci drgan sg 1iczbami'zgspcldnye
mi zelezoymi od wymiaréw"belki; wspdlezynnikdw odksztalcenia;
parametrow predkoéci i funkeji charakteryzujacych wlasnosci

materiaiu,
5. Metoda zlinearyzowanych réwnaf ruchu i analiza harmoniczna

'vpozwalajq na badanie zjawisk’niestatecznoéci i iyprowgdaani@ 




D

Oépowiednich wystarczajacych kryteriéw niestétecznoéci.
VﬂJednakZe, taki sposdb podeaéeia moée byé ulewystarczaaacy
do zapewnienia statecznosci uklaﬁn

6. By mozliwo dma niazalﬁﬁﬁe tyys u#zaty statecznoéci typ ‘
stacjonarny, Jaéli : cx)fi-<> pA oraz typ ospylacyaay, Jeéld
Im W= 'Q‘ . przeehodmc éo wartosci ujemnych,

o Rew #:o g Oczyniécie woriw el Imuo =00
‘zawiera éaho prﬁxpadsk sz0zegblny O WSO | »j#
7+ Dla barﬁﬁo ﬂmlych prgdkoéci ruchu podstawowego, shacjonar—
,.ns typ utraﬁy statecznoéci wyda;e sie bardzies pramdopo&obmy.
: _’pﬁaynajmniea jeéli ukiad jest zachouawezy. W zachowawezych
.fff’ ff"ch Bpnvﬁystych tylko stacjonarny typ niestatecznoécl _ﬁg
f_-ﬁféﬁu# mzliw. e : o o J

iau 3aﬁeli.naterial lepkospreaysty pezcstaje w pewnym ustalenym

’ff?axanze odksatalcenia wystarczadaco dlnge da tego, aieby "za~";
xgxééemaieé" poprsedni przebieg procesu adksztalcenla, przedsta--  ;
‘ﬁwiono rnzwiazania 84 waZne w dowolnle ﬁlugim przedzlale caasﬁuj
'f;js. W przyjddku smukiych belek lub prgtév. niskich czeatosei “g
fndrgaﬁ i mazej liczby pdifal pojawiaaasych 8ie wzdiuz belki.";¢
'-“iany uproszczony 8posbb podejsécia jest dopuszczalny. Od@owiea~
_nie napresenia krytyczne zalezs istctnia od parametréw A5
é@., liczby Ly Re vaw 1rn13dyggie 54 rdwne zenu,,
~ jesli stosunek it/tL przybiera skéﬁczon@ wartoéoi.
.10, Funkcje‘ ci_L charakteryzuzacé wiasnodci materialu‘

nie 84 &owolne- 84 one dodatkowe zwiggzane mJin. nieréwnoéciay

8 mi qynlkaaacymi Z wystarczaaaeego warunku niestateczncéci._
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Dodatek. A.

Uzasadnimy obecnie zaleznosé (2. 10) DPe2 =~ okreélaa&ca
pochodng materialng skladmwych tensora absolutnego (o) dnwola
nej walencji. Jak Jjus wspominalidmy, pojecie pochodnej ’
meterialnej jest zwiazene ze zmiana w czasie tensora /ro—
zumisnego jako obiektu geometrycznego/ "widziang" przez ,'
obserwators poruszajgcego sie¢ razem z czastk&‘materialn&‘ ]mg

Rozwaimy dwa nieskaﬁczenie bliskie polozenia danej v

czastki materialnej; p:.erwsze odpowiadaj&ce dowolnemu e5a~

SR R R drugi zas czasowl t\-&- 7% ot 5 Punkten wydﬁ* "

cia jest nas’cepu,jaca definic;}a pochodnej mgterialae] : )

R

P=p* um_..[cp(x trat) - P(X t)]

e

5  _3&§1§ daszkiem}oknaczyliémy tensorwéhwili czasu t +aAt.

| Azeby otrsymaé reprezentacje tensora q’>(x«' S o
w poruszajgeym sig konwekcey nym ukiadzie wspélrzednych

. wykorzystamy definicje (1A)pamictajac jednak, Ze sk&adowe
tensoréw odniesione do rézanych poruszajgcych sie ukladdw
nie moga bydé bezpoérednio poréwnywane, FPrzede wszy stkim
-nelezy jé przetransformowaé do jakiegoé wspélnego i ustale-
nego ukiadu wspdirze¢dnych, np. do nieruchomego ukladu :
kartez janskiego (Et) s & nastepnie przejsc do granicy

‘ (At > 0) i dopiero wtedy powrdcié do ruchomego ukladn

Eowt | i

Zauwaimy, ze

@ry 5 (X rear) = (P ) rat vl (X8 E)




g
Gry X% (X5 erat)= T (xB)+ AL XS v (xhe)

- : : > g ¥ g v
44z odpowiednio do e A X_,;_‘ s Bdy Ak O
Korzystajac z oznaczen wprowadzonych na poczatku do ni-
niejsze] praoy',otryzymalmﬁ xj-éwniez

4A j2_f L LDy i
f() ) o

e oA s o
) B e X Bt XX

6“' .J'f L J (‘& .

\‘_lykoxzystujqc kartezjaniski uklad (E‘) nany 3z de~
 finieji

oL @X‘ 0
{P?S‘} 2gToxe ?X”) XmE,@vs

Biorge pod uwage (lA) oraz powyzsze zaleznodci otrazy-
namy



S

E’9M{At[g JSA&:;(XS){:*_AJC)_

| +v:&...x‘:s¢{‘:_;+... & ,gX,tXQCP"]:
=5e P e GO0, Pl X rE) 65

= %CPdP +(v:‘#+ {:,}V‘D(p ‘“P o
@ 519
=5 dp Pl PNy

- skgd jui bezposrednio wynika (2.10) . Korzystajac z powyizszych

‘ zwi_azkéw tatwo éprawdzié, BP., %8 .
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Dodatek B.
Analize oméwionego w p. '7 przs padku Iwm wo =0
przeprowadzamy oznaczajgc w,, = Em*. Lag e 3 gdzie

E“_ i m_ sa licsbami rzeczywistymi, a nastepuie pod-
atawiajge L) =lmw, =0 w rezeczywistej i urojone)
n ; -
czesci warsunku (6.1.8).
W tym celu wielomiany (6.17) zapisujemy w postaci:

e e 2: ) .,.)
""P Z( ( (2v+d (Z-H

B L e 33

- '4 S » -
Catar [3«*’ 8.3

2e,,

% v+ - (z 1)) 2re2
_Q4v+ s )E ; ’65 +

[Z ( ) ( (2v) Q(z-r) <@ Q(av))ez‘"-l 6‘ &?]

?L'fo

'.s.

' rtd = (zvﬂ) 2«»2 Q
dn=e +Z( Ng8. or B‘Egi] t

&

A N :
_;_n[z wm (2-r+2)§2-r+3_ _%_i§n] :

e [R +Z( 'r+1 (?fﬂ)gzﬂz]_'_l'['xo( 1) M_("n)eij‘hs]‘ |

r=0

Oznaczajac odpowiednio R.c«j-\_m‘-‘ Siw ,Im‘q“_.=ti.n_ 3
(n=4,2,...00;1=4,2,34) otriymany w mysl (6.1.1)




q) Rec +{Z[(Rec Imc )2 Re_d.,,_] 4

i : 4
+% V[( Re cn)z— (Im.cn)z- Ré d.n_]z'*'[-?,ReCJan* Imdn]z }z

o A e : 2.8 '
Y = Imc, £ {-4[(Rec Y- @me Y -Red, ] +

e s I e e

przy czym naleiy stosowad Jednoimienne znaki réwnoczesdnie

W wyrazeniach na CP"_ i ”ifn_ . ' 1
Zamiast (5.1.8) uzyskamy dwa nastepujace warunki: 1

6‘33{(5\.\'\.( A tén."'ﬁz) =2%: wSj t_\m][P +P P a'ﬁ'

(4B) +R,31"6: b _g:- gi (1 5.,“ u\) " i
L | - ved) a2 ;

A o (Si.“." z‘\“) (R«,B"' 'Z‘o(_ 4) N (2ve % X8 ) *

62 9% th(Qﬂ‘ (z-»z) 2.,,,3]

TeO

e [-\;.m_ (5 o ‘-‘“_ + 'zg"_) +2 Si—hsjn\.'.'\“-}[z‘o( 4 "‘+2( Q(a-e)
= (2v) = @v) ('l'v) 2l = A4 il
fg*ss 7 i E *M& - 25;3(“%
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o 52 ZSLuth (R + Z (_4)7“ N(zﬁ-n ezﬂz)
h‘} - ’62 w\') Z (_ THA — (2-r1>2) 2?#3]} [5\1 (smh)cos(t

o sin(t;.h) ch.(s ;_nh.)] [C.h (Sj,‘h) cos ({: jnl"-) - sh (Sjnh> 5in('t_|n"\-)] = O,

€ tia{{tin(SnBar B + 250085t (B By rg B
o BB B (ne Sty -
g A G G jZ:° B Thaeg il T
N
72 %‘;lsm’cm z‘o(_.‘l)-rﬂ N4;2-+2) 2v+3 ]
-[ Sin(Snr Bnt 00 "2t sk [ z (-1)"*‘(@'*’
~ (24 e - -
+Q_( Q(Z 2 sz ))EZ -H 31§ . ___zg(u'E N
'6“2 Sm i (R "'Z ("’)'THN <2-+1)§2-+2)
( R Ln)Z (_ 1)'r+4 N C (2r+2) EZ«--rSJ} [&»h (Smh)cos (t“,h)f-
+ sm(t;,&)c\m(.s;uh)]{ch (sj,,_h s ({:J-nh)-sh(sh&) sin( JJ-L)]:(J) »

W kfévrgc.h" dlo us‘\:olonega <5 LJ' = 4,.2 %
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