Zagadnienie mmelnoéei dla napregieniowych réwnain
ruchu w liniowej teorii spresystoseci.
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W liniowe] teorii spre¢Zystosci,cia niedoginorodnych -
anizotropowych,w ogdlnoséci istniejg wiasciwe metody rozwigzywania
zagadnien brzegowych i poczgtkowe~brzegowych.Dla zagadnieh
statycznych,w zale2noéci od specyfiki problemu,moina wyrdinié
netody ta/ primiessouniowq. b/ naprgieniowg,c/mieszang.

Kazda z metod jest wiasciwa dla okredlonege problemu brzegowego
i kwestia jeJ uZycia Jest dyktowana wzglednie.Prazyjeto,ie

Jesli zagadnienie brzegowe jest sformulowane w przemieszczeniach,
to punktem wyjscia do znalezienia rozwigzania jest statyczne
réwnanie wektorowe Lame'ge.Jeéli problem jest sformuiowesny w
napreZeniach /sily powierzchniowe zadane na caiym brzegu ciala/
to do rozwazaﬁ moZze byé¢ przyjete jedno rdéwnanie tensorowe



okreélajgce tensor nqprqzaﬁ é%;’RAS.tzw.warunki nierozdzielno=
sci Beltrami-ilichella.Ponadto speinié nalezy dodatkowo warunek
znikania diunrgencji tensora napresef / w zaloZeniu,%e sily
nasowe znikajg 71 «Kwestia, jak ta,czy latwiej rozwigzaé 6
napre¢zeniowych réwnah xuuim ,spelniaé¢ 3 réwnania réwnowagi i
sprawdzaé inne warunki konieczne,czy znaleié 3 skiadowe wektora
przemieszezenia jest relatywna i olbrzymia iloéé praykiaddéw
ilustrujgcych obie metody moZe byé znaleziona w literaturze,
wskazujaca na wygod¢ obu metod.Jesli problem jest typu mieszanego
/zadene sily na czeéci brzegu zas na pozostalej przemieszczenia/
to uympmy jednoczesnie wszystkich réwnah pola statycznej teorii.

Dla zagadnien dynamicznych istnieje metoda rdéwnai przemices
szczeniowych Lame'ge i wiaéeiwa geparac ja wektora prmemieazczonia
na ¢z¢8é potencjalng i rotacydna dcminude niamal we wezystkich
dynamicznych,dotad rezwigzywanych zagadnianiach poczatkowo=
brzegowyeh.Réwniez w prazypadku,gdy bylke obciqzenie snienne W
czasie jest zadane na brzegu dotychczasowe procedury rozwigzania
posiuguja sig przemieszczeniowymi réwnaniami ruchu 2.

Towor4 écisloéei.przy naprQZeniowym aformulowaniu.nalezy

osobno rozréﬁnié przypadek obszaru wielospéjnego,w ktérym obok
warunkoéw jakie nalezy apelnié dla obszaru Jodnoapbjnego dochodzg
warunki ciggloéei 1nf1nitezymalnego wektora obrotu i wektora
przemieszczenia w dowblnym'punkeio krzywej zamknig¢te] otacza-
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Wprawdzie istnieje préby mieszanego,napreZeniowo-przemieszczeniowe
wege traktowania prebleméw elastodynamiki,sposrdd ktdérych wymienim
my tzw.uogdlnione naprefeniowe réwnania Beltremi-Michella,wiglge
ce przestrzenne -poéhodnc tensora napreiefi @ prayépieszeniami tego
tensora, jednakie,zdaniem autora,nie ma w literaturze jadnoznacze
negoé napreieniowego sformuiowanis dynamicznego problemu liniowej
apreayacoﬁei.mlogicmfgo do tego jakie istnieje w prazypadku
statycznym, W pracy [6] P.P.Teodorescu wyprowadzil rozmaite posta=
cie warunkéw koniecznych Jakie musi spelniaé tensor naprefed

w elastodynanice,stwierdzil jednak,Ze do znalezienia tego tensora
koniecznym jest znaleszienie wekbtora przemieszczenie./por.stry
246 pracy [6] /.Kwestia jek ta,czy jest mo2liwe sformulowanie =
naprgzoniowégd 'paciqtkowbrsegemgc zegadnienia,bez postugiwania

Ltk

Jaced kasdy podad;y’x‘xcny otwér cma wielospédmso.Patm dla prsy-
klaﬁu naprqzeniuwe afomuzowanin dla ciaz wioloapémob w pracy
[10] /B.A.Bolcy.J.H.Weiner /8574924 '

aspatréd wielu metod rozwigzywania probleméw liniowe] elastodynamé
miki,wymienimy tzws metod¢ wyznacznikdw opcmtordmhomh
dowolne opmtm réznicskowo liniove o stalych mpéleamikach
moga byé¢ uwalane zex ucsby 1 prawa linioweJ algebry liczbukyg
sig przenoszg.lletoda ta pozwala ma rozwigzanie zagadnied réwnah
eczqstkowych z operatorami nieco bamduaa skomplikowanymi nis

te peojawiajgce sig‘ w klasyeznej elastodynamice/magneto-termo=
spretystosé i inne /. ’
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si¢ wektorem pmnmiosmsgnh Jest tezq miniejszej pracy.

Pytenie to wydaje si¢ byé interesujgce mém % poweddéw praktycz
nych aak i 2z punktu widzenia teorii.Jesli istnieje poprawme ta-
kj.o sformuiowanie, o wypeinia ono luk¢ w atekowaniu dynamic¢znych
madn;oﬂ IMona teorii ,nprezysntoui.pm pomocy napregienio-
wyeh réw W.Ha powyzsze pytenie dajemgp odpowiedd w
pierwszej cze¢éci niniejszej pracy.Rozmaite aspekty tego sagadnie-
nia oraz ilustracje pmdgtgwione;j teorii sg zawarte w dwbdech
panoata_lyeh rozduin,lagh' pracy.

Rozdzial I.

Zagadnienie zupeilnofei dla napreseniowych réwmah ruchu
w liniowej teorii sprezystodcis ’ '

Romtram'tuta;!- aqsﬁdnionio.jaki ukiad naprezoniomh l
réwnah ruchu jedynie powinien byé unm.a.by byé pewnym, e
wszystkie fundementalne »z-omm. pola liniowej teorii spreZystoé-
¢i sa speinione.Pokasemy,%e. Jd‘éii dynamiczny problem jest i
sformuowany w wi‘gz'o,hu@h;t& ﬁbh‘ by on traktowany w pewien
catkiem odmienny sposdb od tago ,,wf przypadku statycznym.

Ustelimy pewien ukied ‘azéé'cifgzlgmrqzm»wyoh réwnafd ruchu dla
szedciu skladowych tensora nsprgieh w dowolaym,niejednorodnym
i anizotropowym ciele spreiystym/liniowym/ i udowodnimy podstaw



wowe twierdzenia pokazujgqce relacje migdsy naprgieniowymi
réwnanismi ruchu i fundeamentalnym ukladem r-fi elastodynamiki.
Dodatkom dowodzimy twierdzenie o Jednoznacznosci dla dynamicz-
nych réwmah naprg2eniowych,zatem,Ze napr¢eniowe r-a ruchu,
dodatnia okreslonosé gestosci energii odksztalceld spreiystych
i towarzyszgce im poczgtkowe i brzegowe muzgki wyrazone Jjedynie
przez napre¢Zenia,determinujq problem zupeinie.
Pokazemy rdédwniez w jakie] relacji pozostaje taw.uogdlnienie
naprefeniowych réwnah Beltrami-Michella /dla jednorodnego i
izotropowego ciaia / do nowego sformulowania.Pordwnujemy te
- ezysto napreieniowe traktowanie z metodg mieszang,w ktdrej
uogdlnione r-a Beltrami-liichella winny byé rozwalane wraz 2 we=
ktorem przemieszezenia.V rozdziale Hym dyskutujemy rédwnied
niektére poprzednie prace,ktére rozwaiaty problem napr¢Zenio-
wych r-fi ruchu. l
Podajemy wreszcie napreZeniowe sformuiowania dla plaskiego
stanu odksztalcenia i uogdlnionego ptaskiego stanu naprgienia,
Przedstawiong metodq moZna rozwigzaé wiele zagadnief kla-
gyczne] elastodynamiki,dla ktérej znane sq inne netody.W roze
dziale II wybieramy pewne nietrywialne zagadnienie brzegowe
2z teorii rozchodzenia si¢ fal powierzchniowych w osrodkach
niejednorodnych i wskazujemy na pom zalety nowego podejécia
w pordwmaniu do istmiejgcych metod.

§1. Podstawowe napreieniowe réwnania ruchu w
liniowe] spreZystosci.



- RozwazZmy animtropowe.nie;jem:'om i spre¢zyste ciaioe o

objgtosel V . Praypomnijmy butej waiety z [1] /I.S.Sokelnikors/

dynaniczny ukiad réwnah pole w 1aotemicznea.tr6;jwymimw:j :

liniomj teorii aprezyatoéci. ' .
Zlinoaryuowauo zwigzki pamieday wektorenm pmemiesmcaenia

1 tensoren odksavalcenia w awykle;).indoknowo;j mtwo;ji" przyamu-

:ja pcetaﬁt '

: . P ¢ ’{ |
@ .2%,(5519_) = %‘f*?)*zjf.’J
' gdzie 7(«‘. oraz <, omoudq kolejno kaﬂezjaﬂakio

J
skladowe wektora przemieszczenia am infinitemalnego tenso-
ra odksztalcenia.zaé ; 3 oznacza oza.s.

Réwnania ruchu redukuja sie do postacis

@.2), é?'6?49+~?76?f)——¢30¢ut Gt
gl
o 6?/ sq skladowymi tensora napretenia zaé 7, ozna-

cza wektor sil masowych.Kropke w réwnaniu (1.2) oznacza réini-
czkowanie czgstkowe wzgledem czasu e c=e5\9 jest ggstos=
cigq odrodia. ‘ ’ el :
 Zwiqski pomiedzy tensorem napreienia i odksztalecenia
maja postaé't ‘

1+ Wssystkie 2acifiskie indeksy praebiegaje zbisr liezb/1,2,3/,
pojedyficzy argument . oznacza tréjke liczb (:};, 4,40

sumacyjna konwencja jest przyjeta.Ponadtes ., =9u. /34;. .
' 4
Y



%y £Ja 1) = 5y 6@
gdzie 9[,‘/ = P(J “Cx) oznacza tensor moduldw SpreZystod=

¢i,bedacyeh w ogblnobei funkeja polosenia,lecz nie czasu T .

Jwiegdgenis 1.1 \ .

Jesls . U=L@t) o E5=EiGH) 6}-.—6}@;0 speinia=
ja réwmania (1.1) 4.2 .Q 3) ,wtedy 6‘:/ spotyka takze
réwnanies

X X >6e . ~(
Q.A) ozé‘f/‘fjé‘\:( ct) = [e()é?'ﬁ;t)_z *[65*45;(‘50,;4-
+ [eG Fa»t)] tLewEat ],

Dow0d: sby otraymaé (1.4) kombinujemy réwnsnie (1.1) o0+2)sfe3)e
Ukiad @.a) dla izotropowego i jednorodnego c¢iala sprelyste=

‘g‘oﬂ byt podany w pracy [2] /M.Iacovache,1950/ i w [3] /V.Valco=

vied,1951 /.Patrz takie C.A.Truesdell,iath.Rev. [4] .

Mexdaeaiﬁ 122,
Zatdimy,%e cialo v jest w chwili poczatkowej w stanie
spoezynku.‘bak,ze mstepu;)ace warunki sa spelnionet

(1.5). o 4‘("'{) 5’1') =0 wewngtrz ciaza ¥V 1
@C»\',f)-é}(a;t‘):o da =< t€O o



Niech penadto éf',/ speznia (1.4) zaé &5 jest dame
wiom @-3) pdla punktdw wmmfim idla o Ct<ew .

Zdefiniujmy wektors ”:

o . ‘
G.6) woY=<£, [EDf €60+ TanJelt

L

a/ U;  speinia (1.2

b/ £ oraz U~ | speiniaja zwigzki odksztaicenia -
' przomieuzczoniu. '
Czgbé o/ tego twierdzenia latwo wywnioskowaé z defimieji /1.6/
i jednorodnych poczgtkowych warunkdw @. 5) «Aby pokazaé b/ wy=-
starezy zrdiniczkowad Q.G) dwa m#y wzgledem czasu i skombino=
waé ctruymm ~ez (1 o4), bek, Ze madsima

ey v ‘o0 N u‘ ’f) ; &.. .G"t}
R T
~skad jednorodne poczqtkowe warunki (.5) i velacje (1.3) prowa~
dzg nas do réunania @.1) |

.Pokazalidmy a_a,_ton.zg dla kazdego tensora 6; speinia=-
Jacego @.4) oraz Jednorodne iwmnki poezqﬁkawé.iatnicao jedno=
znacznie ,édcfiniom ‘yekgo;- @.6) /te2 speiniajacy jednorodne
warunki pocsgtkowe/,ktéry Jest wektorem przemieszczenia z linio-



wej elastodynamiki,

Oba twierdzenia (1.1) i (1.2) méwiq,Ze ukiad réwnat(7.4)
jest p.mmm,mem ukladem napreieniowym.Jeéli znamy
Gy = 6" AY) ,ktéry speinia @.s) .to przemieszczenia moZna
' obucsyé ze wzoru (1.6) .7 »

Dujepdgepig 1.3 : Jednoznacznosé rozwigsenia ukadu (1.4) pray
‘ zadanych napregZeniowych mkdch zgtkowych
1 brzegowyeh,? ‘

-

1w -m.u oacblimosei liniewe] elastodynamiki nie malefq= -
cych do elastostabyki mum wq na fakt,Ze w dynamicaznyn
pmad.’m wektor ptunumm aest zdoﬁ.nicm dwa m
Przy pomocy tensora odksztatcanimpiemn definicja jest dana
waorami (1.6) 1 @.3) zas druge wynika z(1.7) +Zgodnosé obu tych
dnﬁnic;ji prowadzi m ao. rémm tmugo@ @ W przypadku
statycznyn tylko swigzki uék:stuceum-mmouem definiue=
ja wektox przemieazcsoaia /o j.le tm odksztatcenia Jest
%omm. o jodnasnsssnatit Joit qwm snanyn fektem z klasye
cznej liniowej sprezysteéci il mw w;mu:a 2 twierdsenia (1.2)

o ile gestosd eaorgii edksztdceé q;a wsmh am dodataio

okreslong funkcjg skiadowych Qdkllﬁﬂbenia b 3 odpmmio
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Niech 6}; speinia napreleniowe r-a ruchu w formie (.4,
Ree (1.4)ktére musi by¢ speinieme w calym obszarze V  zajmo=
wanyn przez cialo, jest peddane Mquamm warunkom poczgtkowym

@9 6;.@@= G,Jf-oﬁy ; 5}-0702-——6;?&) , ¥eV
gdaie 6?;@ i 6;-;&9 54 z gory danymi pocaqtkowyni ro
 zkladami tensora nspre¢Zed i predkosci tego temsora.Towarzyszgce
warunki brzegowe sg scharakteryzowane przez réwnania 3

@2 Sy st b)=p.cY , veB_ octew.

gdzie B jest brzegiem ciata V ,podczas gcb/éa;f‘_) sq
 zadanymi powierzchniowymi obeigZeniami. '

Hiech ponadte . V bedzie ograniczonyn,regularnym obszaren
przestrzeni z brzegiem B oraz w tym obszarze tensor 4-tego

rzedu QC‘ (x) tworzy forme kwadratowy okreslong dodatnios
::]Iu

jednoznacznosei dynamicznege napreleniowego rozwigzania besz
posiugiwania sig¢ pojeciem energii kinetyecznej,ktére jest wprowas
dzome w konwencjonalnym dowodzie twierdzenia Kirchhoffa-Neumansa,



"

% G F £ >0 Jesls .40
(.10) It oo i ala kazdego 75.# reV
Y. Al
d". ke o 95.[5(: xllf/. P G (“')>O

Wtedy istnieje co najwyzej jeden taki tensor é:f,-‘(n t) ,xtéry
speinia (1.4 wewngtrs YV 1aa 0< t<¢o oraz warunki (1.8)

i Q.9 .

Z uwegi ma liniowoéé réwnad (1.4), 1.8) .6.9) wystarcay pokazaé,

Ze 1r=-03

» ) - -/ ; C,t : [ -,(x-jé? (‘.;.(ZZ&.
o TEp St =[G o E

eV 0 ¢ t<oo
) 4 / !
wraz & ° 2 warunkamis

@.12) 6;.;(490): 6;/ G.0) =0 7 eV
: dvi
@.13) QJ"("UZ("}?O YRS . ocres,

implikuje r=e

Ect)=p. 2e¥, O<t<~
> < A
W tyn celu pomnéimy r-e (q.11)przez 6;'(1",{} i scazkujmy obie
strony tak otrzymanego r-a Do obszarze 4 i w przedziale
0<T <t ,otrzymamy
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:
" “f i «
aa) /o"//qu[.eaeJ 6.6 -6 o) (€65 06,]=0

Z drugie] strony:

'?a o 6Ll. 6.:‘ = € R g .
gou &5 S = gu (b5 b v by b )= L2, €1,
gdyz z uwagi na ostatnie relacje @ 10)

a:t]'u o' lu. ] 9(,“‘/ 6:‘0

- Jeéli zauwaizymy poxmdto Ze

~- 6" i :
‘ zkk)_3/ f'/' (e tek 6\) *'8 k{i‘y’
. (e' J&L).n e —(@-/5, _6;:) o /5“/“ 61'»'

ik

f[eé“ 6‘] c/V—/Zv6‘ /70/8——0

'étrzymamy fz r-a 6 14 )

v /e )<L ‘ ¢ 9
/J/:ft[~(9€“ J )+.._ “k 1“)] 0
lub korzystajgc 2z Jedncrgdnych warunkdéw poczgtkowych dla tenso-

ra napreiefis

(3.15) /JV( /4: «‘ bue *5’ v 8rge) =0.



13

skad z uwagi na (1.10) i,%e drugie wmzonie podcalkowe w ostate
nin r~u jest kwadratem,otrsymamy ¢ é- =0 1 6;,‘—0 é
Zatem zgodnie z (1.12) 6; 1) =0 ,yx.e V, oct<eo,

To kofiezy dowéd twierdzeniam.Ze zwigzku (1.415) wynika réwnie?
toZsamosciowe anikanie wektora przemieszczenia w jednorodaym

prpblemie poczgtkowo~brzegowym.

§2.lapr¢ieniowe rdéwnania ruchu dla izotropowego
i niejednorodnego ciaia spr¢2ystego.

Nie zmBiejszajqe ogdlnoscl rozwalah zatdimy,Ze gestosé ciala
jest stala i wyspecjalizujmy tensorowe r—e 6.‘9 na praypadek
izotropii.Otrzynamys

/ ~ A b & o I
E)[@‘"fj‘wq* 4
2. - ,
=6 GlI+ 6 at)+ FGU + 'F(rz_‘)
’u—,y ‘ J&lcc / J'

gdzie /\‘-V\C\’) orasz /4—:./«,(}] 83 moduiami sprelystosel
dla izotropowego ofrodka zas d} jest delta Kromeckera,
ponadte 7/0&)—- e/uc

Wektor prazemieszczenia jest dany wzorem (1.6) o ile jednorodne
poczatkowe warunki sq zaloZone dla danego c¢ciala,
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§3.Z2wigzek napreieniowych réwnafh ruchu z uogdlnionymi naprgie-
niowyni réwneniami Beltrami-iiichella./prazypadek izotropowego
- i jednorodnego ciala spreiysbego/.

Iwiepdzenie 2.1

Jesli U, , éf/ ’ 6}) . speiniajq podstawowe r=-a
pola liniowej,izotropowe] i Jjednorodnej sp:.‘z;rstoéci

@.1} 2 e“j.h: ‘2(?'/'{_ ‘uj‘”
@02) ; 6;]::/' +7Z‘T ':G é:.
(¢+3) é};-.gz:é}‘d &, J}/

wtedy tensor naprgieid G;/ speinia réwnies re-a

2 ’ oo
& &f% L 140
[;.7 ?] . 3A+ 6:"4_‘/ +[022 C’l)‘g(\*z/‘d * €:k +

0ras
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()

3.6 LZ‘=V""€Z'5T:_ ‘ '_c;z"z= E’;’a_ s

<
S

ND.,\

Aby otrzymaé zmm G4 i (.5) komhinu.jm ;jodnoczaéaio :
r~a (3.1) é 2) .@ 3) ./ Dla wyprowadsenia wspomnianych r-h patrs
lPoJonom ['SJ + 1959 i P.P.,Teodorescu [6] » 1960 /

Réwnenia (3.4) i (3.5) stenowiy uogélnienie na pu;rpmk
 dynamiki znanych w statyce r-r zgodnosei Beltmi-ﬂioholh.
Nie wiemy dotgdscay r~e tensorowe (3.4) wystarcse do rozwigsywamé
nia naprezeniowych,poczgtkowo-brzegowych zagadnien? Nizej poda=
Jemy twierdzenie rzucajace pewne éwiatio na ostatnie pytanie.

Iwiepdzenie Z.2
u 6. ‘ Fip 9
Jebli " speinia uegdlaione r-a napreleniowe przy 7 =()
{

2A¢ L
G-7) 5; T “‘J+<Z'—" )3, ba=0

i ponadto

it

wn
‘

- A

1wkanio gil masowych nie zmniejsza ogdlnosci rozwazafi.
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.8 1 -—L' é; = e 8 ? . | .._/.. — ___g__
g o> " 6\7‘] © RT3k
3 3

,wtmvprzworzqdkowane tensorowi 6\5/ . pole wektorowe
U - U &, Z‘J dene zwigzkiem 8
] ¢ T

3.9 @[/:.651‘) ﬁ-dé;“ /(-r,t )

speinia przemieszczeniowe réwnania ruchu /r-a Lame ‘go # elasto-
dynamiki/

(3.10) /a c'l& Q\?a.)[f elf

Dowdds
Zwgzenie (3.7) daje

2
G S C; 6;"-_-0

Jeéli teraz zrdiniezkujemy @.7)%31@6331 v}’/ * 4 ulyjemy
r~a @.11) yb0 otrzymamy

W g G:J’J £ }2& g buys =P

1R6manie (_3.8) jest zwgienien r-a (2.1) w zatoZeniu F:O -
: . ¢
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skgd ,2 uwagi na (3.8) oraz (3.9) otrzymamys

2
(3413) L U: 6 —(\/«%&' Upr =P

Aby otrzymaé ostatnie r-e scaikowalidmy swiazek@.‘!a)dm razy
wzgledem czasu i ulylifmy jednorodnych peczgtkowych warunkow

dla 6_: s .
s s

Twiezdgenig 3.3
Niech wektor Q¢, oraz tensor 6?/ - speiniajq r-al

14 6_:‘ VR AP .
(3 ) ’ 7Y +7Z: = -g 2.

o N |

G.15) ‘é;]l“ T kbyy i

+ (f-"e a‘)y : 5 Cf"' 86‘)‘“' C*. f’a )).S =0

z\+§1¢

Zdefiniujmy tensor

e g e . Ae
G-18) 6y~_§‘—C6§—m§(_€:k)
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Dowdds
Kombinujemy r-a (3.16) .6.15), 1(3.114) 4 sprawdzamy (3.17).

/por.tes prace [11] /

Nizej zbleramy pewne twierdzenia odnoszace sig do
ptaskich standéw spre¢lystosci niejednorednej.

§4.Rozwigzania w plaskim stanie odksztaicenia / ¢o = const ,
=0 /7.

Twiepdgzenie 4,1

AT W ccl) speinia rwe

Qf wr
. Dty )a»/J.Z, 2 ] ,
G }659 [ «; e 2dec) 200 6;r&’ )]'“ f;,g‘j A 6';;52‘0
wtedy prszorzadkomg pole wektorowe
| - o
@2 | amb-g 6 el
: i ° Apor

‘w z tensorem odksztaicenla danym zwigzkiem

: 1Wazystkio greckie indeksy przyjmuja wartoSei / 1,2 / zaé
pojedyhezy argument X  oznacza dwdjke liczdb q }‘Yz) ‘
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(3] e 4 oLy ¢
(@.3) gfcré) ./‘ [é“ We‘ ér)j

speiniajq zwigzki odksztalcenia -przemieszczenia i 'I(“ spelnia
r-a ruchu przynalezne do plaskiego stanu odksztalcenia.

Neprezeniowe r-a ruchu w uogdlnionym plaskim stanie
napreenia. ’ '

Twiepdgenig 4.2

W dynamiecznym zagadnieniu plaskiego stanu napresenia wystarezy

znalesé pewne roszwigzanie ? 1 spelniajace r-e

.—-—

o~ o)
. At %Y ~ AQ% ] T b Tad

31\6\7*?‘07 ogp  Phr*

wtedy przyporzgdkowany wektor przemleszczenia Jest dany wzorem

¢
(4+5) o t)= @_%-’c‘j Fa; &)l
x Y

Iy

18pclni¢ naleiy przy tym rdéwniez odpowiednie warunki brzegowe
i poczatkowe/ jednorodne/.
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neprreema
oraz relacje odkutalcenia—pn%b-t-“ przyjmujs postaé

O o
.%«[v} [6:; 50~ 3Aa)t &)é\;‘&' )J

@s) Egb=
i

Aby udowodnié oba twierdzenia (4;‘9 i @.2)_’ szt‘arczy sk
wzig¢ na uwagg defimicje ptaskiego stanu odksztalcenia i ‘nogél-
nionego ptaskiego stanu napre2emia oraz prazyjgé 'dodnorodno
warunki pocuqtkowa dla przemieszczenia i naprezZenia.

| Ze 'sfémulom r~fi naprefeniowych dla osrodka izotropo-

wego,niejednorodnege /r-e (2.1) w trzech wymiarach i piaskie
-2 @.1) oraz @.:y wynika ,%e funkeje niejednorednosei

,\:,\C(} . /a_-_-Zq (x) wystepuja tutaj w postaci nieréiniczkowane]
w przeciwienstwie do traktowania problembw dynamicznyech i
niejednorodnych metods przemieszczeniowg.Ale juz w praypadku
plaskinm 1108é 1A jest tu wigkssa o jedno.Jednak w kasdyn Rapre=
Zeniowym sformuiowaniu warunki brzegowe vpr,zy:lmudq postaé naj-

prostszge.

NiZej roszwasymy jeszcze mieco inme napreieniowe r-a
- /wynikajgce z podstawowych ;--.n,, plutodﬁmiki/ yktére moZna zna=-
lesé w literaturze.I tak mp. u= a pom napreunion problemy
dynamiczne]j piaskie] sprqzyatoéoi byly studiowane miedzy innymi
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przez J.R.M.Radoka w pracy '[7] orag P.P,Teodorescu w'[aj .
Checias trzy napreseniowe r-a ruchu byly wyprowadzone w pracy

[7] 1 /ptaski stan odksztaicenia i przypadek ciala jednorodne-
go/ s

Be vo
i
(#7) - Dz 6;"'6:%42_:0
<€1:11—-2_ Q’) (6;2,.2;— 2 ‘21)——0

zatem wydawaloby sig,2e liczba r-§ okreslajgcyeh jest wystarcaza-
‘ Jaca,to autor uciek: sig do-  wektora przemieszczenia,aby
gnalesd skhdowa 6"' 2, meodoreseu [BJ takie znalazl 6"'

metods mieszang. Ist:otnic.chnoiu ukiad r~i (4.7) zawiera wazya-
tkie trzy skiadowe 6;: ; 6; i 6“ i zostal wyprowadzony przy
pemocy ptaskiego r-a zmtcéei,nio wystarcza,aby okresli¢ ogdl-
ny d;nanicw piaski problem.iby tego dovieéé.wys’emny pokazadé
2 istnieje teki tensor naprgden 6  ,ktéry spelnia
(_ 7) lecz nie spotyka Q.ﬂ)/dod&omdna przypadek/
Tensor & e moZé byé przyjety w postaci /patrz W.lowacki [9]/
¢,
f

e S & ¢
4 o] .éwf q'f ?ga;r .2/4. ¢)

gdzie

1Por6ma réwnie2 rozdziak o »kia‘a,mznoj teorii spreiystosdei
w [12] str.118 P WEOITY (7504) 9@5.5)' QS‘G) .

2Inn;m aspektem wspomniane]j pracy L_ 7) byto przeniesienie metody

smiennej zespolone] stosowanej w pzh_skm zagadnieniu elastosta-
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% E L4 _
4e A
¢ U/q $=0

*
Zatwo Jjest sprawdzié,le 6:;4 apchia@.?) 20 ile ¢ spel=-
nia G.9}Jedmk2. Jesli podstawié 6\_‘* W =@ @.1) otray-
mujeny po pewnych przeksztalceniachs

e
Af%&
010 E——
oa - &g
Ostatnie r-e nie moze by¢ speinieome przesz Zadmg funkeje ¢
taks, e |

@.11) Uzqu ;0

Réwnie2 Jest widoczne,ie chociaZ tensor é;a* dla statyczne=
go przypadku / ¢.=0 / redukuje sig do ogbluege rozwigzania
w terminach funkeji Airy‘ege,to nie reprezentuje on ogdlnego
rozwigzania ptaskiege dynamicznege zagadnienia.
Istotnie,poniewas

O 1)

tykinmmike._.
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i 2 uwagi na to,2e ma byé

e C «
+

to wektor przemieszczenia U jest pochedzenia potencjalne~
go tylko/potencjaten jest tutaj funkeja ¢f  /.Zatem do r-a
(4.8) nie wehodzg tzw. fale Scinamia,

W rozdziale II podkreslimy niektére praktyczne za-
lety _motody eczysto-napreZeniowych r=-f ruchu w ciazach izotropo-
wych niejednorednych. ‘

Rozdzial II.

Fale Rayleigha w uiodednemdncj.iaotropona i spre2yste]
péiprzestrzeni.

¥ teorii fal pewierzchniowyeh w cialach niejednoradnych
‘:wykle usywamy przemieszczeniowych r-i ruchu,ktére w praypadku
ogblnej niejednorodnoseci i dla trzech wymiarow moZna jedynie
zapisaé¢ w postaci ukladu trzech r-i czgstkowych o zmiennych
wepblezynnikach.Rozmaite préby znalezienia rezwigzan tege skom-



’

.

plikowanege problemu,wreszcie rozmaite postacie rozwigzah

2z ogblng i szeczegdlng postacig niejednorodnosci i przy bardzie]
lub mniej ogdélnych zaloleniach odnoénie zachowania si¢ cliaia m
niejednorodnego,mogg by¢ znaleziome w literaturze.Dla przykia-
du czytelnik znajdzie monografi¢ napisang przez m.w.n.,
Jardetaky,W.5.,Press,I. (13) ,ktéra zawiera pewne podsumowanie
niedawnych prac poéwigconych tym problemom.Odsylemy takle do
‘ksigsek Kolskiege H, [14] i Sommerfelda,A. [15] .

W tym rosdziqlo stosujemy metodg napr¢Zeniowyeh r-i ruchu
do rozwigzania taw. zagadnienia fal Rayleigha w niejednorodnej,
isompnéd.sprezyﬂcd péiprzestrzeni/plaski stan o&saﬂleoﬁd
Pokagzujemy,%e istaieje pewna fumkecja naprelen spelaniajaca zwy-
czajne,liniowe,rzedu cawartege r-e rézniczkowe dla dowolnej
niejednorodnosci/ za wyjatkiem,2e ggstosé Jest stala /.Zatem
r~a ruchu moZna rozdzieli¢ w tym przypadku i napreienia mnoga
‘byé wyraZone przez jedng funkeaq.etrsnuc I~e © uiqmoh wspOl=
‘czynnikuh moie byé rozwigzywane rozmaitymi metodani numerycz-
nyni.Podajemy fut‘aa tylko pewne klasy rezwiqzai w postaci zam-
knigte] i ustalamy r-a pre¢dkosei fazowej,zdaniem autora nowe,
dla specjalnych nietrywialanych -pbntnci niejednorodnosei.

1.3formutowanie zagadnieniat

Niech péiprzestrzer zajmujaca obsszar J; >0 begdzie wpro=
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wadzona w ruch falowy przez sily przylozome w pewnej odleglosdei
od swobodnego brzegu ciala J¥ = =0 .Zalbm,Zo deformacja jest
piaska / 4(3 -_-_-0‘ /Poazukuaomy rozwiqaan . dwuwymiarowych
napreZzeniowych r-i ruchu dla niejednorodnego,spreiystege ciala
/por.wz. G.1) poprzedniego rozdziaiu/ ‘

[— Vs C 7)— z\cr)J’ G; )=

6.1) e  (x) .ZA&H-%&&) A
62 at) + 6 GT)
«yirp T

w obszarze /47/(0» s (4/ <oco stakich,ze

642 C,0;8) = 6“ (¥,0.2)=0
(102) 22 4 /J//(m

MR Y

Tutaj 6‘: / Q’,/g'*' 1,2 / oznacza bezwymiarowy tensor napreie-
nia w piaskim stanie odksztaicenia i nmastgpujqce oznaczemia sg
prayjete

gdzie /}:& [A/’\) ’ //4:://\& C/Q ) eoznaczajgq wspdiczynniki

Lame ‘go, 2‘ wspdirzedne ka.rtoa.janskio. T eosas » Qo stala
gestoéé oérodkajponadto /“o _/—'(X") i .1/: oznacza ustalony
punkt plaszezyzny, ¥, charakterystyczag diugosé i T vezwy-

miavowy czas.
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W tym sformulowaniu i przy Jjednorednych warunkach poczgtkowyeh
dla naprg¢2efl rozwigzanie zegadnienia Jjest toZsamoéciowo rdwne
zeru.Dlatege bedziemy poszukiwaé pewnej klasy refiwigzan r-a
(1.1) 2 niejednorodnami warunksmi poczgtkowymi.

Flasyczne rozwigzania dotyczgce fal Rayleigha/te odnoszgce s:l.e;’
do ciata jednorodnego/ opieraja si¢ na zaloZeniu,Ze amplituda
przemieszczeniowa falli zanike wykladniczo w miare oddalania sig
od swobodnej powierzchni ciaa.Przyjmiemy napre¢feniowe rozwig=
zania zagadniemia opisgnego przez r-a @151) do (‘l.}) w postaci:s

6 G5 T)=0g) ar/b [4Csx-fel ]
A.4) 5;1@; g /e@;_ ) (2:7: [« (44; ~$2)]

6,06 8) =705 @xp [<(sx-pt)]
gdsie ov=oc(i) o ﬁ:ﬁ (‘4;) ’ T":(?’C":J zanikaja
nie koniecznie wyktadniczo dla Yy —>00 o0 reu (144)
okres fali wymosi ST//E: i dlugods fali jest 27/
prodkosé rozchodzeania sig moZliwych zaburzen powierzchaniowych

v Cozpfs ik,

2 Funkc;ja napreZed dla fal Rayleigha w niejednorodnym
i spreZystym ciele.

Aby okreslié fumkeje o/(¥;) ﬁC{ J 43" (42) wystepujace
we wzorach @.4) wstawiamy te azwigzki do rea @.1) oraz warunkéw -
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(1+2) i stwiepdszamy ,2e A oraz /M- moga byé tylko
funke jami Jjedmej zmiennej ,}2 $
@ Via A=dCyg)

oraz nastgpujgce trzy r-a winmy byé speiniome
—~/6 [wcr)+/<(w_]=
=214 Cr)%(r)][ swCg)+f (3 +2¢ 5560

@.2) -/6‘[0((4/) R 650] = %a(,()[szb(@f) /sCr)]

_/5 7G5 < el [esal ({)#'sf&;J + (4;)~ 5705)]

Jarunki brzegowe przyjmuja prostg postads

f@: 7(0) =0
fCe)=r(2)=0

Ukzad r-f (2.2) jest réwnowainy swigskom:

(2.3)

dCY) =
z) a‘(z-w)

.?e'.r@f(@ -

o & 2

= U35 ey [ﬂ—szC/-xw)]/é. S
_4’52. /=cD ﬁ]

(/uo +-Zﬂ)/5~
Gy
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gdzie fumkeja /5 =/3Cl’b) speilnia nastepujgce ree cawartego rze-
du ‘ |

D s -1) e 2 [+
@‘5) * 4(3.’.}35"./7/_“5 pz_-:,))ﬁ’ =0

Réwnowaznoé¢ odpowiednich r-i (2.2) 1 (2.4) ,@.5) zachodsi dla
takich funkcji niejednorodnoSci dla kitdrych:

W#ELl, w#2, x#{

W réwnaniach (2.4 ), @.5)prayjelifmy oznaczenias

w0y = 220 e, A-2%Gy
2-2005) 2’7 2224
@) %
W)= o | = —
2 /"Cf) ’ d: 5

tutaj ?—-‘P(.( ) oznacza zmienng 2 gl@bokoéciq liczbg Poissona.
Funkc;]a ﬂ f( 2 adgrywa role funkeJji napreZen 1
dla fal Rayleigha w niejednorodnej pdéiprzestrzeni.Istnieje wiele

jPoJecie funke Jji napreZen jest wprowadzone w nieco innym sensie
niz to spotykame w literaturze;funkeja F=£3 (\2) obstuguje do=-
wolna niejednoredmoéé w rozwazanym problemie podczas gdy taw.
funke ja naprelen siuzy pewnej 9gdlnej klasie preblemdéw brzegowyek
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mefod peszukiwania numeryczmych roswigzaf rea CE.S) i rozmaite
funke je niejednorodnoéel mogg byé dyskutowame na tej dredsze.

Aby peréwnaé otrzymany problem brzegowy oplsany
rémenien (2.5) i warunkani brzegowyni (2.3) 2 imnymi sformulowa=
niemi przy pomocy przemieszozeniewych r-i ruchu scharakteryzujmy
pekrétee heﬁtb‘ro.zdniom autora wasniejsze,rozwazane dotad w
literaturze.l tak mp. w pracy [13] 4w rozdziale poswigconym
falom Rayleigha w heterogemiczaych izotropowych ofrodkach znaje
dziemy rozwigzanie Sezawy,ktdéry zbadal ogdlne zagadnienie roz-
chodzenia si¢ fali w pdéinieskeiiczonym ciele ¢ zmiemne] sprelysto-
Sci,ale w zaloZeniuv,2e cialo Jest niedcisSliwe i modul Scinania
zmienia sie limiowo wraz z giebokoScig/w nieskenczonosei scinanis
8 iioo‘gruic:one/'.stonﬁloy uczynit te same zaloZenia co Jego
peprzednik i prayjal,se przemieszczenia skiadajg sig z czedci
potencjalnej i rotacyjnej.Dla czgéei rotacyjaej pray tych upro=
szezonych zalosemiach otrzymal r-e zwyczajne drugiego rzedu o
zmiennym wspdiczynuiku i stqd w zemknigte] postaci r-e na pred-
ko8¢ fazowg,.lletody matege pwmm zaburzajacego jednorodnosé
spotkemy tes w pracach Newlanda /patrz wspomniany rozdaiaz [13]/

# kazdym z wyniemiemych praypadkéw funkeje niejednorodno-
6¢i/liniowo zmieniajace aie 2 alqbpkoéci.q/u‘sq destarczad patolo=-
gicznege zachowania sig roswigzania w nieskeficzonosei,gdyz prze-
ezg zaloZemiu o zmikaniu tam napr¢Zen.RéwmieZ trudnme sobie wyo-
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bruié. e jest poprawaie sformulewane zagadnienie fal Rayleigha,
w ktdrym 2gda sig zaikenia napre¢2en w nieskoficzonoéci,gdy modui
Sfcinania ma mp. postad

/LCA{’J-.:JLOC/-GE‘\;)O{ 5 [u‘,)g)o:>o
Nawet w prazypadku <0 o8y M (=)=0  rozwhgzamie
mo2e nie istnieé/nie istmiejq rzeczywiste predkesci fazowe/.
7 innyeh prac wspemnijmy prace Zwelihskiege [16] ,ktéry sazesyl
Ze gestosé oraz meduly spresystosei zmieniajy sie tak samo
@ spesdb ﬁykhdniozy
' X,
£=6 2k ) o @ g R e
i otrzymal pewane r-e rdimiczkowe zwyczajne czwartege rzedu o sia-
ych wepblezynnikach.Nawet w tym ostataim praypadku dyskusja o
mzuwych- meoaywiétjeh predkosciach fazowych jest ucigiliwa.
‘ meim pmdﬁo,zo jeéli zmedyfikewaé niece fumkeje mieje=
dnoreodnosei ap. deo ptsuod.
&) = /

1 : /tl ) fw*?‘/‘m)C*&) o

S /c:g—/z,, ey R |
te nastepuje zasadnicza ‘zmiana Jnkoﬂciou roswigzania.Parsmetr
‘ /1 # O stabilizuje nbduly éctunu w nieskofczonosci do wartos-
ei pr:yamomch w cioh Jemrom.w ktém eodpowiednie warun=-
ki regularmedéei : w punktmh dostabe rzegu mogq byé
speinione .Jodneeum: tmo pmctr zasadniczo zmienia chara-
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kter r-ii rozwigzujgcych.Zdanien autora nie ustalono detgd Zadnych
zemlmigtych pestaci r-i okreslajgeych predkosci fazowe z sensowaye
mi rozkiadsmi niejednorednesei/ i bez zakladania niesciséliwesci
materiaiu/ pozwalajacymi na dyskusje¢ zaleiZnosci predkeséci fazo=-
wyech od wprowadzenych parametrdédw i zbadanie obszaréw stabilnodei
rezwigzania dla rezmaitych przedzialdw tych parametrow,
Zanim przystgpimy de pedania najprestszych rozwigszaid o pestaci
zamknigtej pedamy dle przykladu ksztalt rea na funkeje maprgien

e (42 ) w zaleZeniu,2e liczba Poissena jest stala,zad funkeja

W= (l;) zmienia sie¢ mastepujgcos

- oc( ~1)
@7 D= + @,-Q.) ¢ ¢
‘ : A< A2
slale o= 7+&X W=Ss gy = Lo

R=e (_2.5) przechodzi w tym prmadlm' na r=e © wspdlezynaikach
wielonmianowych zmiemnej @ :

2 A 4
@.8) [// Z:'CZ'ZSZ/S((AJ)-I-QC/-JQ)Z‘L Lﬁ(w) =0

Operatory Z/’l. % [,& ’ [; majg pestaé

= @- ‘0)[@ w)Q/ /'w" J] ‘IfaC/—to)

/-0 ofed

Lﬁ @-%) [@--‘v - 7-Eoxa)
L = w@.w)o-;*;f (:z-ra)q/w L [; Vow]Es) .
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gdsie To=3 /o 1 péinieskefiozeny prsedsia O <Y, <%

transformuje si¢ na praedaisl skehcgony zmiemnej () < (0<W, .
R=e (2+8) moZe byé¢ reswigzane prazy pemecy sszeregbw potegowysh
gmienme] C) i zagadnienie me#limych prgdkosel fazewyeh ‘
sprowadza si¢ do zbadania tege jednego r—a.

3.Pewna klasa rozwigzeh w zamknigte] postaci.

Zalétmy,te /A(x;):&ond'l‘- ' W=, < 1
Zgodnie z (2:5)otrzymamy ‘

B
cw [ Z7E 5%Cr-w,) ] 1’-‘;'2_' [ D-s5Cran, )Jp=0

skad dla dowolaege O R )< 1 znajdu;eny

@(&2) [ Zﬁ' 32C 1o, }]ﬁ' =l/5°ajodgC/.x ) Qr/b (—f;s MVI1-, )

‘gdaie /Qo oznacza dowolng stalg i saleZylismy,Ze fumkeja

/3 C\;’) oraz jej druga pochodna zaikajs dh J_’z:oo oraz fun=-
ke ja Ot=9c[x& ) Jest ogramieczoma dla o<l <oo .
Sprowadzilismy satem zagadnienie do rezwigzania rdéZniczkowego r-a
drugiege rzedu ze zmienaym wspélozyanikiem oS¢  ,zatem dla tyeh
funkeji @¢  ,dla ktéryeh r-e zwyesgjne drugiege rzedu caku~
Je sig efektywnle many rezwigzania w pestaci zamknigtej.Zaklada-

Dy l0 9¢=9C.Ct;_) przyjmhae: postads

-2
G.3) AC) =2 —~ Co-%,) (1K)
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gdzie %:2‘(@) L, ¥ = x(o)
Rozwadymy prazypadek GC-x i +Rysunek 1 pokazuje zalei-
p
pofé @L= &CA’) .Mamy tu.taj 96(43) D0 ' ae-’[.g)<o
ot ,
“+1

L*\,_—-ﬁ—»~~~-- ’ Rys.1
Xe,

Fuskeja  P= ?Cx;._ ) Jest okreslona zwigzkiems

s st - o 20

gdzie
Q . 1-2 Ho X A-2 Koo
C;.ﬁ) 0 2"'2% 3 ?N 5 D_9 RPes
/ ;
?C¥)<0 Q”(,(z] >0

Ne rysunku 2 pekazano krzywg P=7(x ) dla E= 4_ &__. 3|T
W %=0.4375 o =025 |

os X 706a) -

: : wﬂoz

2

Nachylenie ?Q(u jest okreslonme pa#mtrmi & 20, (A ? iw
regwalamym przypadku VGK) jest monotomicznie u;losch funke ja
giebokoiel X, 4 OcXy<o ePraypadek Vs < ¥, odpewisda

monotonicznie sosmacej funkeji P<=7(v) w rozwaiamyn przedziale.

Rozwigzanie r~a (3.2) znikajace w purktach ,V’_-_-,O orasz

4\3.-;«» i wyspecjalizowane na funkeje V=7 (x, ) dang waorenm (3.4)
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przyjmuje postaé

G.e)  flgI=pe fN/ATE _‘iigtn%’@] - expFgia] ]

gdzie S ‘ 2
m= FVRD,  n= xR0
oraz J/h = K) (x) jest zmodyfikewamg funkcjgq Bessela

drugiege rodzaju.
Jesli €20 ,te Mm>c0 i etrzymujemy wzbér prayblileny

G7) N (m) & %—?—e{/b m)

w tym prasypadku ﬁz/wg ) przechodzi ma funke je

38 fe)=0, [ xp [-X 3 \/1-%a%, ] - exp [ 90, ] K

Wracajaec de przypadku egdlaege E#0  obtrzymamy na mecy wzo=
 véw (3.6) oraz (2.4) nastepujgcq pestaé fuamkeji Y= (a;_ 34

295y6) =
¢ = 7{%: @, -7]{( e (2470( e
= 4(i- 0)4//7—" /("[m (ree)] JZ

Ko m)
Poszukiwane r-e na predkcéé fazowq COo otrzymujeny 2z waruaku

y@; )=0 Jktéry bierze poamé T2 przeatepnegu

/
(.10 @—60)+44//~ [_2 ‘5)+«// AW A//("((";)]—;O
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W granicznym przypadku,gdy £ >0 s M-—>e0 otrzymany
K,'(m) 4
Ko (M)
skad r~e (3.10) przechedzi w klasyczne r-e Rayleigha

(3.11) @-a)o)z— 4 VI, m =0

W ogbluym przypadku r-a (3.10)wynika,ze (), zaleiy od falewe]
‘drugesei I /9 i pavemetru & okreslajgeege miejedmorednosés
Jetli £=J ,to W, bedzie niezaleime od § /bo r-e (3.10) nie
zawiera wtedy 3 /,zatem w tym szczegdlaym przypadku sprzeganilg-
cia niejednorodnesei z dlugoécig fali mie bedzie zjawiska dysper-
sji. |
Jest wideczme réwniez,2e odpewiedmie bardziej skomplikowane r-e
przestopne na prodkesé fazowg W, meZe by¢ napisane dla ware
stwy sprefyste [y /<o o MH/<) <o oVeimieny whedy ogél-
ne rozwigzanie zwyczajmege r-a @.1) saby speinié cztery warunki

' brzegewe.Calkowanie r-a czwartege ragdu (3.1) jest efektywme dla
tyeh @ ,dla kiérych r-e 2-go rzedu (3.2) jest calkewalme
efeltymie, S
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Reozdzial 1IIIX.

0 napreZeniowych réwmanisch ruchu w liniowej
termospre2ystosei.,

W rezdziale I pokazaliduy,%e Jesli dymesmiczny preblem linio-
we] spresystosei jest sformuiowany w naprgZeniach,te wystarczy
epraudzié tylko Jjedne r-e rowe i edpowiednie poczgthkowe i
brzegowe warumki. A

Z teoretyczmego punktu widzeania uﬁmm;iqco wydaje si¢ py=
tuio.m dynamiczany problem napreseniowy meZe byé zredukewany
de pomst"utmhngo napr¢Zeniowege preblemu peczgtkowo-brze- 't
gowego" m ezy ukled plaskich naprgieniowyeh rei ruehu /tray
- réwmania/ moZe byé zastgpiomy pewnym imnym ukladem / dwa rea /
i taki sposéb,Ze zredukowany ukiad zawieras tylke te skladowe
temsora napreZenmia,ktére sa zadame na brzegu ciala spreiystege?

' W ostatmim ukladzie liezba r-fi i nieznanych funkeji bedzie taka
~sema jak w przemleszczeniowej metodzie rozwigzania,lecz warunki
brzogom przyjug postaé najprestszg. :

Nie nalezy mieszaé tog_c pytania z ekonomiy metod rozwigzywamid
nia w klasycznej elastedynamice.Nie bedziemy tutaj czymié ami

Vpierwszy poczatkowo-braegewy problem w liniowe] elastodynamice
/zadany wektor przemieszczenia ma brzegu dla T 70 oras Jego
"‘mué i prqdh&é w chwili poczgtkowe +’=0 /jest naturalnie

rzadzony prsomioascuniomi réwnaniami ruchu,
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Zadnych usilewan,aby ecenié wzglegdne zalety altermatywnych metod
rozwigsywania zsgednien peczgtkewe-brzegoewych,anl dowoazié,ze
m_otedp. naprezeaiowych r-i ruchu wydaje sig byé bardezie] ekomomicze
na riZ precedury detgd usywane.VskaZemy tylke na pewne nowe aspe-
kty dotyczgqece bezposredmiege okreflania napr¢iel z mapr¢iemiowych
=i ruchu.Przykiadem wybranym do tegoe celu niech bedg napreienio=
we sformulewania w dynemicznej termesprelystodci.FPodamy takle
pewien przykiad tzw.uaturalnmege napreiehiowege zagadnienia
brzegowego.

1.Warunki kenieczne i wystarczajqce ana Uo,aby tensor
nalezat do liniowej,dynamiczne] termosprelystesci.

Rezwalymy jedmeredmy i izetrepewy,spreiysty eiredek,w ktérym
meduty ,sp#ezystoéci )x » /u_ eraz wepdlczyanik rozszerzalnos-
¢i termicazne] Q/ '8q state i nie zaleZg od tvemperatury
- T=Tkt) .Nastepudqco T~ muszg byé spelmiome przez temsor
napeeten cleplayeh 6 . ,/ &  / wdowelnym ciele V

17 J t

a/ Trdjwyniarewy przypadek:

C]é“ i"i‘%ﬁ'é“ (_L__/_ ’\;{2&6‘;&;

,\4—%«- u,J
g Sdedu T ' =
"L%“Q’ ( —‘ﬁg L Jzy)— jﬁ_% QQQT A; =0

@.1)
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@y O{r 6y -3 [ Ty - Ty &1t &80
gdzie 49‘ __#. X,
‘ A+%ﬁ.
Oba r-a temsorowe (1.1) .(;.3) winay byé speimieme w obszarze:

yeV , o <t oo
b/ Plaski stas edkcztalcenia 3

G+3) zrze;-fé;qf i~ ’z)m% ,,;;MUTJLO

Giut) U{Ué“ I3 T 57),1@%{;]}%

‘7"/'/*

— T ¥e ]l 0<t<oo

7

e¢/Usgdlniony plaski sten naprefenia

2
1.5 T
( ) /7 6:/3+ mq/o cz —c-z) J,\+%L o '%Q EZ' g(;a

7

P o .
o) 070 6;—*’&[%‘5,2:,‘7.}; éZ,)+e7'é;]}=0

W ostatnich rdéwnaniach,ktére muszs byé réwnies speinione dla
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kaZdego V€ ﬂ 2 < L o oznaczylismy

e, & £4 A ¥, i

O =V- i gjr-éff@'i 2 =%§i%

Dowdd kmac:uéci otrzymenych zwigzkéw (1.1) = (1.6) prze-
prowadzamy pedebnie jak dowéd twierdzemia (3.1)/Rezdziai I /,
gdzie r-a mhucla-—mwm winny byé usyte w ucam izotermicz~
nyeh ref Hooke’a.

Otrzymane r-a dutmzi;ja ogblnyeh informacji dotyczgcych tenm~
, soréw‘ 6: / 6;} 9. Jednakse nio 85 one warunkami wystarczas-
Jacymi do rozwijgzania egdlmnege,napreieniowege zagadnienia brzego-
wege mawet wiedy,jesli odpewiednie peczgtkowe i brzegowe waruaki
8§ zadane.Pedajeny aizej jakie nqpr!uuowe poczgtkowo-brzegowe
zagadnienia sg sformuiowame poprawaile.

: I tZasles tenser i":@@ t) e v oct<w

taki,ze J
@.7) €y Gie)= €3Gz = 0 xeV
@.8) 6;]'(1719} I&'ij =0 Xe B)oa‘ <&

. - i
sl -5%[6?-040-*&; bucGi V] + 22,07 o -
’ 2

Ol f;f'b P eV octeo
"l’kJ Y

II  sZmeleié temser | 6;}: 6: @7{-), xeﬁJ o<{'<a>J
ktéry spelaia ukiad zwigzkdw @
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(1.10) é"'c,\;cy—_-. 6° CGso) =0 ‘el
qf VIS J
G.11) 6‘}@ i‘)n 6)=0 rel2, oci<e
LIE G- A% F o, dam o Ffl
s © 7 - J = NS T
~ b6 b= =0 el &te-
«pap ff))’“ :

sy

III  sZmaleidé temser 6: 6; G t) wobszarze 1) i dla
Oct<e taki,se ¢

@.13) é;f*:v: qf@cp:o . ¥eD
G 6:/0;@0’,@ oD 5 g oct co

e 32
@.15) 2/3 [C;cqt)—}’\n_;fﬁ— (rfj]+ éw&Té?_

2
~6EGb -6 ab=0 el octca
agap Pl J .

Poprawaos¢ sformulowand Ie_,IJé_ .IfId_ rozumieny tuta] w sensie
peprawnofci zagadnied brzegewych teorii r-i czgstkewych,na ktoére
si¢ skladaja &/ istnienie rezwigzania b/jednozmacznedé ¢/ cig=
gia zalesnesé reswigzamia od warumkéw peczatkewych i brzegewych
/2 rezwigzania tego samege r-a tensorowege @.9) réinig sig maze



40

od siebie,gdy male si¢ rdéimig warunki @.7) oraz (1.8) od jedme-
rodnych /.Poprawnosé edpewiednich sfermutowan wynika 2z rozwasan
rozdsiaiu I i swigekéw Dahamla-ﬁomu jakie przyjmuje sig w
klasyczne] Uermospreiystotel. ' ,

'hammki kﬁiuzm (1.9 «4.6) mogy byé poiyteczne pray
rozwigaywaniu pmblcnéw I- - IIJ; yktore wiaémnie sformu-
Zoulim.ZgoMe z rémim G. 4. %(.B)ustepudqoo tensory

noga by¢ szezegdluymi ro,;wianuim -Mema termosproiystod-
el | ‘ ' | |

i : | .4;--/;’%@ [3CT-To ) ral 47
v
G.18) G“fﬁ ) g L Tl J+e77£j.]
 gdsie [7;1 oraz Zj;—z, osnagzay .odpowiod.nie operatory odwrote

ne de eperateréw falewych U oraz U |+ Zauwatny, 2e (1.16)
=(1.18) wskazuje na te jak w aposéb jawny saleiy temsor mapregieh
od fumkeji temperatury.Bespesredaie pedstawieale r~i @.16) .@.-17)
oraz(1.18) do r~£(1.9 4 12 oraz (.15 )edpewiednio pokazuje, e
6‘;] e 6:;’/" i ?“'f/‘ speimiaja takie wystarczajace r-a temso-
rowe zatem reprezentujg one suzeséhb regwigzania dynanicened
termosprelysvesels’ Jesli mp. cheemy reswigzaé problem I 5150

18:0305611» mawiqznia uprqzoniwe C.‘lﬁ) 4. 1.18) stanowig pe=

wien odpowiednik tzw.potuejolmh roawiqnﬁ w termosprofystosei,
Dla przykiadu patrz [1'7J oru [18_']
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piszenyi 4‘ 6; v 6?/ + 6;/'} gdzie 6}'} spelnia pewne niejedno-

rodne warunki brzegewe,lecz Jjednoredne mapr¢ieniowe r»a@.9)
oraz Jjedmeorsodme warumki poczgtkowe.

Nie bedziemy tutaj dyskutowaé ekemomii ostatmiej proecedury,ktéra
wydaje sie byé coékelwiek diuisza miZ amaliza meteda przemieszcze
niowg.PokaZemy jedymie pewien przyklad detyczgey sagadniemia nxe_
aby zilustroewad, jak be ngndninionaﬁe byé zastgpiomne Uaw,.
naturalaym uprem:inm preblemem brzegowym.

, Przykiads e

| Znaleié temsor 6:,, s ktory spelnia IIIF s Jjedli obszar

: D jest opisanmy mieréwmcsciami Ml<coo | g [<h <oo
Wydaje sig,%e jedmng 2z majbardgie] maturalnych meted rozwlgzania

 tego praykiadu jest meteds tramsformacji eatkewyeh [19] .

karayjnuaqc wz. (1.18) jake ecalke sqésmélna Jjest wideczne,’e jedy-
nyn ukiadem r-ii,ktéry ﬁozoﬂmo do‘ dyskusji beda trzy jedmerodae
r~a (1,15 / 7'=0/‘.Stosu3a¢ do @+15)kelejno tramsformacje Le-~

“ p].aoo ai potem Fcnriora zdoﬁn;l,omn zwigzkami

@.19) /(*’43 /6) /é ’bf(r{,z‘}a/t"

uunﬁm.ze skzadowa 6\' } noao byé mlininowm 2 resvajah
i o‘crmudm d'u zwzycu;iu »—u rém«zkowo okroéla;}qco sktadowe
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N - 3 A
6 oraz 6"’ :
22

jfatcn (:Zl/“y)iLCV-aJ)i7~76MJL j§276;;ét={9
@-2v (ﬂ/)[@-wjﬁg‘ tfé‘*oq‘] —0

Warunki brzegowe w przetransfornowanys obszarze przyjmujg prostg

pestac

A S /L e N\ A S
G (€3-6') =0 (674, ’,

e
i’f&

Dla ukiadu (1.21) prayjeliémy eznaczemia

. - By 2 g ¢
JV:,£ZC é 5;'¥é2 J A;Z= %é' Y é;:: kz/&

o ¢ ¢ ,‘+l;‘/z”
USRS 2 2442
M= VEREE GRS

Zagaduienie brzegowe opisane ukiadem (1.21) eraz warunkami
brzegowymi (1.22) stamowi tzw.naturalee naprefeniowe zagadnienie
brzegewe,dla tych skladowyﬁh touom upr@zni:,ktém 8§ zadane
na brzegu.

Zwracany tutaj unse na .fakt,&o drugie r-e ukiadu (1.21) jest
trzeciege ramgdu wzslgdn J’ Jna okuliczxoéé,ktéra nie pojawig

sl w praonieszezui;m fr&tomiu ToZwaZanego problm.

RownieZ w motodsic prnanioazcacniow!j.przy konwene jonalaym -
rogbiciu wektera praonieﬂzamnu u cseéc petencjalng i rotacyje
ng,lub przy umiu hzded iuo:j metedy dynamiczmach fumkeji prze-
mieszczeh warumki brsqggwq bm gawieraé odpowiednio wyseki
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regd funkeji maprezefis
Jest tes widoczue,ie ukiad (1.21) meize byé uzyty de rezwigzania
-ogblnege dynamicznege sagadulenia napreieniowezo w obszarze
 pasma tarczowege, jesli dewelme powior‘:ehnion obeigsenie Jest

zadane na brzugu.1

o’

Tredukujemy ukzad (1.21)de postacis
' Zé/‘\'}—ﬂfac 5P +C10) f]é/‘> &
,/& 72 e - ‘ 4 /a 22
2 2 A
gdzie @71; 3 8 _/]—252) 6 F—0

A\

eras 6; jest dame swigzkienm

L]
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