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4jamiska relaksacyjne w praeprymach

l:. domwolny ukad termodynamiczny wytrqcimy ze stanu
) : rcmfxo"’agi i odizolujewy od wpiymu czynnikc’m zewnqtrz.nyoh to
ponorne osiggnigeie rémmagi na stgpl dopiero PO pewnym czasu‘
na&,yv'tanym czasem relaksac;)i) "ielkodé czasu relaksac,;i jest | %--:V.""i

lea a5 ioseoig) fizycanych rozpatrywanego ukadu termodvna/ S

_mioz,nego oraz oq rodzaju mywotanego w nim zak¥écenia. ™ "klasycm-

""i"_rne'j" mechanice osrodkéw oiggrych zak¥adamy milczgco, Ze chwlloﬁ

stan ma Yego elementu osrodka Jest stunem jego romnomagl termu-i-

dynamioznej, czyli pr w,)mu;;emy, ?e zJav'i ska rel_xksucxjne przebie-
‘:‘g&’:jq nieskonczenie 84y bko (czas relaksacai Jest niesxowlsenie |
krétki) AZ@ ""."ﬁzenit tu jest naogét wystarczaaqcym nrzvblizevxiem '

3&@3’@ awnu rzeczy, 1eoz " niektorycn przvoadk‘ach L,»qk 0.

-

w d,yna.mica gazéw silnie zdysot:gonawanych lub wmieszanin 2 vw'zi.. i«a—-
gagqc;ymi w nich reakcjami cheuiczn,ymi zjamiska relaksacyjune.
mogy odgrywacé znaczng, roleé (patrz [Z;Jstr 545).

Istnienie zjawisk relaksacyjnych jest zwigzane 2z zakidce=-

niem taw, *"G"’ILQtI‘ZHyCh stopni swcbody m cgasie trmania nieoiwru-

calnych przemian termodvnamicznvah. wz&lqdnieniem tych zjarisk

pray uk_lasdanlu 6gGlnyeh ruvvnoécivrmkm ptyndé» zajmiemy sig ponite
rostugymy sig przy tym wproradzonymi przez Onsagera metodami tex-
modynwniki proce‘sém nieodrracal nych (patrz £3J do. [6) b1

T —— Y W - -y

1/"’Zus’iciv'ie osi%gnigcie rémnowag;i Jeat pmcesem as;ymptotg C 21y
a czas relaksac;;i byma okre luny w ten s;aoaéb by ')OCAmthQ”’OY

zakloceme zostalo wie ;;saona - okreélonym umemie stcmuﬁhu.

L

AR D S B T R Coas, e, PN FRL AR LAY S AN S




o
PYynem bedziemy tu nazyradé taki odrodek ciggty, dla ktérego |

stan termbdynamicznej révnovagi jest okreflony przy pomocy

dméeh purametréw objgtosci wladcimej 471 entropii wtadcivwej s5.
Cczymifcie za te dwa podstamome parametry stanu mOuliby5ﬁy rﬁm-é
nie dobrze obraé temperature ] i ciénienie 79 lubp 1 ¥ it%
byleby okreflaly one jednoznacznie stan rimnowagi termoiyna- 1
miczne j.

Wprowad zony prey pomocy takiéj definicji termin "pIyn" obej=
muje swoim zakresem wmigkszoéc¢ leoz_nié mszy stkie ciecze i gazy.

Np. do okreflenia stanu termodynamicznej réwnowagi naelektryzo-

1
1

manego gazu zgonizomanego poza paramgtrami & 1 4~ nalezaloby
jeszeoze podac ggstoéd Iadunkdm elektrycznych a do okreflenia =
\

stanu roztworu naleZaloby poza S ¢ podaé stosunek mas Qubstuncai

rozpuszczonych do mesy rozpuszczalnika. dato m ujgciu naszym
pXynami nie mogg by¢ zadne ciata stalte. lch stan ternodynamicz-ﬂ
ny okreflony jest bowiem poza entropig & nie tylko objgtosocig
4~ lecz calym polem tensora odksztaXcer, ktorego czgdcig jedy-
nie jeét zmisna objetoéci € , lecz ktéry zawiera w sobie rém=4
niez odksgztaXcenia postaciome. » &

Majye podane parametry gtanu, pozos tute mielkodci termodyna 
miczne mozemy obliczyé fha podstavie rdéwnania stanu haxﬁxina

1/
badanej substincji. ké™manie stanu pxynu moze mieC postac

(1.1) U=Usvy)

1/kémnaniem stanu jest naogéil nazymanagzal eznoé ¢ sz 5573557
4aleznodc¢ tg mozna otrzymaé z ogblniejs zego rdéwnania (1.2)
opieranc si¢ na dwéch pierwszych zasadach termodynamiki orzeﬁ

rugovanie § z ukiadu (1.2). Natomiast z rownaniafﬂ”m jest
1ie mozna bez dodatkowych zaYozed urozyé réwnania (1.1). §luﬁ

uYozenie S$cidte zaleznodci (1.1) jest bardzo trudne gdyz 2zmykd
znamy Jjedynie przyrosty entropii i preyrosty energii memngtra-
nej a nie ich wielkodci absolutne. samiast réwmania (1.1.) @e
wy wradciwie rownanie A4 = AU(4As . ¢) . W rogpatrymanych po-
nizej zagadnie lach roznicd uigdey martodciami™zglgdnymi i

: _nle odgrywa roli
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gdzie Z( Jest energiy mewngtrazng wtadciwg. Tykazemy bez
trudu, ze moéemy dla danych»S,V'"yliozyé ¢z niego pozostate wiel-
kodei termodynau‘iczne_. Tykorzystujge podstawory wzlr termodyna-
miczny

dU=Tods -pat”
znajdujenmy odrazu

T V}_BZ/KSVI » i)

. B

(1.2)

X
I

®

Cieplik (enthalpig) H‘—'Z/-»‘/-H/' ,energig swobodng F:Z{—]’S/
potencja¥ termodynamiczny 5"—"}/—7-5 +/0V otrgymdmy teraz

Ze mMZor Ow

.

Hes,u)= U (s.0) + ?-é/—(jf-”jvf
.3 \ Frau) = Utsw) - 2%%_&5
’)Z/ s0) DZ/rs o .

DU

Ges, v) Z((SU)‘-

Jedli mygodniejszym jest dla nas obranie za zmienne niezalezne
dwéch innych spodérdéd czterech gjrametré'v 5,,(;//9, 7-' , to moze-
Ly na podstamie wzoréw (1.2) prze wrowadzié wymagany zamiang
zmiennycn.

WeZmy dla przykradu gaz doskonaty o statym cieple mradcimym
przy'stdle,j objg tosci C‘o_rmwyf » Jego réwmanie stanu (1.1) 1

postad

Y —a£+4 £
(1.4) U, 58 ( ) = y

gdzier]; - ’V,' sy statywmi be¢dgeymi wartosciami temperatury T
% oqutos’oi'al w pe'nym umownie okreflonym stanie odniesienia,
zasé € = C/o /c, jest stosunkiem ciepra wlasciwego przy sta-

rym ciénieniu [/’o i prgy stalej objgtosel ¢, . "ykorgzystajmy



nanie Clapeyrona

: : a5
X*‘f 5 C,Q»C—1)T < o
775,(/} (V _ ) /O(S,(/) = —-—-—;a—o:—‘i P e "

o

i myrugujmy stgd entropig
" v i A ik
5(0—,7) = 5,,(,;4’-4)% 0-5— +c.,%t7—:~ = Rﬂ»; O + cy»gn T

obierajgc za zmienne niezaleZneT itV a otrzymamy zn:une rim-

P b
P[T W) = v

Rugujgce & 2 rémania (1.4) spra~dzamy, Ze
U(T,v) =

czyli clepto wladciwe ¢,  jest stale

W (T v ; -
UL )= i
or ‘
analogicznie moglibydmy sig prezekonaé, Ze gaz speIniajycy

b=

réwnanie van der Vaalsa

(Pt B)(wr-4)=RT

o statym cleple wtasciwym (, Jjest opisany rdéwmaniem stanu
=+ £ a
. .9 a
(1.5) %{50)”6 < ) ‘€ sl

2

4 tego, ze do okredlenia stanu termodynaumicznej rdéwno-

wagi piynu wystarczajg dma parametry nie mynika byna jmanlej, ze

przy ich pomocy mozemy rémniez okredlié dowolny stan muchu.

Raczej przeciwnie stan ruchu bgdzie naogd okreélony =igks 25,
dla kazdego pynu ihne,licz bg parana;créw. "'ez’my dla przykadu
gaz skiadajycy si¢ 2 czgsteczek vvieloatomowych. Energia kazde]

y!Na podstamie Znanych galeznodéci termodynamicznych jest

(r[)ﬁ,}=(’)p-¢’= -0 = X - gdzie przez K  oznaczylidmy

staty gazowy,
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z tych czgsteczek skada si¢ 2z energii kinetycznej ruchu po-
stngWégo i obrotowego oraz z energii drgan ( pomijajge inné
rodzaje energii, jék np. energia jgdroma, ktérych wielkoécl

id

nie ulegajs zmianie w czasie ruchu). ™ marunkach termodynamioz-

-nej rovnowagi dla kazdepo stunu 5, 4~ érednie martoscl tych

enerzii pozbstajq mzgledem siebie m_okreélonym stosunku.dedli
teraz nugle zmieniny adiabatycznie £——————="0objgtosé¢ 4

zmienl si¢ nagle przede wszystkim energia kine tyczna ruchu po=

stgpomego czgsteczek i1 dopilero na skutek licwnych zderzer ustali

si¢ po pevnej chwili nowy stan ré%nomagi, ktOremu bgdzie odpo-

- wiadal novy podziat enérgii na poszczegllne stopnie swobody.

Aby okre#lic.jednoznacznie stan przejéciowy moznaby np. poza

objgtodcig 4 podaéljakp nowe zmienne Srednie enefie kinetycz--
ne: f; - ruchu postgpovego czgsteczki e jed ruchu obroto¥
wego i E; - érednis energie jej dréaﬁ. Ponlewas czas osiqga-.
nia r0wnomagi termodynamicznej(czas relaksacji)jest e gazuch bar-
dzo maty, wigc we wiqk4mé§ci zag&dnieﬂ dopuszczalne jest zao-

Ao jbnng aoa sl R e %
zenie, %e stan ruchu opisymany jestY. ™ bardziej zYozonych miesza-

ninach czas ten mo2e byc duzo migkszy (patrz [?] stréﬁl)

urugq cechg, - odrUZAiugqoq zachodzgce ™ ruchu rzeczymiste prze-
miany od przemian wyidealizowanych "kwasistatycznych", tzn takick

z6 w kaziej ohwili ruchu badany uklad jest » réwnoradze termodyns

- micznej, jest nieodmracalnoé¢ przemian rzeczymistych.

“iemy, Zeigrzamiany odrracalne sg jedynie abstrakeyjng ideuli?
zacjg rusczymistych przemian nieodmrabalnych, gdy te ostatnie |

przebiegajg dostatecznie powoli, aby ich stany poérednie mo:dy

by ¢ umazane za wystarczajgco bliskie standw réwnowagi termodyna-

micznej oraz gdy znikajyg mszystkie opory dysypacyjne.
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"reszcie zwrdomy uvagg na to, 2e v czasie rozpatrymania za-
ehod 2gcych w ruchu przemian nieodwracalnych nalezy réwniez zbadad
sens fizyczny samych parametror stanu. Jedli bowiem objgtodé
wradciwa 4 bgdyca stosunkiem objetodcl do mypeXniajgcej jg masy
posiada jednakowy sens dla mszystkich przemian, to juz ci{anieni.e
/O  bedgee mynikiem oddziaky.wania 8it pomierzchniomych éqeiadu—
Jgcych ze soby elementdéw nalezy w pray padku przemian nisodmracal -
nych uogélnié wprowadzajge tensor nap re z e f’K l/'I'en symetrycz-
ny tensor posiada szeS¢ réinych skadomych, ktére jedynie w gra-
nicznym pr zypadk\i przemian odwracalnych dajyg sig wyrazié pray

th

pomocy jednej wielkodoi /:) i tensora me trycznego (7 w postaci

e "ﬁii‘/?

Niestety w ogélnym przypadku ruchu pomyzsza réwnosé nie jest
epelniona. deswcze gorzej jest 2 temperaturq i entroplg mradcivwg.
Istnieje kilka definicji tych wielkodei, definicje te sg réwno- ‘
wazne jedynie przy rozpatrywaniu pomolnych prz emién od"’racalnychr.
A migc po piermsze mozemy temperaturg okreflié w sposéb dodwiad-
czalny mierzgc jg bezpodrednio odpowiednio #vyskalomanym termomat-;

‘rem. Lecz mwgzystkie teriometry dopi:ero po pernym okresie czasu |

o

.l/Poslﬁgiwaé 8ilg tu bgdziemy oznaczeniami tensorovymi (patra []
]).Wskaﬁniki unieszczone po pravej stronie oznuczajg odpo=-
miednie 'r'Spc?crzqdne mektora (tenzora) kontrawariantne, jedli sg
u gory (np ¢ ) ksmixa kowariantne jedli sg u doru (ap i
wskaznik oznacza',j&gcy numer porzgdkomy danej wielkosci bgdziemy
<

: ?:k (oraz g ) jest znany' w obra,n.ym ukadzie mspélrzq -
N 1k

4 i;k 

umie s zc zac pod symbolem (Wf % q, FShal. ) Tenzor metrycazny

nych .7 ukYadzie kartezjarskim ortonormalnym jestj *ﬁ
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przebymania w otoczeniu o statej temperaturze sy zdolne wskazad
t¢ temperaturg. Wskazania termometru w warunkach szybko zacho=
dzgcych zmian‘termodynamicznych mogg namet nie podamac jego
wrasnej temperatury. Drugi sposéb okreflenia temperatury a plerm-
2 trpnprbrie”
szy dla okredflenia entropii jest zmiyzany 2 masunlasmi —ypiyvajg-

.
cymi ze sf'ornﬁ-v/aniem drugiej zasady termodynamiki przez Caratheo-

\dory’ego (patrz [5.7). dezelil plermszg gzasadg termodynamiki --yra-

zimy » postaci rézniczkowe]
‘ aQ =adU+aL
gdzie 9/&7 jest dopromadzonym do uk¥adu z'zemqtrz cientem
@ dz jest mykonang przez ukiad pracg, prey czym oba t‘e myra-
zenia rczniczkomwe nie sg rdézniczkami zupeinyumi (d1atego tez

oznaczylismy Je przez Uf) oraz jezeli uklad podlega przemianie

odwr :calnej, to 4/7‘ jest dla ﬂfﬁ? czynnikiem catkujgoyiuie.

&
To ostatnie zdanie mozZe stuzy¢ jako sfomganie drugiej zasady

termoiynamiki dl a przemian odwracalnych, lecz mozemy je rémniez

urazaé za definicjg¢ temperatury /2 oraz novej funkcji -ontroe

pii & , ktérej rozniczky z%elnq jest myrazenie
. s ﬂ/j b ——7:: g
i pr &y pudk\} przemian nieodmracalnych ﬂ"é? nie posiada czyn=-

riika catkujgcego i powyzsza definicja temperatury i entropii nie

' ma sensu. "reszcie ostatnie definicje temperatury i entropii opar

te s4 na nietodach statystyczne]j termodynamiki. Jedli przez ”M/Z
oznaczymy éredniy energig kinmetyczng ruchu postgpomego czgstki

gaszu, a przeg ’A’ staty Beltzmanna , to temperaturg mozna zdef‘i-{

- niomaé wzorem ‘ S %
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Definicja ta nie jest ogblna i nie posiada migks zego znaczenia.
Natomiast wielkod¢ entropii jest zwigzana z prardopodobieristmenm
termodynamicznym rozpatrywanego stanu uktadu termodynamicznego,
nliezaleznie czy jest to stan réwnovagi czy tez stan ruchu. Jefli
przez V‘/ oznaczymy pravdopodobieristwo termodynaniiczne danego

stanu to entropia jednego mola 5 Jest okres’l,ona‘,mzorem.

(1.6) 5=¢%W+W

F¢ ostatnig definicjg entropii przy juomac begdziemy g¥éwnie do
opisu przemian niebdwruoalnych, gdyz dla przemian odmracalnych
mozemy réwniez korzystac z riémnowaznej jej definicji popr zedniej.
Kozpa trzmy tera:z dowolnq nieodvracalng przemiane piynu. .
Jomolny stan przejéciowy takie ) przemiany mozemy okredlic,jak to
stwierdzilidmy upr zednio, prgy pomocy pemnej liczby narametrim.
Jako pierwsze dwa parame try obi erzemy oqutoé"c" mYasgimg 44
entropig wtascivg okreflong mzorem (1.6), ktérg dla odréznienia
jej od entropii § stanu réwnowagi oznaczymy przez By Nastgpnie
"'ﬂewne;trzne" parametry okredlajyce przemiany nieodwracalne ozha-
Czymy przez f}, 5 i), g Zf . Jowolng przemiang nied.dwraca]‘.nq mozna ‘

teraz jednoznacznie okreslic podajge jej réwaania

(1) ar=0(B), s'=5E), =4 lE) , ... G =201,

gdzie /iz jest miarg czasu ,

"yobraZmy sobie teraz przestrzed "parametromq"@le/- wymia=
rowg 28" 4 i % ( przestrzed taka v przypadku # =7 , gdy
pos iada 4ona trzy wymiary sprz‘edstamibna ‘zos-tala na rys. 1)s
bowolny stan moze by¢ wyobrazony w tej prlz' estrzeni przy pomocy
punktu /DX, dowolna przemiana pr zy pomo'oy linii Lx o &bl ér sta-;
néw rdéwnomagi termodynamicznej odp_omiadé;jqcych réznym wartoéciom.
parame tréw &, ¢ bedzie » naszej p‘:me'istrzeni przedstawiony = po=-

staci pewnej pomierzchni, ktérg oéha)czymy Z (patrz rys. 1)

Jej, réwnania bedsy miaXy postad



£

s

E

i
%-.
E

5,
o
ne

-(;10) q,(t,u}=q,(s,(f}‘c _='@((5,(/}-='0,
e o) o B

...9...'

1.8 5 X_ L : TR e
BB el sy R a0, B % )

‘."ydzielmy zbior nieodw‘racalnvch przemian teruoiynamioznych ™ Cza=-

sie ktérych gl,,n Jest odizolomany od otocgenia nie wmymieniajge

2 nin energii ani poprzez przemdzenie clepta anl przez wykonanie

-pracy. Energia wewngtrzna oraz objgtodé miadcima sg wéwczas wigl=

kodciami starymi

(1.9) Z/fs”,(f,@, %)=wmf., U = ot

Ponlewaz 2z druglej zasady termodynamiki wynika, 2Ze kazdy odosobnib-

ny ukad -d42y do osiggnigcla réwnowagl termodynamicznej chuarakte-

ryzujgce j sig makéymalnq martodciy entropii‘ S, wigc mozemy styd
wysnué mniosek) ‘Ze linia ) odpwiadajgca naszej przemianie wi nng
miec¢ punkt wspllny 2z powierzcimig Z,. Przy pomocy rodziny liﬁii)"'
mozemy przypdrzqdkomaé punktem cale}j przevstrzerii parametrome]

punk ty na povierzchni Z (np. promadzge pf'zezp\.lr.ktv Px~1i'r'11c; A
Eoprzebicia porierzcini Z w punkecie f na rys. 1 otrz;ymujemy"
przy por zgdkoranie dowolnemu punktomi P
chni Z).

Przeprawadémy teraz zamiang zmiennych obierajgec za zmienne

punktu P na norierz -

niezaleZne paramstry stanu rémomagi V.S oraz 'parametry 4/' @m

przy czym stan rémnomagi odno"iada pu.nktomi P polqczonego 11ni«1

)z danym punktem Px. Nore parame try d« q,/ s G obierze-
"

my w ten sposdb, dby staraly sig one rov'ne zeru na pomierzchniz

(patrz rys. 2), czyli (patrs (1.8) )
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W tak obranym ukXadzie parametréw bgdziemy » dalszym ciggu prze-
provwadzal wsgystkie obliczenia.

Entropieg i mozemy teraz przedstawié jako funkcjg od nowych
zmiennych

£ 5X(5,(r,q, g,, ,@); ;
ktéra na podstarie ﬁirugieg zasady termodynamiki osigga maksimum$
w stanie rdémomagi
SHAiD.  d) o=

Stad wynika, ze w rozwinigciu S§¥w szereg potegowy parametrim .

9.8 ... @ nie mogg wystgpomaé -yrazy liniowe a myrazy kwadrato=
7 2 .

me winny tworzy<é formg kwadratowg okre:’slonq ujemnie, czyli

(1.11) 5*[5¢¢,.. q,) S-’/ZZ A(SV} @/9/* iy

et goa- 1)

gdzie symetryozna macierz A (5.¢) jest dodatnio okre4lona.
1y
knergia wewngtrzna bedzie teraz réma odpomiedniej energii stanu

réwnomagi

(1.12) P [s"(s,zf,?,,,..z,},w, 4, #]=Utw)

w

novej przestrzeni parametromej b4 linie przamiamﬁ,
K2

- speixnia jg réwnania

(1.13)  s=comt. , U= ol

7 prgy padku przestrzeni tréjmymiarorej v.5.4 (rys. 2) 8§ one pPros:

tyui prostopadiymi do J . :

kémnania dormolnej przemiany (1.7) mozemy teraz zapisaé w po=-

staci

(1.13) /yea-[f/,s;s/f),fiﬁ?/f/, /'7



-1l -

a odpo"iadaach tej przemianie w przestrzeni parametrém linig
nazw iemy L’ (rysunki 1 4 2 ). Tak jak kazdemu stanomi /D(S,Uj, g)
przyporza‘dkomalié;n.y przy pomocy przemiany ) stan romwnowagi ter-
modynamiczne] PKS'V) , tak samo przemianie nieodwracalne] L‘ moze
my przyporzgdkomac przemiang L (rysunki 1 i 2) o rcmnaniach
(1.14) V=), s=5(f) B e, =920,

ik z M

Stany prz_ejécio-'e P przemiany L sg mige "rzutami" przy pomocy
przemiany ) _ lodpomiednich stan éw Px przemiany LJ « ¥ ten sno=
séb domolny proces nieodrracalny mozewy rozpatryraé jako zrozony

z pevnej czgdci opisanej rémaniem (L.14) i & drugiej czg¢dol zar-

sze nieodwracalnej opisanej roémnaniami

(1415) fhgff/,g,-—g/ﬁ... g ~4 (¢

Jesli przemiana zacnodzi bardz‘o pomoli wpiy~ tej drugiej czgs- |

ci (1.15) mozna zaniedbad, co tez zamsze sig robl prz, jmajge, ze
stng?igg’glony jest pérametrami S.47 . ™ ninie jszej pracy pasta-
ramy sig choé¢ w piérmswm przybl izeniu ten wpym™ umzglegdnié.
Przed utozeniem ogélnych rémpar ruchu piynu omémimy szczegl¥omo

wykor zystane do tego postulaty i zaXozenla.

2. Przyjgte zalozenia

hzeczwiste ciecze i gaszy majs, jak wiemy budov'Q molekulurnq. |

Sktadajg sig one z wielkie]j lic zby czgstek porusszajgcych sig chao-

tycznie z roéznymi prgdkodciami me wsgystkich kierunkach. Dmie ozg!.

teczki syssadujgCe 2ze sobg W pewnej chwili mogg po pewnym czasie

rozdzielié sig¢ na znaczng odlegkodc. Podstamomyg miasnoéciyg rozpa-

trywanych przez nas piy ném, ktére sg jedynie abstrakejg piyndm
rzeczjwistych, Jjest to, Ze trak tujemy je jak oérodek ciggty.

Oznacza to, 2e dma bardzo bliskie sopie punkty piynu nie pominny

|
|
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sieg miele réinié predkosciami 1 winny stale ze sobg sgsiadorad.
Wektor przesunigcia AT 250240y poczgtkome potozenie rozpatry-
manego punktu piynu 2z jego pol'oZeniemﬁchmilomym oraz poc hodna
tego mektora wzgledem czasu L_t):A’_):a (prgdkodé punktu pitynu) wminny
m kazdej chwili byé cigglymi funkcjami punktér przestrzeni.
ydzielony  paszym ptynie element objetodci ograniczony myélomo
pemg povierzcinig podlega w czasie ruchu deformacji lecz nie
zmienia swo jej zamartodci. Nie '"yniké st.qd byna juniej, Ze chaotyec
ne ruchy molekularne zostaty przez nas catkoricie pominigte.

Og one wzglqdnione w inny sposéb w takich makroskono=ych efek-
tach jak przemodnictwo cieplne czy lepkodc.

Znacznie bardziej zblizone do rzeczyvistodci jestgzalozenie
izot{épomoéci ptynu, tzn. przyjg¢ole, 2e jego wlasnodci figyoczne
nie sg zaleine od kierunku = przestrzen“j.. Oznaceza to, 2e mszyst-
kie state fizyczne pXynu mogg by¢ tylko wielkodciami skalarowymi.

Jako trzecie podamy wymienione we mst¢pie zaXozenie, e stan
teruodynamicznej réwnbowagi okreflajg dwa parametry, za ktire
obralifmy objetoéé wiadciwg 4/~ 1 entropig mtadeimg s . Pozostake
parametry i funkcje stanu moZem& okreslié z danego dla naszego pkij
nu rownania 2 =AU (s vr) . '

W dowmolnym stanie ruchu, ktéry nie musi byé stanem réwno-
magl termodynauicenej, stan piynu jest okreflony dwoma poprzed-
nimi parametrami S.14° oraz /2 dodatkomymi parametrami wewngtr:
nymi@ 5;, ..+ 4 .+ Ukreélony paraxnetranii 5.4  stan réwnowagi

M

zos tax okreélony na str \9 . Paramatry 4, 4 (++- 4 obleramy

V-

w ten spostb, by 2z chmilg osiggniqxcia rémnomagi stamak¥y sie¢ one

révne zeru. Entropia S* (3,1, @ ¢1 q/) w stanie ruchu jest

okredélona prawdopodobieristwem termodﬂmmif'znym ze mzoru (1.6)



Rys. 3

e : |
Wresacie «zak:iadamy, 2e ter. odynamiozn'y s-ta‘n -ruchu  jest bardzo
zblizony do stanu tarmodynamloznej rémnomagi« Oznacza to, %e
parametry 4 g. e _' , mszystkie pochodne; m.Zglcgdem
czasu orag ;siyzs'ﬁléie ir;e Wielkoépilznikajqce mraz 2z osigznigeciem
rév'howagi mozemy/ urazaé za niesko.éxczenie maXe 6drzuc'a,jqc. ich
myzsze potggl mystgﬁuj,qde w rdz”’iniqciach m szeregl potggome.

Do utozenia rdéwnan ruchu piynu przyjmbmaé bed ziemy do':wolny‘_
ukzad mspélrzgdnych kr zywolinivomych 21, ¥ %0 argy czym bedg
to wspé'erane Kulera. ’M'etryke; naszégo uktado mepéirzgdnych ozna=
82y my przez'g,;( [X’,./)’T).’g/. Do zapisjwania wzbrc’m stosomaé bedziemy
notacjg tensorowg [7]nie-zmienﬁicza"vzgl-‘qdem zaniany mspéirzed-
nyche. v | : ‘

Wydzielmy w naszym poruszajgcym sig¢ niynie do'"olnq Objg- : |

tod¢ V ograniczong zamknlqta‘ pomierzc mig Z (ryse 3). ObJQtO
ta zawmisrajgc wewnqtrz_\ogranicza;qcea J& po'"ierzchni ciggle te
same ozgstki piynu inoZe .sama ulegaé odksztalcehiu znientajge sig
od wartodci V/&/ : m_‘ohmili.poc'zqtkowej /f=0} do V/// |
w chwili dormolnej. - ' | ; | A

kazdy z punktoéw P piynu zajmie w pi'zestrzeni nowe poioZenie,'
ktore mozeny okre‘lié jednoznacznie przy pomocy wektora rmzemiesa-
czenia A’Y Ygozgcego noc thko'ne i chmilowe poYozenia naszego
punktu. Oznaczymy przesz X X /\'3 chwilowe wspdXrzgdne punktu P"
ktore sq jeduoczeonie mspélrzqdnymh Eulera, a przez Uf"‘ wépf’)lrzc;d
ne Jjego prqdkooci /a/ . ‘

Wydzielmy w otoczeniu dow nlnego p(mktu P nieskonczenie :
u;a&y eiement ob jetodciomy O/V o masie d/rh 9 a/V i gl zie
prees f (X’X )(3 f') ozm ey lidmy chwilomg ggstodé. prynu v da-
nym miej sCu. Przyjmujemy, zg na kazdy takir elament dziata sita * :

masovwa ‘0 wspllrzednych /,90/]/



i

Bk ek

Wydzielmy na powierzchni Z dorolny nieskoriczenie maty
jej element O/Z. Prgy jmujemy, 2e przez kaszdy taki element msku-
tek przewodnictvva dopromadzone jest 2z zewngtrz = czasie ﬂ/f
ciepZo —0’/7/- 5/2_,9//’ . Przez Q’ oznaczylismy wspl¥razgdne
wektora strumienia ciepla a przez M, , "spdtrzedne (kowariantne)
mektora jednostkorego ;’? prostopad¥ego do rozpatrywanego elemen-
tu pomierzchni i skieroranego ma zemgtrz objgtodci V . Poza
tym przyjuujemy jeszcze, Ze na kazdy element az a zlatajg sity
pomierzhniowe wyrazone w obranym uktadzie msplir zgdnych pray
pomogy tensoré naprezen o""k

 Podalidmy zalozenia okreflajsce wrasnodci rozpdtrymdnych
ptyném i zakres rozwazanych przez nas ruchéw oraz worowadzilidmy
oodstawome oznaczenia. Obecnie podamy podstamowe postulaty (izycz=-

ne, z ktérych wyprowadzimy rémania ruchu.

3, Postulaty fizyczne i myprovadzoma z nich zaleznodci
matémtycine
~ Przed przystgpieniem do omamiania podstamomych nostulatéw
fizycmych podamy wazér pozmalajgcy oblicazyd jpochodnaz mzzl gdem
czasu 2z carki domolnej funkcji A ( skalaromej, mektorowej lub ten-

sorome] ) p'o objgtodei V prz enleszczajycej sig mraz 2z cieczy
(patrz [@ :
A [A oV = [[ 3 +V(A)]dV.

Przesz V oznaorylmnw operao;;e, podhodnej kowariantnej (patrz

[7] /[]i[?) stajgcy sig pochodny czgstkorg '9/»)(’ , Jedli ukzad

mspOY rzgdnych /('sz, i Jest prostokgtnym kartezjariskim.
Pierwszym postulatem, jaki tu wykorzystamy, jest gzasada
zachomania masy.Masa mydzielonej objgtodei |/ porusz jycej sig

wraz % piynem nie zmienia sig 2 czasem, czyli



-15 -

jy oV = ()
Stqd PO wy,{orZystaniu (3.1) znajdujemy

ﬂ €+ ou)]dV =0 . |

foniewaz catka ta jest réwna zeru dla kazdej qucgboqci YV, »iss

X

!

rumny, zeru musi byé wyrasenie podcatkome
(3.2) ;_922 ¥ fo u') = 0
. W ten sposéb otrzy malidmy tzw. rdémnanie cj..a‘g}oéci.‘

Jako drugi postulat »ykor gy stajmy teraz plz‘-av*o prgyrostu pgdu.
rochodna pedu mydzielonej objgtosci ‘plynu 3 mgglgdem czasu
jest na podstawie tego prawa roma sumie msgzystkich si% zemngtrz-
nych dzidla,]qcych na wydzielony element olynu. Suma s8i? zemetrz-
nych jest roma caXce z sik objgtogciomych j/soa/V orag cax- :
ce ¢ sit pomierzchniomych jo"i‘n'dz (sia:a dZi&IaJa‘Ca
na element ﬂ/Z jest na fEsadzie definicji naprr;zenid o't
réwna & /’2 )«Te ostatnig mo#na na podstarie tmierdzenia Gaussa=

' Ostrogradskiego przedstamié w postaci carki objgtobeiomej i = re=

zultacie suma wsgystkich si* jest rdwna catce

s o)y

Ped nasze,] objgtoseil V jest rémny sumie pgddéw wsgystkich jej
czgstek, ceyli cakce IP_M /V.Pochodn,q tego pgdu obl ic zymy

na podstarie (3.1)

dfyu ol V¥ af[ 2] 4 v(euu’) ]V,



«-16 -

Prawo przyrostu pgdu mozenmy wige napisac¢ w postaci rdéwmania

1}(2&_-;&7(9“ M)]ofv_—f[/[?_f_vo,lk)a/l/-

ktére jest stuszne dla kazdego Stgd mynika‘.‘ rémnosé wyrazel

podcatkowych i
Dlou*) Ly b bk
093 gt & BT “)“/P+Z<f .
Lewg strong otrzymanego rémnania mozemy jeszczé przeksztatcic do
' postaci |
ke .
+l7(%)]ﬂ & "‘-*MV/M/)

ktérej plerwsza oczgéé ( w nawiasie kradratomym) jest na zasadzie
(3.2) réwna zeru, zaé czgéé druga zawiera w naviasie pochodng

1/ :
substancjalng pregdkodei b czyli praydpleszenie 4 © - Bu' /g

o

Kémanie (3.3) mozemy wigec teraz przedstami¢ w postaci

(3e0) = Detg yc e ik
Dt /+fv’d/

l/POChO(;;lk: substancjalng A'cDA/Df pemiraj wmielkodecl A mzgleded
czasu nazywanmy takg pochodng, ktéra porstaje przez rézniczkomanie
mzgledem czasu wielkodel A zmigzanej 2 porusszajgcg sig czgstkg
piynu. Poniewaz porozenie kazdej czgstkil piynu jest funkgjyg cza-
su()("-.- X"/?() ), migc dla obranej czystki jest
A= ALX ), x50 ] i

DA _ A dx? T Z//\r 28 ot >4

DF oxt d@f T aktdr * ? ﬁi F
Lecz pochodnea/*/n/f s5 rémne wspélrzednym prgdkodel oczgstkiy '
@& pochodne czgstkome 9/’9)(" nalezy » prey padku gdy /4 nie jest
skalarem lub gdy X b )r’,)(? jest uk¥adem krzywolinlomym zastgpid

przez niezmiennicze ope rator,yV czyli
f A
T L e A
Dt ?/'
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Pocnodna krgtu (sumy momentdéw pedu. mZglqdem $§rodka masy) mzglg

d.em czasu wydzielone] objgtosdci piynu jest rdma momentomi wypad-

komeumu $ix zewne;trzn;ych mzgledem érodka masy. 4 tego, sf'ormulovna
nego w ten sposob prama prgyrostu qutu wynika, czego tu nie

bgdziemy wyprowadzaé ( patrsz [Zl ), %e tensor napre zen

Jjest symatryczn_y .

(3.5) o=t ‘
.Naste;pn_ym postulatem, ktory tu "-f.\,'_mien_inw jest zasada zachow-a-i

nia energii, wyrazimy jg nastepujgco. Sumalwykonanej w cwsie// 1

na WdeiBiO;’lej objgtodei plynu Y - .pracy si? ‘;\zemnqtrzn:yoh oraz

dopromadzonego m tymie czasie ciepta jest réwna przyrostomi sumy

energii wewngtrznej (termodynamicznej) i kinmetycznej. Praca sik

ze*"nqtrzn;vlch jest réwna sumie pracy si% oqu’tdéciomych

f/fuk otV i pracy sil DOMierzohniomychff“‘n ukﬂ/fdz

Tg ostatniy na podstawie trfw. Gaussa-()strosr%od.akiego no Zemy ')rzed

stawi¢ w postaci caXki objgtosciome] f\7[a’"‘ )de/f .Jopro"’a&l

dzone przez powierzchnig Z cieplo mynosi.pf@ 7 5//5/2_

a4 Do przeksztalceniucfvﬂ a/Vn/f . Sana mykonanej pracy

i dopromadzonego ciepia jest wigc rémna calce objegtosdciome]

f[/gJa,,+ V,'/d’”‘uk)- V'Q']a/Vp/f,
Prlgyrost sumy energii wydzielonej objgtodeci mynosi
é/f(gll-/-?“““)z/lf

Pramu zachomania energii mozemy wiec (po podzieleniu pvzeza// )

nadaé posta¢ matema tyczng

f[s"(%*“““)]””” [ b+ 7 ) - va]ofv
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Postgpujge jak poprzednio tzn. wmykorzystujge wzér (3.1) i przy-

¢ . . . .
romnujge wyrazenla podcatrkowe o trgymamy stgd réwnanie

e L e T R ' ) e ’
:6) Z[o(U+)] + v fot+ ) [<f P ue +V.( “ui)-v. 4"
ktCre mozemy przeksztaXcié do postaci
Rl ke & sk Sy
[;97?+Y7,'[?M/](ﬁ+-‘-’-£i +ou (2 -(-Lna" +J’DZ/

=7 Viwp -4
Lecz plermwsze dma myrazenia w tym réwnaniu sg rdémwne zeru na za=-
sadzie popr zzdnich postulatém (patrz réwnania (3.2) i (3.4),
zag iloczyn symstrycznégo tensora ("“ przez tensor niesymetrycz-i
ny /' u, mozemy przekszta:’_tc:lé rozkradajgc ten ostatni na su- |

mg jego czgdcl symetryocznej i antysymetrycsznej
R .
.\Z”k 2(V'Mk"'Z«h/)‘*’f(ﬁ’h;:*’%u;},
Jedli oznaczymy :
: A ,
31, £, ‘j(Va‘“k + Vi M},’)’)
to iloczyn a"kv.ﬂk mozemy przedstawié¢ w postaci iloczynu dmich
i / 1/

tensor(w syle tryemych

e .
Stosujge pomyzsze przeksztaXcenia mozemy nasgze réwnanie (3.6)

J,T‘Vl‘hk = (’kg.

spromadzi¢ do postaci

(3.8 DU
e a7 % O’fk-VQ

D e 2 I o ey T T T T, s s P

1/%atwo mykazaé, ze iloczyn tensora symetrycznego O”A’przez do~-
wolny tensor antysymetryczny ¢y, Jest riwny zeru. Gdyby bvowism

byxo d/”"[vk 5 j*@ ,» b ]-‘—'0’1}(&),"(: (kl&d,'k

oraz -7 = J , lecz zuieniajgc oznaczenia mskasnikéw

7 O/ éyl-.a/ £, D = —j

co jest mozlime ko dla j z o . )
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Otrzymane rownanie mozemy interpretm’aé Jako jedng z postaci

zapisu I zasady termodynamiki : doprowadzone do jednostki objetod

¢i = jednostce czasu ciep?o —V,‘@" dodane do mocy si? pomierzch-
niorych J"‘;’,-k réma 8ig pochodnej mzglgdem czasu energii memnqtiz
nej Jjednostki objgtosel o Dﬁ/pf . Nalézy zmrécid umage,
ze o trzy mane réwnanie Jest niezalezne ani od parametrdé» ruchu
mechanicznego (prgdkodéeci, przyspieszenia czgstki), ani od si?
objetodc iomych (masowych).

Drugsg zésade; termodygamiki'mozna pod zielic¢ na dwie czgdci.
Piermszy jej czeé¢ - dla przemian odmracalnych sforu;'b’malis’my na

str. F , mozemy jg w polgczeniu z plerwszg zksadg zapisadé w

pos taci
(3.9) AU =Tols .44

(m nasgym przypadku Of[ .—.-.../9 D/V Jiik ktérej mynikajg mzory

(332) 1. 2UGw R ot DUty
25 i D

Ocgymiécie rozpatrywana przez nas przemiana jest nieodwracal -
ng. dimo to mozemy j‘ej przy porzgdkomac takg pr?z-emi.anq odvracalng,
dla ktérej zachodzi (1.12), za$ 'r*zor& (1.2) mozemy umazaé za
definicje mielkoéei T i p » Urugg cz¢é¢ druglej zasady termody-
nauiki dla przemian nieodwracalnych omémix#y nieco szerzej.

_Przyjmijnw na poczgtku, ze dowolny s,{:an chwilomy w gzasis %x
trrania przemiany nieodmracalnej jest okreflony tymi samyui para-
metrami co stan rownovagi termodynauicznej np. paraietrami g o
(T: DM/DS) « Wémczas prazyrost entropii f‘ ukradu w czasie
AL =l -1,  speinia nieréwnosé

(3.10) f(fz)" '5\(1(4))f’@
gt

N
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gdzie przezéfﬁ oznaczylidmy ciepto dopromadzone z zemgtrz do
uk¥adu w czasie ﬂ/f ¢ Prgy jmajge bardziej ogdélne zaXozenie, ze
stany prgewian nieodmracalnych sg okreSlone wigkszg liczbg pa ra-
e tr ow L8l .- n iz liczba parauetriw sﬁanu révnomagi
napo tykamy gdraéu :a trudnod¢ w stosomaniu nierdémwnosdci (3.10)
polegajgcy na tym, 2Ze "stétyczne" definicje entropii i tempe‘ra-—
tury tracg wiwgzas sens'(patrz str. 6 ) Nasu%a sie mige byta—‘
nie jauky interpretacje nadaé wystgpujgcym me mzorze wielkodolom
S i T ( przez a8 rozumiemy zawsze te 11046 é_nergii, k téra

Jest dopromadzona 2 zewngtrz na skutek réznicy temperatury istnie-

Jacej 'miqdzy rozpa trymanym ukladem a jego otocze’n'iemizémqtrzn‘vm)‘;
Jét’sli chodzi o entropig, to ® rozvazanym przesz | nas przypadka
definiomac j'q bgdziemy przy pomoey wzoru (1. 6).‘\ Natomiast do de-
finicji temperdtu"y wykorzystamny worowadzone ™e v*ste;pie przyoorzc;m
komanie - kazdemu stanomi P odpori edniego stanu  roéwnomagl ter-

modynamicznej P (str. 9 )+ Pod temperaturg 77 stanu p* okreslo=

nego parametrani v, 8,4 ,... 4 beg d ziemy migd rozumieli tempera- .
tui'g; T = DZ/fﬁ"lf)/% . W4ten sp:séb dla rozmaz-énycn zagadnietl nada-
1lidmy jednoznaczny sens sformu*omania drugiej czedei drdziej za-
sady termodynamiki (3 ;10)

4 gasady tej wynika wprov'adzone uprzed.nio rozminiqcia
(L.11) g%/ 0, £.9.-8)-5-1 ZL ,4;(5 ,/)q’?/fm

red prieaty

Kozpatrujge bowiem przemiuny adiabatyczhe (g"ﬁ O ) mozemy
-2 nierémodci (3.10) wysnué wniosek ‘ ge kolficoma entropia stanu
#éwnovagi § masi by¢ wigksza od entropii §4 stanu poczgtkome-
g0, czyli w rozwinigeiu w sz reg wokét stanu ré-mowagi g o entro=-

pié S* musi osiggaé maksimum réme §




i) -
tastosujmy teraz t¢ sasadg do mydzielone] vdbj@toéci plynuy
Entropia tego piynu wynosi JJ' oly. + ™ czasie ,f entropia ta

dozna prmrostu ‘
\

a//jkp D/V 5

ChepZo jest dopromad&one m tym czasie w niejednakbme.] temperaturza

8dyz temperatury elementéw povierzchni a_/Z mogyg sig ré:‘mic mig=-

I'
zy sobge Ubliczmy ca?ckq’f R n oz Stosujyc mzdér Gaussa -

T
.Ustrogradskiego o trzymuje u§

Q”T’/Z”'L [V(T‘))a/va/f

ierovnow (3.10) mozemy terdz zapisaé¢ w postagi |

 fpriaryini s B8 /gt
0yf§90/l/> V/V"(?/a/}/ﬂ/f

lub inaczej

3,11) ﬂ/ Sxpa/}/-{-fy (Q)WV>O

Nierdmnoéc tq mozemy przeksztalcic stosujge mzér (3.1), wtedy otrzj

J[E +wsa) e vl B)] o7 >0

a stgd wynika
. X : gk
(312) 20857 (os*u') +p (&4
3 ==+ Vi (95') +V:(2) 2D

TprowadZimy "szybkoéé porstawania entrop'ii",’m Jednostce objgtodoi"

(rate of enthropy production)

..96"5” e
(= *Viles's) +y. (= /

(3.13)
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wémozas drugyg zasade termodynamiki mozemy zapisac w postaci

(3.14) it L
przy czym zmak rcéwnodci moze mieé miejsce jedynie ™ stanach
réwnomagi termodynamicznej.

Przeksztarémy (7 do postaci

9 o +V(?“27+F(d Df f—+~ T Q/

poundzmy przezT i mykorzystajmy wzory (3.2), (3.9) i (3.8) a

otr Zymamy

. 8%
615 TO=Te (5 5 ) (o* /o? 5,k —‘:77-:—62

Ponievaz | >0 , miec z (3.14) wynika nierémoéé

(3416) TESR U
Przy podanych zatozeniach 2z ogélnych postulatéw‘fizyczn,ych

wypromadzilidmy rdéwnania

28
,” +V: (9M) 0
(3.17) / * \70)"‘ (’kgfk./
e pﬂz(/fs,@ e 0° ;v=} ,e,.( Z(Vuk Fui),

/o{s,(/ N T

oraz nierdéwnod¢ 1 \

APY
a8 P20 ,gdze TO=Tg ‘Si Dz‘) (C;_,Lg/ggk___




g8 .
rankoje U LsOriint) o(vivieit)], e
S sl ith (i f),;?;(x’,x’,x,’/)/ f}_(r,x,x,z‘/]/
T[stcininit), ff(*‘f»)ft*{/y], 79[5(4/7)(’,)(3,1‘)/ w[x".y‘,,riz’)_]

zal ezg przy tym od wmiejsca i czasu podrednio poprzez znane
funkeje (sv), S *(s,u:}, 2, .f,), LGl PG

Same réwnania (7.17) nie mystarczajg do myznacgenia ruchu
ptynu, gdyz liczpa ich Jest mnie jsza od liczby.wystqpujqcych

w nich niewiadomych. Brakujgce rémania wyprowadzimy 2z nierdr-

nofci (3.18) metody Onsagera. W tych dodatkowych réwnaniach
wystgpomad bgdg Jjednak pevne state materia¥owe, ktérych myzna-
czenie jest mozliwe bgdz to przy pomogy doémimdczenia bydZ tesz

w oparciu o mechanike staty%znq.
4. Zaleznoséc¢ Onsagera

Ugllng me todg mypromadzania dodatkowych réwna#’ tgrmodynamiki
proceséw nigodmracalnych podar Ofsager w 1932 roku. Metoia ta
bierze za podstawe Il zasadg termodyhaudki = postaci nierdmnodei

| Teand
przy.ciym funkcja TE’ przedstawiona jest w postaci sumy il}cczy-
néw "uogllnionych sit* temmedynamicznych" X przez " uogéln?dna
strumienie” J , cayli Bl

i) TO-XT+XT 4. «X] . N

Liczba w ystgpugqcyoh wyrdzém N zalezy od licaby memnqtrznycn
stopni swobody przemiany nieodmracalnea, gadé ich sens fizycénq
zulezy od konkretnego zagadnienia Flzycznego. Np. gdy rozpa+ \
trujemy przenlyw prgdu i1 przeplyw ciepia, to silami bgdg mielkoé—
¢i proporcjonalne do natgzenia pola elektryocznego i &radientu

tewperatury a odpomiednimi strumieniami - strumie’ Xadunku elek- -



- -
trycznych i strumied ciepta. & chmilyg osiggnigecia réwnomagi
termodynanicznej znikajg zarémo strumienie j Jak i sizy )( a
szybkod¢ powstawania entropii staje sig rémna zeru [/ < 0
stan chrilowy przemiany niesodwracalnej jest okredlony parame-
trami stanu rdéwnowagi teruodynamicznej, ktérg osiggnglibydmy, gdy-
bydmy przer—al i proces izolujge ukZad od otoczenia, oraz , wmiel =

kodciami (Rp sihmi )( )( N ), ktéie charakteryzujg "nieodwra-

s

~-
calnos¢" naszej przemiany. Pozostate wielkodei (np. strumienie

;,g,,.. J-) mozemy przedstawié jako funkcje parametréw stanu révno-
"M

wagi oraz » parame trém stanu gaki®conego . hozwidmy funkcje

/‘ ’;7{1’2)/'4)4{) Eaq 2 n
(pominigcie m zapisie parametrdéw stanu rémnoragi nie zmienia toku

rozumomania) w szereg ootqgowy parame trém stanu gaktbécenia

Jeea) + Z

i podstawmy do (4. l). Aby soelniony by marunek Tb” . dla
kazdego ukZadu six X , 6 X X .. X, rosninigeie funkeji ')"9
7 a4 : ; b

w szereg noteggowy winno sig rozpoczynac od formy kwadratowej okred=-
‘lonej dodatnio. Musi wige byé J/0) =0 i rozwinigcie j moze
sig¢ rozpoczynaé¢ dopiero od myrazém liniomychs Rozpatrujge jadynie ‘
przemiany bardzo zblizone do przemian odwracalnych, na tych wyra=-
zach liniomych mozemy sig zatrzymaé. Zalozenie takich 1inioyj‘chi\\*

zalesnodci miedzy sirami a strunfieniami

(4.2) T = E .
/- ‘/. &J' d !
stanowi istote me tody Ousagera. Wspbkc gynniki L mogg byc myZaa -

czone bgdZz to metodami dosdwiadczalnymi, quz tedz teoretycznymi'mé\\to
dami mechaniki statystycznyej, sg one funkcjaml parametrdw stanu
rownomagi. Zmigzki (4.2) podamane sg czgsto w literaturze jake
piermszy postulat Ousagera. Jak mykazalidmy poryzej, nie stanomiy

2\
£
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one jednak nowego postulatu fizycznego\a wynikajg 2 drugiej
zasady termodyna.iki przy zalozeniu, ze stan zak}écony roézini
sig bardzo malo od stanu rdwnowagi termodynamicznej, i pray
przy jgclu metody matematycznej rozwijania = szereg potegomy .
: Jako drugi postulat Ousagera podamany jest zv\"ie:tzek
(4:%) . . o, L
: 14 ‘ ‘/'/

okredlajgcy symetrig¢ wspéZczynnikéw O\ﬁsagera .

Ten doda‘tkow;y postulat mozna myprowadzié w oparciu o odwra-
calnod¢ procesow na gruncie termodynamiki statystyczej.

Posiada jagca sens fizyczmy maciersz [, porinna byé nieosoblime
i dodatnio okredlona ( Tﬁ;& ); mozna :{'La niej znale’¢ maciersz
odwro tng Q4 s Drey pomocy ktérej mozemy wyrazad zwigzki odmrot-

ne do (4.2)

(4.4) X Z M ]

Podstavvmgqc(rl» 2) lub (4.4) do (4.1) znajdujemy dodatnio okred
lon@ foray kradratome

(4.5) T§ ZZ LX)( '"ZZNJ]

_dnalizujge matematycznie te formy mozenw myznaczyc m jakich

-

granicach winny by¢ gawarte wepé¥czynniki Opsagara, by ;)osizadaaty
one sens fizyczny (TR =0 ) |
Przed zastosomaniem metody Omsagera do rozpa trymanego przez\
nas przypadka brzeksztalcimy nieco myrazenieTp (3.15) mykorzys=-
tujge przy tym zaozenie, ze stan jest bardzo zblizony do s tanu
réownovagi termodynmamicznej. Zwdézniczkujmy t&m celu rozminiﬁc’ie
$'(1a1) ' ﬂ !

Pl DS 4 = Dgz 24 .0 Ds Dv]
e B BT R
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i podstavmy do (3.15) odrzucajgc nieskoriczenie male trzeciego rze¢du

a otrzymany

v e _D__
i4.6) T6 = ('<f+/°?/f'k + @ “5’ Z ¥ pt'

1=4 )77 T

Porémujge to wyrasenie z (4.1) widzimy, Ze sitami termodynami

. nyui mogy byé w nasgym przypadku : i
' A ’ -
£ : 3
Bt o"ng” - BT Z
: /ﬁ? Z g / ZED/; 1? 6% ) ;
= .
]

za® od pomiadaj qcymi im stromieniami

-(4‘8) {/‘k . Q ' - ‘D@

: ®

Nalezy pray tym zwréci¢ uvragg, 2e mamy tu do czynienia z wielkod=~
ciami trejakiego rodzaju: tensorami, wektoraml i skalarasi.
. szy"-{ukladaniu zm igzkow Opsagera (4.4) nalezy pamigtad o zato- %
. Zeniu, zb ‘rozpatrywany ptyn posiada wiasnodci izotgpome, tzn, zZe
wszelkie* ‘tale materiaXowe winny hy¢ skalaraui, qué tez winny
."“‘:_'dau SIQ Wrazi»._ pray oomocy skilardw i tensora metrycznego ?"‘

’i‘worzqc zvlqzki liniowe miqdzy sitagi (4.7) a strumieniami (4.8)
(godobnie aak w (4.4)) mozemy sig prwkonaé, ze nie zawsze mystqpujqr
m r\\ich wsiystkie wielkoéci. Np. trorzge szaleinoéé migdsy sils YJf ;
(mektorem) a strumieniami {k S L?' DLI//D;‘— vidzimy, ze -V T/}
mozet* zalezeé liniowo 04 tensora lub akalara jedynie mtedy, gdy '”spél;
ozyn%zik proporcjonalnodcidb bgdzie tensorem nieparzyste] walent/
co ﬂ zalozenia izotropowodei pZynu odrzucawy. L’”iqZki Opsagera

(4.&) mozemy wigec w nasgym przy padku zapisac » postaoi



J =1 D¢
Z'__T s A
i . 57 ! )
(4.+9) s
Z/W M2, +Z Nog
,J' : e o

TgplXczynniki ./4,,,,\: i % dobralidmy = ten sposéb, aby pokrywaly
sig¢ one ze mprowadzonymi w hydromechanice wspélczynnikami lep=-
kosei i _przewodnictma cieplnego.

amiqzki wyrazajgce drugl postulat Ousagera (4.3) mialyby
w naszym przypadku postaé¢ rdéwnosdci

(4.10) L=t N=lN (j-tm)
. i J

i/ ‘/' s :

-

: e
Aby si¢ przekonac, jakim jesszcze warunkom czynidy zado$é wpro=-

wadzone mspéiczynniki //t ) Z,— /# /7’7 A po ds ta=my
’/
myrdzania (4 9) do (4 6) - {

T (2ut )"/ +7 4_%)5,& L2,
174

Df A
+Z(Mf’+2: __;)g_{_
9.0’

=l 7 +,\(f)+—,;~ —+ZZNQ,‘])+

2 IR AT

=

Otrzymana forma kwadratowa nie zmieni swej wartosci, jeéli zmienimy%f
uktad #“spiirzednych. Nomy ortonornalny kartezjarski uktad wspdx-
rzqdny_ch obierzemy w ten sposcCb, aby wspliirzgdne tensora f;k"mia :
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wartodei podane przez maclierz

fz ; 0 ; 2,
0 ) fzi,[) g
e 0 S

¥ ukiadzie tym ff’-é_} E f,, ) EC( (E“ +(£T)+<g’”)

a naszg formg krnadratomg uwo_zemy przedstami¢ w postaci

T8 = (2 f))(f-f-»z; 1)+ (e GG e &)t

(4.11)

& ) ;
5)‘? +Z-,/_ 04 + (5 + ,+gE)I;(§—+§7)JQ/.

{
1'=1 =1 o J
"aby forma ta byla dodatnio okreflonsa winny byc soeinione nastgpu~
jgce warunki

a) 2/1'}') >0 (2/4-#))1”)'1}0

._\ :

po przeksztaXceniu nieréwnodci
. "
o 42/1 i a..x//\, ~ad /VL

84 spelnione jednoczednie, gdy
(4.22); p >0 R e
b) '4/,/(7' > , czyli

(4.13) I >

¢) syuwe tryczna maciersz

o !
N, 4

N v 0 B 2 W 5 T R N e



=

jest dodatnio okred 1ona, co poc igga za sobg

g (4.14) /V =9

2 /?,m)/v FLAM)P*>0 , cagls |
= sl [ M) L2V (f=42.. =]
.() VY :
% Gdyby istnis? jakig p2yn, 4la ktorego wsplélczynniki O”sagara %
nie spemialy nieréwnodei (4.12) do (4.15), to piyn takl moznaby j

uzy¢é jako czynnik napgdzajgcy perpetuum mobile Il rodzaju, co jest

. niemozlive.

Zryacany jeszoze umagg, e wspéicgzynniki te nie muszg byé sta-

¥ymi lecz mogy zalezeé od parametriw stanu révmomagi S‘U'V.
5e Rémnania ogélne

Kéwnanie (3.17) wraz z zaleZnoéciami Ogsagera (4.9)_tmorzq ra- 1
Zeu szukany ok?ad réwnar ruchu plyndw. Przeksztaldémy te rownania
ao postucl mygodniejszej dla obliczer. . 4

Rémnanie qug?O"Ci (3:2) prz,ekaztdl#ﬁy obliczajge pochodmt ilo-

. czynu ' :
. : : 2 ' : : .
e _\Z(yu') =u VP —/'fV,'m' ‘;
i wprowadza jgc pochod ng substencjalng gestodcl :
E : _:
g ¥ Vou =0

F ~ Do réwnai naszych zamiast ge;stoécif mprowadzimy jej odwrotnodé.

| objgtodé wlradeiwg , — ///? . Réwnanie cilzYodci bgdziemy miwczas
mogli zapisaé w pos taci :

¢

e bl s gl L SRt el iy ST s il SAdME S

(541) 4 DV o yu
& Bf )

:
3§




o8 fgte s SR s At R

T S B o T B o o L e P L T ey 1/ T N P te P o (T T SN W P10 Fo IR, L

B B A o S s 1 eV S ol
1

P (o S T st

T TP NP PRL Tt TR I TET T TN IO TR reenty (LUK Y T ey o

Wprovradémy teraz objetodé¢ wradciwg do révmania (%.4) i nodstam-

my do niego \{‘h z (4.9) :

, P ’ 1k i
(5.2) E—;-:/+/Vv,(-—gfa+?/az’ +)ﬁ [ —/—7 L %)
7

hKownanie to mozemy jeszcze przeksztalcid *vprowadzagazc V =
P
(na: zasadzie tm.kicei V,? = ﬂ) orasz fj - \7, u’
* SR e - |
-(7&4 + Ve, )/2 , mtedy

b5 (2 ’/)ﬂ-v/o-fv/_y(w +7 u ) +V (7 u)

o F 1B F
+Vl=-4‘/‘.D/ :

‘Obliczn;y teraz pochodng

D// “"‘)ﬂ/; U Do oS mir 1k,
£F c Dz‘ o e =

wy kor 2y stuj&c (5.1) DV/DZ‘ -’»’0"17,-14":—-'" [/‘9'2‘{,;‘ i (1.2) i podstawmy ja%
do trzeciego réwnania (3.8). Do rémnfmia tego podstawmy réwniez 0"

z drugiego ze zmigzk(m Opsagera (4.9) a o trgmamy po przeks ztakcehiu
Gt) Tof =VkY'T)+ (e 4pg )€ .

Lecz iloczyn "sily termodynamiczne j" c"'l‘-ﬁ/ag;k przez bdpowiada- 4
dajqcy jej "strumier" &, Jjest wiel kodcig nieskofdczenie matg dr\gieg‘f
rzédu iw ';).or ¢maniu 2 pozostatymi, wystepujgeyud w rémnaniu (5 .4.)

A o

wmielkosciami nieskoriczenie matyudi plermszego rzgdu mozna Jg zanied- 3
#

;

-

bac. "tedy przyblizenie révmania (5.4) po mprowadzeniu objgtodcl wkad-

2
cimej przybierze postac

_ T E Ds__ : f ' ' ;
(525) = ViV T) . . -




AR SRR - ey S R RIS e B I

-3]1 =
"“’reszcixe wykorzystujge (5.1) przeksztaXcimy ostatnig z zaleznod- jv',
ci \houéera (4.9) do postaci
g D
(546) Z( Agq +/\/%E-——— = :
2 1'=4 ¥ gt ) J s Df

Yreeksztatcone romnania zestawimy — dwie grupy

D(/‘
=V u' - .
M
ke D%
=
1(0_, )—-— e (Vo' + uva»V )V“{)+V. L
Py / Vp +V[ (V' % k( M,/Df.
(5.7)
I
R I oS o v “‘V T) 7
Tk
1
T ,\/DD;}) gt ME 10 000
o + ik - '
ZE:: ('U’ 5*1 0D ¢ B / ¢
1= .
; e ‘
1 & ik itk b DQ*
e +V u )+ V,u + ¢ Fel?
| e = /9@ +/M(VM )hﬁ € j:»rd.Dl’)
)
o
. W pierwszej grupie i’H’f réwnan niemiadomymi funkcjami miej sd&j3
i camsu s§ d;"‘d [paranetry stanu termodynamicznej roéwnowagi s, R |
parametrom gtanu zakidiconego ﬁ/ 4 a4 oraz trzy sk¥adome mekto=
predicost = = : "
T A — 1, 17, » Cidénienie 79- i temseratu ra T

aﬂf}a

sg znanymi funkcjami parametréw stanu S, ¢ wyznaczonyni z—deifesrero

romnania stanu

W =Ucsv)

2 (1e1)

pray pomocy wWzor (W

U s, V) _ Wi v)
bt el -



! { 5
08y ¢ pola tenaora naprg?ez& 0’ i 'rekt.ora stmmienia bie[)l& Q

. Iwmmmla (5 «8) mosrq byl tes przydatne do okre‘lanla marunkow brzeg

'tur»‘ T e

‘ dz%cych ciep’to g AR

i "pramo przemodnictma Fourisra"

'Janymi aq tez f‘unko;}e A(S V) f’a/”\'7 "’) ktore mvznaozamy

8 rozwim.qcia " ezereg (1 ll) entrapii 3 (9 V@x . 4,)

',okreblonea mzorem (l 6), oraz mspolcz{ynuki Osagera, ktiore minny

by é Wyz:naozone upr zednio qué to doé'"iadczalnie byd s tez drogy
rozwazan teoret,ycznych. Jeéli chorizi 0 sih; msowt //' i he orzyj"-f.
muje sig naogaa;, ze zaleé'y om tylko od miejsca / [ [’("X '\’g/

~-ohog do ukladania roman to za':tazenie nie by?o koniecz.ne i moze ona

miec. duﬁo Ogé;nie.]sza; postac':, A \niqc 1iczba rémad (5.7) ,jest. rém=
na liczbie myste‘ou,)qcyah = nich niev*iadon;yon.
da: ali mrzy zadanych warunkach poozqtkov'yoh 1 brzfgov"ych roz—

"'iqzem;y uk}ad romari ().‘7) to rémania (5. 8) pozvalqjq nam myzna-__

l

IRl A e i
wyche | | el B e

- 'l

Jes‘ll to ;]e st wygodne, to mozna przy pomocy (l 2) wyrugomaé
z romau (5.7) entrcmiq S watwu;jqc ,)a‘ cisnieniem /c lub temper

iy

6o 'Przypa_dk'i..v szczegé_ln'e‘ X b ' ey Pl T e
§ % e 7 % : + . % /;J ."
; Ogélne I'Omnania (5,7) dia = 0 (1ub L M 0 ) e

) = -'\9/4/3 przybierage.i znunq pos, t.a(, rovvnan >Zynom le pkich przemo\

.

zaé rémani; (5}3) é«ymzm ms vctas tzv' ”pr-av'o lenkoqcl Ne"'tona"a %




-.3}-.
=pg "ty (7" -.cvw—;‘fa«

  (6‘.2) MR
LP: V‘T/ '

ppra-ﬁvaf' te sg, jak widzimy jedynie wnioskami wyplywajucymi z za=

stosomania metody Onsagefa- do naszezo przypadku prziemiany ’nié-y-‘ ‘~  |
odmracalneje. ¢ i o :

" ogfllnym przypadku -nszy.)tkz.e mspc‘lczynniki /m ,\ /P .
 ‘ {—,M /V orag T/Af //t/‘” £ zalezg od paramet;rém stanu rémno-'-: (

o owagh 5 ,a‘ . Iomnania (57) mozna zmcznie uprodcié, jesli

zalozymy, 28 msyo?ccwnnlki te Sq, stalymi. Zalozenie to Jest do=;
>  e pus zozalne, buds to mtedy, gdy pogwal ajg na to '"Lzsnowci pkynu
| : (co bardzo trudno Jest sprawdzic), bgdZ tez mtedy, g,dy same pa\'r{%
E ; ‘ ,metry 5 »0" zuienia ju nieznacznie m czasle 'rozpat‘ry"vanego rhqﬁﬁ
l (np » czasie rozchoizsnia sie, niemlellrich zaburzea)

rrzyjmiamy jeszcze, ze w chmili poczytkome] 2" Orozpaf.ry-

mara czysteczka nlynu znajdmaéba siq m romoradze termodynamioz-;.:

nej(a,{O) = Q/[D),..,,, 341/0) ) i myznacimy 2 ostatnlego‘ rumn&nia
1 Z '
(57) funkecje /f) o7 tym celu zasto su,]omy metody r: chunku

operatoro'v!rég,'o patrzbf LIU] )
b

. gdbzie /4 Jest operatorem rézniozkovam (nie nqleZy nulié z. cis-lf

nieniem) a Q/ 4 {{ 8y zoperomanymi funkc:;ami 4,// 5
i {(/f/ DV/VDf & otrzymnneg,o ukzadu rémna'z/‘x llniomych ‘

mo ?emy wyznaczy ¢

P(r)
Aendle - g p(n) 41'.!4 e

/




SdZie,. | | '15A~+qu'; T oa M |

(6.4)

Pm) < e e o
~A+N o | o
v I U';%.'”" P G (R
jest wielomianen / ’&;4 stopnia ze mzgledu na /3 ; gad
. TA«{-N /”‘,_/__M,“ rA.,LNP/

(e, e U 1a g,

~— » —

i _( n-1) =

U'm n1

7:4 +ﬁ¢79

M;UQIA

(/'rm

+N

"’ﬂ

P‘..

Mozna ui o*ounic

e jest mi elomldnem stopn:ta h-1.

BBk P s
: o 1/ .
L)Qoluda. )ierwiastki rzeczywi te 1 ujemne , ktoére oém}czmy
vprzez : 6 s '
ad 4
ﬂC'“' ) ! Z‘ﬁ’ D ?/— #
£ 7 N

- Gic¢ micierz TA /(/‘

ze gdy mcﬁerze
A i N sy svmet.ryczne - % donamlo okr ed lone (patrz (3 11)

(4 lu) i (4.14)) to romdnie algebraiczne n- f?fostonnia

-.-.-n-'-—_-—n--w--—nn--—-yv-"'u o

1/0la dorodu mozna nrz,y nomocy maczerz.\; i tarne j Z{ wrzequtal-w

\do po<tu01 TZ(AM /(/' -+ [/0

Jeqt diasronalne;\maoje rzq jednostko-vQ. yrzekszt

gdzie F 2///\/%

7 A
gona maci erz TZ//A}, /(/”' nie m'zestanle by ¢ symetryczn% i dodatni‘_,:

okre flong. Tiemy zag % teorii maci ergy
SUANT —E(p)| =g

posiada womozas dla "/?roz"'i qzania rzeczymiste i dodataies

[1}/2 20 ro"'nanie




T e

4operujumy jesmze sumg
yies

. Br

4 otrzymumy ) poistw":leniu (6. 3)

| Gio . e
ZLf@« ZL%’, o )O(n)f ZLP( ) =

;—4 P{)
o H )

| : Y -_~.4P(h) [' ) |
2 gdzie ﬂ/"’)jest rorniez mielomianem stopnia M ze wzgleda

=

irzygmigmw na noc zgtku, ze rw'nanie (6+5) nie posiada

=1

]

] elo:{rotnych piermi&stké'n. Y 6mczas iloraz [7/}4) /,D/M) mo= <

zam;y nrzedstuwlc w postaci S ‘

a- : Jhe g
g/n) SV ol -—-'::--" b g _..f__
(n o ; 4
2 e :
gdzie ﬁ.‘ ! (7 : -q_ ; | sg statymi.
Ches : otu;d mawdu,)emy - oy o
AT o 5 | ) o
(645) f [_/oq,——af{ +( e *nﬁ*>f./
=4 /O+~ : //" nt
& K‘““sv a })0’ wstosomani_u operacgi ‘mimrotne;\ otrzymujemy
| 0@ B s e
(6.6) Z L ~a 5 (16T va e B ){1 ol
X /_‘ ‘ | ',, |
'prowuuld_ddqc 'oznao:{‘,enia 7 ’_ s -
S b ; 7 o /af%:‘: _'_.,;fzr
: / i Y <a » o ;
(6.7} Yed#@ o ¢ /?[f-L)-;f e tw, rag
., = . :
4 pdui%tu,]qc,'ze mszybtkie ""Snulczynhlkl M, X preyjelifmy. -
jako otale, .nezem;y rémania (5 7)1 (548) po - myrugomaniu
\




' ﬁ/;fp przedstawmi ¢ . ?ostaci
Vil 4 DU‘-- ’

i aine

(68) (jf'[gf i )“"V/OUAVVM +(/4+>')V 7 a
+17JR(1¢)VM[')/7/‘

T/)f..
//qu VT

(649) ""-'/7(? +/M(VM 'I‘VIA/-F)g Vlf‘ +9 /R[f‘/Vm/T)dt'
ekl ,

5

Przez V A /1/ rozumiemy tu diwergench prgdkoéci w ™ cn'vil

T takiea czqsteczki ktéra w rozpa trywane] cnvvili JZ Za;jmuje

pokozenie /\’ »‘V?' X3
Jedli w««rud piermlabtkom romnania (645) zna jdujg siq

plermiastki mlelokrotne, to malynie to jedynie na postaé e g

funkc:gl /?(f L} , ktora quzie vvt.edy sumq zuwiem;lacc% nietylkq

vy Tazy ﬂ é E lacz rémniez wraay a €4- L) e —E;

Jak widzi;ny namet " uprosxczonym przy dku staloéui “"spdl"i
czynnikw onsagera romania (5 7) przyblerajg dosyé skomplikc-f

mt\%nh" postac ro.ma.n catkowo ~rozniczkomych (6.3) bargzo 'trudrwoh P

- do rogmigzywania. Tie lkodci f,"‘ E stqou;)egoe jdko para-
\ = : .
metry f‘un}rcgl % (2‘*?) ‘ Sq’ naqy-nane czasami relgksacgi.

Gdy czas relaksaeai ;)est bardzo maly (; L /f
: F+T.
mé"‘GZ&S wokywm odnomg.adajqcego ‘ myrazu @ e F

iy

3 ;
na martosc catki f/?(f L)V [() a/Z' jest. nieznaczny i moZ'

80 zmiedbau. udy cz as relaksa};;ji ,j bardzo du7y( L » 4‘
wOmCZaS MmoZNa przy;)qc Cl g = -2’ 1? = (0. a odpo'mied-»‘

niq wartoéc carki o A & :
b R o e |
e T A DU g
el v(c) e M

o




moma uvaglgdnié dodag}qo jq d -/0 1 dobierajqc w 1mqy aposdb

funkc;)q stanu (1.1)‘ Uklad wewnqtrzm'oh stopni smobody 4,’“'&}
naleZy migc dobierac - ten apoaéb, aby odpomiada;qoe temu ukl:ad

\‘/‘v,

dowmi czasy relaksaoqi § 'C; o _ byty porémnymalne Z czasemf
v ,4&,

’

trwania zmi&an rozpatryw\amgo ruqhu. < El

»

Jak' wiqc widzimy , unglqdnienie wev'netrznych parametréw )

pr owadzi poza zuiang v-s;vélczynnika Ienkoéod. oqutosoiomej )
do koniecmoéci urzgl ednienia w @zeplywie historii szan obje'
thciamych kazdej czgsteczki plynu. ! va

o anania (6. 8) i (6.8) a zatem i "‘unkc,)a relaksacji l?(f)

zos taxy uloz,ona przy zalozenia sta}ocaoi ms;;o?cz.ynnikém Oﬁsageras,
staloéci vspolczynnikom AT//U’ 5 oraz przy przyjgciu, Ze '

poozqtkomy Stan ;)est stanem rémowagi termodynamiqznej ogél-'_\
niegszym nrzypadku mmni:émy korzystac 2z révnanh wy i écio"'yoh(5.7)¥

i (5.8), lecz prak tyczne ich stosomanie aastrr;cza zriaczn\e trud=-

nosci nie tylko matema tyazne; x‘rzede mszystkim mlnnié‘m_y doévfiadﬂ-

| czalnie *ﬂyznaczye mspdlozynniki Q»sagera dla obranego ukladu ipa
rametrévv wmr.xx v’emqtrznyoh. “"ielkoéc tych msor’wirc aynnikow Zﬂle'” 4

;)eszoze od obrania @ 4/ o ©O }mozemy robié réZnymi spo-—;
z "

sobaud » Funkejg relaksaoai l?(t} jestr duzo Yatmiej myznaczyd
2z dosmiadczen akustyczuycn i dlatego ‘tod rémnenia (6 8)‘1(6 9)



Spis literatury

- [1] Lendaul.D. , ‘wmaf;m, Mechanika spzosznych sred,Moskwe 1954
[2) zojejanskij 1.6., Mechanika sidkosti i gasa , Moskwa 1950
[3) Rossini E.D,, Thormodynamics and Physics of Matier, Princéton 195
[ﬂ.\!arle de ?emoé.ynam:l.ka fenomenologioma' » Warsgawa 1957

P_ ] de Groot S.R., Thermodynamies of Irreversible Progesses y
Amsterdam 1932 , tumaczenie : Termodynamika n!.eobratimyoh PEO~
_ cessow , Moskwa 1956

M Denbigh K.G., The Thmﬁmioa of the 8teady 8tate , London-
New York 1951 , tkmmu : Termodynamika Stacjonarnych n:l.eobm
timych processow , Moskwa 1954

Schouten J.i., doceci-CalBulus , bpringer—?erlag 1954

Koam Hebs, Wektorayje isezislenije i naozala tenzornowo isczia— :
lenija , lioskwe 1951

[91 Goldenb2at X.I., Niekotoryje woprosy mechaniki defom:cu:]woh
sm Moskwa 1999

[1 0} Ditk.&n Wehe s, Euzniecow P.l,, 3prawocm1k po operacjonnomu isczis- i
leniju , Moskwa Leningrad 1951

["1] Gantmacher F.Re Taorﬂ.ja matric , Mosiwa '1953'




Streszezenie

Badania gzjawisk relaksacyjnych sprowadzié mozna do badania nieod-
wracalnych przemian ternodynﬁnieznyoh 2 uwzglednieniem wewngtrznych
stopni swobody . Podstawowym z prazyjetych zaXozed jest to , Ze lioczba
parametréw stanu réwnowagl / dla piynéw s U / jest inna nis liczba

‘parametréw stanu zakéeconego /s*,u, 4 4 .- 7 #+ W stanie sakZécoaym

nie okreélona jest temperatura , ol entropiq $* wyliczamy w opareiu
o metody termodynamiki statystycznej ze wzoru /1.6/.

Poza rzeczywistym stanem sakidconym /37, v, e / wprowadzamy
pojecie prayporzgdiowaneso stanu réwnowagi termodynamioznej /5.4

o te] semej energii wewngtrzmej i objetoded jednostki masy piynu /1.12/

Dla tego nowego stanu odniesienia mozZemy wprowadzidé pojgeia entropii §
temperatury T 1 cifnienia p  /1.2/ .

&) e podstawie prow ’ewtona i zesed zachowania mesy 4 aqorgii ukzg-

D

£4,2,.. 82 sg stazynl wspéa:czynnikamz.a‘w,‘%,... T - gzasami

domy réwmania /3.17/ a na podstawle IT zasady termedynamiki /3.11/ -
nierdéwnodé /3,18/. Prmy maXoZeniu ; e stan gaklécony niewiele sig
réuni od stanu réwnowagi , otrzymujemy 2 zaleZnodci Onsagera /4+9/

i /4410/ vesgte réwnah pogwalajsoych ng wysnacsenie niewiadomych

funkeji. Po przekssztazoeniu réwnania te sprowadsamy do postaci /5.7/

i /9«8/ . VZasnofci termodynamiczne piynu sg okredlone pray pomony
réwnania /1.1/e

Te ogflue réwnania mosna sprowadszié do prostssej postaciww przypad—

ku , pdy wspéZezynniki ostatniego z réwnah /5.7/ se stale . Wiéwczas
po wyTugowaniu £ ... . 4 otrmymujemy /6.8/ 1 /649/, gdzie lepkodé
oblgtodclowy g ¢unkcja relaksacjl R(F*) sg okredlone wzorem /6¢7/,

K n-

' relaksacji .

i

|







Rys. 3



ANDRZEJ SZANIAWSKI

czedé II

STRUXTURA SLABYCH FAL
UDERZENIOWYCH
w GAZACH NIEDOSKONALYCH



Po stwierdzeniu mozliwodci istnienia powierzchni nie-

ciggrodel w przepXywach gazu Scidliwego, [@ez nielepkiego i nie
przewodzgoego ciepta rozpoczgto badania tych nieciggrodoi, kté-
re nagwano falami uderzeniowymi., Hugoniot wyprowadzil warunki,
Jakie winny speiniaé parametry przepiywu przed i za falg ude-
rzeniowg. Nastgpnie ukazalo ‘aiq.szereg prac, w ktérych uwzngdQ
niano wpiyw lepkodci i przewodnictwa oieplnego & jako wynik
otrzymano nie skokowe lecz ciggte zmiany parametréw przepiywu
przy przejéciu przez falg uderzeniowg. Jednakze dlugoéé odeinka
linii ﬁrqdu, na ktérym zachodziza znaczna zmiana parametrdéw
(gruvoéé fali uderzeniowe]) wyliczona w powyzszych pracach oka=-
zata sig¢ tego samego rzgdu co dlugosé drogi ewobédnej dla zde-
rzeﬁ.miqdny qzqateozkémi gazu. Stwierdzenie tb poddawazo w wgt-
pliwoéé'SZusznoéé stosowania réwar Navier-Stokes’a do badenia
’atrukfury fali uderzeniowej i1 sugerowazo koniecznoéé stosowania
metod teorii kinetycsnej materii. W owigsku @ tym ukazuje sig

szereg prac, w ktérych te metody znajduqupraityozne zastosowanied

Wykorzystane sg prsy tym bads to réwnania Burnetta (up.[f] i[zl)
byl to réwnania Grada [’] , bgds tez prayjeta jest pewna praybli
Zona postad ggétoéqi prawdopodobieristwa, dla ktérej ulozone sg
réwnania przenoézenia [?].Jodnakze przy bardzo intensywnych fa-
lach uderzeniowych kwestionowana bywa réwniez i poprawnoéé stoso-
wania réwnar Boltzmanna z teorii kinetycznej zazéw (patrs [4} )e

| Wprowadzona przez Horniga optyczna metoda pomiaru gruboéei e
fali uderzeniowoj stworzyta mbzliwoéé konfrantaoji wynikdéw obli-
czeld teoretyoznych 2z doéwiadozoniem. Okagzato sig (patrs[ ]lF v?),
ze gruboéé fali uderzeniowoj dla wigkszodci gazéw jest duzo

o

\



g

wigksza od przewidywanej teoretycznie. Ro:bj.eznoéé ta jest szcze~

gélnie wyraZna dla gazéw o w@elcatomowyoh czgsteczkach i znajdu-
Je uzasadnienie w istnieniu w takich gazach zjawisk relaksacyj=-
nych, Czas osiggania réwnowagil \termodynamicznéj (czas relaksaq;ji)
nie jest jednakowy dla wszystkich stopni swobody ozqa‘teczki gazus
najszyboie;} zmienia sig energia kinetyoczna ruchu postgpowego
czgeteczki a dopierec po pewnym czasie nastgpuje wymiana energii
Jej ruchu obrotowego i ehergii drgarie &Zjawisko to dodatkowo kom-
plikuje badanie strukfury fali uderzeniowej oraz jest przyocsynsg
zwigkszenia jej grubodei.
Teoretycznie uwzgledniono wpiyw zjawisk relaksacyjnych na
™ étrukturq falli vuderzeniowej jeszcoze przed dokonaniem powyzszych
doéwiadczer (patrz [‘?] ) ¥ silnych falach uderzeniowych wprowa-
dzano przy tym podziatr fali na pewne warstwy (patrz[p] [ql P"l [’7 )
na granicach ktérych zaklada sig¢ osiggnigoie réwnowagi jednych
stopni swobody & brak pobudzenia (tzw. zamrozenie) drugich. | :
Wyréz:iimw tu jeszcze teoretyczng pracg Theodoi'idesa [42] , kté=-
ry zanledbuje co prawda wpl:y'w relaksacji, zato uwzglgdnia lepkodé ,
objgtodoiowg 1 smiennod¢ ciepia wladciwego.
$Dalsze prace doéwiadczalne ( [_”J i [ﬂ'] ) 8§ juz nastawio-

G N ne gtdéwnie na zbadanie wpiywu sjawiek relaksacyjnych na strukturg
fali uderzeniowej. Zastosomwanie metod intafferenoijw ch pozwoliZo
na dokladniejsze' wy mnaczenie czaséw rel,aksa\o;]i. Szcgegblnie duze
czasy relaksacji posiadajg wibracyjne stopnie swobody w dwutlenku
weggla. Badaniu struktury stabych fal uderseniowyoh [ 1< M< 104 .)
w dwutlenku wggla podwigecona jest praca W. Geiffitha i A. Kenny
W pracy tej uwydatniony jest dominujgey wpiyw zjawisk relaksacyj-

- nych,. ‘ 7 :
Jak widzimy historia rozwoju badad nad strukturg fali uderze-
niowéj dowodzi nam koniecznodoi uw zgledniania wpiywu takich czyn-
nikéw fizyocznych, ktére w “normalnych" przepiywach gazéw sg za-

‘niedbywabme. Z drugiej strony uwzglgdnienke wszystkich ozynnikéw



B o
na-ﬁrgcu znaczne trudnodci matematyczne. Stwsrza to konlecz~-
no$é¢ szukania rozwigzan puyblizonydh nie zawsze dajqoyoh wystar-
czajqcg dokXadnosdé |

Celem niniejszej pracy Jjest zbadanie wpiywu czynnikéw fisyoz-
nych na siabg falg uderzeniowg., Tematycznie jest wigc ona zbli-~
gona do pracy Wang-Chang. niedostgpnej w Polsce i nieznane]
autorowi, w ktérej autorka rémiez 2zajmuje sig stabg falg ude-
rzeniowg. Rozwigzand poszukiwaé tu bgdziemy w postaci potggowych

szeregéw maXego parametru.

(1) =M1
gdzie M\ Jest liczbg Macha przed falg uderzeniowge. Zajmujge
slg jedynie falami stabymi odrzucaé bgdziemy wyrazy zawierajgce

wyzsgze potggi. & .

Odnoénie poruszajgcego sig¢ oérodka to przy jmowaé bgdziemy,
zZe jest té gaz"kwasidoskonaxy" lepki , przewodzgey ciepo i po-
siadajgoy /7 wewngtrznych stopni swobody powodujgeych powestawa-
nie zjawisk relaksacyjrwch. Przez gaz "kwasidoskonaly" rozumieé
tu bgdziemy gaz, ktéry spetnia jedynie w przyblizeniu :6wnanie
Clapeyrona, oraz dla ktérego ciepto wtadciwe przy stazej objg-
todecd C‘, Jest zmienne, Uwzglgdniaé tez bgdziemy wplyw lepkoéoi.
objgt odciome]e |

Przy powiszych zaXozeniach réwnanie stanu zapiszenw W po-

staci & patrsz [47]1 [’XJ )
Py /

(2) ‘ /30*,47 :/(T‘ffOB\T) )
gdzie

p- cidénienie gazu

1”= objgtodé wiadciwa

/7 - masa ozgsteczkowa (/7= obj. molowa)

T - temperatura

K - uniwersalna stata gazowa :

$ .
B(T~ drugi wspélczynnik Wn'rfa/my
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Zaxozenle "kwasidoskonaXosci" bgdzie tu réwnowa’tna stwierdze~- '
niu, ze wyrazenia ;

g T JB(T) r AT

___——-._—.——.._

3 mv. mrdl 0 me AT

sg duzo mniejszymi od jednosci 1 Ze zaniedbywaé bedziemy ilo-
czyny tych wielkosci.

Poniewaz szakladamy, Ze ciepto wtadciwe jest zmienne, wige
‘przyrost energii weinqtrznej wtasciwe J gazﬁ pray athle:) obje~
1';0601 (1 = com’ ) wynosi

(4) U /z.f’) “UIT ) = Jc (r ol .

gdzie C, (7: (,r‘.) Jjest dla natalonego 1/~ znang funkcjg od tempe=
ratury. "
Zwigzki (2) 1 (4) opisujgq wiasnodéigazu w stanach réwmo=
wagl termodynamicznej. Do okredlenia wtasnodci gaszu wystarczy
wtedy podaé dkm parametry stanu, za ktére w ninie jszej pracy bg-
dziemy przyjmowaé objgtoéé wzaéoiwq\i entropig wtadciwg 5 .
Temperaturq i ciénienie bedziemy uwazall za fukkcje tych para-
petréw okr'eélon'e wzorami |

")}/(5 V) DU v)

TR v B e T

(wzory te wynikajg bezpodrednio ze znmoj zaleznodol termo-
dynaunicznej ol i = Tals ’PO/?'/' )e
Uwzglednienie wewngtrznych stopni swobody i zwigzanych z tym

zjéwiek releksacy jnych zostanie tu dokonane poprzes przyjecie wy®
prowadzonych dla tego przypadku przez autora [”’Jréwnaxi ruchu,
Ponlewaz bgdziemy sig zajmowaé jedynie stabymi falami uderze-.
niowymi , dla ktérych mogemy przyjqé, ze waawstkh state materia-
Towe (wspézczynniki lepkoéoi /v\ i )\ pruwodniotwa 0:lep_1-‘-
nego /ff itd.) sg niezmienne, ‘wigo poalvgiwaé sig qusiemy
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réwnaniami ruchu (6.8) 1 (6.7) w pracy [ ] . Oznaczajge
przez X oé réwnolegtg do pmdkdéci ruéhu w sprowadzimy te
réwnania dla rozpatrywanego przez nas ruchu ustalonego jednowy-

miarowego do uproszcezonej postaci

yér ' )/M : < A o
8 o Oy dy po zoatkowanin . - (,m/_v/ !
f-

Jete R
4L ,,/ o //4 ___(_',j _—a‘.e 1.)0__;. o .
(7) v ar l +(Zp +>\) dy® /?/X (27 : d/{

Tue./s...z/_.f

% & orox . gh*

gdzie 4, i T/ sg amplitudami i czasami relaksacyi ¢ - ‘g0 stop-

nia swobody ("=”:23-<- ") czas ¢ jest jednoznaomic pr zy=-

porzgdkowany wsplirze¢dnej X wg wzoru
/»

(9) . f _i s X:—/l/(f)a/r
M({) P

(oznacza on czas, po ktérym czgstka znajdujgca sig w chwili
poczgtkowej w poo zgtku uk&adu znajduje sig w miejscu o wepéi~-
rzednej X ), "{/“/75’ oznacza pochodng w miejscu } od powia=
dajgcg czasowl T a catka Jjest rozciggnigta do ~ oo ) 8Ayz
wtedy gaz znajduje Sig w réwnowad ze termodynamicznej. ’

- Dla fali uderzeniowej bgdziemy szuka¢ takich rozwigzai
U0, U, .. romas (2) 1 (4) do (8) ktére dla x = L S gqzq
asymptotycznie do swych granicznych wartosci. |

Dok postepowania bgdzie nastepujgoy. Wprowadzimy beswymia-

‘rowe wspéirz¢dne i czas

(10) (=2 ! £ Lu.
0 o Y 2 € Yo :
1 L /., . i

gdzie L jest tymczasem nieokredlong wielkodcig o zmianie dtu-
goéci, ktérg w dalszym ciggu postaramy si¢ tak dobraé, aby

i
E



(3] TEOE e

bya przyblizong wartodcig gruboéci fali uderzeniowej, zaé
wskaZnikiem minus bed zie my oznaczaé gramidzno wartosci rozpa-
trywanyeh funkcji (mpli. prqdkodei® ) dlax —=> -
Podobnie okreélimy bezwymiarowe funkcje

¥ A ot *'(}'_ *‘_‘_ S-S"
(11) -y@ « 2 8
' . b::: - T*z'-"‘"4
PR T

znikajgce dla &+ -» - oo , gdzie przyjety zostal stan odniesie-
nia. Nastepnie rozpatrzymy oddzieinie réownania termodynamiczne

(2) do (5) i oddzielnie pozostate r6mania (6) do (8) sproma=-
dzajgqc Jje wszystkle do postaci bezwymiaroweje Z réwnad termody-
namicznych wyprowadziny rozwiniqoia potgzowe funkeji 79v( 5 U‘) :
i T*(«‘“ iy i podstawimy je do pozostatych réwnad, ktére

g *»

przeksztafcimy uprzednio oblerajgc za zniiennq nie zéleznq 4y

!

Rogwigzania otrgymanego uk¥adu réwnad begdziemy szukaé w postaci
szeregu potggowego parametru s =M-1,
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2. Zaleznodci termodynamiczne

Na poozgtku podamjr kilka potrzebnych w dalszym ciggu zalei=-
noéci podstawowyche A wigo zwigzek migdzy ciepami wiadciwymi
dle gazu speiniajgcego réwnanie (2) ma postad( [’”’] str. 121)

(12) m(fp~—f,)::/?+?/a“:77:~ :

Wprowadzajgc oznaczenie

(13) /(T) MB[T(HT’)]

mozemy ten zwilgzek zapisaé inacszej
K %)t
e e | 2[1+ )'&
(14) 2 Gl m [ /” ]

y 4
gdzie prua% oznaczylidémy pochodng 0//”’,')/5/7" o 4godnie 2z
gaXozeniem o marodei wyrazed (3) a zatem i funkcji (13) wraz 2
pochodnyni, zeniedbujemy we wszystkich wzorach wezystkie ilo=-

czyny tych wyrazef, Stosunek d{’ =C /( zna jdujemy 2e wzorn(lQ)_

R+me,
(15) g = —— e [/I 2/2+ (1+ 79)4]
Dla )X > -o0 zwigzki 'powyzs Ze praybierajg postad

| : PE
a6 ¢ -¢. = -;i-?»(’ﬂ?%) , J.= /?err, (7 3 oo o )

Adiabatyomg prgdkoéé dfwigku w gazie speiniajgeym réwnanie
(2) ovliczamy ze wzoru

a7) ‘(12:‘25_;;53, o prdBCY)

/‘) ’o__ )

gizle § = 7/~ jest gestodois gazu. Pochodng /)2y ) mosemy
wyznaczyé z dwéch réwnaris



%

2z plerwszego wynikajgcego %z dwéch zasad termodynamiki ; o
T/.)/ng?/?/"'/qﬁ/.ﬁ: % J

oraz z druglego otrzymanego drogg rdéiniczkowania réwnania stanu( 2)J

m(wrap+potr) = (R+p 9B)dT + 8 olp
Pod stawia jgo :

QU

/ o C',b’/r o ( ) O/’V' 2
U KLt v |
nastgpnie rugujge ,)/7. i wykorzystujge zaleznoé¢ termodynamicz-
ng (patrz [*7]) str. 29 )

otrwmjpw po przeksztakceniach pochodng (DP/DU )s a stgd 1
prgdkosé dﬁwiqkuv (s d.okhdnoéciq do 1locsyn6w 4 i ﬂ,)

18 | gt G EL (1524, 2R+ c,,) gﬁ%—ﬁf(ﬁ%)

\

mce,. M

j o
Przystgpimy teraz do znalezienia rozwinigé 70"1 T W Szereg
potegowy ¢ 4” . W tym celu stan dla x* ., . o-proyjniemy za
/stan odniesienia i wprowadzimy bezwymiarows energie wewngtrzng

i 5 2{(§-+/?s“, u:-(i«*u"))‘N{S-‘, L’.’)
(l@ &(:(S",M”)'z m : /?T:

i rozwiniemy jg w szereg potggowy matych wielkodeli s" 1 -« ,o0=-
trzymamy

l((s u)"Z{S o+ (X 5*2+2%“5u +),, u* )1’
//(st +3Z( U +3// 5“1/4'2+Z( M,,g)

gdzie wskainikami oznac zylismy cdpowiednie pechodne czgstkowe
(np. Z( -7Z{ 0, 0% *DuY+ Poniewaz nieznana nam jest postaé
funkcji o7 o (5%, 1*)s WigC niesnane sq nam réwnies wspéroazynniki

(20)

/.
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tego rozwinigcia. Wyznaczymy je  ze miq:kéw (1), (4) 1 (5).
Zaleznoéé, (5) zapiszmy w poataoi bezwymi ar owe j

(@) T/er ’)/((5‘,,’_-7 / r;,,,)=_(44))_i/ﬁ.:l i

*) %= e
i podstawmy pochodne rozwinigeia (20)

Otrzymamy szeregi

/ & s ;‘A' & ‘ ' .. z %5 ¢ A 1 | i
(22) T = (1) + (U s* ;f}/_gh,ﬁ) 4 Zj(//s S LI 5+ g )f._, 2

@9 1G5 ) G0 s e ]

Lecz 2 definicji 1/ i 4+ (patrs (il)) wynika, ze wszystkie
te wiolkbéci snikia:)q jednoczesnie dla ' —» - e . owld
wyrazy ‘wolna w roziiniqciaoh (22) 1 (23)‘ winny byé réwne zeru,
stgd " ! |

(24) 7{? = 7l 2’/,* we

Sprowadfmy teraz réwnanie stanu (2) do bélmmi.arowo;) po=
staci ; ;

@) (1-4 )(4+T) (1+p )1+ % - WT)]
Podstawiajse do niego roswinigole 3
BTl w) = L+ LT + 24T % =
=4 +ﬂ_/(// 4 w*) +

4[@ U +LU »2)5 SO0 1 B A b BB Ty
// s %" //;:2 M‘jLJ . :



oraz rozﬁmigcia (22) i(23) otrzymujemy po uwzglednieniu (24)

i po uporzgdkowaniu

@6y (1-4+Lfsl, )+ 2l 7% D80 il

)t.j:

et "é‘i(/ﬁf+2/é,*/ﬂ:s*/4*+z/,(,, W

* (4’@7//4:1 *e/f,. zi’*)-+§(;/ﬂ;y:z.<z,,’if st + U, w0 J*
1) Z U5 220 2+///,:z-/b,‘,)s w QU T ‘

=GR 2ml e e w

Wprowadzajac bezwyniarowe ciepo wkasciwe

,'(44TV); -
(271 C(T*) = MC(TR \ : )

nozemy réwniez przyrost energii wawnq trmej (4) :apisaé w posta-

ci beswymiarowej
: ¢ T?Q;.Q)
(28) 2( (s" 0) = f c(r) olT

a naatgpnio ro:winqé go w anreg potggowy

Z/y{s”, o) = C_-'T’?S",O) + -2€_= T“(s*,o) +..,

-~

Podstawiajgc do tego roswinigeia ze wzoru (22) T*/5* 0)

oraz przyrévﬁn}quo do rozwinigeia (20) otrzymamy

¥
. (Uge #5705 )+
C’ #ZS,Z i
Z ,

= U Y 32/5, S*L-f...




SN G Ry g PoT v e e T o S AT o AR e e
ook g /".' W T '§ 1 7 ‘\".'ﬁ;‘.yv‘.fs-‘-j

Tl IS e e i T e L
v—

Speinienie zalyemoéoi termodynamiczny ch ‘(26) 1 (29) pocigga

ga sobg réivnoéé odpowiednibh wspdxozynnikéw przy potggach ¢¥ ,
“u* skgd otrzymujemy ukiad réwnai '
(el =0 e U et U e U

(-4+£)U; = =-1-L) UL,

(-6 +E My = A=(1-1)"Uu. :

(U410 U= M S o G LA
(-t U2 = LU = (-0, S I == U ) (zm//;:‘//,.,)\

AL = £ U= ¢ )// 204 )l "+2(4—/ AU

Zaniedbujge iloczyny wielkosdci ,g v Lo 47 1 umsglednia-
jac (24) zna jdziemy przyblizone wartosci wspéXogynnikéw rozwinig-

(30)4

cia (20/

7/5%::7 g Z/Myzﬂﬁf’é / 7/::‘: Sss c‘z<1 ))
U, =~E (1148, U= Elrc )(4+M)+24])

U == G- Jr£44)428 4]
= Hflre-g Yiv2 e 28) 1 024]

(31)

Uiy

., =l teze)- £ Jest434) wbt-96-365,

W ten sposéb wy:znaozylidmy j#me wsp6Xczynniki w rozwinigelach
(22) i (25).

Na zakoriczenie zwréémr jeswmze uwageg, Ze po wprowaduniuc

wg (27) swigzek (16) dla )/ mozemy zapisaé w postaci

o e =L[re)+24] .
Ef -~ Gdywy bylofé'-‘-ﬁ to wtedy )¢ :(446_)/C" ¢



3. Prazyblizone :éozwiqsanio réwnad rachu

 Podstawiajge @atkg réwnania (6)

(33) “ o U
v U'
do réwnania (7) mozemy je réwnioz z catkowaé otrzyuujgc

f00- f
VI = f_‘_@_ e
04 & (-t )==(pp )yt + [ 2 06 7 220
Wpréwadtnw teraz w otrzymanym réw.aniu oraz w réwnaniu (8) za=-

mianq nionnyo%
X = fu(f)z“/( : ;')/)( =Uu /////Z‘

(patrz wzory (9)) oraz sprowadmy te réwnania do bezwymiarowe]

pos taci
4 x
M M'+ (—4 19) u (/%d;fui‘
- ke a’%(f/*u”) |
= 4 e :
(35) Z: fe R i
oy s a/%(wf) L)) b (T, M,m»f)
PRett(d+4c) '(W‘") CAE AP

Ly TR

gdzie wystgpujg nastgpujgoe nowe bezwymiarowe parametry:

f



AT

U.. 4 | i
M= 4. - liczba lMacha | o
La.
R = - = ljicgzba Reynoldsa
| € MU : )

K ) 1/
P " ﬁ ~ odpowiednik liczby Prandtla

(36) 9:/%‘4— +37= - stosunek lepkosci 6qutbéaiowej do postaciowe]
O< 0 U:

-

2 /
Z e BBV )
U e
Liczba Z. okredla nam rzgd liczby zderzerd migdzy czgstecz-

~ , kami, Jaka Jest konieczna do tego, aby /',- ty wewngtrzny sto-
| piex swobody os iggng? staa révmowagi termodynanicznej (patrsz ["7]
str. 5{2 ) ‘

Réwnania (35)'1)0 podstawieniu do nich rozwinigé (22) i (23)
gawieraé bgdg dwie niewiadome funkcje S’(f*) i U ‘[P) p ktéryph
znalezienie jest naszym celem. Jak widﬂm réwnania te sg bar-
dzo skomplikowane i nastrqciaja‘ takie trudnoscl matematyczne, 2e
grezygnujemy tu 2z ich écig.lego r'ozuiqsania, Anatomilast pos taramy
sig jedynie znale#é¢ ich przyblizone rozwigzania przy M niewiele
wigks gych od Jednodel. i

Zanwazmy przede wszystkim, ‘Ze révmania te posiadajg thwy-
wialne rozwiggzanie § = U "‘/9 =T"'=0 . Josdli
YRe =

$%“Da réwnanie pierwsze po podstawieniu (23), przybierze wéwozas

0, to z drugiego réwnania po scatkowaniu o trzymujemy

- o~ * postad rémania Zwy 0z8) nego

I - iz 2_([(11‘4)(1 Zc)-_.](¢+j+jﬂ)+g(1-( {+3/}u+ =0

o - G O T S iy W S o S

1/ Liczba Prandtla okreélona Jest wzoren

B, = el

W naszym przypadku :astqpiliémy Ja liczbg /3  zwigzang % nig
wzorem ,Qr =€ -C. P |




i i B

~,Pierwi§a$'tek trywialny w= ¢ jyest w tym réwnaniu jednokrot-
nym jeéli ¥ b // zag staje siq plerwiastkiem dwukrotnym przy
M= //‘. Mozemy na tej podstawie przypuszezaé, ze dla M niewie-
le réznego od jednodoi a Kz niewlele réznego od zera bedzie
istniaZo nie,ﬁrywialno rozwigzanie u(+? réwna’ (35) o réwnies
-niawielkioh wartogelach 1iozbowyoh. Preyjmijmy mige, e migdsy

liczbg Reynoldaa i liczbg lsoha 1stnioje zalazneéé ‘ *
SR g B T
A37) - & ,‘9’5 WD el

gdzie 'f/ ) jest tymozasem nleokreélonym dodatnim wsp 6Zczynnikiem
proporcjonalnoéci.

iwigzek (37) moglibyémy przyjeé réwniez na pddstawio czysto
dodwiadozalnych przeskanek. Liczba Reynoldsa /?e jest bowiem
proporcjonalna do d¥ugodei L. , ktérs po‘star'amy sig¢ tak obraé by
byta blisks grubosci fali uderzeniowej. W&ln'ea odwrotnoéei gru-
‘boscl fali ;jako funkcji- od liozby Macha posiada w mi'e;]sou
=1, 4//_ = () styozng tworzgog kgty ostre & osiami 8 p62r zgd=
nyche Wxasnosé tg wyraza ﬁlaénie gwigzek (37) dla malych £ o
Jaki jest wspdie zynnik pochyl enia tej styozna,j Yor WYL 18 6 Ly Iy
w dalszym ciggu. : 4

Rozwigzania réwnad (35) przy prozyjeciu zwigzku (37) szukad
bgdziemy w postaci szeregiw potqgowych

(38) S"==2(C(H+£o;[f)+... , W= e+ €Y, (z‘)+

~fodstawiajge (38) do (22) i (23) a naste;pnie wraz 2z o trzymanymi

w ten sposéb rozv‘vinigo’iami Tx i 70’ do réwnah (55.), do ktérych
podstawimy réwaiez (37), o trzymamy po pmekszt_alcleniaqh i uporiqd-
kowaniu wediug 'rbanoyoh potgg £ (oazkg Z prawe]j strony pierw-
szego réwnania (35) célku;}enw przez czgdei)



BN L,

(’I+c~——)(1+2”,£)+% w24 ]oy,
"24(” ){[(4 €)1+ ) -~7(4+#+3‘ 5 f’)ré(hz)/ +3ﬂf)),
%[440+ 2= 215 +f’w)-—0 a

A7)
ng + Jr Pl y)ﬁ;, t/%]f{ [ +(1+/+/) g 40(2) 0,
Przyréwnujge do zera wapé!omniki pr 4y potqgach £ otrl.ymu- ‘

| c(4 )

Jemy 2z plerwszego réwnania

(40) 7 =0
Podstawiajge tg wartoéé do drngiégo réwnania i .uwzglqdmajqo

.warunki br Zegowe G’(—oc)'-— C/)’ [*"")/a// 0 otr gy mjemy y

4%,
s

Podstawiajge wreszcie to wyrazenie wraz % O‘s o do prsyréwnano- :

(41) , .’cf’ e

p- 5

- go do zera wspéiczynnika prazy o~ iv pilerwsgym réwnaniu (39)
€

etrzymujemw po prseksztatceniu réwnanie rézniczkowe

2- ah
il c(4+c);;/ iy )*”W‘FZ"‘Z]W

j[(uc) = ](7 03 )+6(f'c)f+3, f"

lyatgpudqcy tu wapélozynnj,k J‘ nie zostal Jjeszoze dotychozas

(42)

okreélony. Okrcéliiw g0 wzorem

e é 4+ &4 +6+
) F =1 W) L0+ 7 ) ): x, _z
oraz wprowadﬁmy dla uprosmsonia zapisu oznaosenie

34 +1

f= 2% 2{[(.“2‘ ) m) ](Hﬂ = HJ’WT}I’ 64’3



a réwnanie (42)5/
499 _ g
ZAF =LY

- sprowadZmy do postaci

B =24V
A= (Y, +1) Y (=)= 0
Catkg tego réwnania speinia jycg warunek brzegovvy i pozostajgog

, ograniczong przy (3 >0 : ' , jest
| (45) \)7(f") —.—:-«%"(/)'/‘“‘/[g/g 221-*)

Oblicza;j'qc mcMm tej.funkoji i poistawiajgo do (41) mjduJo-

ny

(46) C’"(z“ == 2
) (3 b"Pc lo Zz‘

W ten sposéb znaleflismy przyblizone wartoéci szukanych
funkeji (patrz (58))

S«x(zﬁ) —

L

, (44—%#)0,,,,2,4 +0(),
(47)

- f‘ (1+#42¢) + 0 (0.

Wykorzystujge (9) mozemy terasz zrobié powtérng zamiang gmien=-
nyeh i uzaleznié wartodoi funkoji od wepéirszedne) x' . BrsekssztaX-
- émy drugi ze zwigzkéw (9) eo bezwyniarone] pos taci

=+ f w(T)o/T
e | ﬁ@dstawwoﬂf }(47)- Otrwmnw po zoarkowgniu
=y - (1+14042/)+ o).

Dla maXych £ X jaat w przyblizeniu réwne 1‘7 , stad
/ ,



(Ao 5l /7/



(49)

M‘[x”):--—%(f7+a%?**) -+ Z?[?Z) .

@ruboéé fali Lﬂv.(rys. 1) ckreslamy ge wzoru

Up = U~ du (o)
L o x

lub w naszych oznaczeniach bezwymiarowych

£ o 4 L.?/ uro)

| o gdzie wskaﬁnikiem f' oznaczylidmy graniczne wartodci rozpatry=- |
wanych funkecji przyx’-érw. Podstawiajqc do (50) wyliczone
z (49) wyrazenia znajdujemy

| g

i
Jali widzimy obrana przez nas wielkosé L, jest pierwszym przy-
blizeniem grubodci fali uderzeniowej. Rezultat ten nie jest
przypadkowym lecz wynika 2z odpowiedniego dobrania wsp.élc:-,ynnika -
proporcjonalnodci § (patrs (43) ). /

4. Zestawienie wynikéw i wnioski
5 _
Majge podane przyblizenia dwéch funkeji s5"(¥") im*[x‘/
(49) mozemy znaleé przyblizenie T?x*) 1/7"'/%“) korzystajgc z roz-
winigé (22) i (23) orasz mozemy znalef¢ przyblizone wartoé(oi ‘
innych charakterystycznych dla przepiywu parametréw. Nie podajge
nieinteresujqoego sposobu obliczania zestawimy teras wyniki




StaXe przepiywu

L.—:Z a. ..._______[4' c(cH)P C+4 Z)H%LZO( Z-]

=z LE N getr 2L ) b0 ) 5K

C+1

"

(53) @: 24;[(’,4+2c -C-:;,.(-)('IWLZ ﬁ)»«g(//-()& +3Cf1]
& =2~;-%:z)i"(f+2c_-£-rz~) ettt 5]
3, ~.=-.....[ fok - e ’/ Z;":;&)'*éﬁ‘)f ]

o

[/4 (e 1)}9(7 2(+7/)+Q+ZOI( Z ]

6dwxfotnoéé grubodel fali udernniouj jest na uaadsio (51) okrc_l-k

lona wzorem

‘ of 1 Pi
LT e i p/f/
L S L ‘
Bezwymiarowe parametry prze pkywu M, /7 v, P sg podane

wzorami (36) a prgakosed dtvr.l.qku WZorem (18)

(55) a_ j/ﬁ( LRT (’/+5) | ”1(7*2“4 ;



AT

Zestawimy tu jeszoze wielkodci utworzone ze statej gazowej /<
i ‘dwéeh funkeji [J(7)i , (T ) okreélajgcyoh wkasnodcl termody-
: , ) w @ g

namiczne gazui

whioug B(T:__) ™ ,,E‘_-‘ u{_f:;f..;z.) £ oG T aBr)
l /(’, e }/n L}: / (A mw l:-": f/ 7‘ e M T m U (,f’ T B y
/4
6) A , | |
(56) w €, (T- ,Ue & & Py gl )
/ (. e —— ) TR T e T
¢ A K . Gl . w)y i .

Obliczajac ze wzoréw (52) granioce fumkeji, gdy , . . c:;\»(.,:TD
zna jdziemy przyblizenie zaleznédci Hugoniota

: . e} P f* ; 4 &
il ol o o ~7 ) 2
S e e o UnT ey
id \,.. : ¢ §7 2 [4

i t 3 -+ fud

I o T Py WV
e fu2 PGy

(57) 4 4 : ) z)
o = T i o (S
;’//) ﬂ!ﬂ ,

(wskafnikiem . ozmczwliémy wartoéci graniczne funkoji
za. fa].q uderzeniows, gdy , . . Do)‘

" Jest rzeczg ciekawy, ze entropia osigga maksimum rzgdu ¢ -
w ‘miej scu, gdzie wazysékie Apozostalo funkcje posiadajg punkty
przegigcia. Prgyrost entropii, jak wiadomo, jest trzeciego rzgdu
ze wzglgdu na prazyrost lic zby Macha s =M-1

” toku przeprowadzonych obliczen dokonano dwéch podstawo~-
"wyoh upr"oszcum Po pierwsze przyjeto, e gaz posiada whénoé'oi
béidzo zblﬁcne do wiasnoéci gazu doskonalego, ©o prowadzilo

do zaniedbania iloc i.ynéw wielkosel / : / ” ;f",.»;/ Po drugle w rozwi-

nigoliach w szeregi potqgom za trzymywad éiq na'piorwaayoh Wyra=-
‘zach nie analizujge sbidinodci imreséw.

~



Jedli chodzi o wielkosdei Zf /5,’ % ° , to mozemy je wyzna-
0zy¢é npe. przy pomecy podans] ;frzez Guggenheima ([”] str. 168)
rormﬁzy empirycznej

il ]'/'} ; ; s P >
;.) L . V& ] { -.-.i S o g '_f‘
(8)  —— = 0,438 0081 F vﬁqu
m 4
{ C

gdzle wekaZnikiem C oznaczone zostaly parametry krytyozne. Réznics
kujge to wyrazenio i podatawiajqc do (56) otrzymujeny

L2 L(aidpep = =arse(7) [ v
¢ lew ( o - If
(59) /b/ s g ({2‘,“ 527 + 1574 T ) ) \
o
i// T‘{ . ..._i
"7:4:(//,7527“//5477— :

. Ponizej podajemy dla kilku gazéw ich temperaturg i gestodé
krytyczng ([79] str. 135 1 136) oraz wyliczone dla warunkéw

nornﬁalnych (760 mm Hg 1 0 G) wartoécl parametréw YA A ;?f“*h.

: tabela I : 4
g ! parametry 'sest- ! e g i g
! | | | _krytyczne St 1 ( St b !
§ Jtemp 2g8t. '%N;~ i s T !
N & % ! " sl ! Lt 2 i Vot bns
S 1) K) | ¥om’] 1/0’* s B !
e o ] ] oy ! i !
.Y : Hel !5 i 0 06951 0,1785 11 08 ! 0 043! 0, 087 :
| Argon !151 ! 0,531 x 1,784 !—o 715! 3,17 x 4,264 |
! i ! ! i !
: Wodér ) x 33 1 0,0310: 0,0899 t 0 9321 0, 574: 0.07 i
- H $. ! !
: Tlen 1154 ! 0,430 | 1,429 1—0 9971 3425 ! 8, 18 ..
% ! ! ! " !
: Azot 1126 ! 0,311 1 1,250 n-o 5261 2,95 : 2,20 -1
i ! ! ! ! v
! Dautlenek wegla 1304 ! 0,460 ! 1,477 -6 }6 112 3;—:52 7 !

. ! i 1




~JIe |

Jak wigo widzimy dla podemych w tabelce gazéw zalozenie
0o matosci (,5 ', jest w warunkach normalnych usprawiedli-
wione, S one wszystkie co do bezwzglg¢dnej wartofci mniejsze od
0,033, Ich iloozyny muszg wigce byé mniejsze od 0,0011. Wogéle
uwzglgdnianie wpiywu drugiego wspdéiczynnika wirialnego

prowadzi do nieznaczyych poprawek. Gdy w warunkach zbliZonych do

g7
;-/‘ !

kry tyczny ch nie moglibysmy zaniedbywaé 1loc zyndw

wéwezas réwnies samo stosowanie réwnania stanu (2) moze nie mied

sen su. : ;
WykazanievzbieZnoéc; wezystkioch rozwinigé w szeregi nieskod=

czone i wyznaczenie zakresu liczb Macha, dla ktérych otrzyma-

ne przyblizone'wzory (52) dﬁdq niewielkie bXgdy nastrgcza duzo

wigksze trudnodei i w powyzszej pracy nie zostalo wykonane. Wpro-

2"

pozostaje ograniczonym gdy ¢ = ¢ , nie okredla jednak wiel-

wadzenie oznaczenia oznacza, 2e stosunek /fﬁgijf/fw
kodei statej ograniczajgcej. Jedlibysmy dla kaizdej z funkoji
przeptywa obrali za zmienne niezaleine wspdlr zging nyd i liczbg

M , to mzory (52) mozemy uwazaé za znalezienie dla /=7

Macha
stycznyoh do tych powierzchni wyznaozonyoh p2aszczyznami

D X =wn , Dla entropii znajdujemy nie tylko styczng ale i krzy-
wizng (druga pochodng). Wzér (54) mozemy 2zaz uwazaé za wyznacﬁo-
nie stycznej do linii '

Loe Loiipm)

w pnnkcieﬁ7:7 o DokZadnoéé otrzymanych wzordéw bedzle tym wigksza

(%3

im blizsza jednodci jest liczba Macha, a wiclkoé¢ bigdéw jest
- zwigzana z wielkosdciami wyzszych pochodnych wzgledem ﬁ? .
W pracach dotyczgcych struktury fali uderzeniowej opartych
vna teorii cieczy lepkiej bada sig¢ wpiyw zaleinogci wspdéXozyn-
- nikéw 19pkoéci/A i preewoinictwa cieplnego 44 od temperatury
oraz wplyw lepkosdei nieliniowe] [4{] . Przeprowadzons prgzez autora




.
e

wymienionyoh czynnikéw ujawnia sig dopiero W wyrazach zawiera=- ‘??;

W wie,'kwoéoi- przy padkéw mofna wige przyj ¢, e gaz jest d.oako«-

- o e x4 -

P N PV TR S

L athtie i Al e e e ity Jagl

éQ /,1(.,:
St 5 3?9(- #_ M9

jqoyeh wygsze potgel {

Jak Jué powiedzie lidmy dane liczbowe tabeli I uSprawiedu-
wiajg dla podanych gazdéw nietylko zaniedbanie iloczynéw ale
i zaniedbanie samych wie lkodci l, L {,’?H L otrzyman.voh noraoh.

naty i speinia réwnanie Clapeyrona. Wéwozas wzory (50) notem

npi.aaé w upronuonoa pontaci

hoodA s oT
) /m . g

za$ uproszozona postaé wzoréw (53) po uwzglegdnieniu za‘leznoéoi
(patrz str, 7% )/? = ( P quzie nastgpujgea

L =25 M-flé“a‘ﬁ"‘@”-‘ﬂ( 4)*”*2"( Z]
éf 7)

DA

:X,‘*‘j )

= o[22 %ZZ)EJW oYL - 4)+@Z°<Z]

o
e

W gazach zostak wprowgdzomr; dla liozby Prandtla /|- = pf/V

pérémpiryozny wzér (patrs | 4’_’ str. 108)
9 €
(62) s s
| Fr 9o -5

Mimo to czgsto ze wzglgdu na atwodé obliczed przyjmuje sig
/2, = 3/// (patrz [’”] stre 111). Dla prwpadku toéo, jeéli za-
ni¢ dbamy ponadto wpiywem lepkodci ‘objgtoéci_,cme';) i rolakuc;);,

otrzymamy wzdr
4




!

ey porémniu. ze $clélejssym wrorem wyprowadzonym g réwe

nati Navier-Stokes'a (patrz [”f str. 110 1 fig. 4) daje niewiel=-
kie bigdy dla dosyé duzego zakresu liczb Macha.
Vptyw liczby Prandtla na grubodé skabej fali uderzeniowe]

Jest niewlielki. Wyraza sig¢ on w stosanku do wzoru (62) niewielkq
popramnkg.

— Oy

VA g e

Natomiast na wepdiezymnik {n) charak teryzujgcy entropig ‘liosbn.

ST 7 /)

Prandtla ma wpiyw dominujgey i nalezy dla niej przyjge w nim
doktadng waﬂ;o‘éé'. v ‘ : :

V;thywu zmienno}ci 'oiepla»wlaéciwego Cf/(_ i zjawisk rel#-
ksagyjnych Ofg nie ‘bedziemy analizowaé w ramach ninie jszej pra=
oy, natomiast na zakoriczenie opraouj.emy jakos’cioivo wpiyw lep~
kosdoi objetoéciowej. plyw ten uwzglgdniow gest popr zez para-
metr [7 bgdgey stosunkiem lepkoéci objetodciomej do postaciowej.

‘ dak wynika ze wzoréw (53) lepkoéé objgtosciowa wpiywa jedynie
na L 4 /3 « W stosunku do przyblizonego wzoru (62) uWZglqdnicnio
lepkodeci oqutoéciowej wnosl poprawke

i g A
(Q) 5 o 4',' ; 5(;;. o
Dla gazéw jednoétomowy‘oh (X}-" 5'/3 ) lepkod¢ objetodciowa jest
wyniklem skodczonych wymiaiéw molokﬁlarmfch. Jesli o~ oznacza
§rednicg molekuly traktowanej Jako khilka aztywna,

b2 2 (§Tma)’ =47 Wt

(patrav.[ ]str. 94, 96) a wykorzystujge zwigzek migdzy Srednicg -
& wspéezynnikiem lepkogei 1 _([47] strs 91 i str. 35) otrzymamy

po przeksztaiceniu




_.2?4,..

gdzde N | jest liczbg Avogadro. Wyrazenie to jest mniej wiece}j
tego rzedu co stosunek objgtosdci przypadajgcej nea jddng
czgsteczke 7 /\/  do szedcianu drogi swobodnej. W normalnych
warunkach dla jednoatomowych gazdéw S jest bardzo mae.

Dla gazéw wieloatomowych lepko$é objetosciowa moze mieé znaczne
wielkodci, Jak to prazypuszczajy niektérzy autorzy. Niestety
brak tu jest dokladniejszych danych doswiadczalnych. W pracy [29]
wyliczona zostala teoretycznie lepkosé objetodciowa dla gazdéw

o sferocylindrycznej budowie molekuk, wynika z niej, 2e dla

—
<

molekut o wydiluzonym ksztaXcie stosunek 9 a zatem i O moze
byé duzo wigksze od jednosci. Dla dwutlenku wegla /patrz Z'Hj
str. 106 1 lzﬁ/ stosunek 9 jest szacowany przez Tisza g

na okoto 2000, z czegoby wynikalo, ze dla gazdéw wieloatomowych
lepkosé objetosciowa moze mieé decydujgcy wpiyw na grubosé

fali uderzeniowej. Ze stanowiskiem tym polemizujga Andersen

i Hofnig [ij, uzasadniajgc ne podstawie doswiadczeri, Be lepkodé
objetosciowa jest dla gazéw niewielka i ma znikomy wpiyw

na strukture fali uderzeniowej. Wielkie wartoéci ﬁ otrzymane

W pracy [2/{] uzasadnione sg w [22] jedynie formalnym wprowadzeniem
wspétczynnika lepkosci objetoSciowej dla wytiumaczenia tZumienia
fal diwigfcowych zamiast uwzglednienia wéwczas wpiywu zjawisk
relaksacyjnych, ktére zdaniem autoréw odgrywaja dominujgcg

role.
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Streszczenies

Celem pracy jest znalezienie pierwsszych wyrazéw rozwiniegé
wezystkich funkeji charakteryzujgcych strukturg faii vderzenio=
weJj w'azeregi potggowe parametru C=M<1 o gdzie p)'jest
licobg Macha przed falgy. Badany oérodek jest gazem speniaja-

cym réwnanie stanu (2) o zmiennym cleple wtadeciwym , . Zakada=

v

my,'ze wielkodci (3) sg duzo mniejsze od Jednodei, czyli ze

(

wtasnodol gazu sg zbliZome do wiasnodei gazu doskonatego speinia-
Jgcego réwnanie Clapeyfona. Poza tym uwzgledniamy wpiyw zjawisk
relaksaocyjnych, przyczym zaktadamy, ze kazdy 2z » Wwewngtrznych
.stopni swobody (obrét czgsteczki i drgania jej atoméw) posiada
inny czas relaksacji Yo bcetl n Je Nie zaniedbujemy réwniez

1
\

unzglednienia le pkoéci ob jetodciowej gazue

Wprowadzajgc bezwymiarowe zmienne (10) i (11) prazeksztaicamy
podstawowe réwnania (2) do (8) do bezwymiarowgch postaci a nas-
tepnie rozwijamy w szeregi potggowe funkeji Lﬂ,,;k,}O'JYQV (11)
bedgeyml z zarozenia niewielk}mi zaburzeniami. Przyjmujqc nastgp=
nie, %Ze bezwymiarowe parauetry przeplywutliczba Reynoldsa e
i liczba Macha |J-/+s8g Ze sobg zwiqzan; zaleznodeig (37)

2 = £ /y- Oras ze mozna tozwingé w szeregl potegowe

v ou'
(38), sprowadzamy réwnania ruchu do postaci (39). Stgd po pruyréﬁ—
naniu do gzera wspézczynnikéw przy potegach 5 znajdujemy pierwszy
wyraz rozwinigoia (y* oraz plerwsze dwa wyrazy rozwiniqcia‘gix
(wzory (40), (45) i (46)). Nie okreslony:poozqtkowo wSpGle gyn=
nik prqporc;onalnoéoi ém /dobieiamy w ten apdséb, Sy wprowadzo-
na dtugosé charakterystyezna |, stata sig¢ pierwszym przyblizeniem
grubodci fali uderzeniowej.‘Wyniki podane sg wzorami (52) 1 (53).
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Oznaczenia

Y = wspéirzedna miejsca,

# S - predkos$é i entropia wiadciwa w miejscu ‘

45 77//01 ¢~ - predko$é, entropia wtasciwa, temperatura
absolutna, cidnienie i objetos$é wtasciwa przed falg
uderzeniowg,# t.zn dla ¥ — o= [/,

7L,L{§ - parametry krytyczne gazu,

g)ﬂl - gestosé gazu,

a = | :‘%’L;-’—) - izentropowa predkosé dzwieku,

A 5 - ciepid wiasciwe przy stalej objetosci i ciénieniu,

/3,/3[7- uniwersalna stata gazowa i drugi wsp. wirialny,

/1/2

& wspéiczynnik przewodnictwa cieplnego,

wspéXczynnik lepkosci,

Ji-

masa czgsteczkowa gazu,

=& T sy ool pe, TV
S 7 EE G > 2

A1 - liczba wewmetrznych stopni swobody,

C,7 - bezwymiarowe ciepo’ wkasciwe /-—tego gstopnia swobody,

=U - =/-7
M -/& liczba Macha, /5 =M /1‘.7—1‘&5/25 //” 73 374

‘—"—:B ’/-——-T_ 17/5 ”,.—-— e —— y
/4 Ay A e T 7 b Ty olTT ; duy~ oAT¥ 7’
@ ﬂ:/:‘fl ,_% - stpsunek lepkoéci objetosciowej do postaciowej,
P-"-’* EZ‘ = ﬁ": ; /Qr = m - liczba Prandtla
e o3 ot ¢ b
T

= -7;” -przyblizona liczba zderzer miedzy czasteczkami,
jaka jest potrzebna dla osiqgnig?:ia réwnowagi przez /t’—ty
stopieri swobody / f,j - czas relaksacji/,
‘)Q[f-i‘) - funkcja relaksacji
A, - wspéczynniki w rozwinieciu funkcji relaksacji /por./314/,
o=V - patrz /17/ i /18/,
przyblizona grubos$é stabej fali uderzeniowej,

-

ﬂ, ) stale gazowe begdgce temperaturami charakterystycznymi.

e s
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1. Wstep

W poprzedniej praoy)["j) znale zione zostaty pierwsze wyrazy
rozwinigé fﬁnkcji charaktenyzujqcyoh falg uderzeniowg w szereg
potggowy wielkodei & = /M -7  ,gdzie /7 jest liczbg Macha
przed falg. Zatozyliémy przy tym, 2e gaz, w ktérym sig ta fala
rozechodzi, Jjest lepkim, przewodzi ciepo, Spélnia uogélnione réw-
nanie stanu z umzgle¢dnieniem drugiego wspdiczynnika wirialnego,.
podlega zjawiskom relaksacyjnymoraz posiada zmienne z temperatu-
rg dieplo wtadcime. Przy zatozeniach tych wyprowadzilidmy przybli-

zone wzory (, tre [ /3 str. .18) dla gruboéci fali Uderzeniowej

) ) [ '-:/—;/:;.b f “vlﬁ’ /‘/4 f/)lv/ e ’; /) P ’/ / /

oraz dla profildéw pregdkodci ¢ i entropii wlaéciwe_j <

e v ( L) T Uik
e ) ; )f :' ) 6 )/ + ‘4/ T
, [(/rz, - L ./)(/ b+ 67)+601- = 7,

74

A= -:«[(7»1;;; L EN142 55 4 ) 60-)4'5 375 ]
ZJ’ «cm)P(/ 5) 7 ’/\ v Z:f .

Nastgpnie oszacowany by wpiyw lic zby Prandtl:a lepkodéi objetos-

(37

éiowej 1 drugiego ws;:o?cozynnika wirialnego na powyzsze wielkodol,
Obecnie zwrécimy giownie uwagg na wPlyw zjawi sk relaksacyjnych
i zmiennoéel ciepka wlas$ciwego gazu.

Gdyby gaz skladar sig z bardzé marych gradkich kulek sprgzys-
tych znacznie oddalonych od siebie, wéwczas jego réwnaniem stanu
byZoby réwnanis Clapeyrbna

pLDT = KT

a Jego ciepo wiasciwe byloby state i réwne

J
: K
i - o 2%

g o

.
~

¥



gdzie /¥ = masa molekularna .a, R - uniwersalna stala gazowa.

W czasie przemian termodynamic znycfl gazu przyrost jego energii
wewngtrznej bytby wéwczas réwny jedynie przyrostowi energii ki-
negtycznej ruohﬁ postgpowego czgstecmki.

Przechodzge 0d tego idealnego przy padku do gazdw rzeczywi stych
musimy wprowadzié poprawki dwojakiego rodzaju. Po plerwsze mu-
simy umzglednié, e czgsteczki gazu oddzialywujg na sieblie na
odlegtoéé i ich wymiary nie sg nieskordczenie maXe. Po drugle kaz-
da z czgsteczek skiada sig z atoméw, ktére z kolei wykonujg 2zo-
zone ruchy obracajgc sig wol;él gér odka masy czgsteczki i drgajge
wokéx swego porozenia rdwnowagi. v

Uwzglgdnienie skoXiczonych wymiardéw czgsteczki promadzi w plerw-

szym przyblizeniu do wprowadzenia poprawki, tzw. druglego wspéx-

czynnika wirialnego B(T)1i ao réwenia stamz

pUm= KT + Bl
?oprawka ta jest niewislka, gdy stan gazu nie jest zblizony do
stanu krytyc mego Sﬁ.ﬁo—fl , Sttt Poza tym energia wza jem-
nego oddzialywania czgstek wpiywa w niewielkim stopniu na wartoéé
energii wewngtrznej gazu a zatem i na ciepto wkadciwe.

Dominujgoy wpiyw na wartoéé energii wewngtrznej ma budowa
atomowa czgsteczki gazu. Ensrgia ta skiada sig pozé energig kine-
tyczng ruchu postgpowego réwniez z energii kinetycmmej ruchu obro-
towego czqstecrzki i z energii drgan atoméw. Stgd réwniez i ciepZo
molowe czgstek zXozonych z wigkszej liczby atoméw & wigksze]
liczbie wewngtrznyoh stopni swobody bgdzie miaXo w zasadzie wigk-
sze wartosdci, |

Zwracamy uwage ,%e bgdziemy tu stosowad przede wszystk«im‘
podziatr ma "rozd zielne" stopnie sﬁobody (separable degrees of
freedom)@pﬁu[;'/)§2’l4} ktéry nie musi sig¢ pokrywaé z podziakem
na mechani czne stopnie swobody. Np 6 mechanicznych stopni swobo-

dy czgsteczki dwuatomowej Zgczymy w trzy rozdzielne grupy:



@

1/ trzy stopnie swobody ruchu poste¢powego

2/ dwa " " ruchu obrotowego

3/ jeden stopied swobody drgan
Energia takiej czgsteczki jest sumg energii tych trzech grup
niezaleznie od obioru ukiadu oiniesienia.

4 drugiej strony z budows czgsteczek gazu zwiazans jest
powstawanie w gazie zjawisk relaksacyjnych. Gdy gaz pozostajgoy
poczgtkowo w réwnowadze termodynamicznej gwartownie zabuizymy,
to nie wszystkie wewngtrzne stopnie swobody begdg dazyty jedna-
kowo sgzybko do nowego stanu réwnowagli termodynamicznej. Czas

g opéZnienia (relaksacji) moze byé dla kazdego stoﬁnia swobody
inny. Wpiywem budowy czgsteczki gazu na jego ciepto wtadciwe
i zjawiska relaksacyjne a mastgpnie na strukturg siabej fali
uderze niowe] za;miemy si¢ ponizej. A
We wzorach (1), (}) wpXyw ciepia wtadciwego wystqpuje wﬁ wiel-
koéciach

m ¢, (Tov) ¢ ¥ AP Cher)

b R ) C {.:;'j T ( ) - ~ - J
za$ wplyw zjawisk releksacyjnych w sumie
yi

S

o

sajmiemy si¢ wigc analizg tych wielkodci dla gazéw o réznej bu-

dowie czgsteczkowej.



s

2., Gazy bez wewngtrznych stopni swobody

Gazy jednoatomowe mozemy w normalnych warunkach uwazaé z wy-
starczajgoym przyblizeniu = gazy bez wemngtrznych stopni swobody

W gazach tych nie wystgp%jq'wiqc z jawiska relaksacyjne czyli
";_: s F s
@) a e

Jesli gaz jednoatomowy jest silnie rozrzedzony, to energie
wzajemego oddzialywania czgstek mozemy zaniedbaé i termodynami-
ka statystyczna pozwala nam znaleZé wielkodé ciepa wradciwego

P, = :1 s # 2
a stgd |
(57 C = :") 7, c)f Skl J o —
Uwzglednienie energii wzajemnego oddziatywania molekuk prowa-

dzi do wpromadzenia drugiego wsp6lozynnike wirialnego f>(")(patrz

[2] str. 125). otrzymujemy wtedy e
f( L/ l - L’/[j{

R 3 F: el —
5 mv dT a7 J

Stgd o

2 Y 7 2 ATt 5 S Z e [

[e=2(1-26-54) | oe=E(1+54+ 249

2 < & 4 < ) <2 / 2
(6)

£ 2 oy g

S PE

G. o S

= : R P 4 P4
(Pomincglis’my przy tym iloczyny matych wielkodeci ~C A 2 o 3
gl jl 7-¢4
Fodstawiajgc do tych wzoréw wyrazenia .{ et/ 5 4 obliczone z
polempirycznego wzoru (patrz L [str. 168)

e § 0,681 = - “7‘5/(")

4 7



znajdujemy

| Y
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Poprawki wynikajgce z tych wzoréw sg niewielkie dla wigkszosci
gazow jednoatomowych zma jdujgeych si¢ w normalnych warunkach)
(por.[;‘d] str. 20°) . W dalszym ciggu wp?cywu. drugiego wspbiczyn-
niks wirialnego nie bedziemy uwzgledniali przyjmujge et
Pounijajge wplyw lepkoéci objgtodciome] (8=0) i przyjmujge

A “’“/_3 otr zymuaemy dla jednoatomowego gazu idealnego [s&uszne

t\_ KJ/

; Wz oTy M—) i (5) oraz B(/)-—U J.
3 1
R

| Mw
st /(U ik )

/

\iﬁu'45(%%v>*
= e _,_;__v__/; ﬁ
/_i) -,_A) CT‘ 3 £/ 2 L__ /,

3. Wrasnodci gazdéw z wewngtrznymi stopniami swobody

. - W gazach, ktorych czgsteczki sktadajg si¢ z wielu atomdw,
bgdZ tez w gazach jednoatomowych, w ktérych (ze wzglgdu na wy-
sokg temperature) elektrony zmieniajg swe poziomy energetyczne,
nalezy uwzglednié wawngtrznev stopnie swobody. Przy izochorycz~
nym dostarczeniu ciepia jednostce masy gazu przyrost jego energii

wewng trzne j d]/ rozkiada sig¢ na wszystkie stopnie swobody.
o //7 [,/?/ = {/Z/, 2 2 ////// "f////‘2 P 1 ////,

(przez ///,, oznaczy lismy przyrosﬁ energii kinetycznej ruchu po-
stepowego czgstek). Mozemy wige powiedzieé; ze kazdy ze stopni

swobody'posiada swoje ciep¥o wradciwe, ktére okreéla,ile energil

zostato jemu dostarczone, gdy temperatura gazu podniesie sig o



, ; 2 : : ‘.__6‘ —
Jeden stopien Celsjusza. Wprowadimy wigc, bezwymiarowe ciepia

wtadciwe" weszystkich stopni swobody wg wzaru
() 48T me, =Rl +o+0r.40.),

Stgd znajdujemy

GG Lo, 1, ot = i;(

(3. 1) 497 e )

;',’ 1[7 f‘[ ‘(;‘,f(’

sy e T
B »v—.__...,,. ottt

& [,.', r(/[_-r{,lfv-» 1(},;
xi'zyjmujqc, ze gaz Jjest ildealny CB(U” o }, dla stopni swo-
body ruchu postepowego o tr zymujemy

N

.(« j\/(l:ﬁj Loy :"[)

Aby przeanalizowaé wplyw zjawisk relaksacy;]nych wpr owad zimy

/

pojgcie gazu z zamrogzonym stopniem swobody." WyobraZmy sobie
mianowicie, Ze poza naszym gazem mamy drugi gaz réznigoy sig od
Uierwszego tylko brakiem jednego ’, fé’ﬁt” stopnia swobody. Gaz
taki mégXby powstac, gdybysmy potrafili "zamrozidé" d‘ -l:/"'
. stoplen swobody nie pozwalajge mu zmieniaé swojej energii. -
Jak wiemy’(patrz [7] str. /}5’);funkcja relaksacji.ma dla na-
szego gazu o0 /] wewngtrznych stopniach swobody postaé

e ' ~n £5

e Pl e
Gaz z zamrozonym stopniem swobody moZemy traktowad dwo Jako : “Nag
8lbo , Ze brak mu jednego stopnia mwobody i wtedy jego funke ja
1/
relaksacji bgdzie miala nowq postaé-
SEE e :

i Sl AT i Ai
(o002 SEE e e, s

1/ BrzezZ- oznaczyliémy sumg -7 wyrazéw nie zawierajgoych
.lego skXadnika
J‘ 16’9>




¢’ : ~

albo tez, Ze gaz posiada nadal /) stopj;eii swobody lecz (=1
stopien posiada nieskordczenie wielki czas relaksacji <:» 2P 50
Oba punkty widzenia sg fizycznie réﬁvndwaéne.

rrzy jmujgc pierwszy punkt widzenia mozemy uwazaé, Ze T":s/zell«::le
wtasnogci gazu doskonsXego (zatozylidmy upr zednio /- ) prze-
noszg si¢ réwniez 1 na nasz gaz z zamrozonym stopniem swobody

z tym, ze posiada on inne ciepXo wZadciwe i inhy stosunek JC- G/, ,
a mianowicie
e

Fi 4

Jrugi punkt widzenia ulatwi nam powigzanie wiasnodci naszego

) £3%) Cﬁ/ = (¢, 1}~ & ) c)'(/; =S

hipotetycznag6 gazu z rozpatrywanym gazem rzeczywistym,

Wefmy teraz wyprowadzone w pracy["]{s’cr—:}‘ﬁ réwnanie napreg-
zed dla gazu znajdu,ja;cego sig w chwili poc zgtkowe] (t=0 )
w réwnowadze termodynamiczne}j

e R ‘;;' Y £ 5 -
o — ¢/‘.,{7 -j/4 (VV; ‘I‘V‘:'!,)"{ /)’9 léi/l = 9 [}‘()[1‘ 7/ l{,',; /[?,/ (f/i'

&/

» e 4
K : =~
Y71
L
@

i pomnézmy je stronami przez (7, /;5 a otrzymamy

- % g ,,r' >
Pl 4] o = e (f/‘w))% e f/%’(f JVu' (i)t ,

gdzle oznaczylidmy o - 7’,/ ’/3 . Wielkodé / jest "ciénieniem®
termodynamic snym" tzn. takim ciénienies ktéreby powstato po
osiggnigeciu réwnowagi termodynamicznej, gdybyém rozpatrywany
element gazu odizolowali od otoczenia sztywng, nie px'vz‘ewoszcq
ciepta $ciankg, wielkoé;i - - jest rzeczywistym ciédnieniem gazu.

zad ;{‘;, g i if jest szybkodocig wzglednego przyrostu objetodel.
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Ciénienie termodynamiczne rézni si¢ bardzo mako od oiénienia :
rzeozywistego, gdy objgtos¢ gazu zmienia sig¢ bardzo wolno
( Vula~e oo )m bowiem - :
|+l < [Fh A +A [ [Rie-0)]dE < A(Gr9]i7 jat])

)

(oznaczyliémy /"} = pax [\4 U "[;\Fv’ &)
Jeél.i przez /}/‘J oznaczymy ciénienie termodynamic zne gazu bez
| 7:9/:* stopnia swobody, to ciénienie to bgdzie réwne ciénienin
rzeczywl stemun — o tego gazu przy powolnych zmianach objetodei.
Nie bgdzie ono jednak réwne ciénigniu termodynamicznema 52 tego
samego gazu jeéli uwzglednimy, sze posiada on wszystkie /1 stopnig
o ,
jedrak z calki réwmania (14) s ](/' wyraz a otrzymanw
Pt

}u'-t/JwKEE/'Je, Wﬂ"y \/ p,/L/ﬂ/é/ /5\ (/ /"’l/ 7/ "‘ [)

o

swmobody & L, > oa. wéwg: 788 bowiem A/t? L | e, Wydzielmy

® >4 oraz po

/
/

Stgd zaé po prze jéciu do granicy przy A0  ©
¢ :
umzglegdnienin o = Fey 4 Y R vefat zna jdujemy dla ma-

dych przyrostéw objetodei

e
(¥

x5) o o 3;..’/
, £ /0 J

Otrzymany zwigzek ma nastgpujgey sens fizgyoczny! Jedli w gazie
znajdujgeym sig w chwili poc zqtkowej)l“lj)w rownowadze termodyna-
- miczeJ udaXoby sig¢ nam zamrozid / Z/ stopied swobody a nastgp-
nie podda¢ go przemianie z niewielkg zmiang objgtodeli A ¥/ , Wow-
czas roznica ciénienia termodynamiczns go «/;; 9 i cisnienia rzeczy-
wistego -—o - /}J Jest okredlona wzorenm (/l’f) ;

Poyélmy sobie jddng z takich przemian - pr zemiane adiabatycz-
ng. Jdesli przez(:oznacqyny ciénienie poczgtkowe (w chwili poczgt-
kowej, 8%y gaz Jest w réwnowadze termodynamicznej ciénienie termo-

dynamiczne jest oczywidcie réwne cidnieniu rzec'zywisfemu) to prayre




= =
|
¥ =g

rosty ciénienta obliczymy z réwnania adi@faty / -2 covied
 raz przyjmujgc rzeczywiste ¢ drugi raz - J(ﬂ + Dla maiych
przyrostéw A?¥ mozemy napisaé :

Bl w0 - pLalk AL p

. ’J/," ;)
/ o ¢ [P .
Odejmujge te réwnania stronami zma jdujemy po przeksztaxceniu
(3.9) 67 Dt o e R S
. Lot =ty )

Porémujge wreszcie (15) i (16) otrzymujemy

:./’ (Jf;‘;z;J’ = —")“) 5

1 * stgd .
— a-o a(’g 2
: ‘Q J:40) (A7) - c;-z': df’ o

Wyrazenie to mozeuny jeszcze na zasadzie S 3 G9) sprowad zi ¢ do
: : (36) (3.2)
postaci :
= 4. (' (_"’,' ( > 7 oo : :
= ) par - R (=0,
(2,11) (I8 A — - § ] (} s ’ 2

Wie lkoéé /:/ okreéla W przyblizeniu liczbg zderzen migdéy
czqsteozkami, po ktoérej nastgpuje réwnowaga / 747: stopnia
swobody. Istniejg obecnie pewmne préby teoretycznego wy:znaczenia

) /d przez badanie mechanizmu ziderzed migdzy czgsteczkami (;«atrz[l'z
& str. 703, lcoz w niniejszej pracy zadowolimy sig¢ jedynie wyni- ‘
kami badai doéwiadczalnyéh podajqcymi tg wielko$é z bardzo gru-

bym przybligeniew \[ ]} str. 692).

Jes’li zaniedbayy wpiyw drugisgo wspé&ézynnika wirialnego (gaz
doskonaty) i lepkodéi ob jgt oso:.(awej o(x;az przyjmiemy [r= )/J/
( P= ‘/4 (CM) i to wzory L}./) i (3) przybiorg postad

LT )
- (./3;‘-' 12,) (Jrg) 7 2 )/// (L . ,)[ / _C:'"/ #
o %”f_7 : 3 ;;'
°)§ 2 Z s (Cf;)[”-r// 2 '/(/ 4"‘/ G( Z)

l_\o-

)
‘ i

2
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' Jedli zanledbamy ponadto wplyw zmiennodei ciepka wiradcimego i

zjawlsk relaksacyjnych to wynik zawiera biedy
4 o

- et . -

a

et (c+1) (Ze+ /) & 4

24
Ve
feialtats

(3.13) {207 |

) ( N

o &

6 kg

. ktoryoh wielko$ci postaramy sig oszacowaé ponizej dla szezegél-
| nych przypadkéw gazéw dwa- i wieloatomoﬁych.

[ ) 4, Gazy dwuatomowe

?ys. 1

Czgsteczka gazu dwuatomowego posiada nastgpujgce stopnie swo-
body (rys_. 1) i odpowiadajgce im ciepZa wrasciws &}&—trzf’fjkstr. 112
1 128]

1/ ruch postepowy $rodka masy

s
2/ rTuch obro towy = :
: 7 Sy "
0=+ — :%— s
gdzie éf{, << 7 jest pewng stalg charak teryzujges dany gazj

3/ drgania harmoniczné
L8 gy p) . .
o = et (F)] -

Poniewaz £, jest bardzo mate (najwicksze dla wodoru ﬁy‘—:&ﬁff"'/\’ S
wigc w normlnych warunkach z wystarczajgeym przyblizeniem mozna

pray j&e



.—'—47—
Stad '

= i Z
/e1/ &= é = /'Z%, /,é_{ 'ﬂju-)_/
2. 2.7 <71,

Odkladaaqc na pézniej obliczenie poprawki a zna jdziemy teraz

%)

Wptyw zjawisk relaksacyjnych wyrazony jest sumg iloczynéw
X,'Zﬁ)( 71 zalezy nie tylko od wielkodei X i "/kz lecz réwniez
a7 FER V4
i0d 7/, 1/,. Jeéli chodzi o te ostatnie, to nieznane sg ich

i?,,- wykorzystujac /21/

-')c'z-x

e T ¢ [.5?2 QML [ I/
[7-20) T 590

Wykresy funkcjij( ,X?_ podane sa na e -2 13
2

doktadne wartosci i mozemy jedyniem przeprowadzié oszacowanie
ich wpiywu.

Ponizej podajemy wielkofci temperatury /9 oras /_ 1/,
zaczerpniete z [?] , str. 692-699

I
|

| H, N, 0, cy, co
0, ['r]| 5958 3336 2228 796 3080
ﬂ;Zf ~ 250 4 - 20 3 - 36 4 - 38
7 -
T390 o 30 11 0,86
) - 5 S o
4, e 28000 20000 ‘12 21

Na podstawie tych danych mozemy dla tych gazdéw wyliczyé
poprawki c\;; korzgstajgc P podanych wykresdéw /rys. 2 i 3/.

Dla warunkéw normalnych /7 - 777/ otrzymemy szacowanie



Hé NZ 02 912 co
X7, 125 0,4 -2 0,3 - 3,7 : o,’4 - 3,9
& Z; 13 - 1200 35 - 23000 220 - 2050 0,08 - 2
5., 13 - 1200 35 - 23000 odi b

Jak wige widzimy pominigcie zjémisk relaksaoyjnyoh.pray
badaniu struktury fali uderzeniowej w gazach dwuatomowych daje
bZgdy przekraczajgss naogdét 100% a mqgépe dochodzié nawet do
milionéw procent. RdZn& Jjest prz& tym vdzia* relaksacji obroto-
wych i wibraqyjnych stopni swobo&y. 6brotowe stopnie swobody
najg dominujgey wpiyw w prazypadku - wodoru. W 1nnyoh gazach wiqk-'
Szy wplyw majg wibracyjne stopnie swobody. Hiestety brak jest
*dokladniejszych.danyoh.pozwalaaapych nalwyznaozenia dgisre wisgl-
koécié; ]

- 5. Gazy wielcatomowe

Gazy wieloatomowe dzielimy ne gazys(a) o liniowej i(b) prze-
strzennej budowie czgsteczki. Atomy plerwszej grupy sg ustawio-

pr e

-

ng wzdiuz linii prostej, w drugie] gruple sg cwne usteawione
strzennie. \ ‘

Cigsteczka gazu wieloatomowego posiada nestgpujgce stopnie
swobedy 1 odpowleadajgce im clepla wradciwe (pates [3] str. 136
1344 )

1/ ruch poste¢powy Srodka masy : ¢

[ & -_—

S '
T /
.

2/ ruch obrotowy dokola a/ dwech lub b/ trzech osi.

$’ 71 5/&) ;‘.‘dq‘;,ire"é /l-r‘/':/-,"y,"‘:/fé

L= . ' _
7 Z ] y 4 : ;
2 ; e czyslek /»,zf;iy<vrn@7¢5 g



o/ drgania harmonioczne atoméw w czgsteczce

il o, 4 'ZZ,/)’ - LR "j)
G — LV / 3 : i //' Vg i
; /( 1 1t /27,, / ( ) J

pr Zy ozynm

/,.""_ _r_[‘”j/V -5 dla czgstek iiniowych : /‘/g/é’ a’
‘ ) 3l -4 dla czgstek przestrzenych, /jest liczbg "mechs-
nicznych stopni swobody" drgerj egélzie /V - liczba ato-
méw w czgsteczce.

Sposéb wyznaczenia poprawki 9, dla gazéw wieloatouowych
wy jaénimy na przyk Iadezie dwuﬂenkﬁ wqgla),(‘[% ; ktérego czys-
teczki skladejg si¢ z trzech atoméw ustawionych na jednej
linii prostej (/-( (). Tskg samg budowe posiadajs czgsteczki
dwusiarczku wggla ( §, , tlenku azotu /V £A4(08 (patrz 1 ‘/qtr.
! 699) . Mamy wéwezas (;, = 3 /- ¢ =, /
ay s “ Drganis czgsteczki ([, ( N=3 '~ 4 )mozemy rozxosyé
na trazy cze¢fci (patrz rys. 4) '

a/ drgenie antysymetryczne z temperaturs Vu = X3 R :

b/ . symetryczne (f/&,, = 1920 /(1)

i¢lre 2/
c/ M }v‘: dwéoh wzajemnie prostopediych piaszczyznach

o (6= 9597 K,

Stagd (patrz [‘/ str. 144)

r

( :4 (b f~1 !5. P8 4 Go ol 1 Gos X
\25) o 3 4 . / T [ ——=5% e ] = / e -~
( '/ ”*)" /) 4:'1 / > ;\/ JA Qr;, s

L YU—

1/ Liczba "rozdzielnych" stopni swobody drgar moze byé oczywié-,
cie mniejsza.

¢/ Uwa "mechaniczne" stopnie swobody.
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Mozemy teraz wyznacgzyé wspdic gynniki X,, }(D 3 )(\ - 4 )(7 wyste-

pujgce w poprawce

‘dla gazu trzyatomowego o budowie liniowe]

7 B
i |

Yo B ,
) l}/( ‘ /)é? 1) i .
! i/’ - e Lf".\‘-)
Y & ? c ( ' 1:
g g ——
’ "“17 (Z=d )]

W warunkeoh normelnyoh ( [/ =.//7"/{ ) dla dwutl enkv wegla
zna jd ujemy
& =0 QA0E4E 3 o DRSS - B Fh AF. 3 B

(4
&

X."‘) % [: DAF'S ! ‘)”a lf)/[}ﬂ)()fpié ; 'Xg 5 ‘9, 0027 : Xj . C’/I Oy :

‘ Czas relaksacji rotacyjmych stopni swobody w czgstkach
wieloatonowych jest oceniany jako kilkekrotmie wigkszy od oza-
su migdzy zderzeniami. Stgd wpiyw relaksacji obrotéw jest nie-
wielki w p:;réwnan[iu z relaksacjg drzat. Czas relaksacji drgen
o%gtnych czgstki jest oszacowany (patrzﬁll str. 701) wielokrot-
nie wyzej (.~ 4,\/.-;’}"»-"5'( ) / = 4000 ;. Dokladne wartoéoi wsgyst-
kioh camsbw relaksacji i ;.ch zaleznodci od temperatury nie sg
do tychczas znane, mimo ,to na podstawl e podenych przyblifonych
wartodoi mozemy oszacowad /,;"( na okozo /4& B

Wptyw zjawisk relakseacyjnych przy rozchodzeniu sig stabych

fal udérzeniowyoh w dwutlenku wegla ma wige dominujgeg rolge.
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6. Ocena wplywu zmiennoéci ciepte wradcimego

dotychczas nie za jmowalidmy sie oceng ilosciowg wpiywu
x%ezmiennoséci ciepla wtadciwego na strukture stabej fali ude -
rzeniowej. Wplyw ten oceniamy enalizujgc wartodci piorwszej
poprawki (,20) "
' 7 Sl

Wpr omadzajse oznaczenie

\ [ ¢ ‘ ) "I

mozemy [ dl a czgstek o N atomach wyrazié¢ w postaci wzoru

i
44 5 2
: ; A 7,
(27) i e Al )~ / il
| 7 ‘ ( e ) /_ b 77,

gdzie (., /¢ Jest stazg przy czym
a/ dla czystek dwuatomowych i wieloatomowych liniowych

- P4 S 4 { e ) B ; - ey

b/ dla czgstek przestrzennych
Ga 1Oy = 5 Siure /: ",'/V‘ L> (N >2) ’

Réznic zkujqc ¢ (26) wzglqdem / ot zy mjemy

Ca b LYT / /4*/"‘ 7 (7//?"" /) /
stgd

a/ dla ozqstek liniowyoh

/ | /7 / /')(ﬂ,,' )

(28) 0 =3 _' TR W (/V o 9))

{477 it Yy

/'




b/ dla czgstek przestrsenrwch
,«V
)(// i) e
el e, (1

»@9) e é, /)/ % / )// (,,/)'/

Poprawki te, jak Yatwo si¢ przekonaé dokonujge odpowiednich ob-
liczed, sg dla wickszodci gazéw znikome. Wykres funkcji

/(”) ///l) (,f’/,_,[' /)

jest podany na rys. J'. Jak widzimy /(’*;/ <lei£‘li,wielkoéci poprawek

‘7’; mozemy wigc z grubsza oszacowad
"’ b ¢ g a % [ Ly ] / '
= /ﬂ& ()/V ’5) 439 dla czgstek liniowych

(;‘-;; & ‘—’; (';’/V"- [) 0,74 dla cz&s tek przestrzennych

Np. dla czgstek o liczbie atoméw mniejszej od pigciu popraw-
ka (’1 jest mniejsaa od z'f’,'.[/’é‘(* .Dla wigkszej ilodci czgs-

tek poprawka ta moze réwniez byé niewielka, lecz wymaga to od-

dzlelnego sprawdzenia.
7. Wnioski

Na wtasnoéci stabej falli uderzeniowe] rézne czynniki oddzia-—,
¥ywujg w réiny sposébe. W gazach wieloatomowych poza lepkoscig
i przewodnictwem cieplnym na.jsilniejsz;y wpiyw na strukture
fali uderzeniowej w gazie majg jego wtasnodcli relaksacyjne.
Zaniedbanie zachodzgoych w gazach zjawisk relaksacyjnych pro-
wadzi naogér do breddéw wigkszych od otrzymanych wielkosoci.
Uwzgle¢dnianie drugiego wspétczynnika wirialnego jest celowe
jedynie w przypadkach gdy gaz znajduje si¢ w stanie zblizonym
do krytycznego. Zmiennosé¢ ciepla wimdciwego mozna zaniedbad
popemiajgc nieznaczny bigd.
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Ngjwazniej szg trudnodcig przy badaniu wpilywu zjawisk relaksa-
oyjnych na strukturg fali uderzeniowej jest nieznajomoéé dokiad-
ny ch wartoéoi czaséw relaksacji i ich zaleznodecl od parametréw
stanu termodynamicznego. Zaréwno teoretyoczne jak 1 doéwiadczal-
ne ich wyzraczenie napotyke na znaczne trudnoéci. Nalezy jesz -
cze zwrécié uwage, ze nawet niewielkie domieszkli innych gazéw

mogg wplyngé na znaozne zniany czasu relaksacji.
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