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Abstract in English

Mathematical analysis of the equations
modeling plasma in the ion thruster

THESIS BY MALGORZATA ZDANOWICZ
SUPERVISOR: PROFESSOR DR HAB. ZBIGNIEW PERADZYNSKI

One of the easiest ways of modeling the plasma is to treat it as a three-component fluid
consisting of neutral atoms, electrons and ions. In this way one obtains a fluid model, which
is expressed by system of partial differential equations. In the dissertation we consider such
systems. The first one consists of eight equations:

N, | O(NoVa)
_l’_

gy 5 = PNVane, (1)

86712 N 0(7(;;‘/;) — BN, n,. (2)

Aok i) _weF ®

8({;? N 8(7;;‘@) — BN, n,. (4)

e (i) 012 0 (’gx ne) _ B @V ), )

7;;? <8(ngz/ee) + 3(”6‘6/;96‘/69)) = N0 Vay — Mo Uy Vep. (6)

A A <”6V“E’“8;”6V“3Me) gV ) i Quie Qa7

where QJoules - _Vve:c Nne € E7 Qioniz =7e Eion ﬁ Na Ne, Qwall = Vew Ne (Ek:e + 2k Te)a
coF . = e(n; —n.) (8)

with some initial and appropriate boundary conditions.
However numerical computations for such a system are faced with several difficulties: a) the
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system is weakly hyperbolic - a matrix of the system can not be diagonalized at fixed depen-
dent and independent variables. As it is known such systems are unstable with respect to the
perturbation of the right hand side. b) the right hand side of Eq. (8) for the electric field is
a difference of two large terms: ion and electron density. Small errors in densities result in a
very large error in the electric field which in turn implies even greater error in densities. To
avoid such problems one usually assumes plasma quasineutrality n; = n.. Then Eq. (8) must
be rejected.

Instead of the Eq. (8) one uses a sort of an Ohm law, derived from the electron momentum
Eq. (5) and (6), by neglecting the inertial terms; in case of xenon, the electron mass is small
in comparison with the mass of ion. The boundary condition for the potential of the electric
field allows to calculate the total current density, which is determined [4] as the functional (by
means of the integrals from expressions containing the unknown functions):

Ly, T L 19 (KT,
[(t) = </0 e;zfd$> . [mUO —|—/0 (Veff‘/; + ;% (m ne>> d.’lll"| . (9)

In this way we obtain a hyperbolic system of four equations:

ONg | O(NoVa)
_l’_

= —0BN.n; 1
o o BNani, (10)
= N.n. 11
. 5 Na i, (11)
ovi oV 10 (KL \ I
A R o € I G R G
T; 8 Te% 8 G%
VT | o (n> Voo ( " ) - O )
where
1 3 Vm Vew
Q2 = _%ﬂNa (”YeEion + §/€Te - Eke) + 2?Eke T (Eke + 2KT¢) — BN, T,

Epe = %(Viﬁvfg) - <1+”B>V§,.

2

The initial conditions must be prescribed conditions with positive n;, N,, T, and the boundary
conditions are in the form

Nu(t,0) = Ny

Vi(t,0) = — the Bohm velocity

T.(t, 1) = T.(I).

The coefficients of system (10)-(13) depend on the unknown functions and the total current
density. The total current density appears on the right hand side of Eq. (12) and moreover on the
left and right hand side of Eq. (13). Indeed, the electron velocity V. can be expressed in terms
of the total current density I from the definition of the total current density, I = e(n;V; —n.V.).
Thus we have V, = V;— ——. However, the total current density is given by a functional,
therefore the coefﬁc1ents of the system have non-local (functional) dependence on
the solution.
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Further simplifications of the model are still possible. To accelerate the numerical compu-
tations, the time derivative in the electron energy equation can be neglected. As the result we
obtain the hyperbolic system of three equations, where the electron temperature is formally
given by an integral equation. Consequently we have to deal with systems whose coefficients
and possible also boundary conditions (Bohm condition for V;) are functionally dependent on
two functionals: the total current density and the electron temperature.

The purpose of the dissertation is to prove, that these simplified systems modeling the pla-
sma have unique, continuously differentiable solutions, which are also continuously dependent
on the initial and boundary conditions. From the mathematical point of view we consider the
general case of the quasilinear hyperbolic system whose coefficients and boundary conditions
may functionally depend on solutions:

us + Afuju, = bul, (14)

u(0,7) = u’(z), x€][0,1], (15)

where the functional dependence refers to the variable x only. Thus u in Au], blu| and D|u],
L[u], L7 [u] (below) is treated as a function of z, parametrically dependent on ¢. Similarly
we admit that the operators A, b, D, L are parametrically dependent on t. For simplicity the
dependence on t is not marked explicitly.

Let
Xo = {u e C([0,7]); |ullo == sup ,| > u? < oo} .
z€[0,]] \ i=1

Xy = {u e CH([0,); lull = llullo + [[uallo < oo}

We assume that for a given u from an open ball B! (u") C X with radius r, centered at u°, the
matrix Afu] (¢t € [0,Tp]) has real eigenvalues & [ul, ..., &, [u] and can be diagonalized:

Alu) = L™"[u] D[u] L[u],

Dlu] = diag[&[u], ..., & [u]], Llu] = :
Ly[u]

The rows of the nonsingular matrix L[u] are the left eigenvectors of Afu] and L~*[u] is the
inverse of Lu).

If my is the number of characteristics (including multiplicities) entering the domain through
the boundary (¢,0) at 2 = 0, then we assume m; boundary conditions of the form

Fi(t,u(t,0),9;(t) =0, j=1,...,my, (16)

where in general ¢;(t) can be expressed by Stieltjes integral

oi(t) = [ Ky, ut,9) do, ) (17)

Functions F; € CY(R"?), j =1,...,m,.

Similarly we proceed for the right boundary (¢,1), t > 0.

It is also required that the consistency conditions between the boundary and initial conditions
must hold at (0,0) and (0,[) to avoid discontinuities at the characteristics starting from those
points (pp 105-106). Moreover we need some nondegeneracy conditions for x = 0 and z = [ (pp
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106).

For the operators L, L™', D, Z (Z = Lb) denoted below by K we assume that the following
conditions are true:

(A;) K : B}(u) — X; and for some constant C' < oo: |[|[K[v]||; < C for all v € B} (u?),

(Ay) L is a continuous nonlinear operator, L : B}(u®) — X;. In additional we assume that L
is Fréchet differentiable and the derivative L” can be continuously extended on Xy, ie.

E|C’>0VveBQ(uO)chvheXo ||L/(U>h||0 < CHhHO‘

. ) . |
3
(Az) Lv] is of C' class with respect to the parameter ¢ and there is a constant C' such that
12 Lv]llo < C, v € Bu).

(Ay) For |z — 7| < ¢ and all v € B! (u?), there is a constant C' and a function N(§), N(§) — 0
as 6 — 0 such that

D ki)~ LKRpIEH)| < Clue) —0a(@)] + Clole) — o(@)] + V).

where K stands for L, D, Z. | - | denotes the Euclidean metric.

(As) There exists a constant C' that |K[v] — K[v]|l¢ < Cllv — || for v € B}(u"), where K
stands for L, L™, D, Z.

Then we prove the following

Theorem

Under the conditions stated above, there exits a local in time, unique solution of
class C'! of the problem (14)-(15), (16)-(17).

The system (10)-(13) with the definition (9) of the total current density describing the
plasma flow in the Hall thruster appears to be a particular example satisfying the assumptions

(A1) = (4s).



Wstep

0.1 Omoéwienie pracy

Praca sktada sie z pieciu rozdzialéw. W pierwszym rozdziale omawiamy budowe i zasade
dziatania silnika Halla, a nast¢pnie rozne warianty modelu ptynowego opisujacego zachowanie
si¢ plazmy w silniku.

W silniku typu Halla plazma porusza sie w poprzek radialnego pola magnetycznego w cylin-
drycznym tunelu. Pole magnetyczne jest wystarczajaco silne, zeby wptywaé na elektrony, ale
nie na jony (7 ~ 107°). Dlatego jony poruszaja si¢ praktycznie wzdtuz osi X, natomiast elek-
trony dryfuja W skrzyzowanych polach - elektrycznym i magnetycznym. Wigkszos¢ elektronow
pozostaje w poblizu kornica tunelu, natomiast jony sa przyspieszane powodujac odrzut. Elektro-
ny zderzaja si¢ z wyrzucanymi z obszaru anody atomami neutralnymi powodujac ich jonizacje.
Jednym z prostszych sposobéw modelowania plazmy jest traktowanie jej jako trzysktadnikowe-

go ptynu sktadajacego si¢ z:
e atomow neutralnych o gestosci N, i predkosci V,,
e clektronéw o gestoéci n. i predkodci V., ! wzdtuz osi X oraz predkoéci azymutalnej Vg,
e jonow o gestosci n; i predkosci V.

W istocie jest nawet wiecej sktadnikow - oprocz jondéw pojedynczych Xe™ mamy réowniez po-
dwéjne Xe™t. Jony mogg by¢ traktowane jako zimny pltyn z temperaturg zero, podczas gdy
elektrony sa relatywnie gorace. Stad oprécz rownan cigglosci i pedu potrzebne jest réwnanie
energii, ktére definiuje temperature elektronéw. Przy zatozeniu symetrii cylindrycznej dostaje-
my uktad wyjéciowy, ktéry sktada si¢ z odmiu réwnan (1.1) - (1.8) (§1.2.2):

1. réwnanie cigglosci dla atoméw neutralnych,

2. rownanie ciaglosci dla jonow,

3. rownanie ciggtosci dla elektronow,

4. rownanie pedu dla jonow,

5. rownanie pedu dla elektronéw w kierunku osi X,

6. rownanie pedu dla elektronéw w kierunku azymutalnym,
7. réwnanie energii dla elektronéw,

8. réwnanie Poissona dla potencjatu pola elektrycznego.

IDla uproszczenia notacji bedziemy réwniez czesto uzywaé oznaczenia V. w wyrazeniach, gdzie nie bedzie
wystepowala predkosé azymutalna elektronéw.

vi



0.1. OMOWIENIE PRACY vil

Formalnie catkujac ostatnie réwnanie otrzymujemy uktad siedmiu réwnan, w ktéorym prawa
strona zalezy funkcjonalnie od rozwiazania (ze wzgledu na pole elektryczne wyrazone funkcjo-
nalnie wzgledem n. i n;). Uktad ten jest jednak stabo hiperboliczny. Mozna pokazaé, ze posiada
on co prawda rozwigzanie, ale poniewaz uktady stabo hiperboliczne sg niestabilne ze wzgledu na
zaburzenia prawej strony, to w obliczeniach nalezy sie spodziewaé niestabilnosci numerycznych.
Fakt, ze % ~ 10~° wplywa réwniez na zle uwarunkowanie réwnan i pojawienie sie duzego
btedu w obliczeniach numerycznych. Na przyklad wyznaczenie n; i n. z doktadnoscig do 1%
nie pozwala znalez¢ pola elektrycznego, a wiec ruchu. Z powodu powyzszych trudnosci doko-
nujemy pewnych sensownych przyblizen pozwalajacych sprowadzi¢ uktad osmiu réwnan (1.1)
- (1.8) do prostszego, bardziej stabilnego uktadu. Przede wszystkim zaklada sie elektryczna
quasi-neutralnosé, czyli rownosé gestosci elektronéow i jonow: n, ~ n;, co pozwala wyznaczy¢
E jako swego rodzaju site reakcji (podobnie jak ci$nienie w przyblizeniu cieczy niescisliwej).
Biorac pod uwage, ze w przypadku ksenonu masa elektronu m, jest znacznie mniejsza niz masa
jonu (m, ~ 1075m;), w réwnaniach pedu dla elektronéw zaniedbujemy czlony inercyjne i w ten
sposob otrzymujemy uogoélnione prawo Ohma.

Ostatecznie dochodzimy do uktadu czterech rownan (uktad standardowy) na zmienne N,, n;,
Vi, T, (temperatura elektronéw):

ON,  9(NVa)

ot T Tor - THName (18)
on;  0(Vin,) _
5% T oy — PNane (19)
ov; OV 10 (kI _ I
o *Vz‘agcmagc(mi ”) = war (G W) AN @
3 3
Ne 0 Tg 0 2 _
ﬁ & (ne) +‘/e£ (ne> - Q27 (21)

gdzie catkowity prad:

OV B i A G 7l B

I
Ve=Vi— —.

Nee

oraz

Réwnania (18) - (21) sa to odpowiednio: réwnanie ciggtosci dla atomdéw neutralnych, rownanie
ciggtosci dla jonow, rownanie pedu dla jondéw, réwnanie na temperature elektronéw.

Uktad réwnan nalezy uzupetni¢ warunkiem quasi-neutralnosci n. = n;. Jednakze, jak tatwo
zauwazy¢, dla n, = n; = 0 niektére wspotezynniki wystepujace w uktadzie stajg sie osobliwe.
Poniewaz nawet w przypadku, gdy n; = 0, przez uktad ptynie pewien maty prad resztkowy,
ktoremu odpowiada pewna resztkowa gestosé elektronéw n,., wobec tego w uktadzie przynaj-
mniej w mianownikach nalezy zastapic¢ n. nie przez n;, ale przez n; +n,. W ten sposoéb unikamy
osobliwosci. Tak otrzymany uktad (18) - (22) jest hiperboliczny.

Uktad zredukowany
Jedli - dla przyspieszenia obliczen numerycznych - pominiemy w (21) pochodna po czasie
(uproszczenia modelu sa oméwione szerzej w § 1.2.3), to otrzymamy uktad zredukowany postaci

ON, N O(N, VL)
ot ox

= _ﬁNanm
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= N,
at a‘r ﬁ a ne?
Vi oV,  5kT, on, I 20,
‘/ii - e - V; Na Va - ‘/z - )
ot + ox i 3m;n. Ox Vefs (nee ) + ANa( ) 3m; V.

przy czym temperatura elektronéw T, wyraza sie w nastepujacy sposob

Té (2) = ( QT Tg(”).

L Vone T ne(t, L)

Dla tego uktadu zadajemy warunki brzegowe dla funkcji N, (¢,0) = N, oraz V;(t,0) = —\/?
Wspotezynniki postaci zredukowanej (tzn. T, i I), jak réwniez warunek brzegowy na V;, zaleza
funkcjonalnie od rozwiazania.

Twierdzenie o istnieniu jednoznacznych rozwigzan powyzszych zagadnien poczatkowo - brze-
gowych stanowito motywacje do powstania tej rozprawy doktorskiej. W pracy zostat jednakze
rozwazony ogélny przypadek hiperbolicznego uktadu réwnan quasi-liniowych, w ktorym wszyst-

kie wspotezynniki i warunki brzegowe moga zaleze¢ funkcjonalnie od rozwigzania.

W nastepnych dwéch rozdziatach (2 i 3) dla kompletnosci rozwazan zostato przedstawione

zagadnienie Cauchy’ego dla liniowego i quasi-liniowego uktadu hiperbolicznego. Jest to rozwi-
niecie skrotowych dowodéw zamieszcezonych w ksigzce B.L. Rozhdestvenskiego i N.N. Yanenki
[29]. W obu przypadkach dowody opieraja sie na zastosowaniu metody charakterystyk. Twier-
dzenie o istnieniu dla uktadu liniowego ma znaczenie nie tylko merytoryczne jako prostszy
przypadek, ale jest istotnym faktem, na ktory powotujemy sie w dowodzie istnienia dla uktadu
quasi-liniowego.
Ostatni paragraf rozdzialu drugiego jest efektem pracy ([34]) nad ostabieniem zatozen dla twier-
dzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania uogoélnionego. Dla uktadu liniowego ze wspot-
czynnikami i warunkiem poczatkowym klasy CF, k > 1, istnieje rozwigzanie klasy C*. Powstaje
pytanie, na ile to twierdzenie daje sie uogélni¢ dla przypadku k = 0. Zostalo pokazane, ze poza
ciggtoscia wspotezynnikow, wektory wlasne macierzy uktadu musza by¢ funkcjami o wahaniu
ograniczonym wzdluz charakterystyk.

Rozdziat czwarty i piaty zawieraja uogélnienie twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci dla
quasi-liniowego uktadu hiperbolicznego z dwiema zmiennymi niezaleznymi i stanowia gléwny
rezultat pracy.

Czwarty rozdzial poswiecony jest twierdzeniu o istnieniu i jednoznacznoéci lokalnego w czasie,
rozniczkowalnego rozwigzania uktadu postaci

uy + Afuju, = bul, (23)

z warunkiem poczatkowym
u(0,2) =u’(z), ze€R. (24)

Zakladamy, ze dla dowolnej funkcji u z pewnej kuli B}(u°) (kula otwarta o $rodku u° i

promieniu r z przestrzeni Banacha X; = {u € CY(R);||ul; := |Jullo + |Juzllo < oo}, gdzie

|lullo := sup 3 uf) macierz Afu] (¢t € [0,T]) ma rzeczywiste wartosci wlasne & [ul, ..., &, [u] i
zeR | =1

jest diagonalizowalna
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Dlu] = diag[&i[ul, ..., &alul],  Llul = |
L[]

gdzie A, L, L', D i b sa operatorami o wartosciach macierzowych. Wiersze nieosobliwej ma-
cierzy L[u| sa liniowo niezaleznymi lewymi wektorami wtasnymi macierzy A[ul.

Zakladamy, ze istnieje kula B!(u?) w X taka, ze dla kazdego t € [0, T] zachodza nastepujace
warunki:

(A;) K : B}Yu®) — X; i dla pewnej statej C' < oo: ||K[v]||; < C dla dowolnego v € B}'(u),
gdzie K oznacza L, L™', D, Z (Z = Lb).

(Ag) L jest ciagtym nieliniowym operatorem, L : B!(u®) — X. Zakladamy, ze L jest réznicz-
kowalny w sensie Frécheta i dodatkowo przyjmujemy, ze pochodna L' : X; — X; moze
by¢ rozszerzona w sposob ciagly na cata przestrzen Xy, tzn.

Jes0Vvenr (w0) Vaex, || L' (0)hllo < C|lA]o.

(As) L[v] jest klasy C" ze wzgledu na parametr ¢ i istnieje stala C' taka, ze || L[v]|lo < C,

v € B(u?).
(Ay) Dla |z — z| < 4 i dla kazdego v € B} (u?), istnieje stata C' i funkcja N(§), N(6) — 0 jesh
0 — 0 taka, ze
0 9, _ _ _
5 Kt 2) = - K](8, 7)) < Clue() — ve(2)] + Clo(z) — v(@)[ + N(9),
gdzie K oznacza L,D,Z. | -| - metryka euklidesowa.

(As) Istnieje stata C, ze | K[v] — K[v]|lo < Cllv — vl|o dla v € B} (u"), gdzie K symbolizuje L,
L. D. Z.

Przy powyzszych zatozeniach formutujemy gtéwne twierdzenie tego rozdziatu: Istnieje lokalne
w czasie, jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia (23) - (24).

Jak zauwazamy na stronie 56, operatory wystepujace we wspotczynnikach modelu zacho-
wania plazmy spelniaja zalozenia (A;) - (As) twierdzenia o istnieniu.

Schemat dowodu twierdzenia jest podobny jak dla przypadku “zwykltego” uktadu quasi-
liniowego. Tworzymy uktad przedtuzony, ktéry wiaze funkcje uip (p = Llu(t, )] u ). Dowodzac
jednoznacznosci korzystamy z zatozen o operatorach (ograniczonosé i warunek Lipschitza). Ist-

nienie rozwigzania pokazujemy korzystajac z metody kolejnych przyblizen. Kolejne przyblizenia
s+1
( U ) sg rozwigzaniami liniowych zagadnien poczatkowych postaci

i) S epl@) L) W) = 2 (25)
CV0,2) = @), zeR (26)

Twierdzenie o istnieniu dla uktadu liniowego gwarantuje istnienie rozwigzania (Su ) klasy C* w

kuli B!(u®).
Zapisujemy kolejne przyblizenia dla uktadu przedtuzonego. Najpierw pokazujemy, ze ciag {(ist)}
jest zbiezny w przestrzeni Banacha C([0,t,) x R), gdzie czas t, jest okreslony wzorem (4.20).

(s)
Nastepnie dowodzimy, ze ciag {P } jest jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach R dla
ustalonego t € [0,t.). Jednak aby to pokaza¢ musimy skorzysta¢ z twierdzenia Arzeli-Ascoliego,
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poniewaz prawa strona uktadu przedtuzonego nie spetnia warunku Lipschitza wzgledem u. Wy-
kazujemy zatem jednakowa ciagltosé wzgledem z (dla ustalonego t) funkcji nalezacych do cia-

() s) (s)
gu {P} na dowolnym zbiorze zwartym. Zauwazamy ponadto, ze para ((u), P) dla dowolnego
s=0,1,... nalezy do kuli B(u° p°) dla t € [0,,).

W rozdziale pigtym rozpatrujemy problem poczatkowo-brzegowy na odcinku [0, [] dla réw-
nania (23), gdzie réwniez warunki brzegowe zalezna funkcjonalnie od rozwiazania. Rozwazania
zaczynamy od jednego rownania liniowego

ug+E(t,x)u, = b(t,z) + B(t,z)u (27)
7z dwoma warunkami:
e poczatkowym u(0,z) = u°(z) dla z € [0, ]

e i brzegowym zadanym na lewym brzegu prostokata G, = [0,T] x [0,1] ze wzgledu na
zalozenie, ze £(t,x) > 0 dla (t,z) € Gr,.

Warunek brzegowy jest w postaci

u(t,0) = up(t) = g (t, /0 Kty u(t,y))dg(y)) , te 0, Ty

Wyraza on zaleznos¢ funkcji v na brzegu = = 0 od czasu t i w sposob funkcjonalny od u w ca-
tym prostokacie G,. Cheemy, zeby ta zalezno$¢ bylta mozliwie ogélna i wobec tego zaktadamy
ja w postaci catki Stieltjesa. Jest to odbicie twierdzenia, ze kazdy funkcjonat liniowy i ciagly
na przestrzeni funkcji cigglych mozna przedstawic¢ jako caltke Stieltjesa wzgledem funkcji o wa-
haniu skonczonym (Twierdzenie 10.18, str. 165, [2]). Stad - poniewaz dopuszczamy funkcjonat
nieliniowy - funkcja ¢ moze w ogdlnosci zalezeé od calki Stieltjesa z funkcji K(¢,y,u(t,y)).
Podobny warunek zatozymy dla uktadu quasi-liniowego z funkcjonalna zaleznoscia wspotezyn-
nikéw od rozwigzania. W zastosowaniach tego typu réwnanie spotyka sie w dynamice populacji
(Lotka-McKendric equation).

Na twierdzenie o istnieniu rézniczkowalnego rozwiazania réwnania (27) powotamy sie w dowo-
dzie twierdzenia o istnieniu dla uktadu réwnan. Ponadto pewne techniczne szczegdlty dowodu
dla uktadu sa lepiej widoczne w prostszym przypadku jednego rownania.

Najpierw wykazujemy istnienie rozwiazania uogélnionego réwnania (27) przy zalozeniu ciagto-
sci wspotezynnikéw &, b, B (£ dodatkowo spelnia warunek Lipschitza ze wzgledu na x) oraz
warunku poczatkowego i funkcji ¢, K (K spenia réwniez warunek Lipschitza ze wzgledu na
trzecia zmienna, natomiast ¢ - ze wzgledu na druga zmienna). Przyjmujemy tez, ze g jest pra-
wostronie ciagta w zerze. Aby uzyskac¢ rozwiazanie ciagte w catym prostokacie G, a doktadniej
- na charakterystyce startujacej z punktu (0,0), zaktadamy tzw. pierwszy warunek zgodnosci,
czyli réwnosé danych poczatkowych dla x = 0 i danych na brzegu dla ¢ = 0: u,(0) = u°(0).
Nastepna czescia tego rozdziatu jest twierdzenie dla réwnania (27) o istnieniu rozwiazania kla-
sy C'. Dla zapewnienia cigglodci rozwigzania w tym przypadku potrzebujemy jeszcze drugiego
warunku zgodno$ci wynikajacego z postaci rOwnania:

wye(0) + £(0,0) u%,(0) = b(0,0) + B(0,0) u’(0).

Kolejny etap rozwazan dotyczy ukladu liniowego ztozonego z trzech réwnan z diagonalna (dla
ulatwienia na poczatku) macierza uktadu. Zaktadamy, ze sa dwie rodziny charakterystyk wcho-
dzacych - jedna przez lewy (£ > 0), a druga przez prawy (&, < 0) brzeg prostokata Gr,. Trzecia



0.1. OMOWIENIE PRACY xi

rodzina ma tylko krzywe wychodzace z G';,. Stad przyjmujemy dwa warunki brzegowe

!
u1(t,0) = un(t) =q¢ <t7u2(t70)7u3(t70)a/0 Ki(t,y,u1, ug, u3) dgl(@)) )

!
us(t,l) = upe(t) = ¢ (taul(t7l>au3(ta l)a/() K2(tay7ulau2au3>d92(y)> :

W ostatniej czesci tego paragrafu podajemy twierdzenie o istnieniu rézniczkowalnego rozwia-
zania sformutowane dla n réwnan.

Naszym celem jest dowdd istnienia rozwigzania zagadnienia poczatkowo-brzegowego dla quasi-
liniowego uktadu hiperbolicznego z funkcjonalng zaleznoscia wspotezynnikéw (a wiec roéwniez i
charakterystyk) oraz warunku brzegowego od rozwiazania. Jednak, aby to osiagnaé¢ przy pomo-
cy metody kolejnych przyblizen, potrzebujemy twierdzenia o istnieniu dla uktadu liniowego. W
ostatniej czesci rozdziatu pigtego zajmujemy sie problemem istnienia rozwigzania zagadnienia
mieszanego dla uktadu (23) z rozdzialu czwartego, czyli z funkcjonalna zaleznoscia wspotezyn-
nikow od rozwigzania. Nie przedstawiamy catego dowodu, a jedynie fragmenty, ktore réznig sie
w stosunku do rozdziatu czwartego ze wzgledu na funkcjonalny warunek brzegowy.

W drugiej czesci wstepu podamy uwagi historyczne dotyczace uktadow hiperbolicznych.

Odniesiemy si¢ w nich do wybranych prac z tej dziedziny. Teraz jednak zwrdcimy uwage na
dwdéch autoréow Z. Kamonta i J. Turo ze wzgledu na blisko$¢ rozwazanych przez nich problemow
i zagadnien poruszonych w rozprawie.
Z. Kamont [23] i J. Turo [30], [31], [32], [33] w swoich pracach (czesciowo inspirowanych przez
prace M. Cinquini Cibrario i L. Cesari) zajmowali sie szeregiem przypadkow zaleznosci funk-
cjonalnej w uktadach quasi-liniowych z wieloma zmiennymi w postaci kanonicznej Schaudera
zaréwno dla problemu poczatkowego jak i mieszanego. W wymienionych artykutach Z. Kamon-
ta i J. Turo wystepuje funkcjonalna zalezno$é ze wzgledu na wszystkie zmienne. W pracy [33]
funkcjonalnie od rozwigzania zalezg zaréwno wspotezynniki uktadu jak i warunek brzegowy. Za-
ktadajac lipschitzowskosé wspotezynnikow i warunkéw brzegowych ze wzgledu na obie zmienne
autor dowodzi istnienia uogdlnionego rozwigzania uktadu spetniajacego warunek Lipschitza ze
wzgledu na (x,y). Jednak ciagta zalezno$¢ od danych poczatkowych nie jest wykazana w normie
Lipschitza, a jedynie w normie supremum. Ponadto - jak sie wydaje ? - zalozenia dotyczace
warunkow brzegowych sg ograniczajace. Nie odpowiadajg one w pelni wymaganiom stawia-
nym przez rozwazane modele zachowania plazmy w silniku Halla. Warunki brzegowe przyjete
w rozprawie sg ogoblniejsze.

W podejsciu, ktore jest prezentowane w rozdziale czwartym i pigtym rozprawy, funkcjonal-

na zaleznos¢ dotyczy tylko jednej zmiennej x. Zajmujemy si¢ uktadem z dwiema zmiennymi
niezaleznymi i w przeciwienstwie do [33] pokazujemy zalezno$¢ od danych poczatkowych w to-
pologii C*t. Zakladamy tez, ze warunek brzegowy zalezy w sposob funkcjonalny od wszystkich
sktadowych funkcji wektorowej u.
Quasi-liniowy uktad hiperboliczny w postaci Schaudera jest szczegdlnym, rzadko spotykanym w
praktyce uktadem z wieloma zmiennymi. Rezultaty uzyskane w rozprawie mozna rowniez prze-
nies¢ na tego typu uktady z wieloma zmiennymi. Dla dw6ch zmiennych kazdy uktad sprowadza
sie do postaci kanonicznej Schaudera.

Gléwne wyniki niniejszej rozprawy zostaly opublikowane w pracach [34] i [35] . Daty one
pozytywna odpowiedz na pytanie o istnienie rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych czast-
kowych modelujacych zachowanie plazmy w silniku jonowym typu Halla.

2Praca [33] jest trudno czytelna.
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0.2 Uwagi historyczne

Hiperboliczny uktad réwnan quasi-liniowych byt rozwazany przez wielu matematykow przy roz-
norodnych zatozeniach o wspotezynnikach i danych poczatkowych a takze strukturze uktadu.
W 1927 roku Levy [25] pokazal, ze rozwiazywanie zagadnienia Cauchy’ego dla hiperbolicznego
uktadu réwnan liniowych z dwiema zmiennymi niezaleznymi sprowadza sie do rozwigzywania
zagadnienia Cauchy’ego dla uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Ta praca data podsta-
wy klasycznej metody charakterystyk.

W 1948 r. K.O. Friedrichs [17] rozpatrzyt zagadnienie Cauchy’ego dla hiperbolicznego ukla-
du réwnan liniowych, pétliniowych i quasi-liniowych. Dla przypadku liniowego autor zatozyt
rozniczkowalno$é w sposob ciagly lewych wektorow wtasnych i wartosci wlasnych macierzy
uktadu oraz ciggto$é¢ prawej strony uktadu i warunku poczatkowego. Przy tych zalozeniach
dowiodt istnienia rozwiazania stabego. Dla uktadu quasi-liniowego Friedrichs przyjat wszystkie
wspotezynniki uktadu i warunek poczatkowy klasy C? i uzyskal rozwigzanie klasy C2.
Courant i Lax w pracy [14] postuzyli sie przedstawieniem ukltadu przedtuzonego w inwarian-
tach.

Natomiast Hartman i Wintner [20] dowiedli metoda charakterystyk istnienia i jednoznacznosci
rozwigzania klasy C! ukladu quasi-liniowego przy zatozeniu, ze wszystkie wspotczynniki i wa-
runek poczatkowy sa klasy C*.

W tym samym roku A. Douglis [15] uzyskal podobny wynik jak Hartman i Wintner.
Istotnych uproszezen w dowodzie istnienia, bazujacego na pracy [20], dla uktadu quasi-liniowego
w postaci wprowadzenia uktadu majoryzujacego i oszacowan wzrostu rozwigzania dokonali w
swojej ksiazce Rozhdestvenski i Yanenko [29].

W dziedzinie hiperbolicznych ukladéw réwnan quasi-liniowych duzg role odegrali matematycy
wloscy. Maria Cinquini Cibrario w pracach [11], [12] udowodnita istnienie i jednoznacznosé
uogoélnionego rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego dla uktadu quasi-liniowego w postaci kano-
nicznej Schaudera:

j=1 k=1 Lk
u(0,2) = (o). (29)

det A;; # 0, u(t, oy, ... x) = [ug, ... ]’
przy nastepujacych zatozeniach dla wspotezynnikow:
1. dla A, ¢,7=1,...,m
o |Aj(t,x,u) — Ayt x,u)| < ffuij(T)dT, gdzie 0 < t < ¢ < ag oraz p;; funkcje

absolutnie ciagte, nieujemne i catkowalne w (0, ag);
o [A;(t,x,u) — A (t,z,u)| < Ag_:l |z — Zg| + A 21 lus — sl;
2. dla pyg, i=1,...,m, k=1,...,r (oraz analogiczne dla f;):

o lp(t,z,u)| < My(t);

o |pir(t,x,u) — pu(t,z,u)| < L(t) XT: |z, — 2, |+ fj |us — |, gdzie My (t), L(t) funkcje
v=1 s=1

absolutnie ciagle, nieujemne i catkowalne w (0, ay);

3. funkcja ¢ spetnia warunek Lipschitza.
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Uzyskane zostato rozwiazanie absolutnie ciagle ze wzgledu na ¢ i lipschitzowskie wzgledem
x1,...,%, (w dowodzie jednoznacznosci [12] spelniajace nawet warunek ogélniejszy |z;(t, z) —

5D < S walt)- o= ).

L. Cesari [10] przedstawil dowdd istnienia i jednoznacznosci uogélnionego rozwiazania uktadu

(28) z warunkiem brzegowym postaci Y bjuj(a;, x) = ¢;(x), =z € R", i=1,...,m, przy
j=1

zatozeniach dla wspotezynnikéw jak w pracach M. Cinquini Cibrario. Podobnymi problemami
zajmowal sie P. Bassanini [5]. Na uwage zastuguja réwniez prace M.G. Cazzani Nieri dotyczace
problemu Cauchy’ego dla uktadu pétiniowego [7], [8] oraz zagadnienia mieszanego dla uktadu
quasi-liniowego [9].

Wymienione powyzej prace dotycza uktadéw liniowych i quasi-liniowych bez funkcjonalnej za-
leznosci wspotezynnikéow od rozwigzania.

L. Bobisud [6] rozwazal uktad ze szczegdlng prawa strona

¢
u+ B(t, v, u)u, = f(t,x,u)—i—/ k(t,x,o,u(o,z))do

/U/(t"r) - g(t7x)7 t<07 xe[_/87/8:|’

gdzie B- macierz diagonalna. Pokazal, podobnie jak w [18], istnienie jednoznacznego, lokalnego
w czasie rozwigzania klasy C! zakladajac, ze g, k, B, f € C? oraz warunek Lipschitza wzgledem
u dla wszystkich pochodnych funkcji ki f.

Rezultaty dla uktadu potliniowego z macierza diagonalng i z prawa strona oraz warunkami
brzegowymi zaleznymi funkcjonalnie od rozwiazania otrzymali Abolinia i Myszkis [1]. Dowiedli
oni przy pewnych szczegolnych zatozeniach istnienia rozwigzania uogoélnionego i klasycznego.
Na rozwazanej problematyce koncentrujg sie réwniez polscy matematycy ze szkoty gdanskiej:
Z. Kamont [23] oraz J. Turo [30], [31], [32], [33].

Wsrod pozycji dotyczacych uktadow hiperbolicznych nalezy zwréci¢ uwage na ksigzke Couranta
i Hilberta [13] oraz monografi¢ A. Jeffrey’a [22].



Rozdziat 1

Silnik Halla

Silnik Halla inaczej nazywany rowniez silnikiem z poprzecznym dryfem elektronéw lub silnikiem
plazmowym (SPT - Stationary Plasma Thruster), jest typem elektrycznego silnika rakietowego,
ktory wykorzystuje pole elektryczne do przyspieszania dodatnio natadowanych czagstek. Sa one
wyrzucane z dyszy z duza predkoscig i w ten sposob sila napedowa staje si¢ sita odrzutu.
Jest ona wprawdzie niewielka w poréwnaniu z ciezarem pojazdu, ale w warunkach kosmicznych
(brak oporu) po dtuzszym okresie czasu, moze dawaé¢ znaczny wzrost predkosci. Stad silniki
moga by¢ szczegdlnie przydatne w dtuzszych misjach.

Badania nad silnikami typu Halla rozpoczety si¢ na poczatku lat szesédziesiatych, nieza-
leznie w USA i w ZSRR [36]. Do korica dekady ustality sie pewne cechy silnika, takie jak:
zewnetrzne zrodlo elektronéw np. w postaci wnekowej katody i zewnetrznie stosowane pole
magnetyczne. W USA prace nad silnikiem miaty znacznie mniejsze natezenie niz w ZSRR i zo-
staly w duzym stopniu wstrzymane okoto 1970 r. ze wzgledu na znaczne osiagniecia w pracach
nad precyzyjnymi silnikami konwencjonalnymi oraz silnikami elektrycznymi innego typy. Miare
wielkosci programu badawczego w USA z tamtego okresu moze charakteryzowaé liczba okoto
200 inzynieréw i naukowcoéw pracujacych nad silnikami réznych typow, podczas gdy w ZSRR
pod koniec lat osiemdziesigtych zespot badawczy sktadat sie z okoto 2000-3000 osdb. Stad tez
mozna powiedzie¢, ze rozwo]j technologii zwigzanej z silnikiem Halla w owym czasie jest gtownie
zastuga Rosjan.

Silnik typu Halla zostal zbudowany w ZSRR na poczatku lat siedemdziesigtych. W ciggu
ostatnich trzydziestu lat Rosjanie umiescili na orbicie ponad 100 silnikéw Halla z powodzeniem
wykorzystywanych w satelitach jako silniki korekcyjne do utrzymywania pozycji na orbicie.
Od lat dziewieédziesiatych nad silnikiem Halla zaczeto pracowaé réwniez w innych krajach,
w szczegolnosci w USA, we Francji i Japonii. Obecnie silniki tego typu sa stosowane w wielu
komercyjnych i eksperymentalnych (np. STENTOR, Francja) satelitach stacjonarnych. Tech-
nologia ta zostala uzyta w 2003 roku przez Europejska Agencje Kosmiczna (ESA) w sondzie
Smart-1 w misji do Ksiezyca. Gléwnym celem misji byto przetestowanie napedu elektrycznego
na dystansie zblizonym do odlegto$ci miedzyplanetarnych. Sonda przeleciata 84 mIn km a do-
tarcie do Ksiezyca zajeto jej ponad rok. Zuzyta jednak tylko 59 kg ksenonu z zapasu 82 kg jaki
miata na starcie. Dzigki temu mozliwe byto obranie nizszej orbity okotoksiezycowej. Smart-1 to
druga sonda miedzyplanetarna z silnikiem jonowym. Pierwsza byta amerykanska Deep Space 1,
ktora w pazdzierniku 1998 poleciata na spotkanie komety Borelly. Silnik sprawdzit sie na tyle
zadowalajaco, ze ESA wyposazy w niego kolejne sondy. W sierpniu 2013 r. dzieki wspotpracy
ESA z Japonska Agencja Kosmiczng, rozpocznie sie misja BepiColombo, ktéra ma polegaé na
umieszczeniu sondy na niskiej orbicie Merkurego. Szacuje sie¢, ze podroz bedzie trwata okoto 6
lat i w sierpniu 2019 r. rozpocznie si¢ zasadnicza czesé misji. Silnik jonowy bedzie réwniez na-
pedzaé Solar Orbitera, kolejng sonde ESA, ktora ma zostaé wystrzelona w tym samym okresie
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i wznie$¢ si¢ ponad ptaszczyzne Uktadu Stonecznego. Silnik Halla sprawdzit si¢ w warunkach
rzeczywistych réwniez w latach 2001-2003. Postuzyt do uratowania satelity Artemis, ktory 13
lipca 2001 zostat przez rakiete Ariane 5 umieszczony na niewlasciwej orbicie. Pierwsze manewry
podnoszenia orbity wykonano za pomoca klasycznego napedu chemicznego i zuzyto na to 95%
paliwa. Ostatnie 5 tys. km satelita pokonal uzywajac napedu jonowego i pod koniec stycznia
2003 Artemis osiagnat orbite geostacjonarna.

1.1 Budowa i zasada dzialania

Schemat budowy silnika znajduje si¢ na rysunku ponizej.

Wlot ksenonu Wnekowa katoda

Rdzen magnetyczny

Cewka wewnetrzna zewngtrzny

Rdzen magnetyczny
wewngtrzny

Anoda

— Cewka zewnetrzna

Rys. 1.1: Schemat budowy silnika typu Halla

Rys. 1.2: Test silnika w laboratorium

Plazma generowana jest miedzy dwoma wspotosiowymi cylindrami, wykonanymi z dielektrycz-
nej ceramiki, z anodg na jednym koncu i wylotem gazu na drugim koncu pierscieniowego tunelu.
Wewnatrz srodkowego cylindra i na zewnatrz drugiego znajduje sie uktad cewek, ktory wytwa-
rza radialne, prostopadte do osi symetrii pole magnetyczne. Pole jest formowane na ogdt w taki
sposob, ze indukcja pola magnetycznego jest najwigksza blisko wylotu tunelu i maleje w kierun-
ku anody. Réznica potencjatow miedzy katoda i anoda wywotuje pole elektryczne skierowane
wzdhuz osi tunelu, prostopadle do linii pola magnetycznego. Na zewnatrz znajduje sie wnekowa
katoda, ktéra emituje elektrony.
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Od strony anody wpuszczany jest neutralny gaz, zazwyczaj ksenon lub krypton. Ksenon
jest uzywany ze wzgledu na duza mase czasteczkows i niski potencjal jonizacji.

Rys. 1.3: Tor elektronu w skrzyzowanych polach B i E w przypadku réznej od zera poczatkowe]j predkosci
w kierunku pola B

Rys. 1.4: Rzuty toru elektronu

Wewnatrz tunelu elektrony zderzaja sie z atomami ksenonu wybijajac z nich nowe elektrony.
Zderzenia elektronéw z atomami ksenonu powodujg, ze w wyniku jonizacji atomoéw przybywaja
dodatkowe elektrony a takze tworza si¢ jony dodatnie. W ten sposob natezenie pradu elektro-
nowego rosnie w miar¢ posuwania si¢ kierunku anody, natomiast prad jonowy jest najwickszy
w poblizu wylotu i stanowi tam do 80% catego pradu. Na skutek istnienia pola magnetycznego
ruch elektronéw w kierunku anody jest znacznie utrudniony. W istocie gdyby nie zderzenia
ze Sciankami oraz atomami neutralnymi elektrony poruszalyby sie prostopadle do pola ma-
gnetycznego i elekrycznego, wykonujac jedynie drobne oscylacje wzdtuz osi silnika zwiazane z
ruchem larmorowskim. Miedzy kolejnymi zderzeniami ze $cianami tunelu ($rednio 10® razy na
sekunde), badz z atomami, elektrony poruszaja sie po zdeformowanych liniach §rubowych, kté-
rych "osie” lezg w ptaszczyznie prostopadlej do osi tunelu. Zderzenia powoduja, ze parametry
tych orbit nagle sie zmieniajg i elektron moze si¢ przesunaé¢ na sasiednig orbite larmorowska
znajdujaca sie (ze wzgledu na obecnos$é pola elektrycznego) najczesciej blizej anody. Tak wiec
ruch wzdtuz osi silnika ma charakter dyfuzyjny. W plazmie silnika ptynie wiec silny elektronowy
prad azymutalny, prostopadly zaréwno do pola E jak i pola B (- zjawisko Halla), a jednoczesnie
znacznie stabszy elektronowy prad dyfuzyjny wzdhuz osi silnika. Temu ostatniemu towarzyszy
wydatne przyspieszanie jonow w kierunku od anody, kompensujace radykalne obnizenie po-
przecznej ruchliwosci elektronéw w polu magnetycznym. Taka rola zjawiska Halla w procesie
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przyspieszania jonéw uzasadnia nazwanie tego urzadzenia silnikiem Halla. ! Ze wzgledu na du-
za mase jonéw (dla ksenonu masa jonu jest okoto 10° razy wieksza niz masa elektronu), pole
magnetyczne nie ma na nie znaczacego wpltywu. Sg one przyspieszane przez pole elektryczne i
osiggaja maksymalng predkos¢ przy wylocie.

Rys. 1.5: Ruch pojedynczego elektronu w silniku - widok z boku.

Ruch pojedynczego elektronu w plaszczyznie prostopadlej do osi tunelu

3

e ————————

~

Rys. 1.6: Elektron po zderzeniu ze $ciang tunelu ”przeskakuje” na inng lini¢ Srubowa

Promien Larmora 2 dla jonu jest rzedu 1 m. Poniewaz dtugoéé¢ tunelu z plazma jest rzedu
pojedynczych centymetrow, to mozna przyjaé, ze jony poruszaja sie ruchem prostoliniowym
wzdtuz osi tunelu. Po opuszczeniu silnika jony tacza si¢ z elektronami emitowanymi z katody i
juz jako neutralne czastki oddalaja sie z duza predkoscia (okoto 20 km/s) powodujac site od-
rzutu. Zderzenia i rozproszenia elektronéw na fluktuacjach pola elektrycznego (pojawiajacych
sie w wyniku rozwoju niestabilnosci plazmy) wywotuja dyfuzje czesci elektronéw emitowanych
z katody do wnetrza komory silnika. Tak wiec zderzenia i niestabilnosci (fluktuacje pola elek-
tromagnetycznego wywoluja ten sam efekt co zderzenia) pozwalaja czesci elektronéw uwolnié

"W roku 1879 G.H. Hall zaprezentowal do$wiadczenie, ktére pozwala okreéli¢ znak tadunku. Plaski pasek
miedziany, w ktérym plynie prad zostal umieszczony w polu magnetycznym miedzy biegunami elektromagnesu
tak, ze linie natezenia pola byly prostopadie do ptaszczyzny paska. Pole to dziala na pasek powodujac ruch
tadunkow w kierunku jednej krawedzi paska. Znak ptynacych tadunkow jest okreslony przez znak wytworzonej
roznicy potencjatéw. Jezeli tadunki maja znak dodatni, to po tej stronie paska, do ktorej ptyna tadunki, potencjat
bedzie wyzszy, a jezeli ujemny - bedzie na odwrot.

2[Encyklopedyczny stownik techniczny, PWN, Warszawa 1967] Promienn Larmora (dla czastki wirujacej) -
promien toru kolowego lub $érubowego, wzdtuz ktérego wiruja naladowane czastki dookota magnetycznych linii
sil.
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sie z pola magnetycznego i przedostaé sie w kierunku anody. W ten sposéb az do 30% pradu
wytadowania przy wylocie silnika stanowi prad elektronowy, ktéry nie daje ciagu. To ogranicza
wydajnosé silnika. Pozostate 70% pradu stanowig jony. Poniewaz elektrony podlegaja zjawi-
sku dryfu w skrzyzowanych polach elektrycznym i magnetyczym, wiec dtugi czas pozostajg w
silniku i sa zdolne zjonizowaé prawie wszystkie (~ 90%) czasteczki ksenonu.

Typowe wielkosci charakteryzujace silnik Halla model SPT-100 (100 mm $rednicy zewnetrz-
nego cylindra i 60 mm wewnetrznego) sa nastepujace:

e Strumien ksenonu wpuszczany do kanatu przy anodzie z wydajnoscia 5 mg/s

Indukcja pola magnetycznego przy wylocie ~ 200 G

Roznica potencjaléw miedzy anodag i katoda ~ 300 V

Natezenie pradu ~ 5 A

Predkosé jonow przy wylocie 15-20 km/s.

Obecna konstrukcja silnika Halla jest rezultatem badan gtéwnie metodami eksperymental-
nymi i mimo wielu lat pracy nadal sg liczne mozliwosci ulepszen. Wiele zjawisk dotyczacych
wydajnosci silnika nie jest jeszcze dobrze poznanych, jak np. pochodzenie oscylacji pradu elek-
tronowego obserwowane eksperymentalnie, doktadny zwiazek miedzy topologia pola magne-
tycznego a zachowaniem silnika, doktadniejsza natura przewodnictwa elektronowego.

1.2 Modelowanie plynowe

1.2.1 Zmienne cylindryczne

Do matematycznego opisu zachowania plazmy w silniku przyjeto zmienne cylindryczne (z, 7, 6).
0O$ X jest zaczepiona na wysokosci anody, natomiast warto$ci zmiennej x rosna w kierunku
wylotu tunelu.

W uktadzie cylindrycznym predko$é ptynu w punkcie (zg, g, 0y) mozna roztozy¢ na sktadowa
osiowa (wzdtuz osi X), radialng wzdtuz promienia wodzacego rq oraz azymutalna, tzn. sktadowa
prostopadta do promienia wodzacego i osi X.

Pole magnetyczne jest skierowane radialnie. Dla ustalonego x indukcja pola magnetycznego jest
nieco wigksza blizej wewnetrznej Sciany komory silnika. W rzeczywistosci predkosci poruszania
sie i gestosci czasteczek sa zalezne od wspétrzednej r (odlegtodci od osi symetrii). W modelu
usredniamy te funkcje wzgledem zmiennej r.

Ze wzgledu na symetrie obrotowa, bedziemy zakltadac, ze funkcje opisujace $rednie predkosci
czasteczek nie zalezg od kata 6.

Ostatecznie funkcje wystepujace w modelu zaleza tylko od zmiennych z i ¢, czyli potozenia
wzgledem osi X i czasu.

1.2.2 Roéwnania modelu jednowymiarowego niestacjonarnego

Jednym z prostszych sposobéw modelowania plazmy w silniku jonowym jest potraktowanie
plazmy jako wielosktadnikowego osrodka ciagtego. Jest to tzw. model ptynowy wyrazany w
postaci réwnan rézniczkowych czastkowych [4], [27]. W najprostszej postaci mamy tu do czy-
nienia z trzema plynami: ptynem atomoéw neutralnych o gestosci N, i predkosci V,, ptynem
elektronéw o gestosci n. i predkosci V, i ptynem jonow o gestosci n; i predkosci V;. Ptyn jonow
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moze by¢ uwazany za ”zimny” z temperaturg zero, podczas gdy elektrony sa relatywnie gorace
(10 - 50 eV, co jest rtéwnowazne 10° — 5 - 10° K). Dlatego oprécz réwnania cigglodci i réwnania
pedu, model powinien zawiera¢ roéwniez rownanie energii okreslajace temperature elektronow.
Ostatecznie na wyjsciowy uktad rownan rézniczkowych czastkowych sktadaja sie:

e Roéwnanie ciggtosci dla atomoéw neutralnych

ON, A(N,V)

ot + ox
gdzie = B(T., Eke) - wspOlczynnik jonizacji, ktéry jest funkcja temperatury elektronéw 7T, i
energii kinetycznej ruchu uporzadkowanego elektronu

= —[Nyne, (1.1)

1
Eye = §me(‘/ei + V3).

W wiekszosci prac zaktada sie, ze V, jest state. W istocie predkos¢ ta wzrasta w kierunku
wylotu w przyblizeniu liniowo (prawie dwukrotnie) [3]. Prawa strona opisuje ubytek atoméw
neutralnych wskutek jonizacji poprzez zderzenia z elektronami.

e Roéwnanie cigglosci dla jonow

on; N A(n;V;)
ot ox

= [ Na ne. (1.2)

e Rownanie pedu dla jonow

o(n;V;)  0(nV?)  mnjekE
ot * or my
gdzie m; - masa jonu. Jony sa rozpedzane przez pole elektryczne - stad wyrazenie n;eFJ. Na ped
jonéw ma tez wpltyw ped nowo utworzonych, na skutek jonizacji, jonéw. Majg one predkosé
atoméw neutralnych V,, zas szybko$c¢ ich powstawania jest proporcjonalna do gestosci atomow
neutralnych N, i elektronéw n,.

+ BNqne Va, (1.3)

e Rownanie ciggtosci dla elektronéw

on. N d(n.Ve)
ot ox

e Réwnanie pedu dla elektronéw w kierunku osi X

:ﬁNane- (14)

2 0 (Hen, E
me (3(n57§/;x) N Q(nae;/ew)> n (m ) _ _Nee€ + 1 (05Veg — Uy Vea) (1.5)

ox ™m;
gdzie Vo i V., sa sktadowymi wektora predkosci elektronéw w kierunku azymutalnym i w
kierunku osi X, Uy, = 2 vy, 1y, - cz¢8t08¢ zderzen na przekaz pedu dla elektrondw, wp = Z<wp,

my

wp - czestosé cyklotronowa®, I - natezenie pola elektrycznego, e- wartosé bezwzgledna tadunku
elektronu, 7, - temperatura elektronéw. Elektrony sg rozpedzane przez pole elektryczne, ktore

3(Czestoéé kotowa obiegu czastki natadowanej w jednorodnym polu magnetycznym. Zalezy od indukcji ma-
gnetycznej B, masy czastki (w p6lprzewodniku - masy efektywnej) m oraz wielkosci tadunku elektrycznego ¢:

_ 4B
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dziata na nie sitg n. e £. W polu magnetycznym na elektrony dziata sita Lorentza: F= e‘_/; x B ,
gdzie B jest wektorem indukcji pola magnetycznego. Ruch elektronow w kierunku osi X oznacza
powstanie sity prostopadtej do osi X. Sita ta powoduje pojawienie sie predkosci azymutalnej V..
Oczywiscie pojawienie sie sity V. powoduje z kolei powstanie sity Lorentza prostopadtej do E.
Zmiana pedu wywotana polem magnetycznym bedzie tym wicksza, im wiekszy bedzie iloczyn
n.wpVeg. Na elektrony dziata dodatkowo sita zwigzana z gradientem ci$nienia % EIZZ n6> oraz
sita tarcia zwigzana ze zderzeniami elektronow ze Scianami i atomami n.v,, V..

Zakltadajac, ze ruch ma symetrie cylindryczng tzn., ze cidnienie elektronow nie zalezy od 6,

dostajemy

e Réwnanie pedu dla elektronéw w kierunku azymutalnym

= —n.wp Vvex — Ne Uppy ‘/69' (16)

% a(nev:e@) + a(”e%m%@)

e Roéwnanie energii dla elektronéw

0 3 0 (ne‘/exEke + ne%x%kTe) a(ne‘/e:kae)
ar e E e a ekTe - oules — woniz wa.
m(“ ke T30 >+ oz T Quoutes = Qioniz —~ Quat
(1.7)
dla
QJoules - _‘/ez Ne € E7
Qiom’z = 7e Eion ﬁ Na Ne,
Qwall = Vew Ne (Eke + 2k Te)a

gdzie v,,, - wspotczynnik nieelastycznych zderzen elektronow ze $cianami, Ej,, - energia jonizacji
ksenonu, 7y - tzw. koszt jonizacji (y ~ 2,5 + 3).
Do wyznaczenia ruchu potrzebne jest rowniez rownanie na pole elektryczne.

e Roéwnanie definiujace pole elektryczne

eoF ;= e(n; —n.) (1.8)

gdzie ¢ - przenikalnos¢ dielektryczna prozni.
Réwnanie (1.8) jest Scisle zwiazane z réwnaniem Poissona na potencjal elektryczny £ = —®
0P 4o = —e(n; — n.), ®(0) =0, ®(L) = U,. (1.9)

Jedli scatkowaé formalnie powyzsze rownanie, to pozostate tworzg ukltad siedmiu réwnan, w
ktérym prawa strona zalezy funkcjonalnie od rozwiazania, poniewaz pole E wyraza sie funk-
cjonalnie poprzez n. i n;.

Po pewnych przeksztatceniach lewa strona uktadu (1.1) - (1.7) przyjmuje postac:

N, V., 0 0 0 0 0 0 N,
n; 0 V;, n; O 0 0 0 n;
5 | Vi 0 0 V0 0 0 0 9 | Vi
—1n. |+10 0 0 Vo, n. O 0 — | ne
P v | o 00 v 0 k0T,
Vi 0 0 0 0 0 V., 0 Ve
7. | [0 0 0 0 :T. 0 x| T,
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Charakterystyki tego uktadu maja nastepujace nachylenia:

kT, kT,
Vm V;a ‘/ia ‘/e:m Vvex + 5 ) ‘/exa ‘/ex - 5 .
Bme Sme
Odpowiadajace im wektory wtasne to:
dla &=V, : [1,0,0,0,0,0,0]7,
dla 3=V, [0,1,0,0,0,0,0]7,
T
dla 46 =Ver [0,0,0,0,0,1,0]7, {0,0,0, 0,0,1}
5kT, | 3ne 3 Te
1 = : 1
dla & = Voo /50, 0.0.0. 57 57, 3me’0’
5KkT, [ 3n 3
dl = Ve — ° ,0, c - e, 1
a &=V 3m. 0.0.0. 50 ~a7, 3me 0 }

Mamy wiec dwie podwdjne wartosci wlasne i sze$¢ wektoréw wtasnych. Pierwiastkowi V; od-
powiada tylko jeden wektor wtasny, poniewaz blok zwiazany z réwnaniami (1.2) i (1.3) oraz
zmiennymi n; i V; ma macierz niediagonalizowalna. W zwiazku z tym uktad (1.1) - (1.7) jest
stabo hiperboliczny.

Zagadnienie Cauchy’ego dla uktadu stabo hiperbolicznego albo nie ma rozwiazania, albo -
jesli je ma (przy pewnych zatozeniach o prawej stronie) - to jest ono niestabilne ze wzgledu na
zaburzenia prawej strony cztonami zerowego rzedu, co powoduje, ze rozwigzanie moze przestac
istnie¢. W obliczeniach numerycznych takie wtasnie zaburzenia moga sie pojawi¢ i doprowadzi¢
do niestabilno$ci numerycznej. Mozna pokazaé, ze uktad (1.1) - (1.7) mimo stabej hiperbolicz-
nosci posiada rozwigzanie, gdyz pole elektryczne, ktére wystepuje po prawej stronie rownania
(1.5) ma lepsza rézniczkowalno$é niz ne i n;.

Réwnanie (1.8) réwniez stwarza pewne problemy numeryczne. Zwykle jest |n; — n.| < n;,
co prowadzi do niestabilnosci w obliczeniach. Mate niedoktadnosci w wyznaczaniu n; i n. daja
duzy btad pola, ktéry z kolei powoduje jeszcze wiekszy btad przy wyznaczaniu ruchu. Z tego
powodu przyjmuje sie zazwyczaj zalozenie quasi-neutralnosci, tzn. w rownaniach ruchu ktadzie
sie n; = n.. Pole elektryczne pojawia si¢ wtedy jako “sita reakcji” odpowiadajaca wiezom n; =
ne, podobnie jak cisnienie w modelu cieczy niescisliwej jest reakcja na warunek niescisliwosci.
Réwnanie (1.8) nalezy wtedy pomingé. Takie wlasnie przyblizenie bedzie podstawa naszych
dalszych rozwazan.

Komentarz
Ze wzgledu na to, ze jony nie sg Sci$le monoenergetyczne i maja pewna dyspersje, mozna
probowad ([3]) uzupemié réwnanie (1.3) o czlon dyspersyjny, ktéry odgrywa role temperatury
jonéw. W ten sposéb uktad (1.1) - (1.7) staje sie hiperboliczny i do niego réwniez stosuja
si¢ twierdzenia uzyskane w rozprawie. Uktad taki ma jednak nadal wady. Oprocz problemow
zwigzanych z réwnaniem (1.8) mamy tu jeszcze problem z wystepowaniem duzych predkosci
charakterystycznych (ze wzgledu na mata mase elektronu w mianownikach wzor6w na wartosci
wlasne). To oczywiscie prowadzi do trudnosci numerycznych - krotki krok i w zwiazku z tym
dtugi czas obliczen.
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1.2.3 Uproszczenia modelu
Z — 01trzymajac wp i v, niezmienione, dostajemy

Dla ksenonu jest e ~ 10~°. Przechodzac z
—NeWB Veg — Ne Uy Vg = 0,

z (1.6)
czyli
vp Ver
Vg = — B e (1.10)
78
oraz z (1.5)
1 0 (KT, E 02
—_— ( ne> - _6 - (CSB ~m> V:ax-
ne O \ my m; Upn,
Wprowadzajac oznaczenie
Veff = % aZ
eff ﬂm ms
otrzymujemy zamiast (1.5) uproszczona wersje réwnania pedu dla elektronéw, ktéra jest prawem
Ohma dla pradu elektronowego:
1 0 (KT,
— < ne> . (1.11)
my;

el
. eff Vex Ne o

Ze zwiazkéw (1.2) i (1.3), po prostych przeksztalceniach dostajemy réwnanie

ov; oV, eFE
i N —V
at+%%: mJH3A% Vi),

(1.12)

ktore ze wzgledu na (1.11) zapisujemy w postaci
oV; ov;, 1 0 (KT,
( ne) = _Veff‘/e:c + ﬁNa(Va - V;)

Vit =
ot + or  n.o0xr \ m;
Odejmujac od siebie réwnania (1.2) i (1.4) oraz korzystajac z warunku elektrycznej neutralnosci:

n; — ne. = 0, dostajemy a%(m Vi — ne Ver) = 0, co pokazuje, ze prad catkowity

I = (nz ‘/z — Ne ‘/ex)67

nie zalezy od z i jest tylko funkcja czasu I = I(t). Predko$¢ elektronéw w kierunku osi X moze

by¢ wiec wyrazona przez I oraz V;:
n; I
Voo = —Vi = : (1.13)
Ne Ne €

(1.14)

Uzyjemy zaleznosci (1.13) we wzorze (1.12):
6‘/; 1 8 k’Te . I T;
or 7763? (Tm ne) = Vefy (nee - eVz> + BN (Vo — Vi)

Vi
ot

Uy = const pozwala wyliczy¢ z (1.11)

L

Warunek brzegowy dla pola elektrycznego | Edx
0

(uzywajac (1.13)) catkowity prad. Poniewaz

d

Vi)~ %

I kT,
e Lyeff (g 1 m:ne>
U, =
m; 0 Ne

dx,
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stad mamy

Ly, T L 1 0 (KT,
0= ([ w) [ [ e 22 (T V]
(t) ( o on. da:) [miUo + L\ Vi + T ne | | dx (1.15)
Po prostych przeksztatceniach, z wyjatkiem bardziej skomplikowanych przeksztatcen rowna-

nia energii dla elektronéw (1.7) zawartych w dodatku B, dochodzimy do standardowego uktadu
czterech rownan:

ONa | O(NoVa)
_l’_

= —3N 1.1
ot ox flNante, (1.16)
= AN, 1.1
T B3 Nane, (1.17)
oV; oV, 1 0 (KT, B I n;
E—FV;%—’_?’T@% <TI’Line> = Vefy (nee ne‘/z) +6Na<v;1 %)7 (118)
3 3
1 or? IV, 1#)
_ 1.1
ﬂ—;(aﬁ & ) o 119
gdzie
1 3 VUm Vew
Q = —%ﬁNa (’yeEi[m + §kTe - Eke) + Q?Eke - (Ere + 2kT)

m m w2
B, = —(V24+V3)=—2(1+"28)|Vv2.
k 92 ( ex+ 60) 2 <+I/2 ex

e

W powyzszym uktadzie (i w dalszych przeksztalceniach) V, oznacza predkosé w kierunku osi X.

Pomimo zalozenia elektrycznej neutralnosci w uktadzie (1.16) - (1.19) pozostawiliSmy obie
zmienne n; i n, tak jak one oryginalnie wystepuja. Jednym z powoddéw jest fakt, ze n. czesto
pojawia sie w mianowniku. Wtedy mozemy potozyé¢ n. = n; + n, zamiast n;, poniewaz nawet
w przypadku nieobecnosci jonéw (n; = 0) w ukladzie ptynie maly resztkowy prad elektronowy,
ktéremu odpowiada pewna resztkowa gestos¢ elektronowa n,.. W ten sposéb unikamy osobli-
wosci, ktore mogtyby sie pojawi¢ we wspotezynnikach. Prad resztkowy jest tak maty, ze tam,
gdzie nie grozi osobliwos¢ mozna go pominaé i przyjac¢ n. = n;.

Zauwazmy, ze funkcja ¥, = In N, spelnia na charakterystyce réwnanie

dv,
g —[0n,.

Jesli wiec i n. sa ograniczone, a ponadto N,(0,2) > 01 N,(t,0) > 0, to N,(t,z) > 0.
Podobnie ¥; = Inn; spelnia réwnanie

AV,
dt

Jezeli zatem n;(0,z) > 0, to przy zalozeniu, ze |BN,|,|V;.| < C otrzymujemy, ze n;(t,z) > 0.
To natomiast oznacza, ze n. = n; + n, (w mianowniku) jest niezerowe.

- ﬁNa - ‘/i,;r-

Okazuje si¢ (dodatek B), ze réwnanie (1.19) mozemy przedstawi¢ tez w innej formie:

o (T, o (1
ot Ne “Ox Ne

Te

T = ()2, (1.20)
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gdzie
QQ - Ql - ﬁNaTe-

Pomimo, ze postac ta nie jest zachowawcza, to w niektorych przypadkach - jak pokazemy - jest
ona wygodniejsza.

Dla n. = n;, charakterystyki dla uktadu (1.16) - (1.19) (ewentualnie (1.20) zamiast (1.19))
maja nastepujace nachylenia:

gl - Vm
5kT,
52 — ‘/z - 3mz )
5kT,
53 - ‘/l + )
3m2‘
54 - ‘/ea

przy czym wiadomo, ze & > 0, & > 0, & < 0.
Roéwnania (1.16) - (1.19) stanowia wiec uktad hiperboliczny. Prawa strona tego uktadu poprzez
prad catkowity I dany réwnaniem (1.15) zalezy funkcjonalnie od rozwiazania.

Warunki brzegowe
Oprécz warunkéw poczatkowych, dla uktadu (1.16) - (1.19) zadajemy réwniez warunki brzego-
we.
Poniewaz atomy neutralne poruszajg sie z predkoscig V,, mozna by wiec sadzié¢, ze jony po-
wstajace w okolicy anody beda mialy te wtasnie predkos¢. Wtedy warunek na anodzie miatby
postac

Vi(t,0) = V.
W rzeczywistych warunkach
S5kT,
Vo < ;
3mi

zatem w takim przypadku & < 0 dla @ = 0 i warunki brzegowe dla uktadu (1.16) - (1.19)
bytyby nastepujace:

N, = Ny, dla =0, (1.21)
Vi =V, dla =0, (1.22)
T. = T.(L) dla z=L. (1.23)

Rozwazania fizyczne pokazuja, ze w wiekszosci przypadkéw w poblizu anody tworzy sie (z
powodu nadmiaru elektronow), tzw. warstwa anodowa, w ktorej nastepuje odwrocenie pola.
Struktura tej warstwy jest do$¢ ztozona. Tuz przy anodzie powstaje bardzo cienka warstwa, na
brzegu ktorej jony uzyskuja tzw. predkos¢é Bohma Vi = \/% . Tak wiec w tych przypadkach
warunek na anodzie (dla x = 0) mozna przyjaé

kT,

my;

Vi(t,0) = — (1.24)

[osé¢ (dwa) warunkéw brzegowych ((1.21) 1 (1.24)) na lewym brzegu jest rowna iloci rodzin
charakterystyk wchodzacych przez lewy brzeg. Podobnie, zadajemy jeden warunek brzegowy

(1.23) na prawym brzegu, poniewaz & < 0.

5kT,

3m-) W poblizu

Silnik jest tak zaprojektowany, ze wyptyw jest mocno naddzwiekowy (V; >
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wylotu. Wartos¢é wlasna & zmienia znak w zbiorze [0,7] x [0, L] - jest ujemna na anodzie
(& < 0 dla z = 0) i dodatnia na wylocie (§, > 0 dla x = L). W zwiazku z tym druga
charakterystyka wychodzi zaréwno przez lewy jak i przez prawy brzeg. Dlatego nie zadajemy
warunku brzegowego zwiazanego z charakterystyka &.

Dalsze mozliwe uproszczenia
Dla przyspieszenia obliczen okazuje sie, ze wygodnie jest pominaé¢ pochodng czasows tempera-
tury elektronow w réwnaniu na temperature. Dzieje si¢ tak dlatego, ze relaksacja temperatury
nastepuje bardzo szybko (1077 sek.). Uwzglednienie czasu relaksacji wprowadza nowa krétka
skale czasowa, co zwalnia znacznie obliczenia.

A) Jesli wyjs¢ z rownania (1.19) to dostajemy

aT.,  2Q, 2T.9V,

_ 2 1.2
ox 3V. 3V, 0z’ (1.25)
oraz 5 1 . 5
T2 (z) = — / T.Q.dx + T2 (L) V. (t, L ) 1.26
@ = ([ Vi@ + T vie o (1.26)
Poniewaz V, =V, — L wiec

nee’

oV, 9V, I on,

= — ) 1.2
Jr  Or  en? Ox (1.27)
Stad uktad zredukowany przyjmuje postac
ON, | O(N.V,)
= —0N, 1.2
5 T 8 BNane, (1.28)
87% a(ﬂ@‘g) N
5 + o = [ Ngne, (1.29)
oV, v, kT, 21\ One 2kT, 0V, 1
LQAAA, 1 - — = e —-‘6 1.30
ot * ox + miNe < * 3[6) ox * 3m;|Ve| Ox Vers <nee > ( )
+73]va(v2 _"6)
2%,
3mi‘/67

gdzie prad elektronowy I, = —en.V,, I wyraza sie przez (1.15), natomiast T, przez (1.26). W
tym przypadku nachylenia charakterystyk sa postaci

61 - Vz,
k2T KATS T2 21
_ g e e e (1
& Vit 3m2|V,| omivz T T2 ( 31€>
J2T2 KATS kT2 21
— f e e (& 1 .
S = Vi T oz T e ( 318)

Widzimy wiec, ze redukcja oparta o réwnanie (1.19) prowadzi do charakterystyk rézniacych sie
bardzo od charakterystyk réwnania wyjsciowego.
B) Jesli jako punkt wyjscia wzia¢ réwnanie (1.20), wéwczas po pominieciu pochodnej po
czasie dostajemy
61; . 2622 21}<9ne
or _ 3V,  3n. o’

SN v T.Qy Te%(L)
TZ (z) = ne ( L Von, dx + el L)) : (1.32)

(1.31)

oraz
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Uwzgledniajac (1.31) w réwnaniu (1.18) otrzymujemy uktad zredukowany
ON, | O(NoVa)

o " an o PN (1.33)
= [N, 1.34
at + ax ﬁ anea ( 3 )
aV; oV; SKT, on. I 2k
ot + Vi% i 3m;n. Oxr Vets ( e B Vi) +BNa(Va = Vi) = 3m; V. (1.35)

Charakterystyki powyzszego uktadu maja nachylenia

él == ‘/aa
S5KT,
52 - V;—i_ )
3TTLZ'
S5KT,
& = Vi— 3
my;

Czyli posta¢ (1.20) réwnania energii elektronéw jest lepsza, poniewaz w przeciwienstwie do
poprzedniego podejscia nie zmienia predkosci charakterystycznych.

Wektory wtasne odpowiadajace wartosciom wlasnym &, &, &3 sa to odpowiednio:

T

5kT,

3m; 3m;

T
5kT,
[1a070]T7 [Oania ; [ y iy =\ 5

Ze wzgledu na to, ze I dane jest wzorem (1.15), za$ T, wzorem (1.32), wspdtezynniki, a wiec

rowniez i charakterystyki uktadu zredukowanego zaleza funkcjonalnie od rozwigzania.
Warunki brzegowe dla uktadu zredukowanego

W tym wypadku nie ma juz warunku brzegowego na temperature i przyjmujemy jedynie

N, = Ny, dla z=0, (1.36)
kT,
Vi = —Vp=—/2° dla z=0. (1.37)

Poniewaz T, zalezy funkcjonalnie od rozwiazania, wiec tym samym warunek brzegowy V;(t,0)
zalezy funkcjonalnie od rozwiagzania.



Rozdziat 2

Zagadnienie Cauchy’ego dla uktadu
liniowego

W tym rozdziale przedstawimy zagadnienie Cauchy’ego dla uktadu liniowego. Metoda rozwia-
zania problemu pochodzi z ksiazki B.L. Rozhdestvenski, N.N.Yanenko [29] bazujacej na pracy
K.O.Friedrichsa [17]. Autorzy ksiazki [29] prezentuja dowdéd w sposob skrétowy tak, aby byty
czytelne gltéwne idee postepowania dowodowego. My jednak przytoczymy wszystkie pominiete
szczegdly ze wzgledu na wage twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania ukladu
liniowego dla przypadku uktadu quasi-liniowego, dla ktorego dowod opiera si¢ na metodzie
kolejnych przyblizen. Dostajemy bowiem cigg liniowych uktadéw przedtuzonych, dla ktorych
Twierdzenie 2.2 zapewnia istnienie rozwigzan.

WezZzmy pod uwage liniowy uktad n rownan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu z
dwiema zmiennymi niezaleznymi:

du du
T + A(t, x) i b(t,z) + B(t, ) u, (2.1)
i warunkiem poczatkowym
u(0,2) =u’(z),  x€la,f]. (2.2)

Przyjmujemy, ze wspotezynniki uktadu sg okreslone w ograniczonym® prostokacie [0, Ty] % [avg, 5o]
oraz [, 5] C |ag, Bo]. Zaktadamy, ze uktad (2.1) jest hiperboliczny w catym zbiorze [0, 7o) X [, Fo],
tzn. macierz A jest diagonalizowalna i wszystkie jej wartosci wlasne sa rzeczywiste (nie zada-
my, aby byly jednokrotne). Zatem macierz A jest postaci A = L~'DL, gdzie L jest nieosobliwa
macierzg, ktorej wiersze stanowia liniowo niezalezne lewe wektory wlasne macierzy A:

Ly
L=1 11,
Ly,
oraz Ly = [Li1,...,Lin) » k = 1,...,n, jest wektorem wierszowym. Macierz L~ odwrot-

na do L jest macierzg, ktorej kolumny sa liniowo niezaleznymi prawymi wektorami whasnymi
macierzy A. Wprowadzimy dla niej nowe oznaczenie. Niech

r=r"

Natomiast D, to macierz diagonalna z warto$ciami wlasnymi macierzy A na przekatnej,
D = diag[¢y, ..., & Przez &, k = 1...,n, oznaczamy wartos¢ whasna odpowiadajaca lewemu
wektorowi wlasnemu L.

1Obszar moze by¢ nieograniczony, ale wowczas nalezy zalozyé ograniczonoéé wspétezynnikéw.

14
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Z postaci rownania (2.1) wynika, ze do zdefiniowania klasycznego rozwiazania problemu po-
czatkowego (2.1) - (2.2) wystarczy ciagto$¢ wspotezynnikow uktadu i warunku poczatkowego.
Wowezas rozwigzaniem klasycznym nazwiemy funkcje u rézniczkowalng w sposéb ciggly wzgle-
dem ¢, z i spelniajaca warunek poczatkowy (2.2). Okazuje sie jednak, ze ciagltosé wspdtezyn-
nikow ukltadu (2.1) nie wystarczy nawet do wykazania istnienia i jednoznacznosci rozwiazania
uogolnionego, tzn. rozwigzania ciagtego, speliajacego pewien uktad réwnan catkowych.

W kolejnych paragrafach przesledzimy dowdd twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci roz-
wigzania uog6lnionego. Nastepnie przypomnimy twierdzenie, ze jesli wspotezynniki i dane po-
czatkowe sg klasy C! to rozwigzanie jest klasy C! i, co wiecej, jesli wspotezynniki i warunek
poczatkowy maja ciggte pochodne az do rzedu n wtacznie, woéwczas rozwigzanie uktadu réwniez
posiada takie pochodne. Na koniec zauwazymy, ze dla istnienia rozwigzania uogdlnionego moze-
my ostabi¢ zatozenia dotyczace lewych wektoréw wlasnych. Ta czes¢ pochodzi z opublikowanej
pracy [34].

2.1 Uklad w inwariantach Riemanna

Zalozmy, ze L € C1([0,T] x [ap, Bo]). Przeksztatcimy uktad (2.1) do postaci kanonicznej. W
tym celu mnozymy go lewostronnie przez macierz L:

ou ou
L—+DL—=Lb+LBu.
e PR
Wprowadzajac nowa funkcje
r = Lu, (2.3)
otrzymujemy uktad
ar ar oL 0L
—+D—=1Lb LBT —+D—|T 24
ot "oz +< +<8t+ m))“ (2:4)
z warunkiem poczatkowym
r(0,z) = r°(x) = L(0, x) - u’(x), x € [a, 4. (2.5)
Sktadowe 7y (t,z), k = 1,...,n, szukanej funkcji wektorowej r bedacej rozwigzaniem uktadu

w postaci kanonicznej (2.4), nazywaja sie niezmiennikami Riemanna, a uklad (2.4) - uktadem
zapisanym w inwariantach Riemanna?.

2.2 Charakterystyki i obszar okreslonosci rozwigzania

Definicja 2.1 Charakterystykq przychodzqcq do punktu (t,Z), nalezgeq do k-tej rodziny, nazy-
wamy krzywg x = xx(t;t, %) okreslong dlat € [0,1] bedacq rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
2WYCZAINEGO

dx
—ye 2.
z warunkiem poczgtkowym
ot ,)] s = 7. 2.7

Charakterystykq startujgcq z punktu (t,Z), nalezgcq do k-tej rodziny, nazywamy krzywq
x = x,(t; 1, T) okreSlong dlat >t (maksymalnie do Ty, o ile nie wychodzi wezesniej z prostokqta

20d nazwiska niemieckiego matematyka B. Riemanna, ktéry wprowadzil je w zwiazku z dynamika gazu.
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[0, Th] % [, Bol), bedacq rozwigzaniem zagadnienia (2.6) - (2.7).
Charakterystykq przechodzqcq przez punkt (t,T), nalezgeq do k-tej rodziny, nazywamy krzywg
x = x(t; 6, T) bedgcq wysyconym rozwigzaniem zagadnienia (2.6) - (2.7).

Charakterystyka przechodzaca przez punkt (¢,7) sktada si¢ z dwoch czesci: charakterystyki
przychodzacej do punktu (¢, %) i startujacej z punktu (¢, ).

Zatozmy, ze funkcja & (t,z) (k = 1,...,n) jest ciagta w [0,Ty] x [, Bo] 1 spetnia w tym
zbiorze warunek Lipschitza ze wzgledu na x. Wowcezas, na mocy twierdzenia Picarda o istnie-
niu i jednoznacznosci dla rownan rézniczkowych zwyczajnych, istnieje doktadnie jedna krzywa
przechodzaca przez punkt (¢, %) i rézniczkowalna w sposéb ciagly wzgledem ¢ w pewnym oto-
czeniu wartosci poczatkowej t. Poniewaz & (¢, x) jest ograniczona w prostokacie [0, To] X [, Bol,
wiec krzywa reprezentowana przez rozwiazanie x = xy(t; ¢, T), (£,%) € (0,Ty) X (ap, o), istnieje
dla wszystkich ¢ € [0,Tp], o ile nie przetnie wezesniej brzegdéw [0, Ty] x {ap} U [0, Tp] x {60}
prostokata [0, Tp] X [, Go).

Definicja 2.2 Obszarem okreslonosci odcinka [a, f] C |, Bo] dla liniowego uktadu (2.1) -
(2.2) nazywamy obszar G C [0, Ty] X [cv, Bo| taki, ze dane Cauchy’ego wyznaczajq jednoznacznie
rozwigzanie tego zagadnienia.

Uwaga 2.1 Obszar okreslonosci ma te wtasnosé, ze zadna charakterystyka startujaca spoza
odcinka [a, ] nie wchodzi do tego obszaru.

Uwaga 2.2 Dla uktadu quasi-liniowego powyzsza definicja rowniez obowiazuje. Jednakze ze
wzgledu na zalezno$¢ wspotezynnikéw od niewiadomej funkeji u, obszar okreslonosci nie jest
znany z gory, a dopiero po wyznaczeniu rozwigzania.

v

Rys. 2.1

Dla liniowego uktadu hiperbolicznego (2.1) obszarem okreslonosci G rozwigzania zagadnie-
nia Cauchy’ego jest zbiér wyznaczony przez “wewnetrzne” charakterystyki startujace z koncow
odcinka [a, 3]

G = {(t,I) S [O,T] X [Oéo,ﬁo] . X(t) <z < Y(t)}7 (28)
gdzie
ax( )
dt o kg?‘%n{é—k(taX)}a X(O) =,
dY (1)

P S/ kiﬁl}n,n{ék(t’}/)}’ Y(O):ﬂ
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Czas T jest okreslony w nastepujacy sposob: jesli X (¢) i Y(t) maja pierwszy punkt przecigcia
w czasie t, < Ty, X(t.) =Y (t.), wowczas T = t,, w przeciwnym razie T' = Tg. (Rys. 2.1)

Zauwazmy, ze obszar okreslonosci G ma te wtasnosé, ze kazda charakterystyka przychodzaca do
punktu (¢, Z) € G jest catkowicie zawarta w G dlat € [0,t] oraz 24(0;¢,7) € [, 8], k =1,...,n.

Przyktad 2.1 Przyjrzyjmy sie charakterystykom nastepujacego uktadu dwéch réwnan linio-
wych?3

ou  Ou
—+— =0 2.9
ot ox (2.9)
0 0
w_w o _
ot Oz
z warunkami poczatkowymi dla x € [—1,1]
u(0,z) = 1 (2.10)
v(0,z) = —L
Uktad posiada dwie rodziny charakterystyk:
t—t+1z
= —t+i+z
Obszar okreslonosci jest trojkatem ograniczonym prostymi: v = ¢t —1, 2 = —t+ 1, t = 0
(Rys. 2.2).
t
\ To Va
G
a, -l 1 Bo X

Rys. 2.2: Obszar okreslonosci zagadnienia Cauchy’ego (2.9)-(2.10)

Przyktad 2.2 Dla uktadu®

ou z  Ou

E—i_l—l—t@im =0 (2.11)
ov :U—iri@v

o 14t or 0

3Rozwigzanie: u = 1iv = —1

‘Rozwiazanie: u = %5, v = 402
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z warunkami poczatkowymi

uw(0,z) = =x (2.12)

1
v(0,z) = =+ -

i dla =z €[-1,1],

ktérego wspdtezynniki sa okreslone w prostokacie [0, 7] X [av, Bo], rodziny charakterystyk sa
postaci:

T
= (18—
v (14075
1 —
7 1t2
= (1+t)2——-=
v I+ 773

Obszar okreslonosci rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego jest wyznaczony przez proste
x=—3t—1, z =t+ 1 oraz boki prostokata [0, To] x [ag, Bo]. (Rys. 2.3)

Rys. 2.3: Obszar okreslonosci zagadnienia Cauchy’ego (2.11)-(2.12)

2.3 Uklad réwnan catkowych

Operator rézniczkowy % + & a%» (k=1,...,n) wystepujacy w réwnaniu (2.4) jest w rzeczy-
wistodci pochodng kierunkowa wzgledem zmiennej ¢ wzdtuz charakterystyki @ = x(¢;¢, Z). Dla
dowolnej rézniczkowalnej funkeji f(¢, ) mamy bowiem, zgodnie z Definicja 2.1 i z (2.6):

dft,z(t;t,z)) 0 f(t x) e df(t,x)
dt ) M or

Stad uktad (2.4) zapisujemy w postaci (k =1,...,n)

dri(t t;t, T T y
+Lk(t7 xk<t7 t_7 j)) B<t7 xk(t7 _7 j)) F(tv xk(tv 57 'f)) T‘(t, xk<t7 t_7 j))
dLy(t, xp(t; 1, T — -
k( ) xdkt( ) Uy il?)) F(t, xk(tv t, ;Z‘)) T(t, I'k(t, t, j))
Wyrazenie % oznacza wektor wierszowy {dsl’jl e dfl%]
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Scatkujemy teraz obie strony uktadu (2.13) wzdluz k-tej charakterystyki wzgledem t w
granicach od 0 do ¢. Otrzymamy w ten sposéb uktad réwnan catkowych (k=1,...,n):

t
(s 2) = 0, op(082) + [ Lalt,n(t5,2) bt oy,
0

T))dt

+ / Le(t ot 1,5)) Bl ot 1,5)) T an(t ,2)) vt an(t:F, 7))t

td Ly(t, 1, _
s [ HAEIEED) 1y 1:7,2)) it (s

z))dt.

Poniewaz warunek poczatkowy dla funkcji r oznaczylismy przez r°

jemy (k=1,...,n)

oraz xy(t;t,T) = Z, dosta-

(B3 = ra0:82) + | Lt eal(t:6,9) bit, o (61,7) db (2.14)

W ten sposob doszlismy do uktadu réwnan catkowych dla niewiadomej funkeji wektoro-
wej r. Oczywiscie kazde rozwiazanie uktadu (2.1) speliajace warunek poczatkowy (2.2) jest
rozwiazaniem ukladu (2.14). Na odwrét: funkcja wektorowa r majaca ciagle pochodne rzedu
pierwszego wzgledem t i z spelnia zagadnienie Cauchy’ego (2.1) - (2.2).

Zdefiniujemy teraz pojecie uogélnionego rozwiazania zagadnienia (2.4) - (2.5).

Definicja 2.3 Ciggle w G funkcje wektorowg r bedgcq rozwigzaniem uktadu rownan catkowych
(2.14) nazywamy vogdlnionym rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (2.4) - (2.5).

Jedli funkcja r jest uogélnionym rozwiazaniem zagadnienia (2.4) - (2.5), to oczywiscie funkcja
u = I'r jest uogdlnionym rozwiazaniem zagadnienia (2.1) - (2.2).

2.4 Operator P

Po catkowaniu wzdtuz charakterystyk uktad przyjmuje postaé¢ dosy¢ skomplikowana w zapisie ze
wzgledu na duzg ilos¢ symboli. Dlatego w celu uproszczenia, zdefiniujemy nastepujacy liniowy
operator podstawiania:

nm

P (C0,T] x [ao, o)) — (C([0,T) x [0,T] x [aw, 5o)))"

dziatajacy na funkcje macierzowe f(t,z) = [f;(t, x)] i=toon W nastepujacy sposob:
Jj= m

=1,...,

(Phe(t,t,z) = [fraa(t,2e(t; 1, 2)), ..., fem(t, xk(t;8,2))], k=1,...,n.

Dzialanie tego operatora polega na zamianie x na xx(t;t,Z) w k-tym wierszu (k = 1,...,n)
funkeji macierzowej f(t, z).
Poniewaz

__sup |fk(tvxk(t;faf))|: sup |fk(t’x)|7
(t,t,2)€[0,T1xG (t,x)eG
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dlatego operator P jest ograniczony, a zatem rowniez ciggly.
Dla dogodnosci bedziemy uzywali nastepujacej notacji:

Pif = (Pf)(t> ) )

Zastosowanie operatora P do ukladéw (2.13) i (2.14) napotyka pewne trudnosci w zapisie
wyrazenia -
d Lk(t, xk(t; t, Zf’))
dt

Jak tatwo zauwazy¢ P nie ma wlasnosci

Pi(fg) = (Pif) (Peg)

gdzie f : G — R", g: G — R™. Nie mozemy zatem zapisa¢ (2.15) jako

D(t, 24 (t:, 7)) r(t, o (t: F, 7). (2.15)

<Z (PtL)> P (Ir),

mimo, iz najpierw nastepuje podstawienie réwnania charakterystyki, a dopiero potem réznicz-
kowanie. Wobec tego (2.15) potrafimy wyrazi¢ jedynie w postaci

oL oL
—+D—|I'r|. 2.1
Pt<<8t+ 8x> T) (2.16)
To wyrazenie bedziemy jednak pisa¢ umownie w skroconej formie
dL
— T
Pt (dt T’) )

rozumianej zawsze tylko w sensie (2.16).
Ostatecznie uktad (2.13) zapiszemy przy uzyciu operatora P w postaci

d dL
Podobnie uktad (2.14):
s - 0 ¢ dL
r(7,7) = Por +/ P, Lb+ LBL + T ) d. (2.18)
0

2.5 Rozwigzanie uogdlnione

Twierdzenie 2.1 Niech elementy macierzy L(t,x) bedq funkcjami réiniczkowalnymi w spo-
s6b ciggly w zbiorze [0,Ty] X [, Bo]. Przyjmijmy réowniez, Ze elementy macierzy D(t,x) sq
funkcjami spetniajgcymi warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng x @ cigglymi ze wzgledu
na zmienng t. Ponadto zalézmy, zZe skladowe wektora b(t,x) i macierzy B(t,x) oraz I'(t,x) sq
funkcjami cigglymi na [0, Ty x [, Bo], natomiast warunek poczgtkowy u®(x) jest funkciq ciggla
dla x € |o, B]. Przy tych zaloZeniach w zbiorze G istnieje jednoznaczne uogélnione rozwigzanie

zagadnienia (2.4) - (2.5).

Dowdd twierdzenia zaczniemy od wykazania jednoznacznosci rozwigzania przy pomocy lematu
Gronwalla.
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2.5.1 Jednoznacznosé
Lemat 2.1 Jesli istnieje rozwigzanie problemu poczgtkowego (2.4) - (2.5), to jest ono jedno-

znaczne.

Przypusémy, ze w G istnieja dwa rézne rozwiazania zagadnienia (2.4) - (2.5): r(t,x) i 7(¢, x).
Oznaczamy ich réznice:
v(t,z) =r(t,z) —7(t, ).

Funkcje r i 7 spelniaja uktad réwnan (2.4). Stad funkcja v jest rozwiazaniem nastepujacego
uktadu liniowego z zerowym warunkiem poczatkowym

ov ov oL oL
8t+D8$_<LBP+(m+Dax)F> v, (2.19)

v(0,7) =[0,...,0]". (2.20)

Funkcje vi(t, ), k = 1,...,n, wzdtuz charakterystyk, czyli funkcje vg(t, zx(¢;¢, %)), spelniaja
uktad rownan

d dL
%(P{U) = Pt (LBFU + th'U) .

Calkujac wzgledem t od 0 do ¢ dostajemy

o ¢ dL
v(t, ) = Pyv —I—/ Py (LBFU + Fv) dt.
0

dt

Poniewaz v (0,2) =0 dla k =1,...,n, wiec

_ ¢ dL

v(t,z) = / P | LBI'v + EFU dt. (2.21)
0

Wprowadzimy oznaczenie normy dla dowolnej funkeji macierzowej f(t,x) = [fi;(t, z)]i=1...n.
ciaglej w G ze wzgledu na zmienng

1f(t2)llo = sup |f(t,2)], (2.22)

TE[X(1),Y (1)]

gdzie

uwmzdéﬁﬁwm»

oL 0L

Oszacujemy teraz norme wektora v. Sktadowe macierzy L, I', 57, 52, D, B sa funkcjami ciggtymi

w (G, a wiec i ograniczonymi. Niech

C' = sup |LBT|+ sup
(t,x)eG (t,z)eqd

oL oL
(55 + %) 1.

Wéwcezas dla kazdego k£ = 1,...,n mamy

t t
0B, 2) < C [ ot R <C [ sup Jolt sg(tE5)lde,
0 0 wepx(o o)
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Zatem w dowolnym punkcie (¢,Z) € G jest

t
lv(t, z)| < nC sup  |v(t, x(t; ¢, T))|dt.
0 ze[X(D),Y D)
k=1,..., n
Poniewaz kazda charakterystyka przychodzaca do dowolnego punktu w G startuje dlat = 0 z

odcinka [a, 4] osi OX, wiec przez kazdy punkt (¢, x) taki, ze x € [X(t),Y ()], t <, przechodzi co
najmniej jedna charakterystyka przychodzaca do punktu (¢, %) gdzie Z € [X(¢), Y (¢)]. Dlatego
dla dowolnej cigglej funkeji wektorowej f = [f;];=1,. , mamy:

sup |fj(t,ze(t;6,2) = sup | fi(t, T)], j=1,...,n
selX (D, ¥ (0] TE[X(1).Y (1))

,,,,, n

co oznacza, ze rowniez

sup |f(t,x(64,7)) = sup |f(E,7)]. (2.23)
zelX(D.¥ (7] FE[X(1),Y (1))
Stad otrzymujemy
t
lv(t,z)| < nC sup  |v(t,z)|dt.

0 ze[X(t),Y(t)]
Poniewaz powyzsza nieréwnosé zachodzi dla kazdego = € [X (t), Y (1)], wiec
_ t
sup  |u(t, )| < nC sup  |u(t,z)|dt.
TE[X(B),Y (D) 0 ze[X(1),Y (1))

Uzywajac symbolu normy (2.22) zapiszemy ta nieréwnos$¢ w postaci

ol 2o < nC [ ot 2o at
Stosujac lemat Gronwalla dostajemy tozsamosc:
[o(£, 2)[lo = 0.
Dlatego r(t,Z) = 7(t,x). Oznacza to, ze réwniez rozwiazanie zagadnienia (2.1) - (2.2) jest

jednoznaczne.

2.5.2 Istnienie

Uogdlnione rozwigzanie zagadnienia (2.4) - (2.5) skonstruujemy metoda kolejnych przyblizen.
Ciag kolejnych przyblizen budujemy nastepujaco:

r(te) = @), ) (2.24)
1) = P+ /OtPt(Lb)dtJr /OtPt <H ‘f)) dt, (2.25)

gdzie

OL oL
H_LBF+<81€+D8:U>F'
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Z okreglenia ciggu {(78‘)} wynika, ze
Y 0,0) =), s=0,1,2,... (2.26)

0
Funkcja (7”) jest ciggla w zbiorze G na mocy zalozenia o ciaglosci warunku poczatkowego dla
s s+1
uktadu (2.4). Jedli funkcja (7“) jest ciaggta, to oczywiscie ( r ) réwniez jest ciggla®. Dlatego wszyst-
kie wyrazy ciagu {(75”)} sa funkcjami cigglymi w G.

Pokazemy, ze ciag kolejnych przyblizen jest zbiezny jednostajnie w G do ciagtej funkcji
r(t,z). W tym celu oszacujemy najpierw réznice dwoch kolejnych przyblizen w dowolnym punk-
cie (t,7) € G.

Z (2.25) mamy dla k= 1,... n:

(ot 2)— 7 (G (b 1 7))

sup |H|dt.
(t,x)eG

Poniewaz elementy macierzy H sg ograniczone w (G, wiec istnieje nieujemna stata Cy taka, ze

sup |H| < Chy:
(t,x)eG
s — s) ,— t(s — s—1 _
W@ < o [P easia- " o) a
0
(s -1
< CH/ (7") (t,i’)—(sr)(t,i) dt, kE=1,...,n.
0 0
Stad zachodzi
s+1) — s) — t(s s—1
P a- % @ n)| <ncu / Y 0= @) e (2.27)
0 0 0
Oczywiscie dla t € [0,T] prawdziwa jest nieréwnosé
t(s s—1 T (s s—1
/ Y- ol a < / Y- o) de
0 0 0 0
< ' max || 7 (n,@)— Gy (n, )| dt.
0 ne(0] 0
Z powyzszego oszacowania i ze wzoru (2.27) dostajemy dla kazdego t € [0, T1:
s+1) — s) — T s s—1
P Ea- Y o) <ncy [ max |7 m,2)- 0 2)|
0 0 7n€l0.t] 0
i dlatego
(1)~ (8 - _ T (s) (=D _
ro(t,x)— 1 (t < nC r - r dt 2.28
max (t2)= 7 (,7)| <nCy | max|r (n,7) (n, 2| (2.28)
Wprowadzamy nastepujace funkcje
(4) it1 i
Qo (1) = max | ' 1) = W (n,2)| ., i=01,... (2.29)
n€l0,t] 0

5Ze wzgledu na ciagloéé wszystkich funkcji podcatkowych na zbiorze zwartym, prawa strona (2.25) jest
funkcja ciagla zmiennych (¢, z). Twierdzenie 3, str. 567, [16]
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i zapisujemy nieréwnos¢ (2.28) w postaci:

(s) T (s—1)
Qo () <nCx | Qo (tydt, s>1 (2.30)
Stosujac s-krotnie (2.30) uzyskamy:
(s) nCyT)*
Qo (T) < Cq Gao:kis f, r (2.31)
gdzie
(0) _ _
Qo(r) = max|" Fa)- 7 1)
tel0,7] 0
— max [Po(r +/73t (Lb) dt+/ Pt<H(T> dt — (@) =: Co.
€0,7 0

Ostatnia rownos$¢ wynika stad, ze w zbiorze G wspotezynniki uktadu i warunek poczatkowy sa
ograniczone.
Niech Cp := max {Cp; nCp}. Ostatecznie dostajemy:

(s) s
Gn (1) < Gy DT,

(2.32)

s

Zbieznosé ciggu {(;’)} w zbiorze GG jest rGwnowazna zbieznosci szeregu funkcyjnego > f, dla

s=0

,gdy s=0
fs = (s) (s—1) (233)
r— r Ledy s>1

Drzigki (2.32), dla s > 1 prawdziwa jest nieréwnosé:

(CO . T)s—l
< A
duae [fo(t o)l < Co =35,

Szereg liczbowy Z C, ) Jest zbiezny. Zatem na mocy kryterium Weierstrassa szereg funk-

cyjny (2.33) jest zblezny Jednostajnle na zbiorze G. Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji
ciaglych jest ciagla, czyli funkcja (¢, Z) jest ciaglta w G. Przechodzac w ukladzie (2.25) z grani-
ca przy s — + oo widzimy, ze r(¢,T) jest uogdlnionym rozwiazaniem zagadnienia (2.4) - (2.5),
a tym samym funkcja u(t, Z) jest uogdlnionym rozwiazaniem zagadnienia (2.1) - (2.2).

2.6 Rozwigzanie klasy C'

Twierdzenie 2.2 Jesli elementy macierzy L, D, B i wektora b sq funkcjami klasy C ([0, Ty] x [cv, Bo))
oraz u® € C([a, B]), to istnieje jednoznaczne rozwigzanie u € CY(G) zagadnienia (2.4) - (2.5).

Istnienie pochodnych kierunkowych funkcji r nie implikuje istnienia pochodnych czastko-
wych 8”, 2 - Dlatego istnienie i Cl@glosc zostanie udowodniona przy zalozeniach Twierdzenia 2.2
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przez pokazanie zbieznosci jednostajnej ciggu pochodnych {‘% } w G. Ciaglos¢ pochodneJ
bedzie woéwczas konsekwencja istnienia pochodneJ _, poniewaz

or or oL oL
i ——D%+Lb+LBFr+ <8+Dax>l“r.

(S)
or

Najpierw jednak przytoczymy lemat, ktory wykorzystamy do wyznaczenia pochodnej 5

Lemat 2.2 Niech u(t,t,z), v(r,t,z) € C*([0,T] x [0,T] X [ag, Bo])-
Wtedy funkcja

t
J(t,z) = /0 v (Tt ) u(r, t, z)dr,

jest klasy C([0,T] x [0,T] x [, Bo]) oraz

aJ(t,x)

5 = [ L7t x) u(T,t, x . —|—/ (1,t,2) u (1, t,x) — v, (7, t, ) UVT(T,t,ID dr,
aJ(t, Z‘) o =1

g = v, (7 tx) u(r, t,:c)‘T:t + {U’t(T,t,.%) u(T,t,x)LZO

—I—/ (T,t,2) w1, t,x) —v4(T,t, 2) uﬂ-(T,t,ZL‘)) dr.
Dowdd lematu znajduje sie w dodatku A.

Uwaga 2.3 Czesto w celu skrocenia zapisu bedziemy oznaczali pochodna czastkowa symbolem
przecinka. Konsekwentnie bedziemy go uzywali nawet tam, gdzie moze sie to wydawaé zbedne.
Bedziemy zatem pisali f, zamiast f,. Pozwoli to unikna¢ niejasno$ci w odréznianiu indeksu
dolnego od pochodnej w takich notacjach jak np. f,, - pochodna f wzgledem u; lub u,, -
pochodna i-tej sktadowej funkcji wektorowej u wzgledem .

Uzasadnimy teraz, ze wyrazy ciggu {(78*)} mozemy rozniczkowaé¢ wzgledem x oraz wzgledem

1
t. Sktadowe wektora 7° sa, z zalozenia, funkcjami klasy C'([a, 3]). Ze wzoru (2.25), funkcja P
wyraza si¢ nastepujaco:

Y (@,7) = Py +/ P, (Lb) dt+/ Py (LB dt+/ P, (Fr)dt (2.34)

Trzy pierwsze sktadniki sumy po prawej stronie wzoru (2.34) sa rézniczkowalne® wzgledem
x oraz t w sposoOb ciagly, poniewaz L, b, B, r? sg funkcjami klasy C'(G). Istnienie cigglych
pochodnych po x i po t funkcji [; P (%FTO) dt wynika z Lematu 2.2. Zatem przyblizenie

T) (t,7) jest funkcja klasy C'(G). Analogicznie, z istnienia ciagtych pochodnych funkcji (75“)
s+1 s
wynika, ze e )E CY(G). Stad wszystkie wyrazy ciagu {( )} sa klasy C'(Q).

(s+1
Przejdziemy teraz do wyznaczenia pochodnej 8 . Poniewaz D € C*(G) stad (Twierdzenie

3.3, [19]) charakterystyki z = xx(t;t,7), (k = 1, ...,n), sa roézniczkowalne w sposob ciagty

SNa mocy Twierdzenia 3, str. 568 i Twierdzenia 2, str. 567, [16]
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wzgledem ¢, £ 1 7. Na podstawie Lematu 2.2 dostajemy:

()
r
ot

Pochodng 2

(t

(ZJF (;)> dt = diag la;l %ZL] Pr (gﬁr (73“)) (2.35)
—diag [%J;, e (989;”] Po (gﬁf‘ (78’)>
+ [ diag %“;%f: P, (‘fifgl; 98)) dt
[ ), (c; gj’) '
— {diag %J;, ,a;jn P, (gf;{;l; (75“)> dt
— {diag aa:?,,aa?] P, (gifaa(f)) dt
[ 2] (0 )
wyrazimy za pomoca aa(f . Z uktadu (2.4), ktérego wszystkie
@k (tE,7)) (tzx (t:E,7))

réwnania zapisane sa na charakterystyce x = xx(¢; ¢, T), mamy:

aa(f') = —Daa:)JrLbJrLBF T BLJngﬂr(f)
(taw (t:t,7)) (txn (t:t,2))
Stad (2.35) przyjmuje ostatecznie postac:
;x/ Pt<il£ r) dt = diag [%’;1 ..,%ﬂ Pr <g§r (?)> (2.36)
— diag [88:;1 .. 78;;] Po <g§; r (78")>
+/0tdiag :%Zl, . ag:: P, (C;? gz (i)> dt
+/0tdiag %?%? P, (CZJ aajf) dt
[l ] (1 0)
; -

—/0 diag _%?,...,%“;] P, (g@) dt
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t o [ox oz, oL
—/0 diag _%"”’ 8.:1:] Py (éthF r)dt
t o [ox ox,, oL oL OL\ _ (s)
—/O diag | Gt (%] P, (axr <8t +D8$>F r) dt
t [0z 0y ox,, Ox, oL 8 r
_/0 g |5z ot on at] i (a m) a
- - (s)
L 0z, oz, oL or
+A dlag -aj,...,aj‘| Pt (axFDax) dt
(s+1)
Teraz mozemy zapisaé¢ wzér na pochodng 2 S
(8+1) - _
0 (t,z) 0 0 ¢
7% = 5 <7307“ + / P,(Lb) dt) (2.37)

(s)
+/ (P (LBT)) M dt

t
+/ diagl%,...,%
0 0T z

0
+diag[8;x_l,.. 88 17)'5(% >
—diag [%?778;;1 Po (gﬁr (78“)>
+ Ofdiag 88?85;" P, (Cfi gl; 95)) dt
[ diag %?%9;" P (gig 35)) dt

[0z, Oxy ox,, 895“] <@L or (;)) dt

oz ot oz ot bz Oz
— | diag %5;1%? P, (g&) dt
_ | diag :a;x}, %‘? P, (giBF )dt
— [ diag :8;;, ,aa‘?: P, (gir (%f DZﬁ) r (5‘5)) dt
e L
[l 2] (ng) "
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gdzie
(s) _ (s) - _ (s)
(®) (6 (tt,z)) .0 o (Ga(ttx) o0 o (G a6t T))
O (a(ETE) . ) (a5 E) . S (e, 7))

“tam oW
oT 0T

Oszacujemy teraz norme

0
czynniki ukltadu i ich pochodne przez stale oraz uwzgledniajac (2.23) dostajemy:

0" @z oV @)
o7 8z

(t,7)

0
0

s—1
(s—1) dt
0

(t,z)
0T at,

(¢, 7)
(s=1)

a ),
to r (t, 0
[ 4,7) _
0 0z
0
dla pewnej nieujemnej statej C.
Dwa pierwsze sktadniki po prawej stronie mozemy ograniczy¢ przy pomocy (2.32):
(t,z) O (Co ﬂs !

T
— <
o7 07 CC T (s —

s+1
8(;) Ct)sl

dt
(s—1)!

+C/00

(s) , _ (s=1) , _
t
+O/O or (775,:17)_8 r(t,x) gt

ox
0
Niech C' := max {C; Cy; CCy}. Wtedy
0" @z oV @) _ oGt (G
0T 0T ST (s —1)! 5!
0
|l 4 () (s—1)
- (t\or (t,z) 0 r’(tx)
— dt.
+0 [ =% a7
0
Zauwazmy, ze dla t € [0, T] zachodzi
. - N, (-1,
- (Cot S (Chr s o (ta) 9 (L)
Ceomi Y +C 1= 07 dat
0
L@eryt @y s aPme 0% (e
C—"——+C +C [ max s — — dt.
(s —1)! s! 0 Tel0] 0z oz
0
Z nieréwnosci (2.39), dla kazdego ¢ € [0, 7] otrzymujemy
(s+1) n () = S s—1 A s
0 _(t ) dr (_t,x) < O(CT> +C‘<CT)
oz oz (s—1)! s!
0
(s) _ (s=1) _
_ T
v e or (_7', z) B o r _(7', T) n
0 rel0,d] oz oz

0

korzystajac ze wzoru (2.37). Ograniczajac wspot-

(2.38)

(2.39)
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A zatem
(s+1) () - . .
o r' (t,x) 07 (t,x) - (CT)t  (CT)®
— < C C 2.40
frerf(% oz oz (s —1)! * s! (240)
0
(s) _ (s—1) _
_ T
Lo s or (j-,x) o _(T,l‘) n
0 €0, 0x 0z
0
(4)
Wprowadzamy analogicznie do (2.29) funkcje 1 (i =0,1,...):
A (i+1) _ (4) _
@ o r (nz) 97 (nI)
t) = — 2.41
@ (f) = max E % : (2.41)
0
i zapisujemy nieréwnos¢ (2.40) w postaci:
() _(CT) Y _(CT) . (T (s=1)
Q1 (T) < C( ) + C'( ) +C Q1 (1)drt. (2.42)
(s—1)! s! 0
Stosujac s-krotnie wzér rekurencyjny (2.42) otrzymujemy:
(s) T)s— 1 B ~T s ~
O (T) < SC(C ) +SC(O ) +CQ1(O Ty
(s—1)!
- (CT)*! -
CT <S2+SCT+CQ1T)
- (CT)! -

(0)
gdzie Cg, :=Q ze wzgledu na ograniczonos$¢ wspotczynnikow uktadu (2.1) i ich pochodnych w

zbiorze G. B
Wezmy statag Cr > max{C;Cp, } i taka, ze Cp - T > 1. Wowczas

~ C’T s—1 C'T)s 1
K] CEN iy (1+CT+Co,T) <5 CQBOTT.
s! s!
Jesli teraz oznaczymy przez C = 3Cr, to ostatecznie otrzymamy
(s) C\T)®
Qi (1) < s* o ,) : (2.43)
s!
Zbieznosé ciggu
gdzie
dr?
= ,edy s=0
Js :{ 8d<;> 5 (=D (2.44)
or 0% yedy s>1
Z (2.43) mamy:
(C.T)
s C
max £ < (s = 120

ClT

Szereg liczbowy Y- ay , gdzie a, = (s—1)3 ¢ Jest zbiezny na mocy kryterium d’Alemberta,
s=1

poniewaz lim “* = 0. Z kryterium Welerstrassa szereg funkcyjny (2.44) jest zbiezny jedno-

S§——+00 s

(s)
stajnie na zbiorze GG, co oznacza jednostajna zbieznosé ciagu %—;} na zbiorze GG i ostatecznie

cigglosé funkcji 81"(1;95)
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2.7 Ocena wzrostu rozwigzania

Twierdzenie 2.3 Przy zaloZeniach Twierdzenia 2.2, dla t € [0,T] zachodzi nastepujgca nie-
rownosc:

K
lu(t, @)l < Ky Ko e'*' + K3 7= (2! = 1), (2.45)
Ko
gdzie
Ko = |[LO,2)u°| = ()]0, (2.46)
Ky = max || Lb|o,
t€[0,T
0L 0L
Ky = max |[LBT|o+ Jnax —+D—|T
t€[0,T] ot ox 0
Kg = max ”FHO
te[0,T)

Dowdéd. Szacujemy (2.14) w normie (2.22):

Irta)lo < 1@+ [ 12(r2)b(r, )l dr
+ [ 16, 2) B(r,2) ()l o, )l dr
<8L(T, x) + D(r.2) OL(r, x)) P(r.2)

|7 (T, z)]|o dT.

ox

0

Na mocy lematu Gronwalla dla t € [0, 7] zachodzi nier6wnos¢:
K
Kot 1 ( Kat
Ir(t @)llo < Koe™! + 2 (2t —1),

gdzie state Ky, K, Ky sa zdefiniowane wzorami (2.46). Poniewaz

[u(t, @)llo < [[T(¢; 2)lo [I7(¢; 2) o,

oraz
K3 = max ||'[|o,
t€[0,7)

stad natychmiast dostajemy nier6wnosé (2.45).

2.8 Zagadnienie z zerowym warunkiem poczatkowym

Jak w ogélnoéci wiadomo, zagadnienie (2.1)-(2.2) mozna tatwo sprowadzi¢ do zagadnienia
z zerowym warunkiem poczatkowym. Podstawiamy

U(t,l’) = u(ta l‘) - UO(‘TL
i dostajemy uktad nastepujacej postaci:

ov 811 du’

57 + B(t,z)u’ + B(t,z) v, (2.47)
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v(0,2) =0, x € [a, 4. (2.48)

Jesli A, b, B € C'([0, Ty] X [, Bo]), u® € CY([e, B]) wowezas prawa strona (2.47) jest jedynie
ciggla. Jednak nie musimy zaktada¢ u® € C?([a, f]), aby dla zagadnienia (2.47)-(2.48) otrzymaé
rozwigzanie klasy C*.

Zapiszemy uktad (2.47) w inwariantach Riemanna (r = Lv):

ot Ox ot oz
r(0,z) = 0, x € [a, 4. (2.50)

or Dar:M+LBU—DL?‘+FBF+CM+D8L>ﬂn (2.49)

Jednoznaczno$¢ i istnienie uogdlnionego rozwiazania zagadnienia (2.49)-(2.50) wykazuje sie tak,
jak dla zagadnienia (2.4)-(2.5).

W dowodzie istnienia rozwigzania klasy C! problem stanowi sktadnik postaci D L % bedacy
Wektorem ktorego sktadowe sg funkcjami tylko ciggtymi. Podobna uwaga dotyczy wyrazenia
aL L+ D2 a;w z ktorym poradziliSmy sobie w dowodzie Twierdzenia 2.1 przy pomocy Lematu 2.2.
Zauwazyhsmy bowiem, ze jest to macierz, ktorej elementy sa pochodnymi elementow macierzy L
wzdtuz odpowiednich charakterystyk. W ten sam sposéb podejdziemy do problemu zwiazanego
z wyrazeniem D [ % duo

K-ta sktadowa Wektora D L ma postaé

duf(z)
dx ’

ZLk]tl‘ gktl‘)

Kazdy sktadnik tej sumy jest iloczynem funkcji Lj; rézniczkowalnej w sposob ciagly przez

UO xX .o . . T — . .
fkd /@) pochodng funkcji u?(x) wzdtuz charakterystyki © = z,(t;t, ). Zauwazmy, ze klase
tych funkcji odzyskujemy catkujac wzdtuz charakterystyk, poniewaz na podstawie Lematu 2.2
calki

dul(t, vi(t; 1, Z)
dt

Abmmm@a@)

sg funkcjami klasy C!.

Chcemy zatem przedstawi¢ D L ”g—f jako iloczyn funkcji macierzowej klasy C* przez funkcje
wektorowa, ktérej k-ta sktadowa (k= 1,...,n) jest pochodng funkcji v wzdtuz k-tej charakte-
rystyki.

Jesli macierz D jest odwracalna, to D L mozemy tatwo zapisa¢ w postaci

d B d
DLEZ (DLDI)O%;>

dt, J,k=1,...,n,

W przeciwnym przypadku przyjmijmy

du’ noo. d FJ
DL— = H
dzx 2_:1 ( dx)’
]_
dla _ _
I Ll] 0 7 U(J)
HI = Ly, , FI = u‘])-
L 0 Lnj | I u(]] |

Na podstawie powyzszych spostrzezen sformutujemy



32 RozDz1AL 2. ZAGADNIENIE CAUCHY EGO DLA UKLADU LINIOWEGO

Twierdzenie 2.4 Niech elementy macierzy D(t, z) = diag[& (¢, x), ..., &(t, )]
i [HI(t,2)]j=1,..m oraz wektoréw [FI(t,z)]j=1, . m bedg funkcjami klasy C*([0,Ty] X [, Bo))-
Niech ponadto VO(x) € C' ([, B]). Wéwczas zagadnienie

ov AV I [(OF 9 F

e A J

5D ;H <8t +D M) (2.51)
V(0,2) =V(x), x€la,p (2.52)

ma jednoznaczne rozwigzanie klasy C1(G).

Dowdd. Zapisujemy uktad w postaci

d i dF J
t = dt )
Calkujac wzgledem t od 0 do ¢ dostajemy:

V(i 7) :P0V°+Z/Pt< m)d.

7 zatozenia V° € C'([a, A]). '
Niech HY; oznacza element macierzy H’ stojacy w k-tym wierszu i I-tej kolumnie, za$ F} niech
bedzie 1-tg sktadowa wektora kolumnowego 7. Na mocy Lematu 2.2 kazda catka

P B F/ i
Hi (ot 7)) (tan(t:t, @
0 dt

))dt, k.l=1,...,n;

jest funkcja klasy C*. Stad wnioskujemy, ze V € C*([0, To] X [, Bo])-
Jednoznacznos¢. Niech V' i V' beda dwoma réznymi rozwiazaniami. Wtedy oznaczajac

R(t,x) =V (t,r) — V(t,z)

dostajemy z (2.51):
Ri+D R, =0, R(0,2) = (0,...,0)"

Zapisujemy powyzszy uktad w postaci

i catkujac otrzymujemy
O

2.9 Uogoblnienie twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno-
$ci na przypadek funkcji klasy C*, k£ > 1

Twierdzenie 2.5 Jesli D, L, b, B € C*([0,Ty] x [a, Bo)), k = 1 orazu® € C*([a, B]), to istnieje
jednoznaczne rozwigzanie u € C*(Q) zagadnienia (2.1) - (2.2).
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Jednoznaczno$é rozwigzania klasy C* wynika z wykazanej w Twierdzeniu 2.1 jednoznacz-
nosci uogélnionego rozwi@zania zagadnienia (2.1) - (2.2).

Istnienie. Niech 7“ =1L (i? =0,1,.... Zgodnie ze wzorem (2.24) przyjmujemy, ze

0 s
7 (t,z) = r%(x) = L(0, z) u’(z). Kazda nastepna funkcja ciagu {(7“)} jest rozwigzaniem rowna-
0
nia catkowego (2.25). Funkcja (r) jest na podstawie zatozen o wspotczynnikach uktadu funkcja
klasy C*(G). Jedli s-te przyblizenie (75") jest funkcja klasy C*(G), to na mocy Lematu 2.2, funkcja
_ T s s+1

J(t,7) = [P, <C$F (T')> dt jest klasy C*. To oznacza, ze réwniez e )6 CH(G).

Poniewaz funkcje L, I', b, B, D i ich pochodne az do rzedu k wtacznie sa ograniczone w
[0, Tb] % [a, o], dlatego tatwo zauwazy¢, ze dla dowolnego j = 1,.. ., k istnieje nieujemna stala
C}, taka, ze zachodzi nieréwnosc:

s+1) C(s) - 1 (s) s— 1)
o (t.x) o7 (t7) -« o (#x) o (t,z)
. < C 2.53
O 9T k;g% dzm dzm (2.53)
0 0
_ s (s—1) _
(t x) o™ r’ (t,1)
C / D ar.
0
Dla dowolnego s > 0 oraz j = 0, ...,k oznaczamy
(s+1) - (s)
o) o (mx) T ()
() = , — . 2.54
@ (t) = max BrY BrY (2.54)
0
Niech ¢ € [0, T]. Wéwezas z (2.53) dostajemy:
- J T (s—1)
0, (T <%z:@m J+Ce Y [ Qu (. (2.55)
m=1
Lemat 2.3 Dla j =0,...,k oraz s > 0 zachodzi nieréwnosé:
(s) C.T)S g%
Q; (T) < (338, gdzie C; = const. (2.56)
s!

Dowdd. Rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na j.
Na podstawie (2.32) i (2.43) mamy:

(s) s (s) 5 §2
O (1) < G (O TV Or (1) < ¢y LT

s!

czyli nieréwnosé (2.56) zachodzi dla j =01 j = 1.

Zatozmy, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich 7 =0, ... k-1, gdzie k—1<k. Pokazemy, ze
nieréwnosé (2.56) zachodzi réwniez dla j = k.

Korzystajac z (2.55) zapisujemy:

??.1\./

(s k=1 (s— E T
(1) < 03 Q n+024
Tsl T (s—1)

= i +CZ/ di+C | Qp (f)dt
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Kazde Q); (T')dlaj =0,.. k 1 oraz s > 0, mozemy oszacowac z gory przez wyrazenie postaci
2] C (Cj T)é
(s) k—1 C (C T)sfl (S _ 1)2m
5 T < C m m
k-1 . C (C’ t)sq (s _ 1)2m T (s—1)
+C / m dt+C o (t)dt
mg_:oo (s—1)! 0 Qr (1)

AL 0 (Cr T) L (s — 1)2m

m=0 (S - 1) !
k-1 CmT s(g—1)2m T (s—1)
+CZ( )S(' ) +CO Q; (t)dt
m=0 :

Niech stata C' > max {C,C - C,,; m = 0...,k— 1} i taka, ze C'- T > 1. Wowezas

(CT)** < (CT)*

oraz
(s) ’“CCT s —1)2 T (s-1)
G < 2y AL e [T wa
(s—1)! 0
- (CT)* (s —1)2k=D (T (s=1)
< 2kC C o (t)dt
(s—1)! + 0 @ (1)
- (2kC'T)* (s —1)2(k=D) T (s-1)
2k 2k:C
Oznaczamy stata ék, = 2k C i zapisujemy powyzszg nieréwno$¢ w postaci:
(s) - (C-T)® T (s—1)
O () < G L iy 1] s>
(s —1)! 0
Stosujemy teraz s-krotnie (2.57) i otrzymujemy:
(s) - (C:T)? "
Q;} ( ) < Cv]~€ (CI;‘ ) (8 . 1)2(1671)8
A (ék T)S (k—1)
+C5 < (s —2) (s—1)
(é T)S 2(k—1)
Gt (=9 (5-2)
s!
- (CiT
+C; ( o1 N 2
Ts—1 (O)
—l—C’ / dﬁ/ dTg/ drs .. / Qj. (15) drs
. - ( )
sl s!

- <~%+82> (CpT)° (2

s |

(2.57)
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(0)
gdzie @), jest stale.
- (0)
Niech Cj = C;+ Q. Ostatecznie dostajemy
() C- TV o
Qi (T) < Cj (GT)" o

s

co konczy dowdd lematu.

O
(s) 00
Zbieznos¢ ciagu %’;Z } na zbiorze G jest rownowazna zbieznosci szeregu funkcyjnego > f;
s=0
dla o
= ,egdy s=0
fs = (;l,jﬂ g7 D) (2.58)
ot — o o8dy s> 1.
Na mocy Lematu 2.3 mamy, ze dla s > 1 prawdziwa jest nieréwnos¢:
(Ok: Tyt 2%k
max < Cp——-~t—(s—1
e |1 < Gt (=1
Szereg liczbowy - as , gdzie as = Cj (62’22;71 (s — 1)%* jest zbiezny na mocy kryterium
s=1
d’Alemberta, poniewaz ligrn aa—“ = hgrn O T 2 );k = 0. Z kryterium Weierstrassa szereg

L ()
(2.58) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze G, co oznacza jednostajna zbiezno$é ciagu 885,:
na zbiorze GG. Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji ciggtych jest ciggla, wiec funkcja

ok r(t z)

jest ciagta w G.

Istmeme i ciagltos¢ pochodnych mieszanych do rzedu k wynika z istnienia ciagtych pochod-
nych wzgledem zmiennej x az do rzedu k oraz z réwnania u; = b+ Bu— Au . Wyjasnimy to na
przyktadzie pochodnych rzedu drugiego. Jesli wspotezynniki uktadu sa klasy C*([0, Ty] % [, Bo])
oraz v’ € C?*([a, f]), to w G istnieje ciagla pochodna u . Z réwnania u; = b+ Bu — Au,
dostajemy (rézniczkujac wzgledem x) ciagta pochodna mieszang u g,

Uty = by + Bau+ Buy — A u, — AU gy
Pozostaje jeszcze wyznaczenie u 4. Ponownie z réwnania u; = b + Bu — Au, mamy
Uy = b’t + B,tu -+ Bu’t — A,tu@ - Au@t.

Pochodna u 4 jest ciagta wobec cigglosci wyrazen po prawej stronie.
Analogicznie nalezy postepowaé z pochodnymi wyzszych rzedéw.

2.10 Rozwigzanie uogoblnione ukladu z wahaniem skon-
czonym lewych wektoréw wtltasnych wzdluz charak-
terystyk

We wstepie rozdziatu zasygnalizowalismy, ze twierdzenie o istnieniu rozwiazania ciaggtego zosta-
nie réwniez sformutowane przy ostabionych zatozeniach dotyczacych wspotczynnikéw uktadu.
Przypomnijmy catkowa postaé uktadu (2.1):

u(f, ) = D(F, 7)Por® + T(F /Pt (Lb + LBu)dt + T'(7, )/ P, (Cfi )dt. (2.59)



36 RozDz1AL 2. ZAGADNIENIE CAUCHY EGO DLA UKLADU LINIOWEGO

W celu uogélnienia rozwigzania tego uktadu potraktujemy ostatnig catke jako catke Stieltjesa
ze wzgledu na zmienng t:

u(f, ) = T(f,7)Por® + T(f, 7) /(fPt (Lb+ LBu) dt + (7, z) /OEPt (dL u) . (2.60)

Jedli funkcja u jest ciagta, woéwczas dla istnienia catki Stieltjesa w (2.60) wystarczy, ze sktadniki
macierzy lewych wektoréw wtasnych L beda miaty wahanie skonczone wzdtuz charakterystyk
dla t € [0,¢] (odpowiednio Ly; wzdtuz z4(t;t, %), s,j = 1,...,n).

Sformutujemy teraz twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania uogdlnionego za-
wierajace spostrzezenie dotyczace lewych wektoréw wtasnych

Twierdzenie 2.6 Niech elementy macierzy L(t,x) i I'(t, x) bedq funkcjami cigglymi w [0, Tp] X
[, Bo]. Przypusémy tez, Ze L(t,z) ma wahanie skonczone wzdtuz kazdej charakterystyki x =
zg(t; 1, T) zawartej w [0, T] X [, o], ten. Ly, (t, xx(t;8, 7)), k,j = 1,...,n ma wahanie skoriczo-
ne jako funkcja zmiennej t. Niech ponadto wahanie to bedzie funkcjq ciggle zmiennych (t, T).
Przygmigmy rowniez, ze D(t,x), b(t,x), B(t,x) sq funkcjami cigglymi na [0, Ty] X [, Bo], na-
tomiast warunek poczgtkowy u°(x) jest funkcjq ciggle dla x € [, (]. Ponadto zalézmy, Ze
sktadowe macierzy D(t,x) spelniajg warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng x. Wéwczas w
zbiorze G istnieje jednoznaczne uogélnione rozwigzanie zagadnienia (2.1) - (2.2).

Dowdéd. W dowodzie uzyjemy twierdzenia Banacha o punkcie stalym.
Zdefiniujemy najpierw (dla 7% € [0,T7]) zbiér

Gr- =G N (0,77 x [a, Bo)])- (2.61)

Rozwazymy teraz liniowe odwzorowanie Q, ktére funkcji wektorowej u € C°(Gyp+) przyporzad-
kowuje funkcje wektorowa U € C°(Gr+), U = Q(u), gdzie - zgodnie z (2.60) - przyjmujemy:

Q(u) = U(f,z) = I(#, )Py + (7, 7) /O "By (Lb+ LBu) di + (7, 7) /O PdLu). (2.62)

Pokazemy, ze dla odpowiednio matego T odwzorowanie Q jest zwezajace.
Bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu

Lemat 2.4 Niech f,g:[0,T] x G — R. Zalozmy, zZe funkcje f(1,t,x) i g(T,t,x) sq ciggle na
[0,T] x G. Przyjmigmy, Ze g jest funkcjg o wahaniu skoniczonym ze wzgledu na zmienng 7 dla
kazdych ustalonych t, x. Ponadto niech jej wahanie bedzie ciqglq funkcjq zmiennych (t,x) 7.
Wtedy

I = [ " f(ritx) dg(rit, 7) (2.63)

jest funkcjq ciggle dwoch zmiennych.
Uwaga. W calce (2.63): t i x sq traktowane jako parametry.

"Ciagloéé funkcji h(z,y) i jej wahanie skoficzone ze wzgledu na y nie gwarantuja, ze wahanie bedzie funkcja
ciagla ze wzgledu na zmienng x. Jako przyklad rozwazmy funkcje
rsin? | x>0,
h:[-1,1] x [-m, 7] = R, h(z,y)= 0 z 2 <0,
Funkcja h jest ciagla na zbiorze [—1,1] x [—7, 7| i ma skoficzone wahanie ze wzgledu na y (dla kazdego
ustalonego x). Wahanie to wyraza sie wzorem

- i 0 , TE [_1’0]
Vi (h(z, ) = { 20 [2] + 2z |sin T —sin (5 [2])| , «€(0,1]

Nie jest to ciagla funkcja zmiennej x, poniewaz lim V7™ _(h(z,-)) = 4, podczas gdy lim V™ _(h(z,-)) = 0.
z—0~

z—0
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Dowéd. Niech V/2(g(7;t,x)) oznacza wahanie funkcji g dla 7 € [ty, ta].
Zachodzi nastepujace oszacowanie

to

It2) = S0 w0)| = | [ Fritoa) dg(rity) = [ F(ite0) d(rito, o)
/tf(T;tx) dg(7st, x) — /tf(T;to,xo) dg(73 to, 7o)
0 0

| #(mito.20) dg(rito,o) = [ (mito,mo) dg(rito, w0)
0 0

[ 17t a) = f(rito, zo)] dg(rit, )
[ rito,m0) dlg(rit, ) = (7310, 20)]

/t f(T5to, m0) dg(73t0, 20)

to

T . . o .
VO (g(T,t,x)) Trél[(?)jg] |f<T,t,ZL’) f(TatwaON

)

N

+

N

_|_

_|_

VAN

+V; (g(75t, ) — g(73 to, o)) e | f(T3t0, o)

)

+V4, (g(73 to, x0)) ng[guT(} | f(73t0, 20)|.

)

Poniewaz f jest ciggta, wiec

li t it =0
fim magg (it @) = £(rito,@0)| =0

Ponadto funkcja g jest ciggta i ma wahanie skonczone ze wzgledu na 7 dla kazdego ustalonego
to i Zg. St@ds
lim V ( ( ;to,l'o)) = 0.

t—to

Na mocy zalozenia, wahanie jest ciagla funkcja (¢, x). Dlatego

lim Vg ( (15t,2) _9(73750,370)) =0.
t—»to
(E*}IO

Ze wzgledu na powyzsze uwagi zachodzi réwnosé

lim J(t $) J(to,%o),
t—to

IIJHIO
co dowodzi tezy lematu.
O

Na podstawie Lematu 2.4, Q@ odwzorowuje przestrzeti C°(Gr+) w siebie. Czas T* mozemy
wybraé¢ w taki sposob, ze liniowe odwzorowanie Q bedzie kontrakcja.
Rzeczywiscie, niech v i 4 beda dwiema dowolnymi funkcjami wektorowymi z przestrzeni C°(Grp-)
7 norma,

[[ul = hax | max |uk(t, 2)|.

8Twierdzenie 4, str. 23, [26]: Jezeli f jest funkcja o wahaniu skoficzonym w [a,b], ciagla prawostronnie
(lewostronnie) w xg, to wahanie x — V¥0(f) jest funkcja ciagla prawostronnie (lewostronnie) w xg.
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Dostajemy
Q) — Q@] = |U-U| (2.64)
< H /Pt (LB (u—a)) dtH H /Pt (dL (u ))H

N

o= ol 00 (712 B 0 e e VE (Lot
gdzie VI (Lg;(t, x4(t; £, T))) oznacza wahanie funkcji Lg; ze wzgledu na ¢. Sktadowe macierzy L
i ' sa ciagte w [0, T%] X [, Bo], zatem ||| < oo, ||L Bl < oc.

Q bedzie odwzorowaniem zwezajacym jesli 7% spetni warunek

Tl <T*HLBH+n max — max V ( si(t, xs(ts t,

(LT)EGT s,j=1,m

;z)))> <1 (2.65)

Naszym zadaniem jest teraz pokazanie, ze (2.65) zachodzi dla pewnego T > 0.
Pierwsze wyrazenie w nawiasie zawiera T i moze sta¢ si¢ dowolnie male dla odpowiednio
matego T™:

T ||T|| |ILB|| — 0 egdy T — 0. (2.66)
Zauwazmy, ze dla s,7 = 1,...,n mamy
VI (Lg(t,zs(t;8,7) — 0 gdy T* — 0, (2.67)

Skoro Q jest kontrakcja, wiec jako liniowe odwzorowanie w przestrzeni Banacha jest rowniez
ciagte. Ze zwartosci zbioru G+ wynika, ze czas T > 0 moze by¢ wybrany w taki sposéb, iz
(2.67) zachodzi dla wszystkich (¢, %) € Gp+ jednoczesnie.

Z (2.66) i (2.67) dostajemy istnienic 7%, 0 < T* < T spelniajgcego warunek (2.65). Na
mocy zasady Banacha, istnieje dokltadnie jeden punkt staly odwzorowania Q. Udowodnilismy
istnienie lokalnego w czasie rozwiazania uktadu (2.60) w G7«. Poniewaz normy macierzy L,
B, T' nie zalezg od t, wiec rozwigzanie moze by¢ przedtuzone na calty zbiér G. Rzeczywiscie,
biorac t = T* jako czas poczatkowy i u(T™, z) jako nowy warunek poczatkowy przechodzimy
do problemu okreslonego na zbiorze

Go = {(t,x) € [T*,T] x [, Bo] : X(t) <z <Y (1)}.

Postepujac dalej w sposob analogiczny do zaprezentowanego, dostajemy rozwiazanie w zbiorze
G, co konczy dowod Twierdzenia 2.6.

Na koniec zauwazmy, ze twierdzenie o istnieniu (lokalnego w czasie rozwigzania) podobne
do Twierdzenia 2.6 moze by¢ rowniez udowodnione dla uktadu poétliniowego, tj. kiedy prawa
strona uktadu jest ciagta nieliniowg funkcja, lipschitzowska ze wzgledu na w.

W zastosowaniach czesto sie zdarza, ze wspotczynniki uktadu zaleza tylko od z:

ou ou
5 TAE) 5 = b), (2.68)
u(0,7) = u’(x), z € [a, . (2.69)

Jesli zamiast ciaglosci funkcji wektorowej b(x) zalozymy jedynie, Ze jest ona pochodna wzdtuz
charakterystyki pewnej ciagtej funkcji f(z), tzn.

i) = (g7 + D)y ) £(0) = Dle) 5 1(0), (270
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to Twierdzenie 2.6 jest nadal prawdziwe. Rzeczywiscie, uktad (2.60) zapisany dla problemu
Cauchy’ego (2.68) - (2.69) jest nastepujacy

u(f, ) = (£, 7) Pyr® + (7 /Pt (L df) + (7, /Pt dL u).

Calkujac przez czedci otrzymujemy

[P =~ [ PdL 1)+ L)~ PolLS). (271)

Ze wzgledu na (2.71), definiujemy rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (2.68)-(2.69) jako funk-
cje ciagla, spetiajaca nastepujacy uktad rownan catkowych:

u(t,z) = T(t2)Por® +T(t,7) Pe(Lf) — T(t,7) Po(Lf)
—th/Pt (dL )+ D(E, /Pt (dL )
Calka fot_ Py (AL f) istnieje i na mocy Lematu 2.4, jest ciggla funkcja dwoch zmiennych (¢, 7).

Jesli macierz D(x) jest nieosobliwa i b(x) € L ([aw, Bo]), wowezas funkcja wektorowa f(x) z
(2.70) zawsze istnieje i jest postaci



Rozdziat 3

Zagadnienie Cauchy’ego dla uktadu
quasi-liniowego

Rozdzial ten poswiecony bedzie twierdzeniu o istnieniu i jednoznacznosci zagadnienia Cau-
chy’ego dla uktadu quasi-liniowego. Dowdd, ktory zostanie tu zaprezentowany pochodzi, po-
dobnie jak dla uktadu liniowego, z ksigzki Rozhdestvenskiego i Yanenki [29]. Bazuje on na
metodzie charakterystyk i w zasadzie opiera si¢ na pracy [20]. Nowymi elementami wprowa-
dzonymi przez Rozhdestvenskiego i Yanenko sg oszacowania wzrostu rozwigzania przy pomocy
uktadu majoryzujacego oraz sosoéb wykazania zbieznosci ciggu pochodnych kolejnych przyblizen.
Idea uktadu majoryzujacego stanowi element uproszczenia dowodu dla uktadu quasi-liniowego
w stosunku do prezentowanego w [20].
W przeciwienstwie do uktadu liniowego, zazwyczaj nie jest mozliwe sprowadzenie uktadu quasi-
liniowego do uktadu w inwariantach. Stad tez istotng role w dowodzie odgrywa uktad przedtu-
zony, ktory juz te wlasnosé posiada. Zauwazmy tez, ze obszar okreslonosci zagadnienia Cau-
chy’ego, na og6t nie jest wiadomy na poczatku i otrzymujemy go jednoczesnie z rozwigzaniem.
Kolejna trudnos¢ wynika z faktu, ze charakterystyki rowniez nie sa znane a’priori.

Dla utatwienia warunek poczatkowy zadamy na R, dzigki czemu dowdd bedzie mniej zawity
technicznie. Nie straci jednak nic z ogblnosci, mimo iz rozwiazanie uzyskamy w pasie [0, 2] x R
(dla pewnego ts).

3.1 Zagadnienie Cauchy’ego

Bedziemy rozwazali quasi-liniowy uktad hiperboliczny ztozony z n réwnan:

0 0
o+ Altz,w) 5o = btz ), (3.1)
z warunkiem poczatkowym
u(0,2) = u’(z), = €R, (3.2)
gdzie niewiadoma funkcja wektorowa u = [uy, ..., u,]” jest funkcja dwoch zmiennych ¢ i x oraz

macierz A jest diagonalizowalna i ma rzeczywiste wartosci wtasne
Ly
A=TDL, I'=L"' D=diagl&,...,&], L= :
L,
Wierszami macierzy L sa liniowo niezalezne lewe wektory wtasne Ly = [Lyy, ..., Lgn| (kK =1,...,n),
macierzy A odpowiadajace wartosciom wlasnym - odpowiednio: wektor L; odpowiada wartosci

40
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&k, k= 1,2,...,n. Kolumnami macierzy I' (macierzy odwrotnej do L) sa liniowo niezalezne
prawe wektory wtasne macierzy A.
Po pomnozeniu uktadu (3.1) lewostronnie przez macierz L, zapisujemy go w postaci

ou ou
L—+DL— = Lb. .
T T (8:3)

PN

zmiennq xZ, Wprowadzamy norme
17t 2)llo = sup |£ (£, )], (3.4)
S

przy czym

Oznaczamy nastepujacy zbior
Go(U) = {(t,.x,u) e R™?: t € [0,T], [ul U}, U€R,.
Zaktadamy, ze

(i) L,T,D,b € C'(Gy(U)) dla dowolnego U € R, oraz sa ograniczone wraz z pochodnymi w
Go(U);

i) u’ e 1 jest ograniczone wraz z pochodng w zbiorze R.
i) u’ € CY(R) i jest ograni hodna w zbi R
Pokazemy, ze przy tych zalozeniach zachodzi nastepujace

Twierdzenie 3.1 Istnieje lokalne w czasie, jednoznaczne rozwigzanie klasy C* zagadnienia

(3.1) - (3.2).

Dowdd zaczniemy od zapisania uktadu przedtuzonego dla uktadu (3.1). Nastepnie zauwazy-
my, ze rozwigzanie uktadu (jesli istnieje) oraz jego pochodne sa ograniczone przez rozwiazanie
pewnego uktadu majoryzujacego. Jednoznacznosé rozwiazania dostaniemy na podstawie twier-
dzenia dla uktadu liniowego. Dowodd istnienia bedzie przebiegal metoda kolejnych przyblizen.
W pierwszym etapie utworzymy ciag liniowych uktadéw przedtuzonych. Nastepnie pokazemy
wspolna ograniczono$é rozwigzan skonstruowanego wezesniej ciggu liniowych uktadéw. Ta wta-

snos¢ pozwoli nam pokazaé jednostajna zbieznosé ciagu kolejnych przyblizen. W ostatnim kro-

(s) (s=1) (s
ku wykazemy jednakowsa ciagtosé ciagu pochodnych (pP= [ (u)@,) na zbiorze zwartym i stad,

korzystajac z twierdzenia Arzeli-Ascoliego, otrzymamy niemal jednostajna zbieznosé ciggu po-
chodnych.

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie, obszar okreslonosci G zagadnienia Cauchy’ego nie jest z
gbry znany.

3.2 Struktura uktadu przedtuzonego

W celu utworzenia uktadu przedtuzonego nalezy zr6zniczkowaé uktad (3.3) wzgledem zmiennej .
Zalézmy zatem w tym paragrafie, ze u € C2.
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Uwaga 3.1 Dla funkcji z = f(7, (), gdzie ¢ = g(7,7n) symbolem £ bedziemy oznaczali pochodna

o= _or o oy
or  or 0C ot

Rézniczkujac zatem uktad (3.3) wzgledem z dostajemy

" " O*(Luy,)
(L.+ Z L, wiz)uy+ Luyg, + (D, + Z D, uiy) Luy, + D o
i=1 =1

= Lo+ Y Lutiz)b+Lbgy+ Y b i)
i=1 i=1
Z réwnania (3.1) mamy
uy=b—TIDLu,,
natomiast z wyrazenia
O*(Lu )

o = L+ (Lo + ; Lo, (b—=TDLug)i) u,.

wyznaczamy Lu . W ten sposob otrzymujemy:

O*(Lu,) “

(Ly+ > L i) (b—TDLu,) + ~ (Lt + Y La(b=TDLuy);) vy +

=1 ot R
S 8‘1(Lu ac) n n
+(Dy+> Dy tiy) Lugy + D —ar = (Lo + Y Lutiz)b+L(bg + > by i),
i=1 i=1 i=1
a po uproszczeniu
& O*(Lu, "
— (L, + Z L, ui)TDLu, + (atu) - (L’t + Z L, (b— FDLu@)Z-) Ug +
i=1 i=1
e O (Lu, n
+(Da+ > D, thig) Ly + D (au’) =L(by+ Y b, iz) (3.5)
i=1 X i=1

Zauwazmy teraz, ze skoro L' =1 | wiec

_(L,m + Z L:Ui ui,x) I'= L(F,IE + Z F,uz' ui,x)?
i=1 =1
oraz

_(L,t + Z L, ui,t) I = L(F,t + Z L., Ui,t)
i=1

i=1

= L(I+ zn: [ (b—TDLu,)).
=1

Stad uktad (3.5) przyjmuje postaé:

n ajj L - n

LTy + > T tts,) DL, + - (a;t, ) L(Ts+ 3 T (b—TDLuy),) Lu, +
=1 =1

(Do + 3. Doy tig) Lty + D O (Lug) 5 Ur) _ Lo+ > b i), (3.6)
i=1 z i=1

Otrzymany uktad nie jest jednak zapisany w inwariantach Riemanna. Aby uzyskaé taka postaé
wprowadzimy funkcje
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Definicja 3.1

Wten sposob dostajemy
L(T x+2r )Dp+pt+L<I‘t+ZF (b—TDp):)p+ (3.8)
=1
+(D. + Z Do, (Tp)i) p+ Dpo = L(ba+ Y bu, (Tp)i).
i=1 i=1
Ostatecznie uktad przedtuzony sktada sie z 2n réwnan postaci
Uy b—TDp, (3.9)
pt+Dp, = Lb,—LI;+T,D)p+ (3.10)
—i—LZb (T'p); —LZFulb p—D,p
=1
—ZDM Tp);p — L<ZF .(('p);D + (' Dp); ))
lub ogdlniej
u, = b—TDp, (3.11)
Pi+Dpy = A+ TUp+o(p,p), (3.12)

gdzie A, U, ® zalezg od t, z, u oraz ® jest formg dwuliniowg o wartosciach wektorowych.

3.3 Ograniczono$¢ rozwigzania i jego pochodnych

Wykazemy istnienie czasu £y <
(3.2) to jest ono wraz z pochodnymi ograniczone dla t € [0, ¢o].

(3.1) -
Definiujemy funkcje:

T takiego, ze jesli istnieje rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego

Ho(U) = sup |b], (3.13)
Go(U)
H,(U) = sup [I'D],
Go(U)
Hy(U) = sup |A],
Go(U)
H3(U) = sup |V,
Go(U)
HyU) = sup |P|.
Go(U)

Nastepujacy uktad dwoch rownan rézniczkowych zwyczajnych bedziemy nazywaé uktadem ma-

joryzujacym:

dt

Cgt] = Hy(U)+ H\(U)P (3.14)
W i) + Hy(U) P+ Hy(U) P2 (3.15)
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Dla dostatecznie matego £ > 0 okreslamy warunki poczatkowe:

u©) = [u(@)o+e, (3.16)
du® ()

PO) = LO.2u@) =5

llo + €. (3.17)

Funkcje prawych stron uktadu (3.14) - (3.15) sa ciagte ze wzgledu na Ui P, a zatem i ogra-
niczone dla ¢t € [0,T]. Nie speliaja natomiast warunku Lipschitza ze wzgledu na zmienna U,
poniewaz nie spelniaja go (wzgledem u) prawe strony réwnan (3.10). Na podstawie twierdzenia
Peano o istnieniu rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych istnieje (byé¢ moze
niejednoznaczne) rozwiazanie zagadnienia (3.14) - (3.17) 1 jest ono ograniczone dla ¢ € [0, to],
gdzie to < Tp.

Lemat 3.1 Jesli istnieje rozwigzanie zagadnienia (3.1) - (3.2), to jest ono ograniczone dla
t € [0,t] przez rozwigzanie uktadu majoryzujacego (3.14) - (3.17):

[u(t,2)llo <U®),  pt, )]0 < P(?). (3.18)

Dowéd. Z nieréwnosci ||u(0,z)|lo < U(0) i ||p(0,z)]lo < P(0) oraz z ciagtosci funkcji u, U, p,
P dostajemy nieréwnosé (3.18) dla wszystkich ¢ dostatecznie bliskich 0. Jesli zatem nieréwnosé
zachodzi w calym przedziale [0, ], to otrzymujemy natychmiast teze. W przypadku, gdy tak
nie jest, rozszerzamy przedzial czasu do najwiekszego przedziatu dla ktérego zachodzi (3.18).
Przedzial ten jest postaci [0,t*), przy czym dla ¢t = t*:

[u(t®, 2)llo =U{"),  [lp" z)[lo = P(t"). (3.19)
Zapisujemy réwnania ukladu (3.12) na charakterystykach:
Ci(Ptp) =Pi(A+Tp+O(p,p)).
d

Skoro dla ¢ € [0,t*) zachodzi (3.18), wiec

0 dU
‘u < sup |b|+ P - sup [ID| = Hy(U)+ P H,(U) = — (3.20)
O] aow) Go(U) dt
oraz
d 2
—(Pip)| < sup |A|+ P sup |V|+ P° sup |P| (3.21)
dt Go(U) Go(U) Go(U)

Przy pomocy (3.21) otrzymujemy:

S (Pl L(Pup) \kilmp)k 4 (Pyp);

k=1

<
1Pl h Pyl

Pl |&(Pw)| |d(Pp)| P
P S| dt dt’

0
a ’Ptp’ =
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i analogicznie

Rozwazmy roznice:
* . - t (dP 0
P(t*) — |p(t", )| = P(0) — [Pop| +/0 <dt ~ \Ptp|> dt > P(0) — |Pop] -

Ostatnia nieréwno$¢ wynika stad, ze catka jest dodatnia. Ostatecznie

P(t") = [p(t", 2)llo = P(0) — sup [Popl = P(0) = [|p(0, )]0 >0,

co przeczy (3.19). Podobnie jest dla funkcji U i .
U

Dla t € [0, to] funkcje U(t) i P(t) sa ograniczone, a zatem na podstawie Lematu 3.1, réwniez
funkcje u i p sg ograniczone.

3.4 Jednoznaczno$¢ rozwigzania

Lemat 3.2 Jesli istnieje rozwigzanie problemu poczgtkowego (3.1) - (8.2), to jest ono jedno-
znaczne.

Dowdéd. Zatézmy, ze w obszarze okreslonoéci G zagadnienia (3.1) - (3.2) istniejg dwa rozwia-
zania: u 1 4, przy czym
u(0, ) = (0, z) = u’(x).

Oznaczymy dla uproszczenia

L=L(t,x,u), D = D(t,z,u), b=0b(t,z,u),

oraz wprowadzimy funkcje
v(t,x) = u(t,x) —u(t, x). (3.22)
Oczywiscie
v(0,7) =[0,...,0]". (3.23)
Funkcja v spetlnia w G uktad réwnan:

Lv,+DLv,=(F—F)—(L-—L)u;—(DL—DL)u,. (3.24)

Poniewaz, z zalozenia, funkcje L, D, b € C1(G), wiec korzystajac z lematu Hadamarda ! prze-
ksztalcamy prawa strone uktadu (3.24) do postaci:

Lvi+DLv,=Mou, (3.25)

'Lemat Hadamarda [28]. Niech funkcja F(z1,...,%n;21,.. ., zm) Ma w pewnym obszarze G wypuklym wzgle-

dem xy,...,x, przestrzeni (x1,...,2n; 21, ..., 2m) ciaglte pochodne wzgledem x4, . .., x,, do pewnego rzedu p > 0

wlacznie. Wtedy istnieje n funkcji @; (21, .., Tn; Y1, -« Yni 215 - -5 2m), @ = 1,2,...,n, majacych ciagle pochod-
ne wzgledem x1,...,%y, Y1,---, Yy do rzedu p — 1 wlacznie takich, ze

n

F(yla-~-7yn§21a--~7zm)_F($17~-~7$n5217~--72m):Z(?Ji—l"i)'Sﬂz‘($17-~-,$n§yl»---aynZZla--~7Zm)~
i=1
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gdzie
z';l Vg fOl (Lb)L u; |(t,m’ﬁ+,\v) dA
Mv = :
; Ui fol (Lb)”: Uil(t,z,u+Av) dX
1';1 U; fOl Lll, Usj |(t,x,ﬂ+)\v) dx ... igl (% fol Lln, Uj |(t,x,ﬂ+)\v) dA Uyt
Z vl f(] nl Uq tl‘,ﬂ-‘r}\’u) d)\ ; fo nn, u; t$771+)\’0) d)\ un,t
7,; Ui fOl (Lll 61)7“1‘ (t,x,a+Av) dA z; Vs fOl (Lln gl)mi (t,2,1i+Av) d\ Up g
igl i fOI (Lnl én)mz (t,z, a4+ v) dA l; Vi fol (Lnn gn)mz (t,x, a4+ v) dX Un,z
x Jo (Lb)1, uy dX > Jo (Lb)1, u, dA vy
i fgl(Lb)n wd\ L i Ol(Lb)n o dX o
i=1 i=1 (t,x,i+Av)
El Jo L, il aiae) Uit AN - El Jo Lu, wn |t a) * Uist AA "
Z;l Jo Lo, ‘(t,x,a+/\v) Ui dA z; Jo Lni, Un’(t,x,ﬂ—i—)\v) Ui dA n
igl fol (Lli §1>7u1 |(t,ax,ﬁ+>\v) C Ui d\ ... l; f()l (le‘ él)mn |(t,z,ﬂ+)\u) c U g d\ vy
Z; fol (an 571)7’114 ‘(t,x,fur/\v) . ’LLi,x d)\ e Z; fol (an gn)vun ‘(t,I,fLJr)\v) . ui@ d)\ Un,

Zauwazmy, ze réwnanie (3.25) jest liniowe ze wzgledu na funkcje v.
Jesli wprowadzimy

_:Z)v,

dla ktérego mamy
1_}7,5 = (Z_—Jﬂg + Z_—J’ﬂ a,t) v+ I_/’Uﬂg, ’1_1733 = (I_/’z + I_/’a ﬂ,x) v+ I_/U@,

to otrzymamy nastepujacy uktad: B
v;+Dv,=Hu, (3.26)
gdzie macierz B B - o B
H=M+L,+Lzu,+DL,+DLzu,)l.
Poniewaz wspoétczynniki uktadu (3.1) sg ograniczone na podstawie zatozeii oraz pochodne @ , i
U4 sy ograniczone na mocy Lematu 3.1, dlatego réwniez macierz H jest ograniczona w obszarze

okreslonosci GG. Na mocy Twierdzenia 2.2 dla uktadu liniowego, rozwiazanie zagadnienia (3.1)
- (3.2) jest jednoznaczne (o ile w ogdle istnieje) i u = a.
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3.5 Istnienie rozwigzania

Lemat 3.3 Rozwigzanie zagadnienia (3.1) - (3.2) istnieje i jest funkcjg klasy C*([0,t5] x R)
dla pewnego to < T.

Dla dowodu istnienia rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego (3.1) - (3.2) zastosujemy metode
kolejnych przyblizen.
Definiujmy zerowy element ciagu:

W (tx) = u'(z), zeR (3.27)

Dla uproszczenia dalszych zapisow bedziemy uwazali, ze indeks nad nazwa funkcji oznacza
zaleznos$¢ od odpowiedniego przyblizenia funkcji u, tzn.:

(s) s (s) s (s) s
L= L(t,z, (u)), D= D(t,x, (u)), b="0b(t,z, (u)).

s s+1
Zalozmy, ze zostato juz skonstruowane przyblizenie (u) (t,z) € C*. Okreslimy ( u ) (t,z) jako
rozwigzanie nastepujacego liniowego zagadnienia Cauchy’ego:

(8) (s#+1)  (5) () (s+1) (5)(s)

Lu; +DLu, = Lb (3.28)
Ci0(0,2) = W), zeR (3.29)

7 Twierdzenia 2.2 o istnieniu rozwigzania liniowego uktadu réwnan wynika, ze w obszarze okre-
(s41) s+1 (s+1)
slonodci G zagadnienia Cauchy’ego (3.28) - (3.29) istnieje rozwiazanie LY (t,z) e C'Y( G ).

3.5.1 Ciag liniowych uktadéw przedluzonych

Utworzymy ciag liniowych uktadow przedtuzonych.
Oznaczamy

(s) (s=1)(s
p=1 %,  s=12.... (3.30)

Dla s = 0 przyjmujemy

0) du®
p=L(0,z,u"(x)) “dfc“’).

Roézniczkujac wzgledem z liniowe réwnanie (3.28) i wykorzystujac oznaczenie (3.30) otrzymu-

jemy liniowy uktad przedtuzony. Dokonujemy zmiany w prawej stronie réwnania (3.32) przyj-
(s) (s+1)
mujac P zamiast P .

(3.31)

(s4+1) 5)  (5)(s)(s)

u,t - b —1ID ) (332)
s+1)  (8)(s+1 (s)(s) (s) 7 (s) () (s)\ (s+1)
(p,t) + _D(p,x) = Lb T ( ,t + 7x.D > P + (333)
(5) SN () (s=D)(s) (s) (5)  (5=D(s+1)  (s) (s+1)

+Lzb,ui(rp)i_ Z w bi P =D, D

(s) (s—1)(s) () (s—1)(s—1)(s) (s+1)
W((T DT D))



48 Ro0zDZIAL 3. ZAGADNIENIE CAUCHY’EGO DLA UKLADU QUASI-LINIOWEGO

W ogélnym zapisie

(s+1) 5) () (s) (s)

ug = b—-—IDP (3.34)
s+1)  (9) (541 () s D) (5 D(s1) (s5-1) (s) (s+1)
(p,t)‘i‘D(p,z) = A+ V' p+ ¥ p + & (p, D) (3.35)
(s) (571 (s571) (s5,5-1) (s) (s=1) (s)
gdzie A, W' | W2 @ zalezgodt, z, w, u oraz ® jest forma dwuliniowa o wartosciach

wektorowych.

s) (s)
3.5.2 Wspdlna ograniczono$é funkcji ciggu ((u), )

Podobnie jak w paragrafie 3.3 definiujemy funkcje

Hy(U) = sup b (3.36)
(t,2)€[0, T xR
u|<T,|v|<T
ﬁh((j) = sup  [AD)|
(t,z)6~[O,T]><~R
ul<T,|o|<T
Hy(U) = sup I
(t,z)g[O,T]x}%
|ul<T,|v|<T
Hy(U) = sup |W']+ sup |V’
(t,2)€[0,T] xR Go(D)
u|<T,|v| <O
H,U) = sup |9
(t,z)6~[O,T]><~R
ul<T,|o|<T
oraz uktad majoryzujacy
dU S
WP
pl Hy(U) + P H3(U) + P2 Hy(U), (3.38)

z warunkami poczatkowymi
U(0) =U(0), P(0) = P(0). (3.39)

Prawe strony ukladu (3.32) - (3.33) w kazdym s+1 - szym kroku spetniaja warunek Lipschitza

s (s+1)
wzgledem R i P . Funkcje prawych stron uktadu (3.37) - (3.38) sa ciagte ze wzgledu na

U i P a zatem ograniczone dla t € [0,7]. Na podstawie twierdzenia Picarda o istnieniu roz-
wigzania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych istnieje taki czas t; < T, ze jednoznaczne
rozwiazanie zagadnienia (3.37) - (3.39) istnieje i jest ograniczone dla t € [0, ;].

S (s)
Lemat 3.4 Elementy ciggu kolejnych przyblizen {(u)} oraz ciggu { P} sq wspdlnie ograniczone
dla t € [0,t1] przez rozwigzanie ukladu majoryzujgcego (3.37) - (3.39):

(s) - ®) -
1% (t2)lo < T®), || P (ta)llo < PUt), s=0,1,2,... (3.40)
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Dowdéd. Indukcja ze wzgledu na s.
Sprawdzimy, czy nieréwnos$¢ zachodzi dla k = 01 k = 1. Z definicji warunkéw poczatkowych
mamy

(0) ~ (0) ~
| ullo <U), [P llo<P(0)
Poniewaz U(t) i P(t) sa funkcjami dodatnimi i rosnacymi dlatego
(0) ~ (0) ~
| v (t,x)|lo <U®), | P (t,x)]o<P(t), dla te]l0,t].
Stad réwniez
(1) (0) -
17 @a)llo=1 P (&)l < P(2).
1 -
Aby dosta¢ nier6wnosc || 7 | < U(t) nalezy przeprowadzi¢ rozumowanie tak jak w dowodzie
Lematu 3.1 dla funkcji u.
Zaloézmy, ze nieréwnodci ponizej zachodza dla k=s—1ik =5
(k) ~ (k) ~
| wllo<U®), [P llo<P(t), datel0,t]
Dla k = s + 1 dowodzimy doktadnie tak samo jak Lemat 3.1.

U
. e e s . (s)
3.5.3 Jednostajna zbieznosé ciggu {u }
Udowodnimy
Lemat 3.5 Cigg {(ft)} jest zbiezny jednostajnie w przestrzeni Banacha C([0,t;] x R).
Wprowadzamy funkcje wektorowe
s (s) s S s s s T
(-;1) (t,2) =1 ((Zl)_(u)>, (;;1): (;11)7---,(73;1)

Wobec okreglenia warunku poczatkowego dla funkcji ciagu {(73)}, mamy

s+1

o) =10, 07, s=01,...
Pochodne funkcji (Sﬁl), (k=1,...,n, s=0,1,...) dane sa wzorami

s+1 () () (s+1)  (s) () /(s41 s
(Tk,t): (Lk,t +Z Lk, ui,t) < U — U> + Ly <(U7t) - 7(12:) )
i=1
(s) " (s) s+1 s (s)
F_ (Lm +3 Lia, u) (< ) <u>) L2 ((3;) g )

i=1

Z (3.28) mamy
(s+1)  (8) (s+1) (s)(s) (s=1)(s—1)
Thi T8 The = (Lb)k—( L b )k (3.41)

(s) no(s) (s (s) (s) (5) () (s) (s) (s+1)
+ (th+ Liw Uit + & Lig + & D LiuUig | T 7

i=1 i=1

(s) (=D (s
— | Ly — Ly Ut

() (s) (=D (s=1)\ (g
N\ &L — & Lr | ug, k=1,...,n.
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Niech M oznacza macierz

SO O L 9e o @\ @
M = (th-FZ Lk, U zt+§kLkm+§kZLkul (L :

i=1 =1
e . (s) (s=1) (s) (s)
Z lematu Hadamarda wynika, ze istnieja ciagle funkcje My; = My (t, x, u, w , U 4, U 4),
k.,i=1,...,n takie, ze

O, (=1)(-1) () G-D\ ) (O (=D
(Lb)r—( L b)k—<Lk—Lk)U,t—<kak—§k Lk) ZMkz i .

. . . . (s)y . ((s) i1 . .
Poniewaz wyrazy ciagéw ciagéw {u} i {u} sa wspélnie ograniczone oraz z zalozenia (i) ze
strony 41, istnieje taka stata Cy, ze macierze M i M sa ograniczone dla (t,z) € [0,t;] x R:

| M| < Ch, M| < Cy
Przedstawiamy (3.41) w postaci macierzowej:

S ( ) S ~ S
VIS R VN ) (3.42)

a nastepnie zapisujemy réwnania tego uktadu na charakterystykach. W ten sposob dostajemy
uktad n réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

d (s+1>

(s+1)
P

) =Pu(M 7")+7Dt( o).

+1
Aby uzyskac °r + w punkcie (¢, ) catkujemy wzgledem zmiennej ¢ w granicach od 0 do :

“ / PuM Pyt + / P01 ) at.
Poniewaz dla dowolnego k =1,...,n
1% ()l = Sup| P (a1 2))],
TER
stad zachodzi nier6wnosé
(S‘H) _ s+1 N
1 @< o [ 1 @ lodt+ o [ 1F 0,30 (3.43)
Niech "
t) = .
@ (t) = max || 7 (r.2)lo
(@)
Z (3.43) przy pomocy funkcji @ otrzymujemy:
(s+1 s+1)
Q ()< %—Qmﬁ“m/ £) dt (3.44)

Dla kazdego t* > t mamy:

(s+1) t (s) £ (s+1)
Q <£)<CM/ Q(t)dt+CM/ Q (H)dt, s=0,1,2,...
0 0
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Do powyzszej nieréwnosci stosujemy lemat Gronwalla:

(s+1) -ttt (s) t* (s) t* (s)
Q ()<Cyue™! [ Qar<cye ™ [ Qwat=c [ Q)
0 0 0

gdzie C = Cj;e“Mh . Poniewaz otrzymana nieréwnoéé zachodzi dla dowolnego t* > f, wiec
réwniez dla t* = ¢, czyli:
s+1 t (s)

Q h<C[ Qa (3.45)

Zauwazmy, ze skoro wszystkie przyblizenia sg ograniczone dla (t,x) € [0,t;] xR, dlatego funkcja
(1)
Q@ jest stata:

(1) (1) 0 (1) (0 N
(t) = max || 7 (7, x)||0—max | L (u — u)||0— C. (3.46)

T€[0,t] €[0,t]

(s+1)
Stosujac teraz wielokrotnie wzor (3.45) szacujemy z gory @ (1):

(s+1) t T Ts—1 (1)
Q (f)gcs/m/ dﬁ.../ Q () dry
0 0 0

Uwzgledniajac (3.46), ostatecznie dostajemy

(5+1) (E) (C’ﬂ

(3.47)

Pokazemy teraz, ze ciag {(13)} jest ciagiem Cauchy’ ego w przestrzeni Banacha C([0, ;] x R)
7 NOrmg, supremum.

(s)
Niech k > m. Korzystajac z (3.47) i z ograniczonosci funkcji [' dla dowolnego s = 0,1,...
(przez stata Cp) otrzymujemy:

(k) (m) ® (k1) (mt1) _ (m)
|w (&)= w (L) < [l v — lo+--.+1 — u [l
( =1) (k (m )(m+1
= | Pllo+... I T llo
S ((Ct) (o
<
CLC<(k_1) +...+ oy
- (C)™ ( t)?
<
CLe m+1 T rDm+2)
(m+1
- (Ct)y™ Ct t2 (Ct)k—1t=m
< — et
cLC - 1+ 1 —I— 5 + +(/€—1—m)!
< C«LCV(Ct)m Ct
m!

Na podstawie powyzszej nieréwnosci wnioskujemy, ze cigg {(ii)} spetnia warunek Cauchy’ ego
w przestrzeni Banacha C([0,¢;] x R), czyli jest w tej przestrzeni zbiezny jednostajnie:

max_|| % _ W o < CLC
t€[0,t1] m!

e — 0, gdy m — 4oo. (3.48)
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. . . . . , s . (S)
3.5.4 Niemal jednostajna zbiezno$é ciggu {P}
W tym paragrafie pokazemy, ze
(s)
Lemat 3.6 Cigg {P} jest zbieiny niemal jednostajnie dla t € [0,t4].

(s)
Dowdéd. Zaczniemy od wykazania jednakowej ciggtosdci funkcji ciagu { P } wzgledem zmiennej
x dla kazdego ustalonego t € [0, t;].
Wychodzac z réwnan uktadu (3.35), otrzymujemy po scatkowaniu wzdtuz charakterystyk

(s+1) _ (s+1) t (s
p (£7) = Py D +/ P A dt (3.49)
D E () (s+D)
+/ Pt dt+/ Pt )dt+/0 Po(D, p)dt

Pokazemy, ze istnieje funkcja M(8), M (5) — 0 gdy 6 — 0 taka, ze dla t € [0, ¢,] i dla wszystkich

s zachodzi:
(s+1) B (s+1) _ ~ _ =
| (t,z)— p (t,z)| < M(6) dla |z—=z|<0. (3.50)

Dla k-tej sktadowej wektora po prawej stronie réwnania (3.49) zauwazmy, ze

+1) (s)
e Funkcje 770 , Py A sa funkcjami cigglymi wzgledem zmiennej Z, a wiec sg jednostajnie

ciggle Wzglgdem x na dowolnym zbiorze zwartym oraz istnieja takie funkcje No(0) i Na(0):
No(6) — 0, No(0) — 0 gdy § — 0, ze dla &, T takich, ze |z — Z| < 0 zachodzi:
(s+1) = (s+1)
Po P —=Po P | < No(9),

) = (s)
[P T =P: T'| < Na(d).

b (8,265, 7))

1S
irH
S
)
\.@#
=

=
~
SH

5]
S~—
S~—

|

[~]=

S
ir‘H
PE/\

n_ (s) (s)
< W (ot E, 7)) = Wy (8 2 (68, 7))] D) (ta(t: . 2)] +

n @ _ (s) _ (9 _
+Z wi G0 E)] | pi (ot 6, E)— pi (8 2(t: 1, 2))).

Poniewaz funkcje macierzy W' sa jednostajnie ciggle wzgledem 7 na dowolnym zbiorze
zwartym, zatem istnieje funkcja Nyi1(d), Ng1(d) — 0 gdy 6 — 0 oraz

(s ) (s)
| U (Gt 6,2)— V(L oe(66,2)| < Na(6) dla |2 -2 <6, ki=1,...,n
(s) (s)
Dodatkowo, korzystajac z ograniczonodci funkcji P oraz W' dla ustalonego t € [0,41] i x
nalezacego do dowolnego zbioru zwartego, otrzymujemy

n s) n

ST WD) (t (6 7)) qu,ﬂpz (t,2u(t: 1, 7))| <
=1

(s) - (s) _
< Ci1Nyi(6) +C1 o n nax | P (t,zx(t;t,2)— P (¢, xi(t; 8, 7)),

-----

dla pewnej dodatniej statej ;.
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e Analogicznie dostajemy (Cy > 0)

n(s) n_ (s)
(s+1) T (s+1) =
Z \Ilzz spi (tvmk‘(t; 7‘77)) - Z \I]zz Di (tv $k(t;t, x)) <
i=1 =1
s+1) (s+1)

oraz (C3 > 0)

2 ) (s)(s+1) _ 2 ) (s)(s+1) i
Oy pi oy (Lt @) =Y uy pi py - (taw(t 1, 7))
=1 =1

(s) _ _
< C3Ng(9) +Cs max | D (t,z(t;t,2))— P (¢, zx(t; 1, 7))

,,,,,

gdzie Ny2(6) — 0, Ng(0) — 0 dla 6 — 0.
Na podstawie powyzszych uwag dostajemy

0= @) < M)+ E(NAG) + O Nua(8) + Ca Naa(0) + Co Nod) (350)

g (s) _ (s) -
t (s+1) _ (s+1) _ _
(@4 ) [ max |8 (nettsE )= B (1 a2
Przyjmijmy
(i) - (1) T =
M1 (t,0) = Juax - sup | pr (752(758,2))— pr (75 2(75 8, 2))]. (3.52)
i=1,...,54 ‘i;ﬁ)lf]&
Z (3.51) mamy
Mo1(£,8) < No(8) +F (Na() + C Nya (8) + C Ny (8) + C Na(9)) (3.53)

t
+4C / M. (t,0) dt,
0

dla C' = max {nCy,nCs, nCs}.
Skad po zastosowaniu lemat Gronwalla dochodzimy do nieréwnosci:

M. (T.6) < (N0(5> 7 (No(6) + C Nya (8) + C Nua(6) + C N¢(5))> (AT, (3.54)
Poniewaz Ny g1 y2.0(d) — 0 gdy 6 — 0, dlatego dla ¢t € [0,;] réwniez M 1(t,6) — 0 jesli
0 — 0.

Ostatecznie przyjmujemy

NI(5) = (No(a) 11 (No(8) + C Nya (8) + € Nya(8) + C N¢(5))> S (3.55)
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Na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego, z kazdego wspoélnie ograniczonego i jednakowo cia-

(sk)
glego ciagu funkcji mozna wybraé podciag zbiezny jednostajnie. Dlatego pewien podciag { D }
zbiega niemal jednostajnie dla ustalonego ¢ € [0, ] do ciagtej funkcji p. Udowodnili$my, ze ciag

{(&)} jest jednostajnie zbiezny w [0,t0] X R do ciagtej funkcji u. Wezmy zatem podciag {(ﬁ)},

ktory oczywiscie zbiega jednostajnie do funkeji u. Stad réowniez podciag L(t, x (Sﬁ)) zbiega jed-
(sk)
(81,'2)) D zbiega niemal jednostajnie wzgledem x dla

s s (k)
ustalonego t € [0, t1] do ciagtej funkeji T'(¢, x, u) p. Pamietamy, ze S,ka): [(t,z, ({Z)) p.Na mocy

twierdzenia o rézniczkowaniu ciggu funkcyjnego funkcja u jest rozniczkowalna w sposob ciagty
dla t5 = min {¢y, ¢, }. Ponadto u, = I'[u] p. Pochodna funkcji u istnieje, a zatem jest tylko jedna

nostajnie do L(t,z,u). Dlatego ciag I'(¢, x,

()
i stad kazdy inny zbiezny niemal jednostajnie (dla ustalonego ¢ € [0,%3]) podciag ciagu { P}
(s)
ma granice p. Stad wynika, ze ciag { P } ma tylko jeden punkt skupienia.

Przechodzac w uktadzie (3.28) do granicy zauwazamy, ze funkcja u spelnia zagadnienie
(3.3). Ciaglosé¢ pochodnej rozwiazania wzgledem zmiennej ¢ wynika z ciaglosci prawej strony
ukladu (3.1) i pochodnej u .

Na mocy pokazanej jednoznacznosci rozwigzania funkcja u jest rozwigzaniem klasy C! zagad-
nienia (3.1) - (3.2).



Rozdziat 4

Zagadnienie Cauchy’ego dla uktadu
quasi-liniowego z funkcjonalng
zaleznoscig wspotczynnikéw od
rozwigzania

W tym rozdziale skoncentrujemy sie na twierdzeniu o istnieniu i jednoznacznosci lokalnego w
czasie rozwigzania problemu poczatkowego dla quasi-liniowego uktadu hiperbolicznego z dwie-
ma zmiennymi niezaleznymi (¢, x) i wspétczynnikami zaleznymi funkcjonalnie od rozwiazania
postaci

us+ Alulu, = bul, (4.1)
u(0,2) = u’(x), xcR. (4.2)

Pokazemy, ze rozwigzanie zalezy (w topologii C'') w sposéb ciagly od warunkéw poczatkowych.

Dowdd istnienia, ktory zaprezentujemy ponizej bazuje na metodzie kolejnych przyblizen.
Stad bedziemy potrzebowali Twierdzenia 2.5 dla uktadu liniowego. Przytoczymy teraz jego
treé¢ dla przypadku, kiedy dane poczatkowe zadane sa na calym R. Warto zauwazy¢, ze jesli
te zaleznosci funkcjonalne sa zadane na odcinku [a, b], to tatwo otrzymaé - korzystajac z defi-
nicji obszaru okreslonosci - lokalna (przestrzennie) wersje twierdzenia o istnieniu przy danych
poczatkowych zadanych na odcinku [a,b] C (@,b).

Twierdzenie 4.1 Zaléimy, ze D(t,x), L(t,x), b(t,z), B(t,x) sq¢ ograniczonymi funkcjami ma-
cierzowymi klasy C*([0,00) x R) z ograniczonymi na [0, 00) x R pochodnymi az do rzedu k. Jesli
warunek poczgtkowy u°(x) jest klasy C*(R) i ma réwniez pochodne do rzedu k ograniczone na
R, wtedy istnieje jednoznaczne globalne rozwigzanie u € C*([0,00) x R). W topologii C* w kaz-
dym skonczonym pasie [0, T] X R rozwigzanie zalezy w sposdéb ciggly od warunkéw poczatkowych

(4.2).

Niech
Xo = {u € C[R);|Jullo :=sup,|>_ u? < oo}
zeR i=1
i podobnie

Xy = {u€ C'R); [lully = [lullo + [[usllo < oo}

We wszystkich rozwazaniach w tej pracy ograniczymy sie do funkcjonalnej zaleznosci tylko ze
wzgledu na zmienna z. Stad w Afu| , blul, itd., u jest traktowane jako funkcja zmiennej x,

95
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parametrycznie zalezna od t. Podobnie przyjmujemy, ze operatory A, b, ..., sa parametrycznie
zalezne od t. Dla uproszczenia notacji zalezno$é¢ od ¢t nie bedzie wyrdzniana, o ile nie zajdzie
taka potrzeba. W ten sposob liniowy przypadek (2.1) jest zawarty w (4.1).

Zakladamy réwniez, ze dla danej funkcji u z pewnej kuli B!(u°) (kula otwarta z przestrzeni
X1 o $rodku w «° i promieniu 7) macierz Alu] (¢ € [0,7]) ma rzeczywiste wartosci wlasne
& lul, ..., & ful i jest diagonalizowalna

Dlu) = diag[&i[u], ..., &ilul],  Llu]=|
L, [u]
Wiersze nieosobliwej macierzy L[u] sa liniowo niezaleznymi lewymi wektorami whasnymi Alu].
Mnozac (4.1) z lewej strony przez L[u], otrzymujemy uklad w postaci charakterystycznej

Liu) u¢ + D[u) Lu] u, = Z[ul, (4.3)

gdzie
Z[u] = L]u] blu].
Niech zatem funkcja u°(z) bedzie warunkiem poczatkowym (4.2) dla uktadu (4.1). Zaktadamy,
ze istnieje kula B} (u®) w X, taka, ze dla kazdego ¢ € [0, T] zachodza nast¢pujace warunki:
(A;) K : B}(u’) — X; i dla pewnej state] C' < oo: ||K[v]|l; < C dla dowolnego v € B} (u?),
gdzie K oznacza L, ', D, Z.

(Ay) L jest ciagtym nieliniowym operatorem, L : B! (u®) — X,. Zakladamy, ze L jest réznicz-
kowalny w sensie Frécheta i dodatkowo przyjmujemy, ze pochodna L' : X; — X; moze
by¢ rozszerzona w sposob ciaglty na caty przestrzen X, tzn.

Je>0VveBr W) Vhex, || L' (v)h]lo < ClR[o.

(A3) L[v] jest klasy C' ze wzgledu na parametr ¢ i istnicje stata C' taka, ze ||%L[U]||0 < C,

v € B (u?).
(A4) Dla |z — z| < 4 i dla kazdego v € B} (u°), istnieje stata C' i funkcja N(§), N(5) — 0 jesli
0 — 0 taka, ze
9, 0 _ _ _
5 Kt @) = o K](8, 7)) < Clue(2) = ve(2)] + Clo(z) — v(@)[ + N(9),
gdzie K oznacza L,D,Z. |- | - metryka euklidesowa.

(As) Istnieje stata C, ze || K[v] — K[v]|lo < Cllv — 0o dla v € B! (u"), gdzie K symbolizuje L,
r. D, 7.

Wizystkie state wystepujace w zalozeniach (A;)-(As) moga by¢ oczywiscie rézne. Dla uprosz-
czenia przyjeliémy najwieksza z nich jako C'.
Mozna podaé nastepujacy przyktad operatora, ktéry spelnia zatozenia (Ay) - (As) :
Kpl(t,a) =k (2.0, [ orlwg.0)dy, [ golosy o)y,

[ sty 0. )y, [ gulay0(), v )y ). (44)
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gdzie v € Xy, k jest funkcjg rézniczkowalna w sposoéb ciagly ze wzgledu na wszystkie zmienne
oraz funkcje g3 i g4 zaleza od pochodnej v’ liniowo. Ponadto zaktadamy, ze catki [ g1(z, v, v(y))dy,
o g2z, y,0(y)dy, Jr g3(x,y,v(Y),v"(y)dy, [y 9a(z,y,v(y),v'(y))dy istnieja i sa rézniczkowal-
ne w sposob ciagly ze wzgledu na x oraz pochodne sa jednostajnie ograniczone jako funkcje
zmiennej . Szczegbdlnym przypadkiem uktadu réwnan rézniczkowo-funkcjonalnych (4.1) z ope-
ratorem typu (4.4) jest quasi-liniowy uktad hiperboliczny.
Wystepujaca w zatozeniu (Ay) funkcja N(J) wyraza sie przez moduly ciagtosci funkeji %, %,
o
8xk(t7 T, 0,71, 772)

Operatory, ktére wystepuja na stronie 13 w uktadzie ((1.33) - (1.35), (1.15), (1.31)) sa
postaci (4.4).
Sformutujemy teraz gtéwne twierdzenie tego rozdziatu:

Twierdzenie 4.2 Zaloimy, Ze spelnione sq zaloZenia (A1) - (As). Wowczas zagadnienie (4.1)
- (4.2) posiada lokalne w czasie, jednoznaczne rozwigzanie klasy C*.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaly juz opublikowane w pracy [35].

4.1 Uktad przedluzony

W tym paragrafie dla uktadu (4.1) zdefiniujemy uktad przedtuzony, ktéry pomoze nam osza-
cowaé wzrost rozwiazania uktadu (4.3) i jego pochodnych.
Wprowadzamy nowg funkcje wektorowa p:

Definicja 4.1

p(t,x) = L{u(t,)] u, (4.5)
Bedziemy uzywali nastepujacej notacji:
L,v] = gL[v], (4.6)
’ ot
dla funkcji v € X niezaleznej od t. Jesli u = u(t, x) woéwczas
L [u] = QL[U] (4.7)
’ ot _
Pochodna Frechéta dla L[u] dzialajaca na w bedziemy oznaczaé
L'uw = L'(u;w), ue€ Xy, we X,.
Zrbzniczkujemy teraz formalnie réwnania uktadu (4.3) wzgledem x
<883UL[U]> uy+ Luju g, + (iD[u]) Luu, + D[u]gp(L[u]uz) = ;xZ[u] (4.8)

Dla pochodnej czastkowej u 4, mamy

Ll uss = g (Ch) — (520

gdzie na mocy zaltozenia (As) oraz ze wzgledu na (4.7) mozemy przeksztatcié %L[u] nastepujaco

0 ro
§L[u] = L'(ujuy) + Lfu). (4.9)
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Ostatecznie wyznaczajac uy i u , z (4.3) oraz (4.5) wzgledem p, otrzymujemy uktad przedtuzony:

w = Tu)Zu] — T[u)Dlulp, (4.10)
ZYZH)[ ]gi = aaxZ[ | — (iL[u]) T'[u] Z[u] (4.11)
+ K;CL[U]) Tul D[] + L' (u; T[u] Z[u] — T'[u) D[u]p)T[u]
+ L y[u]T[u] — ;xD[u]] j22
u(0,2) = (), (4.12)
du®

p(0,2) = pz) = Liu"] (4.13)

dr”

Warto odnotowaé, ze uktad (4.10)-(4.11) jest juz wyrazony w inwariantach Riemanna, tzn.
ma posta¢ diagonalna, podczas gdy (4.1) - w ogélnosci - nie jest. Lewa strona (4.11) jest
pochodng kierunkows wzdtuz charakterystyk:

& () =P, (4.14)
gdzie
;= g~ (gt Tzl
K ) D)D) + £ (1Dl Z0]) ~ DDl + £.0ol0] — 2Dl
Catkujemy (4.14) wzgledem ¢ w granicach od 0 do 7 i otrzymujemy
p(E, %) = Pop + /0 " Puf)dt. (4.15)

Aby otrzymaé¢ réwnania (4.10)-(4.11) musimy zalozy¢, ze u(t, z) € C%. Jednak posta¢ catkowa
(4.15) pozwala nam znalezé stabsze rozwiazanie, ktére jest jedynie ciagle, poniewaz pj jest
rézniczkowalne wzdtuz k-tej charakterystyki (kK =1,...,n).

Niech (u,p) nalezy do przestrzeni Xy X Xy z norma

1w, p) | == (C* + Dllullo + ClIpllo.

Jedli (u,p) jest z kuli B*(u® p°) o érodku w (u%, p%), otwartej] w Xy x Xy wtedy funkcja u
pozostaje w kuli B} (u"). Z zatozen (A3) i (As) otrzymujemy

lue — ulllo = IT[u]p — T[] "o < Clip = p°llo + Cllw = w15 ]lo.

Poniewaz
du®

1P lo = L[] ——llo < C*,

dlatego
e = ulllo + [lu = w’llo < (C° + Dflu = u’llo + Cllp = p°llo < 7.

Pokazemy teraz, ze jesli istnieje rozwiazanie (u(t, z), p(t, x)) réwnan (4.10)-(4.11) (p w sensie
rownania (4.15)) to pozostaje ono w B} (u’, p°) dla pewnego skoniczonego czasu t € [0,t.), gdzie
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t. jest okreslone przez (4.20).
W kuli B (u®,p®) zachodza nast¢pujace oszacowania:

e (t, )] < IT[ulllo [1Z[ulllo + [T [u]llo | D[ulllo Ipllo < C*(1+Ilpllo). (4.16)

Ze wzgledu na

.
Ipllo < lp = P°llo + [P°ll0 < ot c?,

dostajemy
us(t, 2)] < Cu, (4.17)

gdzie C,, = C* + C* + Cr.
Funkcja py jest rozniczkowalna wzdtuz k-tej rodziny charakterystyk. Zatem z (4.11) mamy:

G| < g 2Zbdloc+ 12l I o120l (4.18)
+ (1l g EidlolTEllol Dl + € 6} 2Ld — TRl DLl Tl

0
UL dallol el + 12 Dl sl
< CHC+lpllo(C+C%+C%+ ) + C(lIpllo)*
Stad

dt (Pup)

gdzie C, = C +2C3 + C+ C5 + CO+ C® +r(1 + C + C? 4+ C3 + 2C5) + C?*r2.
Poniewaz dla dowolnej funkcji p(t) € C*:

| d <G, (4.19)

Cjtw(t)

)

d
—|p(t)| <
% (0)
dlatego z (4.17), (4.19) otrzymujemy:
0 0
O ut.r) — @) < G,
0
§|Ptp—7jop| < Cw

z czego wynikaja nierownosci

u(t, ) —u’(z)] <
|Pip — Pop| <

y 2

t
tCy.

State Cy, C, nie zalezg od x, wigc mozemy napisac

[, p) = @ p°)ls = (C°+ Dlu—ullo + Cllp — o
< #(Cu(C*+1)+C,C) = EC..

Jedli .
t,=mind — T\, 4.20
mm{c* } ( )

wowczas rozwigzanie znajduje sie w kuli B (u®, p°) (stad jest ograniczone) dla t € [0, t,).
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4.2 Charakterystyki

Charakterystyka x = w(¢;t, ) nalezaca do k-tej rodziny krzywych, przychodzaca do punktu
(t,7), jest rozwigzaniem réwnania

CZ = & lul(t,x), te0,1], (4.21)

z nastepujacym warunkiem poczatkowym

p(t; 6, 7)| = = . (4.22)

Dla v € B} (u®) funkcja &[u|(t, z) jest ograniczona i ma ograniczona pochodna ze wzgledu na .
Stad spelnia warunek Lipschitza wzgledem x i dlatego problem poczatkowy (4.21)-(4.22) ma, na
mocy twierdzenia Picarda o istnieniu i jednoznacznosci, jednoznaczne rozwigzanie. Przez kazdy
punkt (¢,7) € [0,t.) x R przechodzi tylko jedna charakterystyka nalezaca do k-tej rodziny i jest
ona okreslona dla ¢ € [0, 1.).

4.3 Jednoznaczno$¢ rozwigzania
Pokazemy nastepujacy

Lemat 4.1 Jesli istnieje rozwigzanie problemu poczgtkowego (4.1) - (4.2), to jest ono jedno-
znaczne.

Dowéd. Zatézmy, ze u(t, x) i u(t, ) sa dwoma réznymi rozwigzaniami zagadnienia (4.1) - (4.2),
przy czym
u(0, ) = u(0,z) = u’(x).

Dla utatwienia bedziemy uzywali nastepujacej konwencji zapisu

L=Llu, D=Dlu, Z=Zu], T =TIlul.
Wprowadzamy funkcje

v(t,z) = u(t,z) —ut,r), v(0,2)=][0,...,0]", (4.23)
ktora spetia nastepujacy uktad réwnan

Lvy+DILv, =27 —7— (L — Lu; — (DL — DL)u,. (4.24)
Postaé¢ uktadu (4.24) sugeruje wprowadzenie kolejnej funkeji:
v=Lv.

Uwzgledniajac wyrazenia

o _
ot
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mozemy zapisaé¢ uktad (4.24) w inwariantach Riemanna

ov - 0v -

o TP o
Stad dostajemy

ddt(m) = PZ-PZ—P((L-L)u,) P (DL—DE)u,x>

+P ((L @ + L' (a;

Ql
=i
NN]
|
sl
o]
=)
+
o
|
=
@ll
~_

Po scatkowaniu od 0 do ¢ tatwo otrzymujemy nieréwnosé

< [ 121l - g, d

+/HL (il Iluslly e
+AHMMMM—DMmen%mw
+ [ 1zl Il o0, ar
+/\
+ [ 1D,

Zauwazmy teraz, ze zachodzg nastepujace oszacowania

L (T Z =T Dp)|, Tl 7], dt

ITlallly o]l dt.

gl

Llu]
0

o [lus(t, 2)lly < [TlulllollZ[ulllo + [TTulllo]| Dlullo < 2C2,

| D[u] Llu] — Du] L{u]llo < C||L[u] = L{u]llo + C||D[u] = D[alllo < 2C*[u — allo,

e (t, )y = [Tl plly < Clipllo < v+ C%,

1L 4[ulllo < C,

1L/ (@ )| = (|1 (@; Tlu] Z[u) = Tu] Dlu] p)],
< C|Tu] Z[u] = Tlu] D[u] plly < C° + C? + C?r,

DLl || 25 Lla]|, < €2,

IT[u]llo < C.

(4.25)

(4.26)
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Korzystajac z powyzszych faktéw mozemy napisaé
lo(t, )] < 4 /Ot lu(t, x) — u(t,x)||odt + Cy /Ot |o(t,x)]|, dt (4.27)
< G [ IRt )l (e, 2)ly de+Ca [ ot o de
< G [ o2l

gdzie C) = O + 203 +2C° +2C%r, Co = C? + C2 + C* + C® + C3r, Cy = C,C + Cb.

Ostatecznie otrzymujemy )
- 7
5. )llo < Cs [ [o(t,) od. (4.28)

Na mocy lematu Gronwalla wnioskujemy, ze ||o(t,z)||o = 0, czyli u(t,z) = u(t,x), co konczy
dowdd.

4.4 Istnienie rozwigzania
Lemat 4.2 Istnieje rozwigzanie zagadnienia (4.1) - (4.2) i jest ono klasy C1([0,t,) x R).

: . . . . NG .
Uwaga 4.1 W dalszym ciggu, w celu uproszczenia notacji umownie bedziemy pisali [, zamiast

L[(lst)]. Podobnie dla pozostatych operatoréw.

Dla dowodu zastosujemy metode kolejnych przyblizen. Definiujemy zerowy element ciggu

nastepujaco:
0
% (t,x) = u(2). (4.29)

s s+1
Zaloézmy, ze zostato juz skonstruowane przyblizenie (u) (t,x) € C'. Nastepne przyblizenie ( u )
(t,z) okreslimy jako rozwiazanie nastepujacego liniowego problemu Cauchy’ego:

(8) (s+1) () () (s+1) (s)

Lu; +DL uy=2, (4.30)
(s+1) 0
u’ (0,2) =u(x). (4.31)

Twierdzenie 4.1 dla uktadu liniowego zapewnia istnienie rozwigzania klasy C* jedli wspotezyn-

s+1
niki i warunek poczatkowy sa klasy C'. Stad dla t € [0, ¢,) istnieje rozwiazanie 5 )E B ().

4.4.1 Kolejne przyblizenia dla ukladu przediluzonego

Oznaczajac
0) du® (s+1)  (5) (s
P= L[] ud(x)7 p =1, (4.32)
x

rozwazymy nastepujacy uktad liniowy

W) 6 O
%) = TZ-TDP, (4.33)

s+1 (8)(s+1 o (s) 0 )\ (5)(s)
S pSY = 27 (LT T (4.34)
ox ox
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)
N ( L3 () 8033 (D>> o
C0,2) = W, (4.35)
Do = . (4.36)
Korzystajac z indukeji matematycznej pokazemy, ze dla dowolnego s = 0, 1, ... rozwigzanie

ukladu (4.33)-(4.36) istnieje i jest okreslone dla dla kazdego t € [0,t.) oraz ((181), (]89)) nalezy do
kuli B (u®, p°).
Niech dla t € [0, t,)
s) (s)
(,5) € B p").

s+1 (S+1)
Jedli zachodzi powyzszy fakt, to oszacowania z §4.1 sg prawdziwe réwniez dla (( ) D ). Dla-

(s+1) (st : : :
tego ((u ', D) jest okreslone dla t € [0,t,) i nalezy do kuli B (u°, p°).

0) (0) s) (s)
Poniewaz ((u), p) € Bx(u®,p°) dla dowolnego czasu, wiec ((U) Ps=o1... € Bf(u®,p®) dlat € [0,t,).

goee

4.4.2 Jednostajna zbieznos¢ ciagu {<18L)}

Zaczniemy od nastepujacego lematu:

Lemat 4.3 Cigg {(i?} jest zbiezny w przestrzeni Banacha C([0,t,) X R).

Dowéd. Wprowadzamy funkcje wektorows
s+1 (s) s+1 s
(;:)(t,x):[, <(Z)—(u)>, s=0,1,...

z warunkiem poczatkowym

0.2 =0,....0".

s+1
Pochodne funkcji ( r ) wyrazajg si¢ nastepujaco:

8 s s s) (s s s (s) S s
9 Gy _ (L,t[(u)]JrL’((u);(u),t)) (( ) <u>)Jr ) ((ﬁ _&;)

s (s) (s) (3)(5)( ) s+1) s) (s) s+1 s

Dp
0 (s+1) - o () (s+1 (s 5+1) s
A (ax L)( #) (5

. .. (s+1)
Z (4.30) otrzymujemy uktad dla funkeji = r

0 (s+1)  (8) O (s+1) (s)  (s=1)
. — — 4.37
5 r + D B r Z Z ( )

(s)
VL, [(a)] v (s;gl)
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Wzdtuz charakterystyk (4.37) przyjmuje postaé
d s+1 (s) (s—1)
dt<73t(7")> = PtZ_Pt Z

S (3) s+1
v (%) 7O )>

(s) (8)(s)  ()(s)(s) \ (8)(s+1)
I(w;r'z-TDp)Tr v )

() (=DE-D\ (,
—Pt<<DL - DL )&;).

Calkujac kazde z réwnan ukladu wzdtuz odpowiedniej charakterystyki wzgledem ¢ od 0 do ¢
otrzymujemy

s+1) t (s) (s=1)
(;r)(taj) = / (Pt Z =P Z )dt (4.38)
0
t s), (8) (s+1
+[ P (L,t[(u)] r(?)> dt
0
t s) (8)(s)  (s) (s)(s) \ () (s+1
n Pt<L’<(u); — DP)F(Jf))dt
0
t () (O )\ &) (s
w7 (B ( i
ox
¢ (s)  (s=D\ (s
— Pt(( - L)&;)dt
0
¢ (5)(s) (=) (s=D)\ (s
(82 2)
0
. (s+1) P
Oszacujemy 1~ w podobny sposéb jak (4.28):
(s+1) £ (s) o (s+1)
157 o < & [ lodt+ G [ 11F o, (4:39)

dla pewnej nieujemnej statej C..
Definiujemy funkcje
(1)

Q () = max || 7 (t,)]lo-

te[0,t]
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Z nieréwnosci (4.39) mamy
(s+1)

t (s) s+1
Q M<G [ Q dt+0/ £)dt. (4.40)

Dla kazdego t; > t zachodzi

s+1 s+1
0 <C, / tdt + C, / t)dt.

Po zastosowaniu nierownosci Gronwalla dostajemy

t1 (s)

Q (B < C,elrl / Q (t)dt < C, Crt /0“ O (tdt = ¢ /Otl O (1),

0

s+1)

gdzie Cy = C, %t~
Poniewaz otrzymana nieréwno$é zachodzi dla dowolnego ¢, > ¢, wiec rowniez dla ¢, = ¢:

s+

<o / O (t (4.41)

Stosujac teraz s-krotnie wzor (4.41) :
(s+1) t t Ts—1 (1)
Q (D<Ci [t [dn... [ Q (r)dr,
o Jo 0

(1)
i wykorzystujac fakt, ze @) jest state

(1) ©0), (1) (0
t) = t L — = .
Q (1) = trg[g%H?“( o)llo < max [[L{u] (v — w)fo =: Co, (4.42)
wnioskujemy, ze
(s+1) Cit
Q ()< ( 43 2 Oy, s=0,1,.... (4.43)

Pokazemy teraz, ze ciagg {(QSL)} jest ciagiem Cauchy’ ego w przestrzeni Banacha C([0,%,) x R) z
(s)

norma ||| - |||o = A, | - |lo- Niech & > m. Z nieréwnosci (4.43) i z ograniczonosci funkcji I,
s =0,1,2,... uzyskujemy oszacowanie dla réznicy dwoch kolejnych przyblizen u:
(m) (k) (k=1) (m+1)  (m)
W ="uflo < fluw—="u fo+.. +||U—U||o
(k=1) (k)
= 1T P o 1 F
(Cat)™ (0475)
< CCy |+
Q ( G—1) Tt
Cyt)™ Cyt Cyt)? Cyt)ht-m
<COQ(4) P L 1) P L)
m! m+1  (m+1)(m+2) (m+1)...(k—1)
(C4 t)m Cyt (04 t)2 <C4 t)k_l_m
< CC 1 e
ey R T (g g
< ccptG)” eu

m!

Stad cigg {(’ft)} spetia warunek Cauchy’ ego w przestrzeni Banacha C([0,t,) x R)

Cyt)™
max I @ W llo < CCQQGC“*
tE[0,t4) m)!

— 0, gdy m — 400 (4.44)
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(s)
4.4.3 Zbiezno$¢ jednostajna ciggu { 289} na zwartych podzbiorach R

()
Lemat 4.4 Cigg funkcyjny { P} jest jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach R dla usta-
lonego t € [0,t,).

Zaczniemy najpierw od wykazania jednakowej ciaglosci (wzgledem zmiennej ) funkcji ciagu

(s) ~ ~
{P} dla kazdego t € [0,t.). Pokazemy, ze istnieje funkcja M (J), M(0) — 0 gdy § — 0 taka, ze
dla t € [0,t,) i dla wszystkich s zachodzi:

(s+1) (s+1)
p (t,x)— P (t,7)

d (s+1) g (s)
i(p ) = (2
 2)

< M), jesli |z —2z| <6 (4.45)

P ( 7t[<5>] (s)(s};n) (4.46)
P, (L, ( (52; (f*)%) ® (5) (s) ) (s)(s+1>>
P, ((8(1 (1‘3)) “E”) .
i catkujemy wzgledem ¢ od 0 do ¢:
Ben = m'

. /Ot », ( ai (5 ( aax <s>> <1§><s>> W

+ /0 ‘P ((i ARSI AL (4.47)

+ /0 ‘P (L,t[(é? (f)(sfol)> dt

+ OtPt (L( Y7 -ThY) (f)(351)> dt

Naszym nastepnym krokiem bedzie oszacowanie réznicy funkeji podcatkowych wyrazenia
(4.47) w punktach (¢,z), (¢,z). Dla skrécenia notacji zastosujemy oznaczenie P, f dla dowolnej

funkcji f wzdtuz charakterystyki przechodzacej przez punkt (¢, 7).
(s+1)
Poniewaz Py P jest ciggla funkcja wektorows zmiennej =, wiec jest jednostajnie ciggta na

dowolnym zbiorze zwartym. Stad dla |z — z| < ¢ istnieje funkcja No(d) — 0 gdy § — 0 taka, ze

(s+1) = (s+1)
Po P —Po P | < No(d). (4.48)
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Z warunku (A4) dla |z — Z| < 0 mamy

a (s . 0 (s _
52 Zu (ban(tE0) = o Ze (bantE3)] < O]

gdzie N(§) — 0 jesli 6 — 0. Dlatego

s) = (s) 5 + y t, T
%(a (>_Pt<a )‘ < nN(8)+nC max (l W (e(12) = W (1o (7,7))

oc Z oz Z
Wt a5, 7)— W (e 5;))\) (4.49)

Lemat 4.5 Niech K symbolizuje operatory L, D orazV oznacza I'Z, I'D. Istnieje stata C5 > 0

taka, ze dla |z — x| <0 is=0,1,2,... zachodzi

P (( 0 K[%?]) Vi) ?) - P, ((ix[@]) VW] (fo)>

<

oz
< Co{o+ V) + max (19 (4t 7.)- W (1 0(t:7.7)
(s) T (s) - (s) _ (s) _
H W (ot f0)- Ve (LD + | P (Lot E0)- P (LanbE)]) .

Dowéd. 7 (A;) wynika, ze || ZV[i]]ly < C2. Stad mamy
VIRt ot £,7)) = VIO 2 (7 2)] < Clan(t:£,7) — 2y (67, 7)].

Podobnie, skoro || Lu]|ly < C, zatem na mocy twierdzenia o rézniczkowalnoéci rozwiazania
wzgledem warunku poczatkowego dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych [19]:
|z (t; 6, T) — 2 (t;8,7)| < Clz — Z|, dla dowolnych Z,T € R.

Z zatozen (A;) i (A4) mamy (Cs > 0)

(7 (et i), (7 ( (gt i 5)),

ox

QK[(a)](t,xk(t,t,i))| VIR, 2t 5,2)) — VIR, 2t 52| | P (4 (85, 7))
< 06{5 NG + | 9 ant:F )= T (4 2t F, 7))
H e (aettsto)- U G|+ P ¢ otta)- P (ot D)]),
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skad wynika, ze

Py ((aax K[@]) V) (5)> _3, (( ;:C K[%)]) Vi ?)’

<nCof 6+ N@) + (max | W (tu(t:E.0)- W (¢, 20(t:7.7)

.....

0 )\ @) (s) = 0 )\ () (s)
(1) F7) -2 (1) 1Y) (4.50)

3

-----

gdzie C7 jest dodatnia stala.
Dla ustalonego t € [0,t,) i dla = nalezacego do dowolnego zbioru zwartego, funkcje L7t[(§?] i

L/[(’CSL)] sa jednostajnie ciagte. Stad dla wszystkich s istnieje funkcja Ny (6) — 0 gdy § — 0 taka,
ze prawdziwa jest nieréwnos¢ (Cs > 0):

(s) (8)(s)  (5)(s) (5) \ (s)(s+1)
)) )- (4.51)

P, ((L,t[(f}] +L(u;T Z-TD

= (s) () B) () (5) () ()\ (B)stD)
—Pt<(Lt[u]+L’(u;r ~TDDP))T P >|

HP antto)= P (Lot D)+ P Galtta)- P L)},

s (s)

Korzystnie bedzie zastapié z(zi przez P po prawej stronie (4.49) i (4.50). Operator I" jest
(s=1)

ograniczony w kuli B!(u®) i funkcja T

dlat € [0,¢,) jest

spetnia warunek Lipschitza wzgledem x. Z tego powodu
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(s=1) _ (s) _ (s) o

(s) . - (s _
H (ban(t8,2)= T (taeltif.2)| | P (tanlt.5)
(s) - _— _ o
<1V tatEa)= ¥ (ot L) + lonlt:1.2) - ot 1,3)))
(s) - _ _
<G| D (ot F 7)) D (et )] + 5), k=L

gdzie Cy = max {C, C?}.

Dla ustalonego t oraz x nalezacego do dowolnego zbioru zwartego, funkcje (QSL), s=0,1,2,... 88
jednostajnie ciggle. Stad dla wszystkich s istnieje funkcja N, (0) — 0 gdy § — 0 taka, ze

U (tap(t; 8,7))— w (tap(t; 6, 7)) < N, (0) jesli |z —Z| <.

(s) (s) ’

,,,,,

dla Cyp = max {Cy(nC + C7) + C7 + Cs;nC + C7 + Cs}.
Wprowadzimy teraz jeszcze jedng funkcje zdefiniowang jako

MSJrl(t’(S) = nax 7511125
1=0,..., s+1 |I;é‘f\

0) (i) ‘

P (tan(t; 7))~ P (tan(t;T,3))|. (4.53)

Z (4.52) wynika nastepujaca nier6wnos¢

Moir(F,6) < No(6) +E Cho(Nu(8) + N(8) + Ni(6) + 6) +2Cho /0 “Moa(to)dt  (454)

Ostatnim krokiem jest zastosowanie lematu Gronwalla do ostatniego wyrazenia

M1(E,8) < No(8) 20t + ;(Nu(é) + N(8) + Ni(6) +6) (eX0F — 1). (4.55)

Poniewaz Ny(0), Nu(6), N(8), Np(6) — 0 gdy 6 — 0, wiec dla t € [0,t.), M1(Z,0) — 0 jesli
0 — 0. W konsekwencji, jako funkcje M () przyjmujemy

- t,

M(8) = No(8) 70t + = (Nu(8) + N(8) + NL(6) + ) (270" —1). (4.56)

Na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego, z kazdego wspodlnie ograniczonego i jednakowo cia-

(sk)
gtego ciagu funkcji mozna wybra¢ podciag zbiezny jednostajnie, wiec pewien podciag { D }
zbiega niemal jednostajnie na dowolnym zwartym podzbiorze R do ciaglej funkeji p(¢, x) dla
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ustalonego t € [0,t,). Pokazane zostalo rowniez, ze ciag {(ist)} jest jednostajnie zbiezny do cig-
gtej funkcji u(t, ). Wezmy zatem podciag {(i’z)}, ktory oczywiscie zbiega jednostajnie do funkcji
u(t, z). Ze wzgledu na zatozenia dla operatora I' zachodzi nieréwnosé

(sk)
u —U,HO

(sk)
T[] = Tlulflo < C']
Dlatego dla ustalonego t € [0,t,), F[(%)] zbiega niemal jednostajnie do I'[u] i dlatego réwniez

si), (5k) s sg), (k)
F[(zlf)] 4 zbiega niemal jednostajnie do ciagtej funkcji I'u| p. Pamictamy, ze gﬂ}): F[(vfz)] D

Na mocy twierdzenia o rézniczkowaniu ciagu funkcyjnego funkcja u(t, z) jest rézniczkowalna
w sposob ciagly dla t € [0,¢,) i © z dowolnego domknietego i ograniczonego przedzialu w R
oraz u, = ['[u] p. Pochodna funkcji u(¢, z) istnieje, a zatem jest tylko jedna i stad kazdy inny

zbiezny niemal jednostajnie podcigg ciggu {(289)} ma granice p(t,z). Stad wynika, ze ciag {(189)}
ma tylko jeden punkt skupienia.

Przechodzac w uktadzie (4.30) do granicy przy s — oo zauwazamy, ze funkcja u(t, ) spet-
nia zagadnienie (4.3). Ciagto$¢ pochodnej rozwiazania wzgledem zmiennej ¢ wynika z ciagtosci
prawej strony ukladu (4.1) i pochodnej u .

Na mocy Lematu 4.1 funkcja u(t, z) jest jedynym rozwiazaniem klasy C'([0,,) x R) zagadnie-
nia (4.1) - (4.2).



Rozdziat 5

Zagadnienie mieszane dla ukladu
liniowego z nieliniowym warunkiem
brzegowym

Celem ostatniego rozdziatu jest twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci zagadnienia mieszane-
go dla hiperbolicznego uktadu réwnan quasi-liniowych z funkcjonalna zaleznoscia wspotczynni-
kow i warunku brzegowego od rozwigzania. Dowdd, podobnie jak dla zagadnienia Cauchy’ego,
wykorzystuje metode kolejnych przyblizen. Kolejne przyblizenia dostajemy rozwigzujac liniowe
uktady réwnan. Z tego powodu potrzebujemy najpierw twierdzenia o istnieniu rozwigzania za-
gadnienia mieszanego dla liniowego uktadu réwnan z nieliniowym warunkiem brzegowym.
Rozwazania zaczniemy od przesledzenia w sposéb szczegdtowy rozwiazania tego problemu dla
jednego rownania

ug+E&(t,x)u, = b(t,x) + B(t, z) u, (5.1)

dla ktérego £(t,x) > 0 w prostokacie
Gr, = [0,To] x [0,1]. (5.2)
Warunki poczatkowe i brzegowe przyjmiemy w postaci:
u(0,z) = «’(x), z€]l0,l], (5.3)
t0) = ) =a (1 Kpaenisn) . o€ 0.3 5.

Na uwage zastuguje warunek brzegowy, ktéry jest warunkiem nieliniowym i wyraza zaleznosc¢
funkcji u na brzegu x = 0 od czasu t i w sposob funkcjonalny od u. Kazdy funkcjonat linio-
wy 1 ciggly na przestrzeni funkcji ciggltych mozemy przedstawic¢ jako catke Stieltjesa wzgledem
funkeji o wahaniu skoficzonym (Twierdzenie 10.18, str. 165, [2]), stad - poniewaz dopuszcza-
my funkcjonal nieliniowy - funkcja ¢ moze w ogdlnosci zaleze¢ od catki Stieltjesa z funkcji
K(t,y,u(t,y)). Powodem, dla ktérego przyjelismy (5.4) jest fakt, ze podobny warunek zatozy-
my dla uktadu quasi-liniowego z funkcjonalng zaleznoscig wspotczynnikoéw od rozwigzania. Jak
juz wspomnielismy, dow6d w tym przypadku opiera si¢ na twierdzeniu o istnieniu dla uktadu
liniowego.

W zastosowaniach tego typu réwnanie (czyli liniowe z nieliniowym warunkiem brzegowym)
pojawia sie w dynamice populacji. Przyktadem jest rownanie odnowy (Lotka-McKendric equ-
ation) [21], ktore opisuje ewolucje pojedynczej populacji:

u(t, x) +ug(t, ) + p(x) u(t,z) = 0,

71
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u(t,0) — /O " B(0) ult, o) do,
u(0,2) = u’(x).

Funkcja u(t,z), © € [0,ay], t > 0 jest rozkladem wiekowym populacji w czasie t. a; ozna-
cza maksymalny wiek. B(t) = [o'* B(x)u(t, z) dx okresla catkowita liczbe urodzen w jednostce
czasu, natomiast pu(z) jest wspotezynnikiem smiertelnosci osobnikéw, ktérych wiek nalezy do
przedziatu [z, z + dz]. Réwnanie ewolucji jest konsekwencja réwnowagi liczby urodzeni i $mierci
w czasie. Mozna tez rozwazac¢ wigcej populacji, ktore na siebie oddziatywuja i wowcezas model
matematyczny bedzie uktadem réwnan.

Rozwiazanie réwnania liniowego (5.1) bedzie konstruowane w prostokacie G, metoda od-
wzorowan zwezajacych najpierw przy zalozeniu ciagtosci (€ spelia dodatkowo warunek Lip-
schitza ze wzgledu na z), a potem rézniczkowalnosci w sposéb ciagly wszystkich wspoétezynni-
kéw. Dowdd dla jednego réwnania w petni odzwierciedli wszystkie problemy, ktére pojawia sie
w zwigzku z nieliniowym warunkiem brzegowym.

Nastepnie udowodnimy istnienie rozwiazania dla uktadu trzech réwnan liniowych w inwa-
riantach Riemanna.

Dowéd dla uktadu z dowolna macierza (niekoniecznie diagonalna) bedzie przebiegal ana-
logicznie i dlatego nie bedzie prezentowany. Sformutujemy tylko uwagi dotyczace warunkow
brzegowych.

Ostatnie paragrafy beda poswiecone twierdzeniu o istnieniu rozwigzania zagadnienia mie-
szanego dla uktadu quasi-liniowego z funkcjonalng zaleznoscia wspotczynnikow i warunku brze-
gowego od rozwigzania.

5.1 Jedno réwnanie liniowe

5.1.1 Rozwigzanie uogdblnione

Niech £(t, x) bedzie funkcja ciagla, spetniajaca warunek Lipschitza wzgledem z i przyjmujaca
tylko wartosci dodatnie w kazdym punkcie nalezacym do prostokata G, = [0, Tp] x [0, 1].
WezZmiemy pod uwage jedno réwnanie liniowe

ug+E(t,x)u, = b(t,z) + B(t, z) u, (5.5)
spetiajace warunek poczatkowy
u(0,2) = u’(z), = €[0,1], (5.6)

oraz ogblny warunek brzegowy w postaci funkcji zaleznej od czasu i ciggltego, nieliniowego
funkcjonatu!

ult.0) = ult) = a (1. [ K(tputt i) . 1€ 0.3 57

Charakterystyki startuja z osi OX lub wchodza przez brzeg prostokata Gr,. Zatem aby dostac
rozwigzanie w calym prostokacie wartosci funkeji musza by¢ zadane dla ¢ = 0 i na brzegu x = 0.

Jesli wspotezynniki réwnania oraz warunek poczatkowy i brzegowy sg klasy C! to klasycz-
nym rozwigzaniem nazwiemy funkcje rozniczkowalna w sposob ciagly i spelniajaca réwnanie
oraz zadane warunki. Przechodzac do catkowej postaci zagadnienia mozna jednak zdefiniowac

1Zaréwno warunek (5.6), jak i funkcjonat (5.7) moga by¢ - bez wigkszych probleméw - rozpatrywane na R.
Ograniczenie do przedziatu [0,1] powoduje uproszczenia techniczne.
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pojecie rozwiazania ciagtego (dla stabszych zatozen o wspoétezynnikach i warunkach). Réwnanie
catkowe otrzymamy po scaltkowaniu rownania wzdtuz charakterystyki.
Wyréznimy charakterystyke startujaca z punktu (0,0). Niech

x = (1),
bedzie rozwiazaniem zagadnienia

dx

L =&(ta), ®0)=0.

Charakterystyka x = X(t;t,7) jest funkcja rézniczkowalng w sposob ciagly wzgledem ¢ oraz
dd—)t( = ¢ > 0 w Grp,. Dlatego z réwnania 0 = X (¢;¢,Z) mozna, korzystajac z twierdzenia o
funkcji uwiklanej, wyznaczy¢ jednoznacznie t jako funkcje t = o(t, ). Jest to czas, dla ktérego
charakterystyka przechodzaca przez punkt (¢,7) taki, ze T < ®(t), przecina brzeg x = 0.

(Rys. 5.1) Funkcja o jest ciagta w G, oraz X (o(t,);t,Z) =0, o(t,0) = ¢.

Rys. 5.1

Zauwazmy, ze charakterystyka = ®(t) dzieli prostokat G, na dwie czgdei, w ktoérych rozwia-
zanie przedstawione jest w odmienny sposob. Oznaczymy zatem zbiory

Gor, = {(t,x)eGp: x>
Gng = {(t,ﬂi’) € GTO c <

A
T,
O X = d)(t)
Gyr, Gpr,
X
>
0 [

Rys. 5.2: Zbiory G,p, i Gyr,



74 RozZDZIAL 5. ZAGADNIENIE MIESZANE DLA UKEADU LINIOWEGO...

Przecigcie zbioréw Gpy 1 Gyr, nie jest puste: Gpr, NGyr, = {(t, ) € Gg, : @ = O(t)}. Mimo tego
wygodnie jest jednak zdefiniowa¢ je w ten sposob, poniewaz dla zbiorow zwartych w naturalny
sposob zachodza twierdzenia o przejsciu do granicy pod znakiem calki i rézniczkowaniu pod
znakiem catki.

Catkujac wzdtuz charakterystyki rownanie (5.5) i uwzgledniajac odpowiednio warunek po-
czatkowy i brzegowy, otrzymujemy:
1) dla punktéw (¢,z) € G,

u(t, 7) = u*(X(0;F, 7)) + /0 bt X (7)) dt + /0 "B X(EE D) ult, X(ELD) dt (5.8)

2) natomiast dla (£,7) € Gy,

tea) = oo Klomuto ) st 59
+/tb(t,X(t;t, x))dt+/tB(t,X(t; P2 ult, X(t:F,2)) dt,

gdzie - przypomnijmy - o(t,Z) jest czasem, dla ktérego charakterystyka przechodzaca przez
punkt (¢,7) taki, ze T < ®(t), przecina brzeg x = 0.

Zauwazmy, ze funkcja u rozumiana jako rozwiazanie réwnan (5.8)-(5.9) w calym zbiorze G,
nie jest na ogot ciagta. Nieciagto$é moze pojawic sie¢ w punktach nalezacych do charakterystyki
xr = ®(t). Jedli jednak spelniony zostanie tzw. pierwszy warunek zgodnosci: u,(0) = u%(0), to
rozwigzanie bedzie ciggte.

Zmienna catkowania w calce Stieltjesa w warunku brzegowym w (5.9) przebiega przedzial [0, ].
Mozemy przedstawié ja jako sume catek po przedziatach [0, ®(o)] oraz [®(0), ] wyrbzniajac (ze
wzgledu na réznice postaci rozwiazania w obszarach G,r, i Gyp,) punkt nalezacy do krzywej
r = ®(t).
Przedstawimy funkcje v w postaci
Fo) v(t,z), (t,7) € Gpr,

w(tvj)v (ﬂ j) < GbTo \ {<£ j) Cr= (I)@)}
i zamiast u bedziemy poszukiwali dwoch funkeji ciggtych v i w,

v: Gy — R, w: Gy, — R,

bedacych rozwigzaniami ponizszych rownan catkowych:
1) dla (¢,7) € Gy,

v(t, 7) :uo(X(O;t,m))—l—/Otb(t,X(t;t,a:))dt—l—/OtB(t,X(t;t,x))v(t,X(t;t,x))dt, (5.10)
2) dla (t,7) € Gur,
wt,z) = ¢ <gj/0<1>(a> K(o,y,w(o, y))_dg(y)Jr/;(U) K(a,y,v(o, y))dg(y)> (5.11)
+/tb(t,X(t;f, .f))dt—i—/tB(t,X(t;f, ) w(t, X (t;t,7))dt.

FLatwo sprawdzi¢, ze dla t = 0 funkcja v spelnia warunek poczatkowy:

v(0,7) = u’(X(0;0,7)) = u"(z),
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natomiast jesli Z = 0, to o(¢,Z) = t oraz funkcja w spelia warunek brzegowy:

l

w(t.0) =g (£ [ Km0 aat) + [ Ko@) da).

o(t)

W tym paragrafie wykazemy stusznosé¢ twierdzenia o istnieniu cigglego rozwigzania rownania
(5.5) przy warunkach (5.6), (5.7).

Twierdzenie 5.1 Zalozmy, zZe
1. funkcje b, B € C(Gr,),
2. &(t,x) >0 dla (t,x) € G,
3. funkcja & spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng x,
4. u e C([0,1]),
5. funkcja g ma wahanie skonczone na odcinku [0,1] oraz jest prawostronnie ciggla w zerze,
6. q(t,x) € C([0, Ty] xR) i spetnia warunek Lipschitza (ze stalg Cp) ze wzgledu na zmienng x,

7. K(t,z,u) € C(Gr, x R) oraz spelnia warunek Lipschitza ? (ze stalg Cp) ze wzgledu na
trzeciq zmienng, tzn.

vu,ﬂGR ‘K(t,l‘,U) - K(t,l’,ﬂ)’ < CL|U - fb|

8. zachodzi pierwszy warunek zgodnosci: uy(0) = u°(0).
Wtedy zagadnienie (5.5)-(5.7) ma w prostokqcie Gr, jednoznaczne ciggle rozwigzanie.

Dowé6d. Niech
GT - [07T] X [Oa l]a

oraz T € (0,Tp], przy czym jest réwniez tak dobrane, ze w ciagu czasu T charakterystyka
x = ®(t) nie przemierzy pasa 0 < x < [ od jednego brzegu do drugiego. ?

1 A t A

x= (D(t) x= CD(t)

v
v

Rys. 5.3: Charakterystyka x = ®(t) okreslona dla ¢ € [0, T

2State z zalozen 6 i 7 sa na ogdl rézne. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze Cp oznacza wieksza ze statych
Lipschitza dla funkcji ¢ i K.

3Charakterystyka x = ®(t) jest zatem okreslona dla wszystkich ¢ € [0, 7] i ®(t) < .
To zalozenie nie jest szczegdlnie istotne. Zostato zrobione jedynie w celu uproszczenia notacji.
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Udowodnimy istnienie rozwigzan w zbiorach G,r i Gyr, gdzie

()},
(0)}

GpT = {(t,l’) S GT :

=P
GbT = {(t,x)GGT: l‘<q)

Definiujemy odwzorowanie

Q : O<GpT> X C(GbT) > (U,w) — (V, W) c C(GpT> X O(GbT)

wyrazone nastepujaco: *

1) dla (E,f) S GpT

V(L) :uO(X(O;t,.r))+/Otb(t,X(t;t,a:))dt—l—/OtB(t,X(t;t, 2)olt, X (61,7)dt,  (5.12)

wia) = afo [ Kepulona + [ Ko Venam) 613

+/t b(t,X(t;z?,f))dt+/t_B(t,X(t;f,f))w(t,X(t;Z,oE))dt.

o

Ciaglos¢ V' w Gr jest konsekwencja zatozen 1) - 2), ciaglosci funkeji v i zwartosci zbioru Gy
Cigglosé calki Stieltjesa jako funkcji parametréw (¢, T) rozstrzyga ponizszy

Lemat 5.1 Jezeli funkcja f(x,y) jest okreslona i ciggla jako funkcja dwéch zmiennych w pro-
stokgcie [a,b] x [¢,d] oraz funkcja g(y) ma wahanie skonczone na odcinku [c,d], to calka

d
J@) = [ flay) dg(y)
jest funkcjq ciggle parametru w przedziale [a,b].

Dowéd. Wobec jednostajnej ciagtosci funkcji f, mozna dla dowolnego ¢ > 0 znalezé takie
d > 0, ze dla dowolnych (z,9), (z,y) € |a,b] X [c, d] z nieréwnosci

[z -z <0, |y—y|l <,
wynika nieréwnos¢

1f(z,9) = f(z,9)] <e

WeZmy w szczegdlnoscl T = xg, T = x oraz §j = y = y. Dla |x —x¢| < ¢ i dla dowolnego y € [c, d]
jest
|f(@,y) — flzo,y)| <e.

4Gdyby nie bylo zalozenia, ze charakterystyka o = ®(t) nie przecina brzegu r = [ w czasie T, to w definicji
funkcji W nalezaloby przyjaé: focb (@) K(o,y,w(o,y))dg(y) + fé*(n) K(o,y,V(o,y))dg(y), gdzie

e[ ®(0), jesli ®Y()>T
(o) _{ T,  jedi o)< T
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Stad i z wlasnosci calki Stieltjesa ® otrzymujemy

/cdf(%y)dg(y)—/cdf(xo,y)dg(y)‘ = /Cd(f(%y)—f(xo,y))dg(y)|
< Vilg) - max | f(z,y) — f(zo,y)] < Vi(g) -¢

y€le,d]

gdzie V4(g) oznacza wahanie funkcji g na odcinku [e, d].

To dowodzi réwnoéci 4

lim | f(:c,y)dg(y)z/cdf(:vo,y)dg(y),

Tr—T0
czyli
lim J(z) = J(xo).

Tr—X0

Z ciagtosci V' i w oraz Lematu 5.1 wynika, ze W jest funkcja ciagta w Gyr.

Odnotujemy teraz fakt dotyczacy ciagtosci odwzorowania Q.

Lemat 5.2 Jesli zachodzi pierwszy warunek zgodnosci oraz v(t, ®(t)) = w(t, ®(t)) dlat € [0,T],
to odwzorowanie Q jest ciggte w Gr.

Dowdd. Rzeczywiscie, mamy bowiem
V{Ee0) = u(0) (5.14)
t t
+/thtZMﬂ(ﬁ+/BtXUf¢@»MLXmﬂ®®»ﬁ
= +/ (t, ®(t dt+/ (£, ®()) o(t, D(t)) dt,

poniewaz X (0;¢,®(t)) = 0, X (¢;¢, (1)) = ®(¢).
W(t,o(t) = q (0, /Ol K(O,y,V(O,y))dg(y)>
+/ (t, X (t:F, D(F))) ﬁ+/ X(5,0(0) w(t, X (4, B(D)) dt
= oo, KO VO a50)) + /0 bt @) de+ [ B B0) ult,20)dr

gdyz dla charakterystyki startujacej z punktu (0,0): 0 =01 ®(o) = 0.
Wyznaczajac wielkos¢ V(0,y) z (5.12):

V(0,y) = u’(X(0;0,)) = u"(y),
mozemy przedstawi¢ W (¢, ®(¢)) w postaci

wi.om) = afo /Olmo,y,u%y))dg(m) (5.15)
+/ (t, D(t dt+/ w(t, ®(t)) dt,

5TWlerdzeme 1, str. 34, [26]: Jezeli f jest calkowalna w [a,b] wzgledem g i |f(x)] < M, to w [a,b]:
gl@)| < M-V2(g).
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Poréwnujac (5.14) i (5.15) widzimy, ze V (¢, ®(t)) = W (t, ®(t)) dla wszystkich ¢ > 0. O

W dalszym ciggu wykazemy, ze dla odpowiednio matego 7' odwzorowanie Q jest kontr-
akcja. Niech (v,w), (0,%w) beda dwiema dowolnymi parami funkcji z iloczynu kartezjanskiego
przestrzeni C(Gpr) x C(Gyr) z norma

|(v,w)|| = max{ sup |v|; sup |w|}. (5.16)
(t,CE)EGpT (t,x)EGbT

V(£ 7) - V(ET)| = /OEB(t,X(t;f,aE))(v(t,X(t;Z,aE))—6(t,X(t;E,f)))dt

< TCp sup  |u(t,z) —o(t,x)|,

(t,x)GGpT
gdzie Cp = sup |B(t,z)|.
(t,x)GGTO
Stad
sup  |V(t,z) = V(t,x)| <TCp sup |v(t,x)—d(t,z)|. (5.17)
(t,x)eCGpr (t,2)ECpT

Natomiast dla (¢,7) € Gyr

W(t,z)-W(t ) < C

[ (Kot ) = Ko oto) dto)

+Cr

/l (K(o.y.V(o.y) ~ K(0.y.V(0.y)) dg(y)‘

®(0)

+/j|B(t,X(t;ﬂ z))| |wt, X (¢t;t,z)) — w(t, X(t;¢,))| dt

< g swp |K(o,y,w(oy) - K(o,y,0(0,y))
y€[0,2(0)]
+CLVhio(9) sup |K(o,y, V(o) — K(o,y.V(0,y))]
yG[CI)(O'),l]
+(E—0)Cp sup |w(t, X (1,7)) — i(t, X (51,7))|
telo,t]
< V(;b(T)(g)C% sup w(t,x)—w(t,x)’
(t,x)GGbT
+Vi(g) O} sup  |V(t2) = V(t2)|
(t,:D)EGpT
+7TCp  sup ‘w(t,x)—@b(t,:c)‘.
(t,x)EGbT

Korzystajac z nieréwnosci (5.17) eliminujemy sup |V (t,z) — V(t, z)|:

(t,x)GGPT
sup  |W(t,z) — W(t,z)| < (5.18)
(tﬂ,’)GGbT
< (VSD(T) (9)C3 + TC’B) sup ‘w(t, x) — w(t, x)’
(t,a))EGbT

+T Vé(g) C% Cp sup

(tvx)erT

o(t,x) = i(t, 7).
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Ostatecznie dzigki (5.17) i (5.18) otrzymujemy oszacowanie normy réznicy odwzorowania Q w
dwoch réznych punktach

19, w)— Q@ @) = (v, W) — (7, W)]| = max{ swp |V =V]; sup [W- VV|}
(t,:E)EGpT (t,I)EGbT
< max {V(?(T)(g) C? +TCp;TVig) O CB} X
xmax{ sup |v—19|; sup |w—w|} (5.19)
(t,.Z’)GGpT (t,SC)EGbT

= max {Vy'"(g) C} + T Cp ;T Vi(g) C3 Cp} (v, w) — (5,)]
Ze wzgledu na prawostronng ciggloéé funkcji ¢ w zerze ¢, zachodzi
: (T \ _
Jim Vo™ (g) = 0.
Dlatego dla odpowiednio matego T'= T, T* > 0, zachodzi nieréwnos¢
max {Vy'" (g) C} + 7" C s T*Vi(9) C3 Cp} < 1, (5.20)

co oznacza, ze Q jest kontrakcja. Na mocy zasady Banacha w zbiorze [0,T*] x [0,!] istnieje
jednoznaczne rozwiazanie réwnan (5.10)-(5.11).

Pierwszy warunek zgodnosci gwarantuje cigglosé funkcji u na charakterystyce z = ®(t).
Mamy bowiem dla (¢,Z) € Gpr:

w(E,7) = v(n, d(n)) = u(0) +/0" b(t,@(t))dt+/0nB(t,<I>(t))v(t,(I>(t))dt.

~lim
(t,x)—(n,2(n))

Natomiast dla (t,Z) € Gyr zachodzi

lim  w(f,z) =w(n,®(n)) =

0,y,v(0, d
(£.2)—(1,8(1) y,v(0,9)) g(y)>

q<0 / K(
+/0"b(t,c1>(t))dt+/()"B(t,@(t))w@,@(t))dt
q <0, /Ol K(0,y,u°(y)) dg(y>

+/0nb(t,<1>(t))dt+/077B(t,<1>(t))w(t,¢’(t))dtv

gdyz a(n, ®(n)) = 0 i oczywiscie ®(o) = 0.
Dlatego ze wzgledu na pierwszy warunek zgodno$ci, dochodzimy do nastepujacej nieréwnosci

001, ®(n)) — wn, @] < C [ [olt, (1)) — w(t, @(1)| dt

dzigki ktérej, na mocy lematu Gronwalla, wnioskujemy, ze v(n, ®(n)) = w(n, ®(n)) dlan € [0, T7].
Uzasadniona powyzej ciagto$é funkeji u na krzywej x = ®(t) oznacza, ze u € C([0,T*] x [0,1]).
Nastepnie mozna przyja¢ T jako czas poczatkowy i pokaza¢ istnienie rozwigzan w na-
stepnym prostokacie. Zauwazmy, ze dla drugiego prostokata (i oczywiscie dalszych) jest juz
natychmiast spetniony pierwszy warunek zgodnosci 7. State O, Cp, Vi(g) sa wyznaczone dla
maksymalnego czasu Tj co oznacza, ze rozwiazanie mozna przedtuzy¢ na caty zbior Gy, .

STwierdzenie 4, str. 23, [26]: Jezeli f jest funkcja o wahaniu skoficzonym w [a,b], ciagla prawostronnie
(lewostronnie) w zp, to wahanie z — V¥o(f) jest funkcja ciagla prawostronnie (lewostronnie) w .

"Pierwszy warunek zgodnoéci dotyczy czasu t = 0, natomiast w drugim prostokacie za czas poczatkowy
przyjmujemy t = T*.
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5.1.2 Rozwigzanie klasy C!

Przejdziemy teraz do wykazania twierdzenia o istnieniu rozwigzania rézniczkowalnego.

Twierdzenie 5.2 Zaldéimy, Ze wspdlczynniki rownania (5.5) oraz warunki - poczatkowy (5.6)
i brzegowy (5.7) spelniajg nastepujace zalozenia:

1. £,b,B € CYGyy),

2. &(t,x) > 0 dla (t,z) € G,

3. u’ g e CY([0,1)),

4. q(t,y) € C([0, Ty] x R) i jest ograniczona wraz z pochodnymi,

5. zachodzi pierwszy warunek zgodnosci: uy(0) = u®(0),

6. zachodzi drugi warunek zgodnosci: uy,(0) 4 £(0,0) u%(0) = b(0,0) 4+ B(0,0) u’(0),
7. K(t,z,u) € CY(Gg, x R) i jest ograniczona wraz z pochodnymi,

8. pochodne K ;, K ,, spetniajq warunek Lipschitza (ze stalq Cpa) ze wzgledu na trzecig zmien-
ng, tzn.

vu,ﬂER |K,t(ta x, U) - K,t(ta x, a)| < CYLZ|U - ﬁ|7
Wéwczas zagadnienie (5.5) - (5.7) posiada jednoznaczne rozwigzanie klasy C*(Gr,).
Dowé6d. W Twierdzeniu 5.2 przyjelismy, ze g € C*([0,1]) ze wzgledu na konieczno$é réznicz-
kowania catek Stieltjesa ze zmienng granica catkowania, ktére pojawia sie w dowodzie.

Podobnie jak dla Twierdzenia 5.1, skorzystamy z zasady Banacha. Niech Q bedzie odwzorowa-
niem, ktére pare funkcji (v, w) z przestrzeni C*(G,r) X C1(Gyr) z norma

[ )| =max{ sup [o]: sup [uf: sup fool: sup fwgl: sup [ual: sup ).
(t,l‘)EGpT (t,x)eGyr (t,x)EGpT (t,x)EGyr (t,x)EGpT (t,x)eGyr

przeksztalca w pare (V, W) € CY(Gyr) x CH(Gyr), gdzie

V(t,z) = uo(){(O;f, 7)) ) (5.21)
+/Otb(t,X(t;f,f))dt+/tB(t,X(t;t_, D)ot X (L) di, (7)€ Gyr
W(t,z) = ¢ (0, /ch(a) K(o,y,w(o,y))dg(y +/ oo K(o,y,V(o,y))dg(y ) (5.22)

+/Eb(t,X(t;f,x))dt+/ B(t, X(:F,2)) w(t, X (t:T,7)) dt, (I, 7) € Gur.

Pokazemy, ze dla pewnego T € (0, Ty] odwzorowanieQ jest zwezajace.
- oV OV oW W
Wyznaczymy najpierw pochodne czastkowe -, F-, -, T )
Zauwazmy, ze skoro & € C'(Gq,), wige charakterystyka = = X (¢;¢,7) jest funkcja rézniczko-
walna w sposob ciaglty wzgledem (¢, ¢, ) (Twierdzenie 3.1, [19]). Z réwnania 0 = X (¢;¢, %), na
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mocy twierdzenia o funkcji uwiktanej, mozna (X; = ¢ > 0 w Gp,) wyznaczy¢ jednoznacznie t
w postaci funkcji t = o(t, T), przy czym o jest klasy C*.

V(LT dud(X(0;F,7)) OX(0;F,7)

Ga) _ S - (5.23)
+ %(t’);(;;t’x)) aX(gtt’m) dt + b7, 7)
+/ FOB(t, );( 7)) 8X(§tt :i) (uX(t;{,j))dt
+/t B(t, X(t;7,7)) a“(t’)gf;t’x)) ax(g{t,x) a
+B(t,7)v(t, T)
ov(t,r) _ du’(X(0:t,7)) 0X(0:¢ 7) (5.24)
ox dx o ‘
LOb(t, X (1,7) OX(6E,7)
+/0 or - ozT -
+/Ot8B(t,)§g(Ct;t,x)) 8X(;;jt,x) v(t,X(t;l?:f))dt
+/0tB(t,X(t;t, 7)) a”(t’);f;t’x)) aX(;;jt,x) dat
dq 9o [ *) 0K (o,y,w(o,y))
tor ot U ol 49 ()
+/0 (o) 0K(0,;g;u(0,y)) 310;??/) dg(y)
—i—K(O’,CI)(O'),w(O',CD(O'))) Zg oo &(o, ®(0))
L 0K(o,y,V(0,y))
+A(U) ™ dg(y)
L OK(o,y,V(o,y)) OV (o,y)
+ [1) . o 5 29)
d
—K(0,(0), V(0, %(0))) dz o, T2
+/Ut_ ab(a);(;;t:m))a)(%tt a:) dt +b(t,z) — b(0,0) aat
+/U8B(t,);it;t,m))8X(g;,x) w(t, X (& t,_ 7)) di
+ JtB(t,X(t;t,x)) ol )(;(C 2% (at o
+B(t,z) w(t,z) — B(o,0)w(c,0) aa{
OW(i.x) _ g 00 (5.26)
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e
+/0 @) K (o, gg;v(a? v)) 8w(a(;, Y) do(y)
+K(a,q><a),w(a,q>(a))) ;lz » (o, ®(0))

l 8K(0,y, V( ,y)) OV (0,y)
+/I>(a) ou ot d9(y)
~K(0,9(0),V (0, 8(0))) Zz i (o, ®(0))
+/t ab(t,);gf;f, 7)) 8X(8t;t_, T) it — b(o.0) Ea)(;
+/t 8B(t,);;t; 7.7)) axg;, z) w(t’X(t;tz@)dt
—|—/tB(t,X(t;f, ) 8w(t,)§it;t,x)) 8X(8t;t,x) 5
—B(0,0) w(o,0) gx

Wzory (5.23)-(5.26) sa rozbudowane, dlatego w szacowaniach wygodnie bedzie uzywaé jednej
statej. Niech Cp, Cpy - state Lipschitza dla funkcji K i g (zalozenie 6 Twierdzenia 5.1) i jej
pochodnych (zalozenia 4 i 8 Twierdzenia 5.2),

Cp

C1BX1

CVBXZ

OBX?)

sup | B(t, @),

(t,I)GGTO
0B

sup %

(t,I)GGTO

. sup

sup | B
(t,x)€GT, (t,t,x

sup
(t,I)EGTO

sup |B]-
(t,x)eGT, (t,t,x

€1,

)e [OzT] X GT
sup
(t,Z)EGTo

sup -
(ﬂj) eGbT

sup
(t,z)eGypr

sup
(t,I)EGbT

sup
(tvx)erT
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q dq
C, = max{ sup ||, sup |= |,
(tzx)GGTO ax (tﬂ:)eGTO at
dg
C, = sup |-,
7 y€[0,] dy

i wybieramy najwieksza ze zdefiniowanych powyzej statych:
C = HlaX{CL, Cr2, Cp, Cpx1, Cx2, Cxs, Cpxu, 057 Co1, Co2,Cy, Cv, an Cg}'

Stala Cy < +oo poniewaz wszystkie funkcje po prawej stronie wzoru (5.23) na pochodna
czastkowy %—‘t/ sg ciggle na zbiorze zwartym G,r.
Przejdziemy teraz do oszacowan dla pochodnych funkcji V:

‘av@f> oV (t,7)

< TC sup |u(t,x) —o(t, )|

ot (t,2)€Gpr
ov(t o0u(t
+TC Sup U( 7:[;) o ,U( 7'27)
(ta)eGyr | O Oz

+O|U(Ev j) - 6(Ea f)|7
Poniewaz v(0, X (0;¢,7)) = u®(X(0;¢,7)) = 0(0, X (0; ¢, 7)), dlatego

vt 7) —i(h1) = (v(E ) — 00, X(0:,3))) - (0 7) — (0, X(0;F,7)))

. Ou(t, ) gt
(X (4:8,7))

iz g Ox
dt,
(. X (t:t,2))

00(t, )
ox

+&(t X (8¢, 1))
(EX(5E.2))

L

skad dostajemy

ov 0V dv  0v
sup |v(t,z) —o(t,x <T< sup |— — —|+C sup —). 5.27
(t,2)€Gpr [o(t,2) t,2) (ta)eGyr | O O (ta)eGyr | 0T Ox (5.27)
W ten sposob dochodzimy do nieréwnosci
ovV(t,z) oV(tz
sup (_’I) — (_,x) < TC sup |u(t,z) —o(t, z)| (5.28)
(t,I)GGPT at at (t,:B)EGpT

du(t,xz)  0o(t,x)

+T(C+C?) sup

(t,l‘)EGPT ax ax

ou(t,x) 00(t,x)

+TC  su — :

(tarelyr| O ot
Podobnie uzyskujemy oszacowanie
ovV(t,z) OV(Lx
sup (:x) — (:x) < TC sup |u(t,z) — 0(t, x)| (5.29)
(t:2)€Gpr T o (t,2)€G 7
Ovu(t ou(t
LTC swp v(t,z)  Ou(t,x)
(t,I)EGpT ax ax
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Pozostaja jeszcze nieréwnosci dla pochodnych czastkowych funkeji W:

oW (t,z) W (L, T) oq| | 0o [M _
_ — = —| |=| [V su K (o,y,w(o, — K(o,y,w(0o,
: Py o | 9t| |V (9) ye[o’q,p(o)}! (o, y,w(o,y)) (0, y,10(0,y))|
(g sup K u(0.y,w(oy)) — Ku(o.y, @0, y))] x
YE0,8(c)]
« sup @@U(U,y)‘
yel,a(0) | Ot
V7 g) sup  |Kou(o,y,9(0,y))| x
ye[0,9(0)]
« sup 8w(a,y)_3w(0,y)|
yel,o(@)| Ot ot
d
+ |2 £(0,®(0))| x
Wlya (o)

x| K (0,®(0),w(0,2(0))) = K(0,B(0), (0, &(0)))

+V<ZI>(0) (g) [Sq?(p) | ‘K,t<0-’ Y, V(U7 y)) - K,t(aa Y, V(O’, y))‘
ye|®(o),

+V<ZI>(J)(9) sSup ‘K’U(U,y,V(O_, y)) o KM(U,y,V(O', y))‘ X
ye[®(0).l]
OV (o, y)

X sup |————
ye@(o)| Ot ‘

+V<ZI>(0) (g) sup ‘K,u(av Y, ‘7(0-’ y))‘ X
yE[@(0),]]

OV (o,y)  IV(o,y)
ot ot

y=(0)
<[00, V(020001 ~ Ko 0(0). (.00

+(t — o) Cpx1 sup |w(t, X(t;t, 7)) —w(t, X (t;t,7))]
telo,t]

([ — 0) Cpxa sup ow(t, X(t;t,7)) Gw(t,X(t;t,x))‘

telo. 0w Ox
_ _ P do ~
+ |B(t, ) (w(t,z) — it 7)) - Blo, 0) o (w(e,0) — (o, 0))| .

Ostatni sktadnik przedstawimy w postaci

'B(t, )| (w(t, 7) — w(0,0)) — (d(t,7) — (o, 0))} + (B(t,z) — B(0,0) ‘g;f) (w(0,0) — (o, 0))‘ .
Stad dostajemy

‘aw(é’ 7 W) Vilg)C* sup w — 1| (5.30)
at at (t,ﬁ)GGbT
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(t,x)€Gyr
ow  Ow
V) C? sup | — ‘
( ) (t,x)eGyr at at

+C°w(o, (o)) — w(o, ®(0))
+C3 Vé(g) sup |V — ‘~/|
(t,I)EGPT

+CVi(g) swp V=T

(t,:B)GGpT

v oV

ot ot
+C* sup |V -V
(t,a:)EGpT

+7C sup |w— w0
(t,l‘)EGbT

+C3 Vé(g) sup
(t,w)GGpT

0 ow
+TC  sup gw_ v
(trx)eGbT ax ax

+C |(w(t,7) = w(0,0)) = (b(F,7) — ©(0,0))]
+O(1+ C) [w(o,0) — @(a, 0)] .

Zajmiemy sie teraz oszacowaniem tych sktadnikéw powyzszej sumy, przy ktorych nie stoi
wspotezynnik zalezny od czasu T. Poniewaz w(0, ®(0)) = u°(0) = w(0, ®(0)), dlatego réznice
w(o, ®(0)) — (o, P(0)) mozemy przedstawié w postaci

w(o, ®(0)) — (o, ¥(0)) = (w(o,®(0)) —w(0,2(0))) — (b(0, ®(0)) — @(0, 8(0)))

/U (8w(t,m) L€t (1)) ow(t,x) ) gt

0 Ot e L )

_/cr <8wg;, ) €t (1)) 8wa(t,x) ) it
0 (t,®(1)) T e

Podobnie zachodzi réwnosé

(w(t, 2) = w(0,0)) -

t t _ t
A= et X(nm) 2000 ) di
v Ot | xia) Or | x(tia))
z o(t _ 0(t
/ (&”’(’z) + e x (7)) 2200 )dt
v Ot | xia) Or | x (i)

Korzystajac z warunku brzegowego uzyskujemy

lw(o,0) —w(o,0)] <

/oq)(a) (K (0,y,wl0,9)) = K(o,y, @(0,y))) dg(y)'

+

/@l(o) (K(ovy. V(e y) = K(o,y, V() dg(y)‘
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< VY9 Cp osup |w—

(t,l‘)EGbT
Vg C, sup [V -V
(t,$)€GpT
< W) ¢ sup w—
(tﬂ?)GGbT
+TCsVi(9) Cp sup |v— 17
(t,I)EGpT

Ostatecznie dochodzimy do nastepujacych nieréwnosci dla trzech sktadnikow ze wzoru (5.30),
przy ktorych nie stoi wspotezynnik zalezny od czasu T

ow (97])
w(o, ® —w(o, P < T su -
i, ®(a)) = e, $(0)) (m our | O Ot |
ow oOw
+C¢  su —— 1], (5.31
: (t x)eléw or Ox ) ( )
(tﬂC)EGbT at at
ow oOw
+Cs  su — 1, (5.32
‘ (tx)E%bT Ox 8x> (5-32)
|w(o,0) —w(o,0)] < V(;I)(T)(g) Cr sup |w— |
(t,x)EGyT
+TCpVi(g) Cr sup |v—7|. (5.33)
(t,x)EGpT

Na podstawie formut (5.17) i (5.28) dla funkcji V' oraz (5.31), (5.32), (5.33) otrzymujemy
oW(t,x) oW (t,x)

< o(T) 3 ®(T) 4 0
(t,ms)lé%w ot ot {VO (9)C"+Vy (g)C (5.34)
+TC+ VM (g) P+ 0)} sup  fw — |
(t’z)eGbT
+HvyP(g) C* + TC* 4 TC} sup ow _ o
(t,x)eGypr at at
e et 110} sup |20 00
(t,x) eng Ox ox

+H2T C*Vi(g) + T C°Vi(g)
+TC3(1+C)Vi(g) +TC°} sup  |v -3

(t,.T)GGpT
ov  0v
+T C* V), su —
ol9) S 15t~ o
Jdv  0v
+TC3} (14 C) V} sup  |— — —
( ) O(Q) . x)eg . ox or

Analogicznie dochodzimy do oszacowania dla pochodnych czastkowych wzgledem x:

oW (t,x) oW (t,x)
sup —
(trx)eGbT ax ax

< (g 2+ vy g (5.35)
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+TC +Vy Py )04} sup |w — |

(t,x)eGyr
8w ow
+{viD g c?+ Tt su °
{ ( ) } (tl‘ e%bT at 8{;
ow Ow
HTC>+TC su —_——
{ } (t.2) e%bT Jr O
+{2T C*Vi(g) + 2T C*Vi(g) + T C*} sup v — 1|
(tuz)erT
ov 00
T 3yl Y
FTCVolg) s 15
ov  0v
+TC3*(1 + ) V! su ——
( ) O(g) (tz)GIéT 8$ 8.T

Na podstawie nieréwnosci (5.17), (5.18), (5.28), (5.29), (5.34), (5.35) dla funkcji V' i W oraz
ich pochodnych wnioskujemy, Ze istnieje dodatnia stata Cj spetniajaca warunek

I(V.W) = (V. W) < Coll(v, w) — (9, 0)],

wyznaczona jako maksimum wspoétczynnikéw stojacych przy sup |v — 0|, sup |w — @}, sup |v, —
T wT pT
V|, SUp [we — Wal, sup [vg — Uy, sup [wy — wl.
wT pT wT

Zauwazmy, ze kazdy wspoélezynnik po prawej stronie we wzorach (5.17), (5.18), (5.28), (5.29),
(5.34), (5.35) zalezy od czasu, poniewaz albo wystepuje w nim liniowo 7', albo wahanie V(‘)I) @) (9).
Jesli T — 0, to ®(T) — 0 i wtedy, ze wzgledu na prawostronna ciagtosé funkcji g w zerze,
réwniez V(()I’(T) (9) — 0. Zatem dla pewnego T = T™ € (0, Tp] stata Cy jest mniejsza od jednosci
i stad odwzorowanie Q jest zwezajace i istnieje jednoznaczne rozwiazanie (v, w) zagadnienia
(5.5) -(5.7), ktore jest rézniczkowalne w sposob ciaglty odpowiednio w G+ 1 Gyps.

Wiemy juz, ze pierwszy warunek zgodnosci zapewnia réwnos$é funkcji v i w na krzywej
x = ®(t). PokaZemy, ze pierwszy i drugi warunek zgodnosci gwarantuja réwno$é¢ pochodnych

czastkowych 2 i 9% oraz ¥ i % na charakterystyce z = ®(t). Zauwazmy, ze na mocy twier-

o 1%t oz
dzenia o rézniczkowaniu funkcji uwiktanej mamy

oX(t;t,z)  Odo(t,x) 0X(t;t,7)  Oo(t, ) o
a0t o o cBXL).

Stad
0o (n, 2(n))

L €(0,0),

(t:2)=(n,2(n))
poniewaz X (0;7, ®(n)) = 0.

Wyznaczajac réznice pochodnych czgstkowych wzgledem zmiennej ¢ w dowolnym punkcie krzy-
wej x = §(t) otrzymamy:

du(n, ®(n))  dw(n, ®(n) a<7(77,<I>(77)){ du’

. €(0,0) 4+ b(0,0) + B(0,0) w(0,0)

ot ot ot

=0
g
825 (n,®(n))
dq LOK(0,y,V(0,y
-2 / ( at( D dg(y)
(n®@(n) *°
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Jdq LOK(0,y,V(0,y)) V(0,y)
oz, 7@(77))/0 du o W)
2 KE.00.0) - K00 v00)] | 00
Ox (n® dy|,_
7,%(n)) y=0

poniewaz 'U(nv ®<n)) = ’(U(?’], (I)(T]))a o =0, (I)(U) = 0.
Ze wzgledu pierwszy warunek zgodnosci w(0,0) = u%(0). Natomiast ze wzoréw (5.21) i (5.23)
mamy dla y € [0, ]

V(0,y) = u’(y),
oV (0,y) du’

0X(0;0,y)
ot

0 o +0(0,y) + B(0,y) u’(y).

=y

Jesli zapiszemy réwnanie catkowe dla charakterystyki X (¢;¢, %):
t
X(t;t,7) = f+[ §(r, X (73t 2)) dr,
?

wowcezas mozemy obliczy¢ pochodng czgstkowsa wzgledem ¢ w postaci:

oX(t;t,x)  to&(r, X (7;t,7)) 0X(7:t,7) _
ot _/z B o 4Tk
Stad
0X(0;0,z) .
o £(0,7).
1 ostatecznie
8V(0,y) _ 0 diuo
5 = 00.9)+B0,y)u(y) - Hi(O,y), y € 10,1].

Po uproszczeniach, uwzgledniajac drugi warunek zgodnosci dostajemy réwno$é pochodnych
czastkowych na krzywej = = O(¢):

Au(n, ®(n))  dw(n, ®(n)) _
ot ot

_ 9a(n,®(n)) {_ du®
ot dx

£(0,0) + b(0,0) + B(0,0) u°(0) — ddz;b

=0

Dla pochodnych czastkowych wzgledem x nalezy zauwazy¢, ze

o
t=0
0X(t;t,z)  do(t,x) 0X(1,7)  Oo(t, ) -

or 07 5 =g X))

Reszta przeksztalcen jest analogiczna.

Ciggloé¢ pochodnych na krzywej = ®(t) oznacza, ze u € C*([0,T*] x [0,1]).
Przyjmujac T™ jako czas poczatkowy mozna pokazaé istnienie rozwigzan w nastepnym pro-
stokacie. Poniewaz stata C' jest skonczona dla kazdego skonczonego T', wiec postepujac jak
poprzednio uzyskamy rozwiazanie w Gr,.
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Uwaga. W dowodzie istnienia rozwigzania klasy C! przedstawilismy catke Stieltjesa [i( ) dg(y)
jako sume [ () dg(y) + fé(g)( ) dg(y). Powstaly w ten sposéb calki, ktérych granice catkowa-
nia zalezg od czasu t, wzgledem ktérego liczone sa pochodne czastkowe. Dlatego zatozyliémy®,

ze g € C'. Pochodna funkcji g wehodzi do szacowan jedynie poprzez wyrazenie

(K (0,9(0), w(0, ®(0))) — K (0, ®(0),V(e,9()))] (o, ®(a)). (5.36)

y=o(0)

Udowodnilismy, ze odwzorowanie Q ma punkt staly, czyli (v,w) = (V,W). Ponadto Q jest
ciaglte na linii x = ®(t), czyli V (o, ®(0)) = W (o, ®(0)). Dlatego jesli mamy juz rozwiazanie
zagadnienia (5.5) - (5.7), to redukuje sie wyrazenie (5.36), ktére zawiera pochodna funkcji g.
Na tej podstawie wnioskujemy, iz zalozenie ¢ € C*', ma charakter techniczny i wtagciwie moze
by¢ ominigte, o czym moéwi ponizsze

Twierdzenie 5.3 Jesli dla wspélczynnikow rownania (5.5) z warunkami (5.6) i (5.7) spetnione
sq nastepujgce zatozenia

1. £,b, B € CYGq,),

E(t,x) >0 dla (t,z) € G,

u’ € CY([0,1]).

funkcja g ma wahanie skonczone na odcinku [0,1] oraz jest prawostronnie ciggla w zerze,
q(t,y) € CH([0,Ty] x R) i jest ograniczona wraz z pochodnymi,

zachodzi pierwszy warunek zgodnosci: uy(0) = u°(0),

zachodzi drugi warunek zgodnosci: w4 (0) 4 £(0,0) u%,(0) = b(0,0) + B(0,0) u°(0),

K(t,z,u) € CY(Gg, x R) i jest ograniczona wraz z pochodnymi,

© 2 NS St

pochodne K ;, K ,, spelniajg warunek Lipschitza (ze stalg Cra) ze wzgledu na trzecig zmien-
ng, tzn.
vu,ﬁE]R ’K,t(ta ZL’,U) - K,t(taxa ﬂ)| < CL2|U - ’l~L|,
<

vu,ﬂER |K,u(t7x7u) _K,u<t7‘r7a)| OL2|U_€L|7

wtedy istnieje jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia (5.5)-(5.7) klasy C*(Gr,).

Szkic dowodu. Funkcje ¢ : [0,{] — R o wahaniu skoniczonym, prawostronnie ciaglta w zerze
przedtuzamy na R do funkcji g nastepujaco:

(0) dla <0

(x) dla 0<2<I

g(l) + lir? gly) dla x>1.
y—1-

g(0
glx) = 9\
2

Nastepnie g przyblizamy ciggiem funkcji {g.}.~o klasy C*, gdzie g. jest zdefiniowane jako®

0.0) =[G~ ) dy.  weo.l),

¥Niech funkcja g ma wahanie skoficzone na przedziale [a,b] oraz J(z) = [ dg(y) = g(z) — g(a). Stad latwo
widaé, ze J € C! jedli g € CL.
9Tu g. jest nawet klasy C.
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oraz w, : Ry U{0} — Ry U {0}, [rw:(z)de =1,

2
() = C. exp (IwP ) dla |z| <e
0 dla |z|>¢

ZauwaZmy, ze poniewaz funkcja w. jest symetryczna, wobec tego w punktach nieciggtodci

€ (0,1] funkcji g, funkcja g. bedzie zbiega¢ do %( lim g(x) + hm g(x )) Poniewaz nie za-

tozylismy ciaglosci lewostronnej funkeji g w punkcie l dlatego doplero przy g zdefiniowanej w
[ jako 2¢g(l) + hr? g(y) na pewno bedziemy mie¢ hr% gg(l) = ¢(I). Ten fakt bedzie istotny, aby
y—l= e—

moc skorzystac z twierdzenia Helly’ego!? [26].

Lemat 5.3 Dla dowolnego € > 0
Vo(ge) < Vo(g)-

Dowéd. Niech € > 0. Jezeli 0 =29 < ... <z, =1, to

3 lg- ) — ()| =

[ (w1 = ) = 3@ = ) iy dy)

N

5
/Zo (i1 —y) — 9(zi — y)| wey) dy
L@

) wet) dy = V(@) [ wein dy = V3(3) = Vi(9)

N

Dla dowolnego ustalonego £ > 0 zagadnienie mieszane

ug+&(t,x)u, = bt,z)+ B(t,z)u
u(0,2) = u’(x), x¢€]l0,1],

wt.0) = ) =a (1 [ Kttt oisn). .7

posiada jednoznaczne rozwigzanie klasy C' dla pewnego odcinka czasu [0,t], t < Ty. Mozemy
je przedtuzy¢ az do [0, Tp]. Jesli wiemy juz, ze istnieje rozwigzanie w calym prostokacie G, to
(v,w) = (V,W)iW(o,®(0)) = V(o,®(0)) oraz redukuje sie wyrazenie

K (0,9(0),w(0,2(0))) = K (0,2(0),V(0,2(0)))] 4(®(0)) &(0, B(0)).

wystepujace we wzorze bedacym analogiem wzoru (5.25).

Poniewaz, z zatozenia, funkcja g ma wahanie skonczone, dlatego na podstawie Lematu 5.3
cigg {Vé(ga)} jest wspolnie ograniczony. Przechodzac w warunku brzegowym do granicy z
e — 0, na mocy twierdzenia Helly’ego:

/Ol K(t,y,u(t,y))dg-(y) H/OZK(t,y,U(t,y))dg(y% dla e —0.

W ten sposob otrzymujemy rozwigzanie klasy C! problemu poczatkowo-brzegowego przy za-
lozeniu, ze funkcja g jest funkcja o wahaniu skoniczonym na [0,[] i ciagta prawostronnie w
punkcie 0.

0Zatézmy, ze f jest ciagla, za$ g o wahaniu skoficzonym w [a, b]. Jezeli g,,(x) — g(x) w zbiorze Z gestym w
[a,b], zawierajacym punkty a, b i jezeli ciag V%(g,) jest ograniczony, to f; fdgn — f; fdg.
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5.2 Uklad réwnan liniowych
Nasze rozwazania zaczniemy od uktadu trzech rownan z macierza diagonalna
us+ D(t,x)u, =b(t,x) + B(t, z)u, (5.37)

dla v = [ub U2, u3]T7 D = dlag [517 627 53]7 b= [bla b27 b3]T7 B = [Bij]i,j=1,2,3a
z warunkiem poczatkowym dla = € [0, (]:

u1(0,2) = ul(x), (5.38)
uz(0,2) = uy(z),

uz(0, ) = uy(z).

Zaktadamy, ze w prostokacie G, = [0,To] x [0,1] wartosci wlasne &, &, & sa funkcjami cia-
glymi speliajacymi warunek Lipschitza wzgledem z. Ponadto & (¢, x) jest funkcja dodatnia,
za$ &(t, x) - ujemna. Stad przyjmujemy po jednym warunku brzegowym na kazdym brzegu
prostokata Gp, (x =01z =1), t € [0, Tp]:

l
= ¢ <t7 UQ(t7 0)7 Ug(t, 0)7 A Kl (ta Y, ul(tv y)a u2(t7 y)7 u3(t7 y)) dgl (y)> )
w(tl) = wat) (5.40)

= (2 <t,u1(t,l),u3(t,l),/ol KZ(t>yaul(tay)7u2(tvy)>u3(tay)) dg2<y)> .

Natomiast funkcja &5 spelnia warunek
&(t,0) <0 dla te€[0,75] lub &(t,0)=0 dla ¢t € |0,Tpl, (5.41)

oraz

&Gt >0 dla te[0,Ty] lub &) =0 dla te0,T]. (5.42)

Oznacza to, ze zadna krzywa nalezaca do trzeciej rodziny charakterystyk nie wchodzi przez
lewy lub prawy brzeg prostokata G, 1 z tego wzgledu dla funkcji ug zaktadamy tylko warunek
poczatkowy.

Rys. 5.4: Trzy rodziny charakterystyk
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Nalezy zauwazy¢, ze ogodlniejsze warunki brzegowe bylyby w postaci
!
q1 <t7 u?(tu 0)7 u3(t7 O>a /0 K11<t7 Yy, Uy, Uz, Ug) dgll(y)7
! l
/0 Kiao(t, y, ur, uz, us3) d912(y)a/0 Kis(t,y,u1,ug, uz) dgis(y) |,
!
q2 (ta Uy (tv l)7 Ug(t, l)7 /0 K21 (tv Yy, Uy, Uz, Ug) dg?l (y)a

l l
/OKQQ(t,y,ul,UQ,ug) d922(y)7/0 K23(t,y,u1,u2,u3) d923(y>> .

Przyjecie ich nie wptynetoby na sposéb dowodzenia twierdzenia o istnieniu, a jedynie na zlozo-
nos¢ poszezegdlnych formut w trakcie dowodzenia. Dlatego dla uproszczenia pozostaniemy przy
(5.39) i (5.40).

Wyréznimy charakterystyki @ = @4 (t) i = ®y(t) startujace - odpowiednio - z punktu (0, 0)
i(0,0):

(Z = €1<t,$), @1(0)20,
CZ = fg(t,%), (I)Q(O):l

5.2.1 Istnienie uogdélnionych rozwigzan ukladu (5.37)

W tym paragrafie wykazemy shusznos¢ nastepujacego twierdzenia, bedacego uogélnieniem Twier-
dzenia 5.1 na uktad (5.37):

Twierdzenie 5.4 Jesli wspolczynniki ukladu (5.37) oraz warunki poczgtkowe (5.38) i brzegowe
(5.39), (5.40) spelniajg nastepujace zalozenia

1. D,b,B € C(Gy,),

2. D(t,x) spelnia warunek Lipschitza ze wzgledu na x i & (t,x) > 0, &(t,x) < 0 dia
(t,x) € Gp, oraz & spetnia (5.41) - (5.42),

3. u" e C([0,1]),

4. qi(t,x), q2(t,x) € C([0,Tp] x R) i spetniajg warunek Lipschitza (ze stalg Cp) ze wzgledu
na zmienng T,

5. funkcja g1 ma wahanie skoriczone na odcinku [0,1] oraz jest prawostronnie ciggla w punkcie 0,
6. funkcja go ma wahanie skoriczone na odcinku [0, 1] oraz jest lewostronnie ciggla w punkcie ,

7. zachodzi pierwszy warunek zgodnoSci:

up (0) = uf(0), (5.43)
ue(0) = uy(l), (5.44)

8. Ki(t,z,u) € C(Gg, x R3), i = 1,2, oraz spelnia warunek Lipschitza (ze stalg Cp) ze
wzgledu na zmienng u, tzn.

3
vu,ﬁER?’ |Kz(t7xvu) - Kl(t7$?ﬂ)| < CL Z |uj o ﬂj|7
j=1
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wtedy w G, istnieje ciggle, jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia (5.37)-(5.40).

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia Banacha o punkcie stalym.
Niech (uy,us,u3) bedzie trojka funkcji z przestrzeni Banacha C(Gr,) x C(Gg) x C(Gr,) =
norma
[[(u, uz, us)|| = .I_ﬂlaQXS{Sup |usl}-
i=1,2, Gr,
Okreslamy odwzorowanie Q, ktore trojce (uq, us, ug) przyporzadkowuje trojke funkeji (Uy, Uy, Us)
dang jako stabe rozwigzanie uktadu rownan

U+ &)Uy = bi(t,x) + Bt x)us + Bio(t, v)ug + Bis(t, x)Us, (5.45)
Usp +&(t, 2)Use = bo(t,w) + Ba(t, x)uy + Bao(t, v)us + Bas(t, 2)Us, (5.46)
Ug,t + f3(t, $)U3’m = b3(t, x) —+ B31 (t, x)ul + B32(t, SL’)'LLQ + B33<t, 13)'&3, (547)

7 warunkami
Ui(0, ) = ud(x), z €0, i=1,2,3 (5.48)

oraz dla t € [0, Tp):
Ul (t’ 0) = <t7 U2(t7 0)7 UB(t7 0)7 /Ol Kl <t7 Y, Ul (ta y)? UQ(t7 y)> U3<t7 y)) dgl (y)> ) (549)

U2<t7 l) = ({2 <t7 Ul (tv l)? U3(t7 l)7 /Ol K2(t7 Y, Ul (ta y)7 U2(t7 y)? U3(t7 y)) dg2<y)> . (550)

Na mocy Twierdzenia 2.1 dotyczacego zagadnienia Cauchy’ego dla uktadu liniowego, w
prostokacie G, istnieje rozwiazanie Us problemu (5.47)-(5.48). Funkcje Uz (zalezna od wuy,
ug, uz) podstawiamy do dwéch pozostatych réwnan. Réwnanie (5.45) z warunkami (5.49),
(5.48) posiada, na mocy Twierdzenia 5.1, dla danych uy, ug, us jednoznaczne ciagle rozwiazanie
U;. Podobnie istnieje jednoznaczne, ciagte rozwiazanie Uy zagadnienia (5.46) - (5.48) - (5.50).
Dlatego (Ul, UQ, Ug) S O(GTO) X O(GTO> X C(GTO).

Wykazemy istnienie czasu T' € (0, Tp], dla ktérego odwzorowanie Q jest zwezajace, tzn. dla
pewnej statej C' = C(T), C € (0,1):

1(Ur, Us, Us) = (Uy, Ua, Us)[| < Ol (wr, us, ug) — (i, tia, s)|,
czyli B .
gy tegp U= Uil < @ oy tsgp o =l
Zaczniemy od nieréwnosci, ktora tatwo dostaniemy z réwnania (5.47) i warunku poczatko-
wego (5.48). Niech T' bedzie dowolnym czasem z przedziatu (0, Ty] oraz
Gr =10,T] x [0,1].

Czas T zostanie dobrany tak, aby odwzorowanie Q byto zwezajace.
Na charakterystyce x = x3(¢; ¢, ) funkcja Uz spelnia réwnanie rozniczkowe:
dU3(t7 l’g(t, {7 j))
dt

= b3(t, ZE3<t, _, i’)) + B31 (t, Ig(t, 1?, Zf)) Ul(t, ZE3<t, E, J_/’)) (551)
+B32(t, T3 t; 1?, [f)) Ug(t, $3(t; 7, i’)) + ng(t, T3 t; E, [f')) Ug(t, [L’g(t; l?, Zi‘))
Wprowadzamy oznaczenie dla réznic funkeji U; i U; oraz u; i w;, (i = 1,2, 3):

Vi = Ui — Uy, Vi=U,—U.
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Odejmujac stronami réwnania (5.51) dla niewiadomych funkcji Us i Us otrzymujemy

dVa(t t:t. T _ _ _ _
3<’""”’;t(’ %) _ Bai(t, w3(t: T, ) vi(t, 25(t: T, 7)) + Bao(t, 23(t;, 7)) va(t, 23, 7))

+B33(ta ZL‘3(t7 2?7 j)) US(ta ZL‘3(t7 2?7 ‘f))

Rozwiazanie tego réwnania rézniczkowego zwyczajnego jest postaci
B _ t
V:g(t, f) = V},(O, .733(0; t, i’)) + /0 (3317)1 + BgQUQ + B33’U3)dt.

Poniewaz Us(0, z) = Us(0, ) = u3(z), wiec V3(0,23(0;%,7)) = 0. Stad otrzymujemy nieréwnosé

sup V3| < TC’B(sup|v1| + sup |vs +sup|v3|)7 (5.52)
Gr Gr Gr Gr

gdzie Cg = Scup {|Bi1| + |Bi2| + | Bis|}.
T
i=1,2,3

Niech T" bedzie dowolnym czasem z przedziatu (0, 7p] i dodatkowo takim, ze charakterystyki
r = ®(t) i x = Py(t) nie przecinaja si¢ ' oraz niech

Gpr = {(t,z) e Gr: x> &1(b)},
Gur = {(t,z) € Gr: z < (1)},
Gpr = {(t,x) € Gr: x < $y(t)},
Gror = {(t,x) € Gp: x> Dy(1)}.

Zajmiemy sie teraz réwnaniami (5.45) i (5.46). Na charakterystyce @ = z1(¢;¢,Z) funkcja Uy
spelia rownanie rozniczkowe:
dUl (ta xl(t -Ea j))
dt

= bl(t .Tl( s )) BH( (t 1?, f))ul(t,xl(t,t,i)) (553)
+Bia(t, x1(t;6, 7)) ug(t, 1 (t; ¢, 7)) + Bis(t, 1(¢; ¢, T)) Us(t, 21(t; ¢, T))
Odejmujac stronami réwnania (5.53) dla niewiadomych funkcji Uy, Us i Uy, Us otrzymujemy

WS ELD) 1,y (127.2)) vy (01 (127.2)) + Bt (1. ) vl (7. )

+Bl3(t7 xl(t7 E? Q_?)) %(ta xl(tv Ea ‘f))

Stad ,
_ 3 T
%(t, f’) = Vi(to, .Tl(to; t, .i')) + /t (anl + 3121)2 + Blg‘/g,)dt (554)
0
i spelnia dla czasu ty = 0 warunek poczatkowy, natomiast dla tg = o1 (¢, Z) - warunek brzegowy.
Jesdli punkt (¢,7) € Gpir, to tg = 0 oraz Vi(to, z1(to;t, %)) = 0, gdyz funkcje Uy 1 Uy maja ten

sam warunek poczatkowy: Uy (0, z1(0;%, 7)) = Uy (0, 21(0;¢, 7)) = ud(x1(0; ¢, 7)).
Z réwnania (5.54) otrzymujemy

sup | V1| < TCB(sup|v1| + sup |vs| —I—sup|V3|>, (5.55)
GplT GT GT GT

i podobnie
sup |Va| < TCB(sup|v1| + sup |vs| +sup|V3|>. (5.56)
GPQT GT GT GT

1 7Zalozenie istotne jedynie dla uproszczenia notacji.
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"
T (g’,-)h@l(t) —
) T — <
Py o) I

Rys. 5.5: Charakterystyki x = ®1(¢) i © = Po(t)

Dla (t,7) € Gur: to = o1(t,z). Wyznaczajac Vi(oq,z1(01;t, %)) przedstawimy w warunku
brzegowym catke po przedziale [0,[] w postaci sumy trzech calek po przedziatach [0, P, (o7)],
[@1(01), Po(01)] 1 [P2(01),1], poniewaz jesli o1 — 0 to Vfl(m)(gl) — (0 oraz VéQ(Ul)(gﬂ — 0.
(Rys. 5.5)

Vi(or,z1(01;t,2))] = [Vi(o1,0)] <
Cr|Va(o1,0)| + CL|V3(0y,0)]

l
| K019 Uslo1,9), Ua(o1,9), Uslor.9) dos ()

N

+Cp,

l - ~
_/0 K1(01,y7 Ul(alay)7 U2(01)y)7 U3(017y>> dgl(y)‘
Cr|Va(o1,0)| + Cr|V3(01,0)]

Dy (o1)
/0 (K1(01,Z/7 U1(01yy)7U2(01,y);U3(<71,y))

—Ki(o1,y,Ur(01,y), Us(01,y), U3(017y))> dgl(y)‘

N

+Cp,

Do(o1)
+CL / (Kl(alaya U1(017y)7U2(017y>aU3(Ul7y))

Pi(o1)

—Ki(01,y,Ui(01,y), Us(o1, ), U3(01,y))> dgl(y)'

/l (Kl(al,y,Ul(Ulay)7U2(01,Z/)7U3(01,3/))

Do (o1

(01,3, 01(01,9). Oa(1.9). Us(1,9)) ) dn (1)
Cr|Va(o1,0)| + Cr|Vs(o1,0)]

+CVP D) | s Wilonyl+ s V(o)
y€[0,21(01)] y€[0,21(01)]

+Cp,

N

+ s V(o]

y€[0,1(01)]
Do (o
FAVEC) | s enyl+ s (Vo)
y€E[P1(01),P2(01)] y€E[P1(01),P2(01)]
L |
y€[P1(01),P2(01)]

HC V(@) | s ilonyl+ s V(o)
y€E[®2(01),l] y€[P2(01),]]
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+  sup  [Vs(o1,y)|
y€[P2(01),l]

< CplVa(o1,0)[ + CL|V3(01,0)] (5.57)
+C2V ) (g1) sup [Vi| + C2VE () (91) sup |Vi|

b1T Gpir

+C2 V5 (g1) sup |Va| + CF Vi, (o) (91) sup V2]

p2T Gpar

+C7 V(1) sup V3]
Gr

W ostatnim przejéciu skorzystaliSémy z twierdzenia (str. 22, [26]), ze wahanie jest funkcja ad-
dytywna przedziatu.

Poniewaz (01,0) € Gpor oraz (01,0) € Gpsr, dlatego na podstawie (5.52) i (5.56) szacujemy
Va(o1,0)] < TClp(sup vg] + sup [vs] + sup [vs]),
Gr Gr Gr
Va(01,0)] < TCp(sup vg] + sup [va| + sup |V]).
Gr Gy Gr
Dalej przy pomocy (5.55) i (5.56) uzyskujemy z (5.58)

Vi(01,0)] < C2V ™ (1) sup [Vi] + C7 Va0 (1) sUp V2| (5.58)

b1T b2T

+{TC(C8Vh o (91) + GV ) + 1) + CPVh ()

sup | V3]
Gr

+TCp (Cinpl(al)(gl) + OV (g1) + 2) (scgp o1 + sup Ivzl>

T T

+TCpsup |vs).
Gr
Z réwnania (5.54) wynika, ze dla dowolnego (¢,%) € Gyir

Vit )| < Vo, 0|+ TCo(_sup fou(t,a)|+ sup [uat,a) + sup [Va(t,a)])

(t,x)EGT (t,ﬂ?)EGT (t,JZ)EGT

Dlatego dzieki (5.58) otrzymujemy

sup  |Vi(t,z)] < CRVP ™ (1) sup V| + C? V%(T (g1) sup |Va| (5.59)

(t,x)eGpiT Gyir Gpar

+ [TGB <2Civé<gl> Lot 1) 4 CiVé(gl)] sup | V3|
Gr

+7Cg (20%)/([)(91) +2C, + 1) <sup |v1| + sup |U2|>
¢

T T

+T'Cpgsup |vs|.
Gr

Ostatecznie z (5.55) 1 (5.59) mamy

sup |[Vi| < sup |Vi| + sup |V
Gr

b1T Gpir

< ™ <gl>sup|v1|+02v¢2 )(91)sup V2

+ [TCB (202120(91) O+ 2) + czvo(gl)] sup [V
Gr
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+TCpy (QCEVé(gl) +2C, + 2) (sup |vq| + sup |v2|>
G

T T

+TCpgsup |vs|,
Gr
i dalej
(1= @) swp Vil < CEVhry(an) sup Vil
+|TCs (20300) + Co + 2) + GV (01)| sup Vil
Gr

+TCp (QC%Vé(gl) +2CL + 2) (sup |v1| + sup |v2\>
¢

T T

+TCpsup |vs).
Gr

Przy pomocy (5.52) wyeliminujemy z powyzszej nieréwnosci sup |V3:
T

(1= V5" Dg))sup Vil < C3Viqry(o0) sup Vi (5.60)
VTCy (ozvg(gl)(zTcB TNGANE
+TCp(CL+2) +2CL + 2) (sup |vq| + sup |v2|>
Gr Gr

o (ogvg(gl)@ToB 1) 4+ TCs(Cr +2) + 1) sup |vs|.
G

T

W ten sam sposob dostajemy
(1= V() ) sup Vel < € (g sup |Vl (5.61)
GT GT
+TCp(CEVH(92) (2TCh + Co +2) +

+TCp(CL +2)+2CL + 2) (sup |v1| + sup |U2|> +

Gr Gr

LTC (0,%1/5(92)(2T03 1)+ TCH(Cr+2) + 1) sup |us],
G

T

Dodajemy stronami nieréwnosci (5.52), (5.60), (5.61) i po prostym przeksztalceniu dostajemy
(1= VP Do) — CRVP D a0)) sup I+ (1= Vb (00) = C3Vhuiry(92)) sup Vel +
+sup Vil < TC3 | C (Vy(91) +V3(92)) (2T Clp + O +2)

+2TCp(CL +2) +4C, + 5} (Sélp |v1| + sup |v2|> +

T T

+T1'Cp

C3 (Vilgr) + Vi(92)) (2TClp + 1) + 2TC(Cp + 2) + 3} sup |vs)|
Gr
Stad

min {1 — OV D () — OV D g1); 1 C2VE, oy (91) — C,%VéQ(T)(QQ)} X
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X (sup|V1| + sup | Va| + sup |V3|) <
Gr Gr Gr

< TCp

Cr (V(l)(gl> + Vé(QQ))<2TCB +CL+2)+ (5.62)

+2TCp(CL +2) +4C + 5} <sup |v1] + sup |va| + sup |U3|>.
¢

T T T
Zaktadajac, ze
min {1= G2V (gr) = GV (90); 1= CiVhiny(90) = CiVhyny(2)} 20, (569
oznaczamy stala

TCp

C3(Vilg1) + Va(92)) (2T Cpp + C +2) +2TC(Cr +2) + 4Cy + 5}

C = .
min {1 — O3V P (g) = OV P (g1): 1= C3VE, iy (91) — CFV, ) (gz)}

Zauwazmy, ze jesli T — 0 wéwezas ®1(T) — 0, o(T) — [ i dlatego Vi (g1) — 0 oraz

VfDQ(T) (91) — 0. Zatem dla pewnego czasu T' = T™ stata C' € (0,1) oraz spelniony jest warunek
(5.63). Wtedy na podstawie (5.62) mamy:

sup [Vil + sup [Val + sup V5] < C((sup [or| + sup [0 + sup o] ).
Gops G G G

T* T* T*

skad tatwo wnioskujemy, ze

1< 30 .
e (up Vil < 3C max {sup o},

co oznacza, ze odwzorowanie Q jest zwezajace.

Na mocy twierdzenia Banacha istnieje punkt staly odwzorowania Q. W ten sposéb do-
wiedliSmy istnienia jednoznacznego ciaglego rozwiazania uktadu (5.37) - (5.40) w prostokacie
Gp+ = [0,T7*] x[0,1]. Biorac w nastepnym kroku jako czas poczatkowy T, pokazujemy istnienie
rozwigzania w kolejnym prostokacie. Po skoficzonej liczbie krokéw '2 otrzymujemy rozwiazanie
w GTO'

5.2.2 Rozwigzania klasy C! ukladu (5.37)

Twierdzenie 5.5 Dla wspétczynnikow ukladu (5.37) © warunkow (5.38), (5.39), (5.40) zaléz-
my, ze

1. D,;b,B € CYGq),

2. dla (t,2) € Gy, - & (L) >0, &(t,x) <0,
3. & spelnia warunki (5.41) - (5.42),

4. u € C'([0,1]),

5. funkcja g1 ma wahanie skonczone na odcinku [0, 1] oraz jest prawostronnie ciggla w punkcie 0,

1276 wzgledu na zalozenia Twierdzenia 5.4, state Cp, C' i V}(g;)i=1.2 sa okredlone dla czasu Tp.
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10.
11.

funkcja go ma wahanie skoriczone na odcinku [0,1] oraz jest lewostronnie ciggla w punkcie [,
q1(t,y), g2(t,y) € CH([0,Ty] x R) i sq ograniczone wraz z pochodnymi,

zachodzi pierwszy warunek zgodnosci:

un(0) = u)(0),
up(0) = uy(l),

zachodzi drugi warunek zgodnosci:

wp1,4(0) + £1(0,0) uf ,(0) = b1(0,0) + By1(0,0) ul(0) + Bi2(0,0) u5(0), (5.64)
um(O) + 52(0, l) ugw(l) = b2(0, l) + BQI(O, l) u(f(l) + BQQ(O, l) ug(z), (5.65)

Ki(t,x,u) € CY(Gp, x R?), i = 1,2, oraz jest ograniczona wraz z pochodnymi,

pochodne czgstkowe Ky, K;.,, 1 =1,2, j = 1,2,3, spelniajq warunek Lipschitza (ze stalq
Clr2) ze wzgledu na zmienng u, tzn.

3
Vuaers [Ki(t, x,u) — Ki(t,z,0)| < Cpa Z lu; — 4],
=

3
vu,ﬁERS |Ki,u]- <t7 z, U) - Ki,uj (tu z, ﬂ)l < CLQ Z |uj - a]|

J=1

Przy tych zalozeniach istnieje jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia (5.37)-(5.40) klasy C*(Gr,).

Dowdd. Idea dowodu Twierdzenia 5.5 jest taka sama jak Twierdzenia 5.4. Nalezy pokazac, ze
istnieje czas T' € (0, Tp], dla ktérego odwzorowanie

Q: CY(Gr) x CY(Gr) x CH(Gir) 3 (un, s, uz) — (U, Us, Us) € CH(Gy) x CH(Gopy ) x CH(Grpy)

jest zwezajace, tzn.

max {SUP \U; — Usl; sup|Us o — U al; sup Uiy — Ui,t‘} <
1=1,2,3 Gr Gr Gr

< C max {Sup |w; — ;|5 sup |w; e — ;|3 sup |u; — ui,t|},
1=1,2,3 a a a

T T T

dla pewnej statej C' zaleznej od czasu T i majacej ta whasnoéé, ze C — 0 gdy T — 0.
Oznaczamy:

Pi = U g, PZ - Ui,:(n 1= 17273'

Roézniczkujac réwnania uktadu (5.45)-(5.46)-(5.47) wzgledem zmiennej x otrzymujemy:

P+ &P, = —&.00 + Bupi + Biaps + Bi3Ps + By gur + Biggus + BisUs + by,
Py + &Py = —&:Po 4 Baipi + Baaps + BagPs + Boj yuy + Bag pus + BagUs + ba
Psy+ &P, = —&3,P3+ Baipi + Baaps + BssPs + Bsy yuy + Bag g + Basus + b ;.

Z ukladem tym postepujemy tak samo jak z uktadem (5.45)-(5.46)-(5.47) z poprzedniego pa-
ragrafu, wykorzystujac uzyskane tam oszacowania dla funkcji Uy, Us, Us.
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W przypadku pochodnej po czasie wystarczy skorzystaé¢ z réwnania (5.45) i z nieréwnosci,
ktore wezesniej otrzymamy dla Py i Us:

sup [Uy s — Uy < sup|&y| - sup [P — Pi| + CB(SUP lur — 1| + sup |ug — G| +sup |Us — U3\>~
GT Ty GT GT GT GT
Podobnie dla Uy 1 Us ;.

Przy rézniczkowaniu warunku brzegowego korzystamy z ponizszego lematu

Lemat 5.4 Niech funkcja f(x,y) okreslona w prostokgcie |a,b] X [c,d] bedzie ciggla wzgledem
x w przedziale [a,b] przy dowolnie ustalonym y z przedziatu [c,d|, natomiast funkcja g(x) ma
wahanie skoriczone w [a,b]. Zaléimy dalej, Ze w calym prostokqcie istnieje pochodna czgstkowa
fy(z,y) ciggla jako funkcja dwu zmiennych. Wowczas przy dowolnym y z przedziatu [c,d] dla
funkegi J(y) = J° fx,y) dg(x) zachodzi réwnosé

dJ b
dy=/a fy(@,y)dg(z).

Dowdd. Ciagglosé funkeji f wzgledem x i wahanie skonczone funkcji g gwarantuja istnienie catki
J(y) = [? f(z,y) dg(x). Dla y = y, - dowolnie ustalonej warto$ci z przedziatu [c, d] zapisujemy
iloraz réznicowy

J(yo + h})b —J(p) _ /ab fyo + h})L — (@, %0) dg(x)-

Postugujac sie wzorem Lagrange’a przedstawiamy funkcje podcatkows w postaci

f(@,y0+h) — f(z,9)
h

Funkcja f, jest jednostajnie ciagta w [a, b] X [c, d], czyli

= fy(z, g0+ 6h), 6€(0,1). (5.66)

Ves0 3550 Vizg).GEd)elabxled 1T —Z| <IN|G =yl <0 = |f,(Z,9) — f,(Z,9)] <e.

Przyjmijmy & = & = x, ¥ = yo, § = Yo + Oh i wezmy |h| < §. Ze wzgledu na réwnosé (5.66)
mozemy powiedzieé, ze dla wszystkich x € [a, b] jest

f(xayo +h) _f<$7y0)

h _f7y(x7y0) <g,
czyli funkcja f,(x,yo + 0h) dla h — 0 dazy jednostajnie wzgledem z do funkcji granicznej
f,y<x7y0)-
Dalej
b f(x,yo+ h) — f(z, b
/a f( Yo })l f( yO) dg(ﬂl?)—/a f7y(x,yo)dg(3:) <
B) —
< Vilg) max Jlen® })l T@0) _ ¢ g0)| < Vig)e,

To dowodzi rownosci

dJ Y fleye +h) = fl2yo) v flmyo +h) — f(z, )

= Y 7 dg(x) = | lim ; dg()

= [ utsw) doo)
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5.2.3 Uktad liniowy z macierzg niediagonalng

W poprzednich paragrafach rozpatrzyliSmy przypadek uktadu z macierza diagonalna, a wiec
uktadu w inwariantach Riemanna. Zatézmy teraz, ze macierz A (o wymiarach n x n) uktadu
liniowego nie jest macierza diagonalna:

A=TDL, =L"", D = diag[¢,, ..., &)

Niech w prostokacie G, wartoéci wtasne odpowiadajace liniowo niezaleznym lewym wektorom
wlasnym L1, ..., L, beda nastepujace!:

1y ooy Emy >0, Empats -y &my <0,
gdzie my < n. Pozostate n — my wartosci wtasne speliaja warunek
&(t,0)<0 dla te[0,T5] lub &(¢t,0)=0 dla t€[0,Ty], i=ms+1,....,n (5.67)
oraz
&G(t, 1) >0 dla te[0,7y] lub &(t,1)=0 dla t€][0,Tp), i=mo+1,...,n. (5.68)

Dlatego przyjmujemy jedynie m; warunkéw na brzegu dla z = 0:

F}'(t u<t7 O)? (Pj(t)) = 07 gdZie @J(t> = /Ol Kj<t7 Y, U(t, y)) dgj(y)a .] = 17 <., My, (569)

oraz mg — my warunkow na drugim brzegu prostokata Gr,, czyli dla = = [:

!
Fi(t,u(t,l),;(t) =0, gdzie p;(t) :/0 K;(t,y,u(t,y))dg;(y), Jj=mi+1,...,ma, (5.70)

przy czym funkcje Fy; € CHR™?), j =1,...,ma.

Nie ma warunkoéw brzegowych ze wzgledu na wartosci wlasne &;, © = mo + 1,...,n. Charak-
terystyki nalezace do rodzin z indeksami o numerach od ms + 1 do n wychodza przez lewy i
prawy brzeg lub sa prostopadte do osi OX.

Spetnione sg ponadto warunki poczatkowe:

u(0, ) = u’(z), x € [0,1]. (5.71)
Aby uzyskaé rozwiazanie klasy C' w calym prostokacie Gr,, tzn. réwniez na krzywych
x = ®;(t), i = 1,...,mg, przyjmujemy, ze w punktach (0,0) i (0,/) zachodza dwa warunki

zgodnosci. Rozwazajac warunek brzegowy (5.69) dla czasu t = 0 i poczatkowy dla =z = 0
dostajemy pierwszy warunek zgodnosci w punkcie (0, 0):

Fj(0,u°(0), 0;(0)) =0, ;(0) = /Ol K;(0,y,u°(y)) dg;(y), j=1,...,my. (5.72)

Podobnie w punkcie (0,1):

F5(0,u°(1),;(0)) =0, ¢;(0) = /Ol K;(0,y,u’(y)dg;(y), j=mi+1,....ms  (5.73)

137akladamy, ze iloéé charakterystyk wchodzacych zaréwno przez lewy jak i przez prawy brzeg nie zmienia
sie.
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W celu otrzymania drugiego warunku zgodnosci w punkcie (0,0) rézniczkujemy (5.69) po ¢ i
podstawiamy ¢ = 0:

F4(0,4°(0), %(O)Hi Fj,(0,u°(0),95(0))ui,¢(0, 0) 4 Fp, (0,u°(0), 5(0)) 05 (0) = 0. (5.74)

i=1

Do obliczenia pochodnej funkcji ¢; korzystamy z Lematu 5.4:

Pjt —/ iy, u(t,y)) dg(y +/ K (6 y, u(t,y) - uie(t,y) dg(y).
Nastepnie z uktadu wyznaczamy
u(0,0) = b(0,0) + B(0,0) u’(0) — A(0,0) u,(0),

i podstawiamy do réwnosci (5.74). W rezultacie otrzymujemy drugi warunek zgodnosci w punk-
cie (0,0) (j=1,...,mq):

th(o u’(0), %(0)) + (5.75)
+ Z 0, (0,12(0), 05(0)) - <b(0, 0) + B(0,0)u*(0) — A(0,0) u?l,(()))i +
£Fy (0,40 { [ K3u0,5,00) doy) +

/ 3" K (000 (b<o,y> FBO0.0)1°0) - 40, i) } =0

W punkcie (0,1) bedzie (j =mq +1,...,ms):

Fj4(0,u°(1), ¢;(0)) + (5.76)
30 i (0,00, 2,(0)) (b(o, ) + B(0,1) (1) — A(0,1) u?m(l)>i +
+Fj (0,0 {/ (0, y,u°(y)) dg(y) +

/ 0.0 (b<o,y> +B0.9) 1) - A0.)1%0) | =0

Przejscie do uktadu w inwariantach Riemanna polega na wprowadzeniu nowej funkcji nie-
wiadomej 7, ktéra w sposéb liniowy zalezy od u:

r = Lu.
Zapisujemy uktad warunkéw brzegowych (5.69)-(5.70) w postaci
!
Fi(t,T(t,0)r(t,0),9;(t)) = 0, ¢;(t) = /0 Kt y, Tt y)r(t,y) dg;(y), — (5.77)
j = 17 <oy M,

F}(t7r(t7 l) T(t,l),ng(t)) = 0, Spj(ﬂ = /Ol Kj(tayar(t>y) r(tay»dgj(y)a (578)
j=mi+1,...,mo.
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Z (5.77) mozna, na mocy twierdzenia o funkcji uwiktanej, w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢

inwarianty r(¢,0), .. .,
sg nastepujace warunki:

T'm, (t,0) oraz z (5.78) - inwarianty r,,, +1(t, 1), ...,

T'my (£, 1), jesli spelnione

o o
81”1 87"7711
det | ... i # 0, dla z =0,
8Fm mi
ory B'r'ml
8Fm1+1 aFm1+1
OTmy+1 Ormy
det #0, dla x =1,
OF OF
Ormy +1 OTmsy
czyli
X OF IF
1 oriy
kZ—:1 o Lkt Z our Lkm
det . # 0, dla x =0, (5.79)
D OFm, n ale
o OFm, 11 2 OFm 41
kz_:l 78111;@ kal +1 kz_:l 8u1k kmo
det . 0 dla x =1. 5.80
b
i 9Fmy i asz
= dur, kmi+1 Dup, km2

Warunki brzegowe, ktére otrzymamy dla funkcji » beda postaci

r;(t,0) = g (t, Tmy+1(t,0), ... ma(L,0),

[} Kt T 0 (0. 9) dony

j = 1,...,m1

) Rt D0 1) i)
(5.81)

ri(t,0) = qj(b‘ﬂ"l(t,l)w--77“m1(t7l)77’m2+1(t,l),-~~,Tn(t,l),

[ ey D) r(0,9)) dgs )

j = m1+17"'am27

/ Ko,y (9, T, y) 7(t, y)) dgm, (y ))
(5.82)

gdzie funkcje ¢; € CHRMIHm2=my) 5 =1 .. ma.

Mimo, ze warunki brzegowe zaleza od wielu catek, to jednak nie stanowi to wigkszego problemu
poza ztozonoscig notacji i dowdd istnienia rozwigzania ciggtego oraz roézniczkowalnego w sposob
ciaglty przebiega analogicznie do dowodu istnienia rozwiazania zagadnienia z diagonalna macie-
rza uktadu. Ponadto wykorzystujemy w nim, podobnie jak w problemie Cauchy’ego (2.1)-(2.2),
Lemat 2.2.

Twierdzenie 5.6 Niech wspotczynniki uktadu liniowego uy + Au, = b+ Bu i warunki poczqt-
kowe (5.71) oraz brzegowe (5.69), (5.70) spelniajq

1. D,b,B € CI(GTO),
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2. dla (t,x) € G, : &(t,x) >0, i=1,...,my, &(t,x) <0, i=my+1,...,ma,

3. dla &, i=mo+1,...,n zachodzi (5.67), (5.68),

4. u € C'([0,1]),

5. funkcje g;, i = 1,...,mq, majg wahanie skoniczone na odcinku [0,1] oraz sq prawostronnie
ciggte w punkcie 0,

6. funkcje g;, i = mq + 1,...,ma, maja wahanie skoriczone na odcinku [0,1] oraz sq lewo-

stronnie cigglte w punkcie [,
7. qi(t,y) € CH[0,Tp) x R), i =1,...,my, i s¢ ograniczone wraz z pochodnymi,
8. zachodzq warunki zgodno$ci (5.72),(5.73),(5.75),(5.76) ,
9. Ki(t,z,u) € CY(Gp, x R"), i =1,...,ma, oraz jest ograniczona wraz z pochodnymi,
10. pochodne czqstkowe K, Ko, 0 =1,...,ma, j =1,...,n, spetniajq warunek Lipschitza

(ze stalq Crs) ze wzgledu na zmienng u, tzn.

Vaaere |Ki(t, @, u) — Kip(t, 2, 1) < Cra Y Jug — 4,
i—1

n
Vuaern |Kiw, (t,2,u) — Ky, (t,2,0)] < Cry Z lu; — U],
i=1

11. zachodzg warunki (5.79) i (5.80).

Wtedy istnieje jednoznaczne rozwigzanie klasy C1(Gr,) tego zagadnienia.

5.3 Zagadnienie mieszane dla uktadu quasi-liniowego z
funkcjonalng zaleznoscig wspoétczynnikéw i warunku
brzegowego od rozwigzania

Dla hiperbolicznego uktadu réwnan quasi-liniowych z rozdziatu 4 postaci
uy + Afuju, = bul, (5.83)

z warunkiem poczatkowym
u(0,7) = u’(z), z€][0,1], (5.84)

zatozmy, ze spetnione sa zatozenia Twierdzenia 4.2 z rozdziatu 4 dla wspoétczynnikoéw okreslo-
nych w kuli B}(u°) z przestrzeni Banacha

Xy = {u e CH[0,0); lulls = llullo + [luzllo < oo}

Podobnie niech X oznacza przestrzen Banacha

Xy = {u e C([0,1]); |ullo := sup > u?< oo} :
z€[0,]] \ ;=1

Zaktadamy zatem, ze dla ¢ € [0, Tp] zachodzi:
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(A1) K : B} (u’) — X; i dla pewnej statej C' < oo: |[K[v]|l; < C dla dowolnego v € B} (u),
gdzie K oznacza L, ', D, Z (Z = Lb).

(Ay) L jest ciagtym nieliniowym operatorem, L : B!(u®) — X,. Zakladamy, ze L jest réznicz-
kowalny w sensie Frécheta i dodatkowo przyjmujemy, ze pochodna L' : X; — X; moze
by¢ rozszerzona w sposob ciggly na caty przestrzen X, tzn.
Jo0Vven; (w0) Vhex, [|[ L' (v)h]lo < Clhfo.

(As) L[v] jest klasy C" ze wzgledu na parametr ¢ i istnieje stala C' taka, ze ||2L[v][lo < C,
v e B u?).

(Ay) Dla |z — z| < 4 i dla kazdego v € B} (u?), istnieje stata C' i funkcja N(8), N(6) — 0 jesli

0 — 0 taka, ze

0 9 _ _ _

5 Kt @) = o K[](8, 7)) < Clue(2) — ve(2)] + Clo(z) — v(@)[ + N(9),
gdzie K oznacza L,D,Z. | -| - metryka euklidesowa.

(As) Istnieje stala C, ze ||K[v] — K[v]]]o < Cllv — 9o dla v € Bl(u°), gdzie K symbolizuje L,
r.D. 7

Sprawdzenie zatozen (A;) — (As) dla uktadu standardowego znajduje sie w dodatku C.
Dla wszystkich u z kuli B}(u°) i (t,x) € Gr, przyjmujemy:

&lul(t,z) > 0, i=1,...,m

&lul(t,z) < 0, i=mi+1...,mo, mo < 1,
Pozostate &lu| (i =my +1,...,n) wartodci wlasne macierzy Alu] speliaja warunek
&lul(t,0) <0 dla te€[0,Tp] lub &lul(t,0) =0 dla ¢ e [0,Tp), (5.85)
oraz
Glul(t, 1) >0 dla te[0,Ty] lub &lul(t,))=0 dla t€[0,Ty]. (5.86)
Oznacza to, ze zadna charakterystyka i-tej rodziny (i = mg + 1,...,n) nie wchodzi przez lewy

lub prawy brzeg prostokata Gr,. Stad zakladamy m; warunkéw na brzegu z = 0:

F}(t7 u(t, O)? @j(t)) - 07 gdZie 30](25> - /Ol Kj(ta Y, U(t, y)) dgj(y)a J - 17 <y My, (587)

oraz me — my warunkow dla x = (:

!
Fi(t,u(t,l),;(t) =0, gdzie p;(t) :/0 K;(t,y,u(t,y))dg;(y), Jj=mi+1,...,ma, (5.88)

Funkcje F; € CY(R"2), j =1,...,ma.
Warunki zgodnosci sa nastepujace

F;(0,u°(0),0;(0)) = 0, j=1,...,my, (5.89)
Fi(0,u°(1),9;(0)) = 0, j=mi+1,...,ma, (5.90)
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th(o UO(O) %’(0)) + (5.91)
+Z 3 (0,4°(0), 9,(0)) - (b[uO}(O)—A[uOKm w0) +

+F,.(0,u°(0 {/ 1(0,y,u”(y)) dg(y) +

/ K0, (0,y, " (y)) - (b[uo](y) _ ARO)(y) u?x(y))l} —0, j=1,....,m
Fj(0, 0" (l),st(O)) + (5.92)
430 F (0,00, 5(0)- (b)) = ALY %, 0)) +
+Fj 0, (0,0°(D), %‘(0)){ /Ol K;54(0,y,u’(y)) dg(y) +

3 0 (Y)Y 0 b =0, =1

Zaktadamy rowniez, ze dla x = 0:

8F1 aFl
kz duy, F s Z duy, kml
det . . ) # 0, (5.93)
N OFm, w aFm
];::1 duy, Fk,l o Z duy, km1
oraz dla x =1
o 9F, o 9F,
Y e Tyt oo 2 5 Dy
k=1 k=1
det . . o # 0. (5.94)
2 9Fm, 2 OFm,
kzzzl e Lkt - kZ::1 Fuy Lk

Twierdzenie 5.7 Zalozmy, zZe spelnione sq zalozenia (A1) - (As). Wowczas zagadnienie (5.83)
- (5.88) posiada lokalne w czasie, jednoznaczne rozwigzanie klasy C*.

Dowod istnienia rozwiazania zagadnienia mieszanego bedzie przebiegal podobnie do dowodu
zagadnienia Cauchy’ego. Nie mozemy bowiem postapi¢ tak jak dla uktadu liniowego, tzn. nie
mozemy w sensie normy C' pokazaé¢, ze odwzorowanie jest zwezajace, poniewaz prawa strona
uktadu przedtuzonego nie spelnia warunku Lipschitza wzgledem u w tej przestrzeni.

Przeanalizujemy poszczegolne etapy dowodu z rozdzialu 4, zwracajac uwage na techniczne
roznice zwigzane z pojawieniem sie warunku brzegowego. Zaczniemy od dowodu jednoznaczno-
Sci rozwigzania. Nastepnie przejdziemy do wykazania istnienia. Zastosujemy metode kolejnych
przyblizen. Utworzymy ciag liniowych uktadéw przedhuzonych. Pokazemy jednostajna zbiez-

no$é ciggu {(S)} W przestrzeni Banacha C([0,t.) x [0,1]). Kolejnym etapem bedzie jednostajna
(s) s

zbieznosé ciggu {P} (gdzie p= L (u) ») wzgledem x na odcinku [0, ] dla ustalonego ¢ € [0, t,).

Udowodnimy, ze wyrazy ciggu { p } sg jednakowo ciggle wzgledem z przy ustalonym t. Z twier-

dzenia Arzeli-Ascoliego, z kazdego wspdlnie ograniczonego i jednakowo ciagtego ciagu funkcji

S
mozna wybraé podciag zbiezny jednostajnie, co oznacza, ze pewien podciag { D } bedzie zbiegal
jednostajnie wzgledem x na [0,[] (przy ustalonym t) do ciagtej funkcji p(t, z).
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Zaczniemy od warunkéw brzegowych dla uktadu przedtuzonego. Rozniczkujac (5.87) wzgle-
dem ¢ dostajemy dla j = 1,...,m; w punkcie (¢,0):

F’J}t(t» U(t, 0)7 ¥ (t)) + Z Fjjvui (t7 u(tv O)a 2 (t)) ’ ui7t(t> 0) + FJ}SDj <t> U(t, 0)7 ¥j (t)) ' %}t(t) =0.
i=1
Zastepujemy u;; wyrazeniem, ktére otrzymujemy z uktadu (5.83)

wi(,0) = biul(t, 0) — T,[u] (¢, 0) D[u] (£, 0) p(t, ).

Stad

n

n 1 n
> Fju,(TDp)i = Fjo 4> Fiubi + Fjy, /O (Kayui +> Kju,(b— FDP)i) dg;(y).
i=1 =1

i=1

Dzigki zalozeniu (5.93), na mocy twierdzenia o funkcji uwiklanej mozna wyznaczy¢ inwarianty
p1(t,0),. .., pm, (£,0):

pl <t7 O) -1
; - {[Fj,ui]j_:_l,,.,,ml D[Dy]smr. } x (5.95)
- (t7 O) i=1,...,n =L ) (1,0)
Fiy
X + [P}‘ml-]j_:l my b4
o o

Fio J§ (Kio+ 3 Ki b= TDp): )dga(y)
+ :
meoml fé (Kml,t + ; Kml,uz‘<b - FDp)Z) dgml <y>

pm1+1

Podobnie jest dla inwariantéw pp,,41(t,1), - - ., Py (£, 1).
W tym paragrafie przyjmujemy konwencje zapisu z rozdziatu 4: L = L[] i podobnie dla
pozostatych operatorow.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia dla zbiorow:
e =1,....,my
GpiTo = {(t,l’) € GTO N
GbiTo = {(t,x) c GTQ -

e i =m;+1,...,m9

GpiTo == {(t,l‘) € GTO <
x>



108 RozZDZIAL 5. ZAGADNIENIE MIESZANE DLA UKEADU LINIOWEGO...

e 1 =meo+1,....n

GpiTo = GToa
Gyn, = 9,

gdzie © = ®;(t) jest charakterystyka startujaca z punktu (0,0) dla¢ =1,...,m; albo z punktu
(0,0) -dlai=mq+1,...,ms.

Jednoznacznosé

Zat6zmy, ze w obszarze okreslonosci zagadnienia mieszanego (5.83) - (5.88) istnieja dwa rézne
rozwiazania: u(t,z) i u(t, z). Niech, tak jak w rozdziale 4 na stronie 60, v oznacza

v=Lv.
Funkcja v spetnia nastepujacy uktad réwnan catkowych:
e jedli (1,%) € Gy, @ = 1,...,n, to bierzemy pod uwage warunek poczatkowy 7;(0,z) = 0

51,7 = /Ot(PtZ—PtZ)idt—/OtPt((L—Z)u,t)idt—/otﬂ«DL—DE)u,z)dt

7

3 B ;S
+/0 P ((L,t[u] + L'(w:b—T Dp) +D%L) m)i dt,

e jesli (t,7) € Gyimy, @ = 1,...,n woéwczas uwzgledniamy warunek brzegowy idlad = 1,... m;:
ui(t.z) = vi(0;,0) +
P _ 7 _ £ _
v [Pz -P2)dt —/ Pi((L~L)u,). dt —/ Pt<(DL - DL)u@) dt

g; %

t __ _ N\ =
+ [ P ((L,t[a] + L'(u;b—T Dp) + DQL> F@) dt,
natomiast dla i =mq + 1,...,mo:
v(t, ) = vi(o;1) +
t _ t _ t _
+ [ (PZ - P2);dt - / Pi((L ~ L)u,), dt — / P ((DL - DL)u@) dt

t o _ N =
+ [ P ((L,t[a] + L'(u;b—T Dp) + DQL) F@) dt,

[oF)

Zauwazmy, ze zachodza nastepujace oszacowania

15:(0:,0)| < C(t) sup ||o(t, z)]o, i=1,...,m (5.96)
te[0,]

(03, 1) < C(F) sup ||B(t, z)]o, i=mi+1,...,m (5.97)
te[0,f]

dla pewnej nieujemnej stalej C' zaleznej od czasu f i takiej, ze C — 0, gdy ¢ — 0. Obie
nieréwnosci uzyskujemy postepujac tak jak w przypadku wzoru (5.58) dla uktadu liniowego.
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Dla (t,z) € Gpiry, @ = 1,...,n, zachodzi oszacowanie (4.28), czyli

- £
582 < G [ ot,2) lodt. (5.98)

ze stala C3 okreslong na stronie 62. Na podstawie (5.96), (5.97), (5.98) otrzymujemy dla do-
wolnego (¢,z) € Gr,

_ ~ t
sup [|o(t, x)||o < C(t) sup ||o(t, z)|lo + Cg/ |o(t, z)||odt. (5.99)
te(0,] te[0,f] 0

Jedli czas t spelnia warunek )
C) < 1, (5.100)

to (5.99) mozemy przeksztatcié do postaci

C t
= | It 2)lod,

z ktorej na mocy lematu Gronwalla wnioskujemy, ze

sup [[5(F.)[lo <
te[0,f] 1

sup [|o(t, x)|lo = 0.
t€[0,]

Oznacza to jednoznaczno$é rozwiazania dla t € [0, ], gdzie ¢ jest obcigzone warunkiem (5.100).
Biorge nastepnie t jako czas poczatkowy mozemy powtdrzy¢ rozumowanie i otrzymaé jedno-
znacznosé dla nastepnego odcinka czasu. Postepujemy tak, az do momentu, gdy osiggniemy
maksymalny czas istnienia rozwiazania. Bedzie to mozliwe, poniewaz wszystkie stalte z szaco-
wan na stronie 61 nie zmieniaja si¢ w obszarze okreslonosci zagadnienia (5.83) - (5.88).

Istnienie
[stnienie rozwigzania dowodzimy korzystajac z metody kolejnych przyblizen. Zgodnie z umowa z

(s) s
rozdzialu 4 bedziemy pisali [, zamiast L[(u)] i podobnie dla pozostalych operatoréow. Definiujemy
cigg kolejnych przyblizen w postaci liniowego uktadu z warunkiem poczatkowym i brzegowym:

(0)

u (t,z) = u(x)
(8) (s#+1) () () (s+1) (s)
Luy +DL u, = Z
CV0,2) = ()
(s+1) .
Fj<t7 u (t,O),(,Oj<t)) = 0, ] :1,...,m1
(s+1)

.Fj(t, u (t,l),(,@j@)) = 07 j:m1+1,...,m2,

. (s+1)
gdzie o;(t) = [o K;(t,y, w (t,y))dg;(y).

Na mocy Twierdzenia 5.6 dla kazdego s = 0,1,2, ..., uktad posiada jednoznaczne rozwia-

s+1
sanie "3, klasy C' i jest ono okreslone dla ¢ € [0,t.), gdzie t, jest zdefiniowane wzorem (4.20)
na stronie 59.

Jednostajna zbieznosé ciggu {(QSL)}

s (s) s+1 s
Funkcja (;"ril) (t,z) = R ,s=0,1,...,7=1,...,n, spelnia uktad réwnan catko-

wych (4.38) dla (¢,%) € Gpir,. Natomiast dla (¢, Z) € Gy, mamy:
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e jeslii=1,...,my

(s;—il) (t_,q_j) _

e oraz gdyi=my +1,...,m9

(s,'—i-il) (t_’ i’) _

(S;—il) (O-ia O) +
Pl (s (-1
+ (7715 7 =P Z ) dt

t s), (8) (s+1
(

t 3(5)81
+ 'Pt<L¢ﬁh I*(?)> dt
(

(5.101)

(5.102)

Przeksztalcenia wzorowane na uktadzie liniowym z paragrafu 5.2.1 doprowadza nas do nieréw-

nosci
(s+1) _ (s+1) = [t (s
7 (o0 < O sup | T (o)l + € [ 1T (1) odt
te[0,7] 0
izl,...,ml
s+1 ~ (s+1) = [t
T (o) < O sup | T o)l + C [ 1Y allodt,
t€(0,?] 0
i:ml—i—l,...,mg,

(5.103)

(5.104)

z pewnymi nieujemnymi stalymi C, C. Stata C zalezy od czasu t i C — 0, gdy ¢ — 0. Dla
uktadu (4.38), gdy (¢, %) € G, @ = 1,...,n, uzyskaliSmy odwzorowanie w postaci (4.39):

(s+1

t o (s) £ (s+1)
|nH<aAHrmﬁ+aAHr\wt

(5.105)
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Ze wzoréw (5.101) i (5.102), dla (¢,Z) € Guzy, @ = 1,...,mg, na podstawie (5.103) i (5.104)
mamy:

s+1) —
|5 @) < @) sup || T (o) + (o + C) / | odt + C. / |7 Jlodt. (5.106)
te[0,f]

Z nieréwnosci (5.105) i (5.106) wnioskujemy, ze dla dowolnego (¢, Z) € Gr, zachodzi

(s+1)
sup |7 o < €@ sup | F (6.2)lo + (4 O) ) [0 ot 0 [ o
0,t

t€[0,?]

Jedli ¢ spelnia warunek

C(t) <1, (5.107)
wowcezas
(1) O +C / C, E o (s+1)
su < dt+ —1 / et 5.108
te[opﬂ | o < | ||o T=C) b | llo ( )
Niech _
_ C.+C
C, = i cn

() i
Nier6wnos¢ (5.108) zapisujemy przy uzyciu funkeji @ (t) = m[%ﬁ | P (t,x)|lo w postaci
tef0,t

(s4+1)

_ t_(S s+1
Q H<e [ Qu dt+0/ (t)dt,
0

ktéra odpowiada formule (4.40). Dalsze rozumowanie przebiega tak jak na stronie 65 i w rezul-
tacie dostajemy

(sél) (045)

(D) < Co, s=0,1,.... (5.109)

s!
dla Cy = C, exp (C,t.).

Przypomnijmy, ze czas t musi spelnia¢ warunek (5.107). Aby uzyska¢ (5.109) prawdziwe dla
dowolnego t € [0, t,) nalezy przyjac¢ t jako czas poczatkowy i doj$é¢ do nieréwnosci typu (5.109)
dla nowego przedziatu czasu. Postepujemy w ten sposob do momentu, gdy (5.109) zachodzi dla
t€10,t,).

Nieréwnosé (5.109) pozwala wywnioskowaé, ze {(YSL)} jest ciggiem Cauchy’ego w przestrzeni
Banacha C(]0,t.) x [0,1]).

()
Jednostajna zbiezno$é ciggu { P} wzgledem z dla ustalonego t.

(s)
Ostatnia czesé¢ dowodu dotyczy jednostajnej zbieznosci ciagu P wzgledem x na odcinku [0, (]

(s)
przy ustalonym t € [0,t,). Zaczynamy od wykazania jednakowej ciaglosci funkcji ciagu P ze

wzgledu na z dla t € [0,t,). Pokazemy, ze istnieje funkcja M (8), M () — 0 gdy 6 — 0, ktéra
dla dowolnego ustalonego t € [0,t,) i dowolnego s spetnia

(s+1) (s+1) ~ o
P (t,x)— P (t,2)| < M(0), jesi |z—z|<od. (5.110)
Zauwazmy najpierw, ze dla ¢ = 1,...,n oraz ({,z), (t,z) € Gpr, modul cigglosci M, () moze

by¢ wybrany w postaci (4.56), czyli

NE(6) = No(8) 2Cmts 1 =

; (Nu(8) + N(8) + N1(6) + 8) (270" — 1),
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Przyjmijmy umownie, ze o; oznacza czas, dla ktorego do prostokata Gp, wchodzi i-ta cha-
rakterystyka przechodzaca przez punkt (¢,7), natomiast ; - czas, dla ktérego wchodzi i-ta
charakterystyka przechodzaca przez punkt (¢, ).

Jesli (¢, ), (t,T) € Gyiry, i = 1,...,my to uwzgledniajac warunek brzegowy dostajemy:
(s+1) ,— _ (s+1) — — (s+1) ,_ (s+1) ,_—
pi (t7)— pi” (t,7) = pi (0:,0)= p;i (04,0) + (5.111)

P 9 66 (6 () ()
+ t@(% “TD )rp)&

P 9 6 6 () (5)(sD)
_/Ptywﬁ ~TD )rp)&

t = O )\ (s+1)
+ _Pt<<D> p >dt,
o; ax

gdzie operator podstawiania P; dotyczy charakterystyki przechodzacej przez punkt (¢,7), a P;
- charakterystyki przechodzacej przez (t,T).

.. . . ;e 1), _ +1) = .
Zajmiemy sie teraz tylko oszacowaniem roznicy (8;92) (3:,0)— (Spi) (64,0), bowiem pozostate

sktadniki po prawej stronie wzoru (5.111) szacuje sie tak samo jak dla zagadnienia poczatkowego
z rozdzialu 4, tzn. przez prawa strone nieréwnosci (4.52).
Metoda dodawania i odejmowania wyrazen (tak, aby skorzysta¢ z nieréwnosci trojkata dla

normy oraz lipschitzowskosci poszezegdlnych funkcji) dochodzimy do (i = 1,...,mq):
W @0- 5" 0| < el @0- " G (5.112)
+C s [0 (@)= "0 G
y€[0,]]
0 |Fu(o, 6 (3,0), 0 (09) - Fu(5. W 3.,0), % <m->)|
10, B3, (6,0), % (2) - Fu(5. 0 5,,0), " (62)

_ (s+1) (s+1) _
+C. F,«p(Uz‘,(U (0'170)7 ¥ (Ui))_ELp 0y, U (01707 ¥ (Uz’)

(: (s+1) _ (s+1)
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(s+1) _ (s+1) =
Pmi+1 (Uz‘,o)— Pmi+1 (Ui,o)

+C :
(s+1) ,_ (s+1)

Pn (Uia O)_ Pn (Uia O)
SL ol /(s1) (s+1) =
+C*Z/o ( pe” (00 y)— Di (m,y)> dgi(y)
s+1) (s+1)

k mi1+1

(s) () ()
Stata C, jest wybrana jako maksymalna wielkos¢ sposrod:  max {| DI,|T || Z |},
T

0

s=0,1,2,...
(s+1) (s+1) (s+1) (s+1) .
max {| Ko | Ko [} max | EE L E [} max Vi(g:).
5=0,1,2,... $=0,1,2,...
s+1
Funkcje F,, F,, F, sa ciagte na odcinku [0,%,). Dla dowolnego s = 0,1,2, ..., ({L) jest

ciagla na [0, t,) x |0, l].NSt@d wszystkie te funkcje sa jednostajnie ciagte na podanych zbiorach
i istnieje taka funkcja N(6), N(6) — 0 dla § — 0, ze

s+1 s+1 _ ~ B
°(EW®®—wamW<N@>mM@_M<¢
S s+1 _ ~ _
o sup |0 (m,y)—(ﬂ)(&i,y)’gN(é) dla |7, — 5, < 6,
y€[0,1]

s+1 (s+1) _ (s+1 (s+1) _
Y Y ’ N(S) dla o, — 64 <6

o |Fo(5:, "0 (5,0), ¢ (6) ~ Fu(3i u (5,,0), % (5))] <

o (s+1) (s+1) _ (s+1) ,_ (s+1) _
° Eu(aia(u (05,0), © (Ui))_Eu(Uia(u (0:,0), ¥ (Ui>)

_ (st+1) (s+1) _(s+1) _ (s+1) _
° E¢<Uz‘, u’ (0;,0), ¢ (Ui))_F,w(Uiv u’ (0;,0), ¢ (O'i))

< N@G) dlal|a; — 5 < 6

gdzie
Fu = [Fjulimyom
Ft - [Fl,t7' 7Fm1 t]T
F@ = [Fl,sau Fin, wml]T

Funkcje ; oraz 7; sg klasy C'. Stad dla pewnej nieujemnej statej C,:
6; — 04| < Co|T — 7.

Poszerzymy definicje statej C, o maksimum ze wszystkich danych funkcji wystepujacych
w uktadzie (4.47). Zauwazmy dalej, ze dla k = my + 1,...,n oraz i = 1,...,my, punkty
(6:,0),(7:,0) € Gprr,- Dlatego na podstawie (4.47) zachodzi nieréwnos¢é:

o) (5,00 D (54,0)| < Culs — 54| < C.C, |7 — 7. (5.113)
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Rozwazmy teraz sume calek i s < (?;) (i, y)— (Sg;rkl) (04, y)> dg;(y).
k=m1+1

Poniewaz (6,9), (0:,y) € Gper, dla k = my +1,...,n, oraz ¢ = 1,...,my, wiec podobnie jak
dla (5.113):
n I
(s+1) ,_ (s+1)
> / < pr (i, y)— i (Ui,y)> dgi(y)| < (5.114)
k=mi1+1 0
S (s41) (s41) =
< D0 Volgs) max| pe (G y)— (ai,y)‘
k=mi1+1 yE[O,l]

< (n—m)Vy(g:) Cilas — 7| < (n—mi)Vy(g:) Cu Co|Z — T.

Zat6zmy dalej bez utraty ogélnosci, ze max {7;,0;} = ;. Wtedy

mi 1
(s+1) ,_ (s+1) ,—
> /0 < pr (Gi,y)— Pk (oi,y)) dg;(y)| < (5.115)
k=1
CL | PR(Td) [/ (s41) (s+1) -
< Z/O ( pr (Gi,y)— i (ai,y)> dgi(y)| +
k=1
< | [t (s+1) ,_ (s4+1) _
+Z/ i ( i (T y)— Di (mw)) dgi(y)
k=1 |/ x(73)
< Sy s G G- G 6o
X P 0 9i ye[0,1 (55)] Pk i Y Pk i Y

“ (s+1) ,_ (s4+1) ,—
+>Y Vi(g:) max | pp (5i,y)— D (Ui,y)’

—~ yE[P1(5:).]

Punkty (7;,9), (0;,y) dla y € [®4(0;), ] naleza do zbioru Gur,, i,k = 1,...,my i dlatego

- (s+1) (s+1) = . -
> Vi(g:) max | pr (Gi,y)— pr (%y)‘ <miVi(g:) Ci l6; — ai] < miVi(gi) C. Co|Z — .
k=1 ye[ék(ai)vl}

Jesli y € [0, Px(5y)], i,k = 1,...,mq, to (7;,y) € Gur,, natomiast punkt (;,y) moze nalezeé
zaréwno do Gyrry, jak 1 Gper,. Nie bedzie to jednak istotne.

Rys. 5.6

Przeksztalcimy wyrazenie (spt:) (Giyy)— (L};rkl) (04,9)|, gdzie y € [0, Px(a;)]. Wartosé funk-

s+1 _
cji ( p+k) w punkcie (7;,y) przedstawimy (Rys. 5.6) za pomoca catki wzdluz charakterystyki
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przechodzacej przez punkt (a;,y), czyli

(s+1) ~ (s+1) 7 () _
Gy = @oanlesauy) + [ e (LanltiGay)) b

gdzie
(Ji) (1 2) 0 (ZS) 0 () (Ii)(Zﬂ+ 0 () (S)(ls))(S)
€T — _— —_ RN R
’ ox oz ox
(s)., (8)(s+1) (s) (3)(s)  (s)(s) (s) \ (8)(s41) 0 () (s+1)
+L[u] T P +L'(U; —I'D )PP —(D) p .
ox
Stad
(s+1) ,_ (s+1) ,— (s+1) (s+1)

e (Gi,y)— Dw (Uhy)' < et (0o y)— pr (06, 20(04505,y))| + _Zf(taxk(tjz‘ay))dt‘

(s+1) ,_ (s+1) , o B _
< Pk (Uiay>_ Pk (Ui,xk(o'i;o'ivy)) +C*"7i_‘7¢|

(s+1) ,_ (s+1) ,_ _ = _
< ok (04,y)— pe (G, 26(64504,y))| + CCo|T — T

Nalezy tu zauwazy¢, ze odlegto$é¢ miedzy y i zx(5;;0;,y) jest nastepujaca:

|y - ‘rk(a-hg-wy” - ’y —Y— /: gk(t7xk(t75-z7y))dt‘ < C*|5-z - 5-7,| < C* Og|£f — J_f|

Ostatecznie dostajemy

mi
D (5; (s+1) (s+1) =
S ) e |5 @on- B @)

k=1 ye[(]’q)k(az)}

s+1 s+1 - —
< myp max V(?’“(E)(gi){ max (];rk)(5i,y)—(ﬁk)(5i,xk(5i;6i7y)) +C'*Ca|x—x|}.

k=1...,mq

Podsumowujac oszacowania poszczegélnych sktadnikow prawej strony wzoru (5.112) dostajemy
nieréwnos¢!* (i =1,...,my):

(s+1) — _ (s+1) — —

< No(8) + Cio { /0 " (Nu(6) + N(5) + Ni(8) +6) dt (5.116)

t (s) _ (s) — =
—|—/ max | D (t,xp(t;t,2))— P (¢, 2x(t; 1, T))|dt
0 =1,...,n

t (s+1) _ (s+1) P
—|—/ nax | P (t,m(t;t,2))— P (t,xk(t;t,f))!dt}
0 = 7"'7n

+5N(8) +2n Vi (g:) C. C, 6

g max Vot (gi) | max\pe” (00 )= pe (069k(0306,))) -
k=1,..., my

{)( (s+1) (s+1) ‘

Niech Cy; = 2nV|(g;) C. C, oraz Cio = my Imax Vg)’“@ (9i). Zauwazmy, ze stala Ciy zalezy od
=1....,m1

czasu t 1 dazy do zera, jesli ¢ dazy do zera.

MWyrazenia w nawiasach szedciennych uzyskane na podstawie (4.52)
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Na podstawie (5.116), dla funkcji Mg, (¢, ) zdefiniowanej wzorem (4.53) zachodzi

Mya(£6) < Nol3) +ECro(Nu(d) + N(B) + No(8) +3) +2Cio [ Mo (£, 6)dt
+5N(0) + C11 6 + Cra M4 (t,0)
Jedli t jest taki, ze
Cia(t) < 1, (5.117)
to

1

Moy (t,0) < ———=

{No(é) + BN (8) + C11 8+ Cio(Nu(8) + N (8) + Ny (8) +9)

t
+2C1 /0 M (¢, 5)dt}.

7 lematu Gronwalla

_ No(8) +5N(8) +C11 6 2C10
M,41(t,0) < = ex (1 — Cm(ﬂ) (5.118)
+;(Nu(5) + N(5) + Ni(8) +9) [exp (%) - 1] .

Poniewaz (5.118) zachodzi dla t spemiajacego (5.117), wiec w kolejnym kroku nalezy powtorzy¢
rozumowanie przyjmujac ten czas jako poczatkowy. Na koniec wybieramy
- No(8) +5N(8) + Cy 6 2C L.
Vio(5) = 0(6) + (~)+ 11 exp< 10 )
1— 012 1— 012
[ 2C 0t
+§<Nu(5) + N(8) + Ni(8) + ) [exp ( 1 ) - 11 ,

- Y12

(5.119)

gdzie C1y jest maksymalng staly ze wszystkich stalych typu Cis z poszczegélnych krokéw.
Podobnie bedzie dla (¢, Z), (t,7) € Gy, i = my + 1,...,ma.

Nie bedziemy rozwazaé trzeciej mozliwosci, tzn. gdy (¢,7) € Gz, oraz (t,Z) € Gy, dla
i=1,...,my lub (t,z) € Gprg, oraz (t,T) € Gpr, dla i =my +1,...,ms. Udowodnimy jedynie
lemat, na podstawie ktérego wnioskujemy, ze jako modut ciagtosci w tym przypadku mozna
przyjaé¢ sume funkcji M (0) 1 My(6).

Lemat 5.5 Jesli cigg funkcji {fn.(x)} jest jednakowo ciggly na odcinku |a,b] oraz na odcinku
(b, c|, to jest on réwniez jednakowo ciggly na [a, c].

Dowdd. Niech

M1(5> = | S_uE(s |fn<x) - fn(y)’ ) MZ(é) = | S_u‘g(; ’fn(x) - fn(y)|
z,y€la,b] x,y€[b,c]

Latwo zauwazy¢, ze

sup | fu(2) = fu(W)] < sup |fu(z) = fu(B)] + sup [fu(b) = fu(y)| < Mi(0) + M5(0).

|x—y|<é |lz—b|<é |b—y|<d
z€(a,b] z€(a,b] yeb,c]
y€Elb,c]



Dodatek A

Dowo6d Lematu 2.2

Lemat 2.2. Niech u(r,t,x), v(,t,z) € C([0,T] x [0,T] x [, Bo))-
Wtedy funkcja

t
J(t,x) = / v, (1, t, ) u(r, t, z)dr,
0
jest klasy C1([0,T] x [0,T] x [, Bo]) oraz

8J(t, ZL‘) T=t t

o - [U’m(T,t, x) u(T, t,x)LZO —i—/o (UT(T, t,x) uy(1,t, ) — v, (7, t, ) ur (T, t,x)) dr,
8J(t, ZL’) . T=t

By = v,(1,t,2) u(T,t,$)‘T:t + {"Uyt(T,t, x) u(T, t’$)L=0

—i—/ (T, t, ) ug(T, t,x) — (7, t, ) u,T(T,t,:c)) dr.

Dowéd. Zaczniemy od obliczenia pochodnej czastkowej 6‘] Ustalmy dowolnie © = z( i wezmy
pewien przyrost tej zmiennej Az = h. Wyznaczamy iloraz réznicowy

J(t,xo+ h) — J(t,x0) 1/t
h

h U(T, t, 20+ h) U,T(T) t, 20+ h) - U’(Tv t .ZC()) U,T(Tv t, .ZC())) dr

B /tu(Ttl’0+h)—u<T,t,£C0>U (7.t 20 + h) dr

h
+/ (r. 1. 20) Ttm0+hli—v (T’t’xo)dr

Nastepnie w ostatniej catce catkujemy przez czesci:

t - t h — v, ,t, ,t, h o ,t, T=t
/0 u(r,t 350)@’ (T, 8,20 + f)l v (7t o) dr = lu(T,t,ZCO)U(T o + ]z (T $0)]
7=0

t —
_ / u, (7_ t IO)U(77t>$0+h})L U(Tater) dr.

Stad

T=t
J(tu Ty + h) — J(t7 ZE()) _ [U(T, £, SL’(])U(T7 t,xo + h) _ ’U(T, 12 Io)]
h h
tu(r,t, 0+ h) —u(r,t, x0)
!
h
_/ Lt z) Ttx0+h2 (T,t,IQ)dT.

7=0

v, (T, t, 20 + h)dr

117



118 DoDATEK A. DowdD LEMATU 2.2

Calki po prawej stronie zalezg od parametru h. Poniewaz funkcje u i v sa klasy
CH[0,T] x [0,T] x [a, Bo]), wiec mozliwe jest przejscie do granicy pod znakiem calki przy
h — 0. Stad wynika istnienie pochodnej

oJ(t, o) . J(t,wo+h)— J(t,x0)
————~ =lim ,
oz h—0 h
i otrzymujemy réwnosc:
oJ(t
é’xo) = [u(r,t,20) va(7, 1, 20)] +/ (1,t,20) v, (7,8, 20) — u,(7,t,20) U}x(T,t,.fL'o)) dr.
x
Do wyznaczenia pozostaje pochodna czastkowa 2 E Funkcje J zapiszemy w postaci sumy

funkcji Jy 1 Ja:
to t
J(t,x) = Ji(t,x) + Jo(t,x) = / u(r, t,x) v, (rt,x)dr + | u(r,t,x)v.(7,t,x)dr,
0 to
gdzie ty jest dowolna wartoscia z przedziatu [0, T7.
Dla pewnego przyrostu At = k£ mamy

Jl(to + k:,x) - Jl(to, l’)

1 st
= - / 0 (U(T, to+ k,x)v (1, tg + k,x) — u(T, to, ) v, (T, to, x)) dr
0

k
t J—
_ /00 u(T, to + k,ﬂcli u(T, to, ) v (T to + k, x) dr
n /tO ulr to’ J;) ’U,T(T7 t() + k, x]z - U,T(Tu tOJ Jf) dT-

W ostatniej catce po prawej stronie wykonujemy, podobnie jak wczeséniej, catkowanie przez
czesci:

/Oto i m)U’T(T7 to+ k. x]i —ve(rto ) l’“(T? bo, x)U(T’ to + k, x]i — (7, to, I’)]::;o
= [Pty TR 2
Jest zatem
Ti(to + k, x}i — Ailto,x) [U(T, b :L‘)U<T’ to + k, x]z — (T, to, SU)]T:tO
=0

t _
+/0 (T, to + k,x) — u(r, to, x) o (rito+ b ) dr

k
_/to - to,x)U(TatO_Fkux]i_U<T’t07x) dr.

Przechodzac do granicy z kK — 0 otrzymujemy

éUl (to, [E)

52 = [u(T,to, ) v(T, to, :c)]zgo (A.1)

to
+/ (u,t(T7 t(),ﬂf) U,T(Tv th ZL') - u,T(7—7 to,l’) U,t(7—7 tﬂa'x)) dT‘
0

Dla funkcji Jo z twierdzenia o wartosci sredniej mamy

t
Jo(t,x) = / u(r, t,x)v (1, t,x)dr = (t —ty) - u(T,t,x) v, (7, t,x),

to
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gdzie T jest zawarte miedzy ty i t. Stad

JQ(t> 37)
t—to

=u(7,t,x) v, (7, t,x).
Obliczymy teraz pochodng czastkowa funkeji Jo wzgledem zmiennej ¢ w punkcie (tg, z)

M _ hm JQ(t,.T) - J2<t07$> _ hm u(%,t,m)vf(%yth) (AQ)
ot £=to t—to t=to ’

= u(to, to, lL‘) U,q—(th lo, ZL‘),

poniewaz Jy(to, z) = 0.
Ostatecznie, korzystajac z (A.1) i (A.2) stwierdzamy, ze pochodna czastkowa
i wyraza sie wzorem

0J (to,x)
ot

istnieje

aJ(to, fL’)
ot

[u(T, to, ) v4(T, to, :U)]Zgo + u(to, to, x) v (to, to, )

to
+/ (Uyt(’i', to, ) v (T, to, ) — u (T, t0, ) v4(T, to,x)> dr.
0



Dodatek B

Przeksztalcenia r6wnania energii dla
elektronéw

Zauwazmy najpierw, ze korzystajac z réwnania ciagtosci dla elektronéw (1.4) mozemy prze-
ksztalcié réwnanie pedu dla elektronéw w kierunku osi X (1.5) i réwnanie pedu dla elektronow
w kierunku azymutalnym (1.6) odpowiednio do postaci:

OV WVew k0 ek

ot + ‘/e:c o — _n M 8.1' (T ne) ﬂNa‘/ez - E@ + wB‘/eG - Vm‘/eazy (Bl)
OVeo )

875 + ‘/ex 8x _ﬁNa‘/eQ - WB‘/ex - Vm‘/ee- (BQ)

Dokonamy teraz przeksztalcenn w réwnaniu (1.7), czyli w réwnaniu:

0 3 0 ne‘/exEke + ne‘/exgije 0 ne‘/ekae
815 <ne Eke + nekT> ( al’ 2 ) + ( &1: ) = QJoules - Qiom’z - Qwalh
gdzie
QJoules - _‘/ecc Ne € E,
Qiom’z = 7e Eion ﬁ Na Ne,
C2wall = Vew Ne (Eke + 2k Te) .

A) Pokazemy najpierw w jaki sposéb mozna doprowadzié (1.7) do postaci (1.19).
Rézniczkujac po lewej stronie réwnania otrzymujemy

8 ne‘/e:EE e —"_ ne‘/em§kT€ T
: (n By + on k:T) rtic HT) | dnVirkTy) _

ot 2 ox Ox
30T, 3. 0T, . 0V, e 0(nVey)
= k el 5 aVer 5 Te—— Ele
”( o T2 e T 8x>+<8t+ Bz ) ke
one  0(neVey) I(Tene) O0F}. OFE}.
kT k ex e ex o .
3 <8t+ o >+ N A N R G
Korzystajac z rownania (1.4) Zast@pujemy ag; + a(nevez) przez BN,n. oraz zapisujemy gaTe +

ot

3 oT. 8\/” 1 or3 a(\/;zT2)
5 Vex o + T, W postaci \/T7< 5 T —6a )

0 (ne‘/emEke + ne‘/em%kTe> a(neVekae)
+ =
Oz Oz

0 3
— E —n.kT,
8t <ne ke + Qne e) +

120
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. (0T . (Vo T?)
VT, \ ot ox

3
+§kTeﬁNane + k‘/ex

) + BNaneEke +

a(Tene) 8Eke 8Eke
o +”e< ot Ve 8x>

(B.3)

Skupimy teraz uwage na wyrazeniu 8§fe +Ver 85’“ . Pamigtajac, ze Ey, = “5° (V2 +V?2) dostajemy

T

aEke aEke o
”( o Vo )‘

_ V.. V.., Vg OVey
- neme‘/ex ( ot + ‘/ex o ) +n€m€‘/(59 <8t + ‘/;xa%.> )

a po zastosowaniu (B.1) i (B.2) zapisujemy jako

d(Ten.)
ox

E E
(0 he OBk — en EV,,. (B.4)

‘/e:v = -2 Na eEe_QmeEe_k‘/e:v
i Ve et ) = 2N 2.
Podstawiamy wyrazenie (B.4) do (B.3) i otrzymujemy lewa strone réwnania (1.7) w postaci

0 (ne‘/e:kae + ne%w%kTe) a(ne‘/ekae)
+ pr—
0w 0w

0 3
8t (ne Eke + nek:T >

. (o013 . 8(VexT%)
\/Te ot Ox

Poréwnujac teraz (B.5) z Q joutes — Qioniz — Quair, PO podzieleniu przez kn,, ostatecznie docho-

dzimy do réwnania (1.19):
1 (or:  o(V.T?)\
T ( o on ) =@

3
) + BNgne (QkTe — Eke> — 2UyneEye — ene EVe,.  (B.5)

gdzie

1 3 m ew
Q1 = — 0N, (1Fion + SHT. = B ) + 22 By — 222 (By, + 24T.).

B) Od postaci (1.19) tatwo przej$é¢ do (1.20).
Wychodzac z rownania

VT, \ ot ox ox

poprzez dodanie i odjecie tych samych wyrazen otrzymujemy

3 3
1 [0T2 oT? 30V
(2 st 12 g,

3
2

3
3 OT¢ 1 on, 8T5
- T62 - exTE ex
N T L T G S e

1 one, .2 1 On, 8O0V \ |
+ <ne g Té + — - VexTe + T2 Ee )] = Q. (B.6)
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3
Zauwazmy, ze po pomnozeniu réwnania ciagtosci dla elektronéw przez I> mamy
e

3 3 30V, 3
T62 ‘|‘ 77‘/@1’Te2 ‘|‘ Te2 = ﬂ]\/vaT‘e2 .
x ox

3
Stad w (B.6) sume w nawiasie zwyklym zastepujemy przez SN, T¢ i rOwnanie zapisujemy w
postaci
3
1 ong, 3 OI¢ 1 On,.

3

3 oT?

iy — VLT 4 Ve
ne Ot * ot Ne 0T * ox

1

ﬁ ] :Ql_ﬁNaTea

i dalej jako

3 3
Ne 10n.. 2 10T 1 0dn, 31 oT?
- T — — — 5 Ve I€ —Veo——| = — BNT.
VT, | n? ot N ne ot  n2 oz - Ne Ox =
Ostatecznie

Te

T

= Q27

o (17 o (17

QZ - Ql - ﬁNaTe‘

gdzie



Dodatek C

Sprawdzenie zalozen (A) — (As) dla
ukladu standardowego

Uktad standardowy dla niewiadomych N, n;, V;, T, ma postac:
ON, O(N,V,)
_|_

ot Oz = _6Nane; (Cl)
N, 2
. 3 Nane, (C.2)
oV ov, 1 0 (KT, I(t) n;
v Vi, 2 Y[ Mle — _ iy N _V '
ot TV Jor  n.Oor (mi ne> Verf (nee neV;> +ANu(Va = Vi), (C3)
TNe 0 e% 0 e%
T |ae (n ) tVeay (n) =@ (©4)
gdzie
1 3 Vm Vew
Q2 = _%ﬁNa (’YeEion + §kTe - Eke> + Q?Eke T (Eke + 2KT¢) — BN, T,

m m w2
EBre = - (V2+Vy) =" (1+-2)|V2
k 92 ( ex + e@) 9 ( + 12 ex

e

V, jest zadang funkcjg klasy C*.
Dla wektora funkcji niewiadomych przyjmujemy oznaczenie

u = [Naa N, V;, Te]T-

I(t) jest w istocie dane przez nastepujacy funkcjonat

Ly, e L 1 0 (kT
M= ([ Zar) | v+ [ (veVit o (T ) ) dal. C.5
[ (0 enew m; 0dl_o Velt +n68x min ‘ (€5)
Piszemy [(t), aby podkresli¢, ze wartosci I[u] nie zaleza od z, moga zalezeé¢ tylko od czasu
poniewaz rozwigzanie na ogdt zalezy od czasu.
W réwnaniu (C.4) V, oznacza predkos¢ elektronéw w kierunku osi X i wyraza sie w postaci
i 1
L U

Ne Ne€

Pomimo zatozenia elektrycznej neutralnosci w uktadzie (C.1) - (C.4) pozostawiliSmy obie
zmienne n; i n. tak jak one oryginalnie wystepuja. Jednym z powoddéw jest fakt, ze n. czesto
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pojawia sie w mianowniku. Wtedy mozemy potozyé¢ n. = n; + n, zamiast n;, poniewaz nawet
w przypadku nieobecnosci jonéw (n; = 0) w ukladzie ptynie maly resztkowy prad elektronowy,
ktoremu odpowiada pewna resztkowa gestos¢ elektronowa n,.. W ten sposéb unikamy osobli-
wosci, ktore mogtyby sie pojawi¢ we wspotezynnikach. Prad resztkowy jest tak maty, ze tam,
gdzie nie grozi osobliwos¢ mozna go pominac i przyjac¢ n. = n;.
Zauwazmy, ze funkcja ¥,; = Inn; spelnia na charakterystyce rownanie
dv;
dt
Fizyczna interpretacja wymaga, zeby n;(t,z) > 0. Jezeli n;(0,x) > 0, to przy zalozeniu, ze

|BNa|, |Viz| < C otrzymujemy, ze n;(t, ) > 0. To natomiast oznacza, ze n, = n; +n, > 0 (w
mianowniku).

= ﬁNa - V;ﬂ:-

Dla n, = n;, charakterystyki dla uktadu (C.1) - (C.4) maja nastepujace nachylenia:

61 = Va7
5KT,
- ‘/:L_ )
&2 3,
5kT,
53 - ‘/Z + )
3mi
& = Ve
a odpowiadajace im lewe wektory wtasne to
L, = [1,0,0 O]
[ S5kT, m; my; [DET, ]
Ly, = |0 i S T — 1
2 " ne ken2 3m; ken, g kE\ 3m;’ ’
[ m; m; [DKT, ]
Ly = |0 I Iu ‘ — <1
s ’ ken2 3m ken, g kE\ 3m;’ ’
3 N,
L, = 1,0, ———
4 [07 707 QTe]

Réwnania (C.1) - (C.4) stanowia wiec uktad hiperboliczny. Warto$é wlasna & = V,, lewe
wektory wlasne Ly i Ly oraz prawa strona tego uktadu (w réwnaniu (C.3) i (C.4)) poprzez prad
catkowity I[u] dany wzorem (C.5) zaleza funkcjonalnie od rozwiazania. W uktadzie standardo-
wym nie ma zaleznosci funkcjonalnej w warunkach brzegowych.

Przypomnijmy warunki (A4;) — (As) dla uktadu
uy + Afuju, = bul,

gdzie
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Wiersze nieosobliwej macierzy L[u] sa liniowo niezaleznymi lewymi wektorami whasnymi A|u].
Oznaczajac przestrzenie Banacha

Xp = {u e C([0,0); llullo := sup || > u? < oo},
z€[0,]] \ =1

Xy ={u e ([0, 1); ull = llullo + l[uzllo < oo},

zakladamy, ze istnieje kula otwarta B! (u") o srodku u° i promieniu r w X, taka, ze dla kazdego
t € [0, Ty] zachodza nastepujace warunki:

(A;) K : B}(u’) — X; i dla pewnej statej C' < oo: ||K[v]||; < C dla dowolnego v € B}(u),
gdzie K oznacza L, L™', D, Z (Z = Lb).

(Ay) L jest ciagtym nieliniowym operatorem, L : B!(u®) — X. Zakladamy, ze L jest réznicz-
kowalny w sensie Frécheta i dodatkowo przyjmujemy, ze pochodna L’ : X7 — X7 moze by¢
rozszerzona w sposob ciggly na caly przestrzen Xo, tzn. 3o=0Venr wo)Vhex, ||L/ (v)h]lo <

CllAllo-
(A3) L[v] jest klasy C' ze wzgledu na parametr ¢ i istnieje stata C' taka, ze |2 L[v][lo < C,
v € B(u?).
(Ay) Dla |z — z| < 4 i dla kazdego v € B} (u?), istnieje stata C' i funkcja N(§), N(6) — 0 jesli
0 — 0 taka, ze
9, 0 _ _ _
5 Kt 2) = o K](8, 7)) < Clue(2) — ve(2)] + Clo(z) — v(@)[ + N(9),
gdzie K oznacza L,D,Z. | -| - metryka euklidesowa.

(A5) Istnieje stala C, ze ||K[v] — K[v]]]o < Cllv — 9o dla v € BL(u°), gdzie K symbolizuje L,
L\ D. Z.

Uwaga do (As):
Wystepujaca w warunku (As) pochodna rozumiemy jako pochodna czastkowa po ¢ odwzoro-
wania (t,v) — L[v], gdzie (¢,v) € [0, To] X B} (u®) (funkcja v nie zalezy od t). W przypadku
jesli u = u(t, x), wowczas dla przejrzystosci bedziemy te pochodna czastkowa po t operatora L

obliczana na u oznaczaé (QL) [u], a wiec

(;L> [u] = ;L[U]

Natomiast pochodna % (L[u]) jest suma pochodnej czastkowej (%L) [u] 1 pochodnej Frécheta
L' w punkcie v w dziataniu na wu,:

v=u

g () = (72 ) 0+

Uwaga do (As):
Dla L warunek (Aj) wynika z (As).
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We wspotezynnikach rownan (C.3) i (C.4) funkcjonat I[u] jest mnozony przez funkcje roz-
niczkowalne w sposéb ciagly. Ponadto funkcja vesp(x) > 0. Natomiast n; jest ograniczona z
gory, bo nalezy do kuli B} (u°) o promieniu r i srodku u® = [N, (0, z),n;(0, x), V;(0, ), T.(0, z)]*
7 przestrzeni Xi. Niech dla uproszczenia n, bedzie stale. Przyjmijmy, ze kula B!(u°) jest na
tyle mata, aby dla wszystkich n; € B} (u°) byto n, = n; + n, > %nr. Stad

1
—n, < sup |ne| <r+ sup |[n;(0,2)| + n,.
2 z€[0,]] z€[0,]]

Zatem wystarczy sprawdzi¢ zalozenia (A;) — (A5) tylko dla []u).

Dla lepszej przejrzystosci bedziemy pisa¢ V', T', v zamiast V;, T., verr. Opuscimy tez state

. Qs 1k
wspOtezynniki 2, ot

Dla u € B}(u°) it € [0, Tp] mamy
Warunek (A4;)

Poniewaz funkcje, ktére wystepuja w I[u], tzn. u i v.ss, sa rézniczkowalne w sposob ciagly
oraz u € B} (u"), vers > 0 stad I[u] jest ograniczone przez stala.

Warunek (A,)

Niech h = [hy, ha, hs, h4])*, h € X; i odpowiada funkcjom u; = N, us = ng, uz =V, ug = T.
Pamietajac, ze n. = n; + n, przyjmijmy

Ly
Kl = [ Zda.

l
Koy = /O vV,

L1 9(nT
Kslu] = /oni (ax )dm.

Stad

=L <6U0+K2+K3>.
Ky \m;

Poniewaz znane sa zasady obliczania rézniczki ilorazu (jesli licznik i mianownik sa rézniczkowal-

ne), wiec ograniczymy sie do obliczenia pochodnej Frécheta dla poszczegdlnych funkcjonatow

Ky, Ky, K3. W ten sposob najprosciej potraktujemy problem wyznaczenia pochodnej Frécheta

dla funkcjonatu I unikajac rozbudowanych wzorow.

[
K!Julh = —/l 2y da
0 n?
oraz

Ly
[Ki[ulhllo < Cillhafo < Cillhllo  dla Oy = / —do

2
0 n?
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l
KbJulh :/ v hs dz
0

oraz

l
[ K5 [ulhllo < Cq ||hsllo < Co||llo dla Cy :/O vdzx

L1 On, LT On, LT dh
Kslulh = /n ox ha w_/nQ ox ho dr + /nidiafdx

Caltkujac przez czesci mozemy przeksztatci¢ ostatnig caltke:

l l =l )
K:',,[u]h:/ 1 on. h4da:—/ T one ho dx + [h2<x) T(t,x)] _/0 hZQ <T> de

0 ne Ox 0o n? Ox ne(t, )|, _, 0r \ne
skad
L1 On, LT One
Bl < Whallo- [ deot el 1] G et
o (T
h . — )| d
Flih lo 0 |Ox (ne>‘ ’
< Cahllo
dla
b1 . LT On, T l T
(5 = 2max / —an T / —an d:v—i—2’ + 0 <> dz p .
0 |n. Ox 0 [n2 Oz Ne llo or \n.

Poniewaz catkujac przez czgsci eliminujemy pochodng < dh2 , wiec wystarczy przyja¢ h € Xj.

Ostatecznie otrzymujemy ||I'[u]hllo < C'||h]|p dla statej C WyraZonej przez C1, Co, C3, —Uj.

Warunek (Aj3)
W tym przypadku (%I ) [u] =0, bo w I[u] nie ma explicite zaleznosci od ¢.
Warunek (Ay)
Jesli Ku|(x) = g(z,u), gdzie g jest rozniczkowalna w sposob ciagly funkcja od i u, to warunek
(A4) jest spetiony automatycznie z N(§) = 0.
Operatory wystepujace we wspotczynnikach uktadu to iloczyny funkcji rézniczkowalnych i funk-

cjonatu I[ul, [u]. Poniewaz I[u] jest ograniczone i 2 (I[u]) = 0, wiec warunek (A,)
jest spetiony.

Warunek (As)
Warunek (As) mozna sprawdzi¢ bezposrednio szacujac ||1[u] — I[u]||o. Mozna tez jednak zauwa-
zy¢, ze pochodna Frécheta jest ograniczona i stad zachodzi warunek Lipschitza (As).
Poniewaz dla h € X, mamy ||I'[u]h|lo < C'||h||o, zatem norma pochodnej Frécheta jest ograni-
czona przez C. Stad [[I[u] — I[u]|lo < C |lu — 1|o dla u € B} (u).
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