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Oznaczenia i symbole

Oznaczenia:

~ ~ A

(.) — wskazuje na zmodyfikowany parametr konstrukcyjny, np.: A, E,

(.) — wielko$ci harmoniczne w funkcji czasu, np.: @;(t), £,(t),

L

(.) — dotyczy liniowej czesci danej wielkosci pochodzacej od obciazenia zewnetrznego,
np. przemieszczenia t; lub odksztalcenia &,

R
(.) — oznacza rezydualna czes¢ danej wielkosci, bedacej wynikiem wstepnego wirtual-

nego sprezenia dystorsjami modelujacymi modyfikacje konstrukeji

0

(.) — dotyczy dystorsji wirtualne;

M

(.) — stanowia wielkosci otrzymane z pomiaréw doswiadczalnych lub symulowane nu-
merycznie dla konstrukeji zmodyfikowane;j

()¢ lub (.). — oznacza wielkosci zwiazane z elementem skoriczonym, okreslone w lokal-
nym uktadzie odniesienia

Wazniejsze symbole :
1, — wektor o jednostkowych sktadowych

Ayp — macierz wykorzystywana do wyznaczania pola dystorsji wirtualnych i ich gra-
dientow

B — macierze wplywu, ktorych kolumny stanowia amplitudy przemieszczen
wywolanych wprowadzeniem harmonicznych jednostkowych dystorsji, odpowied-

nio £, i Pr, 0 kolejnych czestosciach ze zbioru €

B

now?

C;; — globalna macierz thumienia konstrukeji

D,s — odksztalceniowa macierz wptywu lub krotko — macierz wplywu
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o DP. — macierze wplywu, ktorych kolumny stanowia amplitudy odksztalcen
wywolanych wprowadzeniem harmonicznych, jednostkowych dystorsji, odpowied-

nio £, i P;, o kolejnych czestosciach ze zbioru

D 43 — uogodlniona macierz wplywu,

%

4w D,}Ziw — macierze wplywu, ktérych kolumny stanowia amplitudy wybranych od-
powiedzi wywolanych wprowadzeniem harmonicznych jednostkowych dystorsji,
odpowiednio £, i p;, 0 kolejnych czestosciach ze zbioru

dap — macierz jednostkowa

525&2, — macierz transformacji wektora parametrow konstrukcji 19(7') do wektora parame-
trow modyfikacji pi,

€, ¢

¢, €5, ¢, — sktadowe odksztalcenia ramowego elementu skoriczonego

) X

€o — wektor sktadowych odksztatcen konstrukcji modelowanej dystorsjami; w przy-
padku kratownicy, jego wymiar jest rowny liczbie elementow

&, — wektor sktadowych odksztalcen konstrukcji poczatkowej wywolany obciazeniem
zewnetrznym

£, — wektor sktadowych odksztalcen konstrukeji modelowanej dystorsjami wywotany
stanem sprezonym (wprowadzeniem dystorsji wirtualnych)

€aw — Macierz sktadowych amplitud odksztatcen konstrukeji modelowanej dystorsjami,
ktorej kolejne kolumny sa zwiagzane z czesto$cia wymuszenia

£, — macierz sktadowych amplitud odksztatcenn konstrukeji poczatkowej wywotany
obciazeniami zewnetrznymi o kolejnych czestosciach ze zbioru €2

€. — macierz sktadowych amplitud odksztatcen konstrukeji modelowanej dystorsjami
wywolany stanami sprezonymymi

£, — wektor skladowych dystorsji wirtualnych natozonych na konstrukeje
I — funkcja celu problemu optymalizacji

V,F — gradient funkcji celu

F; — wektor obcigzen weztowych konstrukeji

fa — wybrane odpowiedzi konstrukeji np. przemieszczenia lub odksztalcenia w lokali-
zacjach A

fq)&v — gradient dystorsji wirtualnych wzgledem zadanego wektora parametréw kon-

strukeji 19%' )
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K;; — globalna macierz sztywnosci konstrukeji

k%4, Kpy — sztywnosc osiowa i zgieciowa elementu skonczonego
L¢, — lokalna macierz odksztalcen

Lo — globalna macierz odksztalcen

AR — w optymalizacji: dtugosé kroku (promienia)

A — w podrozdziale 2.3.2 oznaczono wartosci wlasne macierzy sztywnosci K7; ramowe-
go elementu skonczonego

Ao — wektor parametrow intensywnosci uszkodzen konstrukeji
M*® — moment zginajacy w skoniczonym elemencie

M;; — globalna macierz macierz mas konstrukeji

A J
M;;, oraz M;j, — tréjwymiarowa macierz macierz mas, ktorej kolejne przekroje stano-

wig macierze mas elementu v w globalnym uktadzie uogélnionych wspotrzednych
zalezna wytacznie odpowiednio od jego pola przekroju poprzecznego A, i mo-
mentu bezwladnosci J,

lto — wektor parametrow modyfikacji ustroju, ktérego wymiar jest zgodny z liczba
sktadowych dystorsji wirtualnych wprowadzonych do konstrukeji

N°¢ — sita podtuzna w skonczonym elemencie
) — zbiér czestosci wymuszen, ktorym poddawana jest konstrukcja
w — czesto$¢ wymuszenia

p; — wektor sktadowych dystorsji wirtualnych modelujacych zmiany bezwtadnosci kon-
strukeji

e

g — wektor uogolnionych przemieszczenn weztowych elementu skoriczonego
Sy — lokalna macierz parametrow sztywnosci
Spa — globalna macierz parametrow sztywnosci

o, — wektor sktadowych naprezen konstrukeji modelowanej dystorsjami

6. — wektor sktadowych naprezeri konstrukeji poczatkowej wywolany obciazeniem ze-
wnetrznym

0o — wektor sktadowych naprezen konstrukeji modelowanej dystorsjami wywolany sta-
nem sprezonym
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T — sita poprzeczna w skonczonym elemencie

T;o — macierz transformacji do uktadu globalnego

199 — wektor modelowanych parametréow konstrukeji, np. modutéw Young’a: 195

u; — wektor uogélnionych przemieszczen weztowych konstrukeji

Indeksy :

(Jas (g, (.)s — zwiazany ze sktadowymi odksztalcenia, wektora modyfikacji parame-
trow konstrukeji

(.)y — zwiazany z elementami skoriczonymi konstrukeji; w przypadku kratownic jest on
rownowazny z indeksowaniem sktadowych odksztatcenia

(.)o — przebiega po kolejnych czestosciach wymuszenia
()is ()4, ()r — zwiazany ze stopniami swobody konstrukeji lub elementu skonczonego

()a, (.\)n — zwiazany ze wybranymi lokalizacjami pomiarowymi np. fa, Dan; W szcze-
goblnosci moga odnosi¢ sie do okreslonych stopni swobody



Rozdziat

Wstep

1.1 Zarys literatury

Problem bedacy tematem niniejszej rozprawy nalezy do dziedziny zajmujacej sie ba-
daniem i ocena stanu technicznego konstrukcji (Structural Health Monitoring, SHM)
intensywnie rozwijajacej sie w ostatnich latach. Wyczerpujaca definicje i zakres podej-
mowanych problemoéw przez SHM mozna znalezé w pracy |[1].

Zaleznie od zakresu prowadzonych badan jej celem jest wykrycie obecnosci, lo-
kalizacji, a takze intensywno$ci pojedynczego lub wielokrotnych uszkodzen. Bardziej
zaawansowane metody pozwalaja oszacowaé czas, przez ktory konstrukcja moze byé
jeszcze uzyteczna. Metody monitorowania konstrukeji mozemy podzieli¢ na lokalne —
wywodzacych sie z tzw. badan nieniszczacych (Non-Destructive Testing, NDT) oraz
globalne. Pierwsza grupe — ze wzgledu na rodzaj wykorzystywanych zjawisk fizycznych
— mozemy podzieli¢ na nastepujace metody:

e emisji akustycznej (Acoustic Emission, AE) — badanie zanikajacej fali sprezy-
stej, bedacej efektem gwaltownego wyzwolenia energii nagromadzonej w mate-
riale przez propagujace si¢ mikro uszkodzenia [2], [3]. Obecnosé naprezen reszt-
kowych wywotuje — pod wptywem zewnetrznego obcigzenia — wyzwolenie energii
sprezystej i nastepuje emisja ciagu zanikajacych fal sprezystych;

e ultrasonograficzne (Ultrasonic Testing, UT) — wykorzystuje zjawisko rozchodze-
nia sie, rozpraszania, odbicia, ostabienie fali ultradzwiekowej |1|. Do identyfikacji
uszkodzenn najczesciej stosowane sa fale Lamba (guided Lamb waves) rozcho-
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dzacej sie w osrodku stalym ograniczonym dwoma powierzchniami (blachy, pty-
ty), ktorego grubosé jest poréwnywalna z dtugoscia fali. Wady konstrukeyjne sa
wykrywane poprzez analize zaburzen fali ultradzwiekowej. Badania akustyczno-
ultrasonograficzne tacza techniki wykorzystywane w AE i UT, ktorych przyktady
mozna znalezé w [5], [0]. Zjawisko rozchodzenia sie fal o wyzszych czestotliwo-
ciach efektywnie jest modelowane Metoda Elementow Spektralnych (Spectral
Element Method, SEM) [7], w ktérej macierz sztywnosci zdefiniowana jest w
domenie czestotliwosci;

e pradow wirowych (Eddy Currents, EC) — jest metoda powierzchniows i elek-
tromagnetyczna, stosowang dla materialow metalowych do gtebokosci kilku lub
kilkunastu milimetrow. Analiza warto$ci zmian pola elektromagnetycznego, am-
plitudy oraz przesuniecia fazowego napiecia i natezenia pozwala na bardzo precy-
zyjna ocene stanu badanego materiatu, wystepujacych nieciggltosci w postaci np.
peknieé¢, ubytkéw erozyjnych lub korozyjnych, ocene ich wielkosci oraz gtebokodci;

e radiograficzne (Radiographic Testing, RT) — wykorzystywane do badan wewnetrz-
nej struktury materiatow przy wykorzystaniu promieniowania jonizujacego (gtow-
nie rentgenowskiego), lub promieni gamma;

e inne: magnetyczno-proszkowe (Magnetic Particle Inspection, MPI), penetracyjne
(Penetrant Testing);

Badania przeprowadzane tymi metodami charakteryzuja sie wysoka doktadnoscia
identyfikacji wad materialowych oraz ograniczonym zasiegiem — wymagaja okreslenia z
gory monitorowanej strefy (m.in. w przemysle lotniczym do wykrywania peknieé¢ np. w
skrzydle samolotu). Przeglad metod wysokoczestotliwosciowych mozna znalezé w pracy
[5].

Podstawa metod globalnych, do ktérej zalicza sie sformutowanie prezentowane w
niniejszej pracy, jest analiza drgan konstrukcji o niskiej czestotliwosci, ponizej 5kH z
(Vibration-Based Methods, VB). Zazwyczaj identyfikacja uszkodzeri wymaga wykali-
browanego modelu numerycznego z monitorowanym obiektem. Uszkodzenie wywoluje
zmiane parametrow fizycznych lub/i geometrycznych, ktore z kolei prowadzi do zmia-
ny dynamicznej odpowiedzi badanego obiektu. Proces identyfikacji polega na dostoso-
waniu modelowanych parametrow konstrukeji do jej aktualnego stanu. Te zmiany sa
rejestrowane przez uktad odpowiednio rozmieszczonych sensoréw na konstrukeji podda-
nej okreslonemu wymuszeniu, ktore jest powtarzane w pewnych odstepach czasowych.
Przeglad metod niskoczestotliwosciowych mozna znalezé w pracy [9].

Zaleznie od metody stosowane sa rézne kryteria oceny uszkodzen: analiza zmian

czestotliwosei i modow whasnych [10, 11|, czestotliwosci antyrezonansowych [12], krzy-
wizn modalnych [13], energii odksztalceri modalnych (Modal Strain Energy) [14, 15],
kinematycznej energii modalnej (Modal Kinetic Energy) [16]. Ciekawa alternatywa jest

metoda obliczerl bezposrednich sztywnosci (Direct Stiffness Calculation, DSC) [17].
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Oprocz techniki MES, stosowana jest Medota Elementéw Brzegowych (Boundary Ele-
ment Method, BEM) [18, 19] oraz wspomniana powyzej Metoda Elementéw Spektral-
nych.

Czesé zagadnien SHM jest oparta na sztucznej inteligencji (Artificial Intelligence,
AI), wykorzystujac przy tym: transformacje falkowe (|20, 21]), sztuczne sieci neuronowe
[19, 22, 23], algorytmy genetyczne [24] oraz analizy statystyczne |25, 26, 27]. Cho¢
sztuczna inteligencja stanowi dos¢ efektywne narzedzie, to jednak pomija interpretacje
fizyczna analizowanych sygnalow (odpowiedzi) konstrukeji.

SHM znalazty juz zastosowanie gtéwnie w branzy lotniczej: samoloty [28], satelity
[29] oraz inzynierii ladowej: mosty [30, 31, 32, 33], budowle: [34]. Inne aplikacje to: sieci
wodne [35], rurociagi [36] oraz konstrukcje kompozytowe [37].

1.2 Metoda Dystorsji Wirtualnych — historia i apli-
kacje

Modelowanie defektéw materialowych przy wykorzystaniu pol deformacji wstepnych
zostata zaprezentowana w pracy [3%], a nastepnie [39], ktore zostalo wykorzystane do
opisu stanéw naprezenn w jedno- i wielofazowych osrodkach sprezystych (por. [10, 41,

, 13]). Optymalne przeprojektowywanie konstrukcji sprezystych z wykorzystaniem
wirtualnych pol deformacji zostato przedstawione w pracach |14, 45, 16]. Ten problem
jest podejmowany w [17] oraz wraz z analiza wrazliwosci w pracy doktorskiej [18].
Analiza postepujacego zniszczenia i niezawodnosci konstrukeji jest stosowana przy wy-
korzystaniu Metody Dystorsji Wirtualnych w komercyjnym oprogramowaniu RASOS.

Metoda Dystorsji Wirtualnych (MDW) znalazta zastosowanie do modelowania na-
prezen konstrukeji adaptacyjnych [19, 50|, a praca [51] do tego celu podejmuje temat
optymalnego polozenia aktywatorow. Podobne zagadnienie podejmowane byly w pra-
cach [52, 53, 50, 19] 1 dedykowane aktywnemu sterowaniu konstrukeji. Rozpraszanie
energii w konstrukcjach adaptacyjnych za pomoca MDW opisane zostato w publika-
cjach [54, 55, 50].

Prace [57, 58, 59, 60] poswiecone sa monitorowaniu obiektow historycznych z zasto-
sowaniem modelowania dystorsyjnego. Oryginalng aplikacje Metody Dystorsji Wirtu-
alnych przedstawiono réwniez w publikacji [61] do monitorowania wyciekow w sieciach
wodnych. Wykorzystano tutaj analogie topologiczng pomiedzy kratownicami a sieciami
wodnymi modelowanymi za pomoca graféw oraz analogie miedzy prawami opisujacymi
te systemy. Analogie praw mechaniki i praw elektrycznych wraz z MDW zastosowano
do monitorowania ciggtosci obwodow elektrycznych [62, 63].

W rozprawie doktorskiej [64] poruszony zostal problem identyfikacji delaminacji
oraz wykorzystanie delaminacji do ttumienia drgan w wiotkich konstrukcjach. Z kolei,
identyfikacja obciazenia o charakterze impulsowym za pomocg MDW zostata opisana
w pracy [05]. Praca doktorska [66] dotyczy identyfikacji uszkodzen w konstrukcjach
pretowych przy zastosowaniu impulsowych dystorsji wirtualnych.
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1.3 Cele pracy

Glownym celem rozprawy jest opracowanie metody (VDM-F, bazujacej na Metodzie
Dystorsji Wirtualnych) szybkiej reanalizy konstrukeji obciazanej wymuszeniem har-
monicznym o ustalonej czestotliwosci oraz wykorzystanie tej metody do identyfikacji
defektéw w konstrukcjach szkieletowych. Dotychczas stosowane podejscie sformutowa-
ne w domenie czasowej (Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych, VDM-T) pozwala
na przeprowadzenie takich reanaliz, jednak wymaga znacznych naktadéw obliczenio-
wych i jest zadaniem czasochtonnym [66]. Alternatywne sformutowanie VDM-F ma na
celu istotna redukcje tych kosztow.
Celami szczegbltowymi sa:

e opracowanie podstaw teoretycznych metody VDM-F wraz z algorytmami w ujeciu
Metody Dystorsji Wirtualnych oraz Metody Elementow Skoriczonych. Beda one
gtownie dotyczyé wyznaczania pol dystorsji wirtualnych modelujacych zmiany
parametrow poszczegdlnych elementow ustroju, analizy wrazliwosci tych pol oraz
identyfikacji tych parametréw na podstawie wykonanych uprzednio pomiaréw
tzw. konstrukcji referencyjnej i zmodyfikowane;.

e rozwiazanie zadania odwrotnego identyfikacji defektow (w sensie identyfikacji pa-
rametrow strukturalnych) sformutowanego jako problem gradientowej optymali-
zacji. Minimalizowana bedzie funkcja celu zdefiniowana poprzez réznice odpowie-
dzi konstrukcji modelowanej dystorsjami i konstrukeji zmodyfikowanej. Wynikiem
tego zadania bedzie rozktad parametréw modelowanych polem dystorsji wirtual-
nych w calej konstrukeji lub jej czedci, zaleznie od zdefiniowanego problemu

e stworzenie przy wykorzystaniu opracowanych algorytmow zorientowanego obiek-
towo narzedzia numerycznego realizujacego powyzej opisane zadania. Celem tego
oprogramowania ma by¢ istotna redukcja kosztéw obliczeniowych w poréwnaniu
do VDM-T, przy jednoczesnym zachowaniu doktadnosci otrzymywanych wyni-
kow.

e weryfikacja numeryczna oraz doswiadczalna nowo stworzonego narzedzia nume-
rycznego VDM-F na przyktadzie trojwymiarowego dzwigara kratownicowego.

Motywacja do podjecia opisanych wyzej badan jest opracowanie nowej, efektyw-
nej metody monitorowania stanu technicznego (z ang. Structural Health Monitoring,
SHM) mostow stalowych i jej przetestowanie na oprzyrzadowanym moscie kolejowym
w Nieporecie k. Warszawy (rys. 1.1).

1.4 Koncepcja rozprawy

Uktad pracy zostal podzielony na cztery gltowne czesci, w ktorych bedzie poruszana
tematyka w nastepujacej kolejnosci:
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Rysunek 1.1: Most kolejowy w Nieporecie k. Warszawy.

e Podstawy Metody Dystorsji Wirtualnych — stanowi pierwsza czesé i jest

wprowadzeniem do Metody Dystorsji Wirtualnych. Oméwione zostaly tutaj pod-
stawowe pojecia oraz koncepcja tej metody na przyktadzie konstrukeji kratowe;j
obciazonej statycznie. Podano zwiazki taczace parametry modyfikacji konstruk-
¢ji i dystorsje wirtualne. Przedstawiono macierz wplywu, jej role, budowe i cechy
oraz szczegblny przypadek tej macierzy — uogdlniong macierz wptywu. Osobny
rozdzial zostal poswiecony konstrukeji ramowej, w ktorym jej deformacje opisano
za pomocy sktadowych pol odksztalcen i powigzanych z nimi dystorsji wirtual-
nych modelujacych zmiany parametréow konstrukcji.

Metoda Dystorsji Wirtualnych w domenie czestosci — ta cze$¢ stanowi
wprowadzenie do drgan harmonicznych na przyktadzie drgajacej masy o jednym
stopniu swobody. Przeprowadzono réwniez dyskusje wplywu ttumienia na drgania
tego uktadu. W dalszej czesci przedstawiono koncepcje jednoczesnego modelowa-
nia zmian masy i sztywnosci konstrukeji, ktéra determinuje wprowadzenie nowego
typu dystorsji wirtualnej. Ten typ dystorsji ma charakter bezwtadnosciowy i jest
stowarzyszony z przemieszczeniows macierza wpltywu, rowniez omawiang w tej
czedci. Podano zwiazki wiazace dystorsje wirtualne dwojakiego typu z parametra-
mi konstrukeji. Rozdzial konczy analiza wrazliwosci tych poél dystorsyjnych wraz
z podanym algorytmem pozwalajacym na ich wyznaczanie.

Zastosowanie VDM-F do identyfikacji defektow — w tej czesci zostat sfor-
mutowany problem identyfikacji uszkodzen jako zadanie optymalizacji gradien-
towej. Zaproponowano minimalizowana funkcje celu (wraz z analiza jej wraz-
liwosci) jako réznice odpowiedzi konstrukcji otrzymanej z pomiaréw i modelo-
wanej dystorsjami wirtualnymi. Podano i poréwnano dwie gradientowe metody
optymalizacyjne: metode najwiekszego spadku i metode gradientéow sprzezonych.
Przedstawiony dalej algorytm identyfikacji uszkodzen jest jednym z najbardziej
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istotnych elementéw tego rozdziatu. Na zakonczenie oméwione zostaly wady i
zalety metody VDM-F oraz poréwnano je ze sformutowaniem zadania w domenie
czasowej VDM-T.

e Weryfikacja do$wiadczalna — stanowi eksperymentalne potwierdzenie skutecz-
nosci prezentowanej metody (VDM-F) na przyktadzie tréjwymiarowej kratowni-
cy. W tej czesci opisane zostato stanowisko badawcze, rodzaj uzytych materiatow,
czujnikoéw pomiarowych, sposob realizacji obciazenia harmonicznego, tor pomia-
rowy, itp., oraz sposob realizacji uszkodzenia. Istotnym elementem identyfikacji
defektow jest model numeryczny badanej konstrukeji, ktéremu poswiecony jest
osobny podrozdzial. Ta cze$é¢ zawiera réwniez dyskusje otrzymanych wynikow z
przeprowadzonej analizy.

Rozprawe koncza wnioski ogélne dotyczace identyfikacji uszkodzen oraz oryginal-
nych osiggnie¢ przedstawionych w pracy.



Rozdzial

Podstawy Metody Dystorsji
Wirtualnych

2.1 Wprowadzenie

Rozdzial ten przedstawia podstawy Metody Dystorsji Wirtualnych w ujeciu statycznym
i jest podzielony na dwie cze$ci. W pierwszej wprowadzone sa podstawowe pojecia z
nig zwiagzane, a nastepnie omowione na przyktadzie konstrukeji kratowej. Druga czes¢
stanowi uogolnienie jej idei na ustroje ramowe.

Przedstawiona jest tu koncepcja reanalizy konstrukeji o zmodyfikowanych parame-
trach przy wykorzystaniu pola dystorsji wirtualnych i macierzy wptywu. Pozwala ona
na obliczenie zaktualizowanej odpowiedzi konstrukeji bedacej pod wptywem ustalonego
obcigzenia, ktorej parametry podlegaja zmianom. Te zmiany sa modelowane przez pole
dystorsji wirtualnych natozone na konstrukcje, bez koniecznosci powtoérnego obliczania
macierzy sztywnosci.

2.2 Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych

Zachowanie konstrukcji bedacej pod dziataniem pewnego obcigzenia zalezy od bardzo
wielu czynnikéw (np. geometrii, materiatu poszczegolnych jej elementow jak i warun-
kow srodowiskowych) i zazwyczaj jest dosé zlozone. Dlatego tez buduje sie modele,
ktore pozwalaja na matematyczny opis Sledzenia jej deformacji pod wpltywem zadane-
go wymuszenia. Modele, u ktorych podstaw lezy Metoda Elementéw Skonczonych, sa
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jednym z najbardziej powszechnie stosowanych i uznanych modeli nie tylko w mecha-
nice konstrukcji, lecz takze modelowane sg procesy termiczne, przeptywy ptynéw. Dla
zadanych parametréow fizycznych, geometrycznych oraz obcigzenia budowany jest mo-
del numeryczny konstrukeji, ktory pozwala na prognozowanie jej deformacji w wyniku
rozwigzania ukltadu réwnan rézniczkowych.

Zadanie modelowania ukladu Metoda Elementéow Skoriczonych (MES) staje sie
uciazliwe i czasochtonne w przypadku, gdy istnieje potrzeba wielokrotnego tworzenia
modeli o zmienionych parametrach konstrukcyjnych. Przyktadowo, zmiana jednego lub
kilku parametréw w elementach ustroju, powoduje w tradycyjnym podejsciu koniecz-
nos¢ budowy nowego modelu, a co si¢ z tym wiaze, macierzy opisujacych rozpatrywa-
ny uktad i ponownego rozwigzania uktadu rownan rézniczkowych. Metoda Dystorsji
Wirtualnych ma na celu usprawnié¢ ten proces poprzez nalozenie na model pierwotny
wstepnych deformacji (dystorsji wirtualnych), ktore sa zalezne od przyjetych modyfi-
kacji poszczegolnych elementéw modelu i jak sie¢ pézniej okaze od obciazenia zewnetrz-
nego. Dla tak zmodyfikowanego modelu jego odpowiedz, dzieki zastosowaniu zasady
superpozycji, jest liniowa kombinacja odpowiedzi modelu pierwotnego oraz odpowie-
dzi pochodzacych od wstepnych deformacji jednoznacznie okreslonych poprzez zmiany
parametrow konstrukcyjnych.

Przedstawione w niniejszej pracy sformutowanie Metody Dystorsji Wirtualnych do-
tyczy kratownic ptaskich i przestrzennych oraz ram ptaskich. Modelowane parametry
elementow tych konstrukeji moga wplywaé nie tylko na sztywnosé konstrukeji (modut
Young’a), lecz takze na jej zachowanie bezwtadnosciowe (pole przekroju poprzecznego,
moment bezwladnosci). Ten rozdzial jest wprowadzeniem do MDW i dotyczy on za-
gadnien statycznych, a zatem przypadek zmiany bezwtadnosci konstrukeji nie bedzie
tutaj omawiany.

2.2.1 Podstawowe pojecia

Zanim przejdziemy do omoéwienia koncepcji Metody Dystorsji Wirtualnych (MDW)
przedstawione zostana podstawowe pojecia dotyczace konstrukcji kratowych. Wraz z
omawianiem konstrukeji ramowych beda uogélniane w dalszej czesci pracy. W przypad-
ku kratownic bedziemy stosowaé¢ umowe, zgodnie z ktora elementy, sktadowe odksztal-
cenia, naprezenia sg oznaczane dolnym, greckim indeksem (.), lub (.)g. Wspomniane
terminy to:

e dystorsja wirtualna &, — jest to wstepne odksztalcenie nalozone na element
skoriczony « modelujace zmiang modutu Young’a lub przekroju poprzecznego.
W zaleznosci od problemu dystorsje wirtualne moga modelowa¢ zmiany zaréw-
no w pojedynczym elemencie konstrukcji, w pewnym jej zbiorze elementéow, jak
i w calym ustroju. W tym ostatnim przypadku indeks o przebiega po wszyst-
kich elementach kratownicy. Z dystorsja wirtualna stowarzyszone jest obcigzenie
kompensacyjne, przytozone do wyizolowanego elementu « z konstrukcji, ktore
wywoluje stan dystorsyjny (lub stan sprezony).
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e jednostkowa dystorsja wirtualna £, = 1 — jest to dystorsja wirtualna, ktora
wywoluje jednostkowe odksztalcenie elementu o myslowo wyjetego z konstruk-
cji. Wprowadzenie jednostkowej dystorsji w konstrukeji generuje stan sprezony,
w ktorym odksztatcenie elementu « (jak i we wszystkich elementach ustroju) jest
mniejsze od jednosci. W przypadku uktadow statycznie wyznaczalnych jednostko-
wa dystorsja wirtualna wywotuje jedynie deformacje (jednostkowe odksztatcenie)
tylko w tym elemencie konstrukeji, w ktérym zostata ona wprowadzona.

e macierz wplywu D,s — zawiera odksztalcenia elementu o wywolane natoze-
niem na element 3 dystorsji jednostkowe;j é)g = 1. Macierz wplywu jest obliczana
dla tych elementow (w szczegolnosci wszystkich elementow konstrukeji), dla kto-
rych przemodelowywane sa parametry fizyczne lub geometryczne. Istotna cecha
tej macierzy jest jej kwadratowa budowa, a ponadto: nie jest symetryczna (w
ogolnosci), poszezegdlne wyrazy sa mniejsze od jednosci, a najwieksze wartosci
wyrazow znajduja sie na gtownej przekatnej.

e uogodlniona macierz wptywu Dao — jej kolumny zawieraja wybrane odpo-
wiedzi konstrukeji f4 wywotane natozeniem na element « dystorsji jednostkowej
gy = 1. Odpowiedzi f4 stanowia tutaj pewne wielkosci (np. przemieszczenia
weztow) 1 sa najczesciej odniesione do wielkosci pomierzonych w konstrukcji rze-
czywiste). Macierz ta jest konstruowana wowczas, gdy za pomoca dystorsji wir-
tualnych maja by¢ modelowane te odpowiedzi f4, z ktérymi stowarzyszony jest
odczyt z sensora.

e obciazenie kompensacyjne — jest to obcigzenie jakie nalezy przyltozy¢ do we-
ztow wyizolowanego elementu skonczonego, aby wywota¢ w nim dystorsje wirtu-
alng £,.

e konstrukcja modelowana dystorsjami — numeryczny model konstrukcji, w
ktorym natozono dystorsje wirtualne na wybrane badz wszystkie elementy skon-
czone.

e konstrukcja poczatkowa — rzeczywista konstrukcja bez defektow, dla ktorej
jest tworzony i kalibrowany model numeryczny (tzw. model pierwotny).

e konstrukcja zmodyfikowana — rzeczywista konstrukcja o zmienionych para-
metrach fizycznych lub/i geometrycznych (w odréznieniu od konstrukeji poczat-
kowej)

e parametr modyfikacji ., — jest to stosunek parametru fizycznego lub/i geo-
metrycznego zmodyfikowanego elementu skonczonego o konstrukeji do poczat-
kowego. Zbior parametrow modyfikacji poszczegdlnych elementow tworzy wektor
parametrow modyfikacyi konstrukcji.

e intensywno$¢ uszkodzenia )\, — bezwymiarowa wielkos$¢ opisujaca stopien de-
gradacji modelowanego parametru elementu skonczonego i jest Scisle zwigzana
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przez parametr modyfikacji: A\, = 1, — . Wszystkie sktadowe wektora 1, sa
jednostkowe. Zbiér intensywnosci uszkodzenia elementéw tworzy wektor inten-
sywnosci uszkodzenia.

2.2.2 Stan dystorsyjny konstrukcji

Jak juz wspomniano w poprzednim podrozdziale, stan dystorsyjny (sprezony) konstruk-
cji powstaje w wyniku nalozenia na nia dystorsji wirtualnych. W celu doktadniejszego
zobrazowania idei MDW rozpatrzmy prosta konstrukcje przedstawiona na rys. 2.1 zto-
zong z 3 elementéow kratowych o diugosciach odpowiednio: Ly, Lo, Ls. Sztywnosci
osiowe tych elementéow wynoszg odpowiednio: Fy A, FyAs, E3As, a sposoéb podparcia
w A, B, C oraz D jest zilustrowany na rys. 2.1.
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Rysunek 2.1: Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych. (a)-konstrukcja pierwotna,
(b)—deformacja konstrukcji pierwotnej wywolana obciazeniem zewnetrznym P, (c)—
konstrukcja sprezona, (d)—konstrukcja modelowana dystorsjami, (e)—konstrukcja zmo-
dyfikowana.
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Konstrukecja ta jest poddana statycznemu obciazeniu sita osiowa P na podporze
C rys. 2.1(a), ktore wywoluje stan deformacji opisany poprzez nastepujace wektory
odksztalcen i naprezen (por. rys. 2.1(b)):

& EyAsLs Ei &

L L 1 L L

Ea — 9 == M E1A1L3 P, Oq — E2 E9 > (21)
& —(L1EyAy + By A Ly) B3,

gdzie przyjeto M = F1A1EsAsLs + L1FyAsE3As + E1A1LoFE3As, a « jest indeksem

oznaczajacym numer elementu. Wprowadzmy na wyjety myslowo z konstrukeji poczat-

kowej element nr 1 pewne odksztalcenie wstepne £, (dystorsje wirtualng), z ktorym
0

stowarzyszone jest samozrownowazone obcigzenie kompensacyjne, Ny = EjA€1, wy-
wotujace to odksztalcenie, por. rys. 2.1(c). Element ten stanowi jednak cze$¢ konstruk-
cji i dozna innego (mniejszego) odksztalcenia (oznaczmy je przez ;) niz wprowadzona
dystorsja wirtualna £;. Stan ten wynika z warunku cigglosci przemieszczen ustroju.
Co wiecej, wprowadzona dystorsja wirtualna wywotuje deformacje w pozostatych ele-
mentach konstrukeji: &5, £5. Stan odksztalceri i naprezen konstrukeji sprezonej jest
wyrazony przez wektory:

| [ BeAsLy + LoEs Ay Ey (5 -4&)
ga = M —L1E3A3 ElAl égl, g-a - E2 g? (22)
—L1Ey Ay F5 &5

Rownania (2.2) mozemy zapisa¢ w uproszczonej formie:

Dll El (Dll - 1)
Ea=1| Do | &, Ga= Ejy Doy &1, (2.3)
D31 ES D31

1 EyAsLs + LoE3As
Dal = M —L1E3A3 ElAl. (24)
—LlEQAQ

Warto tutaj dodaé, ze w wektorze D, drugi indeks wskazuje na element, w ktérym
wprowadzono dystorsje wirtualna (tutaj: 1) a jego sktadowe wyrazaja odksztalcenia
wywolane wprowadzeniem jednostkowej dystorsji wirtualnej & = 1 (w odréznieniu od
£., ktore okresla stan sprezony wywolany niejednostkows dystorsja wirtualng £, ).

W ramach liniowej teorii krat dopuszczalne jest stosowanie tzw. zasady superpozy-
cji, a zatem w rozwazanym przypadku catkowite pola odksztalcen e, (naprezen o)
ustroju jest suma pol odksztalceri (naprezen) konstrukeji pierwotnej i sprezonej, co po
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uwzglednieniu réwnaii (2.3) oraz (2.1) prowadzi do zwiazkow:

L R é:l +Du 521 L R Ex (él t <D11 B p gl)
Eq = Eq T Eq = 82+D21€1 , Oq = 0q + 04 = EQ <€2+D21€1)
{%3+D31 gl E3 (ég‘i‘Dgl 51)
(2.5)

Odksztalcenie e, i naprezenie o, odnosza sie do konstrukeji modelowanej dystorsja €1,
zilustrowanej na rys. 2.1(d). W zaleznosci od wartosci dystorsji wirtualnej £, natozonej
na element nr 1 konstrukeji poczatkowej moga by¢ modelowane rézne pola odksztatcen
1 naprezen spetniajace warunek ciagtosci przemieszczen.

Wprowadzmy teraz pewna zmiane modutu Young’a F4 w elemencie nr 1 konstruk-
cji poczatkowej i niech wynosi teraz E.. W tej chwili nie precyzujemy jego wzrostu
czy spadku wartosci. Otrzymang w ten sposob konstrukcje zmodyfikowana pokazano
na rys. 2.1(e). Pole odksztalcen i naprezen wywotane dziataniem sity P moze zostaé
obliczone ze wzoréw (2.1) po uprzednim podstawieniu zaleznosci: £, = &,, E; = Ey,
G = G4, CO Mozna zapisaé¢ w postaci:

1 EyAsLy Eié
g, = — E1A1L§ P, Go= | Fydy |, (2.6)
M| _ <L1E2A2 n E1A1L2) Fy 24

Przy czym.: M = E1A1E2A2L3 + L1E2A2E3A3 + ElAlLQEgAg, a wielkodci éa oraz
0. okreslaja wektor odksztalcenia i naprezenia konstrukcji zmodyfikowanej. Nastepnie
zadamy spelnienie nastepujacego postulatu:

POSTULAT 2.1: Konstrukcja zmodyfikowana oraz konstrukcja modelowana dystorsja-
mi s3 tozsame w sensie réwnosci ich uogdlnionych pdl odksztatcen i sit wewnetrznych.

Oznacza to, ze musza zachodzi¢ rownosci: €, = €,, 0, = 0, We wzorach (2.5) oraz
(2.6), co prowadzi do zaleznosci:

El &1 E1 (6’1:1 + (DH — 1) F’?l)
6a = O0qgq — E2 E9 = E2 (e%g —+ D21 601) . (27)
Eses Ej3 (5LS + D3 501)

Pierwsze z rownan (2.7) przyjmuje postac:
o1 = El g1 = E1 (81 — F?l) s (28)

a pozostate dwa spelnione sa tozsamosciowo. Zwiazek (2.8) wygodnie jest przedstawic
W postaci:

M1 = —= ) (2.9)
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gdzie p; jest parametrem modyfikacji, zdefiniowanym jako stosunek modutéw Young’a
elementu nr 1 konstrukeji zmodyfikowanej i poczatkowej. Innymi stowy oznacza to, ze
konstrukcja modelowana oraz konstrukcja zmodyfikowana beda opisane tymi samymi
polami odksztalcenn i naprezen jesli zwiazek (2.9) bedzie spelniony. Zauwazmy tutaj,
ze odksztalcenie €, zalezy od wprowadzonej dystorsji wirtualnej &1 (por. 2.5(a)), a za-
tem wzor (2.9) jest nieliniowy. Odwracajac problem, znajac odksztalcenie £, mozemy
znalez¢ taka wartosé dystorsji wirtualnej €1, ktorej odpowiada zadany parametr mo-
dyfikacji sztywnosci pq:

&1 =(1—p)er (2.10)

Zgodnie z postulatem (2.1) w rozwazanym przyktadzie rownorzednie mozemy sto-
sowa¢ rowniez sity w pretach (w miejsce naprezen). Podstawiajac w rownaniach (2.8)
odpowiednie zaleznosci o, = ]X—j oraz jednoczesnie modelujac zmiane pola przekroju
poprzecznego A; elementu nr 1: zwiazek (2.9) przyjmie postac:

2 A4 0
(g = ]CFA . E1A1 . €1 — &1
1= = = .
]{ZIEA ElAl &1

(2.11)

Jak tatwo mozna zauwazy¢, w przypadku gdy nie jest rozwazana modyfikacja modutu
Young’a, E, = Ey, parametr modyfikacji sztywnosci i, jest okreslony tylko poprzez
zmiane pola powierzchni przekroju poprzecznego i jest rowny p; = %. Jesli modelu-
jemy jednoczesnie modyfikacje pola przekroju poprzecznego A; i modutu Young’a E;
wygodnie jest je opisywaé poprzez zmiane sztywnosci osiowej p; = :?—2

Wynika to z faktu, ze p-krotna zmiana modulu Young’a w danym elemencie wywo-
tuje taki sam stan uogolnionych odksztatceri i sit wewnetrznych jak i p-krotna zmiana
pola przekroju poprzecznego w tym elemencie. Z punktu widzenia stanu deformacji
statycznej konstrukeji kratowej zmiany te nie sa rozréznialne.

Powyzsze rozwazania dotycza modelowania i modyfikacji elementu nr 1 konstruk-
cji, z ktorym zwiazany jest stan dystorsyjny. Oczywidcie, nie jest to jedyny mozliwy
stan tego ustroju. Naktadajac dystorsje wirtualne na pozostale elementy konstrukeji w
analogiczny sposob, mozliwe jest jednoczesne modelowanie parametréw we wszystkich
elementach konstrukcji, co bedzie przedmiotem rozwazan w nastepnym podrozdziale.

2.2.3 Macierz wpltywu

W poprzednim podrozdziale pokazano, ze wprowadzenie dystorsji wirtualnej pozwala
na modelowanie zmiany pola przekroju poprzecznego A; lub/i modutu Young’a E; tego
elementu. Oczywiscie, opisany powyzej algorytm poprzez analogie mozna zastosowac
do pozostalych elementéow ustroju i — wykorzystujac zasade superpozycji — modelowaé
te zmiany we wszystkich elementach tej konstrukcji. WprowadZzmy zatem dystorsje
wirtualne w pozostatej czesci konstrukeji: & i £5. Wywolaja one pole odksztatceri od-
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powiednio:
Das Das
Eo=| Do | &2+ | Doz | &5, (2.12)
D3, D33
gdzie:
1 —L2A3E3
Da2 — M AlEng + L1A3E3 EQAQ, (213)
i —E1A L, |
1 [ —E2A2L3 |
D.3 = i —FE1A L E3A3, (2.14)
| E1A1Ly + LiEy Ay |

a M jest okreslone jak we wzorze (2.1). Wektor D,s jest wektorem odksztalcenia wy-
wolanym przez nalozenie jednostkowej dystorsji wirtualnej &5 = 1 w elemencie nr 2,
podczas gdy wektor D,3 wywoluje jednostkowa dystorsja wirtualna &5 = 1 w elemen-
cie nr 3. Uwzgledniajac zwiazek (2.3(a)) oraz (2.12) mozemy obliczy¢ odksztalcenia w
konstrukeji sprezonej &, wywolany wprowadzeniem dowolnego wektora dystorsji wir-
tualnych &,:

" Dll D12 D13 %l o
Ea — D21 DQQ D23 E9 = Dag 5,8‘ (215)
D31 D3z Ds3 &3

Macierz D,g nosi nazwe macierzy wpltywu i jest fundamentem Metody Dystorsji
Wirtualnych. W zwiazku (2.15) pominieto znak sumowania po indeksie § — zaklada-
my konwencje sumacyjng Einsteina. Indeksy, po ktoérych nie nalezy sumowaé, beda
podkreslone. Biorac pod uwage (2.4), (2.13) oraz (2.14) pelna posta¢ macierzy D,z
przedstawia sie nastepujaco:

1 k1 (kaLs + Loks) —koLoks —koLsks
Dag = M —k’lle’g kQ (k’ng + le’g) —k’ngk'g , (216)
—ky L1 ks —kykoLo (kLo + Liks) k3
przy czym zastosowano oznaczenie k, = FE,A,. Jej [f-ta kolumna stanowi wektor

odksztatcenn konstrukcji wywotany wprowadzeniem jednostkowej dystorsji wirtualnej
35 =1 w konstrukcji. Innymi stowy, wyraz macierzy D,s opisuje odksztalcenie ele-
mentu a wywolane dziataniem jednostkowej dystorsji wirtualnej w elemencie 3.

Wymiar macierzy wpltywu D,s dla omawianej tuta]j 3-elementowej konstrukeji jest
[3 x 3], a jej wyznaczenie nie stwarza probleméw obliczeniowych. Czasami jednak kon-
strukcja bywa dos¢ ztozona, lub tez zachodzi potrzeba modelowania parametréw mo-
dyfikacji w wybranym jej obszarze D. Woéwczas macierz wpltywu D,g obliczana jest
tylko dla tej wybranej czesci konstrukeji (podzbioru elementéw): jednostkowe dystor-
sje wirtualne naktadane sg na elementy ze zbioru D i dla nich obliczane sa sktadowe
wektora odksztatceni. Niezaleznie od tego, czy rozwazamy calg konstrukcje czy tez jej
fragment statyczna macierz wptywu D,s posiada pewne szczegdlne cechy:
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e kwadratowa budowa,

e dla (-tej kolumny najwieksza warto$¢ ma wyraz znajdujacy sie na jej gtownej
przekatnej, lecz nie wieksza od jednodci,

e w ogoblnosci nie jest symetryczna,

e dla konstrukcji statycznie wyznaczalnej zachodzi D,3 = 6,4 (macierz jednostko-
wa) — jednostkowa dystorsja wirtualna é)g = 1 wywotuje jedynie odksztatcenie
(jednostkowe) Dgg =1 tylko w tym elemencie, w ktorym dystorsja wirtualna
zostala wprowadzona.

Wektory odksztalcen ¢, i naprezen o, konstrukeji modelowanej dystorsjami moze-
my wyrazi¢ (analogicznie do (2.5)) postugujac sie zbudowana powyzej macierza wply-
wu:

€a :gfa—l—Daﬁ&(f)/g, Oq :Id'a—f—g'a =F, (Ea—ga) , (2.17)

Jesli jest znane pole dystorsji wirtualnych modelujacych modyfikacje parametréw kon-
strukeji po, to ze zwiazkow (2.17) moze zostaé obliczone pole odksztalceri i naprezen
bez powtérnego obliczenia macierzy sztywnosci konstrukeji.

2.2.4 Uogoblniona macierz wplywu

Wyprowadzone w poprzednim paragrafie zwiazki (2.17) pozwalaja przy zadanym polu
dystorsji wirtualnych £, na natychmiastowe obliczenie pol odksztatcen e, i napre-
zen o, konstrukcji, po uprzednim wyznaczeniu macierzy wpltywu D,g. W pewnych
przypadkach zachodzi jednak potrzeba szybkiej reanalizy innych wielkosci niz pole od-
ksztalcenn czy naprezen np. przemieszczen weztowych na podporze B lub podporze C
(por. rys. (2.1)). Zaldzmy teraz, ze naszym celem jest modelowanie tych przemieszczen
weztowych (oznaczmy je odpowiednio przez u; i up) za pomoca dystorsji wirtualnych
Eq. Interesujace nas przemieszczenia w stanie sprezonym wywotanym poprzez wprowa-
dzenie pola dystorsji £ sa wyrazone nastepujaco:

lig = Daga, (2.18)

gdzie tig = [ﬁl QQ}T, a Do jest uogodlniong macierzg wptywu. Macierz ta, o wymia-
rze 2 x 3, okresla wplywy jednostkowych dystorsji wirtualnych na te przemieszczenia,
a jej a-kolumna okresla przemieszczenia weztowe na podporach B i C wywotane wpro-
wadzeniem dystorsji jednostkowej w elemencie a. Uzywajac oznaczeni z poprzedniego
paragrafu macierz te mozemy zapisa¢ w postaci:

Do — 1 1 kiLy (koLs + Loks) —LikaLoks —LykoLsks (2.19)
T M kiLikoLs kikaLoLs  — (kile + Liks) k3Ls | '
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W zwiazku z tym, ponownie stosujac zasade superpozycji, modelowane przemieszczenia
konstrukeji sa wyrazone wzorem:

UA:%LA—FDAQEQ (2.20)

gdzie iy = [2111 b2i|T stanowia przemieszczenia konstrukcji poczatkowej wywotane
obciazeniem P. Warto w tym miejscu dodaé, ze modelowane moga by¢ te wielkosci,
ktore sg liniowo zalezne od pola dystorsji €. A zatem mozliwe jest modelowanie wiel-
kosci bedacych rowniez kombinacja liniowa (np. przemieszczen: fa = 2u; + ug), przy
czym wyrazy kazdej w kolumnie uogélnionej macierzy wpltywu Do musza stanowic
odpowiedzi odniesione do modelowanych wielkosci f4. Niewatpliwie korzyscia takie-
go postepowania jest mozliwo$é modelowania tych wielkosci, ktore sa stowarzyszone z
pomiarami.

2.3 Modelowanie parametréw konstrukcji ramowych

W podrozdziale 2.2.2 przedstawiona zostata koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych
na przyktadzie konstrukcji kratowej. Konstrukcja kratowa stanowi dobry punkt wyj-
Sciowy do oméwienia idei modelowania zmian parametréw fizycznych czy geometrycz-
nych w poszczegélnych elementach skonczonych z uwagi na wystepujaca pojedyncza
sktadowa pola odksztaltcenia i — co si¢ z tym wiaze — naprezenia.

W analizie konstrukcji ramowych analiza stanéw dystorsyjnych jest nieco bardziej
ztozona z uwagi na pojawianie si¢ dodatkowych sktadowych odksztatcenia w elemencie
skoriczonym, a w konsekwencji i dodatkowych sktadowych dystorsji wirtualnych. W
nastepnych podrozdziatach blizej zajmiemy sie tym zagadnieniem.

2.3.1 Podstawowe rownania belek

Rozwazania nad modelowaniem parametréw konstrukcji ramowych rozpocznijmy od
uwag wstepnych, dotyczacych zatozen, ktore bedziemy stosowaé analizujac konstrukcje
belkowe w tym i nastepnych podrozdziatach:

e rownania sformutowane w ramach teorii I-go rzedu;

— rozdzielenie stanu rozciagania osiowego od stanu zgieciowego;

— wykorzystanie zasady ,zesztywnienia” — réwnania réwnowagi uktadane sg w
konfiguracji nieodksztatconej belki;

— zasada superpozycji;

e kinematyczna hipoteza Bernoulliego: przekroje belki pozostaja ptaskie i prosto-
padte do jej osi po deformacji;
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Y

Rysunek 2.2: Infinitezymalny wycinek belki wraz z dzialajgcymi na niego sitami we-
wnetrznymi.

Na rys. (2.2) zostal przedstawiony infinitezymalny fragment belki o dlugosci dx
wraz z dzialajacymi na niego uogdlnionymi sitami wewnetrznymi: sita osiowa N, si-
la poprzeczng T,, momentem zginajacym M,. Wielkosci te sg zdefiniowane poprzez
wyrazenia catkowe:

N, = /ax dA, T, = /Ta;y dA, M, = /crxydA. (2.21)

A A A

Nastepnie zadamy, aby wycinek ten pozostawal w rownowadze, co prowadzi do réwnar:

dN.
ZX:d

ZY——+py—0 ZZ_ +T+mz—0
(2.22)

Ponadto, zachodza zwigzki geometryczne pomiedzy przemieszczeniami i odksztalce-
niem osiowym oraz krzywizng wynikajace z postulatu Bernoulliego:

du d dw

¥
()=S0 R = F pray caymi ple) = 22

(2.23)

Zwiazki fizyczne wiazace sity przekrojowe z odksztalceniami wyrazone sa w postaci:
N,(z) = EAe(x), M,(z) = EJk.(x). (2.24)

Podstawiajac wzory (2.23) oraz (2.24) do (2.22) otrzymamy réwnia rownowagi wyra-
zone w przemieszczeniach:

EAW" (x) + p.(z) =0, EJw" (z) — p,(x) + m.(z) = 0. (2.25)

Powyzsze rownania zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze geometria przekroju po-
przecznego belki nie jest zalezna od zmiennej x.
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Y
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Rysunek 2.3: Lokalny uktad wspotrzednych elementu skonczonego.

2.3.2 Sktadowe dystorsji wirtualnych elementu ramowego

Zwiazki fizyczne (2.24) elementu skoniczonego w uktadzie przedstawionym na rys. 2.3
zapiszmy w postaci:

_dMe

N¢ = FEAe? = const, M°®=FEJe, oraz T¢ = T
x

(2.26)

gdzie N¢ M*€, T*° sg sitami przekrojowymi, w ktoérych w odréznieniu do poprzedniego
podrozdziatu pominieto dolne indeksy zwiazane z uktadem wspotrzednych, i wprowa-
dzono oznaczenie (.)¢ wskazujace wielkosci dotycza elementu skonczonego. Natomiast
odksztalcenie osiowe zastapiono przez €¢, a krzywizne przez e|.. Jednoczednie nalezy
zwrocié uwage, ze rownania (2.26) sa prawdziwe w przypadku, gdy pomijamy obciaze-
nia ciagte (por. 2.25). Modelowanie modyfikacji sztywnosci elementu pozwala przyjac
takie zalozenie, co bedzie pokazane w dalszej czedci tego rozdziatu.

Podstawowe sktadowe deformacji ramowego elementu skoriczonego, ktore bedziemy
stosowaé do opisu dystorsyjnego, mozemy okresli¢ rozpatrujac problem wtasny macie-
rzy sztywnosci K7, tego elementu. Macierz ta ma postac:

(B0 0 -EL 0 0
0 12EJ 6EJ 0 _12FEJ 6EJ
3 2 3 2
0 6EJ 4EJ 0 __6EJ 2EJ
2 l 2 l
K& = ! (2.27)
voo=E 0 o 20 0
0 _12EJ _ 6EJ 0 12EJ _ 6EJ
3 12 3 12
0 6EJ 2EJ 0 __6EJ AEJ
L 2 l 2 [

Wyprowadzenie tej macierzy mozna znalezé w wielu publikacjach, np. [67, 68, 69].
Zagadnienie wlasne macierzy sztywnosci Kj; jest wyrazone w nastepujacej formie:

(K5 — Xdy;) ¢ = 0. (2.28)

W réwnaniu (2.28) A jest wielkoscia skalarna, d;; — macierza jednostkowa, a q; — wek-
torem uogolnionych przemieszczen weztowych elementu skonczonego w uktadzie lokal-
nym. W nietrywialnym przypadku, gdy ¢; # 0; rownanie (2.28) jest spelione jesli
prawdziwy jest zwigzek:

det (K, — Ad;) = 0. (2.29)
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Rozwiniecie wyznacznika (2.29) prowadzi do tzw. rownania charakterystycznego, kto-
rego pierwiastki sa rzeczywiste, co wynika z symetrycznej budowy macierzy K;;. W roz-
wazanym przypadku obliczone wartosci wtasne wynosza:

2 2 6 (1> 44

Al = /\2 = )\3 = O, A4 == 7EA, )\5 = jEJ, AG = %
Pierwsze trzy wartosci wlasne sg zerowe — A1, Ao, A3 — generuja uogolnione przemiesz-
czenia stowarzyszone z ruchami sztywnymi elementu skonczonego, a zatem nie ulega
on deformacji. Wektory tych uogélnionych przemieszczen moga zosta¢ wyznaczone z

doktadnoscia do statej i moga zostaé zapisane w nastepujacej formie:

EJ.  (2.30)

0 0
—ly

e ¥

0
¥

qu) = ) qz‘e(2) =

oo oo

o8 oo-=&

Ruchy sztywne opisane wzorem (2.31) — dwa translacyjne oraz obrot przedstawione
zostaly na rys. 2.4.

(@ (v 9

—
o 1 T 1o
\ﬂ\ \}-L'1 < L a v

Rysunek 2.4: Ruchy sztywne ramowego elementu skoriczonego: (a) — przesuniecie po-
ziome, (b) — przesuniecie pionowe, (c) — obrot.

—

A

>

W celu okreslenia podstawowych, jednostkowych deformacji elementu skonczonego
bedziemy rozwazaé¢ wektory wtasne, ktorym odpowiadaja niezerowe wartosci wtasne,
a mianowicie: Ay, A5 oraz A\g. Tym warto$ciom wlasnym odpowiadaja wektory uogol-
nionych przemieszczen weztowych:

—u 0 0
0 0 20
CI?(4) = 2 ) q;’(5) = S(O) ) Qf(ﬁ) = ﬁ (2.32)
0 0 —%go
| 0] [ @] A

Wektor przemieszczen qf( 5 przedstawia rozcigganie osiowe elementu, zas pozostate
dwa — di(5) 1 Qi) Sa zWigzane ze zginaniem. Uwzgledniajac zwiazek problemu wtasnego
W postaci:

F»e = Kij q]e = /\qf, (233)

)
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mozemy napisa¢ nastepujace zaleznosci na sity weztowe:

. 2EA . 2EJ . 6 (12 +4) o

Fiuy= T 4; (4)> Fis) = I ;i (5)» Fie) = — B EJ q; s (2.34)
Wystarczy teraz przeskalowaé przemieszczenia weztowe tak, aby odpowiadaly one jed-
nostkowym deformacjom. Wygodnie jest to wykonaé¢ przyjmujac nowy, lokalny uktad
odniesienia zwigzany z bezwymiarowa wspolrzedna &, ktory zostat przedstawiony na
rys. (2.5). Zwiazek laczacy ten uklad z przedstawionym na rys. (2.5) ma postac:

y A
—1

P rY
* *

Rysunek 2.5: Bezwymiarowy uktad wspotrzednych elementu skonczonego.

2 & _ % (2.35)

=——1, I7Zy Czym:
&= przy czy o
W tym celu rozpatrzmy wektory obcigzeni elementu indywidualnie dla odpowiada-

jacej wartosci wlasnej opisujace nastepujace stany:
e rozcigganie osiowe (opisane wzorem (2.34a)) stala sila o wartosci:

2FEA
N¢ = — U= EAe€. (2.36)

Wynika stad, ze dla jednostkowego odksztalcenia i = 1 otrzymamy wartosé¢

przemieszczenia u = ;.

—~

e zginanie — stala warto$¢ momentu M¢® (por. 2.34b), ktéremu towarzyszy stala
krzywizna k°:
2EJ
M = = EJe, = EJeS,. (2.37)
We wzorze (2.37) przyjeto wazne oznaczenie stalej krzywizny ¢ = ¢ ktorej be-
dziemy uzywaé¢ w dalszych rozwazaniach jako sktadowej odksztalcenia elementu
skoniczonego. Wykonujac podstawienie €5, = 1 wyznaczymy warto$¢ weztowego
kata obrotu ¢ = %

e zginanie — liniowo zmienny moment M®(), stala wartosé¢ sity poprzecznej T°

(por. (2.34c)):

Te__dMe__dMedf__l6(l2+4)2
 de dEdx 2 B

= —EJ(E)(6) = —EJeS. (2.38)
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We wzorze (2.38) skorzystaliSmy z proporcjonalnej zaleznosci pomiedzy momen-
tem zginajacym a krzywizna. Ponadto, zostala wprowadzona trzecia sktadowa
odksztalcenia £3:

ey = (€2)'(&)- (2.39)
Zauwazmy, ze w przypadku nieobecnosci obciazenia ciagtego (p,(§) = 0), a taki
rozwazamy tutaj przypadek, £5 przyjmuje stalg wartosc. Gdy €5 = 1 wartosc¢ kata
obrotu znajdujemy w postaci: ¢ = Ei(lé—jA)'

Mozemy teraz przedstawi¢ kompletny zestaw obciazen kompensacyjnych wraz z
odpowiadajgcymi im jednostkowymi deformacjami.

e =1, Ffy=FEA[-100 100",

e __ [S] — _ T

e =1, Fisy=EJ00 —1001]", (2.40)
2 2 17

Zdefiniujmy jeszcze sktadowe odksztalcen €f, e, €} elementu skoniczonego w zalez-
nosci od jego przemieszcezen weztowych. Wracajac do rownan rownowagi (2.25) oraz
uktadu wspotrzednych pokazanego na rys. 2.3 i przyjmujac brak obciazen ciaghych,
rozwiazania tych réwnan mozemy zapisa¢ jako funkcje wielomianowe:

u(z) = A1z + A, w(z) = By x* + By x® + By x + By. (2.41)
Zadajac spelnienia nastepujacych warunkow:

w(0) = uy, w(0)=w;, w(0)=¢,

2.42
u(l) = ug, w(l) =wy, w(l)= o, (242)
otrzymujemy poszukiwane zwigzki w postaci:
u(z) = 2 - LA (2.43)
1 2 3
w(x) = 7 g01+902+j(w2—w1) o+
(2.44)

1 3
+ 7 {—(2901 + p2) + 7(’601 - wz)} 22+ 12+ wy.
Nalezy teraz podstawi¢ zwiazki (2.43), (2.44) do wzoréw (2.23), aby otrzymac od-
ksztalcenia podtuzne i krzywizne wyrazone przez uogélnione przemieszczenia weztowe
w zaleznosci od zmiennej x:

U2 — U

el(x) = T (2.45)

6 2 2 3
enl) = 2 [901 + @2 + 7(“12 — wl)l Tt {—(2901 + 2) + 7(101 —wy)|,  (2.46)
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lub zmiennej £ (por. rys. 2.5):

U — U

(€)= 2, (247)

) =7 |2

+ 2wy —wr

Y2 — Y1
_ 2.48
5 | & (2.48)

Wzor na odksztalcenie osiowe (por. (2.45), (2.47)) nie zalezy od wybranej parametryza-
cji elementu skonczonego, natomiast wyrazenie (2.48) mozemy zapisa¢ W uproszczonej
postaci:

£2(6) = 6 + e, (2.49)

w ktorej zdefiniowano pozostate dwie sktadowe odksztatcenia ramowego elementu skon-
czonego:

6 _ _
ei = 7 12 ;— Y2 + w2 l “ , oraz e® = P2 801. (2.50)

Sktadowe odksztalcen okreslone przez zwiazki (2.47) oraz (2.50) zilustrowano na
rys. 2.6.

Ng(e) N&ge)
[ I I ] —

Rysunek 2.6: Podstawowe sktadowe deformacji ramowego elementu skonczonego.

Dowolna deformacje ramowego elementu skoniczonego w ramach przyjetych zatozen
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mozemy roztozy¢ na trzy niezalezne sktadowe odksztalceri: ef, €5, oraz £5:
]
€ E= ~1 0 0o ro o] |™
e = leg| = = =10 0 =300 4| |7, (@25
e 6 [o1+ wo—w 6 3 6 3 2
o 7 [ + e 0 -2 & 0 & 3l|,,
P2
lub krocej:
€o = Loidi- (2.52)
We wzorze (2.52) L¢, jest lokalng macierza odksztatceni:
-7 0 0 7 00
L= 10 06 —j 0 (6) 2 (2.53)
O -z # 053

Zwiazki fizyczne (2.26) mozemy wyrazi¢ w funkcji otrzymanych wyzej sktadowych od-
ksztatcenn we wspotrzednej bezwymiarowej &:

[§] 2 (5}
T* = —JEJs.

Zwiazki (2.54) w zaleznosci od parametrow weztowych elementu skoriczonego maja
postac:

N¢=FEAe;, M®=FEJ(5&+¢3,), (2.54)

[ Ve [—-EA 0 0 Uy
N R P I A
e __ f - 1 1 ©1
F = N§ EA 0 0 8 _Og 3! 8 g Al fuz |’ (2.55)
15 0 0 —%EJ N 2rd L,
| M3 | | 0 EJ EJ | | 2]
lub uzywajac notacji indeksowej:
Fy =S, Ly 45 = Ki; 45 = Si €0 (2.56)
gdzie S§, jest lokalng macierza parametréw sztywnosci:
[—-EA 0 0
0 0 2:EJ
. 0 —-EJ EJ
S = A 0 0 , (2.57)
0 0 —%EJ
| 0 EJ EJ |

a Kj; macierza sztywnosci elementu ramowego (zob. 2.27). Istotny jest tutaj fakt, ze

mozemy przedstawi¢ zwigzek pomiedzy uogoélnionymi sitami weztowymi

wymi odksztalcenia elementu €8 (zob. 2.56).

F?. a sktado-

(2
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2.3.3 Zwiazki dystorsji wirtualnych z modyfikacja sztywnosci

Na belkowy element skonczony mozemy zatem natozy¢ trzy dystorsje wirtualne odpo-
wiadajace skladowym odksztalcen, czyli: £, £ i g; Zgodnie z postulatem 2.1, kon-
strukcje zmodyfikowana i modelowana dystorsjami wirtualnymi maja tozsame pola
odksztatcenn i uog6lnionych naprezen, zatem mozemy napisa¢ ponizsze rownania:

= kpale ) kpacs,
= kg ( ey — ) E e — ) = ke £+ e, (2.58)
2
T¢ = ——ky;(e 5;) = __k%J v

l l

w ktorych oznaczono l;:% 4= EA zmodyfikowang sztywnosé podtuzna oraz l%% g = EJ
— zmodyfikowang sztywno$¢ zgieciowa. Z rownan (2.58) wynikaja nastepujace definicje
parametrow modyfikacji elementu skoniczonego:

ke BA o Ky EJ
oA def k;EA - 9E def % =5 (2.59)
EA EJ

W skoticzonym elemencie ramowym bedziemy rozumie¢ parametr modyfikacji jako 954

oraz ¥E7. Uwzgledniajac powyzsze zaleznoéci w réwnaniu (2.58) otrzymamy zwiazki
taczace parametry modyfikacji i dystorsje wirtualne, w postaci:

9EA e = g8 & (2.60)

o7 (€ + 8;) = (e — 6X) E+es -, (2.61)
EJ e _ _e O¢

U, ey, =€ — &y (2.62)

Podstawiajac rownanie (2.62) do (2.61) znajdujemy zwiazki pomiedzy sktadowymi wek-
tora dystorsji wirtualnych a parametrami modyfikacji w nastepujacej formie:

gEA 2T C  ypr TS ppr ST ) (2.63)

Tworza one wektor parametréow modyfikacji elementu skoniczonego:
e, = B4, 987, BT (2.64)

Precyzujac modelowane parametry, tj. modut Younga £, pole przekroju poprzecznego
A 1 moment bezwtadnosci J otrzymamy:

= [0F, 92, 9F]",  lub: b =[9d 00 0] (2.65)

gdzie: 9F = %, 94 = %, 9 = % Jak widaé¢, wektor modyfikacji parametréw elementu
skoriczonego pf, moze by¢ zdefiniowany dwojako w zaleznosci od modelowanych zmian
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w konstrukeji. W przypadku szczegélnym, gdy mamy do czynienia z jednoczesna mo-
dyfikacjg 3 parametrow (E, A, J) wygodniej jest postugiwaé sie sztywnoscia osiowa
k%4 1 sztywnoscia zgieciowa k% ; elementu. Wynika to z tego, ze skltadowa druga i
trzecia wektora modyfikacji parametréow sg tozsame, a zatem jednoznacznie moga by¢
modelowane co najwyzej dwa parametry w ramowym elemencie skoniczonym.
Kratowy element skoniczony charakteryzuje pojedyncze pole dystorsji wirtualnych,
odksztatcen i sit wewnetrznych, a calkowita ich liczba jest tozsama z liczbg mode-
lowanych elementéw konstrukeji. Zwréémy tutaj uwage, ze uzywajac wprowadzonej
powyzej notacji w elemencie kratowym zachodzi relacja p¢ = [9F4]. Element skon-
czony ramy plaskiej opisuja trzy sktadowe dystorsji, odksztalcenn i uogélnionych sit
wewnetrznych i nalezy tutaj sprecyzowaé formalny opis modelowania. Wprowadzamy
umowe, ze dolny indeks ,(.),” wskazuje sktadowe wektora odksztalceri i parametrow
modyfikacji. Tylko w przypadku konstrukecji kratowych te sktadowe koresponduja z
elementem a. Wystepujace oznaczenia ,,°” lub ,,.” wskazuja, ze dane wielkosci dotycza
elementu skoriczonego. Oczywiscie, liczba sktadowych kazdego z tych wektorow wy-
nosi tutaj 3. Natomiast wystepujace w sktadowych wektora modyfikacji parametrow
dodatkowe dolne oznaczenie ,, ()” wskazuje na rodzaj modelowanego parametru. Do-
datkowo, sktadowe wektora dystorsji wirtualnych é‘)g i odksztalcen €, sa rozréznialne

przez odpowiednie dolne oznaczenia: ,,(.).”, ,,(.), oraz ,,(.),”.

2.3.4 Macierz wplywu konstrukcji ramowej

W poprzednim podrozdziale omoéwione zostaly sktadowe odksztatcen i dystorsji wir-
tualnych pojedynczego elementu skoriczonego. Konstrukcja jest ztozona z wielu takich
elementow, wiec zachodzi potrzeba globalnego opisu jej deformacji. Rozpatrzmy zatem
sktadowe odksztaltcenia kolejnych n ramowych elementéow skonczonych konstrukeji:

1 2 n

1 = 2 5 “:

J— _ n __ n
ez = |e.] ez = |ex| . e = | (2.66)

gl g2 el

X X X

Globalny wektor odksztatceri konstrukeji mozemy teraz utworzy¢ z kolejnych wektoréw
odksztatcen elementow skonczonych (por. (2.66)):

Ea = [e}j, 5%, ...,eg]T, (2.67)
lub uwzgledniajac wszystkie ich sktadowe w postaci:

Ea = [eL, €] £ e &2, 5)2<, ey €2y EN, si}T. (2.68)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze we wzorze (2.68) dolny indeks (.), wystepuje jako skla-
dowa odksztatcenia, podczas gdy dla konstrukeji kratowych byt skojarzony réwniez z
elementem skoniczonym. W przypadku konstrukcji ztozonej wylacznie z n ramowych
elementow skonczonych przyjmuje wartosci: « = 1,2, ...3n. Przyjecie takiej definicji



34 2. Podstawy Metody Dystorsji Wirtualnych

wektora odksztalcen konstrukeji jest wygodne dla dalszych rozwazan. Analogicznie do
wektora odksztatcen definiujemy wektor dystorsji wirtualnych £q:

0 01 0] 01 02 02 02 on Oon on17T
Eoq = [55, €6 Ex1 Cor Erer Exn -+ -3 Egs Eres 5x} i (2.69)

Obliczenie zaktualizowanego wektora odksztalcen e, konstrukeji ramowej na ktora na-
lozylismy pole dystorsji wirtualnych &, przebiega podobnie jak zostalo pokazane na
przykladzie konstrukeji kratowych, a mianowicie (por. (2.17a)):

Eq = gfa + ga = gfa -+ Dag é)ﬁ, (270)

gdzie D,p jest tutaj macierza wplywu konstrukeji ramowej. Macierz ta jest konstru-
owana dla kolejnych sktadowych jednostkowych dystorsji wirtualnych £, a jej kolumny
stanowia sktadowe wektora odksztatcenn wywotane dziataniem tych dystorsji. Liczba
sktadowych odksztatcenia skoriczonego ¢, elementu ramowego jest 3-krotnie wicksza
w odniesieniu do elementu kratowego, natomiast w przypadku macierzy wptywu D,g
liczba wyrazow jest 9-krotnie wieksza. Ma ona postac:

fl=1 =1 A=l 2= en=1
[ -1 1 1 1 1 7
655 55% gex 655 55)(
1 1 1 1 1
8%& 5%% 5%)( 8%& S%X
1 1 1 1 1
6X€ €X% 6XX €X€ SXX
Dop= | 2 2 2 2 2 (2.71)
=3 ex 54 ee 15
n n n n n
L 6XE 5)(% 8XX 6X€ T 8XX 4

Algorytm 2.1 przedstawia kolejne etapy obliczenn koniecznych do wyznaczenia ma-
cierzy wptywu konstrukcji ramowej lub kratowej.

ALGORYTM 2.1:

A. okresli¢ zbior elementéw skonczonych konstrukeji D podlegajacych modelowaniu;
B. obliczy¢ przemieszczenia wywotane jednostkowymi dystorsjami wirtualnymi:

(1) wyznaczy¢ globalna macierz obciagzen kompensacyjnych Q;,, realizujace kolejne
jednostkowe stany dystorsyjne £, w elementach ze zbioru D;

(2) rozwiaza¢ n = dim (&,) uktadéw réwnan:
Kij ujoz = Qiom (272)

gdzie u;, stanowi macierz rozwigzan;
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(3) transformowa¢ uogélnione przemieszczenia uj, z uktadu globalnego do lokalne-
go Qja;

C. obliczy¢ odpowiednie sktadowe odksztatcenia elementéw skonczonych na podstawie
wyznaczonych przemieszczen lokalnych ze wzoréw (2.51) i umiesci¢ je w odpowiednich
komérkach macierzy wptywu D, 3.

Wielokrotne rozwiazywanie uktadow rownan w postaci (2.72) wygodnie jest rozwia-
zywa¢ dokonujac rozkltadu Cholesky’ego macierzy sztywnosci K;; na macierz gérno- i
dolnotrojkatna. Cho¢ algorytm tej metody jest numerycznie efektywny, to czasami by-
wa niestabilny. Wowczas alternatywa jest algorytm oparty na rozktadzie singularnym
(Singular Value Decomposition, SVD).

2.3.5 Modelowanie parametréw modyfikacji konstrukcji

Dotychczas oméwiony zostal wektor modyfikacji p$ na poziomie pojedynczego ele-
mentu skonczonego. Modelowanie sztywnosci calej konstrukeji wymaga zdefiniowania
wektora p, analogicznie do wektora odksztatcen e, i dystorsji wirtualnych &,. Postepu-
jac tak, jak w poprzednim paragrafie, wektory modyfikacji parametrow poszczegolnych
elementow skoriczonych maja postac:

191 192 n
79EJ ﬂEJ %J

Wektor modyfikacji parametrow konstrukeji jest utworzony z kolejnych wektoréw mo-
dyfikacji parametrow elementow skonczonych (2.73):

n1T
Mo = [Mév M%? s 7/1’ﬁ] ’ (274)
lub:

n n n T
Ha = [ﬁ{EAv 19]1EJ7 Q9]15‘J7 792EA? 79]2&]7 19%?]7 s YEAY VED EJ} : (275)

Docelowo wektor u, nalezy przedstawi¢ w zalezno$ci od modelowanych parametrow
(por. (2.65)) — np. modul Young’a. Zwiazek (2.75) jest ogolny i wyrazony w funkcji
sztywnosci osiowej i zgieciowej elementéw skonczonych.

Wszystkie sktadowe wektora odksztalcen konstrukcji modelowanej dystorsjami i
konstrukcji modyfikowanej musza by¢ tozsame (por. postulat 2.1), co prowadzi do
zwiazku:

fo€a = Ea — Ea (2.76)

Dodajmy, ze w rownaniu (2.76) nie wystepuje sumowanie wzgledem podkreslonych in-
deksow. Mozemy teraz wyznaczy¢ wektor dystorsji wirtualnych £, oraz zaktualizowany
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wektor odksztalcenn ¢, dla zadanego wektora parametru modyfikacji p, ze zwiazkow

(2.76) i (2.70):

0
Ho€aq = Ea — €a;
== 2.
{ Ea = é%a + Dag g/g. ( 77)

Eliminujac wektor odksztalcei , z uktadu (2.77) wektor dystorsji wirtualnych &,
mozna wyznaczy¢ z réwnania:

Aap gﬂ = (1g - :ug) ég? (2.78)

gdzie Aap = 0ap — (1o — Ha) Dap. Natomiast wektor odksztalceni e, moze by¢ wyzna-
czony z dowolnego rownania uktadu (2.77).

Wektor parametréow modyfikacji a wektor parametréow konstrukcji. Na za-
koniczenie okreslmy zwiazki pomiedzy wektorem parametrow modyfikacji konstrukeji ji,
a modyfikacjami elementow 95’ (gérne oznaczenie ) odnosi sie tutaj do modelowanego
parametru). Sktadowe wektora 19(7') zawierajg parametry modyfikacji kolejnych elemen-
tow . Zatem wymiar wektora 192,') jest rowny liczbie elementéw, w ktorych modelowane
sa zmiany — w odréznieniu od wektora parametréw modyfikacji u,, zdefiniowanego przez
zwiazek (2.75).

W celu okreslenia zwiazkéw pomiedzy wektorami p, i 19%‘) wprowadzimy macierz

transformac;ji @&L W postaci:

fio = DY) 0. (2.79)
W szczegdlnoscei postaci macierzy transformacji zaleza od modelowanych parametrow,
natomiast nie zaleza od topologii konstrukcji. W celu zobrazowania jej budowy wezmy
pod uwage 2-elementowa konstrukcje ramowa. Istotne jest, ze mamy do czynienia z
dwoma elementami ramowymi (to determinuje dim(yu,) = 6 oraz dim(¢),) = 2), a ma-

cierz transformacji @&2, ma wymiar 6 X 2. Macierz ta jest zalezna od typu modelowanych
parametrow, i utworzymy ja dla trzech przypadkow:

e modelowanie modutu Young’a:

H1
2

_ 5E qF m3l
po = P V) = |
Hs
| M6

| 2:50)

2

—_ == O OO

S OO = = =




2.3. Modelowanie parametréw konstrukcji ramowych 37

e modelowanie pola przekroju poprzecznego:

251
K2
A A 25}
ay 197 = m
Hs
| 6 |

o
Mo = o T9A ; (281)

SO O oo
OO = O OO

e modelowanie momentu bezwtadnosci przekroju poprzecznego:

H1
K2

W A M3 | _
fro = Py, Vs = wl =
Hs
| M6 ]

ik 252)

2

O OO R = O
-0 O O

W nastepnym rozdziale beda wykorzystane te zaleznosci do analizy wrazliwosci
modelowanych odpowiedzi konstrukeji. Na zakonczenie warto tutaj dodaé, ze gradienty
wektorow parametréow modyfikacji wzgledem parametréw konstrukeji maja postac:

a0 T

o _ () (2.83)

W przypadku konstrukeji kratowych wektor modyfikacji parametréw jest tozsamy z
wektorem parametrow konstrukeji, a gradient wektora modyfikacji jest rowny macierzy
jednostkowej.






Rozdziat

Metoda Dystorsji Wirtualnych
w domenie czestosci

3.1 Wprowadzenie

Dokonujac pomiarowej analizy konstrukcji w domenie czestosci zwykle rozumie sie
przez to transformacje danych pomierzonych w domenie czasu do domeny czestosci przy
zastosowaniu FFT (Fast Fourier Transformation). W ten sposob uzyskuje sie wiedze
o rozkladzie poszczegdlnych czestosci drgajacej konstrukeji. Przedstawiane podejscie
W niniejszej pracy jest oparte na analizie konstrukeji poddanej wymuszeniu harmo-
nicznemu, o ustalonej nierezonansowej czestosci. Tak sformulowany problem pozwala
na redukcje kosztéow numerycznych analizy konstrukcji, ograniczajac ja do okreslenia
amplitud drgan.

3.1.1 Drgania ukladu o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy uktad mechaniczny o jednym stopniu swobody przedstawiony na rys. 3.1,
obciazony sity P (t), ztozony z masy m, sprezyny k oraz uktadu thumiacego c. Rozwazania
bardziej ztozonych uktadéw mozna znalezé¢ w pracach m.in. [70, 71]. Wéwezas ruch tego
uktadu jest opisany réwnaniem:

mai(t) 4 ci(t) + ki(t) = P(t). (3.1)
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Rysunek 3.1: Uktad drgajacy o jednym stopniu swobody.

Obciazenie P (t) przytozone do masy m przyjmijmy w harmonicznej postaci:
P(t) = Psin(wt), (3.2)

gdzie w jest czestoscia kotowa wymuszenia, a P — amplituda sity wymuszajace;j.

Drgania ukladu bez tlumienia

Zakladajac brak ttumienia (¢ = 0) oraz wymuszenie w postaci zwiazku (3.2) rownanie
ruchu (3.1) przyjmuje w postac:

mii(t) 4 kii(t) = Psin(wt). (3.3)

Zajmijmy sie rozwiazaniem ogblnym roéwnania roézniczkowego (3.3), w ktorym prawa
strona jest rowna zeru (rownanie rozniczkowe jednorodne). Wowcezas mamy do czynie-
nia z rownaniem opisujacym drgania swobodne uktadu, a rozwigzanie ogélne jest dane
W postaci:

u(t) = Asin (\/%i) + B cos (\/%1&) lub u(t) = Ay sin (wot) + Ag cos (wo t)

(3.4)

gdzie wy = \/% jest czestoscia kotowa drgan wtasnych uktadu, a A; i Ay sa statymi
zaleznymi od warunkéw poczatkowych.

Rozwiazanie szczegolne rownania (3.3), mozemy przedstawi¢ jako odpowiedz har-
moniczng uktadu drgajacego o czestosci zgodnej z czestoscia wymuszenia w:

u(t) = Bysin (wt). (3.5)

Stala B; wyznaczymy podstawiajac rownanie (3.5) do (3.3) i poréwnujac cztony po-
wstale przy wyrazach sin(wt) otrzymujemy:

P P P 1
b B = — =

-9

B, (3.6)

k—w?m
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, : A w
w ktorym przyjeto oznaczenie [ = =,

W zwiazku z powyzszym mozemy teraz wyznaczy¢ rozwigzanie ogblne réwnania
niejednorodnego (3.3), korzystajac z twierdzenia o superpozycji rozwiazan rownania

rozniczkowego, 1 przedstawié¢ jako sume rozwiazan (3.4) i (3.5):

P 1
'l:L(t) = A1 sin (wo t) + AQ COS (wo t) + Em sin (w t) (37)
Przyjmujac zerowe warunki poczatkowe: 4(0) = 0, 4(0) = 0 wyznaczany stale A; i Ay:
Ps 1
A= ———— Ay = :

a po podstawieniu do wzoru (3.7) oraz dokonaniu przeksztalceni otrzymujemy:
(t) =y (t) + ug(t) = u (—PFsin (wo t) + sin (wt)), (3.9)

gdzie u = %ﬁ , & Wyrazenie % okresla statyczne przemieszczenie masy m wywotane
sita P. We wzorze (3.9) przemieszczenia 14 (t) sa determinowane warunkami poczatko-
wymi wywolujacymi drgania o czestosci rezonansowej wy, podczas gdy wielkosé s (t)
odpowiada za drgania wywolane sita wymuszajaca, ktore sg z nig zgodne w fazie:

- P . N P 1 )
ul(t) = —Eﬁ S1n (a)o t) s Ug(t) = Em Sin (U) t) y (310)
o amplitudach wynoszacych odpowiednio: u; = —%ﬁ oraz us = %(17—1[32)A.

PRZYKEAD 3.1: W celu zilustrowania zwiazku (3.9) przyjmijmy, ze uktad przedstawio-
ny na rys. (3.1), w ktérym nie wystepuje ttumienie (¢ = 0), opisuja nastepujace parametry:

m=12 [kg], k=1200 [Z], wo:\/%:m [red] |
PZlOO[N], w=3 [%ﬂ) ﬁ:wioz%’

Na pierwszym rys. (3.2) pokazano drgania uktadu @,(t), o czestosci wy = 10 [%}
wywotane wprowadzeniem zerowych warunkéw poczatkowych majacych charakter drgan
swobodnych. Brak ttumienia powoduje, ze amplituda przemieszczen u; jest stata w czasie.
Przemieszczenia s (t) (wykres srodkowy), wywotane przez site zewnetrznga, charakteryzuje
ta czestos¢ w, z ktérg dziata sita wymuszajaca P(t). Natomiast drgania catkowite uktadu

u(t) (wykres dolny) sa superpozycja drgan () oraz us(t).

Drgania ukladu z uwzglednieniem tlumienia

Rozpatrzmy teraz bardziej ogdlny przypadek, kiedy wystepuje ttumienie w rozpatry-
wanym uktadzie. Stosujac podstawienie = = 2{wy oraz wymuszenie harmoniczne (3.2)
réwnanie ruchu (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci:

w(t) + 28wo u(t) + wia(t) = % sin(wt). (3.11)
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Rysunek 3.2: Przemieszczenie masy w czasie: @y (t) — drgania zalezne od warunkéw poczat-
kowych, @z (t) — drgania ustalone, @(t) — drgania catkowite.

Wielkosé € jest okreslana jako wspotezynnik ttumienia. Rozwigzanie ogdlne rownania
jednorodnego (3.11) (prawa strona rowna zeru) jest dane w postaci:

iy (t) = e " [A; cos (wpt) + As sin (wpt)], (3.12)
podczas gdy rozwigzanie szczegdlne wyglada nastepujaco:

Us(t) = By sin(wt) + By cos(wt). (3.13)

We wzorze (3.12) wp = woy/1 — &% jest czestoscia drgan tlumionych. W ogélnym
przypadku drgania ukladu ttumionego nie sa zgodne w fazie z sita wymuszajaca, co
powoduje koniecznosé wystepowania drugiego czltonu we wzorze (3.13). Podstawiajac
zwiazek (3.13) do rownania (3.11) otrzymujemy uklad réwnarii:

P
[—Biw® = 2By wwy + By wi| sin(wt) = —sin(wt), (3.14)
m

0, (3.15)

[—Byw?® + 2By Ewwy + Bywj cos(wt)
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z ktorego wyznaczamy state By i Bs, podstawiajac przy tym zaleznosci wy = \/% oraz
B= 2
P 1—3 P —2£03
Bl:% 22 29 BQIE 225 2" (316)
(1—p52)"+(26) (1—p52)"+(26)
Reasumujac, rozwiazanie ogblne rownania niejednorodnego (3.11) jest suma rozwiazan
(3.12) oraz (3.13):

U(t) = @y (t) + Uo(t) = e 0 [A; cos (wpt) + Ay sin (wpt)]

+ P 1 [(1—3%)sin(wt) — 2§Bcos(wt)] . (3.17)

k(1= %) +(266)"
Przemieszczenia 1, (t) opisuja tlumione drgania swobodne, a stale A;, Ay znajdzie-
my zadajac warunki poczatkowe, podobnie jak w poprzednim paragrafie, u(0) = 0,
u(0) = 0:

_ 2Pp¢ _ Pw(€+ -1
k((1— 527+ (2¢0)) Y kwp ((1— 827 + (2¢8))

Uwzgledniajac wyznaczone powyzej state Ay oraz Ay we wzorze (3.17), catkowite prze-
mieszczenie masy m mozemy zapisa¢ w postaci:

(3.18)

1

. Pe—wott ) ) _
u(t) = [28¢ cos (wpt) + w (262 + 5% — 1) sin (wpt)]

k(1= 062"+ (2¢5))
23¢ cos(wt) — (1 — 3?) sin(wt)
(1-6%)° +(2¢8)°

PRZYKLAD 3.2: Rozwazmy teraz ponownie uktad przedstawiony na rys. 3.1, przyj-
mujac parametry podane w przyktadzie 3.1 oraz parametr ttumienia ¢ = 12 [@}, co
odpowiada wspotczynnikowi ttumienia o wartosci £ = 0.05.

W tym przypadku drgania @ (t) wywotane warunkami poczatkowymi dos¢ szybko zani-
kaja w czasie i maja wptyw na catkowite przemieszczenia u(t) tylko w poczatkowej fazie
tego procesu. Zauwazmy jednoczesnie, ze drgania harmoniczne s (t), przy nieznacznym
ttumieniu, maja niewielkie przesuniecie fazowe oraz nieznaczng zmiane amplitudy i s3 bli-
skie drganiom uzyskanym w poprzednim przyktadzie. Doktadniejszg analize tego zjawiska
ilustruje rys. 3.4.

Na rys. 3.4 kolorem niebieskim oznaczono drgania, w ktérych nie wystepuje ttumienie.
Nawet przy niewielkim wzroscie wspétczynnika ttumienia (£, = 0.1) istotnie wyttumiane
sa drgania U (t) bedace wynikiem wprowadzenia warunkéw poczatkowych. Ten efekt po-
gtebia sie wraz ze wzrostem . Przemieszczenia 1y(t) nie s3 juz tak wrazliwe na zmiane
wspotczynnika ttumienia &, a jego modyfikacja w przedziale (0, 0.1) praktycznie w spo-
s6b niezauwazalny wptywa na te przemieszczenia. Widoczna réznice daje sie zaobserwowac
dopiero przy & > 0.4 — nastepuje zmiana zaréwno amplitudy przemieszczen jak i fazy w
odniesieniu do uktadu niettumionego.

(3.19)
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Rysunek 3.3: Przemieszczenie masy w czasie: @ (t) — drgania wywotane warunkami poczat-

kowymi, @5(t) — drgania ustalone, @(t) — drgania catkowite.

3.1.2 Drgania podtuzne preta

Bedziemy teraz rozwaza¢ drgania podtuzne preta, o stalym przekroju poprzecznym
A. W tym celu rozpatrzmy uktad sit dziatajacych na wycinek preta o dtugosci dx

przedstawiony na rys. 3.5.

Korzystajac z zasady d’Alemberta mozemy zapisa¢ réwnanie rownowagi tego wy-

cinka w postaci:

N(x,t
N(z,t) + % dr + dB(z,t) + p(z,t)de — N(z,t) =0,
T
przy czym zachodza zwiazki:
0*u(z,t) ou(z,t)

Wykonujac podstawowe przeksztalcenia otrzymujemy réwnanie drgan preta:

2 Ou(z,t) B Pu(z,t)  p(x,t)

Ox? ot? pA "’

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Rysunek 3.4: Wptyw wspétczynnika ttumienia & na przemieszczenie masy w czasie: @ (t) —
drgania wywotane warunkami poczatkowymi, @s(t) — drgania ustalone
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Rysunek 3.5: Uktad sit dziatajacych na wycinek preta dz

gdzie ¢ = £, Otrzymalismy zatem réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu typu hiper-
bolicznego. W dalszej czesci tego podrozdzialu zajmiemy sie drganiami swobodnymi
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ktadac p(x,t) = 0. Biorac to pod uwage oraz postulujac rozwiazanie w postaci:
u(z,t) =U(x)T(t), (3.23)
réwnanie (3.22) zapisujemy w nastepujacej formie:

, 1 @U@ 1 dT()
“Ul) dz " T@) a (3:24)

Zmienne z oraz t sg niezalezne, wiec kazda ze stron jest réwna pewnej stalej, ktora
oznaczmy jako liczbe ujemna —w?, co prowadzi do nietrywialnego rozwiazania u(z, t) #
0 (zagadnienie Sturma-Liouville’a). W zwiazku z tym mozemy z réwnania (3.24) wy-
odrebni¢ dwa liniowe rownania rézniczkowe:

U (1) &ET(t)

2 _ 2 _

122 + k*U(z) =0, o +w?T(t) =0, (3.25)
gdzie k = 2. Rozwiazujac je niezaleznie odpowiednio wzgledem zmiennej x oraz ¢
otrzymujemy:

U(z) = Asin(kz) + B cos(kz), T(t) = Csin(wt) + D cos(wt), (3.26)

a stale A, B wyznaczane sg z warunkéw brzegowych, natomiast stale C, D — z wa-
runkéw poczatkowych. Poszukiwane rozwiazanie jednorodnego réwnania rézniczkowego
(3.22) znajdziemy podstawiajac znalezione powyzej zwiazki (3.26) do (3.23).

3.2 Dystorsje wirtualne w dziedzinie czestosci

3.2.1 Roéwnania ruchu

Roéwnanie ruchu Metody Elementéw Skoniczonych jest wyrazone nastepujaco:
Mt (t) + Cyj i (t) + Kij iy (t) = Fy(t). (3.27)

We wzorze (3.27) oznaczono: @;(t) — przemieszczenie j-tego stopnia swobody, M;; —
macierz mas, Cj; — macierz tlumienia, K;; — macierz sztywnosci. Zakladamy, ze te
macierze nie zaleza od czasu t, a wielkosé Fj(t) jest wektorem obcigzenia konstrukcji.

Naszym celem jest badanie konstrukeji poddanych obcigzeniom harmonicznym, dla-
tego tez sile wymuszajaca przyjmiemy wg zaleznosci:

F;(t) = F; sin(wt), (3.28)

w ktorej F; jest amplituda sily wymuszajacej, dziatajacej w i-tym stopniu swobody,
za$ w — czestoscig obcigzenia. Ponadto, jak juz wspomniano o tym wczesniej, bedziemy
zaniedbywa¢ ttumienie przyjmujac Cj; = 0.
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Przyjecie obciazenia w postaci (3.28) determinuje harmoniczna odpowiedz kon-
strukcji (zaniedbujac wplyw warunkéow poczatkowych), ktora postulujemy w postaci:

w;(t) = u; sin(wt), (3.29)

gdzie u; jest amplituda przemieszczenia i-tego stopnia swobody. Zaréwno amplituda
sity F; jak i przemieszczenia u; sa tutaj wielkosciami niezaleznymi od czasu. Podsta-
wiajac zaleznosci (3.28) 1 (3.29) do réwnania (3.27) oraz uwzgledniajac brak ttumienia
otrzymujemy réwnanie réwnowagi konstrukcji wyrazone przez amplitudy sity i prze-
mieszczen:

—WQMZ']' U + Kij U; = P’z (330)

Z uwagi na harmoniczny charakter drgan uktadu wektor odksztatcen opisany jest w
postaci:

Ealt) = €4 sin(wt). (3.31)

Wobec tego rownanie (3.30) wygodnie jest przedstawi¢ w postaci:

_W2Mij uj + TipSpalagTq;u; = Fi, lub: - WQMij uj + TipSpa€a = Fj,
(3.32)
gdzie:
Ea = LQQTQ]' Uy, (333)

stanowi wektor skltadowych odksztalcenn konstrukeji, L,q jest globalng macierza od-
ksztalcen zbudowang z macierzy lokalnych (por. (2.53)), Ty, jest macierza transformacji
z uktadu lokalnego do globalnego, Sp, jest globalng macierza parametréw sztywnosci
ztozona z podmacierzy elementowych (por. (2.57)). We wzorach (3.32), (3.33) dolne
indeksy oznaczone duzymi, tacinskimi literami odnosza sie do sktadowych lokalnych
utworzonych dla kolejnych elementéw skonczonych. Warto dodaé¢, ze amplitudy od-
ksztalcenn réwniez nie sg zalezne od czasu, aczkolwiek zaleza od czestosci wymuszenia
w (podobnie jak amplitudy przemieszczen).

3.2.2 Harmoniczne dystorsje w elemencie skonczonym

W poprzednim rozdziale za pomoca dystorsji wirtualnych &, modelowana byta zmiana
sztywnosci elementu wywoltana modyfikacja modutu Young’a lub przekroju poprzecz-
nego. W zadaniach dynamiki zmiana geometrii przekroju poprzecznego elementu ramo-
wego powoduje zmiang¢ nie tylko macierzy sztywnosci K;;, lecz rowniez macierzy mas
M;;, co moze mie¢ istotny wplyw na zachowanie calego uktadu (szczegélnie w przypad-
kach drgan o wyzszej czestosci). Modelowanie tych zmian tylko za pomoca dystorsji
wirtualnych w postaci:
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Ea(t) = &, sin(wt), (3.34)

okazuje sie niewystarczajace. Z tego wzgledu zachodzi potrzeba globalnego modelowa-
nia zmiany bezwtadnosci uktadu. Zmiany te bedziemy realizowaé przez wprowadzenie
dodatkowych, globalnych sit weztowych zgodnie z kierunkami kolejnych stopni swobody
1 wedtug harmonicznej zaleznosci:

I%z(t) = P; sin(wt). (3.35)

Rozpatrzmy teraz konstrukcje zmodyfikowana oraz modelowang amplitudami dystorsji
wirtualnych £, oraz p;. Rownania je opisujace maja postaci:

_szij u; + TipSpaca = Fj —w?Miju; + T;pSpa (o — €a) = Fy + i, (3.36)
gdzie:
M;; = Myj + AMy;,  Spa = Spa + ASpa, (3.37)

sa zmodyfikowanymi macierzami odpowiednio mas i parametrow sztywnosci.

3.2.3 Modyfikacje parametréw konstrukcji a dystorsje wirtual-
ne

Podobnie jak w przypadku zadan statyki zwiazki pomiedzy wektorem dystorsji wir-
tualnych £, a wektorem parametréow modyfikacji p, znajdziemy zadajac spelnienia
postulatu 2.1. Dla drgan harmonicznych oznacza to, ze amplitudy uogoélnionych sit
weztowych oraz amplitudy sktadowych odksztatcenia konstrukeji musza byé tozsame.
Zaznaczmy tutaj, ze naktada¢ bedziemy zaréwno amplitudy dystorsji wirtualnych &,
na kolejne elementy skoriczone oraz globalnie amplitudy sil p;. Jednakze, zadamy spel-
nienia postulatu 2.1 dla kazdego elementu skoriczonego konstrukeji modelowanej i zmo-
dyfikowanej:

e __ Je e __ 1€ e e
N® = kEA € = kEA(ge - 66)7

M = kgy(ey € +e) = kpy (5, — &) E+e5. - £5), (3.38)
e 2Ae e 2 e e e
T® = —Fkpyey = —7kg, (e — §X)_

l l

Nalezy pamietac¢, ze sktadowe odksztatcenia w elemencie skonczonym konstrukcji
modelowanej sg funkcjami amplitud dystorsji wirtualnych nie tylko wprowadzonych do
tego elementu, ale rowniez natozonych na inne elementy. Wzory (3.38) sg analogiczne do
wyrazen (2.58), lecz zachodzi tutaj istotna réznica: w elemencie skonczonym amplitudy
uogolnionych sit weztowych N€¢, T, M® i sktadowych odksztalcenia €2, €5, €} sa zalezne
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nie tylko od czestosci wymuszenia, ale réwniez od dystorsji wirtualnych p; modelujacych
zachowanie zmiany bezwtadnosci konstruke;ji:

&8 = *(3(w), Bi(w)). (3.39)
Z rownan (3.38) wynikaja nastepujace zwiazki na sktadowe wektora parametréw mo-
dyfikacji elementu skonczonego:

. _Ee—é . _ -8 . _ & (3.40)
EA 6§ ) EJ 51 ) EJ 5; ) .
lub ogo6lnie;j:
Ha €a(Ep, Di) = €al(Es, Di) — EalEs: Di). (3.41)

Amplitudy pol dystorsji wirtualnych &, i p; sa sprzezone, a zatem potrzebujemy jeszcze
dodatkowej zaleznosci, aby jednoznacznie okresli¢ zwiazki pomiedzy wektorem parame-
trow modyfikacji p, a wektorami amplitud dystorsji wirtualnych &, i p;. Zaleznosé te
mozemy wyznaczy¢ odejmujac rownanie (3.36b) od (3.36a):

gdzie AM;; = M;;—M;; jest réznica macierzy mas konstrukeji poczatkowej i zmodyfiko-
wanej oraz wykorzystano rownos$é amplitud sit sprezystych konstrukeji zmodyfikowanej
i modelowanej amplitudami dystorsji wirtualnych &,:

EP SPa(Ea - é)a) = EP gPa Ea- (343)

Réznic¢ macierzy mas AM;;, w przypadku konstrukeji ramowych, mozemy zapi-
sa¢ rozktadajac ja na cze$é zalezna od pdl przekrojow oraz momentéw bezwladnosci

poszczegdlnych elementow w postaci:
J

A
AMy = (1, = 92) My + (1, — 97) My, (3.44)
W réwnaniu (3.44) kolejne przekroje v macierzy ]\Afm oraz ]\Jﬂ-m stanowig elementowe
macierze mas zapisanych w globalnym uktadzie uogélnionych wspotrzednych. Zostaly
one zdekomponowane na czes¢ zalezng od pola przekroju poprzecznego A, oraz momen-
tu bezwtadnodci J, i dotyczg elementu skoniczonego . Globalng macierz mas mozemy
przedstawi¢ w postaci:

Le.
A J
My=) (Mm + Mijv) : (3.45)
v=1

gdzie sumowanie dotyczy wszystkich elementéw konstrukeji. Ponadto, parametry mo-

dyfikacji sztywnosci we wzorze (3.44) wyrazone sg jako zmiany wielkosci geometrycz-
nych przekroju poprzecznego:

A _

vy =

J
9! = (3.46)

\5‘_|R i’

D>| >
S
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3.3 Macierze wplywu

Istote 1 wyznaczanie macierzy wptywu konstrukcji przedstawiono juz w przypadku za-
dan statyki w rozdziale 2. Przypomnijmy, ze w celu jej wyznaczenia nalezy rozwiazac
rOwnania réwnowagi konstrukeji, na ktoéra nalozono obcigzenia kompensacyjne réwno-
wazne jednostkowym dystorsjom wirtualnym.

W przypadku drgan ustalonych bedziemy naktada¢ harmoniczne obcigzenie kom-
pensacyjne, o jednostkowych amplitudach:

£o(t,w) = 1 -sin(wt), pi(t,w) = 1-sin(wt). (3.47)

W zwiazku z tym, ze mamy teraz dystorsje wirtualne dwojakiego rodzaju, beda one
generowa¢ dwie macierze wpltywu odpowiednio D, oraz DP.. Kolumny tych macie-
rzy zawieraja amplitudy sktadowych odksztalcen wygenerowanych poprzez natozenie
na konstrukcje poczatkowa kolejnych jednostkowych dystorsji wirtualnych. Dzieki tym
macierzom mozemy obliczy¢ amplitudy sktadowych odksztatceri konstrukeji modelo-
wanej dystorsjami:

Eo =0+ D5yés+ DE, . (3.48)

W zwiazku (3.42) wystepuje wektor zaktualizowanych uogolnionych przemieszczen
wezlowych, ktory nalezy okresli¢, aby wyznaczy¢ dystorsje wirtualne modelujace mody-
fikacje konstrukcji. Do tego celu postuza nam przemieszczeniowe macierze wptywu B;, ,
B}, ktorych kolumny zawieraja przemieszczenia obliczone na odpowiednie jednostkowe
dystorsje wirtualne (wyznaczane analogicznie do macierzy wplywu Dipi DP)):

w; = tU; + B, o + BY. Dr. (3.49)

e

W celu obliczenia zaktualizowanych pol przemieszczen (3.49) i odksztalcen (3.48)
nalezy uprzednio wyznaczy¢ amplitudy pol dystorsji wirtualnych £, i p;.

3.4 Konstrukcja modelowana dystorsjami

W tym rozdziale pokazemy wyznaczanie amplitud sprzezonych dystorsji wirtualnych
£, 1 p; w zaleznosci od wektora modyfikacji parametrow fi,.

Wykorzystujac wzory (3.41) i (3.42) oraz zwiazki pozwalajace oblicza¢ zaktualizo-
wane odpowiedzi konstrukeji (3.49) i (3.48) otrzymujemy uktad czterech rownan:

Ha€a = Ea — ga;

Pi = _WQAMij Uy,

U; = %LZ + Bfa ga + Blpk]gk,
Eo =&+ Digés+ DE, ;.

(3.50)

Niewiadomymi sa tutaj amplitudy pol dystorsji wirtualnych €, i p; oraz amplitudy
zaktualizowanych przemieszczen w; oraz odksztatcen e,. Rugujac z uktadu rownan te
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dwa ostatnie pola otrzymujemy uktad rownan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ amplitudy
dystorsji wirtualnych:

Oap = (1 — o) Dag = (1 — pa) Do S| 2 [ A=pa) ca (3.51)
—szMZ’ijg — ik — CUQAMz‘ijk ﬁk w2AMij bj . .

Uktad (3.51) mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci:
g L
Agzdz =Bk, (3.52)

w ktorej przyjeto nastepujace oznaczenia:

A~ — Oap = (1 — pa) Dag = (1 = pta) Dok
C(l)~ _ gﬁ pL — (1 = pa) 5Lg '
3 ]%k ) a W2AMZ'J‘ {Zj )

gdzie wymiar macierzy A;z wynosi (dim(e,) + dim(w;)) x (dim(eq) + dim(u;)).

Jak wiadomo, macierz mas ramowego elementu skonczonego v jest zalezna od je-
go dtugosci [, ale co wazniejsze od pola przekroju poprzecznego A, oraz momentu
bezwladnosci J,. W zaleznosci od ksztaltu przekroju poprzecznego oraz od sposobu
jego modyfikacji r6znie moze to wpltywaé¢ na zmiane momentu bezwtadnosci. Przykta-
dowo, zal6zmy ze prostokatnemu przekrojowi poprzecznemu (A, = b, h,) przypiszemy
zmodyfikowana szeroko$c¢ 137 = 0.9b,. Modyfikacje parametrow elementu y wyniosa
19? = ﬁi = 0.9. Natomiast, gdy rownomiernie zmodyfikujemy wysoko$¢ modyfikacje
parametrow przyjma wartosci: 19‘74 = 0.9, ﬁi = 0.729. Jak widzimy, identycznym mody-
fikacjom pola przekroju moga towarzyszy¢ rézne modyfikacje momentéw bezwladnosci.
Dlatego tez w pracy zostanie utrzymany ten poziom ogélnosci, ktory pozwala traktowac
zmiany pol przekrojow poprzecznych i momentow bezwladnosci niezaleznie.

Szczegdlny przypadek wystepuje, gdy zachodzi potrzeba modelowania wylacznie
elementowych zmian modulu Young’a E,. Brak modyfikacji 19? oraz 1% naturalnie
narzuca AM;; = 0 (por. (3.44)). Ponadto, ze zwiazku (3.42) otrzymujemy p; = 0, a
zatem dystorsje wirtualne €, i p; sa rozprzezone, a do wyznaczenia mamy tylko £,.
Wyznaczy¢ je mozna, jesli podstawimy zwigzek (3.48) do wzoru (3.41):

[0ag = (1 = 1ta) Diﬁ] s = (1~ tta) Za; (3.54)
lub:
Aagés = (1~ pta) Ear (3.55)

Zwiazek (3.54) jest analogiczny do (2.78), lecz nalezy pamietaé, ze mamy tu do czy-
nienia z amplitudami dystorsji wirtualnych E’?g, zaleznymi od czestosci wymuszenia w,
a macierz Dg 5 zawiera amplitudy odksztalcen otrzymane z rozwiazania rownar (3.30).
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3.5 Analiza wrazliwosci

W poprzednim podrozdziale wyznaczono amplitudy dystorsji wirtualnych £, oraz p;
modelujgcych wprowadzone do konstrukcji modyfikacje 9. Teraz zajmiemy sie bada-
niem zmian amplitud odksztalcen i przemieszczen na wprowadzone pewne, niewielkie
zaburzenie wektora parametrow modyfikacji, co jest przedmiotem analizy wrazliwosci.
Analiza ta, w tym przypadku, polega na obliczeniu pochodnych amplitud odksztatcen i
przemieszczen wzgledem modelowanych parametréw konstrukeji. Uogoélniajac ten pro-
blem bedziemy réwniez rozpatrywaé¢ amplitudy dowolnej odpowiedzi konstrukeji f.
Przypomnijmy, ze amplitudy przemieszczen i odksztatcen konstrukeji modelowanej
sa wyrazone nastepujaco:
o =Ea+Digls+DEipi,  wi =+ B, 2, + B, Pr, (3.56)

)

oraz w przypadku modelowania amplitud dowolnych odpowiedzi:
L v v
fn = v+ Do o+ DR, i (3.57)
Analize wrazliwosci przeprowadzimy dla dwoéch przypadkow:

e wzgledem parametrow modyfikacji wyrazonych przez moduty Young’a,

e wzgledem parametréow modyfikacji wyrazonych przez pola i momenty bezwtad-
nosci przekrojoéw poprzecznych.

Takie rozréznienie jest istotne ze wzgledu na fakt, ze w pierwszym przypadku amplitudy
dystorsji wirtualnych p; sa zerowe.

Wrazliwo$é wzgledem modyfikacji parametré6w modulu Young’a. W celu
okreslenia gradientéw wektora amplitud odksztalcenn i przemieszczen wzgledem pa-
rametrow modyfikacji 195 zrozniczkujemy rownania (3.56), traktujac je jako funkcje
ztozone:

Jeq  Ogq 8@5 . 8_505 Ou;  Ouy 02, _ 5 8_&
OVE 9L, 008 TPo9ET  O0F T 92, 00F T o9E’

(3.58)

Pozostaje jeszcze we wzorach (3.58) do okreslenia gradient amplitud dystorsji wirtu-
02,
OV -
jacego brak modyfikacji bezwtadnosci konstrukeji) przez zrozniczkowanie go wzgledem
195. Wowcezas po przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy:

alnych Ten gradient moze zostaé¢ wyznaczony z rownania (3.54) (juz uwzglednia-

835 I &%5 B
[50{[3 — (1,y — ,ug) Dgﬂ] ﬁ = —@g,y Ea lub : Aaﬁa_ﬂg = ba’y’ (359)

gdzie @f okresla zwiazek (2.79), a po lewej stronie wystepuje ta sama macierz Aug,
ktora jest wykorzystywana do wyznaczenia amplitud dystorsji wirtualnych &, w row-
naniu (3.54), natomiast po prawej stronie w rownaniu (3.59b) wprowadzono oznaczenie
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E

bi,, = —PL. £q4. Niezaleznie od metody rozwigzania uktadu réwnaii (3.59) (SVD, dekom-
pozycja Cholesky’ego) gradienty amplitud pola odksztalcen i przemieszczen mozemy
przedstawi¢ w postaci:

(%a auz

FE = = D A5 — B AN, (3.60)

677 (919E i’ Bap

Przeprowadzajac analogicznie rozwazania dotyczace analizy wrazliwosci wybranych
amplitud odpowiedzi fy konstrukcji uzyskamy gradienty w postaci:

E

ggf; = Dia A5.005,. (3.61)
Wrazliwo$é wzgledem modyfikacji parametrow pola przekroju poprzecznego
i momentu bezwladnosci. Modyfikacje geometrii przekroju poprzecznego elemen-
tow skoriczonych wplywaja zaréwno na zmiane sztywnosci jak i bezwladnosci kon-
strukcji. Dlatego tez, analiza wrazliwosci musi by¢ przeprowadzona z uwzglednieniem
amplitud dystorsji wirtualnych &, oraz p;. Przeprowadzmy teraz analize wrazliwosci
dotyczace tylko modyfikacji pola przekroju poprzecznego 19’74:

Oeq  Ocq 085 Ocq O 92, op;

= = Dy, D>, 3.62

907~ 98,004 op, oua ~ Desgpa T Peiggn (3.62)
0 0 O

Ou;  Ou; Oy | Ou; Opr _ 5 02, LB P (3.63)

004 92,004 " ap 004 Toud T TR opA”

Do okreslenia pozostaja gradienty 5% 85“ oraz a 4 Pi ktore mozemy wyznaczy¢ z ukladu

rownan otrzymanego po zroznlczkowamu zw1adzkow (3.51):

Oe A
s = (=) Do —( =)D | f | [ “Phe ]
OAM; ’ '
—w?AM;;Bjs —0ix — W AM;; By, ag’g 2o U
lub zwiezle:
A A
A3595, = b, (3.65)
gdzie:
e A
L[] ] e
9= o5 | = | 2 | Gy = | 20AMy (3.66)
aod Ter e
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Wystepujaca po lewej stronie macierz AaE w réwnaniu (3.65) jest identyczna z macierza,
wykorzystywana do wyznaczenia amplitud dystorsji wirtualnych (por. (3.51)), (3.53a).
Zatem, do okreslenia amplitud dystorsji wirtualnych i ich gradientéow wystarczy jedno-
krotnie obliczy¢ macierz Azz oraz prawe strony rownan (3.51) i (3.65). Po rozwiazaniu
uktadu rownarni (3.64) i podstawiajac je do wzoréw (3.63) mozemy obliczy¢ gradienty
amplitud odksztatceri i przemieszczen wedtug zaleznosci:

88(1 < auz e Ag A
goa ~ Dol + Dol gga = Bla i + BLOL, (3.67)

Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla analizy wrazliwosci wzgledem wektora 1%
otrzymamy zaleznosci:

aga 8ul
819J DEB gﬁv + Dgi é%’ aﬁj = Bj, éfw + Bpké}iw

ofy 5 0 (3.68)
W - Na ow + ngk'y7
v
w ktorych gradienty égv i é,‘c’y sg rozwigzaniami rOwnania:
J J
Az5 95, = bay, (3.69)
gdzie prawa strona jest wyrazona nastepujaco:
b Do (3.70)
Gy = OAM,; . :
2 UJ2 8%] u;

W celu obliczenia gradientow amplitud dystorsji wirtualnych gJ]g,y muszg zostac

uprzednio okreslone nie tylko amplitudy dystorsji wirtualnych &, i p;, lecz takze am-
plitudy zaktualizowanych amplitud odksztalcen i przemieszczen (por. (3.66), (3.70)).

OAM,;; OAM;;
Wystepujace w tych zwiazkach wyrazenia = “o0x e i 97 L mozna okresli¢ wprost ze wzoru

(3.44):

OAM;; A OAM;; ;
829,‘3 J — _Mijva 6194 J — _Mijv- (371)




Rozdzial

Zastosowanie VDM-F do identyfikacji
defektow

4.1 Wprowadzenie

Problem identyfikacji uszkodzen jest nierozerwalnie zwigzany z analizg odwrotna — od-
powiedzi konstrukeji zmodyfikowanej i poczatkowej sa podstawa do oszacowania zmian
parametrow konstrukcji. Istnieja dwa gléwne nurty stosowane do identyfikacji defek-
tow. Pierwszy z nich to pattern recognition wykorzystujacy metody sztucznej inteli-
gencji. Budowane sg bazy danych opisujace rozmaite scenariusze uszkodzeri i badane
sg ich kombinacje. Model numeryczny nie jest tu konieczny. Drugi nurt jest oparty na
aktualizacji wykalibrowanego modelu numerycznego (tzw. model updating) przy wyko-
rzystaniu metod gradientowych. Przedstawiane w pracy podejscie nalezy wtasnie do
tej drugiej grupy metod identyfikacji uszkodzer.

4.2 Sformulowanie problemu optymalizacji

Konstrukcja, ktorej parametry ulegaja zmianie pod wplywem rozmaitych czynnikow
(np. $rodowiskowych, normalnego zuzycia, przeciazenia), zmienia dynamiczna odpo-
wiedZz. Zmiany rejestrowanych sygnalow (przemieszczen, predkosci, przyspieszen, itp.)
pod wplywem zadanego obcigzenia konstrukeji poczatkowej i zmodyfikowanej stanowia,
fundament do identyfikacji defektow. Celem tej analizy jest identyfikacja aktualnych
parametrow konstrukeji i jest sformutowana jako problem optymalizacji. Identyfikacja
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parametrow jest okreslana poprzez wyznaczenie takich pél amplitud dystorsji wirtual-
nych £,, p; natozonych na model pierwotny, ktore daja odpowiedzi mozliwie zgodna z
konstrukejg zmodyfikowang. Oczywiscie, te pola sa jednoznacznie zwigzane z parame-
trami konstrukeji i zaleza nie tylko od lokalizacji, lecz takze od czestosci wymuszenia.
A zatem analizujac okreslony zbior:

Q= [wi, way .., Wy, (4.1)

wzbogaca sie wiedza o zachowaniu dynamicznym badanej konstrukeji. Jednoczesnie,
dla kazdej czestosci ze zbioru €2 nalezy wyznaczy¢ amplitudy dystorsji wirtualnych:

gaw = ga(Q)a ﬁiw = ﬁz(Q)7 (42)
oraz macierze wplywu:

apw = Dap(€), Dy

afw aiw

:Dgz(Q)v B(? :Bieoz(Q)a Bp

tow ikw

= B;(Q). (43)

We wzorach (4.2) i (4.3) wystepujacy dodatkowy indeks (.),, jest zwiazany z kolejnymi
czestosciami i przyjmuje wartosci w = 1,2, ...n, gdzie n jest liczba czestosci wymuszen
harmonicznych. W zwigzku z tym, amplitudy dystorsji wirtualnych beda przechowy-
wane w postaci macierzy prostokatnych, a macierze wptywu beda miaty dodatkowy,
trzeci wymiar zwiazany z liczba czestosci wymuszenia.

4.2.1 Funkcja celu

Formutujac problem optymalizacji bedziemy uwzglednia¢ dyskretny zbior czestosci
(4.1). Minimalizowana funkcje celu przyjmiemy jako unormowana miare w postaci:

F(ﬁ'(y)) — ZZ [wa(é)Oéwsz%iw) — wa] _ ZZG?\Z(W (44)

ng

gdzie przyjeto oznaczenie:

o 0 M
_ Ang o ng(gawapiw) - ng
= — .

- M
ng ng

GNw (4.5)

M
We wzorach (4.4) 1 (4.5) wielkosci fn, 1 fnw opisuja amplitudowe odpowiedzi kon-
strukcji modelowanej dystorsjami i zmodyfikowanej (odpowiednio) w lokalizacjach po-
miarowych /N na kolejne czestotliwo$ci wymuszenia ze zbioru 2. Wystepujaca w liczni-
M

ku roznica A fn, = fvw — fyo W istocie stanowi macierz prostokatna, ktorej elementy

M
sa podzielone (,wyraz przez wyraz’) przez elementy fy,. Numeryczna odpowiedz fy.,
konstrukeji modelowanej dystorsjami €q., Pin, Obliczamy ze zwigzku:

L v o
wa(gawaﬁiw) = wa + Df\fﬁg gﬁg + D%igﬁigv (46)
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gdzie D?\mw lu)R,iw sg trojwymiarowymi macierzami wptywu, ktorych kolumny stanowia

M
odpowiedzi stowarzyszone z wielko$ciami pomiarowymi fy, i sg obliczone na jednost-

kowe dystorsje wirtualne natozone na konstrukcje — dla kolejnych czestosci ze zbioru
Q.

4.2.2 Analiza wrazliwosci funkcji celu

Gradient funkcji celu wzgledem wybranego parametru konstrukeji e

niczkujac zwiazek (4.4):

otrzymamy ro6z-

F F
Vo I = 8() - 8f]\([§ - QGN“’af—T;’ (4.7)
vy Ofnw 95 05

gdzie macierz Gy, jest okreslona wzorem (4.5). Z uwagi na wystepujaca w roéwnaniu
(4.7) konwencje sumacyjna Einsteina pominieto znak sumy. Gradienty amplitud od-
powiedzi okresla wzor (3.61) lub (3.68c) w zaleznosci od modelowanych parametrow
konstrukcji. Nalezy jednak pamietaé, ze te wzory odnosza sie do pojedynczej czesto-
Sci, a pelng macierz gradientow g j;(‘f; uzyskamy wyznaczajac dla wszystkich czestosci

ze zbioru 2. W konkretnym przypwadku, amplitudy odpowiedzi konstrukcji fn., wy-
stepujace w funkeji celu (4.4) moga zostaé¢ zastapione amplitudy odksztalcen e, lub
przemieszczen U, .

4.2.3 Metoda najwiekszego spadku

Metoda najwiekszego spadku (MNS) polega na iteracyjnym wyznaczaniu lokalnych

kierunkow najwi%kszego spadku funkcji celu dla aktualnego wektora modelowanych

parametrow 19(7' )k

AP = -V, F®. (4.8)

Te kierunki wyznaczaja kolejne gradienty funkcji celu V., F’ (k) a wektory parametrow
okreslane sa wedlug zaleznosci:

AL
[V(;F(k)]TV(sF(k) ’

J(k+1) J(k k
PO — O _ \ plo) (4.9)

gdzie gorne oznaczenia (k) i (k+ 1) wskazuja na wartosci odpowiednio w poprzedniej i
biezacej iteracji. Stata A jest dtugoscia kroku i najczesciej przyjmuje sie ja z przedziatu
0.1+0.3. We wzorze (4.9) w mianowniku wystepuje iloczyn skalarny wektora gradientu
VsF®),
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4.2.4 Problem optymalizacji kierunkowej (line search)

[teracyjne poszukiwanie rozwiazania problemu optymalizacji w rownaniu (4.9) wymaga
ustalenia dtugosci kroku A. Te dlugosé¢ kroku (promienia) mozna roéwniez zoptymali-
zowaé zmniejszajac jednoczesnie naktady zwiazane z calkowitg liczbg iteracji i oblicza-
niem gradientow funkcji celu, zadajac spetnienia warunku:

FEO® — xBGRY = i, (4.10)

Dla k-tego wektora modyfikacji ﬁ%)(k) i kierunku poszukiwan df(yk) oraz wybranego
przedziatu (a,b) > A*) znajdziemy przyblizenie )\(()k), ktore minimalizuje (4.10). W
tym czastkowym problemie optymalizacyjnym zmienna jest parametr A\*). Zazwyczaj]
wystarczajace jest kilkukrotne obliczenie funkeji celu dla kolejnych A\*).

ALGORYTM 4.1:

A. z przedziatu (a,b) = (a1, b1) wybieramy dwa punkty
p1r=a1+ (1 =A)(by —ay), ¢ = a1+ A — ay), (4.11)
gdzie A = % (\/5 — 1) odpowiada ztotemu podziatowi odcinka;
B. znajdujemy odpowiednie funkcje celu F'(p1), F(q1) i badamy przypadki:

(1) jesli F(p1) < F(q1) = az = a1, by = q1, g2 = p1,
(2) jesli F(p1) > F(q) = az = p1, ba = b1, p2 = qu;

C. procedura jest powtarzana dopdki b, — a, > ¢, gdzie ¢ jest doktadnoscig z jaka
chcemy wyznaczy¢ minimalny promiei A(%).

W stworzonym pakiecie jvdmf przyjeto poczatkowy przedzial, w ktérym optymali-
zowany jest parametr A\, w postaci (0,0.5), oraz 6 = 0.005.

4.3 Algorytm identyfikacji uszkodzen

Algorytm 4.2 przedstawia identyfikacje parametrow elementéw konstrukcji w ujeciu
Metody Dystorsji Wirtualnych, sformutowanej w domenie czestosci. Podstawa do jej
przeprowadzenia sa odpowiedzi (amplitudy) konstrukeji poddanej obciazeniu harmo-
nicznemu, rejestrowane dla wybranego zbioru czesto$ci wymuszen nierezonansowych.
Identyfikacja parametrow jest realizowana przez gradientowa minimalizacje odpowied-
nio zdefiniowanej funkcji celu.
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ALGORYTM 4.2:

A. Wstepne dane i zatozenia:

1) zbidr czestosci nierezonansowych Q = [wy, wo, ..., wy;

2) konstrukcja obcigzona harmonicznie o amplitudach sity Fj,;

(1)
(2)
(3) pomierzone amplitudy odpowiedzi zmodyfikowanej konstrukcji }ANW;
(4) zbior elementéw D, dla ktérych identyfikowane sa parametry 19(7');
()

5) poczatkowy wektor modyfikacji elementéw 195,') (zwykle jednostkowy).

B. Obliczenia wstepne:

L
(1) amplitudy odpowiedzi fy, dla poczatkowego wektora modyfikacji 19(7') oraz am-
plitud odksztatcen &,,, i przemieszczen i,

(2) macierze wptywu D¢, . D? Bt | BY

o0 Peokw Biaws Biy, oraz uogélnionych macierz wptywu

Drew: Dy dla kazdej czestosci ze zbioru €2;

A J

(3) sktadowe macierzy mas M;;, M,j.;

(4) amplitudy dystorsji wirtualnych &, oraz py., dla poczatkowego wektora mody-
fikacji elementéw o.,;

(5) zaktualizowane amplitudy odksztatcen e, przemieszczen wu,, i wybranych od-
powiedzi fy. — jednostkowe wektory 19%') prowadza do zaleznosci: €y = Eau,
L

L
Ujy = Wi, wa = wa przy czym: é)oaw =0, ﬁkw = 0.
C. Obliczenia powtarzalne na kazdej iteracji i:

(1) funkcja celu F' wg (4.4);
(2) gradient funkgcji celu V., F' wg (4.7)

a. gradient amplitud dystorsji wirtualnych wg (3.59) lub (3.66) i (3.69);
b. gradient amplitud odpowiedzi wg (3.61) lub (3.65) i (3.68¢) ;

(3) wektor modyfikacji elementéw 0™ = p{)®) 4 Ak g (k).

L o ) -
(4) waruek zakonczenia obliczen k = £ < 1072

Algorytm ten uwzglednia zaré6wno modelowanie modutu Young’a oraz pola prze-
kroju poprzecznego i momentu bezwladnosci elementéw. W trzeciej czedci algorytmu
musza zosta¢ w tym celu obliczone odpowiednie pola gradientéw, pamietajac o tym,
ze modyﬁkacga wytacznie modutu Young’a prowadzi do zerowych amplitud dystorsji

wirtualnych p,,.
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4.4 Podstawy Metody Impulsowych Dystorsji Wirtu-
alnych

Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW, VDM-T) jest metoda reanalizy
konstrukcji w domenie czasowej, w ktorej odpowiedzi, dystorsje wirtualne, macierze
wplywu sa zalezne od czasu [66]. Jej podstawa jest metoda impulsowej funkcji przej-
Scia, w ktorej obcigzenie jest reprezentowane przez sume elementarnych impulséw sity
z wykorzystaniem funkcji delta Diraca §(t — 7). Odpowiedz poszukiwanej wielkosci
dla analizowanego przedzialu czasu (0,t) uzyskuje sie przez superpozycje rozwigzan
otrzymanych dla kolejnych wymuszenn impulsowych:

Flt)=F.o(t—1),  a(t) = /0 st — ) By () (4.12)

We wzorze (4.12) F; oznacza $rednig warto$¢ impulsu w chwili 7, a macierz h;;(t) zawie-
ra odpowiedzi i-tego uogoélnionego przemieszczenia konstrukeji wywotanego dziataniem
impulsu w kierunku j-tego przemieszczenia uogélnionego w chwili 7 = 0.

Dyskretyzujac przestrzen czasowa t = 0,1, ... n i przez analogie do impulsowych
funkeji przejscia h;;(t) autor w pracy [66] wprowadza pojecie impulsowej macierzy
wplywu D,s(t) oraz impulsowej uogélnionej macierzy wptywu D ~g- W istocie stanowi
ona tréjwymiarows macierz, ktorej przekrdj dla chwili ¢ zawiera odpowiedzi sktadowych
odksztatcenia wywotlane kolejno wprowadzanymi impulsami jednostkowych dystorsji
wirtualnych egg(t). Ten impuls jest realizowany przez nalozenie na element skoniczony
samozrownowazonych uogoélnionych sit kompensacyjnych:

Ei(t) = FY 5(t). (4.13)

Obcigzenie kompensacyjne F? jest tutaj identyczne z opisanym dla probleméw sta-
tyki. Impuls opisany wzorem (4.13) na mocy prawa zachowania pedu jest zastapiony
przez warunki poczatkowe natozone na konstrukcje: tzw. wektor adekwatnych predkosci
poczatkowych 17? = 0;(0) oraz zerowych przemieszczen poczatkowych ﬁ? = 1,(0):

M;; 09 = F)At, @) =0. (4.14)

Impulsowy wektor wptywu macierzy D,g(t) jest obliczany na podstawie przemiesz-

czen, ktore sa wynikiem calkowania jednorodnych réwnan ruchu bez uwzglednienia
thumienia:

M u;(t) + Ky a;(t) = 0, (4.15)

z warunkami poczatkowymi (4.14).
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Postugujac si¢ impulsowymi macierzami wptywu zaktualizowane odpowiedzi kon-
strukcji wyrazone w odksztalceniach e,(t) i dowolne wielkosci fy(t) w wybranych lo-
kalizacjach analogicznie do (4.12) sa wyrazone w postaci:

ea(t) = Ea(t) +Ea(t) = Ea(t) + > _ Dag(t — 7) &5(7), (4.16)
Ia(t) = fu() + fn() = fu() + 3 Duslt — ) E5(7). (4.17)

gdzie oznaczono sumowanie wzgledem zdyskretyzowanej zmiennej czasowej 7, poniewaz
nie wystepuje jawnie jako indeks.

Zwigzki pomiedzy sktadowymi odksztatcenia i dystorsji wirtualnych w domenie
czasowej, jak tatwo sie domysle¢, sa podobne do zaleznosci (2.76) i (3.41):

fla €a(t) = €a(t) — alt), (4.18)

przy czym wszystkie wielkosci sa zalezne od czasu oprocz wspoétezynnika .. Dlatego
wtasnie jest on zmienna w optymalizacji, a nie ga(t)

Wyznaczenie dystorsji wirtualnych &, (#) na zadany wektor parametréw modyfikacji
e Otrzymuje si¢ ze zwiazkow (4.16) oraz (4.18) i przebiega dwuetapowo odpowiednio
dla chwili ¢ = 0 i chwil ¢t > 0:

Aap gﬂ(o) = (1o — Ha) a’:Lg(O),

=t 4.19
Ao 20) = (1 — o) |2 + 3 Daslt — ) &5(7)| 419)

gdzie
Aaﬁ = éaﬂ - (1g - Mg)Dgﬂ<O)a (4-2())

jest macierza obliczana dla chwili £ = 0. Dla kolejnych chwil ¢ dystorsje wirtualne
£4(t) sa wyznaczane sekwencyjnie z uktadu rownan (4.19b) i sa zalezne od ich historii.
Ze wzgledu na duza liczbe uktadéw rownan do rozwiazania (kwadratowa zaleznosé
od liczby dyskretyzacji czasowej) obliczenie dystorsji wirtualnych wiaze sie z duzym
naktadem obliczeniowym.

Dodatkowe obciazenie kosztéw numerycznych stanowi okreslenie gradientow dys-
torsji wirtualnych, ktore sa wyznaczane przez zrézniczkowanie uktadow rownan (4.19)
wzgledem wektora s:

t—1

— Ha) ZDgﬁ(t —7)

7=0

855(7')'

aéﬁ(t)
Aa — Ca t 1a
p c ( ) ( aug

s n

(4.21)
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Uktad rownan (4.21), podobnie jak (4.19), jest rozwiazywany sekwencyjnie, z uwzgled-
nieniem gradientéw dystorsji w poprzednich chwilach czasowych 7. Funkcja celu pro-
blemu identyfikacji oraz jej gradient sg zdefiniowane jako:

F=Y 3 ) - ] (4.22)

t 0

OF  OF Ofy0¢5 N } o5
O,  Ofn 025 Ous 2%; [fN(t, €a) fN(t)] 2 Dyg(t —7) s (4.23)

We wzorach (4.22) i (4.23) przez }AN(t) oznaczono pomiary dla konstrukeji rzeczywi-
stej w wybranych lokalizacjach N. Proces minimalizacji funkcji celu w opracowaniu
[66] przeprowadzono metoda najwiekszego spadku (por. 4.9). Przyktady, wady i zale-
ty identyfikacji uszkodzen metodami VDM-F i VDM-T oméwione zostaty w dalszych
rozdziatach.

4.5 Problem lokalizacji wymuszen i selekcji czestosci

W prezentowanym podejsciu wykonanie identyfikacji uszkodzen jest oparte na analizie
pomiaréw (amplitud) dokonanych na konstrukeji pierwotnej (kalibracja modelu nume-
rycznego) i uszkodzonej. Lokalizacja uszkodzenia w rézny spos6b wpltywa na zaburzenia
rejestrowanych sygnatow przy zadanym obcigzeniu konstrukeji. Z drugiej strony, odpo-
wiedni wybor polozenia i czestosci sity wymuszajgcej moze sprawié, ze zadany defekt
jest ,widoczny” tj. pojawiaja sie istotne roéznice pomiarowe konstrukcji poczatkowej
i zmodyfikowanej.

Zilustrujmy ten problem na numerycznym przyktadzie belki wspornikowej przed-
stawionej na rys. 4.1, o dtugosci L = 1m i polu przekroju poprzecznego b X h =
2 x 0.5 [cm?].

MI ]\411 ]\V"IIII
A 8 A 16 A 26
] 9 \ 7, \ o, )
J 9 / o, / 4

L=1m

-

Rysunek 4.1: Belka wspornikowa wraz z niezaleznie wprowadzanymi defektami i obcia-
zeniami.

Ponadto przyjeto modut Young’a o wartosci £ = 210 GG Pa oraz gestos¢ p = 7800 %.
Konstrukcja ta zostata podzielona na 25 elementéw skoriczonych o jednakowej dtugosci,
a jej pierwsze czestotliwosci wlasne maja wartosci:

fO=1[419 2626 7354 1441 2382 355.8]" [Hz]. (4.24)

Do identyfikacji uszkodzenn bedziemy unika¢ obciazen o czestotliwosciach rezonanso-
wych wywotujacych nieskoriczone deformacje belki (brak ttumienia). Dlatego tez, aby
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uniknaé rozwiazywania zle uwarunkowanych uktadéw réownan, wezmy pod uwage pe-
wien, arbitralnie wybrany zbior czestosci wymuszen pozarezonansowych:
rad
wp =21f, =2w[10 40 80 135 155 25O]T [—] .

; (4.25)

Bedziemy teraz rozpatrywa¢ wpltyw lokalizacji i czestosci obciagzenia na réznice am-
plitud weztowych przemieszczenn pionowych konstrukeji poczatkowej i zmodyfikowa-
nej. Konstrukcja zmodyfikowana jest tutaj rozwazana jako konstrukcja poczatkowa,
w ktorej zredukowano o 60% pole przekroju poprzecznego i moment bezwtadnosci
(19‘7* = 9] = 0.4) pojedynczego elementu. Bedziemy rozwazaé¢ 3 niezalezne przypadki
uszkodzenia, w ktorych wprowadzono modyfikacje w elementach: 6 (przypadek I), 13
(przypadek II), 20 (przypadek III). Dla kazdej z tych konfiguracji uszkodzenia testo-
wano kolejne obciazenia momentem zginajacym o jednostkowej amplitudzie w weztach
8, 16, 26 o czestosciach wg (4.25). Wyniki tych numerycznych badan zilustrowano na
rys. 4.2-4.4.

[lustracja 4.2 przedstawia poréwnania amplitud przemieszczen weztowych konstruk-
cji poczatkowej (kolor niebieski) i zmodyfikowanej (kolor czerwony) — uszkodzenie ele-
mentu nr 6 (przypadek I). Pierwsza kolumna dotyczy amplitud przemieszczen wywo-
tanych momentem o jednostkowej amplitudzie, przytozonym w wezle nr 8 o kolejnych
czestosciach okreslonych przez (4.25). Kolejne kolumny grupuja odpowiedzi konstrukeji
(poczatkowej i zmodyfikowanej) obciazonych w weztach 16 i 26. Analizujac poréwna-
nia odpowiedzi belki mozemy okresli¢ najbardziej wrazliwg kombinacje lokalizacji i
czestosci wymuszenia na uszkodzenie w elemencie nr 6. Czwarty wiersz odpowiada
czestosci fy = 135 Hz, a réznice pomiedzy amplitudami sa widoczne zaréwno dla wy-
muszenia w wezle 8, 16 jak i 26. Obciazenia o czestosci f3 = 80 Hz w wezle 8 stanowi
rowniez potencjalnie dobrg kombinacje do przeprowadzenia analizy odwrotnej. Nalezy
sie tu spodziewaé, ze uszkodzenie w sasiednich elementach wywota podobny efekt, co
sugeruje wtasciwa kombinacje lokalizacji wymuszenia i czestosci do przeprowadzenia
identyfikacji uszkodzenia w tych strefach. Zauwazmy przy tym, ze bliska lokalizacja ob-
ciazenia o innych czestosciach (np. fs = 250 Hz) i defektu nie musi oznaczaé istotne;j
roznicy amplitud przemieszczen.

Na podstawie ilustracji 4.3 i 4.4, prezentujacych poréwnania amplitud dla uszkodze-
nia elementu 13 i 20, mozna przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie w celu wyboru
optymalnej lokalizacji i czesto$ci obciazenia. I tak, dla uszkodzenia w elemencie 13
z rys. 4.3 mozemy wybraé czestotliwo$é wymuszenia f; = 135 Hz lub/oraz f; = 10 Hz
w weztach 8, 16, 26, badz f5 = 155 Hz w weztach 8, 26. Bogatszy zestaw konfiguracji
wymuszenia daje uszkodzenie w koricowej czesci belki (por rys. 4.4). Dla kazdej czesto-
tliwosci mozemy wybraé¢ odpowiednig lokalizacje wymuszenia i odwrotnie — dla kazdej
lokalizacji wymuszenia mozemy wskaza¢ wlasciwa czestotliwosé wymuszenia.

Oczywiscie, poruszony tutaj problem optymalnego wyboru lokalizacji i czestosci
wymuszenia jest bardzo wazny i zalezy niego zbieznos¢ procesu optymalizacji. Sfor-
mulowanie tego zadania bedzie celem przysztych badan i nie jest gléwnym nurtem w
niniejszej pracy.
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Rysunek 4.2: Por6wnanie amplitud przemieszczen pionowych belki poczatkowej i uszko-
dzonej w elemencie 6.
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Rysunek 4.3: Poréwnanie amplitud przemieszczen pionowych belki poczatkowej i uszko-

dzonej w elemencie 13.
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Rysunek 4.4: Poréwnanie amplitud przemieszczen pionowych belki poczatkowej i uszko-
dzonej w elemencie 20.
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4.6 Przyklady numeryczne

Rozwazania przeprowadzone w powyzszych rozdziatach zilustrujemy na wybranych
przyktadach. Wszystkie odpowiedzi konstrukeji sa symulowane numerycznie.

4.6.1 Kratownica ptaska

Dana jest ptaska kratownica jak na rys. 4.5, ktorej catkowita dtugos¢ wynosi 4 m, a sze-
rokos¢ i wysokos¢ pojedynczej sekcji 1 m. Przyjeto, ze wszystkie jej elementy wykonane
sg ze stali o module Younga F = 210 GPa i gestosci p = 7800 %, a pola przekrojow
poprzecznych wynoszg A = 1074 m?.

7] <]
3 18]
ps = 0.75
=
[4]2
o
> |6 7
=] 1l
1] 110
1m 1m
- P

Rysunek 4.5: Kratownica wraz z wprowadzonymi modyfikacjami i lokalizacjami senso-
row dla metody VDM-T

Konstrukcja zmodyfikowana zostala zasymulowana przez zastapienie pol przekro-
jow elementow A, przez A,, ktorych szczegoty znajduja si¢ w tab. 4.1

Tabela 4.1: Wprowadzone modyfikacje elementéow kratownicy rys. 4.5

Nr elementu v /Al7 <1074 [m?] 1931 = ,%4 — 2_:
8 3.0 0.75
12 1.4 0.35
15 3.0 0.75
18 2.0 0.50

PRZYKLAD 4.1: Identyfikacja uszkodzen metoda VDM-F

|dentyfikacja uszkodzen kratownicy na rys. 4.5 zostanie przeprowadzona dla 3 przypad-
kow:

e przypadek I: dla jednej czestosci w = 700 "4

e przypadek IlI: dla czterech czestosci w; = €2 = [100 700 2100 3650]T rad.

s !
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e przypadek IlI: dla czterech czestosci jak wyzej z uwzglednieniem wygenerowanego
numerycznie szumu;

W kazdym z tych przypadkéw sita wymuszajaca (lokalizacja na rys. 4.5) ma posta¢:
P, = 200sin(w;t). (4.26)

Przyjeto, ze funkcja celu problemu identyfikacji tego zadania wyrazona bedzie przez
M

amplitudy odksztatcen we wszystkich jej elementach fy., = €aw 0raz fyw = Eaw, €O 0gdlnie
mozemy zapisac:

F= Xw: Za: {@1 2. (4.27)

M
€aw

Jest to réwnoznaczne z rozmieszczeniem sensoréw mierzacych odksztatcenia we wszystkich
elementach kratownicy. Amplitudy odksztatce e, i £u., zostaty wygenerowane numerycz-
nie dla kazdego z opisanych powyzej przypadkéw.

Wektor parametréw modyfikacji i, (dla kratownic p, = 9,) w przypadku | zostat
wyznaczony po 157, a w przypadku Il po 51 iteracjach. W kazdym z tych przypadkéw spadek
funkcji celu wynosit 3 rzedy wielkosci, a optymalizacja zostata przeprowadzona metoda
najwiekszego spadku. Poréwnanie wynikéw zostato zaprezentowane na rys. 4.6, czas obliczen
w tych przypadkach byt podobny i wyniést ponizej 1 minuty.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
.0 ‘
3
0.4 I
Bl rzeczywiste
0. [ ]zidentyfikowane (1)
Il zidentyfikowane (1)

(*2)

2
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nr elementu
Rysunek 4.6: Wyniki identyfikacji uszkodzen dla przypadku | i Il oraz rzeczywiste modyfi-

kacje.

Uwzglednienie tylko pojedynczej czestosci daje pewne niedoszacowania lub przeszaco-
wania wielkosci defektéw, jednakze daja ogélng wiedze o intensywnosci uszkodzenia. Nato-
miast w przypadku Il (4 czestosci wymuszenia) daja precyzyjna informacje o degradacji pdl
poprzecznych elementéw dzieki wiekszej ilosci pomierzonych danych.

Rzeczywiste pomiary drgan konstrukcji obarczone s3 pewnym btedem, a zatem uzasad-
nione jest uwzglednienie tego efektu w obliczonych amplitudach odksztatcen. Przypadek
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[Il dotyczy wtasnie tego problemu. Towarzyszacy pomiarom szum jest tutaj zrealizowany
przez dodanie do obliczonych odpowiedzi &, pewnych, przypadkowych wartosci wedtug
zaleznosci:

M

Eow = Eow (law + Taw) (4.28)

gdzie r,., przyjmuje wygenerowana wartos¢ z przedziatu (—0.1, 0.1), a we wzorze (4.27)

M
wartosci £, nalezy zastapi¢ przez £,,. Na rysunku 4.7 zostaty przedstawione obliczone
amplitudy odksztatcen konstrukcji poczatkowej i zmodyfikowanej z uwzglednieniem wyge-
nerowanych odchytek dla wybranej czestosci w, = 700 ¢

Il bez uszkodzenia
oL [ 1z uszkodzeniem i
I 2 uszkodzeniem (szum)

| | | | | | | | | | | T T T T T T

| |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nr elementu

Rysunek 4.7: Poréwnanie amplitud odksztatcen kratownicy poczatkowej i zmodyfikowanej
z uwzglednieniem modelowania btedéw.

Proces optymalizacji funkgji celu w przypadku Il zostat zatrzymany po 300-tu iteracjach,
dajac spadek funkcji celu o 2 rzedy wielkosci, przy jednoczesnym braku tendencji do dalsze;
poprawy wyniku. Pomimo tego, otrzymany rozktad modyfikacji parametréw w konstrukcji
mozna uznaé za poprawny.

Na rysunku 4.8 przedstawiono poréwnanie wynikéw identyfikacji uszkodzen dla przypad-
ku I1'i Il z rzeczywistymi defektami.

PRzZYKEAD 4.2: ldentyfikacja uszkodzen metoda (VDM-T)

W poprzednim przyktadzie zademonstrowano analize odwrotng metoda VDM-F, ktérej
podstawa byty obliczone amplitudy odksztatcen w kazdym elemencie kratownicy. Metoda
Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (VDM-T) umozliwia taky analize na podstawie odpo-
wiedzi zaleznych od czasu, a zatem wiecej informacji o zachowaniu konstrukgji jest zapamie-
tywanych. Skutkuje to mniejsza liczbg niezbednych sensoréw do identyfikacji parametréw
konstrukgji.

Bedziemy teraz rozpatrywac taki sam rozktad defektéw jak w przypadku metody VDM-F,
lecz modelowanym parametrem w kazdym elemencie bedzie modut Young'a, tj. p, = %

(por. tab 4.1).
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Rysunek 4.8: Poréwnanie wynikéw analizy odwrotnej dla przypadku Il I11.

Bl rzeczywiste
[__lzidentyfikowane (szum)
Il zidentyfikowane
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nr elementu

Na rysunku (4.9a) przedstawiono przebieg obcigzenia konstrukcji — tréjkatnie modulo-
wana funkgcja sinus o amplitudzie P = 200 V.

Dla czterech sensoréw (pionowe elementy, por rys. 4.5) obliczono odksztatcenia kon-
strukcji poczatkowej. Przyktadowa odpowiedz dla elementu 1 (konstrukcji poczatkowej i
zmodyfikowanej) przedstawiono na rys. 4.9b. Wynik analizy odwrotnej zilustrowano i po-
réownano na rys. 4.9c. Czas obliczen potrzebny na wykonanie tego zadania wyniést ok. 300
minut.

4.6.2 Belka wspornikowa

Nastepny przyktad dotyczy belki wspornikowej o przekroju prostokatnym, w ktorej
modelowanymi parametrami bedzie pole przekroju poprzecznego A, oraz moment bez-
wladnosci J,,. Nie precyzujemy rodzaju uszkodzenia przekroju poprzecznego (zmiany
jego geometrii), a wielkosci A, i J, beda modelowane niezaleznie.

PrRzZYKEAD 4.3: Belka wspornikowa

Rozwazmy belke wspornikowa przedstawiona na rys. 4.10 o dtugosci L = 1 m i wymia-
rach przekroju poprzecznego 2 x 0.5 [em], ktérego pole wynosi A = 1c¢m? oraz moment
bezwtadnosci J = 2.0833 - 104 em*. Konstrukcja jest obcigzona sita osiowa i momentem
zginajacym:

P, = 100 sin(w;t) [V], M = 1sin(w;t) [Nm)], (4.29)

gdzie w; = 27 [10 40 155 250]" 24,

Zostata ona podzielona na 25 elementéw skonczonych o jednakowej dtugosci i w kazdym
z nich modelowane s3 modyfikacje pola przekroju 92 i momentu bezwtadnosci 9?. Zakta-
damy, ze sensory roztozone s3 we wszystkich elementach skonczonych i mozemy mierzy¢
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Rysunek 4.9: Analiza dynamiczna kratownicy: (a) — obciazenie dynaniczne, (b) — odksztat-
cenia elementu nr 1, (c) — poréwnanie rozktadu defektéw uzyskanych z metod VDM-T i

VDM-F.
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Rysunek 4.10: Testowana belka wspornikowa.

sktadowe odksztatcen wzdtuznych i gietnych. Te odpowiedzi dla konstrukcji poczatkowe;j i
zmodyfikowanej zostaty numerycznie zasymulowane. Identyfikacje uszkodzen wykonano dla
dwéch przypadkéw:

e przypadek |: bez symulacji btedéw pomiarowych;
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e przypadek II: z uwzglednieniem symulacji btedéw pomiarowych;

W przypadku Il btedy pomiarowe byty symulowane analogicznie jak w przyktadzie 4.1:
kazda amplitude sktadowych odksztatcen konstrukcji zmodyfikowane;j gaw) zaburzono o
przypadkowa wartos¢ do 10% jej poczatkowej wartosci wedtug zaleznosci (4.28). Iden-
tyfikacje parametréw przeprowadzono formutujac funkcje celu analogicznie do (4.27), z
uwzglednieniem wszystkich sktadowych odksztatcen.

=
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Rysunek 4.11: Identyfikacja parametréw 19‘74 dla odpowiedzi symulowanych numerycznie z
uwzglednieniem modelowania btedéw pomiarowych.
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Rysunek 4.12: Identyfikacja parametréw ﬁi dla odpowiedzi symulowanych numerycznie z
uwzglednieniem modelowania btedéw pomiarowych.

Whyniki analizy odwrotnej zostaty zaprezentowane na rys. 4.11 oraz 4.12 odpowiednio
dla parametréw modyfikacji 19? i 1%. Spadek funkgji celu osiggnat wartos¢ 10~* po 417
iteracjach (metoda najwiekszego spadku). Taka sama licze iteracji zastosowano podczas
analizy odwrotnej dla przypadku Il, a czas obliczen kazdego z tych zadan wynosit ok. 10
minut.
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4.7 Pordéwnanie metod VDM-F 1 VDM-T

Do identyfikacji uszkodzen z powodzeniem mozna stosowaé numeryczne narzedzia ba-
zujace na Metodzie Dystorsji Wirtualnych: VDM-F i VDM-T. Tablica 4.2 zawiera
porownanie podstawowych cech i wielkosci tych sformulowan. Metody te daja poréw-
nywalne wyniki analizy odwrotnej, cho¢ istnieja istotne réznice, ktére dotycza gtéwnie
czasu analizy i liczby sensoréw. Ze wzgledu na quasi-statyczne sformutowanie metody
VDM-F jest ona numerycznie efektywna, nawet w przypadku analizy o kilku czesto-
$ciach wymuszen. Z drugiej strony wymaga ona znacznie wiecej informacji o konstrukeji
— liczba sensoréw jest tutaj znaczaco wieksza niz w przypadku sformutowania VDM-T.
; zawieraja amplitudy odpowiedbich wielkosci

Tabela 4.2: Poréwnanie metod VDM-F i VDM-T.

VDM-F VDM-T
spos6b wymuszenie harmoniczne, obciazenie i odpowiedzi sa
wymuszenia nierezonansowe o ustalonej funkcjami czasu; problem dy-
czestosci;  problem  quasi- namiczny
statyczny
dystorsje harmoniczne dystorsje  dystorsje wirtualne e,(t), p(t)
. 0 0 . .
wirtualne Ea(w,t), pi(w,t); zmiany sa funkcjami czasu
parametrow modelowane sa
przez ich amplitudy
macierze sa obliczane niezaleznie dla jest obliczana odksztalcenio-
wplywu zadanych czestosci, w tym wa D,g(t), przemieszczeniowa
odksztatceniowe DZ; . Dy, Bas(t) i ogélna Dygs(t) ma-
przemieszczeniowe BS, . Bh = cierz wplywu; macierze te sa
1 ogblne Dyg,, DY, macierze wyznaczane w kazdym kroku
wplywu czasowym
sensory duza liczba sensoréw, dla kra- niewielka liczba  sensoréow;

townic poréwnywalna z liczba
elementow; zwiekszenie zbio-
ru czestosci i lokalizacji wy-
muszenn moze pomniejszy¢ ich
liczbe

2 lub 3 sensory optymalnie
umieszczone na konstrukcji
o kilkunastu elementach wy-
starczaja do przeprowadzenia
analizy odwrotnej
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VDM-F

VDM-T

czas analizy
zadania
odwrotnego

uwagi

stosunkowo krotki czas obli-
czen zadania odwrotnego na-
wet w przypadku kilku czesto-
tliwosci

wymaga odpowiedniego wybo-
ru czestotliwodci i lokalizacji
wymuszen

dhugi czas obliczen, silnie za-
lezny od liczby dyskretyzacji
CZasowej

problem optymalnego przebie-
gu wymuszenia i lokalizacji
wymuszenia, lokalizacja senso-
row




Rozdzial

Weryfikacja doswiadczalna

5.1 Wprowadzenie

Tematem niniejszego rozdziatu jest identyfikacja uszkodzen w konstrukcjach w ujeciu
eksperymentalnym. W pierwszej czesci rozdziatu poruszony jest przegladowo problem
wyboru podstawowych elementéw systemu monitorowania konstrukeji takich jak wzbu-
dzanie drgan, rodzaj stosowanych sensoréow, akwizycja danych, czy tez wybor algoryt-
mu identyfikacji uszkodzen. Druga cze$é jest poswiecona doswiadczalnej identyfikacji
uszkodzen Metoda Dystorsji Wirtualnych zaprezentowanej w rozdziale 4 na przykta-
dzie trojwymiarowej kratownicy. Defekty tej kratownicy zrealizowano poprzez wymiane
dwoch jej elementow o zmodyfikowanym polu przekroju poprzecznego.

5.2 Elementy systemu monitorowania konstrukcji

Proces budowania systemu monitorowania konstrukcji wymaga juz na wstepie okre-
Slenia kilku podstawowych jego elementéw i jest zalezny m.in. od rodzaju obiektu,
czynnikéw $rodowiskowych, diagnozowanych parametréw konstrukeji. Te elementy z
kolei determinuja algorytm identyfikacji uszkodzen. Ogdélnie rzecz ujmujac studia nad
tym systemem mozna podzieli¢ na cztery etapy:

e sposob pobudzenia konstrukeji do drgan — w przypadku duzych konstrukeji (mo-
sty) ekonomiczne wzgledy przemawiaja za wykorzystywaniem drgan konstrukeji
wynikajacych z normalnego jej uzytkowania (Ambient Vibration, AV). Sa one
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zwiazane z ruchem pojazddéw, taboru kolejowego, moga by¢ takze wywotane ob-
ciazeniami $rodowiskowymi (obciazenie wiatrem, trzesienia ziemi). Zaleta wy-
korzystania AV sa niskie koszty, lecz w pewnych pasmach czestotliwosci drgania
konstrukcji moga nie zosta¢ wywolane i wobec tego wymagane sa dodatkowe tech-
niki, np. — hydrauliczne sitowniki, uderzajaca masa. Natomiast do konstrukcji o
stosunkowo niewielkich rozmiarach moga by¢ stosowane mechaniczne wzbudniki
drgan, aktywatory piezoelektryczne czy tez mtotek modalny itp..

wyboér czujnikéw pomiarowych — duza grupe stanowia sensory piezoelektryczne
ze wzgledu na niska cene (ptytki ceramiczne) oraz mozliwosé ich stosowania w
roli aktywatoréw. Dodatkowym atutem sa rézne wielkosci fizyczne, ktére mozna
mierzy¢ za ich pomoca: sita, odksztatcenie, cisnienie, przyspieszenie. Powszech-
nie stosowane sg réwniez wlokna optyczne, ktére mozna klasyfikowaé zaleznie
od zastosowania: na zewnatrz konstrukeji (sensory interferometryczne) badz we-
wnatrz — widkna Bragg’a (Fibre Bragg Grating, FBG). Charakteryzuja sie duza
wrazliwoscia na deformacje (odksztalcenie). Ponadto uzywane sa jako sensory
przetworniki elektromagnetyczne, elektromechaniczne (Micro-Electro Mechanical
Systems, MEMS), mierniki laserowe (Laser Doppler Vibrometer, LDV).

akwizycja danych i uktad pomiarowy — obecnie najczesciej stosowany uktad po-
miarowy zbudowany jest ze scentralizowanego systemu akwizycji danych, do kto-
rego przewodowo podlaczony jest zestaw czujnikéw pomiarowych odpowiednio
rozmieszczonych na konstrukeji. Rejestrowane sygnaty analogowe sa zamieniane
na cyfrowe (przetworniki analogowo-cyfrowe) i przekazywane do jednostki ana-
lizujacej dane. Budowa uktadu pomiarowego jest Scisle powiazana z rodzajem
uzytych czujnikéw i metodologig identyfikacji uszkodzen.

zastosowanie algorytmu identyfikacji uszkodzen — przed rozpoczeciem procesu
identyfikacji zazwyczaj wymagane jest okreslenie wiarygodnego stanu referencyj-
nego konstrukeji wraz z modelem numerycznym. Oprocz techniki MES, stosowa-
na jest Medota Elementéw Brzegowych (Boundary Element Method, BEM) oraz
Metoda Elementow Spektralnych (Spectral Element Method, SEM). Zaleznie od
metody stosowane sa rozne kryteria oceny uszkodzen: analiza czestotliwosci, mo-
déw wtasnych, energia odksztalcen modalnych itp.. Szeroko stosowane sa sieci
neuronowe i algorytmy genetyczne.

Na rysunku 5.1 jest przedstawiona ogélna koncepcja systemu monitorujacego kon-

strukcje, u ktorej podstaw lezy MDW (VDM). Wymaga ona budowy modelu numerycz-
nego obiektu referencyjnego (zwykle nieuszkodzonego tj. o parametrach projektowych)
oraz znajomosci dziatajacego obciazenia. W przypadku duzych konstrukeji obciazenie
jest realizowane za pomoca impulsu (np. uderzajacej masy — VDM-T) lub wzbudnikéw
mechanicznych opartych na wirujacej, mimosrodowo umieszczonej masie, wywotujacej
drgania harmoniczne (VDM-F). Drgania konstrukeji sa rejestrowane przez uktad odpo-
wiednio rozmieszczonych czujnikéw — do tego celu moga zosta¢ uzyte zaré6wno sensory
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piezoelektryczne jak i akcelerometry okresowo rejestrujace odpowiedzi na zadane ob-
ciazenie konstrukeji. Te sygnaly sa przekazywane do centralnej jednostki obliczeniowej
za pomoca bezprzewodowych laczy telekomunikacyjnych (o ile jest to mozliwe), gdzie
nastepuje poréwnanie z odpowiedziami referencyjnymi konstrukcji. Jesli okaze sie, ze w
kolejnej sesji pomiarowej sa one istotnie rézne, przeprowadzana jest analiza odwrotna
— identyfikacja uszkodzen.
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Rysunek 5.1: Koncepcja identyfikacji uszkodzern w konstrukcjach.

5.3 Identyfikacja uszkodzen w kratownicy

5.3.1 Stanowisko doswiadczalne

Przedmiotem badania doswiadczalnego jest trojwymiarowy dzwigar kratownicowy, kto-
rego widok ogdlny jest przedstawiony na rys. 5.2. Jest on zbudowany na bazie uktadu
»,M12 System” firmy MERO-TSK [72]. Konstrukcja ta jest podparta w skrajnych czte-
rech weztach i z jednej strony mozliwy jest przesuw poziomy wzdluz jej osi glownej.
Kratownica sktada sie z 26 stalowych weztow, 70 elementow, z ktorych 62 ma dtugoscé
Lsoo = 0.5m, a pozostale 8 zas Loy = 0.707m. Kazdy z nich ma rurowy przekrdj
poprzeczny, ktorego pole wynosi: A = 0.597 cm? (§rednica zewnetrzna ¢e, = 22 mm,
srednica wewnetrzna @yew = 20mm). Calkowite wymiary kratownicy wynosza odpo-
wiednio: dtugo$¢ — 4 m, szerokosé — 0.5m oraz wysokos¢ — 0.353 m.
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Rysunek 5.2: Stanowisko doswiadczalne — trojwymiarowa kratownica. (a) widok ogolny,
(b) piezo-sensor.

Drgania harmoniczne o czestotliwosci 35 H z sa wywolywane za pomoca aktywatora
piezoelektrycznego, umieszczonego w srodkowej czesci konstrukeji pomiedzy podtoga a
konstrukcjg. Na kazdym elemencie przyklejony jest sensor piezoelektryczny, na ktore-
go oktadkach gromadzony jest tadunek elektryczny (por. rys. 5.2a). Ladunek ten jest
proporcjonalny do odksztatcenia elementu na ktérym umieszczony jest czujnik. Po-
czatkowo pomiary przeprowadzane byty przy ich uzyciu, lecz po wstepnych pomiarach
problem z kalibracja modelu doswiadczalnego byt na tyle duzy, ze zastapiono je ak-
celerometrami (Briiel & Kjeer, typ: 4507 B 004 [73]), umieszczonymi we wszystkich
weztach kratownicy (z wytaczeniem podporowych). Prawdopodobna przyczyna tego
stanu rzeczy byt w matym stopniu kontrolowany kontakt czujnikéw piezoelektrycznych
z elementami kratownicy. Wynikaé¢ to mogto z niedopasowania pretéow kratownicy, ktore
charakteryzuja sie duza krzywizna (rurowy przekr6j poprzeczny) oraz plaskich czujni-
kow piezoelektrycznych lub/i zastosowanego kleju.

Uklad pomiarowy. Na rysunku 5.3 przedstawiony jest uktad pomiarowy wykorzy-
stany podczas sesji badawczych zaréwno konstrukeji poczatkowej jak i zmodyfikowane;j.
Sktada on sie z dwoch zasadniczych czedci: linii aktywacyjnej — odpowiedzialnej za po-
budzenie konstrukcji do drgan oraz linii pomiarowej, za pomoca ktorej rejestrowane
sa drgania konstrukcji. Elementy linii aktywacyjnej, a mianowicie: generator funkcyjny
(TTI, TG 1010A, zob. [71]), wzmacniacz (Cedrat Recherche, LA 75-01-005, zob. [75])
oraz aktywator piezoelektryczny (Cedrat Recherche, APA 100M, zob. [75]), potaczone
sa ztaczami typu BNC. Zadaniem generatora jest wytworzenie sygnatu harmoniczne-
go. Ten nastepnie jest odpowiednio wzmacniany i przesylany do aktywatora, ktory
zamieniajac energie elektryczna na mechaniczna wzbudza drgania konstrukeji. Uktad
ten zapewnia mozliwo$é kontrolnego pomiaru sygnalu aktywujacego, zaréwno przed
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wzmocnieniem jak i po wzmocnieniu. Jest to istotne ze wzgledu na zachowanie liniowej
charakterystyki wzmocnienia. Podstawowe elementy linii pomiarowej to: akcelerometry

linia pomiarowa

________________________________________________________________________

| BNC :
| e system PULSE LAN i |
: 3560-B-040 [Komputer ] |
: - oscyloskop :
| | WZmacniacz o 9 |
! sygnau Tektronix |
| B&K 45507 B 004 | TDS2000
i aktywator wzmacniacz A generator i
1 A\ -01- N 1
! CR APA 100M BNC CR LA 75-01-005 BNC TTI TG 1010A |

linia aktywacji
Rysunek 5.3: Uktad pomiarowy stanowiska doswiadczalnego.

(typy wspomniane powyzej), system PULSE (3560-B-040 zob. [73]), modul pomiaro-
wy wraz z oprogramowaniem oraz komputer. Akcelerometry posiadaja wbudowany
wzmacniacz sygnatu dostosowany do systemu PULSE i nie wymagaja one dodatko-
wej aparatury wzmacniajacej sygnal. Inaczej sytuacja wyglada jesli dokonywany jest
pomiar kontrolny za pomoca oscyloskopu, w ktérym wymagane jest wzmocnienie sy-
gnalu. Harmoniczne odpowiedzi konstrukeji rejestrowane przez system PULSE (w do-
menie czasowej) przesytane sa za pomoca tacza LAN do komputera pomiarowego i tam
obliczane sg usrednione amplitudy przyspieszen (z kilkudziesieciu okresow).

5.3.2 Model numeryczny

[stotnym elementem identyfikacji uszkodzenn metoda VDM-F jest poprawny model nu-
meryczny analizowanej konstrukeji. Szkic modelu numerycznego zostal zaprezentowany
na rys. 5.4, na ktérym zaznaczono dzialajaca harmoniczng site wymuszajaca P w wezle
nr 17. Ponadto wyrézniono te elementy, ktore w konstrukeji rzeczywistej wymieniono
na inne (o zmodyfikowanych polach przekroju). Polaczenia pomiedzy elementami za-
modelowano jako idealnie przegubowe. W weztach nr 1 i 2 natozone sg idealne wiezy
przemieszczeniowe we wszystkich kierunkach (u, = w, = w, = 0), podczas gdy w
weztach 24 1 25 mozliwy jest tylko ruch wzdluzny (u, # 0, u, = u, = 0). Elementy
tworzace konstrukcje zostaty zwazone. Ich wartosci wynosza odpowiednio:

Msoo0 = 0.375 [l{?g], Mror = 0.480 [k’g], (51)
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Rysunek 5.4: Model numeryczny MES dzwigara kratowego.

i sa zgodne z warto$ciami podanymi przez producenta. Te elementy sa w rzeczywistosci
wyposazone na koricach w nagwintowane zaczepy, umozliwiajace potaczenie z weztami.
To oczywiscie zaburza jednorodny rozktad masy, jednak w modelu numerycznym przy-
jeto réwnomierny jej rozktad. Przyjeto, ze przekrdj poprzeczny elementéow jest rurowy
na calej ich dtugosci (o §rednicach podanych przez producenta), a to z kolei prowadzi
do niedoszacowania masy elementow:

s

A’n/LSO() = Ms500 — PZ (qbiew - ¢12uew)L500 = 0.116 [kg]7 (52)
s

Amzor = Mror — P—(Cbiew - ¢12uew)L707 =0.114 [kg] (5-3)

4

W modelu numerycznym ta réznica zostata uwzgledniona jako masa skupiona, ktorej
potowe z danego elementu umieszczono w przylegtych weztach. W tablicy 5.1 przedsta-
wiono 5 dodatkowych mas Am; umieszczonych w weztach kratownicy wraz ze zwiazka-
mi je definiujacymi, warto$ciami oraz numerami weztéw, do ktorych przypisano te ma-
sy. Zaleza one od liczby i dtugosci elementow polaczonych w weztach. Dane materialowe
zostaly przyjete dla stali — modul Younga: E' = 205 G Pa oraz gestos$é: p = 7850 %. W
tablicy 5.2 przedstawiono rozktad masy w ujeciu globalnym — cze$¢ masy pochodzaca
od elementoéw zostala umieszczona w weztach, przy jednoczesnym zachowaniu masy
catego uktadu.

Kalibracja modelu numerycznego. Zajmijmy si¢ teraz konstrukcja poczatkowa,
ktorej wszystkie pola przekrojow poprzecznych elementéw sa identyczne. Na rysun-
ku 5.5 zostaly przedstawione pomierzone bezwzgledne wartosci amplitud przyspieszen
pionowych weztow ’II\L/IZL, ktorych wartosci sa odniesione do przyspieszenia ziemskiego
g = 9.8175. Amplituda sity wymuszajacej, generowanej przez aktywator piezoelektrycz-
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Tabela 5.1: Ekwiwalentne masy skupione.

Aml Am2 Amg Am4 Am5
zwiazek 2A77;500 2A7r£500 + A”;7O7 5A77;500 + 2A77£707 5A7r£500 6A77;500
masa [kg]  0.116 0.173 0.404 0.290 0.384
4,5, 7 8, 11, 14
numery 37 6’ 9’ 127 y Iy by ) ) )
weztow 2, 25 1, 24 15, 18, 21 10, 13, 16, 17, 20,
19, 22 23, 26
Tabela 5.2: Redystrybucja masy w modelu numerycznym.
masa masa masa razem
elementow Lsog elementow Lzg; W weztach
rzeczywista [kg| 62 x 0.375 8 x 0.480 26 x 0.235  33.2
26 x 0.235
w modelu [kg] 62 x 0.259 8 x 0.366 62 x 0.116  33.2
8 x0.114

15 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 26
nr wezla

Rysunek 5.5: Pomierzone amplitudy przyspieszeri pionowych weztow.

ny, nie jest znana. Dlatego tez w modelu numerycznym przyjeto wstepnie jednostkowsa
amplitude sity. Na rys. 5.6 zilustrowano amplitudy przyspieszen ?Ill dla tego przypad-
ku, wyrazone réwniez poprzez g. Obliczone w ten sposéb amplitudy przyspieszen prze-
skalowano liniowo tak, aby sredniokwadratowa réznica pomiedzy przeskalowanymi i
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Rysunek 5.6: Obliczone numerycznie amplitudy przyspieszen pionowych wezlow.

pomierzonymi amplitudami przyspieszen byta najmniejsza:

L 1M U;
i; 0 = ur = =1+ =

)

(5.4)

Wyznaczone numerycznie amplitudy przyspieszen zostaly obliczone przy zatozeniu jed-
nostkowej amplitudy sity wymuszajacej, a zatem w ramach przyjetego liniowego za-
chowania uktadu mozemy zinterpretowa¢ wspotczynnik skalujacy jako amplitude sity
P = 158.92 [N], generowanej przez aktywator. Na rysunku 5.7 przedstawione zostato
porownanie przeskalowanych numerycznych oraz pomierzonych amplitud przyspieszen.

15 T T T T T T T T T T T T T T

10

3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14 15 16 17
nr wezla

I pomierzone
I numeryczne

18 19 20 21 22 23 26

Rysunek 5.7: Poréwnanie przeskalowanych numerycznych i pomierzonych amplitud

przyspieszen pionowych weztow.
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Rysunek 5.8: Réznice pomiedzy numerycznymi (przeskalowanymi) i pomierzonymi am-
plitudami przyspieszen pionowych weztow.

Jak wida¢ na rysunku 5.8, r6znice w amplitudach przyspieszeri w kilku weztach sa
dosé istotne i siegaja nawet 20%, a w wezle 26 réznica ta wynosi powyzej 25%. Roz-
bieznosci te nie sa akceptowalne w analizie odwrotnej i z tego wzgledu uwzglednionych
bedzie 8 pomiaréw wykazujacych najlepsza zgodno$¢ z modelem numerycznym. Do
dalszej analizy zostaja wybrane wezty o numerach: 3, 6, 8, 10, 11, 12, 14, 20. Dla tego
zestawu weztow zostal powtornie obliczony mnoznik skalujacy zgodnie ze wzorem (5.4),
wynoszacy teraz 0 = 159.81. Dla tego wspotczynnika na rys. 5.9 poréwnane zostaly
odpowiednie amplitudy przyspieszeri, a ponizej przedstawiono ich réznice.

Wyznaczony w ten sposoéb wspotezynnik skalujacy o dla wybranych weztow spra-
wia, ze bardzo dobrze koresponduja obliczone i pomierzone amplitudy przyspieszen
1 moze by¢ on uwzgledniony w analizie odwrotnej dwojako. Numeryczne amplitudy
przyspieszen uzyskane od jednostkowej sily wymuszajacej sa skalowane przez o lub po-
mierzone amplitudy przyspieszen sa skalowane przez %. W ramach przyjetego liniowego
zachowania uktadu obydwa podejscia sa rownowazne.

5.3.3 Analiza odwrotna

Konstrukcje zmodyfikowang uzyskano przez wymiane 2 elementéw na inne w wybra-
nej sekcji (por. rys. 5.10). Te zmodyfikowane elementy sa wykonane rowniez ze stali —
modut Young’a E i gestos¢ pozostaja bez zmian, lecz o zmienionym polu przekroju:
A = 1.343 cm?. Wspotezynnik modyfikacji sztywnosci elementéw 46 i 48 wynosi tutaj
U4 = Uyg = 2.04. Celem zadania odwrotnego jest zlokalizowania i zidentyfikowanie
tych parametréw. Drgania konstrukeji zmodyfikowanej zostaly pomierzone (amplitu-
dy) analogicznie jak w przypadku konstrukcji poczatkowej. Na rysunku 5.11 zostaly
one poréwnane z amplitudami przyspieszen, uzyskanymi dla konstrukeji poczatkowej
(zaprezentowanymi juz powyzej por. rys. 5.9).

Wymiana 2 elementéw w konstrukeji nie wywotuje istotnych zmian amplitud przy-
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Rysunek 5.9: Réznice pomiedzy numerycznymi (§ = 159.81) i pomierzonymi amplitu-
dami przyspieszeni pionowych oraz ich réznice w wybranych weztach.

Rysunek 5.10: Fragment dzwigaru kratownicowego, w ktérym zostaty wymienione dwa
elementy (nr 46 i 48).

spieszen. Roznice pomiedzy pomierzonymi amplitudami przyspieszen konstrukeji nie-
uszkodzonej i zmodyfikowanej sa w zakresie ok. 6%-12%. Dlatego tez istotne byto uzy-
skanie mozliwie zgodnych wartosci amplitud pomierzonych i obliczonych numerycznie
konstrukeji poczatkowej (rozbieznosé ponizej 2%).

Identyfikacja uszkodzen zostala wykonana wedtug algorytmu 4.2, w ktérym funkcja
celu jest wyrazona w zaleznosci od wybranych amplitud przyspieszen uzyskanych dla
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Rysunek 5.11: Amplitudy przyspieszen konstrukcji poczatkowej (numeryczne i pomie-
rzone) oraz zmodyfikowanej (pomierzone).

rad],

jednej czestosci wymuszenia w = 27 - 35 [ -

F=Y" [“ — “] , (5.5)

)Y

i
gdzie ii; stanowi numerycznie obliczona amplitude przyspieszenia pionowego (modelo-
wang amplitudami dystorsji wirtualnych) w wezle i, podczas gdy ZAZ stanowi odpowied-
nio amplitude pomierzona. Zastosowane w tym zadaniu wymuszenie o jednej, ustalonej
czestosci pozwala opusci¢ znak sumowania po w we wzorze (5.5).

Poczatkowy wektor modyfikacji 197A w procesie optymalizacji zostal przyjety jako
wektor o jednostkowych sktadowych — charakteryzujacy konstrukcje poczatkowa. Ze
wzgledu na ograniczong liczbe wiarygodnych 8 pomiaréw amplitud przyspieszen, zakres
identyfikowanych parametréw zostal ograniczony tylko do tej sekcji, w ktorej zostaly
wymienione elementy (por. rys. 5.4 i 5.10) (stad y=1,2...8).

Proces optymalizacji funkcji celu przeprowadzono metoda najwickszego spadku dla
dwoch przypadkéw: w pierwszym parametr A = 0.3 jest ustalony arbitralnie w kazdej
iteracji oraz — drugi przypadek — jest on optymalizowany na kazdej iteracji. Poczat-
kowa wartosé¢ funkcji celu w obu przypadkach wynosi F'") = 7.372 ¢~2. Rysunek 5.12
przedstawia wartosci funkcji celu w kolejnych iteracjach w tych przypadkach. Pro-
ces optymalizacji dla ustalonego parametru A = 0.3 przeprowadzony w 300 iteracjach
charakteryzuje wysoka niestabilno$¢ zbieznosci rozwiazania. Jednak $ledzac historie
procesu optymalizacji mozna stwierdzi¢, ze minimalna wartos¢ funkcji celu zostata
osiggnieta w 270 iteracji i wyniosta F®%) = 4279¢73, a odpowiadajacy jej zidenty-
fikowany wektor parametréow konstrukcji jest zilustrowany na rys. 5.13. Natomiast w
drugim przypadku, gdy optymalizowany jest parametr A\, nastepuje szybka zbieznosé¢ i
stabilno$¢ rozwiazania. Dlatego tez proces optymalizacji zostal ograniczony do 100 ite-
racji, ktorego rezultat (z ostatniej iteracji, F(1%°) = 4,277 ¢~3) zaprezentowano na rys.
5.13. W obu przypadkach spadek funkcji celu wynioést ok. s = 0.058. Mimo, ze spadek
wartosci funkcji celu nie jest duzy, to proces optymalizacji z zadowalajaca doktadnoscia
wskazuje na wlasciwie zlokalizowane intensywnosci uszkodzen.
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Rysunek 5.12: Wartosci funkeji celu w kolejnych iteracjach.
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Rysunek 5.13: Wyniki identyfikacji uszkodzenia przeprowadzonej dla danych doswiad-
czalnych.

W tablicy 5.3 zawarto poréwnania wybranych parametréw optymalizacji metoda
najwiekszego spadku przy stalej i zmiennej wartosci wspotczynnika A. Modyfikacja w
elemencie 46 zostata wykryta precyzyjnie, podczas gdy w elemencie 48 roéznica pomie-
dzy zidentyfikowanym a rzeczywistym polem przekroju poprzecznego wynosi ok. 18%.
Zauwazmy, ze do tego problemu zostala zastosowana tylko jedna czestosé wymuszenia.
Wymuszenia o wyzszych czestosciach, ze wzgledu na charakterystyke wzmacniacza, nie
mogty zosta¢ wykorzystane.
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Tabela 5.3: Wybrane parametry zadnia odwrotnego.

parametr optymalizacja NS
optymalizowany
A 0.3 w iteracji
liczba iteracji 300 100
czas identyfikacji 0’50” 2’357
Vs = 2.000A V45 = 2.008
zidentyfikowane N Uiy = 1‘030
bezwzgledny Avy = 1.73 Agg = 1.38
btad [%) Al =18.80 Al =17.82







Rozdziat

Podsumowanie

6.1 Oryginalne osiggniecia pracy

W rozprawie opracowano Metode Dystorsji Wirtualnych sformutowana w domenie cze-
stotliwosci (VDM-F). Pozwala ona na efektywna i szybka reanalize konstrukeji obciazo-
nej harmonicznie, ktora zostata zastosowana do identyfikacji uszkodzen w konstrukcjach
pretowych. W szczegolnosci zostaly wykonane nastepujace zadania:

e Adaptacja Metody Dystorsji Wirtualnych do probleméw ustalonych drgan kon-
strukcji — to zagadnienie zostalo oméwione w rozdziale 3, w ktérym opracowano
podstawy teoretyczne, modelowanie parametréw konstrukeji za pomoca dystorsji
wirtualnych przy wykorzystaniu dwojakiego rodzaju macierzy wptywu. Przepro-
wadzono rowniez analize wrazliwosci pol dystorsji wirtualnych;

e Opracowano metode szybkiej reanalizy konstrukeji dla zmodyfikowanych para-
metréw oraz poddanej drganiom harmonicznym, o ustalonych czesto$ciach. Re-
analiza ta pozwala na obliczenie zaktualizowanych odksztatcen, przemieszczeni,
przyspieszen itp. dla catej konstrukcji lub jej czesci;

e Sformulowanie problemu identyfikacji uszkodzen konstrukeji (rozdzial 4) obcia-
zonej harmonicznie — opracowano algorytmy wykorzystujace MDW do lokaliza-
¢ji i intensywnos$ci defektéw w konstrukeji. Zaproponowano gradientowe metody
optymalizacji, ktorych wynikiem jest rozktad modelowanych parametrow;

e Stworzono oprogramowanie, pakiet jvdmf w jezyku Java, w ktérym zaimplemen-
towano opracowane algorytmy identyfikacji uszkodzeri (VDM-F) dla ram ptaskich
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6.2

oraz trojwymiarowych kratownic z uwzglednieniem utraty masy i sztywnosci. Zre-
dukowano koszty obliczeniowe w poréwnaniu do Metody Impulsowych Dystorsji
Wirtualnych (VDM-T), kosztem jednak zwiekszonej liczby czujnikéw pomiaro-
wych;

Zaproponowano metode monitorowania stanu technicznego konstrukcji, opraco-
wano uklad pomiarowy i pomyslnie przeprowadzono do$wiadczalng weryfikacje
na przyktadzie przestrzennej kratownicy (rozdziat 5);

Whnioski koncowe

Wprowadzono pojecia wykorzystywane do opisu MDW oraz ustalono zwiazki po-
miedzy modyfikowanymi parametrami elementu skoriczonego i konstrukeji a skta-
dowymi dystorsji wirtualnych na podstawie problemu wtasnego macierzy sztyw-
nosci;

Sformutowano i oprogramowano MDW dla drgani ustalonych z uwzglednieniem
modelowania zaréwno zmiany sztywnosci konstrukeji— dystorsje wirtualne wpro-
wadzane lokalnie jak i masy — dystorsje wirtualne wprowadzane globalnie;

Opracowano i oprogramowano algorytmy analizy wrazliwosci dystorsji wirtual-
nych wzgledem modelowanych parametréw modyfikacji konstruke;ji;

Opracowano i oprogramowano algorytmy identyfikacji parametréw dla przestrzen-
nych konstrukeji kratowych i ram ptaskich, obciazonych harmonicznie — analizo-
wane sg zmiany amplitudy drgan;

Do identyfikacji zastosowano gradientowe metody optymalizacji: najwiekszego
spadku z wykorzystaniem czastkowego, jednowymiarowego problemu optymali-
zacji;

Dokonano poréwnania na przyktadach numerycznych sformutowari w domenie
czasowej i czestosciowej (VDM-T i VDM-F), z ktorego wynikaja nastepujace
wnioski:

— czas analizy odwrotnej przy zastosowaniu algorytméow VDM-T jest ok. 300
razy dtuzszy niz podobna analiza metodag VDM-F;

— wymagana liczba sensoréw dla VDM-F jest znacznie wicksza — o ile mozliwe
na calej konstrukeji — niz w alternatywnym sformutowaniu VDM-T;

— rozktady defektéw otrzymane z przeprowadzonych analiz odwrotnych sg po-
rownywalne;
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e Wykonano model numeryczny rzeczywistej, trojwymiarowej kratownicy dla kto-
rej zamodelowano i pomierzono weztowe przyspieszenia dla ustalonej czestotliwo-
Sci co bylo podstawa wykonanej analizy odwrotnej potwierdzajacej skutecznosé
zaprezentowanej metody;

6.3 Plany przysztych badan

Przedstawiona w pracy koncepcja identyfikacji uszkodzen pozwala na efektywng i sku-
teczna analize odwrotna. Mimo to, pewne jej elementy musza zosta¢ dostosowane do
konkretnego obiektu inzynierskiego. W szczegdlnosci zostana przeprowadzone nastepu-
jace zadania:

e rozwdj narzedzi numerycznych, a w tym optymalna lokalizacja wymuszen oraz
wybor czestosci wymuszajacych. W ten sposob mozna zwickszy¢ doktadnos$é de-
tekeji uszkodzen lub/i zminimalizowaé liczbe sensoréw. Liczba sensoréw moze
mie¢ istotne znaczenie w przypadkach, gdy utrudniony jest dostep do czesci ba-
danego obiektu. Do oceny stanu technicznego konstrukcji bedzie uwzgledniona
historia i rozwo6j uszkodzen, ktorej celem bedzie oszacowania czasu, przy ktérym
obiekt zapewnia bezpieczenstwo przy normalnym jego uzytkowaniu.

e opracowanie konfiguracji sprzetowej z uwzglednieniem tanich czujnikéw piezo-
elektrycznych, przedwzmacniaczy sygnatu i wstepnego jego przetwarzania oraz
sposobu ich trwalego montazu na konstrukcji. Wraz ze wzrostem odlegtosci prze-
sytanego sygnatu za pomoca kabli wplyw szumu moze by¢ tutaj istotnym ograni-
czeniem. Dlatego tez, uzasadnione jest wykorzystanie do tego celu bezprzewodo-
wej transmisji danych z czujnikéw pomiarowych do centralnej jednostki zbiera-
jacej dane i dalej do centrum obliczeniowego. Do rozwiazania pozostaje réwniez
kwestia sposobu zasilania urzadzen elektronicznych.

e przetestowanie metody na obiekcie inzynierskim — przedmiotem badan realizuja-
cym omowiong koncepcje identyfikacji uszkodzeni bedzie most kolejowy w Niepo-
recie (zob. 1.1). Posrednimi celami bedzie:

— ustalenie wpltywu czynnikéow $rodowiskowych na urzadzenia elektroniczne,
aparature i czujniki pomiarowe i rejestrowane sygnaty podczas réznych por
roku;

— poréwnanie wynikow pomiarowych otrzymanych za pomoca transmisji bez-
przewodowej i tradycyjng, przy uzyciu kabli.
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