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Wstep

Niniejsza praca po$wiecona jest tematyce mechaniki ciata afinicznie sztywnego.
Model takiego ciata jest uzywany w mechanice kontinuum, a takze w rozmaitych za-
gadnieniach dynamiki uktadow wieloczastkowych. Jest to szczegélny przypadek kolek-
tywnych stopni swobody i metod momentowych w zagadnieniu wielu cial, mechanice
osrodkéw ciaglych. Model cial deformowalnych jednorodnie jest zwiazany z klasycz-
nymi procedurami dyskretyzacyjnymi typu Rietza, Galerkina i metodami elementow
skonczonych dla zwyktego kontinuum. Zagadnienia o nieskonczonej liczbie stopni swo-
body dajg sie w dobrym przyblizeniu efektywnie opisa¢ w jezyku skonczenie-wymia-
rowych uktadéw dynamicznych. Samo przejscie od uktadéw opisywanych réwnaniami
rozniczkowymi czastkowymi do modelu opartego na réwnaniach rézniczkowych zwy-
czajnych jest zawsze wielkim uproszczeniem. W szczeg6lnosci jezeli chodzi o analize
jakosciowa, rachunek przyblizony, jak i techniki numeryczne takie uproszczenie jest
bardzo pozadane.

Metody oparte na modach kolektywnych i procedurach momentowych sa skutecz-
ne, gdy zjawisko ma na tyle nielokalny charakter, ze do jego opisu wystarczy nie-
wielka liczba parametréow zaleznych od zmiennych jednoczastkowych. Te nielokalne,

ykolektywne” parametry powinny przy tym odprzega¢ sie od pozostatych i spetniac
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w dobrym przyblizeniu autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (jako
funkcje czasu). Ma to miejsce np. gdy dtugosé fal sprezystych wzbudzanych w ciele jest
poréwnywalna z jego rozmiarami. Wystepowanie modéw kolektywnych wiaze sie $ci-
sle z geometrig przestrzeni fazowej i z geometrig innych przestrzeni wystepujacych
w opisie kinematyki problemu. Przestrzen konfiguracyjna zmiennych kolektywnych
jest z reguty grupa Liego, zwigzang ze wspomnianymi strukturami geometrycznymi
lub przestrzenig jednorodng grupy Liego. Zwigzek miedzy struktura teorii fizycznych
na fundamentalnym poziomie sprawia, ze sg to z reguty grupy automorfizméw réznych
struktur przestrzennych. Typowym przyktadem jest bryta sztywna. Zwigzane z nia po-
jeciowo uktady dynamiczne na grupie ortogonalnej sa podstawa dla wszystkich innych
uogdlnien tego typu. Skrajnym przypadkiem takiego uktadu dynamicznego wzorowa-
nym na bryle sztywnej jest hydrodynamika idealnej cieczy niescisliwej [2, 3|. Istnieja
rowniez podobne sformutowania dla teorii sprezystosci. W podejs$ciu nieskonczenie-
-wymiarowym nie stosujemy dyskretyzacji, natomiast wprowadzamy wieloczastkowe
mody efektywne. Jest to prostsze niz mikroskopowy opis uktadu jako dyskretnego
agregatu wielu czastek, podlegajacego prawidtowosciom statystycznym. Metody heu-
rystyczne, oparte na analogii z grupami skonczenie-wymiarowymi, pozwalaja ponadto
odgadnaé niektore typy rozwigzan i nastepnie sprawdzi¢ je wprost bezposrednim ra-
chunkiem. Brak efektywnej, dobrze sformutowanej teorii nieskonczenie-wymiarowych
sgrup Liego” powoduje, ze tym cenniejsze sa opisy posrednie miedzy bryta sztywna
a pelnym opisem osrodka cigglego. Najprostszym modelem jest ciato afinicznie sztyw-
ne, tzn. sztywne w sensie geometrii afinicznej. Wszystkie relacje afiniczne pomiedzy
jego punktami materialnymi pozostaja niezmiennicze, a zatem, np. proste material-
ne pozostajg prostymi, ich réwnolegtoéé¢ pozostaje zachowana, jak i stosunek odcin-
kow lezacych na jednej prostej. Przestrzen konfiguracyjna modéw kolektywnych daje
sie utozsamic¢ z grupg afiniczna, a raczej z jej przestrzeniag jednorodng z trywialnymi
grupami izotropii.

Takie ,usztywnione” deformacje maja miejsce w makroskopowych ciatach sprezy-

stych, gdy wzbudzone fale majg dtugo$¢ poréwnywalng z rozmiarami liniowymi ciata.
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Roéwniez niektore zagadnienia astrofizyczne wigza sie z zastosowaniem tego rodzaju
metod. Ostatni problem ma bardzo dtuga historie, zapoczatkowang przez samego New-
ton, poprzez Riemanna, Kroneckera i Dedekinda, az do niemal wspotczesnie Chandra-
sekhara (wspétczynniki wirialne, teoria ksztaltu Ziemi, wibracje i obroty gwiazd)[11].
Dynamika obiektéw w mikroskali, jak jadra atomowe i molekuty, réwniez wykorzystuje
tego rodzaju obiekty. Dynamika molekut i roznych struktur nadmolekularnych wiaze
sie z teorig o$rodkéw ze struktura, jak np. krysztaty molekularne, a w ciagtej granicy
- kontinua ze struktura, np. mikromorficzne (uogélnienie mikropolarnych) lub mikro-
morficzne wyzszego rzedu. Wtasnie tutaj miato miejsce jedno z pierwszych zastosowan
afinicznych stopni swobody jako modelu modow wewnetrznych - mikromorficzna teoria
Eringena [22, 23, 24, 25]. P6Zniej model afiniczny stal si¢ zagadnieniem samym w sobie,
chociaz trzeba przyznac, ze potrzeby teorii osrodkéw strukturalnych dostarczaja silnej
motywacji dla badan uktadéw dynamicznych opisujacych zachowanie pojedynczych
cial afinicznie sztywnych. Zagadnienia te sa interesujace nie tylko w 3-ch wymiarach
ale i w 2-ch (takze w 1-m) wymiarach, jako np. modele powtok (strun) z mikrostruk-
turg. Z punktu widzenia czystej mechaniki analitycznej, modele te wigza si¢ silnie
z teorig uktadow catkowalnych oraz zagadnieniami symetrii i degeneracji.

Zastosowania mikroskopowe, w tym na poziomie molekularnym i nadmolekular-
nym, wymagaja uzycia modelu kwantowego. Najprostszym z mozliwych podejsciem
jest tu Schrodingerowska kwantyzacja w jezyku funkeji falowych na odpowiedniej gru-
pie (afinicznej, liniowej, ortogonalnej itp.) lub jej przestrzeni jednorodnej. Zagadnie-
nie to wiaze sie tez z przyblizeniem quasiklasycznym, ze wzgledu na zastosowania
w mechanice duzych molekut, fullerenow, itp., gdzie jednocze$nie wystepuja zjawiska
klasyczne i kwantowe. Moze to wiaza¢ si¢ z bardzo fundamentalnymi problemami, jak
dekoherencja i pomiar kwantowy.

Wracajac do zagadnien bardziej praktycznych. Model ciala afinicznie sztywnego,
jak wspomniano, wigze si¢ z metoda elementéw skonczonych i z technikami nume-
rycznymi. W metodzie tej ciato poddane zostaje triangulacji na niewielkie elementy,

np. czworosciany (sympleksy) deformujace sie w przyblizeniu w sposéb jednorodny.
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Przeprowadzajac taka triangulacje ciata na niewielkie sympleksy deformowalne jedno-
rodnie mozemy osrodek ciggly opisa¢ jako dyskretny, a wtasciwie skonczony agregat
wspotpracujacych cial afinicznie sztywnych. Umozliwia to zastosowanie budzacych za-
ufanie, wiarygodnych metod taczacych w sobie srodki analityczne i numeryczne [60].

Model ciata afinicznie sztywnego pojawit sie, jak wspomniano, w teorii osrodkéw
mikromorficznych pochodzacych od Eringena i jego szkoty [22, 23, 24, 25]. Jako teo-
ria oparta na geometrii rézniczkowej i mechanice Hamiltonowskiej oraz kwantowej
byt rozwiniety w roznych aspektach przez J. J. Stawianowskiego i wspotpracownikow
[29]-[31], [47]-[50], [65]-[92]. Bardzo interesujace aspekty ruchu afinicznego w kontekscie
hydrodynamiki i astrofizyki byly badane przez O. I. Bogojavlenskiego [5, 6]. Zostaty
uzyte bardzo wyrafinowane metody teorii uktadéw dynamicznych. Scisle biorgc, nie
byt to problem wiezéw natozonych na réwnania ruchu lub zasade wariacyjna (a wiec
wiazacy sie z istnieniem sit reakcji - biernych czynnikéw wymuszajacych wiezy), lecz
poszukiwanie rozwigzan okreslonego typu (ruchéw afinicznych) dla wyjsciowych réw-
nan bez wiezéw. Sa to nieco inne zagadnienia, ale zwigzek miedzy nimi, zreszta bardzo
interesujacy, jest nie doktadnie zbadany. Wyrafinowana analiza matematyczna oparta
na jakosciowej teorii uktadéw dynamicznych i geometrii symplektycznej byta przepro-
wadzona m. in. przez M. Robertsa i C. Wulff [58, 105]. Matematycznymi aspektami
tego problemu zajmowali sie réwniez A. S. Burov, D. P. Chevallier i inni [4, 12]. Pokry-
wajg sie one w szczegblnosci z takimi problemami jak potozenia rownowagi wzgledne;j
i orbity wzglednie periodyczne. Wspomnijmy przy okazji, ze istnieje interesujace i nie-
spodziewane powigzanie pomiedzy n-wymiarowym modelem ciata afinicznie sztywnego
i jedno-wymiarowym problemem n-cial, w szczegdlnosci, w dynamice sieci catkowal-
nych badanych przez Calogero, Mosera, Sutherlanda i innych [8, 52, 53].

W ponizszej pracy zajmowac si¢ bedziemy mechanika uktadéw o skonczonej liczbie
stopni swobody. Rozpatrujemy ze szczegdlna uwaga model ciala afinicznie sztywnego
0 wymiarze nizszym niz wymiar przestrzeni, w ktérym jest ono zanurzone. Oczywiscie
fizycznie najbardziej interesujacy jest przypadek ciala dwuwymiarowego w przestrze-

ni tréjwymiarowej (Rozdziat 3). Jest on oczywiscie ciekawy z punktu widzenia czy-
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stej mechaniki analitycznej jako przyklad ukladu z symetriami (z afiniczng symetria
stopni swobody), ktérego przestrzenia konfiguracyjna jest przestrzen jednorodna nie
bedgca jednak grupa. Analiza tego zagadnienia jest mozliwa tylko dzieki uzyciu nieho-
lonomicznych quasi-predkosci (zwiazanych z grupami symetrii) i sprzezonych do nich
quasipedow (Rozdzial 2). Model ten moze by¢ fizycznie uzyteczny w pewnych makro-
skopowych zagadnieniach sprezystosci i w teorii osrodkéw z mikrostrukturg. Mamy na
mysli ciato sktadajace sie z afinicznie deformowalnych ,ptytek”, podobnie, jak ciekty
krysztat sktada sie z ,,pateczek”. Model ten moze by¢ tez uzyteczny w badaniu zjawisk
powierzchniowych w ciatach z mikrostruktura. Ciekawa jest perspektywa zastosowan
biomechanicznych i biofizycznych, np. czerwone ciatka krwi (erytrocyty) z mechanicz-
nego punktu widzenia moga by¢ do pewnego stopnia uwazane za zanurzone w cieczy
(w osoczu) dwuwymiarowe ciatka afinicznie sztywne poruszajace sie w trojwymiarowej
przestrzeni.

Wspomnielismy o zagadnieniach mikrostrukturalnych. Mamy tu na mysli osrod-
ki ziarniste, lub krysztaly molekularne zlozone z plaskich molekut (np. molekuta
3-atomowa jest zawsze idealne plaska). Czesto mamy do czynienia z duzymi moleku-
tami o ptaskim ,kadtubie”, ktorego stopnie swobody decyduja o kierunku i dynamice
catej molekuty.

W takich zagadnieniach mikroskopowych i w problemach nanofizyki, gdzie istotna
jest dynamika molekut i matych struktur nadmolekularnych, musimy postugiwaé sie
modelem kwantowym. W rozdziale 7 oméwilidmy w zarysie kwantyzacje naszego mode-
lu i wykorzystujac analize harmoniczna na grupach, dokonaliSmy czeSciowej separacji
zmiennych. W zagadnieniach izotropowych pozwala to efektywnie zredukowac problem
z szesciu do dwdch stopni swobody (niezmiennikéw plaskiej deformacji).

Naszkicowane tez zostato sformutowanie dynamiki ptaskich ciat afinicznie sztyw-
nych oparte na pojeciach czysto Newtonowskich (Rozdziat 6), bez zaktadania Lagran-
gianu lub Hamiltonianu, a wiec mogace uwzgledni¢ dyssypacje. Wyprowadzenie réw-
nan ruchu opiera sie wtedy na zasadzie d’Alemberta. Sity reakcji mozna wyeliminowaé

bioragc momenty zerowego i pierwszego stopnia od wyjsciowych réwnan ruchu uktadu
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wieloczastkowego bez wiezéw afinicznych. Ogélniej, gdyby$my zaltozyli, ze deformacje
opisane sg odwzorowaniami wielomianowymi ustalonego stopnia %k, musielibySmy uzy¢
momentéw multipolowych réwniez stopnia k.

Opro6cz modelu o zdegenerowanym wymiarze (Rozdzial 3 1 4), zostal réwniez zba-
dany model ,z gruboscia” (Rozdziat 5). W obu przypadkach zbadane zostalty pewne
typy Scistych rozwiazan rownan ruchu. Rzecz w tym, ze réwnania ruchu sg na ogot
silnie nieliniowe. W zwiazku z tym musimy postugiwaé¢ sie¢ metodami jakosciowymi,
pozwalajacymi na wyrobienie sobie pogladu o strukturze rozwigzania ogdlnego i por-
tretu fazowego lub tez odwota¢ sie do technik numerycznych. Rozwiazania te wiaza si¢
z pewnymi klasycznymi zagadnieniami astrofizyki i geofizyki, jak figury réwnowagowe
[11], ustalone elipsoidy, teoria ksztaltu Ziemi, itp. Posiadaja tez odpowiedniki w teorii
materii jadrowej (jadra z ustalona deformacja). Metody uzyte do ich znalezienia wia-
73 sie z teoria tzw. obrotéw stacjonarnych (ustalonych) ciata sztywnego. Stacjonarne
elipsoidy pojawiaja sie rowniez w kolektywnym, kroplowym modelu jadra atomowego.

Nasza analiza szczegdlnych rozwiazan typu ,stacjonarne” elipsy pozwala oczekiwaé

mozliwosci zastosowania naszego modelu do analizy zagadnienia trzech ciat.
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Rozdziat 1

Ciata afinicznie sztywne

Niniejszy rozdzial poswiecony jest ogélnemu sformutowaniu zagadnienia ciat afi-
nicznie sztywnych. Zostanie opisany tu dobrze znany aparat mechaniki analitycznej
w postaci lagranzowskiej i hamiltonowskiej [3, 27, 28, 96, 97], jak réwniez aparat
matematyczny dotyczacy cial deformowalnych jednorodnie [67, 69, 70, 71, 72, 75,
76, 80, 90, 91, 92|. Jest to krétkie przypomnienie podstawowych pojeé i zagadnien
wykorzystywanych w dalszej czesci pracy.

Opisujac ciata afinicznie sztywne, tj. deformowalne jednorodnie, zakladamy, ze
przestrzen fizyczna, w ktorej znajduje sie to ciato ma geometri¢ afiniczng. Samo ciato
afinicznie sztywne jest to uktad punktéw materialnych (dyskretny lub ciagly), pod-
dany wiezom, na mocy ktérych wszystkie relacje afiniczne miedzy punktami ciala
pozostaja zachowane podczas ruchu. Mianowicie, proste pozostaja prostymi, zostaje

tez zachowana réownolegtosé dwoch prostych i stosunek dtugosci odcinkéw lezacych na
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jednej prostej. Dowolne dwie konfiguracje mozna ze sobg powigza¢ doktadnie jednym
przeksztatceniem afinicznym.

Ruch afiniczny sktada sie z translacji przestrzennych, obrotéw sztywnych i defor-
macji jednorodnych. Przemieszczajac wszystkie czagstki o$rodka za pomoca tych sa-
mych przeksztalcen afinicznych, dostajemy deformacje jednorodng. Punkt materialny
o wspéhrzednych afinicznych a ulega w trakcie takiej deformacji przemieszczeniu do

punktu o wspoétrzednych

y'(t,a) = 2'(t) + @' (t)a", (1.1)
gdzie wspolezynniki ', tworzg macierz nieosobliwg. Ruch jest opisany przez zalezne
od czasu wspotrzedne x' (opisujace ruch translacyjny $rodka masy) i ¢’y (opisujace

stan deformacji, jak réwniez rotacyjne stopnie swobody).

W niniejszej pracy zajmujemy si¢ uproszczonym przypadkiem, w ktérym nie ma
translacyjnych stopni swobody, tzn. 2 = 0. Ciato wykonuje tylko obroty afiniczne
wokoét ustalonego punktu, np. $rodka masy o wspétrzednych odniesienia a® = 0 i de-
formacje jednorodne. Ze wzgledu na wybdér nieruchomego, wyréznionego punku, ktory
utozsamiamy z zerem przestrzeni wektoréw swobodnych, przestrzen fizyczng i mate-
rialng mozemy utozsamic¢ z przestrzeniami wektorowymi. Jako wspotrzednych w prze-
strzeni konfiguracyjnej mozemy uzy¢ parametréw deformacji i obrotu ¢',. Cialo ma

zatem skonczong liczbe stopni swobody.
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1.1. Kolektywne i wewnetrzne stopnie swobody

1.1. Kolektywne i wewnetrzne stopnie swobody

Gdy definiujemy stopnie swobody, na poziomie czystej kinematyki, pojecie tensora
metrycznego jest nam jeszcze zbedne. Przestrzen fizyczna moze by¢ metrycznie amor-
ficzna i wyposazona jedynie w geometrie afiniczng (Talesa). Jak wiadomo, geometria
afiniczna, tzn. oparta na pojeciu przeniesienia réwnolegltego, zdaje sprawe z najbardziej
elementarnej struktury przestrzeni fizycznej w matej skali. Pojecia metryczne zwigza-
ne sg z wprowadzeniem dodatkowych pojeé¢, uzupemhiajacych strukture afiniczng do
euklidesowej. Tensor metryczny staje si¢ istotny wowczas, gdy konstruujemy modele
dynamiczne. Chociaz jak pokazemy, istniejg rowniez modele pozbawione metryki. Mo-
dele takie sg interesujace z czysto matematycznego punktu widzenia, aczkolwiek moga
wydawac sie wzglednie egzotyczne od strony fizycznej. Niemniej jednak ich zastosowa-
nia fizyczne nie sg wykluczone.

Do opisu stopni swobody ciata afinicznego zwyczajowo uzywa sie dwoch logicznie
roznych przestrzeni afinicznych: przestrzeni fizycznej M, w ktorej znajduje sie osro-
dek materialny (wspétrzedne eulerowskie), i przestrzeni materialnej N czyli zbioru
punktéw materialnych (wspoétrzedne lagranzowskie). Przestrzenie te wyposazone sa
w odpowiednie struktury afiniczne (M, V, —), (N,U, —). V i U oznaczaja liniowe prze-
strzenie wektoréw swobodnych, tzn. translacji, odpowiednio, w przestrzeni fizycznej M
i w przestrzeni materialnej N. Strzatka —: M x M — V oznacza odwzorowanie, ktore
dowolnej parze punktéw p,q € M przyporzadkowuje wektor pg € V' - translacje prze-
prowadzajaca punkt p w punkt ¢g. Odpowiednio, dla przestrzeni materialnej uzywamy
tego samego oznaczenia dla operacji wektora wodzacego.

Przestrzen konfiguracyjna () cigglego ciata afinicznie sztywnego utozsamia sie z roz-
maitoscia AfI(N, M) - zbiorem izomorfizméw afinicznych przestrzeni N na M, tzn.
odwracalnych odwzorowan afinicznych. Przestrzen @) jest podzbiorem otwartym w
Af(N, M) (zbiorze odwzorowan afinicznych przestrzeni N w M) i jego uzupelnienie
jest zbiorem miary zero, tzn. sktada sie z osobliwych (degenerujacych wymiar) od-

wzorowan afinicznych. Ograniczenie przestrzeni Af(N, M) do jej podzbioru otwartego
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AfI(N, M) jest istotne w teorii kontinuum poddanego wiezom afinicznej sztywnosci.
Jest ono bowiem warunkiem koniecznym i dostatecznym, by konfiguracje "nie zlepiaty”
punktéow materialnych. Ograniczenie to jest jednak zbyt silne i zbedne w mechanice
cial dyskretnych. Odwzorowanie moze by¢ bowiem osobliwe i degenerowaé¢ wymiar,
nie "zlepiajac” ze soba punktéw uktadu dyskretnego.

Z uwagi na zastosowania praktyczne interesuje nas tylko ruch wewnetrzny. Aby od-
dzieli¢ od siebie stopnie swobody ruchu postepowego i wewnetrznego, uzywa sie innej
reprezentacji przestrzeni konfiguracyjnej. Mianowicie, ustalamy pewien punkt v € N.
Punkt ten nazwiemy lagranzowskim srodkiem rozktadu masy w ciele. Wspottowarzy-
szacy (lagranzowski) rozktad masy jest opisany za pomoca ustalonej, dodatniej miary
1 na przestrzeni materialnej N. Miara p nie zalezy od konfiguracji ciata, a tym samym
od czasu. Gdy u(N) < oo, lagranzowski srodek masy jest dobrze okreslony jako punkt

geometryczny v € N przez
| Tidu(a) = 0:

gdzie va € U oznacza wektor translacji przenoszacy punkt v w a (tych samych oznaczen

uzywamy w M). Wyr6znienie srodka masy prowadzi do wyr6znienia odwzorowania:
fo: AfI(N, M) — M x LI(U, V)

Jest ono zdefiniowane wzorem

dla kazdego ¢ € AfI(N, M). W powyzszym wzorze ¢ (v) € M opisuje aktualne poto-
zenie ciala jako catosci w M, za§ L(p) € LI(U, V) opisuje konfiguracje wewnetrzna,
tzn. uktad wzglednych potozen elementéw ciata wzgledem ¢ (v). Jest to wtasnie rozktad
stopni swobody na cze$é¢ translacyjna i wewnetrzna.

Tak wiec przestrzen konfiguracyjna ) moze by¢ utozsamiona z iloczynem karte-
zjanskim

Q=M xLI(U,V), (1.2)
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1.1. Kolektywne i wewnetrzne stopnie swobody

gdzie LI(U,V) oznacza zbiér liniowych izomorfizméw U na V., bedacy oczywiscie
podzbiorem otwartym w L(U, V). Dopemienie LI(U, V') do petnego L(U, V) jest zbio-
rem miary zero, ztozonym z osobliwych odwzorowan liniowych. Od teraz konfiguracja
(r,p) € M x LI(U,V) ciata afinicznie sztywnego oznacza, ze © € M jest wlasnie
chwilowym potozeniem $rodka masy w M i ¢ € LI(U, V) opisuja konfiguracje ruchu
wzglednego. Zatem, punkt materialny numerowany przez a € N zajmuje potozenie
y € M takie, ze 2y = ¢ - vd.

Gdy ustalone sa jakies wspotrzedne kartezjanskie w przestrzeni fizycznej i w prze-
strzeni odniesienia mozemy dokonaé¢ utozsamienia: U = V = R". Jest to procedura
wygodna analitycznie, niemniej jednak, moze by¢ mylaca, jesli nie bedziemy uzywac
opisu gdzie (M, V) i (N,U) sa starannie rozréznione. Przestrzeni konfiguracyjna n-wy-

miarowego ciata afinicznie sztywnego moze by¢ utozsamiona z grupa afiniczng
Q = GAf(n,R) ~ GL(n,R) x, R". (1.3)

W powyzszym iloczynie pétprostym czynnik R™ dotyczy ruchu srodka masy, tj. ruchu
translacyjnego, podczas gdy Qi = GL(n,R) jest pelna grupa liniowa zawierajaca
wewnetrzne stopnie swobody. W przypadku ciat ciaglych powinno sie uzy¢ raczej
spéjnych sktadowych jednosci w GL(n,R), tj. grupy wlasciwych transformacji linio-
wych GLT(n,R) (o dodatnich wyznacznikach). Ten iloczyn kartezjanski jest zapisany
w odwrotnej kolejnosci niz we wzorze (1.2). Wiaze sie to z tym, ze zazwyczaj w teorii
grup uzywa si¢ wtasnie takiej konwencji dla iloczynu potprostego. Najpierw stoi grupa
automorfizméw a potem ta grupa, w ktorej ona dziata. Natomiast w mechanice z we-
wnetrznymi stopniami swobody bardziej naturalnie jest przyjac iloczyn kartezjanski
w postaci (1.2) czyli, najpierw okreslone jest potozenie w przestrzeni a nastepnie sa
wewnetrzne stopnie swobody. Chociaz jest to oczywiscie kwestia dowolno$ci opisu.
W przestrzeniach wektorowych U, V' dzialaja ich grupy automorfizmoéw, tzn. pet-
ne grupy liniowe GL(U), GL(V). Mozna w naturalny sposob okresli¢ dziatanie tych

grup na przestrzeni konfiguracyjnej Qi = LI(U, V). Dzialaja one odpowiednio wedtug
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regut:

A€ GL(V) :+ LIU,V)3 ¢ Aoy e LI(U,V), (1.4)

BeGLWU) : LI(UV)>¢—poBeLl(UV).

Przeksztatcenia grupy GL(V') maja sens przeksztatcen fizycznych (symetrii) dziataja-
cych w fizycznej przestrzeni zawierajacej punkty materialne. Dzialanie grupy GL(U)
na Qiy jest transformacja materialng. Jak wida¢, zdefiniowane w ten sposéb dziata-
nie grupy GL(V) na Qi jest lewostronne, zas GL(U) - prawostronne. Dzialaja one
obie tranzytywnie na wewnetrznej przestrzeni konfiguracyjnej Q.. Ich dziatanie na
LI(U, V) jest nie tylko tranzytywnie, ale i swobodnie. Oznacza to, ze dla kazdej pa-
ry ¢, ¢ € LI(U,V) istnieje doktadnie jedno odwzorowanie £ € GL(U), dla ktérego
¢ = ¢ o & oraz dokladnie jedno ¢ € GL(V) takie, ze ¢ = ( o p. Sa odpowiednio dane
za pomocg wzorow & = Lo ¢, ( = ¢ o p~t. Oczywidcie, dziatania grupy GL(U) na
Qint sa przemienne z odpowiednimi dziataniami GL(V).

Wewnetrzna przestrzen konfiguracyjna Qi jest przestrzenia jednorodng z uwzgled-
nieniem powyzszych dziatan grup GL(V) i GL(U). Jej grupy izotropii sa trywialne,
tj. dziatanie obu grup jest swobodne. Zwr6émy jednak uwage, ze dziatanie GL(V') x
GL(U), tzn.

o ApB,

jest nie-efektywne, poniewaz podgrupy dylatacji grup liniowych GL(V') i GL(U), tj.
[0Idy - ¢ € R\ [0]]i[¢Idy : ¢ € R\ [0]] dziataja w ten sam sposob jako grupy transfor-
macji. Zatem jadro nie-efektywnosci sktada si¢ z elementéw w postaci (¢1dy, (' Idy),
gdzie { przebiega zbiér niezerowych liczb rzeczywistych; Idy i Idy sa transformacjami
tozsamosciowymi odpowiednio w V' i U. Jesli mamy do czynienia z osrodkiem ciagtym
to dopuszczamy tylko GLT(V) i GLT(U), wiec Scisle rzecz biorac, liczba ¢ € R
i nalezatoby wziaé¢ zbiory [(Idy : ¢ € RY] i [¢Idy : £ € RT].
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1.2. Pojecia metryczne

1.2. Pojecia metryczne

Wrziecie pod uwage struktur metrycznych pozwala na klasyfikacje stopni swobody.
Przestrzen materialng N i fizyczng M wyposazymy w odpowiednie struktury eukli-
desowe, tj. (N,U,—,n) 1 (M,V,—,g), gdzie n € U* ® U* jest tensorem metrycznym
przestrzeni materialnej a ¢ € V* ® V* tensorem metrycznym przestrzeni fizycznej.
Jedli cialo afinicznie sztywne ma konfiguracje (z,¢) € M x LI(U, V), to mozna jej
przyporzadkowaé dwa tensory deformacyjne: tensor Greena Glp] € U* ® U* i ten-
sor Cauchy’ego Clp] € V* ® V*. Sa one zdefiniowane odpowiednio jako przeniesienie
tensoréw metrycznych g € V* @ V*, n € U* ® U*, odpowiednio, do przestrzeni U, V.

U'@U* > Glol=¢"-g, (1.5)
V*eV* o Cly| = (gp’l)* 7.

Odwzorowanie liniowe ¢ pozwala cofnaé¢ tensor metryczny g z M do N. W prze-
strzeni U mamy wiec dwa symetryczne, dodatnio okrelone tensory G|p] oraz n. R6z-
nica miedzy G[y| a 7 jest miara deformacji, jaka pojawia sie w konfiguracji . Tensor
Elp] = 5 (Glg] — 1) jest lagranzowskim tensorem deformacji.

Wzajemna jednoznaczno$¢ odwzorowania ¢ pozwala na przeniesienie tensora me-
trycznego n w odwrotnym kierunku z N do M. Istnieje wtedy odwzorowanie ¢~ :
M — N. W przestrzeni V' mamy wiec réwniez okreslone dwa tensory Cly] i g. Rozni-
ca miedzy nimi jest takze miarg deformacji. Eulerowski tensor deformacji ma postac:
ele] = 5 (9 — Cle)).

Analityczne wyrazenia macierzowe dla tensorow deformacji majg postac:

Gap = gij ¥' 4 ¥ 5 Ciy =nap ¢ ¢ 17, (1.6)

W zastosowaniach wazng role odgrywaja wlasnosci transformacyjne tensorow de-

formacji wzgledem ruchow sztywnych, tzn. izometrii przestrzeni fizycznej i materialnej.
Glgl =G[Aoy],  Clp]=Clpo B

dla dowolnego A € E(M,q), B € E(N,n) gdzie E(M,g) i E(N,n) sa odpowiednio

grupami izometrii M i N. Tensor deformacji Greena jest nieczuly na transformacje

17



Ciata afinicznie sztywne

eulerowskie (fizyczne) generowane przez izometrie M. Natomiast tensor Cauchy’ego
jest nieczuly na izometrie przestrzeni materialnej. Izometrie materialne i fizyczne nie
wplywaja natomiast na niezmienniki deformacji definiowane jako funkcje f o warto-
Sciach liczbowych, okreslone na zbiorze konfiguracji jednorodnych (tzn. odwzorowan
afinicznych N na M), tzn.
f(AcpoB) = f(p)

dla dowolnych A € £(M,g) i B € £(N,n). Niezmiennikami takimi sa niezmienniki
tensora Greena G[p] wzgledem metryki materialnej 1 lub niezmienniki tensora Cau-

chy’ego C|p] wzgledem metryki przestrzennej g.

Niezmienniki deformacji sa rozwigzaniami rownan wtasnych:
. 1 ..
det [Gap — M\ap) = 0, det [C’” — ZQU] = 0. (1.7)

Rozwiazania A, ..., A\, sa nieczule na izometrie materialne A, (¢ o B) = A\,.(p) dla
kazdego B € £(N,n) jak i na izometrie przestrzenne A,,(A o ) = \,,(p) dla kazdego
Aec&(M,g).

W praktyce uzywa sie innego uktadu niezmiennikéw, podnoszac wskaznik tensora

Greena G|p] za pomoca metryki n:

Glel's = T'“Gleles (1.8)

gdzie 7€ jest macierza odwrotna do nac: 7'“ncp = 64 5. Jeden z mozliwych uktadéw

niezmiennikéw otrzymujemy w postaci
Am =Tt (é’[gp]m), m=1,...,n (1.9)

gdzie n jest wymiarem przestrzeni.

Te sama procedure mozna przeprowadzié dla pary tensoréw C[p], g. Otrzymamy
uktad niezmiennikéw rownowazny powyzszemu.

Kazdy z tensorow G|p], Clp] moze by¢ uzyty jako miara odksztalcenia towarzy-
szacego konfiguracji . Uzycie jednego lub drugiego tensora zalezy od wzgledéw prak-

tycznych. W mechanice ciata hipersprezystego, bez dziatania sit zewnetrznych, energia
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potencjalna jest niezmiennicza wzgledem transformacji fizycznych, tj. zalezy od ¢ za

posrednictwem G[yp]|. Uzyjemy zatem tensora deformacji Greena. Natomiast poten-

cjat izotropowego ciata hipersprezystego jest niezmienniczy wzgledem lagranzowskiego
dzialania grupy izometrii materialnych, tj. zalezy od ¢ za posrednictwem C[p]. W tym
wypadku wskazane jest uzycie tensora deformacji Cauchy’ego.

Struktura euklidesowa przestrzeni pozwala wydzieli¢ z konfiguracji wewnetrznej
¢ € LI(U, V) trzy poduktady stopni swobody. Sa nimi:

1. Fikcyjne ciato sztywne w przestrzeni wektorowej U zamocowane w zerze i sym-
bolizowane przez uktad osi gtéwnych tensora Greena - zyroskop Greena majacy
sn(n — 1) stopni swobody,

2. Zyroskop Cauchy’ego, tzn. fikcyjne ciato sztywne w przestrzeni wektorowej V' za-
mocowane w zerze i symbolizowane przez ukltad osi gtéwnych tensora Cauchy’ego,
majacy sn(n — 1) stopni swobody,

3. niezmienniki deformacji A. Jest to czysto skalarna miara deformacji. Mowi ona,
jakie dtugosci beda miaty osie gtéwne elipsoidy otrzymanej w V' za pomoca ¢
z jednostkowej stery w U.

Lagranzowskie obroty sztywne nie dzialaja na zyroskop Cauchy’ego (zwiazane jest

to z jego niezmienniczoscia wzgledem obrotéw materialnych) i skalarng deformacje.

Dziataja natomiast na zyroskop Greena. Natomiast tensor Greena jest niezmienni-

czy wzgledem obrotéw przestrzennych. Eulerowskie obroty sztywne krecg zyroskopem

Cauchy’ego, ale nie wptywaja na zyroskop Greena i na niezmienniki deformacji. Na

jednoczesne obroty lagranzowskie i eulerowskie niewrazliwe sg wytacznie niezmienniki

deformacji. Zyroskopy Greena i Cauchy’ego zawieraja informacje o orientacji defor-
macji. Opisuja, jak ustawione sa wzgledem ciata i przestrzeni osie elipsy otrzymanej
ze sfery za pomoca odwzorowania . Niezmienniki deformacji nie zawierajg zadnej
informacji na temat orientacji tej elipsy wzgledem przestrzeni i ciata. W kinematyce
ciala afinicznie sztywnego uktad niezmiennikéw jest odpowiednikiem diugosci wektora
wodzacego, zas zyroskopy Greena i Cauchy’ego zawieraja informacje, bedaca odpo-

wiednikiem informacji katowe;j.
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Z kazda konfiguracja wewnetrzng ¢ € LI(U, V') mozna zwiazaé liniowe odwzorowa-
nie izometryczne Ulp] : U — V. To odwzorowanie izometryczne wystepuje w rozkta-

dzie biegunowym odwzorowania ¢, tzn.

@ = Ulp] o L(p), (1.10)

gdzie L(p) : U — U jest odwzorowaniem n-symetrycznym i dodatnim. Rozktad ten
mozna zapisa¢ w postaci:

o = Alp] o Uly], (1.11)

gdzie: Alp] : V. — V jest liniowym odwzorowaniem g-symetrycznym i dodatnim.
Oczywiscie
Alg] = Ulpl o Llg] o Ulp] ™. (1.12)
[zometria Ulyp| wiaze ze soba tensory deformacyjne Greena i Cauchy’ego.
Jestedmy w szczegolnosci zainteresowani podwdéjnie izotropowymi modelami, gdzie

potencjal V' zalezy od ¢ tylko poprzez niezmienniki deformacji.

1.3. Opis kinematyczny

W mechanice analitycznej ruch uktadu opisujemy za pomoca dwukrotnie réznicz-
kowalnych krzywych p : R — @) w przestrzeni konfiguracyjnej. Iloczynowa struktu-
ra przestrzeni Q = M x LI(U, V) pozwala oddzieli¢ ruch postepowy i wewnetrzny.
W mechanice cial odksztatcalnych jesteSmy glownie zainteresowani witadnie ruchem
wzgledem $rodka masy, tj. ruchem wewnetrznym.

Jedli ciato ma konfiguracje Qi = LI(U, V') to mozna zdefiniowaé uogélniong pred-
ko$¢ ruchu wewnetrznego £ = fli—f € L(U, V). Jest ona gradientem lagranzowskiego pola
predkosci Z2 : N — V:

Z(a)=v+E&-va (1.13)

gdzie v € N jest lagranzowskim $rodkiem masy, v = dd—”f jest predkoscig ruchu poste-
powego $rodka masy. We wspotrzednych afinicznych

dgpiK K

Zi=1 . 1.14
V+dta (1.14)
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Majac predkosci uogdlnione ¢ € L(U, V) i konfiguracje ¢ € LI(U, V') mozna zdefi-
niowaé tak zwane predkosci afiniczne (,gyration” Eringena) odpowiednio w reprezen-

tacji przestrzennej i materialnej
QeL(V)~GL(V)", QeLU)~GLU)". (1.15)

gdzie jak zwykle GV jest algebra Liego grupy Liego G. Te quasi-predkosci, czyli pred-
kosci nieholonomiczne wyrdznione sa przez strukture geometryczna przestrzeni konfi-
guracyjnej, $cisle méwiac przez eulerowskie i lagranzowskie dziatanie grup liniowych
GL(U), GL(V) na wewnetrzne stopnie swobody. Sa to odwzorowania liniowe dane

wzorami

Q=¢Copt, Q=¢log, (1.16)
w przedstawieniu macierzowym mamy:

LT ()

Nieosobliwos¢ odwzorowania ¢ powoduje iz znajomos¢ predkosci uogélnionej £ jest
rownowazna znajomosci predkosci afinicznych €2 i Q i na odwrét. Wielkosei te zalezg
tylko od wewnetrznego stanu uktadu. Do opisu ciata mozemy uzywac wigec zamiast pary
(p,€) alternatywnie pary (¢, Q) = LI(U, V) x L(V) lub pary (¢, Q) = LI({U, V) x L(U).

Nieholonomiczny charakter predkosci afinicznych wiaze si¢ z tym, ze nie ma zad-
nych wspoétrzednych uogdlnionych, ani w przestrzeni fizycznej ani lagranzowskiej, za
pomoca ktérych mozna by wyrazié¢ Q' i OAp jako ich pochodne czasowe. Natomiast
jako funkcje liniowe od &' zalezg od polozenia w przestrzeni konfiguracyjnej, ale nie
jako n?-wymiarowe gradienty.

Predkos¢ afiniczna €2 opisuje eulerowskie pole predkosci £ : M — V' dane wzorem
Ep) = v+ Q- 35, (1.18)

czyli punkt materialny zajmujacy potozenie p € M porusza si¢ wzgledem srodka masy

z predkoscia

21



Ciata afinicznie sztywne

Zapisujac analitycznie eulerowskie pole predkosci ma postac:
E'p) =v' + Q' al.

Tak wiec predkosé afiniczna jest gradientem eulerowskiego pola predkosci 2 = VE.

Zwiazek pomiedzy € i Q wyglada nastepujaco:
Q=¢poQop Q:go_loﬂogp. (1.19)
Uzywajac wspolrzednych powyzszy zwiazek mozemy zapisac:
O = (piAQAngleﬁ 04 = goflAiQijgajB. (1.20)

Jak wida¢ jest to reguta przeksztalcenia za pomoca odwzorowania ¢ € LI(U, V') opi-
sujacego konfiguracje wewnetrzna. Opis stanu wewnetrznego za pomoca pary (¢, <)) €
LI(U,V) x L(V) jest réwnowazny opisowi za pomoca pary (¢, Q) € LI(U, V) x L(U)
pod warunkiem, ze wielkos¢ €2 jest o-transformatg wielkosci Q.

Predkosci afiniczne (zaréwno €2 jak i Q) s3 niezmiennicze wzgledem translacji ma-

terialnych i przestrzennych. Natomiast ich zachowanie pod dziataniem eulerowskich

i lagranzowskich transformacji generowanych przez grupy GL(V') i GL(U) jest naste-

pujace:

AeGL(V) : L(V)2Q2— AoQo At e L(V), (1.21)

BeGLWU) : LWU)3Q— B 'oQoBeL(U).

Predkos¢ afiniczna € jest niezmiennicza wzgledem lagranzowskiego (materialnego)
dziatania grupy GL(U). Natomiast wspottowarzyszaca predkosé afiniczna Q ma od-
wrotne wtasnosci transformacyjne. Jest ona niezmiennicza wzgledem transformacji
eulerowskich (fizycznych).

Wtasnie opis ruchu ciata za pomoca par (, Q) lub (¢, Q) zdaje sprawe z kinema-
tycznych symetrii stopni swobody, opisanych przez grupy liniowe: eulerowsks GL(U)
i lagranzowska GL(V). Jak wiadomo L(V'), L(U) utozsamiaja si¢ kanonicznie z alge-

brami Liego grup GL(V), GL(U). Nicholonomiczne predkodci €2, Q s wiec elementami
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algebr Liego grup transformacji dziatajacych tranzytywnie i swobodnie na wewnetrznej
przestrzeni konfiguracyjnej Qi = LI(U, V). Jest to przypadek szczegdlny procedury
stosowanej w mechanice uktadéw, ktorych przestrzen konfiguracyjna jest grupa Liego
lub jej przestrzeniag jednorodna, jak w naszym przypadku. Z uwagi na fakt, iz jest to
zagadnienie wazne pozwole sobie ten temat rozwina¢ bardziej szczegétowo w Rozdziale
2.

W zwyktych mechanicznych modelach opartych na zasadzie d’Alembert’a efektyw-
na energia kinetyczna jest otrzymywana przez ograniczenie energii kinetycznej uktadu
wieloczgstkowego do rozmaitoséci wiezdéw afinicznych. Wynikajace stad wyrazenie jest
kontrolowane przez state inercjalne wielkosci, tj. catkowitg mase M i moment drugiego

rzedu miary p wzgledem wspotrzednych lagranzowskich:

M = /du((z), (1.22)
JEE = /aKaLdu(a):JLK. (1.23)

M charakteryzuje bezwtadno$¢ w ruchu postepowym i J charakteryzuje wewnetrzne
inercjalne wlasnosci ciata. Interesujace jest, ze ta sama wielkos¢ J opisuje rotacyjna
i deformacyjna bezwladno$é. Zwykly tensor bezwtadnosci znany z mechaniki ciata
sztywnego jest liniowa funkcja J (i odwrotnie). Oczywiscie, J € U®U jest dwukrotnie
kontrawariantnym, symetrycznym, nieosobliwym, dodatnio okreslonym tensorem w U'.

Jesli g € V* ® V* oznacza tensor metryczny przestrzeni fizycznej, wtedy zwykta

energia kinetyczna wielu czastek ruchu afinicznego jest dana przez

M datda? 1 d(piAdgojBJAB

T=Ty+Tw= 59—+ 59— 5
ot e = 500y Y%y @

(1.24)

gdzie Ti, jest oczywiscie energig kinetyczng ruchu postepowego i T,y odnosi sie do
wewnetrznego /wzglednego ruchu.
Jezeli uzywamy ortonormalnych wspoétrzednych kartezjanskich, g;; = d;; i utozsa-

miamy M = N =U =V =R Qi = GL(n,R) (GL"(n,R) w przypadku osrodkéw
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Ciata afinicznie sztywne

ciaglych), wtedy wygodny jest ponizszy opis macierzowy:

T=Tyw+Tw = —— T
tr + it 5 & dat 2 dt dt

M dz dz’ 1 de dp'
= A (SR ) L S (SR8 )
2 r(dt dt>+2r<dt‘]dt

Nalezy jeszcze wspomnieC o spinie afinicznym w reprezentacji przestrzennej i wspot-

T T
Mdz' dx 1Tr< de dgo) (1.25)

towarzyszacej. Sa to obiekty ¥ € L(V)* ~ L(V), & € L(U)* ~ L(U) (identyfikowane

poprzez wzér na slad, (A, B) = Tr(AB)) dobrze zdefiniowane:

Y=yp , X' =@’ 4p?, (1.26)

Y=pp , 545 = pAeis.

We wzorach tych p € L(V,U) ~ L(U,V)* (ponownie utozsamienie za pomoca wzoru
na $lad) jest pedem kanonicznym sprzezonym do .

Sktadowe ¥'; sa hamiltonowskimi generatorami GL(V') dzialania lewostronnego na
LI(U,V), i £45 sa hamiltonowskimi generatorami dziatan prawostronnych GL(U) na
LI(U, V). Jesli g € V¥ @ V* n € U* ® U* oznaczaja tensory metryczne, odpowiednio,

w ViU, wtedy podwojone anty-symetryczne czesci X, 5,

S = ¥ —gtgpXh, (1.27)

VA = A, - nAanDiDC (1.28)
sa odpowiednio spinem i wirowoscia (vorticity). Sa one hamiltonowskimi generatorami
(odwzorowaniem pedu, ,momentum mapping”) wtasciwych podgrup ortogonalnych
SO(V,g) € GL(V), SO(U,n) Cc GL (U) dziatan odpowiednio lewych i prawych na
LI(U, V).

Wielkosci XY, py sa hamiltonowskimi generatorami przestrzennej grupy afinicznej
GAf(M). Odpowiednie nawiasy Poissona opieraja sie na stalych strukturalnych tej

grupy
{Z'LJ7 Zkl} — 5il2kj o 5kj2il7

{pi,pi} =0, (1.29)

24
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{Zij + fipj,pk} = 6"y,
{Eij + xipj, Ekl + mkpl} =0 (ij + :L“kpj) — 5kj (Eil + :L“ipl) .
Oczywiscie,
(¥} =0. (1.30)
Dla materialnego spinu afinicznego mamy:
{EAB, ECD} = 50,54, — 6455, (1.31)
i ponadto
{3,545} =0, (1.32)
poniewaz dziatanie lewostronne GL(V') komutuje z dziataniem prawostronnym GL(U).
Podobnie, nawiasy Poissona S';, VAg (1.27), (1.28) wyrazaja si¢ przez state struk-

turalne grup SO(V, g), SO(U, n); nie bedziemy ich tu przytaczac.

Dla kazdej funkcji F' zaleznej tylko od konfiguracji (z, @), mamy:

{9, F} = —¢', N (1.33)
~ oF
YA Fl = —pf,——
{ B } ¥ Bogk
Przytoczmy réowniez oczywiste nawiasy:
{$i>pj} = 5ija {SpiAvaj} = 5ij5BA' (134)

Oproécz tego nawiasy Poissona znikaja pomiedzy wspotrzednymi uogdlnionymi, i réw-
niez pomiedzy pedami uogdlnionymi.

Zaleznosci nawiaséw Poissona sg bardzo wygodne w przypadku gdy wyprowadzamy
rownania ruchu. Ten sposéb jest duzo prostszy i bardziej efektywny niz bezposérednio

oparty na réwnaniach Eulera-Lagrange’a.

1.4. Formalizm hamiltonowski

Pojecie mechanicznej przestrzeni stanow wprowadza si¢ po to, aby moc operowac

rOwnaniami pierwszego rzedu, zazwyczaj rozwigzanymi wzgledem pochodnych, a wiec
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uktadami dynamicznymi. Jak wiadomo newtonowskie rownania ruchu w przestrzeni
konfiguracyjnej sg rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzedu. Tak wiec
efektywne obnizenie rzedu rownan jest bardzo uzyteczne. Ponadto jezyk hamiltonow-
ski, pedowy, jest bardzo wygodny przy badaniu symetrii dynamicznych, gdyz zdaje
sprawe ze zwigzku miedzy staltymi ruchu a jednoparametrowymi grupami symetrii.
Dostarcza tez wielu efektywnych metod rachunkowych. Co jest bardzo wazne, hamil-
tonowskie sformutowanie mechaniki jest niezbedne przy przejsciu do teorii kwantowej.

W mechanice analitycznej uzywa sie dwoch typow przestrzeni standéw: newtonow-
skiej N 1 hamiltonowskiej P. Newtonowska przestrzen stanéw N, czyli potozen i pred-
kosci jest pojeciem stosowanym do wszystkich uktadéw mechanicznych rzadzonych
prawami dynamiki Newtona - zaréwno zachowawczych, jak i dyssypatywnych. Nato-
miast Hamiltonowska przestrzen stanéw P, czyli przestrzen fazowa, stuzy wytacznie
do opisu uktadéw rzadzonych réwnaniami Eulera-Lagrange’a, wyprowadzonymi z za-
sady wariacyjnej. Przestrzen fazowa powstaje z przestrzeni konfiguracyjnej poprzez
dotaczenie do uktadu zmiennych potozeniowych pedéw kanonicznych, czyli wektorow
kowariantnych (ko-wektoréw).

W modelach nie-dyssypatywnych bez zewnetrznych magnetycznych lub zyroskopo-

wych sit wyprowadza sie rownania ruchu z Lagrangianu
L=T-V (z,¢) (1.35)

jako wariacyjne rownania Eulera-Lagrange’a. Transformacja Legendre’a

oL _ OT . 0L T

P = = = =, P el et 1.36
P or; 0y P 0Pty OPia ( )
tj.
dx? A dSOjB BA
i = i i = Gij J7E 1.37
pi = Mgij—, P =g g (1.37)

umozliwia konstrukcje Hamiltonianu jako funkcji wspétrzednych uogélnionych z¢, ¢° 4

i kanonicznego pedu uogélnionego p;, p*;, tzn.

1 1~ y
H=T+V=T,+Tw+V = mg” D pj+§JAB ™ ij g7 +V, (1.38)
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1.4. Formalizm hamiltonowski

gdzie J € U* @ U* jest tensorem odwrotnym do .J (1.23),

Jac JOB = 6,5, (1.39)



Rozdzial 2

Przestrzenie grupowe i jednorodne

W naszych rozwazaniach, tak jak w wielu zagadnieniach mechaniki duza role od-
grywaja, choé czesto implicite, tzw. predkosci nieholonomiczne, lub quasipredkosci.
Historycznie rzecz biorac, zostaly one wprowadzone przez Boltzmanna. W wielu za-
gadnieniach, a typowym przyktadem jest tu dynamika bryty sztywnej lub afinicznie
sztywnej, sa one nieporownywalnie wygodniejsze w uzyciu niz powszechnie uzywane
predkosci uogoélnione. Klasycznym przyktadem sg sktadowe predkosci katowej bryty

sztywnej.

2.1. Newtonowska i Hamiltonowska przestrzen stanéw

Wyobrazmy sobie, ze przestrzenia konfiguracyjna jest rozmaitos¢ rézniczkowa Q)
o wymiarze n. Jej lokalne wspotrzedne, czyli méwiac jezykiem mechanicznym wspot-

rzedne uogdlnione, bedziemy oznaczaé przez ¢', i = 1,...,n. Ruchy ukladu sg krzywy-
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2.1. Newtonowska i Hamiltonowska przestrzen standw

mi klasy C? w Q; analitycznie opisujemy je zadajac ¢* jako funkcje czasu t. W kanonicz-
ny sposob krzywe p : R — ) podnosimy do wigzki stycznej T'Q), czyli Newtonowskiej
przestrzeni stanow - przestrzeni potozen i predkosci. Podniesienia te oznaczamy przez
P R — TQ. Znajdujac sie chwilowo (w chwili ¢) w punkcie p(t) € @ przestrzeni konfi-
guracyjnej, obiekt ma predkosé chwilowa p'(t) € Ty @ - jest ona wektorem nalezacym
do przestrzeni stycznej w punkcie p(t). Wspétrzedne ¢¢ indukuja w 2n-wymiarowej
rozmaitosci TQ naturalne wspétrzedne (¢, v%). Rozumiemy to w ten sposdb, ze dla
dowolnego wektora v € T,Q, v sa jego sktadowymi w sensie wspétrzednych ¢'. Ana-
litycznie, podniesiona do T'QQ krzywa p’ ewolucji ukladu jest opisana przez czasowa
zalezno$é wspotrzednych: ¢'(t), v'(t), przy czym oczywiscie przy zadanych funkcjach

t — ¢'(t), funkcje ¢ — v'(t) nie sa juz dowolne, lecz sa ich pochodnymi czasowymi:

v(1) = SL1) = o)

Uwaga: w mechanice Hamiltonowskiej uzywamy P = T*(Q Hamiltonowskiej prze-
strzeni stanéw - wiazki kostycznej, czyli przestrzeni fazowej uktadu. Jej elementami
sa kowektory p € T,*(Q) brane we wszystkich mozliwych punktach ¢ € @Q; sa one po
prostu funkcjami liniowymi na przestrzeniach stycznych 7,0Q). Oczywiscie Hamilto-
nowska przestrzen stanéw 7% tez ma wymiar 2n i wspohrzedne ¢* indukuja w T*Q
wspéltrzedne ¢', p;. Rozumiemy to tak, ze dla kazdego p € T,*Q, p; sa jego sktadowy-
mi wzgledem wspétrzednych ¢¢ w Q. Rozmaitosé T*(Q jest wyposazona w naturalng

strukture geometryczna. Jej punktem wyjscia jest 1-forma rézniczkowa Cartana

0 = pidq". (2.1)
Powyzsza definicja opiera sie na uzyciu wspotrzednych lokalnych ¢f, ale jak tatwo
sprawdzi¢, nie zalezy od ich wyboru; w nowych wspotrzednych (¢, p;/) mamy:

' i1 ¢’ 0"’

Pi'dq" = pig g dg* = p;07,dq" = pidq’

(uzyto reguty transformacyjnej dla rézniczek dq* w jakims sensie réwnowaznych pred-

kosgciom uogdlnionym v* i dla sktadowych pedu). Forme © mozna zdefiniowaé w sposob
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sabsolutny”, bez uzycia wspotrzednych, lecz nie bedziemy tutaj w to wnika¢. W opar-

ciu o O definiuje sie biforme symplektyczng
v =do, (2.2)
jej rézniczke zewnetrzng. Analitycznie: wprowadzajac jednolity zapis dla wspotrzed-
nych:
(o2 )=y Dy ), a=1,...,2n,

manmny

O = 0,dz" (2.3)
gdzie sktadowe 2n-wymiarowego pola kowektoréow na 7%, maja postac:
(..yOay..)=0(ypiy...;0,...,0).

Analitycznie, nie uzywajac jezyka absolutnego, v jest rotacja, tzn.
Yab = aa@b - ab('_')a - ®b,a - @a,by (24)

i odpowiednia macierz dana jest przez

[ﬁ}/ab] = e e e 5 (25)
I : 0
zaznaczone bloki 0, I sa odpowiednio zerowa i jednostkowa macierza n x n. Macierz

odwrotna [’yab} zdefiniowana warunkiem:
YN e = 0%; (2.6)

w przeciwienstwie do kowariantnego tensora «y, okresla tensor kontrawariantny 7, czyli

biwektor. Jest on uzywany w definicji nawiasu Poissona:

aba_F aG

(F.G} =A™ =" FG, (27)
Oczywiscie:
0 I
] = . (2.8)
-1 0
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2.1. Newtonowska i Hamiltonowska przestrzen standw

Ze wzgledu na antysymetrie formy v i jej zamknietos¢, tzn. dy = 0, nawias ten jest

antysymetryczny w funkcjach F', G,
{F,G}=—{G,F}, {F,F} =0, (2.9)
spetnia tozsamos¢ Jacobiego.
{{F,G} ,H}y+{{G,H} ,F}+{{H,F},G} =0, (2.10)

i okresla wiec strukture nieskonczenie-wymiarowej algebry Liego w C*(T*Q), czyli
w C>®(P).
Oczywiscie w zmiennych ¢¢, p; nawias Poissona wyraza sie zwykltym wzorem:

OF 0G  OF 0G
0q* Op; Op; aqi'

{F,G} = (2.11)

Wazna wlasnoscig nawiasu Poissona uzywang przez nas przy wyprowadzaniu rownan
ruchu jest:

{F,G(fr,.... fp)} = kf:l{F, fiyGr(fioooos fo)s (2.12)
gdzie G j, oznacza pochodng funkcji ztozonej po k-tej funkceji posredniej. Powyzej F' jest
dowolna funkcja gltadka na przestrzeni fazowej, podobnie, jak fi,..., f,. Natomiast G
jest gladkg funkcja na RP i G (fy, ..., f,) jako funkcja zlozona jest tez gtadka funkcja
na przestrzeni fazowej P.

Uwaga: Inaczej, niz w Newtonowskiej przestrzeni stanéw, nie ma w przestrzeni fazowej
P = T*Q zadnej reguty podnoszenia krzywych p z Q do T*Q. Mozna to zrobié¢ tylko

wtedy, gdy zadany jest Lagrangian, a wiec model niedyssypatywnej dynamiki,
L:TQ — R. (2.13)

Wtedy definiujemy przeksztatcenie Legendre’a: £ : T'Q) — T*(Q w taki sposob, ze kaz-

dej wirtualnej predkosci v € T,Q przypisujemy ped kanoniczny p € 7,*(Q), mianowicie

p:=L(v) =D, (L|T,Q). (2.14)
Analitycznie:
oL 0L
i = A= A 2.1
Pi= Gy g’ (2.15)
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A zatem mozemy zgodnie z ta regutyg podniesé krzywe p z (Q do T*Q). Podnoszenie to
jest zalezne od dynamiki.

Hamiltonian H : T*() — R zdefiniowany jest wzorem:

H(L(v)) = E(v), (2.16)

gdzie FE jest energia:
B(v) = (D, (LIT,Q) . v) — L(v). (2.17)

Analitycznie:
H (qi p-) =F (qi vi) P = 8_L (2.18)
) 7 Y ) 7 8’[}17
;0L

E=v i L. (2.19)

2.2. Predkosci i pedy nieholonomiczne

Lokalnie rozmaitosci T'Q), T*() daja sie po wyborze wspotrzednych utozsamic¢ z @) x
V, Q x V* (V - n-wymiarowa przestrzen liniowa, V* - jej dualna przestrzen funkcji
liniowych na V). Ale tylko lokalnie i to w sposéb niekanoniczny, zalezny od wspéhrzed-
nych ¢* !!!

Pojecie predkosci niecholonomicznych i ich quasi-pedéw sprzezonych pozwala na glo-
balizacje tej procedury, oczywiscie tylko za cene wprowadzenia dodatkowych obiektow
geometrycznych (ktére w interesujacych przypadkach i tak istnieja w Q).

Wyobrazmy sobie, ze w () zadana jest rodzina form rézniczkowych w® a =1,... n,
w® = w(q)dq". (2.20)
Nie zaktadamy ich zamknietosci, a wiec dopuszczamy
dw® #£ 0, czyli whj —w; #0,
natomiast zaktadamy nieosobliwos¢:

det [w?;] # 0.
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Geometrycznie mozna powiedzie¢, ze system obiektéw w® okresla jednoforme réznicz-
kowa w na () o wartosciach w n-wymiarowej przestrzeni liniowej V. Czasem wygodniej
jest uzywac¢ V' niz przestrzeni arytmetycznej R”.

Obiekty w pozwalajg zamiast predkoéci uogdlnionych ¢* = dd—q; wprowadzi¢ predko-

$ci nieholonomiczne:

dg¢’
Q= w; V; 2.21
)L e (221)
analitycznie
a a dqZ a 31
Q" = w(q) gy = whila)d" (2.22)
.Zartobliwie”:
wa/l
Q= — .
P dt

Wyrazajac si¢ Scisle: w jest forma rozniczkows na ) o wartosciach w V'; dla kazdego

q € Q:
wy € L(T,Q, V)~V T, Q. (2.23)

Niech p': R — T'Q) bedzie podniesieniem p: R — Q. Wtedy (2 jest ewaluacja w na p':

) = (wp. /(1)) (2:24)

Uwaga: jesli w® nie sg zamkniete,
dw* 75 0, tzn. wai,j — wajyi 7& O,

to Q sg istotnie nieholonomiczne, tzn. nie ma takich wspéhzednych Q¢ na Q, zeby

zachodzito
A
O = )
d¢

Zwroémy uwage, ze jesli obiekt w jest w regularny sposob globalnie okreslony na
calym (), to pozwala na utozsamienie wszystkich przestrzeni stycznych T, ze standar-
dowa przestrzenig liniowa V. Zatem T'() jest wtedy izomorficzna w kanoniczny sposéb

(z doktadnoscia do zadania w) z rozmaitoscig ¢ x V,

TQ~Qx V. (2.25)
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Stany Newtonowskie sg wiec parami (¢,Q2) € @ x V. Oczywiscie zadanie istnienia
takiego obiektu naktada pewne ograniczenia topologiczne na rozmaitos$¢ Q).

Ciekawe jest, ze w jest rownowazna zadaniu na () koneks;ji afinicznej teleparalelizmu
o znikajacym tensorze krzywizny i na ogét nieznikajacej torsji (tensorze skrecenia),
bo mamy niezalezny od drogi przepis na ustalenie izomorfizmu miedzy przestrzeniami
stycznymi. Oczywiscie przez dualno$¢ mamy automatycznie zadane utozsamienie prze-
strzeni kostycznych T,*(Q) (przestrzeni pedow) ze standardows przestrzenig V*, a tym

samym naturalny dyfeomorfizm:
T°Q ~Q x V™. (2.26)

Opiszmy najpierw te¢ procedure analitycznie. Wektorom kowariantnym p € 7,

bedziemy przypisywali elementy > € V* w taki sposob, by zachodzito:
(3,Q) = (p,v) (2.27)

dla dowolnego v € T,(). Zatem analitycznie:

. Q% = piv'. (2.28)

Poniewaz

0 = W0,

wiec stad

Yo = piw . (2.29)
Oznaczmy

ol = w tzn. Y, = pio's. (2.30)
Mozemy na o,, a = 1,...,n, patrzeé¢ jak na uktad liniowo niezaleznych pol wekto-

rowych na Q). W kazdym punkcie ¢ € (), mamy nastepujace dziatanie, ktore z p € T,*Q
sprodukuje” ¥ € V*:
Y=0"-p=poo, (2.31)

Przy danym ¢, o, jest tu izomorfizmem liniowym V' na 7;,(), a tym samym p o o, jest

izomorfizmem liniowym V na R, czyli elementem R*.
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2.3. Koneksja teleparalelizmu

2.3. Koneksja teleparalelizmu

Calkowalne utozsamienie parami réznych przestrzeni stycznych miedzy soba i ko-
stycznych miedzy soba pozwala na wprowadzenie koneksji teleparalelizmu. Ma ona
zerowy tensor krzywizny i na ogdl niezerowy tensor skrecenia. Jest ona analitycznie
dana przez:

=0 p =w w = 0" 1% . (2.32)
Jest ona jednoznacznie zdefiniowana warunkiem

Vo, =0, a=1,...,n, (2.33)

czyli pola wektorowe o, sa wzgledem niej réwnolegle (kowariantnie stale). To samo

dotyczy pol kowektorowych,
Vw® =0, a=1,...,n. (2.34)

Nie jedynym ale bardzo waznym, szczegodlnie dla naszych rozwazan jest przypadek,
gdy rozmaitos¢ @) jest grupa Liego G lub przestrzenig grupowa grupy Liego. Wtedy
w roli pol o, mozna uzy¢ pol wektorowych generujacych lewe translacje regularne
(a wiec lewo-niezmienniczych), lub tez generujacych prawe translacje regularne (a wiec
prawo-niezmienniczych). Odpowiednie w® sa wtedy odpowiednio dualnymi prawo- lub
lewo-niezmienniczymi formami Maurena-Cartana.

Obejmuje to tez mozliwos¢ zastosowan, gdy przestrzen konfiguracyjna jest prze-
strzenia jednorodna @Q = G/H lub @ = H \ G grupy Liego.

Istnieja tez ciekawe przyktady, np. jak uklady mechaniczne z wigzami nieholo-
nomicznymi. Najtatwiej jest je opisywaé¢ w jezyku quasipredkosci. Z innym przykta-
dem mamy do czynienia w mechanice infinitezymalnych obiektéw ze struktura (np.
sztywnych lub afinicznie sztywnych) w rozmaitosci Riemanna o niezerowym tensorze
krzywizny.

Nas interesuje gtéwnie przypadek ruchu ciat sztywnych lub afinicznie sztywnych
w przestrzeni Euklidesowej. Wprowadzone tu predkosci i spiny afiniczne oraz predkosci

i zwykte spiny €2, ¥, w, s sg tu szczegdlnym przyktadem.
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Sprzezone nieholonomiczne pedy jak spin afiniczny X lub spin s, sa w przypadku
grupy Hamiltonowskimi generatorami przestrzennych i materialnych deformacji i obro-
tow. Ich nawiasy Poissona odzwierciedlajg strukture wspomnianych grup przeksztatcen
i wyrazaja sie przez ich state strukturalne.

W rozwazanych przez nas przypadkach grupa Liego G jest zawsze grupa liniows, np.
pelng rzeczywista grupg liniows, jej podgrupg unimodularng lub podgrupa obrotéow.
Zawsze wtedy elementy grupy sa pewnymi macierzami i to samo dotyczy predkosci
nieholonomicznych i ich sprzezonych pedéw nieholonomicznych. Mamy wtedy dwie
konwencje teleparalelizmu. Jesli ruch opisany jest przez krzywa R 3 t — ¢(t) € G, to
mamy do dyspozycji dwa sposoby przenoszenia wektoréw stycznych, czyli predkosci

uogoélnionych §(t) € Ty)G do jednodci grupy.

Q=g(t)gt)”",  Q=g(t)7'g(t) = g(t)"'Q(1). (2.35)

Wszystkie przestrzenie styczne sg wiec wtedy na dwa sposoby utozsamione z prze-
strzenig styczng w jednosci e € G, czyli z algebra Liego g = T.G. W przypadku pelnej
grupy liniowej GL(n, R) otrzymane w ten sposob quasipredkosci wypelniaja soba pelna
przestrzen L(n, R) wszystkich macierzy rzeczywistych. Sa to nasze predkosci afiniczne.
Jesli w roli G wystepuje podgrupa SL(n,R) ztozona z macierzy o wyznaczniku row-
nym jednoéci (niecisliwe ciato afinicznie sztywne), to TrQ = TrQ = 0, czyli predkodci
afiniczne sa wtedy bezsladowe. Jesli G jest podgrupa ortogonalna wtasciwa SO(n, R),
to 0 = —07, Q = —O7F, czyli quasipredkosci afiniczne sa antysymetryczne, a wiec sa
zwyklymi predkosciami katowymi. W przypadku 3-wymiarowym i tylko w tym, mozna

je utozsami¢ z wektorami osiowymi:

0 —W3 W 0 _@3 @2
0= w3 0 —wi | Q = w3 0 -1 | - (236>
—W2 w1 0 —(2)2 (2)1 0

Gdy n = 2, obiekty w, w sa sobie réwne i maja tylko jedna istotng sktadowa:

0=0Q=
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2.3. Koneksja teleparalelizmu

Tylko w tym wyjatkowym przypadku ze wzgledu na przemiennosé grupy SO(2,R),
w, w sa predkosciami holonomicznymi. Jesli mianowicie sparametryzujemy SO(2,R)

w zwykty sposob,
cosp —sing
gle) =1 ,
sinp  cosp
tow = Ccll—‘tp. W fizycznym przypadku trojwymiarowym i w kazdym wyzszym wymiarze,
predkosci katowe sg nieholonomiczne. Nie ma np. na trojwymiarowej grupie obrotéw
takich wspotrzednych Q°, i = 1,2, 3, by zachodzilo w = dd%i.

W omawianych tu przypadkach Y-obiekty, czyli sprzezone pedy nieholonomiczne
sg tez macierzami, odpowiednio ogdlnymi, bezsladowymi i antysymetrycznymi. Ten
ostatni przypadek to spiny kanoniczne, ktére dla n = 3 réwniez mozna utozsamic z ko-
wektorami osiowymi. Obiekty ¥ jako funkcjonaly dziataja na quasipredkosci w sensie

sladu:

(%,0Q) = Tr(2Q). (2.37)

W przypadku grupy ortogonalnej (ruch sztywny), wygodniej jest uzywaé konwencji
1
(3,0) = éTr(EQ). (2.38)

Wtedy w przypadku trojwymiarowym wygodnie jest polozy¢

0 03 —029 0 6'3 —(5'2
S=| 05 0 o, |, S=|-6, 0 & |- (2.39)
g9 —01 0 6—2 —(3'1 0
Wtedy
1 | P . .
§Tr(EQ) = §Tr(ZQ) =ow' = oW, (2.40)

co zgadza sie ze zwyktymi konwencjami w mechanice bryty sztywnej.

W przypadku dwuwymiarowym

—o 0
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Przestrzenie grupowe i jednorodne

i wtedy:
%Tr(ZQ) _ %Tr(f)@) — ow.

Nawiasy Poissona dla spinéw afinicznych dane sa wzorami (1.29), (1.30). Poniewaz
zwykte spiny (wewnetrzne momenty pedu) sa podwojonymi cze$ciami antysymetrycz-
nymi spinéw afinicznych, tzn.

Sij — Eij - E]’i, (241)

to

{Sab7 Scd} = Mcb(sad - Madécb + Mdbéac - Macgdba (242)

jesli uzywac¢ wspotrzednych ortonormalnych.

Stad wynika w szczegdlnosci, ze dla powyzszych wielkosci o;, 7;, bedzie zachodzito:
{O’Z‘, O'j} = 8ijk Ok, {6a,6b} = —Sabc 5’0, (243)

{O'Z', 5'(1} =0.

Wroémy na chwile do przypadku ogélnego i opiszmy bazowe nawiasy Poissona
w przypadku, gdy przestrzen konfiguracyjna jest grupa Liego (lub, $cislej méwiac, jej
przestrzenia jednorodna z trywialnymi grupami izotropii).

Jak wspomniano, mamy wtedy dwa rodzaje predkosci nieholonomicznych (2, Q
(2.35) i odpowiednio dwa rodzaje sprzezonych do nich quasipedéw. Niech ¢%, a =
1,...,n beda wspotrzednymi kanonicznymi 1-go rodzaju w grupie G. Jesli grupa ta
jest liniowa (innych przypadkéw tu nie rozpatrujemy), to oznacza to, ze parametryzacja

G ma postaé
g (ql, . ,q”) =exp (¢“E,) (2.44)

(sumowanie po a = 1,...,n), gdzie E, sa bazowymi elementami algebry Liego. Spet-

niaja one zwigzki komutacyjne:
[Em Eb] = CcabEc (245)

gdzie C' sg staltymi strukturalnymi grupy.
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2.3. Koneksja teleparalelizmu

Wtedy zachodzi:
[Za, Bp] = —Cwe, [ia; ib} = Cw3, (2.46)
(S0, ] = 0.
Dla odpowiadajacych pél wektorowych o, mamy wtedy:
[0a,00] = =CCw0e,  [Ga, 8] = Cw0e, (2.47)

[0a7 86} = 07

gdzie nawias kwadratowy oznacza nawias Liego pol wektorowych
(X, Y] = XY, —YVIX' (2.48)

czyli komutator operatorow rézniczkowych pierwszego rzedu utozsamianych z polami
wektorowymi wedtug wzoru:

Xf=X"f,. (2.49)

Pola wektorowe o,, 7, traktowane jako operatory rézniczkowe 1-go rzedu sg genera-
torami odpowiednio lewostronnych i prawostronnych translacji regularnych. Oznacza

to, ze dla dowolnej rézniczkowalnej funkcji skalarnej F' zachodzi:

@F)) = P G| (2:50)
GF)) = ok (hola)]

dla dowolnego k € G. Mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnej rézniczkowalnej funkeji ska-
larnej F' zaleznej tylko od wspétrzednych uogdlnionych ¢* (ale nie od pedéw), a wiec

w istocie funkcji ,podniesionej” do T*G z przestrzeni konfiguracyjnej G, mamy:
(B0, F} = —0uF, {3, F} = —6.F. (2.51)

Oczywiscie dla dowolnych funkeji A, B zaleznych tylko od ¢ (podniesionych z prze-

strzeni konfiguracyjnej) zachodzi:

{A7 B} = 0. (252)
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Przestrzenie grupowe i jednorodne

Powyzsze bazowe nawiasy Poissona pozwalajg na obliczenie nawiaséw miedzy do-
wolnymi funkcjami F'; H na przestrzeni fazowej P = T*G, traktowanymi analitycznie

jako funkcje od ¢%, >, lub od ¢, S Mamy wtedy:

oF OH OF OH
— l _
{F,H} =%,C woE 9y, Ox. (o,H) + o, (ouF), (2.53)
i podobnie
~ oF OH OF . oH .
{F,H} = _ElClw@i 58 (6.H) + T (6,F). (2.54)

Warto przy okazji wspomnie¢, ze translacje regularne w grupie mozna wyrazi¢ przy

pomocy operacji wyktadniczej

Fg(gk) = (exp(q*0a)) (k), (2.55)

F(kg(q)) = (exp(q“a)) (k).

Wspomnijmy jeszcze, ze zachodzi:

Og = 0'g=—, Og = 0= (2.56)

oq

Uwaga: Wzory typu (2.47), np.
[Oa70b] - anb Oc¢

zachodzg dla dowolnego teleparalelizmu, czyli dla dowolnego wyboru predkosci nieho-
lonomicznych Q¢ i sprzezonych quasipedéw ¥2,. Jednak w ogdlnym przypadku Z¢,;, sa
funkcjami na rozmaitos$ci ). Powyzszy formalizm bazowych nawiaséw Poissona daje
sie zastosowal 1 w tym ogdlnym przypadku. Ale tylko wtedy, gdy mamy do czynienia
z grupa Liego i prostym przypadkiem (2.35) funkcje strukturalne sa statymi, co znako-
micie upraszcza analiz¢ zagadnienia. Warto jednak wspomniec¢, ze istnieja tez ciekawe
przypadki quasipredkosci i teleparalelizméw ogdlniejszego typu niz powyzsze, oparte

na strukturze grupy Liego i przestrzeni jednorodne;j.
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2.4. Przyktad - ciato infinitezymalne

2.4. Przyklad - cialo infinitezymalne

Bez wchodzenia w nadmiar szczegotéw wspomnijmy tu jeden przyktad, jakim jest
infinitezymalne ciato afinicznie sztywne lub metrycznie sztywne w przestrzeni Rieman-
na (M, g), lub ogdlniej - rozmaitosci z koneksja afiniczna (M, I'). Przestrzen Riemanna
rozumiemy tu jako przypadek szczegdlny w tym sensie, ze koneksja afiniczna jest zbu-

dowana wedlug przepisu Levi-Civity z tensora metrycznego g:

Fijk =-g" (Gajke + Gak,j — Yika) - (2.57)

N+

Jest to jak wiadomo jedyna koneksja afiniczna o nastepujacych wlasnosciach:

e jest metryczna, tzn. znika pochodna kowariantna metryki

Vg=0,
e jest symetryczna,
[ =T
Jesli tensor krzywizny
Rijkl = Fijl,k — Fijk,l + Fiakrajl — Fialrajk (2.58)

jest rézny od zera, to wyjawszy przypadek szczegdlny, tzn. przestrzeni o stalej krzywiz-
nie sekcyjnej, w rozmaitosci na ogot nie ma nietrywialnych izometrii ani nietrywialnych
przeksztatcen afinicznych. O ciatach sztywnych lub afinicznie sztywnych mozna mowié
jedynie w sensie infinitezymalnym. Polega to na tym, ze rozpatruje sie punkty mate-
rialne ze struktura, tzn. doczepiona baza w przestrzeni stycznej. Baza ta jest ogdlna
w przypadku infinitezymalnych ciat afinicznie sztywnych, lub g-ortonormalna w przy-
padku cial metrycznie sztywnych (infinitezymalnych zyroskopéw). Gdy punkt mate-
rialny zajmuje potozenie x € M, wewnetrzne stopnie swobody sa wiec reprezentowane
przez baze ey, A = 1,...,n przestrzeni stycznej T, M. Ortonormalno$¢ rozumiemy

wtedy w sensie tensora metrycznego g w punkcie z, a wiec g, € T,"M ® T,* M,
gz (ea,€4) = g(x);j ey elp =0ap. (2.59)
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Przestrzenie grupowe i jednorodne

Ruch opisujemy przez zaleznos¢ potozenia i konfiguracji wewnetrznej od czasu.
Analitycznie: wspotrzedne chwilowe poltozenia punktu i wspétrzedne wektoréw docze-
pionych sg funkcjami czasu,

2 (t), e'a(t). (2.60)

Uktad predkosci uogélnionych to pochodne czasowe:

da? de%) (2.61)

(0. ea0) = (5 %5
Zwr6émy uwage, ze zwyklte pochodne czasowe de’ 4 /dt nie sg sktadowymi wektoréw w

M. Sa nimi natomiast pochodne kowariantne:

_ De'y  de'y o da®

i — i J .,
VA(t) Dt dt +F]k(l‘(t))€ A dt .

(2.62)

Ze wzgledéw geometrycznych najlepsza miara predkosci jest wiec uktad (n + 1) wek-
toréw (v(t), Va(t)) o sktadowych:

da? ) B De’y

GH="T Vil =t

(2.63)

Ot6z sa to na ogoét quasipredkosci. Staja sie one zwyktymi predkosciami holonomicz-
nymi tylko wtedy, gdy (M,I") jest przestrzenia plaska, tzn. znika tensor krzywizny
i tensor skrecenia,

Rijkl = 07

Sijk = % (szk - Fikj> = O

2.5. Réwnania ruchu w quasipredkosciach i quasipedach

Wréémy do naszego gtownego tematu, jakim jest mechanika na grupach i w prze-
strzeniach jednorodnych oraz quasipredkosci typu elementéw algebr Liego. Zacznijmy
od przyktadowego opisania korzysci, jakie daje uzywanie w réwnaniach ruchu quasi-
predkosci i quasipedéw tego typu. Dla uproszczenia rozwazan skoncentrujemy sie na

przypadku ciata sztywnego w trojwymiarowej przestrzeni Euklidesowej. Przyktad ten
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2.5. Réwnania ruchu w quasipredkosciach i quasipedach

odgrywa szczegdlng role w naszych rozwazaniach. Jest on ponadto wzorcowy, miano-
wicie w maksymalnie prosty sposéb odzwierciedla on struktur¢ najogélniejszego nie-
trywialnego (nie-Abelowego) modelu.

Jesli uzy¢ oznaczen jak powyzej (str. 34,35), to energia kinetyczna baka bez ruchu
postepowego dana jest wzorem (wynikajacym z (1.9), (1.10):

po i e L2 (&?)" + % (&*), (2.64)

gdzie I, sa gtéwnymi momentami bezwtadnosci. Wielkosci @® sa wtedy odniesione do
uktadu osi whasnych baka (osi diagonalizujacych tensor J w (1.9), (1.10)), a tym samym
- diagonalizujacych tensor bezwtadnosci. Oczywiscie I,, J sa state. Nieholonomicznie

zapisane przeksztatcenie Legendre’a ma postac:

T
. I, " (2.65)

~

Ta = Hae

(nie sumowaé po a!). Zatem kinetyczny Hamiltonian dany jest przez:

1

T=—
26

(61)* 4+ =— (62)> + — (63)* . (2.66)
Gdy istnieje potencjat V', petny Hamiltonian jest dany przez:
H=T+V, (2.67)

gdzie potencjal V' zalezy tylko od konfiguracji, a wiec od zaleznej od czasu macierzy
ortogonalnej ¢(t).

Réwnania ruchu zapisujemy przy pomocy nawiaséw Poissona:

do, . . .
4 = {60, HY = {00, T} + {00V}, (2.68)
korzystajac z:
{a'aa a-b} = —EaheOc (269)
oraz
{é—m V} =R.V, (270)
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Przestrzenie grupowe i jednorodne

gdzie R, jest operatorem rézniczkowym 1-go rzedu dziatajacym na zmienne konfi-
guracyjne. We wspotrzednych kanonicznych pierwszego rodzaju jest on dany wzorem

(7.15), (7.17), (7.19).

Rozpisujac:
ov
{02, V} = 96, {04, 00} (2.71)
wedtug wzoru (2.43) dostajemy po skorzystaniu z bazowych zwiazkéw (2.69):
da; 1 o (1 1 .
f= st (— - —) 6, 6+ N, (2.72)
dt 2 %‘ I L)’
gdzie
N, = -R;V

sg wspottowarzyszacymi sktadowymi momentu sit dziatajacych na baka. Wyrazajac
to przez predkosci katowe dostajemy:
dot 1

P .
A I e
gk

(2.73)

Sa to rownania Eulera dla bryly sztywnej. Zwréémy uwage, ze w przypadku baka
swobodnego, gdy V' = 0, jest to autonomiczny, niezalezny od konfiguracji uktad réwnan
na wielkosci o, lub w®. Jest tez tak wtedy, gdy momenty N, maja nature niepotencjalna
i zbudowane sa z samych predkosci katowych w® (lub spinéw 7, ). Jest tak w przypadku
tarcia lepkiego, lub oddziatywan zyroskopowych w sprzezonym uktadzie bakow. Jest
to ogromna korzy$¢ w poroéwnaniu z uzyciem predkosci uogélnionych holonomicznych.

Gdy momenty sit nie znikaja, tto ruchu swobodnego opisywanego rownaniami Eu-

lera jest na tyle istotne, ze jest punktem wyjscia do analizy przypadku dynamicznego.

2.6. Struktura przestrzeni jednorodnych

Postugiwanie sie w powyzszych zagadnieniach zwyklymi predko$ciami (pochod-
nymi czasowymi wspoétrzednych uogélnionych) i sprzezonymi do nich pedami kano-
nicznymi byloby bardzo ktopotliwe. Réwnania ruchu bytyby nieczytelne i niemozliwa
bytaby ich jakosciowa analiza. Jak wida¢, uzycie predkosci katowych i spinow kano-

nicznych taka jako$ciowa analize umozliwia. Jest to sytuacja typowa dla uktadow,
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2.6. Struktura przestrzeni jednorodnych

ktorych przestrzenie konfiguracyjne daja sie utozsami¢ z grupami Liego lub ich prze-
strzeniami jednorodnymi. Ogolniej, procedury tego typu pojawiajg sie we wszystkich
zagadnieniach z symetriami, gdy w przestrzeni konfiguracyjnej dziata jakas wyrézniona
grupa przeksztatcen i Hamiltonian, lub jego wiodgca cze$é cechuje sie niezmienniczo-
Scig wzgledem tej grupy.

Jak wspomniano, w wielu zagadnieniach réwnania ruchu w formie (2.72) lub (2.73)
sg autonomiczne wzgledem quasipredkosci lub quasipedéw i w zasadzie przynajmniej
na ich podstawie mozna wyznaczy¢ zaleznos¢ quasipredkosci Qo (np. predkosci kato-
wych) od czasu. Jest to pierwszy etap rozwiazywania zagadnienia. Drugi etap polega
na wyznaczeniu czasowej zaleznoéci wspétrzednych uogélnionych ¢, czyli wyrazone;

przez nie macierzy ¢. Mamy wiec wyznaczy¢ funkcje ¢(q(t)). Zwiazek definicyjny

~ dep
Q=p 'L 2.74
Y (2.74)
prowadzi do uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
dp 0y dg’ ~
— = — = Q(t). 2.
AT T (t) (2.75)

Jest to, przy znanych Q(t), ukltad jawnie zalezny od czasu. Zatem zagadnienie zostalo
rozbite na dwa etapy: 1) rozwiazywanie ukladu réwnan pierwszego rzedu na funkcje
Q(t), 2) nastepnie - uklady réwnan pierwszego rzedu na o(t) (2.75). To rozbicie jest
duzym utatwieniem i nawet jesli nie pozwala na efektywne rozwigzanie pelnego uktadu
w postaci analitycznej, to wybitnie utatwia analize jakosciows.

Poswie¢my teraz troche uwagi przestrzeniom jednorodnym ogoélniejszego typu niz
grupy. Przypusémy, ze w zbiorze () dziata grupa przeksztalcen G. Tymczasem nie
zaktadamy nawet bogatszej struktury jak rozmaitos¢ rézniczkowa, grupy Liego itp.
Chwilowo @ jest dowolnym zbiorem, a G dowolng grupa traktowang czysto algebra-

icznie. Dzialanie to zapiszemy dla ustalenia uwagi w konwencji lewostronnej:
geG: Q3q—gqeq,
(8182) ¢ = g1 (229) -
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Zaktadamy, ze dzialtanie to jest efektywne, tzn. ze jednos¢ grupy e € G jest jedynym

elementem G speliajacym warunek:

€eq=4q

dla dowolnego g € Q). Méwigce skrotowo, oznacza to, ze G jest ,prawdziwg’ grupa
przeksztatcen, nie za$ jakas grupa homomorficznie (z nietrywialnym jadrem - tzw.
jadrem nieefektywnosci) odwzorowana w grupe Bij@Q - bijekcji zbioru @) na siebie.
Zalozymy ponadto, ze dla dowolnej pary punktéw g, g € @ istnieje przeksztatcenie
g € G takie, ze

g4q1 = q2,

tzn. przeprowadzajace q; W ¢o. Niech ¢y € ) oznacza dowolny ustalony punkt, zas
H(qp) C G niech bedzie jego grupa izotropii, tzn. grupa przeksztalcen zachowuja-
cych qo:

H(go) ={8€G:8q = q}- (2.76)

Zbiér G daje sie wtedy utozsamié ze zbiorem warstw G/H(qp), tzn. przestrzenia

ilorazowa. Warstwy sa

g H(qo) ={gh: h € H(q)}. (2.77)

Dziatanie G na G/ H(qp) jest reprezentowane przez lewe translacje, mianowicie warstwa
xH(q) ={xh: he€ H(q)}

jest odwzorowywana przez g € G w warstwe gz H(qy). Oczywiscie wynik nie zalezy
od wyboru x wewnatrz warstwy, tzn. od zastgpienia x przez xzh, h € H.

Mozna oczywiscie za pierwotne pojecie uznaé grupe G i ustali¢ jakas podgrupe
H C G. Zbiér G realizujemy jako konstrukcje wtérna - zbiér warstw G/ H - przestrzen
ilorazows.

Powstaje pytanie, czy istniejg prawostronne translacje reprezentantow, r — x g

indukujace dzialanie w G/H. Mozna tatwo sprawdzié, ze na ogdt tak jest. Niech
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2.7. Tensory metryczne lewo- i prawo-niezmiennicze

N(H) C G bedzie najwieksza podgrupa dla ktérej H C N(H) jest jej dzielnikiem
normalnym:

nHn ' ={nhnt:he H} = H.
{ }

Dla kazdego n € N przeksztatcenie
gr—gn

przeprowadza warstwy na warstwy, a wiec rzutuje sie do zbioru lewych warstw G/H.

Istotnie, wezmy warstwe xH. Zachodzi:
zHn = axnn *Hn = anH,

a wiec warstwa xH przechodzi w warstwe anH. W tym sensie mozna méwi¢ o dzia-
taniach prawostronnych w zbiorze warstw lewostronnych. Gdy H jest trywialna, H =
{e}, to oczywiscie N(H) = G.

Jesli wychodzimy nie od grupy G i jej podgrupy H C G jako poje¢ pierwotnych,
lecz tak jak poprzednio - od zbioru @) i dzialajacej w nim grupy przeksztalcen G
w sensie konwencji lewostronnej, to utozsamiajac Q z G/H(qy) mozemy w oparciu
o powyzsza konstrukcje otrzymacé nowa grupe przeksztatcen K izomorficzna z grupa
ilorazowa, N (H (o)), H (ao).

Uwaga! Grupa K nie zalezy od wyboru punktu ¢y € Q). Od tego wyboru zalezy jedynie
swego rodzaju ,parametryzacja” I za pomocg elementow grupy G. Oczywiscie w przy-
padku warstw prawostronnych, tzn. w zbiorze H/G mozna przeprowadzi¢ identyczne

rozumowanie.

2.7. Tensory metryczne lewo- i prawo-niezmiennicze

Wréémy do przypadku rozmaitosci rozniczkowych @) i grup Liego G. Niech g bedzie
tensorem metrycznym na (). Bedziemy zakladali, ze jest on niezmienniczy wzgledem
dziatania G. Tak jest we wszystkich rozwazanych przez nas przypadkach. Grupa G

jest wiec podgrupa grupy izometrii przestrzeni Riemanna (@, g).
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Na ogoét | lewo-niezmienniczy” tensor metryczny nie jest ,prawo-niezmienniczy”
wzgledem dziatania grupy K skonstruowanej powyzej. W szczegélnosci, gdy @ = G,
lewo-niezmienniczy tensor na grupie Liego nie musi by¢ prawo-niezmienniczy. Lewo-
-niezmienniczy tensor g na G mozna otrzymaé¢ w ten sposob, ze zadajemy metryke
Euklidesowa I jako algebraiczny tensor metryczny w algebrze Liego g = T.G utozsa-
mionej z przestrzenia styczna do grupy w jednosci e. Nastepnie, za pomoca operacji
lewych translacji regularnych, G > = +— wx € G, tensor ten przenosimy do wszyst-
kich mozliwych przestrzeni stycznych T,,G. Otrzymujemy w ten sposob pole lewo-nie-
zmienniczego tensora metrycznego na GG. Analogicznie mozna budowac niezmienniczy
wzgledem dziatania grupy G tensor metryczny na ogélnej przestrzeni jednorodnej @)
- przesuwajac do wszystkich mozliwych punktéw ¢ ustalong metryke algebraiczng I'
w T,,Q - przestrzeni stycznej w zadanym ustalonym punkcie ¢y. Bedzie to metryka na

przestrzeni ilorazowej G /H (qo).

2.8. Metryka Killinga

Waznym pojeciem jest metryka Killinga na grupie Liego. WyjdZzmy od algebry Lie-
go. W kazdej algebrze Liego u, niekoniecznie interpretowanej jako algebra Liego jakiejs
grupy G, mozna kanonicznie okresli¢ pewng algebraiczng metryke - forme dwuliniowa
I' na u. Robi to si¢ przy pomocy nastepujacej konstrukeji:

Niech u € u bedzie ustalonym wektorem w algebrze Liego. Zdefiniujmy operacje
liniowa

ad,: u —u (2.78)
dana wzorem:
ad,x = [u, z,
gdzie [u, ] oznacza nawias - operacje Liego w u. Z definicji:
[(u,v) = Tr (ady, ad,) = I'(v,u). (2.79)
Jesli wezmiemy grupe jednoparametrowa {k(t): t € R} dang przez:

gz = exp (tad,) z. (2.80)
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2.8. Metryka Killinga

Mozna sprawdzi¢, ze g; sa izometriami dla I':

C(gex,g:y) = (2, y).

Mowiac skréotowo, TN jest niezmiennicza wzgledem, tzw. operacji dotaczonych. I' nazy-
wamy metryka Killinga na algebrze Liego (u, [, ]).

Jesli uzyé bazy x4 w u i wprowadzi¢ odpowiednie stale strukturalne: C¥ ),

[xL, iUM] = CKLM TK,

to wspotezynniki metryczne

FKLZ = F(SL’K,JJL)

sg dane przez

1—‘KL = CYABK CBAL = 1—‘LK-

Jesli u jest algebra Liego grupy G, u = T,.G, to wykonujac jak powyzej lewe transla-
cje, otrzymamy gtadkie pole tensora metrycznego g na G. Jest ono lewo-niezmiennicze
na mocy samej konstrukcji. Niezmienniczo$¢ wzgledem operacji dotaczonych (2.80)
sprawia, ze jest jednoczesnie prawo-niezmiennicze. Pole g nazywamy tensorem Killinga
grupy G.

Powstaje pytanie odnosnie lewo-niezmienniczych tensoréw metrycznych na prze-
strzeni ilorazowej ). Widzieliémy, ze mozna je otrzymywac z tensoréw algebraicznych
zdefiniowanych w ustalonym punkcie qo, wykonujac operacje grupowe. Czesto wygod-
nie jest powiaza¢ takze pola z lewo-niezmienniczymi metrykami na grupie G.

Jesli G jest poétprosta, tzn. jej tensor Killinga jest ,dobrym”, (nieosobliwym) ten-
sorem metrycznym,

det[FKL] 7é 0, det[gij] 7£ 0,

to mozemy postapi¢ w nastepujacy sposob. Dla podgrupy Liego H C G budujemy

algebre Liego b; jest ona oczywiscie podalgebra wyjsciowej algebry Liego,

hCcg="T.G.
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Przestrzen warstw GG/ H mozna zrealizowaé przy pomocy ,reprezentantéw” w G. Jesli
dim H = m, to rozmaitos$¢ reprezentantOw ma ten sam wymiar m.

W dowolnym punkcie k C G przestrzen styczna Tj,G rozktada sie na sume prosta:
TG = Ty(kH) ® Wy, (2.81)

gdzie Ty, (kH) jest podprzestrzenia styczna do warstwy kH przechodzacej przez k, zas
Wy jest jej dopelieniem ortogonalnym do 73, G w sensie metryki Killinga g. Tensor g

mozemy przedstawié jako sume dwéch tensoréw symetrycznych ¢, i ¢,

g = 9"k + 9"k, (2.82)

w nastepujacym sensie: na wektorach stycznych do kH w punkcie k tensor g, po-

krywa sie z tensorem g¢;. Natomiast ¢"), po ograniczeniu do Wy jest identyczne z
ograniczeniem petnego g do tej podprzestrzeni. Ponadto wektory z przestrzeni Wj
sa osobliwe dla tensora ¢g1);, za$ elementy Tj(kH) sa osobliwe dla ¢g"),. Obydwa

(H) o(W)

tensory g\, ¢""¥’) sa niezmiennicze wzgledem operacji:

G >k kh, h e H.

W
9

Zatem pole g™ jest cofnieciem (pull-back) pewnego tensora 7 z rozmaitosci QQ =

G/H do G,
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gdzie m: G — @ = G/H jest kanonicznym rzutowaniem. Tensor v jest automatycznie
symetryczny i nieosobliwy, a wiec okresla metryke na rozmaitosci Q.

Uwaga! Konstrukcja ta pracuje takze wtedy, gdy ¢ jest niekoniecznie tensorem
Killinga, ale dowolnym lewo-niezmienniczym tensorem metrycznym na G, cechujacym
sie jednoczesnie prawostronna niezmienniczoscig wzgledem podgrupy H, tzn. wzgle-
dem przeksztatcen

G 3 k — kh, heH. (2.83)

2.9. Przyktlady

Przytoczmy dwa typowe przyktady jak mechanika punktu materialnego lub infini-
tezymalnego ptaskiego rotatora poruszajacego sie po sferze lub pseudosferze, czyli prze-
strzeni Lobaczewskiego. Mamy na mysli przypadki dwuwymiarowe, kiedy przestrzen
konfiguracyjna daje si¢ utozsami¢ odpowiednio ze sferg S?(0, R) C R3 o promieniu R
(i skalarnej krzywiznie 2/R?) lub pseudosfera, tzn. np. ,gérna” powtoka hiperboloidy

dwupowtokowej H**T(0, R) o pseudopromieniu R (i skalarnej krzywiznie —2/R?).

2.9.1. Ruch na sferze

W pierwszym przypadku, jedli uzyé pochodzacej z R3 parametryzacji sferycznej,

x = Rsin cos p, y = Rsindsin g, z = Rcos,
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Przestrzenie grupowe i jednorodne

mamy wzOr na element tuku:
ds* = dr® + R*sin® % dy?,

gdzie r = RV jest odlegloscia od ,bieguna pétnocnego”, mierzong wzdhuz ,potudnika’”.
Oczywiscie ¥ € [0, 7], r € [0,7R], ¢ € [0, 27].

Tensor metryczny ma wiec postac:
g = dr ®dr + R*sin® % dp @ dp, (2.84)

za$ energia kinetyczna punktu materialnego jest dana przez:

m ar\” r (dp 2
T=—1( sin® - | ) | 2.
5 ((dt) + R”sin R(dt)) (2.85)

S%(0, R) jest oczywiscie przestrzenia jednorodna grupy SO(3,R) obrotéw w R3
wokot zera tej przestrzeni. W roli ustalonego punktu S?*(0, R) mozna wybraé np. jej
,biegun polnocny” lub  potudniowy”: (x = 0,y = 0, z = £R). Grupa izotropii H
jest wtedy grupa SO(2,R) obrotéw w plaszczyznie x, y, nie ruszajacych wspotrzednej
z. Grupe SO(3,R) mozna parametryzowaé na rézne sposoby, np. uzywajac wektora
obrotu k, czyli wspéhrzednych kanonicznych pierwszego rodzaju, lub katéw Eulera
©,0,7. Przypomnijmy, ze parametryzacja za pomoca k ma postaé:

Ulk] = exp (ijj> = RZ::O ] (k:jAj>n : (2.86)

gdzie macierze A; rozpinajace algebre Liego przyjmujemy jako:

(Aj)p = —€jnt
wtedy
[Aj,Ak] = Sjkl Al-
U[k] jest obrotem o kat k = ‘E‘ wokét osi danej przez wersor m = % z orientacja

dana przez regule sruby prawoskretnej. Katy Eulera ¢, 6,1 parametryzuja SO(3,R)
jak nastepuje:
Ulg,0,4) =U(0,0,9)] U[(9,0,0)] U[(0,0,)].
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2.9. Przyktady

Element tuku odpowiadajacy metryce Killinga ma postac:
k
ds® = di? + dsin® (d©? + sin?© do?), (2.87)

gdzie (k,©, ®) - wspohrzedne sferyczne w przestrzeni wektora obrotu k. Nie nalezy ich
myli¢ z (1,0, ) - wspoétrzednymi sferycznymi w przestrzeni R3, w ktérej dokonujemy

obrotu. Uzywajac katow Eulera mamy:
ds® = df* + dp® 4 2 cos 6 dp dip + dip?. (2.88)

Uzywajac $cistej formy iloczynéw tensorowych zapisaliby$my tensor Killinga (Scislej
moéwiac zmieniona jest normalizacja, jest to wynik podzielenia przez (—2) tensora

Killinga z ogélnej definicji):

g = dk®dk+4sin2§<d@®d@—l—sin2@ d@@d@)z (2.89)
= d0®dI+dp ®dep+cosb dp @ dip 4 cost dip @ dp + dip @ dip =

= df @df+sin?0 dp @ dp + (dip + cos 0 dp) @ (dip + cosd dy) .

Wyrazenia te leza u podstaw wzoru na energie kinetyczng trojwymiarowego baka

kulistego o module bezwtadnosci I, bez uwzglednienia ruchu translacyjnego:

dk\> k (dO) o\ ?]

do\*  (dp\> dodiy [ di\?]
= S2) 42cosh L 4 [S0) | =
<dt> +<dt> st grar T

[(ao\® . (de\®  [dv dp\
<E> + sin 9 <E> —+ E—FCOSQE .

Kazda z przytoczonych postaci ma swoje zalety. Jesli juz postugiwac sie tg inter-

T —

DN |~ N |~ N |~

pretacja, to dla porzadku wypiszmy ogdlny wzor na energie kinetyczna ciata sztywnego

w R3, bez ruchu translacyjnego:

I I I
T = 515512 + 52;@2 + 53;{32, (2.91)

53



Przestrzenie grupowe i jednorodne

gdzie state I, I, I3 sa gléwnymi momentami bezwtadnosci, zas 3, 33, 3 sg sktado-

wymi predkosci katowej w reprezentacji wspottowarzyszace;j:

0 -3
N AU
w=U 1E: 20— |- (2.92)
— M9 Ql 0

Mozna sprawdzié¢, ze:

d do
2 = sinfsiny d—f + cos Y o

- . d ) de

2 = sinfcosvy d—f — siny e (2.93)
I de dy

23 = cosf a + a

Wyrazenie to jest dosy¢ zawile, upraszcza si¢ natomiast w przypadku baka symetrycz-

nego, gdy Iy = I, = K, I3 = I. Mamy wtedy:

N>, (de\?
<%> + sin“ 0 (E)

Odpowiedni tensor metryczny (z wlaczonymi momentami bezwladnosci) ma postaé:

K

2

I (di do\’
+ 3 (E + cos 6 E) : (2.94)

g =K (df @ do +sin*0 dp @ dip) + I (dp + cos ¥ dip) ® (dip + cos§ dip) . (2.95)

Bak kulisty i tensor Killinga na SO(3,R) odpowiada oczywiscie sytuacji K = I.

Zwroémy uwage, ze tensor metryczny (2.95) na SO(3,R) jest lewo-niezmienniczy
wzgledem wszystkich translacji grupowych, ale prawo-niezmienniczy tylko wzgledem
SO(2,R) - obrotow wokét osi z. W ogdlnym przypadku I} # Iy # I3 # I; nie ma
oczywiscie zadnych symetrii wzgledem prawych translacji regularnych.

Zatem do tensora metrycznego (2.95) i jego szczegdlnego przypadku, jakim jest
tensor Killinga, daje si¢ zastosowa¢ rozumowanie przedstawione poprzednio.

Sfere S2(0, R) (w szczegolnosei jednostkows) jako przestrzen jednorodng grupy ob-

rotéw SO(3,R) mozna otrzymaé jako ilorazowa rozmaitosé warstw:

S?(0, R) = SO(3,R)/SO(2, R),
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gdzie, jak powiedziano, SO(2,R) interpretujemy jako grupe obrotéw wokol ,osi 2”7 w
R3. Analitycznie gubimy wtedy zmienng 1 i pozostaja nam tylko zmienne (6, ) lub
(r = RO, ) parametryzujace sfere S?(0, R).

Rozktad (2.82) przyjmuje postaé:

g=9""" @ g", (2.96)

gdzie, jak poprzednio, w danym punkcie R € SO(3,R) Wk jest w przestrzeni styczne;
TrSO(3,R) podprzestrzenia ortogonalna do Tr(RH). Otéz dla tensora (2.95) mamy:

FOCR = [(dy + cosh dp) @ (dib + cosd di), (2.97)

gV = K(d0®do+sin*0 dp®dp).

I oczywidcie, jak widaé¢, z dokladnoéciag do stalego czynnika, ¢" jest cofnieciem z
S%(0, R) do SO(3, R) naturalnej metryki (2.84). Patrzac w odwrotnym kierunku, moze-
my metryke sfery, jako przestrzeni jednorodnej, uwaza¢ za konstrukcje wtérng wzgle-
dem metryki prawo-SO(2, R)-niezmienniczej na SO(3,R) (w szczegblnosci - metryki
killingowskiej, dwustronnie SO(3, R)-niezmienniczej). Jest to przyktad ilustrujacy po-
wyzsze rozwazania o grupowym opisie dynamiki na przestrzeniach jednorodnych. W
przyktadzie tym predkosci niecholonomiczne, na przestrzeni jednorodnej oparte sa na
uzyciu pola ko-baz odpowiadajacego wielkosciom @y, &y, ale ponumerowanego w ten
sposob, by wektory bazowe byty do siebie nie tylko ortogonalne, ale i unormowane do
jednosci.

Warto zaznaczy¢, ze jesli nie wykonywaé procedury dzielenia grupy przez podgrupe,
lecz pozosta¢ na poziomie SO(3,R) i podstawi¢: § = r/R, K = mR? to dostaniemy

dla energii kinetycznej, opartej na metryce (2.95) wyrazenie:
T = Tyt T = (2.98)
2 2 2
_m dr 9 . o1 [dp I (dy r [dp
T ((dt) TS (dt sl Tr \a))
(2.99)

Jest to energia kinetyczna poruszajacego sie po sferze infinitezymalnego baka izotropo-

wego o momencie bezwtadnosci I 1 masie m. W ten sposob widaé, ze geometria grupy
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G pozwala opisywaé obiekty z rzadzonymi przez podgrupe H C G wewnetrznymi
stopniami swobody i wykonujace ruch postepowy na przestrzeni jednorodnej G/H.
Zamrazajac wewnetrzne stopnie swobody, np. ktadac w (2.98) I = 0, dostajemy ruch
czysto translacyjny w przestrzeni Riemanna z metryka generowana w G/H z grupy G,

jak opisano powyzej.

2.9.2. Ruch na pseudosferze

Warto jeszcze dla poréwnania wspomnie¢ o przypadku pseudosfery, czyli przestrze-
ni Lobaczewskiego. Jest to drugi interesujacy przyktad zwigzku miedzy mechanika na
grupie, jej przestrzeni jednorodnej i z geometrycznymi modelami wewnetrznych stopni

swobody.

Pseudosfera dwuwymiarowa o promieniu R, czyli o ujemnej krzywiznie R = —2/R?

jest to powloka (np. gérna) hiperboloidy dwupowtokowej w R? o réwnaniu:
—z? -y + 22 = R? 2> 0.

Oznaczamy ja przez H>*>%(0, R). Jest to jeden z modeli przestrzeni Lobaczewskie-
go. Jej ,prostymi” geodezyjnymi sa przeciecia z ptaszczyznami przechodzacymi przez
poczatek (zero) przestrzeni R?. Jej metryke otrzymujemy przez obciecie metryki Min-

kowskiego o elemencie tuku

ds* = da® + dy* — dz*
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2.9. Przyktady

(dr @ doe + dy ® dy — dz ® dz). Mamy naturalng parametryzacje (6,¢), lub (r =
RO, ), gdzie r jest mierzona wzdtuz geodezyjnej odlegloscia od ,bieguna péinocnego”
(0,0, R). Kat ¢ ma zwykte znaczenie zmiennej biegunowej. Oczywiscie teraz r,0 €

[0, 00]. Parametryzacja ma postacé:
x = R shf cos p, y = R shf sinp, z = R chf. (2.100)

Po prostu funkcje trygonometryczne kata 6 zastepujemy wszedzie funkcjami hiperbo-
licznymi obecnego ,pseudokata” 6. Uwaga: nalezy zachowaé ostrozno$c¢ - sprawa znaku
przy rézniczkowaniu funkcji trygonometrycznych i hiperbolicznych.

Element dtugosci ma postac:
ds’ = dr” + R? s di”
tzn.
g=dr®@dr+ R? sh2% dyp ® de. (2.101)

Energia kinetyczna punktu o masie m jest wiec dana przez:

r=" @2+R2h21 de)’ (2.102)
o2\ \dt R\ ' '

Przestrzen konfiguracyjna H>?% (0, R) jest teraz przestrzenia jednorodng grupy Lo-
rentza SO(1,2),
H**7(0, R) = SO(1,2)/SO(2, R),

gdzie SO(2,R) jest jak poprzednio grupa zwyktych obrotéw w zmiennych x, y.
Na SO(1, 2) mozna wprowadzi¢ wygodna parametryzacje za pomoca , pseudokatéw

Eulera”:

SO(1,2) 3 L(g,0,¢) = U[(0,0,¢)] A[(6,0,0)] U[(0,0,9)],

gdzie A[(0,0,0)] jest przeksztalceniem Lorentza ,przyspieszajacym” wzdtuz pierwsze;

osi (,osi z-6w”):

A[(Q, 070)] = 0 ChX ShX

0 shyx chy
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Whprowadzamy pseudopredkosci katowe
a=|a 0 a |=L"—. (2.103)

Mozna sprawdzic, ze

d d
a; = shy sin¢d—f+cosw d_>t<’

d d
as = —shy cosv —90 + sin ) d—>t<’ (2.104)
_ dep ddf
= chy X4+
@ Xar T a

Lewo-niezmiennicze energie kinetyczne na grupie Lorentza SO(1,2) maja postaé:
+ 5 (@) + 5 (@), (2.105)

gdzie I, sa statymi bezwtadnosci.
Przez analogie z bakiem, szczegblnie prosty jest przypadek symetryczny, a wiec
prawo-niezmienniczy wzgledem SO(2,R), gdzie Iy = L+ K, I3 =1

K, . K, _
T==
2

. I,
(@1)* + 5 (@2)" + 5 (@5)*.
We wspotrzednych:

r-%
2

dip 2
+2<dt+h9dt>'

ao\> . (do\’

Kladac K = mR?, 0 = r/R, dostajemy:

m | (dr)’ r [dp ?
T=—||— 2sh?— [ ==
> [(dt) s (dt)

Mozna na to patrze¢ jak na energie kinetyczng baczka o masie m i momencie bezwtad-

dvp r dy
- (dt Ty dt)

nosci, $lizgajacego sie po hiperboloidzie (przestrzeni Lobaczewskiego). Podobnie, jak
poprzednio, zamrazajac wewnetrzne stopnie swobody, tzn. ktadac I = 0, lub wprowa-
dzajac wiezy nieholonomiczne

653:07
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dostajemy geodezyjny ruch punktu materialnego na hiperboloidzie. Jest on znowu
opisany przy pomocy predkosci nicholonomicznych oy, ds.

Analogicznie do wzoréw (2.97), mamy:

¢SO — [ (dy + chd dy) @ (dip + chf dp), (2.106)

9" = K(d0®df+sin0 dp @ dip) .

Uwaga! Pojawia sie tu pewna ciekawostka. Jesli chcemy, by metryka na SO(1,2)
byta dwustronnie niezmiennicza (bylta metryka Killinga), to w zwiazku z niezwartoscia
SO(1,2) mamy:

I=-K.
A wiec wktad do energii kinetycznej pochodzgcej od wewnetrznych stopni swobody jest
ujemny. Jest otwartym pytaniem, interesujacym wielu badaczy, czy modele energii

kinetycznej nie bedace dodatnio okreslone mogg by¢ uzyteczne fizycznie. Sg pewne

przestanki by sadzi¢, ze tak jest.
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Rozdziat 3

Ciata afinicznie sztywne o

zdegenerowanym wymiarze

W tym rozdziale przejdZzmy do tematu ciat afinicznie sztywnych o zdegenerowanym
wymiarze. Teoria osrodkéw ciaglych zajmuje sie¢ miedzy innymi takimi obiektami, jak
np. membrany, struny, itp. Obiekty te sa intensywnie badane w kwantowej teorii pola
i teorii czastek elementarnych. Mozemy sformutowaé niektore klasyczne a takze czysto
akademickie kwantowe modele takich obiektow jako nasze ciata afinicznie sztywne o
zdegenerowanym wymiarze. Tak wiec rozwazmy cialo m-wymiarowe afinicznie sztyw-
ne poruszajace sie w n-wymiarowej przestrzeni, przy czym m < n. Oczywiscie, w
standardowych fizycznych zastosowaniach tylko szczegblne przypadki n =3, m = 1,2
sg bezposrednio interesujace. I wtasciwie, ponizej skoncentrujemy sie na przypadku
n = 3, m = 2, czyli dwu-wymiarowej afinicznej ptytce poruszajacej sic w zwyktej

tréj-wymiarowej przestrzeni.
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3.1. Przestrzen konfiguracyjna i jej grupy przeksztalcen

Przestrzen materialna i fizyczna sa przestrzeniami afinicznymi. Przyjmujemy prze-
strzen materialng (N,U) o wymiarze m i przestrzen fizyczna (M, V) o wymiarze n,
przy czym m < n. Przestrzen konfiguracyjna @) ciata afinicznie sztywnego sktada sie

z afinicznych injekcji (monomorfizméw) z przestrzeni N do M, czyli
Q = AfM(N, M). (3.1)

Tak jak poprzednio, Lagranzowski (wspoéttowarzyszacy) rozklad masy opisany jest
przez ustalona, niezalezna od czasu, dodatnio okreslona miar¢ p na przestrzeni mate-
rialnej N. Srodek masy w N, masa catkowita M i kwadrupol bezwladnosci J € U @ U
sa zdefiniowane tak jak w regularnym przypadku (gdy m = n). Wspéhrzedne lagran-

K

zowskie a, K = 1,...,m, sa réwniez wybrane w taki sposéb, ze a* = 0 dla érodka

masy w N. Przestrzen konfiguracyjna mozemy utozsamic z
Q=M X Q=M x LM(U,V), (3.2)

gdzie LM(U, V') jest zbiorem liniowych monomorfizméw (injekcji) z przestrzeni U do
przestrzeni V. Wyrazenie
yi = ot + giga
zachowuje waznos$¢. Macierz [’ ;] o wymiarze n X m ma rzad m.
Wszystkie powyzsze wyrazenia dla energii kinetycznej, przeksztalcenia Legendre’a,
hamiltonianéw, grup przeksztatcen sg formalnie poprawne. Pewne réznice pojawiaja

sie jednakze w strukturze dzialania grup. Mianowicie, Qi = LM (U, V') jest przestrze-

nig jednorodna dziatan lewostronnych grupy GL(V).

A€ GL(V): LM(U,V) 3¢ Ap € LM(U,V), (3.3)

ale przestaje by¢ jednorodna podczas przeksztatcen materialnych, tj. dziatania prawo-

stronnego grupy GL(U):

BeGL(U): LM(U,V)>3¢— pBeLMU,V). (3.4)
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Ciata afinicznie sztywne o zdegenerowanym wymiarze

Dziatanie to nie jest tranzytywne. Jego orbita sktada si¢ z takich ¢, ktore maja takie
same obrazy o(U) C V.

Analitycznie, gdy ktadziemy V = R", U = R™ i przestrzen konfiguracyjna utozsa-
miamy z Q = R™ x LM(m,n), powyzsze dziatania prawostronne staja si¢ mnozeniami
macierzowymi. W regularnym przypadku byty one natomiast po prostu, prawymi i
lewymi translacjami regularnymi na GL(n,R) lub GL*(n,R).

Powyzszy uktad ma f = n+mn = n(m+1) stopni swobody, czyli n translacyjnych
stopni swobody i mn wewnetrznych (wzglednych) stopni swobody. Podobnie, jak po-
wyzej nie jesteSmy w szczegolnosci zainteresowani ruchem translacyjnym. Raczej, skon-
centrujemy sie na @-tych (wewnetrznych) stopniach swobody, tj. na Qu,, = LM(m, n).
Ruch translacyjny w dalszych rozwazaniach zostanie pominiety.

Jak wspomnielismy, LM(U, V') jest przestrzenia jednorodna jesli chodzi o trans-
formacje przestrzenne, tj. dzialania lewostronne grupy GL(V). Interesujace jest opi-
sanie tej przestrzeni jako przestrzeni ilorazowej grupy GL(V) wzgledem niektérych
jej podgrup. Ustalmy pewien standardowy liniowy monomorfizm ¥ przestrzeni U w
V. Mozemy wiec powiedzie¢, ze jezeli ruch translacyjny zostal zaniedbany a N i M
identyfikuja sie odpowiednio z U i V', wtedy LM(U, V') mozemy otrzymac z ¥ poprzez

lewostronne dziatanie:
LM(U, V)3 V¥ — p = AV € LM(U,V), (3.5)

gdzie A przebiega GL(V'). Czym jest podgrupa stabilizujaca H[W] C GL(V') konfigura-
cji odniesienia W7 Sktada sie ona z takich elementéw GL(V), ktore nie tylko zachowuja
podprzestrzen liniowg W(U) C V, ale rowniez zachowuja oddzielnie kazdy element tej
podprzestrzeni.

Zapiszmy ten obiekt analitycznie. Tak wiec, ktadziemy U = R™, V' = R", i utoz-
samiamy przestrzen R™ z liniowa podprzestrzenia R” sktadajaca si¢ z wektorow o m

dowolnych elementach na m pierwszych miejscach i z zerami na pozostatych (n —m)
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3.1. Przestrzen konfiguracyjna i jej grupy przeksztatcen

miejscach, tj. [al,...,a™,0,...,0]". Zatem

-
()= =] (3.6
0 a™
L 0 J
L 0 J

gdzie o jest (n — m) x 1 wymiarowa macierza zbudowana z zer. Latwo zauwazy¢, ze H

sktada sie ze wszystkich macierzy o postaci:

L, A
O B

gdzie

I,, m x m-wymiarowa macierz jednostkowa,

A m x (n —m)-wymiarowa macierz,

B (n —m) X (n — m)-wymiarowa macierz,

O (n —m) x m-wymiarowa macierz zbudowana z zer.

Macierze A i B sg dowolne, a bardziej precyzyjnie, podlegaja jedynie ogranicze-
niu, ze catkowita macierz jest nieosobliwa. Ale zbiér macierzy A, B naruszajacy ten
warunek jest oczywiscie podzbiorem miary zero. Dowolno$é A jest m(n — m)-wymia-
rowa, natomiast B (n — m)*wymiarowa. Wzigte razem, macierze A i B zawieraja
m(n —m)+ (n—m)* = n(n —m) dowolnych parametréw (dowolnych w wyzej wymie-
nionym sensie, nalezy wykluczy¢ przypadek osobliwy). Zatem, przestrzen ilorazowa

2 — n(n —m) = nm zasadniczo dowolnych liczb. T

G/H jest parametryzowana przez n
faktycznie dim LM (m, n) = dim L(m,n) = mn. H jest rzeczywiscie podgrupa GL(n, R)

co mozna atwo sprawdzi¢,

I Ay I A, I ABy+ Ay
O B1 O B2 O BIB2
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Ciata afinicznie sztywne o zdegenerowanym wymiarze

3.2. Wielkosci kinematyczne

Dla niezdegenerowanych cial afinicznych, gdy m = n, definiuje sie predkosci afi-

niczne (,gyration” Eringen’a), odpowiednio w reprezentacji przestrzennej i materialnej

Qe L(V)~CL(VY, Qe L(U) ~ GL(VY,

dp _ ~ _1dy ~
O=-"Tp! Q=p 1= O = Qo !
dt@ ) 2 I PALp

W modelach o zdegenerowanym wymiarze predkosci afiniczne nie istnieja. Prawa
odwrotno$é p € L(V,U), tj. spelniajaca ¢p = Idy nie istnieje w ogble, poniewaz
transformacje liniowe nie moga powigksza¢ wymiaru. Lewe inwersje A € L(V,U), tj.
spetniajace A\p = Idy istnieja, ale jest ich nieskonczenie duzo; pokrywaja sie one tylko
na podprzestrzeni p(U) € V.

Natomiast momenty afiniczne (hipermomenty, spin afiniczny w przestrzennej i
wspOltowarzyszacej reprezentacji) istnieja. Tak jak w przypadku regularnym, sktadowe
3; sa hamiltonowskimi generatorami GL(V') dziatania lewostronnego na LM(U, V), i
>4 5 sa hamiltonowskimi generatorami GL(U) dziatan prawostronnych na LM(U, V).
Scidle méwige, pojecia Jlaboratoryjny” i ,wspoltowarzyszacy” sa niezbyt poprawne,

poniewaz nie istnieje transformacja podobienstwa ustalajaca zaleznosé ¥ do 3.

3.3. Rozktad biegunowy i dwubiegunowy

Dla samego okreslenia sensownych modeli dynamicznych, a tym bardziej dla obli-
czen i analizy jakosciowej, wtasciwy wybor wspélrzednych jest bardzo wazny. W me-
chanice niezdegenerowanych ciat afinicznych jest wygodnie uzywaé dla odwzorowania

¢ € GL"(n,R) rozktadu biegunowego
¢ =RL = AR, (3.7)

gdzie R € SO(n,R) jest obrotem wilasciwym (macierza ortogonalng o wyznaczniku

+1), L jest symetryczna i dodatnio okreslona

A =RLR'= RLR".
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3.3. Rozktad biegunowy i dwubiegunowy

Diagonalizujemy L za pomoca podobienstwa ortogonalnego,
L=UDU '==UDU",

gdzie U € SO(n,R) jest ortogonalna, zas D - diagonalna i dodatnio okreslona. Otrzy-

mujemy rozktad dwubiegunowy:
¢ =VDU ' =VDUT, (3.8)

gdzie V' = RU jest ortogonalna; V' € SO(n,R). W odréznieniu od rozktadu biegu-
nowego, powyzszy dwubiegunowy rozktad nie jest jednoznaczny. Gdy D ma zdege-
nerowane widmo, tzn. elementy na przekatnej powtarzaja sie (nawet jednokrotnie),
niejednoznacznosé¢ ta ma charakter kontynualny - jak niejednoznacznos¢ katéw o' i ¢
we wspotrzednych sferycznych gdy r = 0. Skrajny przyktad to degeneracja, gdy D jest

macierza podobienstwa, tzn. proporcjonalng do jednostkowej,
D =)L

Wtedy ¢ = VDU =VU D iV, U w ogdle nie sg z osobna okreslone. Tylko VU*
jest dobrze zdefiniowane. Zatem sytuacja, gdy D jest zdegenerowane, jest to osobliwosé
uktadu wspotrzednych.

Jednak nawet w przypadku niezdegenerowanym ma miejsce wieloznacznosé, tyle,
ze dyskretna. Jesli mianowicie W jest dowolna macierza ortogonalng, ktora w kazdym

wierszu i w kazdej kolumnie ma jako jedyny niezerowy element 1 lub —1, to
0 =VDU = (VW)W DW)YUW) =V'D'U

gdzie oczywiscie D' = W1DW jest tez macierzg diagonalng, ma te same elementy
co D, ale spermutowane. Niemniej jednak, gdy starannie uwzgledniona, ta niejedno-
znacznosé nie jest zbyt ktopotliwa.

Diagonalne elementy macierzy D sa pierwiastkami kwadratowymi wyzej wspomnia-
nych wartosci wlasnych \, D,, = v/Aq, a zatem, s one niezmiennikami deformacji. Jak
kazde niezmienniki deformacji, sa one nieczute na dziatanie obrotéw przestrzennych i
materialnych,

o — Ap, ¢ — 9B; AcO(V,g), BeO(U,n).
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Ciata afinicznie sztywne o zdegenerowanym wymiarze

Macierze R, V., U (bardziej poprawnie izometrie) opisuja fikcyjne ciata sztywne zwia-
zane z afinicznymi stopniami swobody. Dla przyktadu, V' i U opisuja orientacje orto-

normalnych baz zbudowanych z wektoréw wtasnych powyzszych réwnan wtasnych.

3.4. Stopnie swobody a przestrzen konfiguracyjna

Od teraz, niemal wylacznie opieramy sie na opisie analitycznym, tj. ktadziemy po
prostu U =R™, V =R", LM(U,V) = LM(m,n) C L(m,n).
Istnieje odpowiednik rozkladu (3.7) w mechanice zdegenerowanych cial afinicznie

sztywnych, gdy m < n. Mianowicie, mozemy napisac:
p=R : (3.9)

gdzie R € SO(n,R) jest wlasciwa macierza ortogonalna, L € Sym(m,R) jest syme-
tryczna macierza m X m-wymiarowa, o jest macierza (n — m) X m zbudowana z zer.
Oczywiscie,

dimSO(n,R) = %n(n—l),

1
dim Sym(m,R) = §m(m+1),

tj. R zalezy od in(n — 1) a L od sm(m + 1) niezaleznych parametréw. Jak widaé
dla ogdélnych wielko$ci m, n catkowita liczba tych parametréw nie jest réwna liczbie

wewnetrznych (wzglednych) stopni swobody, tj.
1
E(n(n —1)+m(m+1)) # mn.

Jest to za duzo, mamy do czynienia z nadliczbowymi zmiennymi. Przestrzen kon-
figuracyjna, w tym wypadku, nie moze by¢ utozsamiona z iloczynem kartezjanskim
SO(n,R) x Sym(m,R).

Powéd jest mianowicie taki, ze podgrupa obrotéw SO(n — m,R) dzialajaca na

T
gdy mnozy

(n — m)-krotne ostatnie zmienne w R™ nie dziata na macierz [ L o
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3.4. Stopnie swobody a przestrzen konfiguracyjna

ja z lewej strony. Méwiac $cislej, wezmy podgrupe K C SO(n,R) sktadajaca sie z

nastepujacych macierzy blokowych:

R :

gdzie

- I,, jest m x m-wymiarowa macierza jednostkows,

- o jest (n —m) X m-wymiarowa macierza zbudowana z zer,

- u € SO(n — m,R) jest dowolna (n —m) X (n — m)-wymiarowa macierza obrotu.
Oczywidcie, podgrupa K, izomorficzna z SO(n — m,R) jest 3(n — m)(n — m — 1))-
-wymiarowa. Zatem, przestrzen ilorazowa lewych warstw SO(n, R)/K opisuje rotacyjne

stopnie swobody i ma wymiar

dim (SO(n, R)/K) = %n(n - %(n —m)n—m—1)=mn— M
Przestrzen konfiguracyjna wewnetrznych (wzglednych) stopni swobody Qi jest dyfe-
omorficzna z (SO(n,R)/K) x Sym(m,R). Istotnie ten iloczyn kartezjanski jest (mn)-
-wymiarowa rozmaitoscia, tak samo jak Qi = LM(m,n,R).

Uzywajac bardziej bardziej wyrafinowanego jezyka mogliby$my powiedzie¢ tak.
Niech ¥ € LM(U, V) bedzie konfiguracja odniesienia. Jest to liniowe odwzorowanie z
przestrzeni U w przestrzen V', tak wiec jego obraz W(U) C V jest m-wymiarowa li-
niowa podprzestrzenia. Niech K(¥) C SO(V, g) oznacza grupe transformacji liniowych
i ortogonalnych zachowujacych kazdy punkt W(U), wigc tym bardziej, zachowujacych
podprzestrzen liniowa W(U). Bedac izometriami, transformacje te zachowuja réwniez
ortogonalne dopetienie ¥(U)*+. Podgrupa K(¥) dziala w sposob trywialny na W(U)

i dziala jak pelna grupa whasciwych obrotéw na W (U)*,
K(W) [ W(U) = {Idyw)}, K(¥) | C(U)" =SO (W(U)",g|¥(O)").
Rozmaitosé ilorazowa lewych warstw SO(V, g)/K(V) opisuje obrotowe stopnie swobo-

dy. Z powodow estetycznych lepiej jest unikaé uzywania konfiguracji odniesienia W.
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Ciata afinicznie sztywne o zdegenerowanym wymiarze

Jest to mozliwe poniewaz rozmaitos¢ obrotowych stopni swobody moze by¢ utozsa-
miona z F(V,g;m), tzn. rozmaitoscia wszystkich ortonormalnych uporzadkowanych
m-krotnych wektoréw w V' (gdy m = n to staje sie po prostu dobrze znang roz-
maitoscia wszystkich ortonormalnych zbioréw baz w V). Scisle méwiac powinno sie
wziaé spéjna sktadowa sktadajaca sie ze zgodnie zorientowanych baz. F(V, g;m) jest
po prostu dobrze znang rozmaitoscig Stiefela. Analitycznie, gdy potozymy U = R™,
V =R", F(V, g;m) moze by¢ wlasnie utozsamiona z SO(n,R)/SO(n —m, R).
Uwaga: Nie mozna myli¢ rozmaitosci Stiefela i Grassmanna. Ta ostatnia jest zbio-
rami m-wymiarowych liniowych podprzestrzeni w V', te podprzestrzenie sg po prostu
powtokami liniowymi wspomnianych zbiorow m baz, a zatem zawieraja one mniej

informacji. Rozmaito$¢ Grassmanna A(V, m) mozna utozsamic¢ z
SO(V.9)/S0 (¥(U)*, g | W(U)*) x SO (¥(U), g | ¥(U));
analitycznie,
SO(n,R)/SO(n — m,R) x SO(m, R).
Oczywiscie, jej wymiar jest réwny m(n — m).

Reasumujac:

e Rozktad ,biegunowy” utozsamia wewnetrzna przestrzen konfiguracyjng z
(SO(n,R)/SO(n — m,R)) x Sym(m, R). (3.10)

e Na ogo6l nie jest tatwo sparametryzowacé rozmaitosé Stiefela w bezposredni i efek-
tywny sposob. Na szczeScie my jesteSmy zainteresowani szczegdlnym przypadkiem,
ktéry jest raczej prosty. Odpowiada on sytuacji gdy SO(n — m, R) jest trywialna;
to odnosi sie oczywiscie do niezdegenerowanego ciata afinicznego.

e Gdym=n-—-1,

SO(n —m,R) = SO(1,R) = {1},

SO(n,R)/SO(n — m,R) = SO(n, R).
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3.4. Stopnie swobody a przestrzen konfiguracyjna

W tym przypadku Qi ma wtasnie postac:

Qut ~ SO(n, R) x Sym(m, R). (3.11)



Rozdzial 4

Rozklad ,,biegunowy” i ,,dwubiegunowy”

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy dwa modele o zdegenerowanym wymiarze w
rozktadzie ,biegunowym” i ,dwubiegunowym”. Przedstawione zostana explicite szcze-
gblne rozwigzania typu ,stacjonarnych” elips dla przypadku ,dwubiegunowego”. Po-
mimo, ze w przypadku ,biegunowym” rozwigzania stacjonarne istniejg nie zostaly tu

umieszczone z powodu ich zawilosci i duzej objetosci.

4.1. Opis analityczny

Nasze praktyczne zainteresowanie skupia sie na szczegdélnym przypadku, gdy n =
3 1m = 2, czyli jednorodnie deformowalnej ptaskiej membranie, ktorej przestrzen

konfiguracyjna jest dana przez wzor (3.11):

Qs ~ SO(3,R) x Sym(2,R). (4.1)
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4.1. Opis analityczny

Jak pamietamy istnieje odpowiednik rozktadu biegunowego (3.9) w mechanice zde-

generowanych cial afinicznie sztywnych, gdy m < n. Mianowicie:

L
=R (4.2)
0
gdzie
- R € SO(n,R) wlasciwa macierz ortogonalna,
- L € Sym(m,R) m x m-wymiarowa macierz symetryczna,

- 0 macierz (n —m) x m-wymiarowa zbudowana z zer.

Natomiast odpowiednik rozktadu dwubiegunowego (4.10) ma postac :
D
o=V U, (4.3)

gdzie

V € SO(n,R) z tymi samymi zastrzezeniami dotyczacymi fikcyjnych stopni swobody
SO(n —m,R),

D = diag (Dy, ..., D,,)-macierz diagonalna m x m-wymiarowa dodatnio okreslona,

- 0 (n —m) X m-wymiarowa macierz zbudowana z zer,

U € SO(m,R) dowolna m x m-wymiarowa wlasciwa macierz ortogonalna.

Jedlim = n—1, w szczegblnosci, dla sytuacji fizycznej, gdy n = 3, m = 2 (dysk afinicz-
nie deformowalny), konfiguracje sa prawidlowo reprezentowane przez trojke (V, D, U)
z doktadnoscia do pewnych utozsamien , znanych z mechaniki niezdegenerowanych

cial afinicznych.
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Rozktad ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

W fizycznym przypadku n = 3, m = 2 rozklady ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

maja odpowiednio nastepujace postaci:

_g n

o = Ria ¢|, (4.4)
| 00
o

p = V{0 pu|UO), (4.5)
0

cosf) —sinb
gdzie R € SO(3,R), U(9) = € SO(2,R)1i (&, e, C), (A, ) sa uktadami
sinf cos®

rzeczywistych wspotrzednych z uwzglednieniem warunkow dodatniej okreslonosci:
£€>0, EC—a? >0, A >0, u> 0. (4.6)

Oczywiscie, bedac zmienna katowa 6 jest brane modulo 27, podczas gdy (€, «v, (), (A, i)
sa zmiennymi globalnymi (chociaz poddanymi wiezom jednostronnym). Nawiasem mo-
wiac, jesli nasz plaski afiniczny uktad punktéw materialnych jest dyskretny, lub jesli
afiniczne stopnie swobody sa zasadniczo wewnetrzne, wspomniane wiezy jednostronne
moga by¢ ostabione lub nawet pominiete.

R € SO(3,R) moze zostaé¢ sparametryzowana przez lokalne wspéhrzedne dobrze
znane z mechaniki ciata sztywnego i z geometrii odpowiednich rozmaitosci grupowych.

Szczegdlny wybodr zalezy od struktury uzytego modelu dynamicznego.

4.2. Formalizm hamiltonowski

Zaktadamy, ze potencjal V' zalezy tylko od konfiguracji, zalezy od ¢ przez tensor
deformacji Greena. Innymi stowy zaktadamy, ze uktad jest izotropowy w przestrzeni

fizycznej. Tensor deformacji Greena GG dany jest przez nastepujace wyrazenie:

Gap = gijo' 4’ B = 6150 4’ . (4.7)
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4.2. Formalizm hamiltonowski

W zapisie macierzowym:

G = nggp.

Oczywiscie, GT = G. Macierz Greena G jak wspomniano wyzej jest nieczula na lewo-
stronne ortogonalne odwzorowania. Oczywiscie, niezmienniki deformacji, tj. pierwiast-
ki charakterystyczne macierzy symetrycznej GG, sa niezmiennicze wzgledem sztywnych
obrotow w obydwu przestrzeniach materialnej i fizycznej.

Potencjat V' uzyty w rozktadzie ,dwubiegunowym” jest funkcja wielkosci A, pu.
W rozktadzie ,biegunowym” wygodnie jest uzy¢ V' jako funkcji o, &, (. Stad, w szcze-
gblnosci lagranzian ma postac:

L=T-V(p) (4.8)

z potencjatem niezaleznym od predkosci.

W formalizmie hamiltonowskim wszystkie fizyczne wielkosci, w szczegdlnosci ener-
gia, sg wyrazone za pomoca pedéw kanonicznych i wspétrzednych uogélnionych. Stad,
rozpoczynajac od opisu lagranzowskiego opartego na predkosciach musimy odwro-
ci¢ transformacje Legendre’a i wyrazi¢ predkosci uogélnione poprzez pedy kanoniczne
i wspotrzedne uogdlnione. Zapisujemy transformacje Legendre’a w nastepujacej posta-

ci:
_oL_or oL _or
_8qz_8qz’ Z_ﬁwi_awi’

Di (4.9)

gdzie p; sg pedami kanonicznymi sprzezonymi ze wszystkimi wspotrzednymi uogédlnio-
nymi ¢; z wyjatkiem tych zawartych w R, natomiast s; sa spinami kanonicznymi [3].
Po odwrdéceniu tych wyrazen, tj. wyrazajac ¢;, w; jako funkcje p;, s; i wstawiajac
te funkcje do wzoru na energie kinetyczna otrzymamy energie kinetyczng wyrazona za
pomoca sktadnikéw kanonicznych.
Hamiltonian (catkowita energia) ma, odpowiednio, w rozkladzie ,biegunowym”

i ,dwubiegunowym” postac:

H = T+V(x,&0), (4.10)

H = T+V(\p), (4.11)
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Rozktad ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

gdzie potencjal V jest niezmienniczy wzgledem permutacji jego elementéw. Podobnie
jak w opisie newtonowskim, kanoniczne réwnania ruchu prowadza do zamkniectego

poduktadu réwnan natozonych na parametry ¢;, p;, s; :

dgq; ds; dpi
— ={q,H — ={s;, H ={p;,H}. 4.12
dt {Ql7 }7 dt {817 }7 dt {pl? } ( )

Nawiasy Poisson’a z lewej strony moga by¢ tatwo policzone jak pamigtamy za

pomocy standardowych regut:

dF

Hfgt by +{{g,h} . f1+{{h. f}.g} =0.

Powinnismy podstawié¢ tutaj nastepujace podstawowe wyrazenia:
{4,p;} = 65, {si5;} = —cijwse,  {pi,s;1 =0, {a,s;}1 =0, (4.14)

gdzie €;;;, jest tensorem catkowicie antysymetrycznym i €123 = 1.

4.3. Rozktad ,,biegunowy”

Uzywajac rozktadu ,biegunowego”
p=R :
0
wykonujemy odpowiednie przeksztatcenia aby moc otrzymaé odpowiednig postac ener-
gii kinetycznej. Skorzystamy przy tym z wyrazenia dla wspoéttowarzyszacej predkosci

katowej R-zyroskopu [3], tj.

0 w3 —Wo
w=R'R=R"R, wl = —w, w=1| —w; 0 wy | - (4.15)
wy —wi; 0
Wykonujemy nastepujace rachunki:
L i L i
¢ = R + R = Rw +R : (4.16)
| o 0 0 0
"' = —| L of |[wR"+| L o |R". (4.17)
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4.3. Rozktad ,biegunowy”

Otrzymujemy nastepujaca postaé energii kinetycznej:

LJL of LJL of

_ 1 2 1 r2
T=- T w? | + Tr w +§Tr(JL), (4.18)

o Op_p 0 Op-m

gdzie O,,_p, jest (n —m) x (n —m)-wymiarowa macierza zbudowana z zer.

To wyrazenie ma interesujaca strukture formalna. Pierwszy czton (4.18) mozna

nazwac T, poniewaz ma postaé¢ energii kinetycznej baka ze stopniami swobody opi-

sanymi przez SO(n,R). Ten czlon opisuje sprzezenie pomiedzy predkoscia katowa a

macierzg deformacji L. Drugi czton, ktéry mozna nazwac Tio_ger, zawiera sity Co-

riolis’a 1 opisuje zwigzek pomiedzy predkoscia katows i predkoscia deformacji. Trzeci

czton, nazwany Ty., opisuje energie kinetyczna prawdziwych oscylacji. Ostatecznie

otrzymujemy catkowita posta¢ energii kinetycznej dla takiego przypadku:

T= Trot + Trot—def + Tdef7

gdzie
Jia? 4+ Jy(? J1E2 + Jra?
T = 10422C f—i— 152204w§+
JIE2 + P+ (J1 4 ) o?
+ - = 2 < 2)c w32, — (J1i& + J2¢) awyws,

dt Y
2 2 2
o D (€Y (40\? it T, (da
def = o \ gt 2 \ dt 2 dt | -

W przypadku ,biegunowym” przeksztatcenie Legendre’a daje:

d d d
Trot—det = <=]1CY—6 + (J2€ — J1€) d_cz — Js C) w3,

d
Pa = (Ji+Ja) d—j‘ — (1€ = Jo) ws,
d

P = Jl (d_§ +OZW3> )

d
b = Ja (d_i —aw3> )

s = (J1a2 + J2C2) wi — o (J1€ + JoQ) wo,

Sog = —Q (J1£ + JQC) w1 + (J152 + J2062) wa,

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

53 = @ (Jlﬁ - J2%> G (1€ = o)+ (SE + (T + o) * + Jo(%) ws.

dt dt dt
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Rozktad ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

Energia kinetyczna w zmiennych wspoéttowarzyszacych ma postac:

Ji(Esy + aso)® + Jo(asy 4 Cs9)® (8201 + C2Jy) pa?

T = 4.
202 — €O I, IS A (4.24)
. (025 + (a®+ (€+0)%) o) p2 + ((0* + (€ +O)?) Ji + a2 p? .
2§+ Q) 1y
N (J1 + J2) (s3 (83 — 2ap¢) + 2ap¢ (55 — ape)) N
2
206+ )" NhJs
+ 2(&J1 — (o) pa (ape — ape + s3)
; .
206+ ¢)" o

W przypadku powyzszego rozktadu ,biegunowego” kanoniczny moment pedu py
jest stata ruchu. Zmienna 6 nie wchodzi do energii kinetycznej. Zaktadamy réwniez,

ze potencjal V' nie zalezy od 0, stad, 6 jest zmienng cykliczng.

4.4. Rozktad ,dwubiegunowy”

Uzywajac rozktadu ,dwubiegunowego”:
D 1
o=V U, (4.25)
)

a takze uzywajac wyrazenia dla wspéttowarzyszacej predkosci katowej R-zyroskopu [3]

w rozktadzie ,dwubiegunowym”:

0 x5 —xo
—vVilv=vTy. T = — i = 4.26
X y X X 1 X —X3 0 X1 ) ( : )
X2 —x1 O

oraz wyrazenia na wspolttowarzyszaca predkosé katows U-zyroskopu, tj.:

dg | 0 —1

V=UU=U0"0, 9" =-9, 1 9=— ,

(4.27)
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4.4. Rozktad ,dwubiegunowy”

otrzymujemy nastepujace przeksztalcenia sktadnikéw energii kinetycznej:

@T

= —U{D OT]XVT—FU[D o

| D D D |.
=V U'l+Vv U'+Vv Ut =

D 1 D 1 D 1
= Vy Ut +V Ul—-v U, (4.28)

o o o

VT

VT+U19[D o

W przypadku rozktadu ,dwubiegunowego” réwniez zaktadamy, ze macierz bez-

wtadnosci J jest proporcjonalna do macierzy jednostkowej. Ta macierz jest izotropowa

w przypadku wysokiej symetrii, gdy uktad jest podwdjnie izotropowy, tzn. niezmien-

niczy wzgledem obu fizycznych i materialnych obrotow sztywnych.

Energia kinetyczna ma postac:

T —

+

J T . D J 9

§Tr(g0 go):JTr {D OT}X ) v +§T7“(D)+ (4.29)
D D

(1o o1 2)) i (10 o1[7] )
0 0

% (13 + A3 + (X + 1) x3) + 2J)\MX3(;—f -

) (@) )

Otrzymujemy nastepujace wyrazenia na przeksztatcenie Legendre’a:

d\
b = JE:
dp
by = JE7
P = J (/\2 + MQ) d—e + QJ)\,MX:), (430)
dt ’
S1 = J/'L2X17
So = J)\2X27

db
s3 = QJAM% +J ()\2 + ,uz) X3-
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i po odwrdceniu tych wyrazen, czyli wyrazajac ¢;, w; jako funkcje p;, s;, wstawiajac
je do wzoru na energie kinetyczna (4.30) otrzymamy energie kinetyczna wyrazona za
pomoca sktadnikéw kanonicznych.

Energia kinetyczna w zmiennych wspottowarzyszacych ma nastepujaca postac:

1 1 A2+ 2/
T = —pi+—p° 2 — 4.31
SNy Ly eI L T CRI Ll (4.31)
1 1 A2 4 2
+ s+ A

2
22t o T g Oz — 2"

Korzystajac z nawiaséw Poissona (2.7), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) obliczamy row-

nania ruchu. W przypadku ,dwubiegunowym”, w zmiennych kanonicznych, maja one

postac:
dA _ b
da T
e Pw
dt J’
o (N +pP)pe  2Mupe (4.32)
dt TN = 2" T (N2 4 p2)” '
dsi A(2Npg+ X (1® — 3N?) s3) 52
dat J(A3 — Ap2)? ’
dsy  AN(21Ppe+ X (N — 3p®) s3) 51
dt T (1 — pA2)? ’
dss  (0® — A?) 5159
dt JNp2
dpy
@ -
dpy AV AN s 26Xt 1) pesy | AN+ 31°) s
dt d\ J(N2 — p?)3 JA3 J(A2 — p?)3 J(A2 — p2)3 7’
dp, _ AV BNutpl)p st 2BMC A pesy | (B3uX 4 4) 5
dt dp  JN—p?)? T J(N* = p?)? JA2—p2)?

4.5. Rozwigzania szczegodlne - stacjonarne elipsy

Nasze réwnania ruchu w obu przypadkach sa silnie nieliniowe i, ogoélnie, nie ma
nadziei na ich analityczne rozwigzanie. Niemniej jednak, istnieja pewne szczegdlne
rozwiazania, tak zwane stacjonarne elipsy. Sa one analogiczne do stacjonarnych elipsoid

dobrze znanych w astrofizyce i geofizyce jako figury rownowagowe, np. w teorii ksztattu
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4.5. Rozwigzania szczegblne - stacjonarne elipsy

Ziemi. Ich cechg szczegdlng jest to, ze tensor deformacji Greena i predkosci katowe sg

stale:

d d

gG[Sﬁ (t)] =0, 7

(R e (W) Rl (1)]) =0. (4.33)
Stacjonarne rozwiazania wynikaja z réwnan ruchu po podstawieniu pewnych zato-
zen, mianowicie:

do
A = const, W= const, i const. (4.34)

W tym paragrafie badamy rozwiazania odnoszace si¢ do sktadowych spinéow afinicz-
nych s; w przypadku trzech rodzajéow potencjatow. Tylko fizyczne, tzn. rzeczywiste
rozwiazania sg tu przytaczane. W szczegdlnosci, nie podajemy rozwigzan zespolonych

naszych rownan algebraicznych.

4.5.1. Potencjal V = £ (A2 4 12)

Jest to potencjat oscylatora harmonicznego w niezmiennikach deformacji. Nieogra-
niczone rozszerzanie si¢ ciata jest zabronione. Mimo ze kontrakcja nie jest zakazana,
rozwiazania tego rodzaju sa wyjatkowe (zbiér miary zero), jako zwykle rozwigzania
przechodzace przez potozenie rownowagi w oscylatorach wielowymiarowych. Natomiast
pewnych wymogéw makroskopowej sprezystosci nie spetniaja. Niemniej jednak moze
to by¢ zastosowane jako uproszczony model.

Podstawmy do powyzszych réwnan nastepujace zalozenia: s; = 0, so = 0, s3 =
const. gdzie tutaj i ponizej symbole A, B oznaczaja lewe strony rownan ruchu. Row-

nania te majg nastepujgce rozwiazania:

» MA+EN) — 1 (B+ k) T \/(/\2 —12) ((A+ kA = (B + k)?)
&4 ,
at 2702 — 1)

274 (14 (B + k) = X (A+ kA + T (V= ) (%))
%= Ap — BA '

Gdy ktadziemy A =01 B = 0 rozwigzania maja postac:

db VEk do
@_4 v — o
s S a7
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Rozktad ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

W pierwotnych wspotrzednych mamy rozwigzania:

. BIN—AJu+k(N—pu2)+R
Xl - 2J(A2—M2) 9
do 2xs (BIA—AJp+ k(N —p?) + T (1 — X)) x5%)
dt J (AX — Bp) ’

gdzie R = \/((B2 — A2) J2 + 2kJ (BA — Ap) + k2 (A2 — 1i2)) (A2 — p22)

4.5.2. Potencjal V =¢ (712 + )\2) +c (;12 + ,u2>

Z tym potencjalem zaréwno nieograniczone rozszerzanie jak i kontrakcja sa zaka-
zane. Potencjat ten ma minimum w naturalnym niezdeformowanym stanie A = p = 1.
Niemniej jednak, pewnych warunkéw makroskopowej sprezystosci nie spetia. Mia-
nowicie, nie ma bezposredniego zwigzku pomiedzy wydtuzaniem w jednym kierunku
i skracaniem w innym.

Jesli zalozy¢ s; =0, sy =0, s3 = const to rozwiazania stacjonarne majg postac:

dg L | A2 (AN = Bp) + 2¢ (2 (M —1) = A2 (pt —1))) £ Q
dt 270212 (A2 — 112) ’

2JN3 5% <,u3 (B +2cp) — N3 (A +2c)) + J (A — u?t) (%)2>
A3 (Ape — BA) +2¢ (A — pi?) '

S3 =

Tutaj:

Q = N =2 /(42 = B2) NS — de (BAO (it — 1) — ANpS (M — 1))

+ s ,u2\/402 (16 (0 = 12 = 8 (it — 1)?).

Gdy A =0, B = 0, rozwigzania maja postac:

o e (Au BB M (20— 1)+ AOpS — N2 — u4)

dt JN3 B ’
2

e (<2e+.7 (%))

C
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4.5. Rozwigzania szczegblne - stacjonarne elipsy

W pierwotnych w zmiennych predkosciowych réwnania ruchu maja szczegdlne roz-

wigzania spetniajace warunki: w; = 0, wy = 0, w3 = const:

A JN2p2 (BX — Ap) + 2¢ (—p? + Mup? — N2 (=14 pt))
’ 2JN 12 (N2 — 1)

VOV = 128) (B2 = 42) T4 — 4cT 3y (AN (u* = 1) — (By* (X' — 1)) + B)
T2 13 (A2 — 122) ’

:F

df — (2JNp® (Ap— BA) = dep (W — i + M p? = NPph)) xs + 20007 (N — p?) x3°

dt N33 (AN — Bp) — 2¢ (A — pi#)
gdzie 15 = 4c (8 — 2145 + XpS — M\o(ut —1)*) .

Gdy ktadziemy A =0, B = 0:

\l c c \/—02J2)\6u6()\2 + 12)? 4 (eI Nt + eI N6 us)?
:F

X3 = Wi + N2 J2N6 46 ’
ag TN pPwsd —2c Ap+ N p?) ws
dt c (N2 + p?) ’

4.5.3. Potencjat V =k (ﬁ + ’\2;“2)

Ten potencjal ma bardzo interesujace wtasciwoséci. W zwyklym dwu-wymiarowym
przypadku w R? z izotropowym tensorem bezwtadnosci pozwala on na separacje zmien-
nych w rownaniu Hamiltona-Jacobiego. Pozwala na rozwiazanie w kwadraturach, tj.
otrzymany uktad jest catkowicie catkowalny. To wida¢ gdy A i pu zastapimy przez ich

kombinacje

1 1
fEZﬁ(MLu), yZE(A—u)

i uzyjemy wspéhrzednych biegunowych w plaszezyznie (z,y):
T = Qcose, Y = psine.

Oczywiscie jest to niemozliwe w przypadku dwu-wymiarowego ciata poruszajacego
sie w trzech przestrzennych wymiarach. Niemniej jednak, jest to zawsze zgodne ze stan-
dardowymi wymogami sprezystosci nieliniowej. Potencjal ten ma minimum w natural-
nym niezdeformowanym stanie A\ = g = 1 i powoduje niemozliwo$¢ nieograniczonego

rozszerzania sie ciata i rowniez jego kontrakcji do pojedynczego zero-wymiarowego i
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Rozktad ,biegunowy” i ,dwubiegunowy”

jedno-wymiarowego przypadku. Poza tym, rozszerzaniu w jednym kierunku zawsze
towarzyszy zwezanie w innym kierunku. Catkowalnos¢ w dwu wymiarach obowigzuje

takze dla bardziej ogélnych potencjatow w postaci:

Vz (¢)
o (4.35)

V(e,e) =V, (o) +

W tym przypadku réwnania ruchu majg stacjonarne rozwiazania, gdy zatozymy

s1 =0, s9 = const, s3 = 0 i statos¢ deformacyjnych stopni swobody:

g _ | =) (B + k(=14 M)
dt JA3 (3M — 22212 — p4) ’

! (AM“ — BAM A+ ke (=A2 + Nopt p? = M) + T (AT + ) (3—?)2>
Ap

S2 = +

Gdy A =0, B =0, rozwigzania majg postac:

g _ | RO+ ) (<1 M)
dt JA3 (3A — 20202 — p4)’

2

S2 = + A

)

Kolejne rozwigzania stacjonarne rownan ruchu w tym przypadku otrzymujemy, gdy
zaltozymy s; = 0, so =0, s3 = const i stato$¢ deformacyjnych stopni swobody:
(4)

do L | Q=) Ot ) (AN = B+ k(A — ) A+ p))
2J(\2 — 1i2)?

dt

. VO =0 A+ 1)® (A + B) X2 + k(A + ) (W22 = 1) W
2IN2 2 (N2 — pu2)” ’
2
2T Al <kz>\2 < N (A RA) g — kgt B RN 4 T (= M) (42) )

BT N2 (BX— Ap) + k(=X + 1) |

gdzie W = ((A — B) N2> + k(A — p) (1 + N?p?))
(i)

b, [—(AN—kN+Butkp o df
ait 5 v) iy 7R A
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4.5. Rozwigzania szczegblne - stacjonarne elipsy

_B>\3M2+k5(—>\2+/12)

A A2 3

Gdy A=0iB=0

@ E B -
- +y — F :
dt 27 2N 12
2
27088 (= (5 (=1 X+ )+ I O 4 2) (%))
; |

S3 =

W zmiennych pierwotnych rozwigzania maja postac:

N BIXN+ kXN — AJp — ku?
’ JN2 — 2

VO — ) (B2 — A2) JXopt + K2 (2 — X2 4 D0t — Xipi) — Q)
* 2T\ (N2 — 112)
di — —2NpPx3 (= (BJN) = kN + Adp + ke + J (W = p°) x3%)
dt IN202 (AN — Bp) + k (=22 + p?)
gdzie Q = 2JkNp? (B (1 — Nu) + AN (A p? — 1))

Gdy A =0, B =0 mamy:

Lk k2 (Mt —1)
X8 = ﬁ:F 2J N2 2

o 2 (kN p?xs — TN 1P xs°)
dt k




Rozdzial 5

Model z ,,gruboscig”

Gléwnym przedmiotem tej pracy jest ciato afinicznie sztywne o zdegenerowanym
wymiarze, tzn. obiekt o afinicznych stopniach swobody, ale o przestrzeni materialnej
majacej nizszy wymiar niz przestrzen fizyczna. Koncentrujemy si¢ na przypadku ciata
dwuwymiarowego w przestrzeni trojwymiarowej, poniewaz jest on najbardziej fizyczny.
Nasz obiekt byl infinitezymalny w jednym wymiarze, mial zerowa grubos¢. Warto

jednak poswieci¢ kilka stéw modelowi o niezerowej grubosci.

5.1. Kinematyka i dynamika modelu

Ogolna kinematyka i dynamika takiego obiektu o niezerowej grubosci to bytby po
prostu jeden z przypadkéw ciata trojwymiarowego (ogdlniej - o niezdegenerowanym
wymiarze). Nie zajmujemy si¢ tutaj tym zagadnieniem. Mozna natomiast, pozostajac

blisko naszego gtéwnego tematu, dopusci¢ proste sytuacje ze skonczona gruboscia. Jest
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5.1. Kinematyka i dynamika modelu

to w jakims$ sensie cialo geometrycznie tréjwymiarowe, o afinicznych stopniach swobo-
dy, ale poddane pewnym wiezom. Mianowicie, powierzchnia srodkowa ciata zachowuje
sie jak opisano powyzej, za$ grubos¢ wykonuje jednowymiarowe oscylacje ortogonalne

do niej. Grupa przeksztatcen materialnych ma teraz postac
R x GL(2,R).

Przestrzenig materialng jest R? przedstawiona jako iloczyn kartezjanski RT x R?, gdzie
R* jest multiplikatywng grupg liczb dodatnich. Dotychczasowe przeksztalcenia mate-
rialne dzialaja w R? tak, jak poprzednio, natomiast R jest grupa dylatacji w trzecim

wymiarze.

P N

'EP

Konfiguracje mozemy utozsamic¢ z para g, ¢, gdzie ¢ opisuje wtozenie powierzchni
srodkowej w przestrzen fizyczng i ma to samo znaczenie, co przedtem; analitycznie
reprezentowane jest przez macierz [p’4] o wymiarze 3 x 2. Element (k, B) € RT x

GL(2,R) dziata na (p, ¢) jak nastepuje:

(k, B): (0,) = (ko,»B).

Mozemy tez reprezentowaé konfiguracje wprost za pomocg macierzy ®: R? — R3.
Zachowanie ortogonalnosci kierunku, ,,wzdtuz bocznej krawedzi” do podstawy spra-
wia, ze macierz ®
ol 0y Dy
O=1 9% P P
o3 3, D
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Model z , gruboscig”

ma szczegdlng postaé. Mianowicie trzecia kolumna musi by¢ proporcjonalna do ilo-
czynu wektorowego dwoch pierwszych. Jedli traktowaé ®%, ®%, a,b = 1,2,3 jako
niezalezne i dowolne, to:

B3 = { £, DY 0,

gdzie (¢ jest parametrem ,grubo$ciowym” - dodatkowym stopniem swobody; jest on
tozsamy ze zmienna o, €4 jest zupelnie antysymetrycznym symbolem Ricciego, zas
przesuwanie indekséw rozumiemy w trywialnym sensie ,delty” Kroneckera, bo pra-
cujemy we wspotrzednych ortonormalnych. Ortogonalnosé ,bocznej krawedzi” do po-
wierzchni srodkowej znana jest w teorii ptyt i powtok jako warunek Kirchoffa-Love’a.

Uwaga: Przy tym warunku, grupa afiniczna 3-wymiarowej przestrzeni fizycznej
nie dziala juz na przestrzeni konfiguracyjnej ptaskiego ciala afinicznie sztywnego ,z
gruboscig”. Jesli pomijamy translacyjne stopnie swobody, to tym samym petna grupa
liniowa w 3-wymiarowe]j przestrzeni translacji nie dziata na przestrzeni konfiguracyjnej
wewnetrznych stopni swobody. Istotnie, przeksztalcenia te na ogdt naruszaja zatozona
powyzej ortogonalno$¢. Natomiast dobrze okreslone jest dziatanie w przestrzeni konfi-
guracyjnej grupy Weyla, tzn. grupy obrotéw ztozonych z dylatacjami (jedne i drugie w
sensie przestrzeni fizycznej). Wzgledem dzialania tej grupy nasza przestrzen konfigu-
racyjna nie jest przestrzenia jednorodna (bo obroty i dylatacje fizyczne nie sa w stanie
zdeformowaé ciata w jego plaszczyznie). Natomiast nadal przestrzen konfiguracyjna
jest przestrzenia jednorodng dla pelnej grupy generowanej przez RTGL(3,R) - obroty
i dylatacje w przestrzeni fizycznej - oraz GL(2, R) - obroty i przeksztatcenia jednorodne
R? dzialajace na konfiguracje od lewej strony (w przestrzeni materialne;j).

Energie kinetycznag zaktadamy w zwyktlej postaci:
7 ln (¢"®.J) (5.1)
2 ’ '

nalezy tylko podstawié¢ wiezy.
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5.1. Kinematyka i dynamika modelu

Rozktad dwubiegunowy zapisujemy w nieco zmodyfikowanej postaci, w ktorej uzy-

wamy samych macierzy 3 x 3:

A0 0
(kA p,00) = RKDU@G) " =Rk)| 0 p 0|UWB) "= (5.2)
0 0 p

A0 0 cosf sinf 0
= RKk)|0 pu O —sinf cosf 0 |- (5.3)
0 0 o 0 0 1
Obecna macierz U(f) powstaje z poprzedniej macierzy 2 x 2 wlaczajac ja jako swoj
gorny blok. Trzecim blokiem jest jedynka.

Skorzystamy z wyrazenia dla wspottowarzyszacej predkosci katowej R-zyroskopu

3], tj.:
0 w3  —Wa
w=R1'R=R"R, wh = —w, i w=|—-w; 0 W |- (5.4)
Wy  —Wi 0

Jak réwniez skorzystamy z wyrazenia dla wspottowarzyszacej predkosci katowej U-

-zyroskopu
0 —1 0
V=U"'v=0"0, 9T=—v9, i I=9|1 0o o], (5.5)
0 0 0
wykonujemy odpowiednie przeksztatcenia wielkodci @ i otrzymujemy:
d = RoODU '+ RDU™'— RDIU,
®" = —UDTOR" +UD"RT + UYDTR"T (5.6)

Wyrazenia wygladaja w miare prosto, gdy rozpatrujemy przypadek izotropowy w
,ptaskich” wymiarach, tzn. gdy:
J 0 0
J=10 J 0
0 0 Js
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Model z , gruboscig”

przyjmuje postaé¢ J; = Jo
J 0 0

J=10 J 0
0 0 J

Energia kinetyczna (5.1) wyraza sie, po dokonaniu przeksztalcen, jak nastepuje:

D (N Ty (dp\? | Ts (do)’
v

A
(J1/J2 + Jz)\z) <—> + )\MWg (Jl + Jg) —

+ dt dt

_|_

N~ N~

((Jor® + Js0*) wi + (1X* + Ja0®) w3 + (LN + Jopr®) w3
Natomiast w przypadku izotropowym gdy J; = Jp, mamy:

T (AN (du\2\ | R (do)?

T = 2= - L — | = .
> ((dt) +<dt o\ (5.8)
Ty oy [d9) dv

+ 5 (u +A)<dt + 2N My
1
5 (0 + 0®) wf + (1N + Tag®) i + 1y (N 4 4%) w3)

Aby przejs¢ do zmiennych wspoéttowarzyszacych wykonujemy przeksztatcenia Le-

gendre’a:
d\
- J =
D 1 dt’
dp
= J,—=
pu 2 dta
do
Po = J3$7
dd
Dy = J2 ()\MUJ?, + )\2dt> s (59)

§1 = J2M2 + J3Q2) W1,

dv
TN+ J2M2) ws + A (J1 + Jo) T

S3 =

(
Sy = (J1)\2 + J3QQ> wo,
(

Wyrazajac ¢;, w; jako funkcje p;, s; i wstawiajac te funkcje do wzoru na energie kine-

tyczng otrzymamy energie kinetyczna wyrazona za pomocg sktadnikéw kanonicznych.
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5.1. Kinematyka i dynamika modelu

W zmiennych kanonicznych energia kinetyczna przyjmuje postac:

T - ﬁJrﬁer_Z (S1X? + Jop®) pj
2J1  2Jy  2J3 0 2010y (A2 — p2)?

s? N s3
2(Jop® + J30%)  2(J1A2% + J307)
)\,u (Jl + Jg)p19$3 n (J1,U2 + Jg)\Z) S%

JiJo (N2 — p2)” 20005 (N2 — p2)*

+ (5.10)

Natomiast w przypadku izotropowym gdy J; = J,, energia kinetyczna przyjmuje

postac:
ro_ B P P P He)p)
25, 20y 20y 20, (A2 — p2)?
s% S%
5.11
3 (Jip? + J20?) "3 (S1A% + J20%) i o4
2\ppyss (u* + %) s3

T2 = p2)" 200 (A2 = )t
Jak wida¢, w energii kinetycznej predkosci uogélnione odpowiadajace wspotrzed-
nym A, 4 i pozostalym wspoétrzednym ruchu ,w plaszczyznie” sa odseparowane od
predkosci 0, z jaka oscyluje grubos$é¢ o. To samo dotyczy wyrazenia w zmiennych w
zmiennych kanonicznych. Ped p, sprzezony z o jest ortogonalny (w sensie metryki
zakodowanej w energii kinetycznej) do pozostalych pedéw kanonicznych. Zatem szcze-
goblnie proste bedg modele dynamiczne, w ktorych takze potencjat izotropowy bedzie

miat rozseparowang postac:

V(o. A 1) = V(o) + Vau(h, p)- (5.12)

Jako modelowego fenomenologicznego potencjatu dla grubosci mozna uzy¢ np.:

k k
V,=~+-0°
°= 5 + 50
opisujacego drgania nieliniowe. Pierwszy czton zapobiega nieograniczonemu zgniataniu

ciata, za$ drugi ogranicza ruch dla duzych wartosci o, zapobiega wiec niefizycznemu,

nieograniczonemu rozcigganiu ciata.
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Model z , gruboscig”

Przyjmujac potencjal w postaci (5.12) mamy réwnania ruchu w postaci:

d\
dt
do
dt
dsy
dt
dso
dt
dss
dt
dpo
dt
dp»
dt

dpu
dt

dp,
dt

pooodp _pu de_p,
Jy’ dt gy’ dt J3’
(SiX>+ Jop®)pg A (i + Jo) s3
JiJy (N2 = ) Jidy (N2 = p2)”

- 5153 (J1ﬂ2 -+ JQ)\2) S9S53 - )\[L (Jl + J2>p9$2
Jop? + J30? Ty Jy (N2 — p2)? JiJo (N2 — p2)*
5183 (Jip? + JoA?) s1s3 A (J1+ J2) pesa

Jop? 4+ Jsp?  JyJy (N2 — p2)? Jido (N2 — p2)?
(J’l)\Z — ,LLZJ2> 5152
(J1A2 + J30%) (Jop? + J3p?)’

0, (5.13)
dV. XLV 4 p?) + 20007 p | (BN 4 p?) (JL 4 ) pess
X JiJy (A2 — p2)? - Jidy (2 — X2)°
Ji\s3 A (2J1p% + Jo (N2 + p?)) 3
(J1A2 + J502)? JiJy (N2 — p2)? ’
AV ou(Jo (N2 + p?) + 2500 pi AN(A% + 3pu?) (J1 + J2) pess
Cdp JiJa (A2 — p2)° Ty (N2 — p2)?
Jopis? L pRHN T (N 4 ?)) 53
(Jops® + J5p2)° (A2 — p2)* Ty Jy ’
_av +£ o+ J3ps7? . J3085 -
do  ¢° (Jop2 + J30%)°  (J1A2 + J502)

Ze struktury powyzszych rownan widac, ze nawet w prostym przypadku rozseparo-

wanego potencjatu, struktura energii kinetycznej wyrazonej w powyzszych zmiennych

prowadzi do dynamicznego sprzezenia miedzy parametrem grubosci a zmiennymi w

sptaszczyznie srodkowej”. RoOwnania sg wiec bardzo skomplikowane nawet przy pro-

stych potencjatach i mozliwa jest tylko analiza jakosciowa lub numeryczna. Inng droga

do wyrobienia sobie pewnego wyobrazenia o portrecie fazowym uktadu jest poszuki-

wanie prostych rozwiazan szczegdélnych typu stacjonarnych elips (z ustalona lub by¢

moze pulsujaca gruboscia).

5.2. Rozwigzania stacjonarne

Nasze roéwnania ruchu silnie nieliniowe i, w ogolnosci, nie ma nadziei na ich ana-

lityczne rozwigzanie. Niemniej jednak, jak pamietamy istnieja pewne szczegdlne roz-
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5.2. Rozwiazania stacjonarne

wigzania - stacjonarne elipsy. Sg one analogiczne do stacjonarnych elipsoid dobrze
znanych w astrofizyce i geofizyce jako figury réwnowagowe. Ich cechg szczegdlng jest

to, ze tensor deformacji Greena i predkosci katowe sa state:

d d

ZCle @ =0, — (R [p0]R[p(1)]) =0. (5.14)

Stacjonarne rozwiazania wynikaja z réwnan ruchu po podstawieniu pewnych zato-

zen, mianowicie:
A = const, i = const, 0 = const, i const. (5.15)

W tym paragrafie badamy rozwigzania odnoszace sie do sktadowych spinéw afinicznych
s;. Tylko fizyczne, tzn. rzeczywiste rozwiazania sa tu przytaczane. W szczegdlnosci,

nie podajemy rozwiazan zespolonych naszych réwnan algebraicznych.

5.2.1. Potencjal V = a(A\? + p? + ¢?) + /\Lug

Jest to potencjal typu (4.35), taki jak w przypadku ,dwubiegunowym”. W tym
przypadku réwnania ruchu maja stacjonarne rozwiazania, gdy zatozymy s; = 0, so = 0,
S3 = const:

20 0PY 20 (V) p (20N — 42) + B P(R))
A+ 6N + gt bV + 6022 + b )

S3 =

d 1
e - i\/:}:ﬁ (iabUlK + /(@282 (—2Pg! (312 + 20> (M + pit) o0) + B2K2) Jﬁ)).

gdzie P = 3\ + 2)\212 + 314 i K = (A — p)2 + 402 (12 + A\2))°.

W tym przypadku, z uwagi na silnie nieliniowe réwnania ruchu, policzenie Scistych
rozwigzan typu stacjonarnych elips wymaga odpowiednich rachunkéw numerycznych
i odpowiednio duzej zdolnosci obliczeniowej komputera. Niemniej jednak mozna takie

rozwigzania znalez¢, jak wida¢ powyzej, w przypadku powyzszego prostego potencjatu.



Rozdzial 6

Zasada d’Alemberta i ruch pod wplywem

sil niepotencjalnych

W tej pracy gtowny nacisk ktadziemy na metody mechaniki Hamiltonowskiej. War-
to jednak poswieci¢ pare stow ogédlnemu sformutowaniu problemu, stosujgcemu sie

takze do sytuacji, gdy rownania ruchu nie sa wyprowadzalne z zasady wariacyjne;j.

6.1. Formalizm Newtonowski

Dla skonczonego uktadu punktéw materialnych wyjsciowy uktad rownan Newtona

ma, postac:
d*ra - diry drn
=Fa Ty, ..., TNy —— ., ——, A=1,...,N. 6.1
ma dt2 A (Tla , TN dtv ) dt ) ) 3 ) ( )
Dla uktadu ciagtego mamy odpowiednio:
Pz(t,a) = 0T
Z N () == () 2
ot2 I(? )7 6t(7 )7 (6 )
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6.1. Formalizm Newtonowski

gdzie ® jest gestoscig sit na jednostke masy.
Gestoéé sit na jednostke objetosci W przy ciaglym rozkladzie masy w ciele ma
postac:

U = od,
tzn. réwnanie ruchu kontinuum mozna zapisa¢ w postaci:

g% ~ ¥ [@(.,.),%(.,-),tl . (6.3)

Zatozmy teraz, ze ruch jest afiniczny, tzn.
z'(t,a) = r'(t) + ¢'xa”, (6.4)

gdzie r'(t) sa wspotrzednymi srodka masy. W przypadku kontinuum oznacza to, ze
uwiklana posta¢ rownan wiezéw moze by¢ zapisana jak nastepuje:

0%t

dakdal 0

2! sy wielomianami pierwszego stopnia od wspoétrzednych lagranzowskich, a wiec ich
drugie pochodne znikaja. Zalozenia kinematycznego (6.4) nie mozna wprost podsta-
wi¢ do rownan ruchu; dostaliby$my z reguty sprzecznos¢. Warto wspomnie¢, ze istnieja
zagadnienia, w ktérych do wyjsciowego uktadu réwnan ruchu podstawiamy wprost po-
wyzsze zalozenia i szukamy szczegblnych rozwiagzan o postaci (6.4). Tak np. postepowat
Bogojawlensky w swojej teorii dynamiki obtokéw materii miedzygwiazdowej. Jest to
jednak inne zagadnienie. My zajmujemy si¢ problemem ruchu z wigzami afinicznymi,
nie zas$ poszukiwaniem szczegolnych rozwigzan dla réwnan bez wiezéw. Zatem musimy
wprowadzi¢ sity reakcji odpowiedzialne za wiezy. W przypadku uktadu dyskretnego

bedziemy wiec mieli:

d*ry - dry dry
—— =Fulr, ..., —, ..., —,1 6.5
ma dtQ A (rla y TN dt ) ) dt ) ( )
_ dr dr
+FI”A<F17 JFN;d—tlw"Jd—z_V7>7
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Zasada d'Alemberta i ruch pod wptywem sit niepotencjalnych

gdzie F, 4 jest silg reakcji wiezéw dzialajaca na A-ty punkt. Odpowiednio dla uktadu
ciagtego mamy:

Pz(t,a) = [_ oz
PO =8 ol (66

gdzie @, jest masowa gestoscig sit reakeji. Odpowiednia objetosciowa gestosé jest oczy-

wiscie dana przez

U, = 0d,.
Aby otrzymaé efektywny uktad réwnan ruchu musimy skorzysta¢ jednoczesnie z dwédch
zwigzkow:
- zalozenia kinematycznego (6.4)
- zasady idealnosci wiezéw, tzn. zasady d’Alemberta.
Otrzymuje sie wtedy spojny uktad rownan. Natomiast podstawiajac wprost wiezy do
wyjsciowego uktadu rownan dostaje sie nadokreslony uktad dla wspotrzednych uogol-
nionych, z reguty sprzeczny.

Zasada d’Alemberta stwierdza, ze sity reakcji nie wykonujg pracy na przemieszcze-
niach zgodnych z wiezami.

Niech dodatnia miara p opisuje rozktad masy w przestrzeni materialnej. Nie jest
istotne, czy rozktad ten jest dyskretny czy ciaggly. Dla dowolnego wirtualnego pola

predkosci () zgodnego z wiezami musi zachodzié:
- | oz 1 _
[ & |20, S ) a] - v(@)du(a) = o, (6.7)
a we wspOtrzednych
gij/(bfvjd,u = 0.
Pola predkosci zgodne z wiezami majg postac:

Vit a) = v+ & ga”; (6.8)
wynika to ze zrézniczkowania po czasie wyrazenia (6.4). Parametry v’, £k sa catkowicie

dowolne i odnosza si¢ do predkosci translacyjnej i wewnetrznej. Musi wiec zachodzi¢:

gij/q)f (Uj + ijCbK) dp(a)
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6.2. Modele

— ngji/@idu(a) +§ngji/<I>ﬁaKd,u(a),

dla dowolnych wartoéci parametréow v?, &7 . Zatem:
/ ®ldu(a) =0

/@iaKdu(a) = 0.
Inaczej mowiac, znika petna sita reakcji, czyli monopol lagranzowski rozktadu sit oraz
moment dipolowy wzgledem wspotrzednych Lagranzowskich. Daje si¢ to oczywiscie
przettumaczy¢ na warunek znikania momentu wzgledem wspotrzednych przestrzen-
nych (eulerowskich)
/ @27 dpigr ) (a) = 0,
gdzie fi(,) jest transportem miary p do przestrzeni fizycznej.

Zatem dla wyeliminowania sit reakcji nalezy obliczy¢ moment monopolowy i dipo-
lowy réwnan ruchu (6.5), (6.6), podstawiajac tam jednoczesnie warunek kinetyczny
(6.4).

Otrzymamy wtedy wolny od sit reakcji efektywny uktad réwnan:

d27”i ) dQQOiB )
=F, == 6.9
m dt2 ) dt2 Y ( )

gdzie M4 = [ ®¥(a)?du(a), F' = [ ®'(a)du(a) (pelny moment dipolowy - material-
ny sit i pela sita). Po wykonaniu catkowan 94 jest funkcja od ¢, ‘Z—f, dostajemy
wiec zamkniety uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedy na czasowa
zalezno$¢ zmiennych ¢ .

W praktyce 914 bedzie z reguty postulowana na podstawie jakis zalozen modelo-

wych.

6.2. Modele

Réwnania ruchu w postaci (6.9) obejmuja zaréwno przypadek hamiltonowski, jak
i dyssypatywny. Np. sity oporu lepkiego opisuje wielkos¢ typu:

i‘dSOjB

nA = — KP4 6.10
v J dt ) ( )
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Zasada d'Alemberta i ruch pod wptywem sit niepotencjalnych

gdzie state parametry V?; charakteryzuja lepki opér osrodka, zag KP4 jest odpowied-
nim tensorem materialnym, np. n%.
W przypadku o$rodka ciaglego, gdy objetosciowa gestos¢ sit dana jest przez dy-

wergencje tensora naprezen Kirchhoffa pierwszego rodzaju,
U =T, (6.11)

tatwo wykazaé, ze:

WA:—/W%M@, (6.12)

catkowanie jest rozciggniete na cale ciato, lub formalnie na caty przestrzen (wtedy T4
bedzie znikalo poza obszarem faktycznie zajmowanym przez cialo). Zatem 914 jest
wtedy proporcjonalne do do $redniej wartosci tensora Kirchhoffa.

Powyzsze rownania sg stuszne ogélnie zarowno dla przypadku zdegenerowanego jak
i niezdegenerowanego wymiaru ciata.

Jesli wymiar jest niezdegenerowany, to mozna powyzsze rownania zapisa¢ w jezyku

czysto eulerowskim, bez uzycia indekséw materialnych. Mamy wtedy:

soiAJABj—;sojB = NY, (6.13)
gdzie
N =iyl . (6.14)
Jak tatwo mozna pokazac,
fVU::./}P%a)xj@ﬁdu(aL (6.15)

Jesli mamy do czynienia z o$rodkiem ciagtym gdy
Ul = g

7]’

gdzie 0 jest tensorem naprezen Cauchy’ego, to, jak latwo pokazaé¢ przez calkowanie
przez czesci,

NM:—/&% (6.16)
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6.2. Modele

tzn. N jest proporcjonalne do $redniej wartosci tensora Cauchy’ego.
W przypadku zdegenerowanego wymiaru opis oparty na wzorach (6.13), (6.14),

(6.15), (6.16) nie jest mozliwy, gdyz nie istnieje odwzorowanie odwrotne do .



Rozdzial 7

Kwantowanie problemu

Nie jedyna, ale jednag z wazniejszych motywacji dla rozwijania mechaniki cial afi-
nicznie sztywnych o zdegenerowanym wymiarze sg zagadnienia mikrostruktury i teorii
osrodkéw w nanoskali. Zauwazmy, ze przypadek regularny, jak trojwymiarowe ciato
afinicznie sztywne w tréjwymiarowej przestrzeni réwniez pojawit sie w teorii osrodkow
strukturalnych wtasnie w takim kontekscie, jako opis wyodrebnionego elementu struk-
turalnego na tyle niewielkiego i na tyle silnie zwigzanego, ze mody afiniczne sg dominu-
jace. Tak wtasnie jest w Eringenowskiej teorii Cosseratéw. Osrodek Cosseratow jest z
matematycznego punktu widzenia kontinuum infinitezymalnych zyroskopéw; podobnie
o$rodek mikromorficzny jest kontinuum infinitezymalnych cial afinicznie sztywnych.
Tego rodzaju modele pojawiaja sie w dtugofalowej, kontynualnej granicy dynamiki
krysztatdow molekularnych, lub innych cial z elementami strukturalnymi.

Obiekty o zdegenerowanym wymiarze jako elementy struktury znane sa w teorii

materii skondensowanej. Wspomnijmy cho¢by ciekte krysztaty i ich jednowymiaro-
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7.1. Kwantyzacja modelu klasycznego

we elementy strukturalne. Przypadek ten jest dobrze rozpracowany teoretycznie i ma
bardzo wazne znaczenie doswiadczalne.

Model dwuwymiarowego ciata w trzech wymiarach moze mie¢ zastosowanie np. w
sytuacjach, gdy mamy doczynienia z ciatami zbudowanymi z ptaskich molekut tréj-
wymiarowych (np. tréjatomowe HoO, Sz, CO,, ozon, lub czteroatomowe BCly, BFEj,
BBrj3) lub molekut o ptaskim kadtubie decydujacym o wiodacych, kolektywnych stop-
niach swobody. W przeciwienstwie do elementéw strukturalnych o strukturze ,dipolo-
wej”, przypadek ptaskich elementéw struktury nie jest dobrze zbadany. Zastosowania
na poziomie mikro- i nano- wymagaja oczywiscie zastosowania modelu kwantowego,

lub jednoczesnie kwantowego i klasycznego.

7.1. Kwantyzacja modelu klasycznego

Przestrzenig konfiguracyjna jest iloczyn kartezjanski trojwymiarowej przestrzeni
fizycznej i zbioru injekcji dwuwymiarowej liniowej przestrzeni materialnej w tréjwy-
miarows liniowg przestrzen fizyczng. Zatem analitycznie mozemy jg utozsami¢ z pod-
zbiorem otwartym iloczynu kartezjanskiego R? x L(2, 3) ~ R?. W ponizszej analizie nie
interesujemy sie ruchem $rodka masy, wiec w roli przestrzeni konfiguracyjnej uzyjemy
podzbioru otwartego LI(2,3) C L(2,3) ~ R®. W dalszym ciagu skupimy sie na za-
gadnieniach caltkowicie izotropowych, gdy pracuje rozktad ,dwu-biegunowy”, a raczej
jego modyfikacja dostosowana do modelu ”2 wymiary w 3 wymiarach”.

Wréémy do klasycznego wzoru na energie kinetyczna (4.29) wyrazonego przez
predkosci katowe, niezmienniki deformacji i ich pochodne czasowe, a nastepnie for-
me kanoniczna tego wzoru wyrazona przez wspoOttowarzyszace spiny kanoniczne s;,
i = 1,2, 3, niezmienniki deformacji A, i i sprzezone do nich pedy kanoniczne py, p, i
spin kanoniczny obrotu ,w tarczy” py.

Kwantowy operator energii kinetycznej T ma postaé

h2

gdzie J jest, jak powyzej, skalarnym momentem bezwtadnosci izotropowej tarczy, zas A
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Kwantowanie problemu

jest operatorem Laplace’a-Beltramiego odpowiadajacego metryce I' lezacej u podstaw

dQ* dQ¥
dt dt

klasycznej energii kinetycznej 1" = %FW(Q) . Dostowne obliczenie A w jezyku

wspotrzednych lokalnych jest trudne, a otrzymane wyrazenie nieczytelne.

Operator Laplace’a-Beltramiego dany jest wzorem:

19 U
N

gdzie stosujemy oznaczenie:

II'| =det[I',,].
W bardziej geometrycznym zapisie:
AV = ¢"'vV,V, ¥, (7.3)

gdzie V jest operacja rézniczkowania kowariantnego w sensie Levi-Civity. W naszym
zagadnieniu z 6 stopniami swobody i dos¢ zawitej postaci energii kinetycznej jawny
rachunek bytby bardzo ktopotliwy, a wynik i tak nieczytelny.

Mozna jednak udowodnic¢, ze istnieje proste wyrazenie oparte na teorio-grupowej
strukturze problemu. Mianowicie wystarczy zastgpi¢ klasyczne s, ich kwantowymi
operatorami S, generujacymi prawe obroty (,materialne”) wielkosci R - lewego cztonu

w rozktadzie dwubiegunowym,

U (R(I+¢) = f(R) + e Rif(R) = f(R) + 7Sif(R) + ho(e)  (7.4)
0 3 —&9

gdzie R; sa generatorami, i kreSlong stalg Plancka, ¢ = | —¢5 0 g1 |, zas
€9 —&1 0

kwantowe operatory spinu S; spetniaja nastepujace relacje w kwantowych nawiasach

Poissona:
1
_Sms :_acsc; .
= [Sa, Sp] = —€ab (7.5)

za$ 1 jest jednostka urojona.
Klasyczna wielko$¢ py jest zastapiona przez operator

ho

P =50
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7.1. Kwantyzacja modelu klasycznego

Mozna pokazaé, ze operator T = —gA wyraza sie jak nastepuje
812 822 )\2 +M2 ) )\2 —|—/1J2 ) 2)\M
T = S — S
2@ 2N T age )t T ar e P T e et
h? 1 0 0 0 0
— e A (AT = p?) S A (A=) 7.7
2T ML — 1) [8/\ p(V = 1%) g5+ g ( ’L)au} (7.7)
S:? S,? A+ 2 N 4 2 2
— S _ S
27 2N g e =)t e e =) e e

w100 0.0
2JP |ON ON  Ou Oul’
gdzie P = A\ (A2 — p?). Gdy rozpiszemy jawnie cze$¢ rézniczkowa wzgledem A, p to

dostaniemy nastepujaca posta¢ powyzszego wyrazenia

S:? S,? A 4 P 2 A 4 2 2
T = S 5.8
202 2 a2t T ar e — )P T T e et
R RomPo R P RouP I 8

270X 2 0N 0N 2J0p2 2J Ou Ou’

Funkcje falowe sa elementami przestrzeni L*(Q,v), gdzie @ jest przestrzenia kon-
figuracyjna ruchu wewnetrznego, Q = LI(2,3;R) (rozmaitoé¢ liniowych injekcji z R?
w R3, bedaca podzbiorem otwartym w L(2,3; R ~ R®), za$ v jest miara Lebesquea w

przestrzeni L(2,3; R ~ R, tzn.:

dv(p) = dp'y ... dp*,. (7.9)

Jak wspomniano, zmienne ¢', wygodne w ogélnym sformutowaniu stajg si¢ nie-
efektywne w analizie zagadnien dynamicznych zwtlaszcza interesujacych nas modeli
dwustronnie izotopowych (w przestrzeni i materiale). W zagadnieniach tych uzywali-

smy rozktadu dwubiegunowego.

D
o=V Ut (7.10)

o

Elementy V' € SO(3,R) w zastosowaniach parametryzuje sie przy pomocy jakis
naturalnych wspoétrzednych na grupie obrotéw 3-wymiarowych, jak wektor obrotu,
zmienne sferyczne w przestrzeni wektora obrotu, lub katy Eulera. Parametrami dla D

sa niezmienniki deformacji A\, p za$ dla U - kat obrotu 6.
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Kwantowanie problemu

Mozna sprawdzi¢, ze w jezyku czynnikéow rozkladu dwubiegunowego miara v wy-

raza si¢ jak nastepuje:
dv(p) = dv(V, A\, 1, U(0)) = P(A, u)dr(V)do. (7.11)

gdzie k jest miara Haara (miara niezmienniczg wzgledem translacji regularnych) na
grupie SO(3,R), df jest faktycznie elementem miary Haara na grupie SO(2,R), zas

czynnik wagowy P zalezy tylko od niezmiennikow deformacji i dany jest wzorem:

PO i) =M (N = p1?) (7.12)

Jest to wlasnie wyrazenie wystepujace w operatorze T, doktadniej - w jego czesci
bedacej operatorem rézniczkowym wzgledem niezmiennikow deformacji A, .

W tej pracy interesujg nas gtéwnie modele dwustronnie izotropowe, gdy nie tylko
energia kinetyczna jest niezmiennicza wzgledem obrotéw przestrzennych i materialnych
(a wiec J = I54P), ale to samo dotyczy energii potencjalnej, tzn. jest ona wylacznie
funkcja od niezmiennikow A, p. Rozktad dwu-biegunowy jest wtedy najdogodniejsza
parametryzacja przestrzeni konfiguracyjnej.

Roéwnanie Schrodingera daje sie¢ wtedy zalgebraizowaé¢ wzgledem zmiennych V', 6,
dzieki przeprowadzeniu analizy Fourierowskiej na zwartych grupach obrotéw SO(3, R),
SO(2,R). Jesli chodzi o grupe SO(2,R), jest to zwykle rozwiniecie na szereg Fourie-
ra na okregu, tzn. na funkcje e’ k € Z. Zaleznoéé od V rozwijana jest na szereg
wzgledem elementéw macierzowych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy SO(3,R), w
oparciu o twierdzenie Petera-Weyla. Funkcje te sa tradycyjnie oznaczane przez ’Din e
gdzie 5 = 0,1,2... (zbiér nieujemnych liczb calkowitych), za§ mm = —j, —j +
L,—j+2,...,—1,0,1,...,5 — 1,5 (tzn. liczby caltkowite od —j do j). Warto przy
okazji nadmieni¢, ze moze mie¢ sens rozpatrywanie probleméw z potéwkowym mo-
mentem pedu, a wigc z j przebiegajacym zakres nieujemnych wielokrotnosci liczby %,

czyli 7 = 0, %, 1, %, 2,.... Liczby kwantowe m/, m’ przebiegaja wtedy réwniez zakres
od —j do j, z jednostkowymi skokami. W obydwu przypadkach m., m’ przebiegaja

(27 4+ 1) warto$ci. W tym miejscu nie bedziemy si¢ jednak ta sprawa zajmowali.
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7.1. Kwantyzacja modelu klasycznego

Grupe SO(3,R) wygodnie jest parametryzowa¢ (na poziomie rozwazan ogdélnych)

za pomocy wektora obrotu k, czyli wspéhrzednych kanonicznych pierwszego rodzaju:
V (k) = exp (k"E,), (7.13)
gdzie E,, a = 1,2, 3 sa bazowymi macierzami antysymetrycznymi,
(Ea)’c = —ed"e

¢ jest tutaj symbolem zupeknie antysymetrycznym Ricciego, za$ przesuwanie indeksow
jest rozumiane w trywialnym, kosmetycznym sensie ,delty” Kroneckera d,,. Dtugosé
wektora k, skalar k = V'k - k jest katem obrotu, zas wersor i = % jego osig zorientowana

zgodnie z regula $ruby prawoskretnej. Skalar k przebiega zakres [0, 7] 1 oczywiscie

V(rn) =V (—7mn), n-n=1
Mozna sprawdzi¢, ze :
_ 1 —cosk /- — sink-
V(k)-ﬂzcoskﬂ—l—%(k-ﬂ)k%—sng k x u,
tzn.:
V (k)" = cos kd% + (1 — k:)E@Jr' ket
p = cos kd%, cosk) - +sink e

Macierzowe odwzorowanie wyktadnicze jest oczywidcie rozumiane w zwyktym sensie:
> 1
_ n
exp(A) =) —A
n=0 n:

Gdybysmy chcieli dopusci¢ ,spin potéwkowy”, zamiast grupy SO(3, R) uzyliby$my

grupy SU(2) (macierze unitarne, unimodularne 2 x 2, zespolone). Wtedy:

_ k k® k
SU(2) 3 u(k) = exp (k%) = cos B I — = sin B i0q,

gdzie o, sa macierzami Pauliego, e, = 5.0, i .kat obrotu” przebiega zakres [0, 27]
dwukrotnie wigkszy. Dla dowolnego wersora nn (n-n = 1), mamy wtedy: u (27n) = —I

gdzie I, - macierz jednostkowa 2 x 2.
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Kwantowanie problemu

W wielu zagadnieniach wygodnie jest uzywa¢ wspotrzednych sferycznych w prze-

strzeni wektora obrotu, (k, 6, ¢); oczywiscie wiaza sie one z k jak nastepuje:
k' = ksin 6 cos ¢

k% = ksin 6 sin ¢
k3 = kcosf.

Katy Eulera (p,1,) parametryzuja grupy SU(2), SO(3,R) jak nastepuje:

Ve, 0,9] =V ((0,0,9)) V ((2,0,0)) V ((0,0,4))

Macierze reprezentacji nieprzywiedlnych ©7 mozna zapisa¢ w postaci:

DI(F) = exp <%K“Sja) | (7.14)

gdzie S7, sa to macierze Wignera dla momentu pedu o niezmienniczej liczbie kwanto-
wej 7, czyli o kwadracie modutu réwnym h2j (5 + 1). Sa to oczywiscie macierze her-
mitowskie (25 + 1) x (25 + 1). Tym samym D’ sa rzeczywiscie macierzami unitarnymi
(27 4+ 1) x (25 +1).

Przypomnijmy definicje generatoréw lewych i prawach translacji regularnych na
grupie SO(3,R), lub SU(2) odpowiednio £;, R;.

Dla dowolnej funkcji rézniczkowej f na tych grupach mamy: —

FVRL,V@E) = F(VE)+ERif (VR)) +ole), (7.15)

FV@E.VER) = f(VE)+eLif (V(

Pl
S~—
N———
-
o)
—
[
N~—

gdzie € jest ,male”, a doktadniej o(€) jest mata wyzszego rzedu wzgledem e:

lim @ =0.
e—0 €

Wprowadzmy operatory:

Ga = ;Ea, S, = —,Ra. (716)
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7.1. Kwantyzacja modelu klasycznego

Sa one formalnie samosprzezone w sensie L2(SO(3,R), ) lub L%(SO(2), k), a tym sa-
mym dla funkcji U(p) = U(V,U, \, u) - w sensie L*(Q, v).

Przez formalng samosprzezonosé operatora A rozumiemy oczywiscie, ze:
(W]Ap) = — (A¥[yp)

dla dowolnych ¥, ¢ z jakiej$ gestej dziedziny (w naszym wypadku - funkcje gtadkie o
zwartych nosnikach).

W zmiennych wektora wodzacego k operatory te wyrazaja sie jawnie jak nastepuje.
0

k k 0 k kE\ k, kb O 1
= “ctgo 1— Zetgn ) mel Z 4 o et 1
L, ctg —|—< 2(:th> ’ k(‘?l{:b+2€ab BT (7.17)
k 1
9%e

R ek O (kB \RE O
o T 58 e 2o | % & Ok

Uzywajac operatora

0

b ke
Dy = Lo — Ra (7.18)

(generator obrotéw wektora obrotu, czyli automorfizméw wewnetrznych w grupie),

mozemy to zapisa¢ w nastepujacej sugestywnej postaci

L, = k;;ﬂ — ;eab%bpc + ;Da, (7.19)
Ra = %% - %eab%bu — %Da.
Niezmiennik Casimira ma postac:
L2=TR* = LP+L 2+ L2 =R\*+R>+R3° = (7.20)
- (aa—/; * Ctg%%) * 481112 gDz’

gdzie
DZ — D12 4 D22 4 D32
jest niezmiennikiem Casimira dla uktadu D,.
Ta struktura operatoréw L,, R, jest pouczajaca i ciekawa sama w sobie. Jak
wspomniano, dzieki rozwijaniu funkcji falowych na funkcje Wignera, uzywanie jawnej

postaci operatoréw nie jest jednak niezbedne.
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Kwantowanie problemu

Wspomnijmy jeszcze, ze miara Haara wyraza sie przez wspotrzedne kanoniczne
pierwszego rodzaju jak nastepuje:

_ 4 _
Ok(k) = 5 sin? gdgk = 4sin® g sin Odkdfdp, (7.21)

gdzie k, 6, ¢ sa zmiennymi sferycznymi w przestrzeni wektora k.
Miara jest jedyna z doktadnoscig do unormowania. Na grupie zwartej, jak w naszym

wypadku, mozna ja unormowaé do jednosci, tzn. tak by:
1 (SO(3,R)) = 1.
L, sa generatorami lewych obrotéw przestrzennych
v +— R, R € SO(3,R).

Tym samym &, sa operatorami wewnetrznego momentu pedu (spinu) w repre-
zentacji labolatoryjnej, zas s, pomocniczymi operatorami - sktadowymi tego spinu w
uktadzie osi zwigzanych z V-bakiem. Maja miejsce nastepujace lewostronne nawiasy

Poissona:

1

%[60“61,] = 5abc6c, (7.22)

1

E[savsb] = _eabcﬁc-

Odzwierciedla to relacje komutacyjne grup SO(3,R), SU(2):
[Eas Bb] = €av®Ee,  [ea, €] = eap’ec
Oczywiscie
&2 =3 (6,2 =5 = 3 (5,)?
Jest tez oczywiste, ze:
6,0 = &,9,

5,97 = D&,

&2 = DI =hr%(j + 1D, (7.23)
&0 = D
53@"3” m/ — hm/gin m/ .
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7.2. Kwantyzacja rozkfadu ,, dwubiegunowego”

Oczywiscie operatory &,, S,, pg, H="T + V (A, ), gdzie T dane przez (7.7), (7.8) sa

formalnie samosprzezone.

7.2. Kwantyzacja rozktadu ,dwubiegunowego”

Dokonajmy teraz zapowiadanego rozwiniecia:

V(Vihmwf) = 3 f5 (A D (V) e (7.24)

m m
. !
Jim,mk

Mozna to zapisa¢ w zwartej postaci macierzowej:

W(ViA i 0) = 3 Te (f7EO\ p) DI(V)) e (7.25)
7.k

Jest oczywiste, ze w dziataniu na tak wyrazong funkcje ¥ operatory S,, pg algebraizuja
sie.

Dziatajac operatorem S, na ¥ sprawiamy, ze zredukowane amplitudy fﬁ,m trakto-
wane przy ustalonych 7, k jako macierze (25 + 1) x (25 + 1) wzgledem indekséw m’, m,

przeksztalcajg sie jak nastepuje:
[k QI Ik (7.26)
Podobnie &, spiny dziatajac na ¥ powodujg, ze f7* przeksztalca sie, jak nastepuje:
fik oy pikg d. (7.27)

I oczywiscie py dziatajac na W réwniez nie zmienia jej ogolnej postaci tylko zastepuje
macierz f7* jak nastepuje:

IR Rk R (7.28)

Jesli wigc mamy Hamiltonian
H=T+V(\pn (7.29)
T dane jak powyzej, stacjonarne réwnanie Schrodingera

HY = BV (7.30)
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Kwantowanie problemu

sprowadza sie do rodziny niezaleznych réwnan na amplitudy macierzowe f¥(\, u):

HIk ik — pik gik (7.31)
gdzie:
ke £k 5{2 ik ng ik A+ 2 Lk
ik £, J J — S
! 2Ju2f ol 2J (A2 — 2)2° d
22 2 . 2 . .
I e 3 s Y L (7.32)
2J (N = p?) J (A2 = p?)

1 0 a .. R*1 0 0 . ,
- - k) 2~ 2 4k vV fik.
2J P O (me ) 20 P Op <Pauf ) vy
Otrzymalidmy w ten sposob zredukowane roéwnanie Schrédingera na uktad amplitud
f7*(\, 1) zaleznych od niezmiennikéw deformacji. Dalsza separacja nie jest mozliwa i

problem trzeba rozwigza¢ metodami wariacyjnymi lub numerycznymi.

7.3. Kwantyzacja modelu ,,z gruboscia”

Takze w zagadnieniu kwantowym mozna rozpatrywa¢ model .z gruboscia”.
Roéznica jest taka, ze do operatora energii kinetycznej doda sie czton odpowiadajacy
draganiom w grubosci
n* 02

T, ——— % 7.33
& 2J3 3@2 ( )

a ponadto, w pozostatych wyrazeniach dla T, zawierajacych operatory S;2, Sy2, S;>
pojawi sie zmienna o. Wyrazenia te maja te¢ sama postac, co w przypadku klasycznym,
we wzorze (5.7); jedyna réznica polega na tym, ze klasyczne zmienne s, zastepuje sie
formalnie operatorami S, wprowadzonymi powyzej.

Mozna pokazaé, ze operator T wyraza si¢ jak nastepuje

S 2 S 2 /\2+ 2
T = 21 5 T 22 5 T 2 . 2 S5’
2(Jip? + Jo0?)  2(J1N2 + Jp0?) 201 (N2 — p2)
N4+t 2\
+ ——7 — = PsS 7.34
2J1 ()\2 B Mz)pe Jl ()\2 _ ILLQ)Z PoS3 ( )
h? 1 0 0 0 0 h? 02
A P W [ v ) IR W () A I R
2T A (N2 — 122) L‘» p (N =) o o p(N = n?) aul 2J5 g2

Parametry inercyjne Ji, Jo, J3 maja ten sam sens, co przedtem.



Dodatek o zagadnieniu trzech cial

I[stnieje mozliwos¢, ze powyzszy model i opracowany formalizm, w tym rozwigzania

typu ,stacjonarnych elips”, moga znalezé zastosowanie w zagadnieniu trzech ciat.

Zagadnienie 3- ciat

Jak wiadomo, grawitacyjny (Coulombowski) problem trzech cial nie rozwiazuje sie
w postaci analitycznej. Mozliwa jest tylko jako$ciowa analiza, rozwigzania w posta-
ci skomplikowanych szeregow oraz nieliczne Sciste rozwiazania szczegdlne. Zwroémy

uwage, ze uktad trzech punktéw materialnych ma doktadnie stopnie swobody ptaskie-
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Dodatek o zagadnieniu trzech ciat

go ciala afinicznie sztywnego w trzech wymiarach (pomijamy tu translacyjne stopnie

swobody). A zatem, uzywajac binarnego potencjatu grawitacyjnego

k mgmy
Vap = ——,

Tab
dla kazdej pary cial (k - stata grawitacyjna, m, - masy, rq, - odlegtosci wzajemne) i

wyrazajac pelny potencjat

przez wprowadzone powyzej wspotrzedne uogédlnione, mozemy np. w oparciu o wzory

na ustalone elipsy poszukiwaé¢ rozwigzan szczegdlnych dla zagadnienia 3-ch cial.
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