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Wstep

Model ciata afinicznie sztywnego, tzn. deformowalnego jednorodnie, jest uzywany
w mechanice kontinuum, a takze w rozmaitych zagadnieniach dynamiki uktadéw wie-
loczastkowych od dawna i w réznych kontekstach. Zaczac¢ trzeba od tego, ze jest to
przypadek szczegdlny kolektywnych stopni swobody i metod momentowych w zagad-
nieniu wielu cial, mechanice osrodkéw cigglych i teorii pola. Wiaze to sie z klasycznymi
procedurami dyskretyzacyjnymi typu Rietza, Galerkina [55] i z metoda elementow
skonczonych. Jest znanym faktem, ze dosy¢ czesto zagadnienia o nieskonczonej, w tym
kontynualnej, liczbie stopni swobody da sie w dobrym przyblizeniu efektywnie opi-
sa¢ w jezyku skonczenie-wymiarowych uktadéw dynamicznych. Przejscie od uktadow
opisywanych rownaniami rézniczkowymi czastkowymi do modelu opartego na rowna-
niach rézniczkowych zwyczajnych jest zawsze wielkim uproszczeniem zaréwno w sensie
analizy jakosciowej jak i rachunkéw przyblizonych oraz technik numerycznych.

Metody oparte na modach kolektywnych i procedurach momentowych sg skuteczne,
gdy zjawisko ma na tyle nielokalny charakter, ze do jego zadowalajacej charakterystyki
wystarczy niewielka liczba parametréw zaleznych jednakowo, na réwnych prawach od
zmiennych jednoczastkowych. Te nielokalne, ,kolektywne” parametry winny przy tym
w przyblizeniu odprzegac si¢ od pozostatych i spetnia¢ z dobrym przyblizeniem autono-
miczny uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (jako funkcje czasu). Ma to miejsce
np. wtedy, gdy dlugosé fal sprezystych wzbudzanych w ciele jest poréwnywalna z jego
rozmiarami. Wystepowanie modéw kolektywnych wiaze sie z geometrig przestrzeni
fizycznej i z geometriami innych przestrzeni wystepujacych w opisie kinematyki pro-
blemu. Przestrzen konfiguracyjna zmiennych kolektywnych jest z reguty jakas grupa

Liego zwigzang ze wspomnianymi strukturami geometrycznymi lub przestrzenia jedno-
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rodng grupy Liego. Zwigzek miedzy struktura teorii fizycznych na fundamentalnym po-
ziomie a geometrig sprawia, ze sg to z regulty grupy automorfizméw rozmaitych struktur
przestrzennych. Typowym przyktadem jest bryta sztywna. Zwiazane z nig pojeciowo
uktady dynamiczne na grupie ortogonalnej sg prawzorem dla wszystkich innych uogél-
nien tego typu. Skrajnym przypadkiem grupowego uktadu dynamicznego wzorowanego
na bryle sztywnej jest hydrodynamika idealnej cieczy niescisliwej (Arnold [3]); istnieja
tez sformutowania podobnego typu dla teorii sprezystosci. Nieskonczenie-wymiarowy
jezyk oznacza, ze nie jest to oczywiscie dyskretyzacja, jest to jednak wprowadzenie
wieloczgstkowych efektywnych moddéw prostszych niz mikroskopowy opis uktadu jako
dyskretnego agregatu wielu czastek, bedacego usrednionym opisem ich zachowania,
podlegtego prawidtowos$ciom statystycznym. Metody heurystyczne oparte na analo-
gii z grupami skonczenie-wymiarowymi pozwalaja ponadto odgadna¢, zapostulowaé
niektore typy rozwiagzan i nastepnie sprawdzi¢ je wprost bezposrednim rachunkiem.
Oczywiscie brak efektywnej, dobrze sformutowanej teorii nieskonczenie-wymiarowych
sgrup Liego”. Tym cenniejsze sa opisy posrednie miedzy bryta sztywna, a pelnym
opisem osrodka cigglego. Najprostszym modelem jest cialo afinicznie sztywne, tzn.
sztywne w sensie geometrii afinicznej. Zachowane sg wtedy wszystkie relacje afiniczne
miedzy punktami materialnymi, a wiec zbioér prostych materialnych, ich réwnolegtosé
oraz proporcje odcinkéw na prostych réwnoleglych. Przestrzen konfiguracyjna modow
kolektywnych daje sie wtedy utozsami¢ z grupg afiniczng, a raczej z jej przestrzenia
jednorodng z trywialnymi grupami izotropii.

Tego rodzaju ,usztywnione” deformacje maja miejsce, jak wspomniano, w makro-
skopowych ciatach sprezystych, gdy wzbudzone fale majg dtugos¢ porownywalng z roz-
miarami liniowymi ciata. Rowniez niektore zagadnienia astrofizyczne (teoria ksztaltu
Ziemi, wibracje i obroty gwiazd) wiaza sie z zastosowaniem tego rodzaju metod [5], [6],
[10]. Dynamika obiektéw w fizycznej mikroskali jak jadra atomowe i molekuly réwniez
wykorzystuje tego rodzaju opis kolektywny (skrajny przyktad — molekuta fosforu P,
ma wylacznie afiniczne stopnie swobody). Dynamika molekut i réznych struktur nad-
molekularnych wiaze si¢ z teoria osrodkow ze struktura, jak np. krysztaly molekularne,
a w ciaglej granicy — kontinua ze struktura, np. mikromorficzne (uogélnienie mikro-
polarnych) lub mikromorficzne wyzszego rzedu. Wlasnie tutaj miato miejsce jedno
z pierwszych zastosowan afinicznych stopni swobody jako modelu modéw wewnetrz-
nych, tzn. teoria mikromorficzna Eringena. P6Zniej model afiniczny stal sie przedmio-
tem samym w sobie, chociaz trzeba przyznac, ze potrzeby teorii osrodkéw struktu-

ralnych dostarczaja silnej motywacji dla badan uktadéw dynamicznych opisujacych
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zachowanie pojedynczych cial afinicznie sztywnych. Zagadnienia te sg interesujace nie
tylko w trzech ale i dwoch (takze w jednym) wymiarach, jako np. modele powtok
z mikrostruktura. Z punktu widzenia czystej mechaniki analitycznej, modele te wiaza
si¢ silnie z teorig uktadéw catkowalnych oraz zagadnieniami symetrii i degeneracji.

Zastosowania mikroskopowe, w tym na poziomie molekularnym i nadmolekularnym
wymagaja uzycia modelu kwantowego. Najprostszym podejéciem jest tu Schrodinge-
rowska kwantyzacja w jezyku funkcji falowych na odpowiedniej grupie Liego lub jej
przestrzeni jednorodnej. Zagadnienie to wiaze si¢ tez z przyblizeniem quasiklasycz-
nym, a to ze wzgledu na zastosowania w mechanice duzych molekut, fullerenéw, itp.,
gdzie jednoczesnie wystepuja w ramach opisu tego samego obiektu zjawiska klasyczne
i kwantowe.

Model ciata afinicznie sztywnego wiaze sie tez z metoda elementéow skonczonych
i z technikami numerycznymi. W metodzie tej, w kazdym razie w jednej z bardzo
popularnych wersji, cialo poddane zostaje triangulacji na niewielkie elementy, np.
czworo$ciany (sympleksy) deformujace sie w przyblizeniu w sposéb jednorodny. W ten
sposob kontinuum zostaje opisane jako skoniczony agregat wzajemnie oddziatujacych
ciat afinicznie sztywnych. Umozliwia to zastosowanie budzacych zaufanie, wiarygod-
nych metod taczacych w sobie srodki analityczne i numeryczne (Rubin [37]).

Model ciata afinicznie sztywnego pojawit sie, jak wspomniano, w teorii osrodkéw
mikromorficznych pochodzacej od Eringena i jego szkoty [15], [16]. Jako teoria oparta
na geometrii rozniczkowej i mechanice Hamiltonowskiej oraz kwantowej byt rozwi-
niety w roznych aspektach przez profesora J. J. Stawianowskiego i wspotpracowni-
kéw [52], [44], [48], [50], [56], [60]-[68]. Niektorzy autorzy uzywaja tez nazwy cialto
pseudo-sztywne [11], [12], [13], [34], [70], [71].

W tej rozprawie koncetrujemy sie gléwnie na analizie istotnie nieliniowych modeli
Hamiltonowskich dotyczacych uktadéw deformowalnych z wigzami. Ze wzgledu na pla-
nowane zastosowania do opisu obiektéw w skali mikroskopowej badana jest réwnolegle
kwantowa wersja problemu.

Przestankami, ktore nas sktonity do tych badan jest coraz wigksze zapotrzebowanie
na modele modéw wewnetrznych i kolektywnych (np. o$rodki z mikrostruktura, krysz-
taly molekularne, nanostruktury), w ktérych ma miejsce pewnego rodzaju przenika-
nie sie poziomu klasycznego i kwantowego. Klasyczne i kwantowe problemy dynamiki
obiektow deformacyjnych byty raczej rozpatrywane osobno, badz w oparciu o trady-
cyjne metody teorii sprezystosci na poziomie makro-, badz w sposéb czysto kwantowy

na poziomie mikroskopowym. Juz zjawiska nadprzewodnictwa i nadciektosci wykazaty
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koniecznosé jednoczesnego uzywania poje¢ klasycznych i kwantowych. Obecna eksplo-
zja badan nad osrodkami z mikrostruktura, zjawisk w nanoskali, postepy w inzynierii
materiatowej i potrzeby rodzacej sie informatyki kwantowej, wymagajg syntezy badan
prowadzonych dotychczas we wzglednej separacji. We wspomnianych nietypowych za-
stosowaniach jednoczesnie teorii sprezystosci i mechaniki kwantowej uktadéw wielo-
czastkowych duza role z pewnych wzgledow moga odgrywac¢ badane przez nas modele
dynamiczne niezmiennicze wzgledem grupy liniowej lub grupy Weyla. Z czysto mate-
matycznego punktu widzenia metodyka naszych badan oparta jest na geometrycznej
teorii uktadéw Hamiltonowskich, teorii uktadéw catkowalnych (wliczajac w to pro-
blemy degeneracji), kwantowej i quasiklasycznej mechanice takich uktadéw oraz teorii
funkcji specjalnych.

Zagadnienie ciata deformowalnego jednorodnie w trzech wymiarach nastrecza sze-
regu probleméw matematycznych, ktére nie pozwalaja na efektywne, analityczne po-
danie rozwigzan w funkcjach elementarnych, czy choé¢by w znanych funkcjach spe-
cjalnych. W zasadzie musimy wiec polega¢ na metodach jakosciowych. Potencjaty,
dla ktérych mozliwa jest separacja rownan ruchu sa potencjatami o ,niefizycznym”
ksztatcie, ktore nie spetniaja znanych wymagan teorii sprezystosci. Co wiecej, nie na-
daja sie tez do zastosowan mikrofizycznych, np. jako fenomenologiczne modele energii
drgan sprezystych w czasteczkach. Jest natomiast reguta, ze potencjaty izotropowe
o fizycznym” ksztalcie prowadza do rownan nieseparowalnych. Dlatego tez zbadane
zostaly te przypadki, dla ktorych mozna otrzymaé analityczne rozwiagzania. Sa to dwa
podstawowe modele: zagadnienie baka sferycznego z dylatacjami w izotropowym polu
sit oraz dwuwymiarowe ciato afinicznie sztywne przy zatozeniu podwdjnej izotropii -
przestrzennej i materialnej. Przestrzeniami konfiguracyjnymi tych zagadnien sg odpo-
wiednio: grupa Weyla SO(3, IR) x IR" oraz grupa liniowa GL(2, IR), gdzie SO(n, IR)
jest grupg rzeczywistych macierzy ortogonalnych n x n, IRt C IR - multiplikatywna
grupa liczb rzeczywistych dodatnich, a GL(n, IR) - grupa nieosobliwych macierzy rze-
czywistych n x n.

Celem pracy jest podanie rozwigzan analitycznych dla tych probleméw. Oczywi-
Scie nakltada to znaczne ograniczenie na dozwolone potencjalty. Z jednej strony, jak
juz wspomniano, potencjaly te powinny by¢ fizycznie interesujace przynajmniej ze
wzgledu na ich jakosciowe zachowanie si¢, a z drugiej strony powinny ,dopuszczac”
Sciste, analityczne rozwigzania. To zatozenie doprowadzito do interesujacych rezulta-
tow. Okazuje sie, ze narzucenie tego rodzaju do$¢ drastycznych warunkéw ,wyroznia”

te potencjaly, dla ktorych zaréwno stacjonarne rownanie Hamiltona-Jacobiego jak i
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stacjonarne réwnanie Schrodingera sa separowalne, a otrzymane réownania daja sie
rozwigza¢ analitycznie.

Na poziomie klasycznym wyznaczono zmienne dziatania, znaleziono state ruchu
oraz wyprowadzono zaleznos¢ energii od zmiennych dziatania wraz z dyskusja pro-
blemu degeneracji (rezonansu miedzy fundamentalnymi czestosciami). W celu wyzna-
czenia zmiennych dzialania postuzono sie metoda catkowania zespolonego opracowang
przez Maxa Borna w mechanice analitycznej i starszej teorii kwantow [7].

Na poziomie kwantowym uzyskano zaréwno quasiklasyczne (oparte na warunkach
Bohra-Sommerfelda) jak i Sciste rozwiazania, przy poszukiwaniu ktérych wykorzy-
stano rozwinieta przez Rubinowicza metode wielomianow Sommerfelda. W metodzie
tej wyraza sie rozwigzania poprzez zwykte lub konfluentne P-funkcje Riemanna, ktore
sa $cisle zwiazane z funkcjami hipergeometrycznymi (zwyktymi badz konfluentnymi).
Narzucenie na funkcje falowe warunkéw zbieznosci prowadzi do tego, ze funkcje hiper-
geometryczne staja sie wielomianami, a rozwigzania wyrazajg sie poprzez te wlasnie
wielomiany i funkcje elementarne. Roéwnoczeénie otrzymujemy widmo wartosci wta-
snych energii badz statych separacji rownania Schrodingera. Ograniczenie sie tylko
do rozwiazan wyrazajacych sie przez P-funkcje Riemanna jest o tyle uzasadnione,
ze funkcje te sa dobrze zbadane, a ponadto wiele funkcji specjalnych fizyki mozna
przez nie wyrazic. Istnieje tez $cisty zwigzek pomiedzy teorig reprezentacji grup Liego,
a pewnymi rodzajami tych funkcji.
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Rozdziat 1

Wstepne pojecia dotyczgce mechaniki ciat

jednorodnie deformowalnych

1.1. Przestrzen konfiguracyjna

Zaktadamy, ze przestrzen fizyczna M i materialna N wyposazone sg w struktury
euklidesowe (M,V,—,¢g) i (N,U,—,n) odpowiednio; V' i U sa przestrzeniami linio-
wymi translacji odpowiednio w M i N (dimM = dimN = n). Symbole g € V* ® V*
in e U*®U* oznaczaja tensory metryczne naszych przestrzeni. Dla okreslenia stopni
swobody ciata afinicznie sztywnego istotne sa same struktury afiniczne (M,V,—),
(N, U, —). Oznaczenie wektorow translacji w obydwu przestrzeniach za pomoca tej
samej strzalki (—) polepsza ekonomie oznaczen, nie prowadzac przy tym do zadnych
dwuznaczno$ci. Elementy zbioru M symbolizuja punkty geometryczne przestrzeni. Za-
ktadamy, ze punkty materialne osrodka sg rozroznialne i ,numerujemy” je przy pomocy
przestrzeni materialnej N. Model przestrzeni euklidesowej jest zadawalajacym opisem
geometrii niezbyt wielkich obszarow przestrzeni fizycznej. W kazdym razie stosuje
sie doskonale dla takich obszarow, ktérymi zajmuje sie mechanika osrodkow cigglych
(ogdlniej - mechanika ciat odksztatcalnych).

Przestrzen konfiguracyjna ciata afinicznie sztywnego Q.

Q. :=AfI(N,M)



1.1. Przestrzen konfiguracyjna

sktada sie z izomorfizméw afinicznych przestrzeni N na M, tzn. odwracalnych od-
wzorowan afinicznych. Oczywiscie AfI(N, M) jest podzbiorem otwartym w Af (N, M)
i jego uzupetnienie jest zbiorem miary zero; sktada si¢ ono z osobliwych, tzn. degeneru-
jacych wymiar odwzorowan afinicznych. Symbolem Af (N, M) oznaczamy jak zwykle
zbiér odwzorowan afinicznych przestrzeni N w przestrzen M. Sa to odwzorowania
zachowujace relacje afiniczne miedzy punktami.

Majac na uwadze zastosowania praktyczne, bedziemy uzywali innej reprezentacji
przestrzeni konfiguracyjnej. Chodzi o to, by oddzieli¢ od siebie stopnie swobody ru-
chu postepowego i wewnetrznego. Zarowno w makroskopowej teorii sprezystosci, jak
i w zagadnieniach dynamiki mikroobiektéw interesuje nas tylko ruch wewnetrzny.

Uméwmy sie, ze wspotrzedne Lagrange’a a? € N zostang wybrane w taki sposéb,

aby ich poczatek a? = 0 pokrywal sie ze érodkiem masy w ciele O

/w@@:q

gdzie dodatnia, stala w czasie miara u(a) na N opisuje lagranzowski rozktad masy.

Przestrzen konfiguracyjna mozemy utozsami¢ z iloczynem kartezjanskim
Q.=AfI(N,M)>~M x LI({U,V) =M x Q,

gdzie LI(U, V') oznacza zbiér izomorfizméw liniowych U na V', bedacy oczywiscie pod-
zbiorem otwartym w L(U, V). Dopetienie LI(U,V) do petlego L(U,V) jest zbio-
rem miary zero, ztozonym z osobliwych odwzorowan liniowych. Iloczynowa struktura
przestrzeni (). pozwala dokona¢ rozktadu stopni swobody na czesé¢ translacyjng M
i wewnetrzna LI(U, V). Mechanika cial odksztatcalnych interesuje sie gtéwnie czescia
wewnetrzna, tzn. ruchem wzgledem srodka masy. Ruch ciata afinicznie sztywnego mo-

zemy zapisa¢ w postaci
zi(t,a) = D' 4 (H)at +ri(t), D'4(t) € LI(U,V), (1.1)

gdzie 7(t) jest wektorem wodzacym $rodka masy w przestrzeni fizycznej, a ®%4 jest
wewnetrzna konfiguracja ciala taczacg wspotrzedne materialne, lagranzowskie a? €
N 7z eulerowskimi z' € M. Stan deformacji jest opisany przez ®', (nalezy jednak
pamietaé, ze @4 opisuje takze rotacyjne stopnie swobody). Wspotezynniki ®¢ 4 tworza
macierz nieosobliwa, co oznacza fizycznie, ze rozne czastki zajmuja rézne potozenia (nie
zlepiaja sie).

Rozwazmy n-wymiarowe cialo zamocowane w jednym punkcie. Narzucajac takie

wiezy abstrahujemy od translacyjnych stopni swobody. Modelem przestrzeni fizycznej
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1.1. Przestrzen konfiguracyjna

M i przestrzeni materialnej N jest n-wymiarowa przestrzen wektorowa (ze wzgledu
na istnienie nieruchomego, wyréznionego punktu, ktéry utozsamiamy z zerem prze-
strzeni wektoréw swobodnych). Jak juz wspominali$my, punkty materialne oérodka sa
rozroznialne i mozemy okresli¢ ich potozenie przez podanie wspotrzednych wzgledem
zewnetrznego uktadu odniesienia (laboratoryjnego) lub wzgledem ukladu zwiazanego
z clalem (wspoltowarzyszacego). Jesli utozsamimy U i V' z R", to Q@ = GL(n, R).
Przestrzen konfiguracyjna ogélnych deformacji jednorodnych i obrotéw ma n? wy-
miaréw. Macierz jednostkowa 1 € GL(n, IR) odpowiada konfiguracji réwnowagowe;.
Rozwazania geometryczne przeprowadzamy przy dowolnym n; oczywiscie sens fizyczny
majg przypadki n = 1,2, 3.

W przestrzeni konfiguracyjnej Q = GL(n, IR) dziataja dwie naturalne grupy trans-

formacji: lewostronne i prawostronne transformacje GL(n, IR) w siebie:
- AP, I DA, (1.2)

gdzie ®, A € GL(n, IR). Grupy przeksztalcen lewostronnych i prawostronnych sa prze-

mienne ze soba, ale nie roztaczne. Ich przekrdj jest jednowymiarows grupa dylatacji:
S AP, NeR".

Transformacje eulerowskie (przestrzenne, lewostronne) i lagranzowskie (materialne,
prawostronne) w przestrzeni konfiguracyjnej ) wyrdznione sa przez sama geometrie
stopni swobody. Maja przy tym Scisle okreslony sens fizyczny. Transformacje eulerow-
skie sg bowiem generowane przez przeksztatcenia dziatajace w przestrzeni fizycznej,
natomiast lagranzowskie odpowiadajg przeksztalceniom samego materiatu.
Zmnajac macierz deformacji mozemy wprowadzi¢ tensory deformacji Greena G i Cau-
chyego C
G=0o"e, Cc =00 (1.3)

Oczywiscie, GT' = G, CT = C. Jesli ® jest macierza ortogonalna, to tensory (1.3) sa
tensorami jednostkowymi. Tak wigc deformacje afiniczne sg ogoélniejsze od sztywnych
obrotow. Tensor Greena jest nieczuly na przestrzenne, za$ tensor Cauchyego na ma-
terialne sztywne obroty. Niezmienniki deformacji, tzn. wartosci wtasne symetrycznej
macierzy G (lub, réwnowaznie C™!) s niewrazliwe na jednoczesne dziatanie obrotow

lagranzowskich i eulerowskich. Uktadéw tych wielkosci jest wiele.
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1.2. Wielkosci kinematyczne

1.2. Wielkosci kinematyczne

Jak zwykle w mechanice analitycznej ruch uktadu w przestrzeni konfiguracyjne;j
Q opisuje krzywa gltadka IR > ¢t — ®(t) € GL(n, R). Predkos¢ uogélniona &(t)'a =
% € L(n, IR) jest gradientem lagranzowskiego pola predkosci V(a)

; AP’ 4
V'(a) = 7@‘4,

(V(a) przyporzadkowuje punktowi materialnemu o wspotrzednych odniesienia a” jego
predkosé w danej chwili czasu) przy czym L(n, IR) jest zbiorem rzeczywistych macierzy
nxn, za§ GL(n, IR) C L(n, IR) jest otwartym podzbiorem przestrzeni liniowej L(n, IR).

Oprocz predkosci uogélnionych bedziemy réwniez uzywali, tzw. quasipredkosci,
czyli predkosci nieholonomicznych wyrdznionych przez strukture geometryczng prze-
strzeni konfiguracyjnej. Bedziemy je nazywali predkosciami afinicznymi. Jest to natu-
ralne, afiniczne uogdlnienie pojecia predkosci katowej uzywanego w mechanice ciala
sztywnego [41]-[46], [48].

Predkosé afiniczna ciata afinicznie sztywnego znajdujacego sie w konfiguracji ¢ €

GL(n, IR) w ukladzie laboratoryjnym dana jest wzorem
Q=¢071 QL =¢ (7 hHA, (1.4)

Przy ustalonej konfiguracji ® znajomos¢ predkosci uogélnionej € jest rGwnowazna zna-
jomosci quasipredkosci 2. Nieosobliwo$¢ odwzorowania ® sprawia, ze odpowiedniosé
jest tu wzajemnie jednoznaczna.

Analogicznie, wspéttowarzyszaca (lagranzowska) predkosé afiniczna ma postaé
Q=071 =07100, Q5= (P H ¢l = (&HAQ,P 5. (1.5)

Przy dowolnym ustalonym ® zwigzek miedzy & a QO jest wzajemnie jednoznaczny.
Wielkosci ©, Q2 maja jasny sens teorio-grupowy jako elementy algebry Liego grupy
GL(n, IR). Sugeruje to, by w pewnych zagadnieniach opisywaé wewnetrzny stan new-
tonowski ciata raczej przez pare (@, Q) lub (®, Q) zamiast przez (®, ). Jest to wspélna
cecha wszystkich uktadow o teorio-grupowej strukturze stopni swobody. Najbardziej
znanym przyktadem jest ciato sztywne, gdzie z reguty uzywa sie predkosci katowych
(elementéw algebry Liego ortogonalnej grupy ruchéw przestrzeni konfiguracyjnej we-
wnetrznych stopni swobody) zamiast niezbyt wygodnych predkosci uogélnionych. Czyli
dla ® € SO(n, IR) macierze 2 i Q) sg antysymetryczne, a ich elementy sa odpowiednio
sktadowymi predkosci katowych wzgledem uktadu laboratoryjnego i wspottowarzysza-

cego (wmrozonego w cialo).
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1.2. Wielkosci kinematyczne

Predkos¢ afiniczna € jest gradientem eulerowskiego pola predkosci v
v (z) = Q2 (1.6)

(v(z) jest predkoscia punktu materialnego, ktéry zajmuje potozenie przestrzenne o
wspolrzednych zt).

Pojecie predkosci afinicznej byto uzywane przez Eringena w jego teorii osrodkow
mikromorficznych stopnia 1, tzn. w mechanice kontinuum ztozonego z infinityzymal-
nych ciat afinicznie sztywnych. Uzywal on dla niej terminu ,gyration” [16].

Predkosci afiniczne majg proste wlasnosci transformacyjne. Przy transformacjach
prawostronnych (1.2) wielkos¢ €2 jest niezmiennicza, natomiast przy lewostronnych

® — AP ulega zmianie zgodnie ze wzorem
Q— AQAL

Natomiast wielkog¢ (2 jest nieczuta na transformacje lewostronne, za$ przy prawostron-
nych ® — ®A transformuje si¢ zgodnie ze wzorem
Q- ATQA
Energia kinetyczna ciata deformowalnego jednorodnie jest réwna sumie energii ki-
netycznych jego infinityzymalnych elementéw. Aby wprowadzi¢ energie kinetyczng mu-
simy dysponowaé tensorem metrycznym w przestrzeni fizycznej M (mozliwe jest tez
podejscie bazujace na znajomosci metryki materialnej w przestrzeni N [41], [44], [46]).

.....

sie metryka fizyczna, gdy obliczamy energie kinetyczna uktadu [41], [44], [48], [49]

1 ; :
7= 505 [ Ve @dn(a) (17)
gdzie dodatnia miara u(a) opisuje lagranzowski rozktad masy w N. Energia kinetyczna
zapisana w postaci macierzowej wyraza sie wzorem

1, dd _doT
T = -Tr(=J—), (1.8)

gdzie symetryczny tensor J jest kwadrupolowym momentem rozktadu masy w prze-

strzeni materialnej
JAR = /aAaKd,u(a). (1.9)

W zgadnieniach trojwymiarowych, a wiec najbardziej interesujacych fizycznie, za-
miast kwadrupola J uzywa sie czesto, tzw. tensora momentu bezwtadnosci I. Wiaze

sie on z J za pomoca nastepujacego wzoru [48], [49]

I=TeJi —J. (1.10)
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1.3. Wielkosci dynamiczne

1.3. Wielkosci dynamiczne

W mechanice cial odksztatcalnych przewaznie, cho¢ nie zawsze, interesuje nas dy-
namika ruchu wzglednego. Bardzo czesto bada sie sytuacje, gdy nie ma ruchu postepo-
wego, a oddziatywania, jakim poddane jest ciato, opisuje si¢ za pomoca dipola rozktadu
sit N, odniesionego do aktualnego $rodka masy. W stosunku do wielkosci N uzywa sie
tez terminu ,hipersita” (nomenklatura pochodzaca z teorii osrodkéw uogélnionych) lub
afiniczny moment sit. Hipersita N  kreci” wewnetrznymi stopniami swobody i zalezy
efektywnie od (®,¢,t) (od czasu t, gdy zagadnienie jest nieautonomiczne).

Macierz dipolowego momentu sity mozemy zapisa¢ w postaci

N¥ = /xi(a)Fj(q) -a, % ~a,t)du(a), (1.11)

gdzie F jest eulerowskim wektorem gestosci sity na jednostke masy. Zwykle uzywany
moment sity jest podwojona czescig antysymetryczng N. Jesli mamy do czynienia z

sitami potencjalnymi, to
ij i OV 4
NY = _(I)A w9 ]7
0d%
gdzie V jest energia potencjalna.
Przez kinetyczny spin afiniczny - eulerowski K (nazwy tej uzywal réwniez Westp-

fahl [80]) rozumiemy dipolowy rozktad momentu pedu

K = [ @V (a)dua),

skad w postaci macierzowej

dd”

W stosunku do wielkosci tej uzywa sie tez terminu ,hipermoment” [22], [23]. Podwo-

jona czes¢ antysymetryczna K jest spinem ciata, czyli momentem pedu i ma postaé

doT  dP
S=K-K'=d]— — —Jo". 1.13
dt dt (1.13)
Zasada d’Alemberta prowadzi do réwnan ruchu postaci [45], [49]
d>oT
dJ =N 1.14
dt? ' (1.14)
lub réwnowaznie 20
—Jo" =N".
dt?
Roéwnania ruchu ciata afinicznie sztywnego sa prawami bilansu dla spinu afinicznego
dK  d® _ddT
—=—J—+N. 1.15
g drdt (1.15)
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1.4. Newtonowska i hamiltonowska przestrzen stanéw

Asymetryczna cze$¢ bilansu spinu afinicznego daje nam bilans spinu

d
d—f =N - N7, (1.16)

Gdy znika moment sity N — N7 dostajemy stad prawo zachowania spinu Cfi—f =0;5
jest wtedy stata ruchu. Natomiast w wyrazeniu (1.15) widaé, ze wielkos¢ K nie jest
zachowana nawet dla N = 0. Wynika to stad, ze teoria nawet wtedy nie jest afinicznie,
lecz tylko metrycznie niezmiennicza. Afiniczna symetria stopni swobody jest ztamana
przez energie kinetyczna i ograniczona do euklidesowej SO(n, R) C GL(n, IR) [42],
[45], [48].

Réwnania ruchu w postaci praw bilansu sa szczegdlnie uzyteczne, jezeli badamy
ruch ciatl afinicznie sztywnych poddanych dodatkowym wiezom. Ot6z, natozenie dodat-
kowych ograniczen na przestrzen konfiguracyjna prowadzi do modyfikacji tych réwnan.
Ruch niescisliwego ciata afinicznie sztywnego (Q = SL(n, IR) C GL(n, IR)) jest opisy-
wany przez bezsladowa czesé réwnania (1.15). Natomiast dla ciat o ustalonym ksztalcie
(Q = SO(n,R) x R" = {pR: R € SO(n,R),p > 0}), dla ktérych dopuszczalnymi
ruchami sg obroty sztywne i dylatacje nalezy uwzglednic¢ cze$é antysymetryczng row-
nania (1.15) oraz jego slad. Jezeli rozwazamy sztywne obroty (Q = SO(n, IR)) to ruch

opisywany jest przez antysymetryczna czes¢ rownania (1.15), a wiec réwnanie (1.16).

1.4. Newtonowska i hamiltonowska przestrzen stanow

W mechanice analitycznej uzywa sie dwoch typoéw przestrzeni standéw: newtonow-
skiej Py i hamiltonowskiej Pg. Pierwsza z nich, mowiac nieprecyzyjnie, lecz obra-
zowo, powstaje z przestrzeni konfiguracyjnej w ten sposob, ze do opisu aktualnego
stanu uktadu, oprécz zmiennych potozeniowych (opisujacych konfiguracje) wlaczamy
predko$ci. Zbior {(@,42)} = {(®,€)} = GL(n, R) x L(n, IR) jest newtonowska prze-
strzenig stanow. Newtonowska przestrzen standw, czyli przestrzen potozen i predkosci
jest pojeciem stosowanym do wszystkich uktadéw mechanicznych rzadzonych prawami
dynamiki Newtona - zaréwno zachowawczych jak i dysypatywnych. Natomiast ha-
miltonowska przestrzen stanéow Py, czyli przestrzen fazowa stuzy wytacznie do opisu
uktadow rzadzonych rownaniami Eulera-Lagrange’a wyprowadzanymi z zasady waria-
cyjnej, tzn. zasady najmniejszego (a raczej stacjonarnego) dziatania. Wyklucza to w za-
sadzie uktady dysypatywne, w ktorych wystepuje tarcie. Przestrzen fazowa buduje sie
z przestrzeni konfiguracyjnej w ten sposob, ze do uktadu zmiennych potozeniowych do-
tacza sie tzw. pedy kanoniczne, czyli wektory kowariantne. Jak wiadomo, te ko-wektory

sg pojeciowo tozsame z rzeczywistymi funkcjami liniowymi od wektoréow kontrawa-
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1.4. Newtonowska i hamiltonowska przestrzen stanéw

riantnych, czyli wszystkich mozliwych predkosci. Newtonowska przestrzen stanow jest
wigzka styczna T'(Q) do (), natomiast przestrzen fazowa, czyli hamiltonowska przestrzen
stanéw jest wiazka ko-styczna T7Q).

Jak wiadomo z mechaniki analitycznej, oddzialywania wystepujace w uktadzie o
dynamice wariacyjnej, scharakteryzowane sg w peli przez jedna funkcje Lagrange’a
zalezng od potozen w przestrzeni konfiguracyjnej (Q, predkosci uogélnionych i ewentu-
alnie czasu. W naszym przypadku L(®,&) = T(P,£) — V(P), gdzie T opisuje energie
kinetyczna, zas V - potencjalna. Aby przej$¢ od predkosci do pedéw uogdlnionych mu-
simy wykona¢ przeksztatcenie Legendre’a [3], [38], [48], ktére zalezy jawnie od funkeji
Lagrange’a o oL

T
gdzie 7 oznacza uogdlniony ped kanoniczny ruchu wewnetrznego. Hamiltonowska, (we-

(1.17)

wnetrzna) przestrzenia fazowa ciata afinicznie sztywnego jest wiec rozmaito$é Py =
GL(n,R) x L(n, IR), ktora sktada sie z uporzadkowanych dwdjek (®, ).

Zamiast pedoéw uogolnionych mozna réwniez uzywacé wielkosci nieholonomicznych,
tzw. quasipedéw [41], [46], [48]. Rozrézniamy dwa rodzaje quasipedéw: eulerowskie
(przestrzenne) X

Y =dr, Y=o, (1.18)

A

i lagranzowskie (materialne) %

S =70, 25 =405 (1.19)
Wielkoéci i % sg kanonicznymi quasipedami ruchu wewnetrznego lub, méwiac inaczej,
kanonicznymi spinami afinicznymi. Sg one hamiltonowskimi generatorami przestrzen-
nych i materialnych transformacji (1.2). Przy transformacjach prawostronnych wielkosé
. jest niezmiennicza, tzn. 2 +— X, natomiast przy lewostronnych ulega zmianie zgodnie

7€ wzorem

Y AZATL

~ A

Natomiast wielkos¢ ¥ jest nieczuta na transformacje lewostronne, tzn. ¥ — X, za$

przy prawostronnych transformuje si¢ zgodnie ze wzorem
i] — Afli.A.

W przypadku ruchu obrotowego ® € SO(n, IR) wielkoici ¥ i ¥ sg antysymetryczne,
a ich niezalezne elementy sa sktadowymi momentu pedu odpowiednio w uktadzie la-

boratoryjnym i wspottowarzyszacym.
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1.5. Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego

Poniewaz dalej rozpatrywane bedg ogdlne deformacje jednorodne i obroty spetnia-
jace pewne dodatkowe warunki, wygodnie bedzie wiec przyjac¢, ze elementy macierzy
deformacji ® wyrazaja sie jednoznacznie przez parametry ¢ (i=1, ..., f, gdzie f jest
liczba stopni swobody). Takimi parametrami moga by¢ inaczej ponumerowane ele-
menty macierzy ®. Zatozenie to prowadzi do otrzymania w miejsce () pewnej prze-
strzeni konfiguracyjnej Q),, w ktérej forma energii kinetycznej (1.7) indukuje tensor
metryczny G (G;;(¢) = Gji(¢)). Energie kinetyczna mozemy zapisaé¢ w postaci

i da’
7 =26,
gdzie parametr u zostal wybrany w zwigzku z przyszltymi rozwazaniami.
Przeksztatcenie Legendre’a odwzorowuje newtonowska przestrzen stanéw w hamil-

tonowska

p; = 2L 9)
7 aq-l )

gdzie p; sa pedami uogdlnionymi kanonicznie sprzezonymi do ¢'. Mozemy zbudowaé
Hamiltonian
1 .
H(q,p) =T(g,p) +V(q), T(qp)= 5,0 Pibs

w ktorym energia potencjalna zalezy od parametréow ¢', tak ze V =V (q') = V(®(q")).

1.5. Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego

W mechanice hamiltonowskiej istnieja rozmaite metody poszukiwania Scistych roz-
wigzan zagadnien nieliniowych. Najbardziej znang metoda jest poszukiwanie catki zu-
pelnej rownania Hamiltona-Jacobiego metoda separacji zmiennych. Pozwala to spro-
wadzi¢ zagadnienie do kwadratur, co w mechanice nieliniowej uwaza si¢ juz za rozwia-
zanie, nawet jesli pojawiaja si¢ funkcje nieelementarne.

Uktady mechaniczne, dla ktorych istnieja takie wspotrzedne p; = p;(q'), gdzie ¢
sa wspotrzednymi uogdlnionymi, a p; pedami sprzezonymi z nimi kanonicznie i p; jest
funkcja tylko ¢ z tym samym wskaznikiem i nazywamy ukladami separowalnymi.
Nazwa pochodzi stad, ze w tych przypadkach rozwigza¢ mozemy czastkowe réwnanie
rozniczkowe Hamiltona-Jacobiego przez rozdzielenie, czyli separacje zmiennych. Otrzy-
mujemy je szukajac funkcji tworzacej S(q', P;) przeksztalcenia kanonicznego [3], [38],

[39]
;

> (pidg' + Q'dP,) = dS(q', P), (1.20)

i=1
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1.5. Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego

ktére zmienne pierwotne ¢' i p; zastepuje zmiennymi @Q°, P;, dla ktérych funkcja Ha-
miltona H(q', p;) jest wylacznie tylko funkcja pedéw P, tzn. H(¢',p;) = H(P) i Q"
sg wspotrzednymi cyklicznymi. Tu, jak i w nastepnych rozwazaniach zakltadamy, ze
Hamiltoniany nie zaleza od czasu. Tak wiec, pedy P; sa wielko$ciami stalymi. Wynika
to z faktu, ze na mocy (1.20) wazne sg réwniez dla nowych zmiennych @', P; réwnania

Hamiltona

dQ'  9H 4P, 9H

dt 0P’ dt  0Q"
a wiec P; = const, gdy H = H(P;).

Poniewaz wedtug (1.20) jest

dS
Pi= g (1.21)

to w przypadku zagadnien niezaleznych od czasu otrzymujemy dla funkcji tworzacej

S czastkowe rownanie roézniczkowe
- 08
H|¢,— | =F, 1.22
(¢ 5) (122

zwane stacjonarnym réwnaniem Hamiltona-Jacobiego (E jest energia uktadu). Jezeli

dla (1.22) uda sie znalezé¢ rozwiazanie w postaci

S = Z Si(q"), (1.23)

gdzie S;(q") zalezy wylacznie od ¢' majacego ten sam wskaznik i co S;, to wowczas
moéwimy, ze rozwiazalismy (1.22) przez separacje zmiennych. Gdy rozwiazanie S réw-
nania (1.22) ma ilo¢ stalych catkowania réwng ilosci zmiennych ¢', tzn. ilosci f stopni
swobody danego uktadu mechanicznego, to takie rozwiazanie nazywamy zupelnym.

Oznaczajac te state catkowania literami P, mozemy uwazac
S=25(q"....¢";P,.... Pf) (1.24)

za funkcje tworzaca przeksztalcenia kanonicznego (1.20). Poniewaz (1.24) jest rozwia-
zaniem réwnania (1.22), to po wstawieniu (1.24) w réwnanie (1.22) funkcja Hamiltona
(1.22) przechodzi w funkcje H(P;) = E stalych catkowania P;. Ostatecznie z (1.21),
(1.23) i (1.24) wynika, ze p; = %{;{'”’Pﬂ, tak ze ped p; zalezy jedynie od wspdlrzed-
nej ¢* majacej ten sam wskaznik 7, co p;.
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1.6. Zmienne kat-dziatanie

1.6. Zmienne kat-dzialanie

Zmienne dzialania J; dla wspomnianych wczesniej uktadéw separowalnych opieraja

sie na wielkosciach [3], [39]

aSi(¢,P) . .
Ji:j{%dq, i=1,....f). (1.25)

W réwnaniu tym wystepuje niezalezna od czasu funkcja dziatania
S=8(¢,P)=> 8¢, P) (1.26)
i=1

jako funkcja f wspoétrzednych ¢° i f stalych calkowania P;. Litery ¢, P wystepujace
w powyzszych wzorach bez wskaznikow oznaczaja przy tym cale zespoly wspotrzed-
nych ¢',...,q istatych B, ..., P;.

Za pomoca f rownan (1.25) obliczy¢ mozemy state P jako funkcje statych J, tzn.

P, = P(J) (1.27)

i wstawi¢ je w poszczegdlne funkcje S;(¢°, P). Otrzymujemy woéwcezas poszczegdlne

Si(q', P), a wigc réwniez ich sumg (1.26) jako funkcje S°

f
8= 5% J) =3 Sid, ) (1.28)

wspotrzednych ¢ i statych J.

Poniewaz (1.26) jest rozwiazaniem czastkowego rownania rézniczkowego Hamiltona-

Jacobiego
P
P (q, M) _ H(P)=F, (1.29)
dq
to (1.28) spelnia réwnanie, ktére otrzymujemy z (1.29) na mocy (1.27)
95%q, J
H (q, %) = H(J) = E. (1.30)

Funkcja dziatania S°(g, J) rézni si¢ bowiem od funkcji dziatania S(q, P) tylko tym, ze
stale P na mocy (1.27) zostaly zastapione przez state J.
Funkcje (1.28) mozemy uwazaé réwniez za niezalezng od czasu funkcje tworzaca

przeksztalcenia kanonicznego

f
> (pidg' + ©'dJ;) = dS°(q, J) (1.31)

i=1
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1.6. Zmienne kat-dziatanie

pomiedzy pierwotnymi zmiennymi ¢, p i nowymi ©, J. Ze wzgledu na to, ze pomiedzy
zespotami zmiennych ¢, p i ©, J istnieje przeksztalcenie kanoniczne niezalezne od
czasu, réwniez dla zmiennych ©, J wazne sg rownania Hamiltona z ta samg funkcja
Hamiltona, co w przypadku zmiennych ¢, p. Poniewaz funkcja Hamiltona w nowych
zmiennych O, J zalezy tylko od pedéw J, to z pierwszej grupy rownan Hamiltona
w tych zmiennych 4

dJ; _8H(J) do'  0H(J)

dt 00t T dt oJ;

OH(J) _
961

nie zalezg od czasu, sg stale. Z uwagi na to rowniez i wielkosci zwane podstawowymi

(1.32)

wnioskujemy ze wzgledu na 0, ze pedy J; (jak to zreszta wynika juz z (1.25))

czastosciami drgan
. 0H(J)
P = 1.33
ary) (1.33)

sa stale, tak ze z drugiej grupy réwnan Hamiltona (1.32) otrzymujemy

O'(t) = V't + €,

gdzie € sa stalymi. Zmienne dziatania J (J ma wymiar dzialania) wraz ze zmiennymi
katowymi © tworza uktad wspotrzednych kanonicznych dziatanie-kat.

W niniejszej pracy zajmujemy sie zagadnieniami separowalnymi, a wiec sprowa-
dzalnymi do kwadratur. Szczegdlny nacisk potozony jest na modele Scisle rozwigzalne,
w ktorych wyrazenie podcatkowe dla zmiennych dziatania bedzie dawato si¢ sprowadzic¢

(przez odpowiednig zamiane zmiennych) do postaci
R(z, Vazx? + bx + ¢), (1.34)

gdzie R jest wymierna funkcja od dwoch zmiennych. Wiadomo, ze w zasadzie catki
nieoznaczone z wyrazen (1.34) daja sie elementarnie obliczy¢ przez podstawienia Eu-
lera. Nastepnie zmienne dziatania mozna wyrazi¢ jako odpowiednie catki oznaczone, a
wiec podwojone wartosci catek nieoznaczonych wzietych w granicach jakimi sg punkty
zawracania. Procedura taka jest jednak rachunkowo bardzo zawita i nastrecza mnostwo
okazji do btedow. Znacznie prosciej jest policzy¢ wprost catki oznaczone dla zmien-
nych dziatania, postugujac si¢ metoda catkowania zespolonego. W tym celu wyrazenie
przedtuzamy analitycznie na cala plaszczyzne zespolona. Méwiac precyzyjniej, z osi
rzeczywistej usuwamy ciecie taczace punkty zawracania; sg one punktami rozgatezienia
dla odpowiedniego wyrazenia zespolonego. W obszarze otrzymanym z C po usunieciu

ciecia wyrazenie podcatkowe jest jednoznaczne (po ustaleniu konwencji znaku).
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1.7. Warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda

Zmienng dziatania:

J = %R(w, vazr?+bxr +c )dr = 2/ R(z,Vaz? + bx + ¢ )dz, (1.35)

Tmin
(Zmin, Tmax S& punktami zawracania, tzn. miejscami zerowymi wyrazenia pod pier-

wiastkiem) mozna wtedy zapisaé w postaci
J = % R(z,Vaz? 4+ bz + ¢ )dz, (1.36)
c

gdzie C jest konturem infinitezymalnie okrazajacym ciecie.

Mozna tatwo wykazaé, ze wyrazenie to daje sie przeksztatci¢ do postaci:

J=-2miy res,, (1.37)

gdzie z, sa biegunami zespolonego wyrazenia podcatkowego R(z, vaz? + bz + ¢ ), wli-
czajac (jesli istnieje) biegun w nieskonczonosci. Ta maksymalnie ekonomiczna metoda
obliczania zmiennych dziatania byta, jak juz wspomniano, intensywnie wykorzysty-
wana przez Maxa Borna w starszej teorii kwantéw [7].

Gdy z, jest biegunem rzedu m to:

1 dmfl
res,, = —— lim —— |(z — 2,)"R(2,Vaz2 + bz +¢)| . (1.38)

(m — 1)! zozq dzm1

1.7. Warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda

Zanim sformutujemy warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda przyblizymy w skrocie
kilka pojeé z teorii wielokrotnie periodycznych uktadéw mechanicznych [7], [39], [73],
[74]. Do klasy tych uktadéw mechanicznych naleza tez uktady separowalne.

Przyjmujemy, ze zmienne dziatania sg argumentami Hamiltonianu. Zaktadamy, ze
ich liczba jest zredukowana o ile to mozliwe, tzn. wprowadzmy dla uktadu o f stop-
niach swobody takie zmienne kat-dzialanie ©',..., 07, Jy, ..., J, ze tylko k wielkosci

dziatania, £k < f, Jy, ..., Ji sa argumentami Hamiltonianu
H=FE(J,...,Jx)

i miedzy fundamentalnymi czestosciami
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1.8. Przejscie do teorii kwantowej

nie ma tozsamosci postaci

k
g myv® =0,
a=1

gdzie calkowite wspotczynniki m, sa niezalezne od J i nie wszystkie réwne zeru.
Wtedy méwimy, ze uklad jest (f — k)-krotnie zdegenerowany lub k-periodyczny, po-
niewaz wystepuje k istotnie niezaleznych okreséw [7], [39], [57]. Tak wigc, kazda tra-
jektoria lezy w calosci na jakiejs podrozmaitosci Lagranzowskiej danej réwnaniami
J; = const,i = 1,..., f, ale ponadto topologiczne domkniecie kazdej trajektorii jest
k-wymiarowym izotropowym torusem. Jesli k = f wtedy méwimy, ze uktad jest kla-
sycznie niezdegenerowany, natomiast jesli £ = 1 wtedy wystepuje catkowita degene-
racja. W pierwszym przypadku trajektorie sa geste na rozmaitosci Lagranzowskiej
J; = const,i = 1,..., f, podczas gdy w drugim przypadku sa zamkniete (wszystkie
ruchy sa periodyczne).

Podamy teraz warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda dla uktadéw wielokrotnie
periodycznych. Zadamy, aby w stanie kwantowym uktadu mechanicznego o k stopniach
periodycznosci pedy Ji,...,Jr okreslajace wartos¢ energii, tzn. funkcji Hamiltona,
przyjmowaly wartosci

Jo=nq.h, a=1,...k, (1.39)

gdzie n, jest liczba naturalng lub catkowita, zalezna od tego czy ruch w danym stop-
niu swobody jest oscylacjg miedzy punktami zawracania czy libracja, tzn. cyrkulacja
dookota pewnego katowego zakresu w przestrzeni konfiguracyjnej. Prowadzi to do po-

ziomdéw energetycznych postaci

Evy on, = E(nih, ... ngh).

1.8. Przejscie do teorii kwantowej

Jezyk hamiltonowski, pedowy dostarcza wielu efektywnych metod rachunkowych,
jak np. metoda separacji zmiennych w rownaniu Hamiltona-Jacobiego. Poza tym, ha-
miltonowskie sformutowanie mechaniki jest niezbednym krokiem przy przejsciu do
teorii kwantowej. Kwantowa wersja teorii jest za$ konieczna, gdy chcemy stosowaé afi-
niczny model stopni swobody w zagadnieniach mikroskopowych, jak np. teorii drgan
molekut.

Dzigki istnieniu tensora metrycznego G przestrzen konfiguracyjna jest przestrzenia
Riemanna. Wystepuje na niej naturalna miara i wyrézniona przez ten tensor okreslona
jako

djilg) = /Cld’g, (1.40)
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1.8. Przejscie do teorii kwantowej

gdzie |G| =detG. Mozemy zatem okresli¢ na (@), funkcyjna przestrzen Hilberta
L*(Qq, i1(q)) 7 iloczynem skalarnym [27]

(W ()W (q)) = / WS (q)Wa(q)diq). (1.41)

q
gdzie W1(q), Wy(q) sa funkcjami falowymi.
W mechanice kwantowe]j wielko$ciom fizycznym przypisujemy operatory. Operator

Hamiltona H ma nastepujacg postac

H=-"A+V(q), (1.42)

gdzie A jest operatorem Laplace’a-Beltramiego. Jego dziatanie na funkcje falowa wy-

raza sie wzorem

g 1 0 OV
AV =GV, V¥V = — — | V| det GIGY — ], 1.43

gdzie V jest operatorem rézniczkowania kowariantnego. Mozna powiedzie¢, ze opisana
powyzej procedura jest w gruncie rzeczy identyczna z Schrodingerowsks kwantyzacja,
kiedy w miejsce klasycznych pedéw wprowadzamy operatory rézniczkowe.

Zatozeniem pracy jest rozwigzanie stacjonarnego réwnania Schrodingera

~

HY(¢',....q¢") = EV(¢, ... ¢%). (1.44)
Zastosujemy metode separacji zmiennych. Biorgc
V(g', .. q) = fa(d) fe(d) - fr(d))

dostajemy, o ile separacja jest mozliwa, dla kazdej z funkeji f,i(¢") réwnanie postaci
[39], [40]

7 (p@ ) = tato) - rote) 110 o, (149

gdzie z jest jedna ze zmiennych ¢', f(z) funkcja f,i(¢'), A parametrem wlasnym, ktory
wyraza sie przez state separacji powyzszego réwnania lub parametr E, zas q(z) zawiera
informacje o zaleznosci energii potencjalnej od zmiennej x. Rownanie (1.45) jest réw-
naniem typu Sturma-Liouville’a [9] i bedziemy je rozwiazywaé¢ metoda wielomianéw
Sommerfelda [39].

Od dwu funkcji wlasnych fi(z), fo(z) przynaleznych do dwu réznych wartosci
wlasnych A1, \y zadamy, aby byly one wzgledem siebie ortogonalne. Aby funkcje f;(z),

fo(z) byly wzgledem siebie ortogonalne, musi by¢

/ Y @) A (@) e(x)ds = 0. (1.46)
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1.8. Przejscie do teorii kwantowej

Oproécz tego oczywiscie kazda funkcja wlasna f musi sie da¢ unormowaé, a wiec catka

analogiczna do calki (1.46)
/ £ (@) f(@)o(z)dx (1.47)

musi by¢ zbiezna. W obu catkach (1.46), (1.47) wystepuje to samo o(x) jako funkcja

wagowa.



Rozdzial 2

Metoda wielomianéw Sommerfelda

W teorii kwantéw okresla sie w ogélnosci zagadnienia wtasne w przestrzeni konfi-
guracyjnej. Przez separacje zmiennych przeprowadza sie je jednak - o ile to mozliwe -
w jednowymiarowe zagadnienia wtasne. Takie zagadnienia dane sa bardzo czesto przez
réwnania rézniczkowe drugiego rzedu w postaci samosprzezonej (1.45), tzn.

7 (p ) = tato) - r0te) 110) . 1)

Do rozwiazywania pewnej dos¢ obszernej klasy czesto w teorii kwantéw spotyka-
nych zagadnien wtasnych (2.1) podat A. Sommerfeld pewna metode, ktéra nazywamy
metoda wielomianéw [39], [40]. Uzywajac jej zaktadamy, ze zagadnienie wlasne (2.1)
mozemy rozwiazaé przy pomocy funkcji o postaci f(z) = £(x)®(x), gdzie ®(x) jest

rozwigzaniem réwnania rézniczkowego drugiego rzedu

2
(As + ngh)IQd Z(QX) +2(A; + leh)xw{;—ix) + (Ag + Box")®(x) = 0, (2.2)

oraz A;, B; = const, i = 0,1,2. Posta¢ funkcji £(z) jest okre$lona przez réwnania
rozniczkowe (2.1) 1 (2.2) dla funkcji f(x) i ®(x). Poniewaz poza tym postaé¢ rozwiazan
réwnania rézniczkowego (2.2) jest znana, mozna ustali¢ postaé rozwiazan zagadnienia
wlasnego (2.1), jezeli zastosowaé mozemy do niego metode Sommerfelda. Okazuje sie,
ze

f(x) =p(x)*P(Q), (2.3)
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2.1. Zwykta funkcja Riemanna P

gdzie p(x) jest funkcja wystepujaca w réownaniu (2.1), a P(§) - funkcja Riemanna
P w jej zwyktej lub konfluentnej postaci. Miedzy zmiennymi x i £ istnieje przy tym
zwiazek

&= ,Lgxh, (2.4)

gdzie k 1 h sa stalymi. Dowodu na prawdziwosé¢ wzoru (2.3) tu nie przeprowadzamy.
Wykorzystamy tylko znajomosé¢ postaci rozwiazan (2.3), aby podaé¢ wzory do szybkiego
i prostego wyznaczania warto$ci i funkcji wtasnych wigkszosci zagadnien wtasnych

teorii kwantow, ktore mozna rozwiagza¢ przy pomocy metody wielomiandw.

2.1. Zwykta funkcja Riemanna P

W celu podania warunkéw na to, aby rozwiazanie zagadnienia wlasnego (2.1) miato
postaé (2.3), gdzie P oznacza zwykta funkcje Riemanna, musimy zaznajomié sie obec-
nie z wlasnoéciami tej funkcji.

Zwykta funkcja Riemanna P nazywamy rozwiazanie rownania rézniczkowego dru-
giego rzedu [39], [40]

d*P 1—0z—o/_1—7—7’>d_P (ao/ Rodn ,> 1 P
d@*( ¢ ¢ Ja e Tie P )aagt =" 2

Funkcja P zalezy od sze$ciu parametréw a, 3, v, o', 3, v/, wystepujacych w réwnaniu

(2.5), pomiedzy ktérymi postulujemy zwiazek
at+fB+yta +5++ =1, (2.6)

tak, ze funkcja P zawiera tylko pie¢ liniowo niezaleznych parametréw. Réwnanie roz-
niczkowe (2.5) funkcji P ma trzy regularne punkty osobliwe £ =0, 1 1 oc.

W celu uwidocznienia zaleznosci jakiegokolwiek rozwigzania réwnania (2.5) od pa-
rametrow «, 3, v, o, §', v zapisujemy rozwigzanie to w postaci uzywanej juz przez

B. Riemanna, czyli

S O

oo 1
By & (2.7)

/ /

g

/

Q
)

Nastepnie bedziemy korzystaé¢ z twierdzenia, ktére méwi, ze funkcja P (2.7) po-

mnozona przez funkcje £2(1—¢)¢, gdzie § i € sa dowolnymi wspotezynnikami jest znowu
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2.1. Zwykta funkcja Riemanna P

funkcja P, ale zalezng od innych parametrow a, (3, v, o', ', +'. Otrzymujemy wéwczas

zwigzek
0 oo 1 0 00 1
CA=&P|l a B ~ El=R| a+d B-06—c v+ &|. (28)
o B od+8 B —6—c¢ ’}//+€

Dowodu na prawdziwos¢ tego twierdzenia tu nie przeprowadzamy. Parametry w funkcji
P oznaczonej przez Py wystepujacej po prawej stronie powyzszego rownania spetniaja
rowniez zaleznosé (2.6).

Jedli dobierzemy odpowiednio wartosci statych 0 i & w zwiazku (2.8) to mozemy
liczbe parametréw niezaleznych wystepujacych w P zredukowac do trzech. Robimy to,
aby rozwiazanie réwnania rozniczkowego funkcji Riemanna P sprowadzi¢ do rozwia-
zania rownania zwyktej funkcji hipergeometrycznej F

2
d 515(2@ +lc—(a+b+ 1)5]%&5) —abF (&) = 0. (2.9)

Roéwnanie to nazywa sie hipergeometrycznym réwnaniem rézniczkowym albo réowna-

§(1-9¢)

niem Gaussa [69].

W przypadku, gdy § = —« i € = —y na mocy (2.8) dostajemy

0 oo 1 0 00 1
Pl a g v &|=¢C0-HK 0 a+B+y 0  &f. (210
o B o —a a+0+vy v -7

Zatem, otrzymujemy dla funkcji Py wystepujacej po prawej stronie réwnania (2.10) ze
wzgledu na (2.5) nastepujace réwnanie
d*Py N <1—o/+a B 1—7’+’y> dby  (a+B+7)(a+f +7)
dg? 3 1-¢ dg §(1=¢)

Powyzsze rownanie jest identyczne z roéwnaniem rézniczkowym (2.9), przy czym ze

Py=0. (2.11)

wzgledu na (2.6) jest
a=a+pB+vy, b=a+0+7v, c=1-d+a. (2.12)

Z (2.10) wynika, ze dowolna zwykla funkcje Riemanna P mozemy przedstawi¢ w po-
staci
P =g (1-¢)F, (2.13)

gdzie F' jest dowolna funkcja hipergeometryczna (dowolnym rozwigzaniem réwnania

rozniczkowego (2.9)).
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2.1. Zwykta funkcja Riemanna P

Réwnanie rézniczkowe (2.9) funkeji hipergeometrycznej ma dwa liniowo niezalezne
rozwigzania, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci szeregow zbieznych wokdt punk-
tow osobliwych tego rownania & = 0, 1 1 co. Szukajac rozwigzan w postaci szeregu

potegowego wokét punktu € = 0, a wiec w postaci [39]
F=¢) ang", a#0,
m=0

otrzymujemy na wyktadnik o réwnanie drugiego stopnia zwane réwnaniem podsta-
wowym, z ktérego wynikaja dla o dwie wartoéci 0 = 01 0 = 1 — c. Jedli réznica
0 —0 = c¢— 1 obu pierwiastkéw réwnania podstawowego nie znika i nie jest liczba
catkowita, dodatnia albo ujemna, to oba rozwiazania réwnania (2.9) odpowiadajace

0c=0i0 =1-—csaw przedziale (0,1) regularne i maja postaci

F:F(ab'cf)zl—i—c—b a(a+1)b(b+ 1)

e 2lc(c+1) &t (2.14)

oraz
F=¢"Fla—c+1,b—c+1;2—¢f). (2.15)

Ostatecznie otrzymujemy na mocy (2.12), (2.13) oraz (2.14) nastepujace rozwiazanie

rownania rézniczkowego (2.5) funkcji Riemanna P
P=g1-g Flatpf+y,a+f +vl+a—af). (2.16)

Okazuje sie, ze funkcja F' (2.15) daje nam rozwiazanie réwnania (2.5), ktore otrzymu-

jemy przez przemiane statych o i o/ w funkeji (2.16)
P=¢"(1=&)F(d +B+7v,d + 8 +v1+a —a;8). (2.17)

Oba rozwigzania sa roézne od siebie, gdy 1 — ¢ nie jest liczbg catkowitg lub zerem, tzn.
ze wzgledu na (2.12), gdy o — o nie jest liczba catkowita lub zerem.

Mozemy rowniez wyrazi¢ rozwiazania réwnania rézniczkowego (2.9) funkeji hiper-
geometrycznej przez szeregi potegowe wokoél obu pozostatych punktéw osobliwych
¢ =11& = oo. Otrzymujemy wowczas nastepujace rozwiagzania rownania (2.5) funkcji
P [39]

P=¢"(1-&"FlatpB+y,a+0 +71+y—751-9),

N
—_
Ne)

P=(1=& " Fla+ B+~ a+ 8 +751+79 =731 -¢),
P=P(1 =& Fla+B+y,d +B+v1+08-0531/¢),

P=¢" 11— &) Fla+f +v,.d + 8+ 1+ 8 — B 1/€).

[\
[\)
(@]
_ = =



2.2. Rozwigzywanie zagadnien wtasnych ze zwykta funkcja Riemanna P

Szereg potegowy, przez ktory wyraza si¢ funkcja F', moze by¢ nieskonczony lub
moze sie urywac przechodzac w wielomian. Dzieje sie to wowczas, gdy pierwszy lub
drugi wspoétezynnik w niej wystepujacy, a wiec np. wspotezynnik a lub b w F'(a, b; ¢; €)
jest ujemnag liczba catkowita. Jak z szeregu (2.14) wynika jest np. F(—n,b;¢; &) (n =
0,1,2,...) wielomianem stopnia n-tego zmiennej {. Natomiast jesli szeregi potegowe nie
urywaja sie, rozwiniecia (2.16) i (2.17) sa zbiezne na plaszczyZznie zmiennej zespolone;
& w obszarze kolowym || < 1, rozwiniecia (2.18) i (2.19) - w obszarze [§ — 1] < 1,
a rozwinigcia (2.20) i (2.21) - w obszarze |1/¢| < 1.

2.2. Rozwigzywanie zagadnien wlasnych ze zwyklg funkcjag

Riemanna P

Zreferowane wyzej pojecia mozemy teraz wykorzysta¢ w celu uzyskania rozwigzan
zagadnien wlasnych (2.1) w przypadku, gdy w rozwiazaniu f (2.3) wystepuje zwykta
funkcja Riemanna P.

Wstawiajac funkcje (2.3) w réwnanie rézniczkowe (2.1) i wykorzystujac zwiazek

(2.4) otrzymujemy [39]

, B ) 2 2 _
PP h—11dP [(1dp> Ldp _a-Ae|p_ (2.22)

@ T ocd e (\2pdr) pda®

To réwnanie rézniczkowe musi by¢ spetnione niezaleznie od tego, czy P jest zwykta

czy jakakolwiek konfluentng funkcja Riemanna P. W przypadku, ktéorym sie obecnie

zajmujemy, funkcja P(§) jest zwykta funkcja Riemanna. Zatem, réwnanie (2.22) musi

by¢ identyczne z pierwotnym réwnaniem (2.5) na te funkcje. Z przyréwnania wspot-
czynnikoéw przy % wynika, ze

/ 1 / ]' /

atad =, f+f=—7 7+7=1 (2.23)

przy czym uwzgledniono zaleznos¢ (2.6). Poréwnajmy teraz wyrazenia przy samej funk-

cji P w obu réwnaniach (2.5) i (2.22). Mnozac je przez h*¢? i przyréwnujac do siebie

przekonujemy sie, ze funkcja

1=l g 1-¢ 1

zmiennej ¢ zawierajaca parametry funkcji Riemanna P oraz stala h musi by¢ réwna

s(e) = [““# sy

funkcji zmiennej x

S(z) = 22 [( ! dp)Z— 1dp q_M’] . (2.24)

2p dx
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2.2. Rozwigzywanie zagadnien wtasnych ze zwykta funkcja Riemanna P

Przeksztatcajac funkcje S(§) przez rozktad na utamki proste mozemy ja zapisaé w po-

staci
. S_9 S_1
gdzie
soo=h"yy, so=h(ad = BB =), so=hBG (2.26)

Wykorzystujac zaleznosci (2.23) otrzymujemy

1 S_9+S8_1+ Sp 1 S0 S_9
a(a—ﬁ):— % ; ﬁ(ﬁ“"ﬁ):_ﬁa ’Y(’V—l):_?, (2.27)

czyli

1 1
a:ﬁ(li\/l—4(s_2+s_1+so)>, B=—g (15 VI=1s).

1 48_2
=—|144/1— . 2.2
7= ( 2 ) (2.28)

Podsumowujac: Aby funkcja f (2.3) ze zwykla funkcja Riemanna P byta rozwigzaniem

rownania rézniczkowego (2.1), funkcja S(x) (2.24) utworzona ze wspotczynnikow p,
q, ¢ tego réwnania musi sie daé¢ przedstawi¢ w postaci funkeji S(§) (2.25), przy czym
pomiedzy z i £ musi istnie¢ zwigzek € = kz". Gdy speliony jest ten warunek mozemy
bezposrednio podaé¢ wartosci statych k, h, s_s, s_1 1 Sg, a nastepnie obliczy¢ ze wzordéw
(2.28) parametry «, 3, 7, ktére ustalaja funkcje Riemanna P. Musimy jeszcze okreslié
warunki, ktére nalezy natozyé¢ dodatkowo na parametry «, (3, «, aby funkcja f (2.3)
byta rozwiazaniem zagadnienia wlasnego (2.1). Obszar, w ktérym okreslone jest dane
zagadnienie wlasne, odpowiada w zmiennej & obszarowi (0, 1). Dla zmiennej x jest to
roOwniez obszar ograniczony, przy czym x przebiega wartosci nalezace do przedziatu
(0, j:n_%) albo (—m_%, m_%), co wynika ze zwiazku & = k2. W pierwszym przypadku
punkty £ = 01 & = 1 sa punktami osobliwymi funkcji f. W przypadku drugim w punk-
ciex = 0, a wiec tez w £ = 0 funkcja f musi by¢ regularna, a na to, by miata osobliwo$ci
w punktach x; = —KThiay=KTh trzeba, by oba te punkty odpowiadaly punktowi
osobliwemu ¢ = 1. Wynika stad, ze h musi by¢ w tym przypadku liczbg catkowita
parzystq.

W obu przypadkach funkcja f(x) musi spetnia¢ warunek normowalnosci z waga
o(z) na odpowiednim odcinku, to znaczy funkcja P(£) nie moze w punktach £ = 0
i & = 1 zbyt szybko dazy¢ do nieskonczonosci. W celu niedopuszczenia do zbyt pred-
kiego wzrastania funkcji whtasnych w tych punktach rozporzadzamy dwiema mozliwo-

Sciami: odpowiednim doborem parametréw «, i v wynikajacych ze wzoréw (2.28)
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2.3. Rozwigzywanie zagadnien wtasnych z konfluentna funkcja Riemanna P

oraz warunkami, ktore otrzymujemy zadajac, aby funkcja hipergeometryczna F' wyste-
pujaca w funkcji Riemanna P byta wielomianem. W zwiazku z tym, ze w wyrazeniu
(2.24) na funkcje S(x) wystepuje parametr wiasny A, musi od niego zaleze¢ przy-
najmniej jeden ze wspotczynnikéw s o, s_1, sg, a wiec réwniez przynajmniej jeden
z parametréow «, (3, 7. Jak wynika z postaci funkcji P (2.16)-(2.21), pierwsze dwa
wspOlezynniki (odpowiadajace np. w funkcji F'(a, b; ¢; ) parametrom a i b) wchodzace
w sktad ich funkcji hipergeometrycznych zaleza albo wprost od «, (3, v albo na mocy
zwiazkéw (2.23) przez parametry o, ', 7'. W ten sposob przyréwnanie kazdego z obu
tych wspoétezynnikéw funkeji hipergeometrycznych F do ujemnej liczby catkowitej,
czyli przejscie do wielomianu, ustala warto$¢ parametru wtasnego .

Interesujacy jest fakt, ze otrzymujemy zawsze te same funkcje i wartosci wlasne
niezaleznie od postaci funkcji P, ktérych uzywamy do ich obliczania [39]. Ze wszystkich
funkeji P podanych przez wzory (2.16)-(2.21) praktycznie potrzebne sa do rozwiazy-
wania zagadnien wtasnych teorii kwantow wlasciwie tylko dwie, te ktore odpowiadaja
rozwinieciu wokot punktéw & = 01 & = oo. Funkcja hipergeometryczna F' zawarta
w pierwszej lub drugiej funkcji P daje bowiem wielomiany uporzadkowane wedtug ro-
snacych lub malejacych poteg €. Ktora z obu funkeji (2.16) i (2.17) lub (2.20) i (2.21)
wybierzemy, jest rzecza obojetna, gdyz kazda z tych postaci przechodzi w druga przy
przemianie parametréw a i o/ lub § 1 (. Poniewaz jednak wielomiany pochodzgce
z funkcji hipergeometrycznej tatwo przeprowadzi¢ z postaci uporzadkowanej wedtug
rosnacych poteg & do postaci uporzadkowanej wedtug malejacych poteg & i na odwrot,

mozemy zasadniczo zadowoli¢ sie jedna funkcja P w dalszych obliczeniach, np. (2.16).

2.3. Rozwigzywanie zagadnien wlasnych z konfluentng

funkcjg Riemanna P

Oprocz zwyktego rownania Riemanna i zwyklego réwnania hipergeometrycznego
wazng role odgrywaé¢ beda konfluentne formy tych réwnan. Aby w tym przypadku
otrzymaé wzory na rozwiazanie rownania rézniczkowego (2.1) odpowiadajace wzorom
dla zwyktej funkcji Riemanna P musimy wykona¢ pewne przejécie graniczne. Punkty
¢ =0, 11 0o sg zaréwno dla zwyktej funkcji P, jak tez dla zwyklej funkcji F' regu-
larnymi punktami osobliwymi. Chcac otrzymaé konfluentna postaé Fi(a;c; () funkeji
hipergeometrycznej F(a,b;c;€) nalezy najpierw wprowadzi¢ nowa zmienng £ = %
Wtedy funkcja F'(a,b;c; %) ma punkt osobliwy ( = b, odpowiadajacy punktowi oso-

bliwemu ¢ = 1. Jesli wykonamy przejscie graniczne b — oo, to punkt osobliwy ¢ = b
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2.3. Rozwigzywanie zagadnien wtasnych z konfluentna funkcja Riemanna P

wzlewa” sie (po tacinie co fluere) z punktem osobliwym w nieskonczonosci i dostajemy

na mocy szeregu potegowego (2.14) konfluentng postaé¢ funkeji hipergeometrycznej [39]
ala+1)
2le(c+1)

W dalszych rozwazaniach nie beda nas interesowaly konfluentne postaci ogdlnej

Fl(a;c;g):1+1i!cc+ ... (2.29)

funkcji Riemanna, tylko tej specjalnej funkcji P, w ktorej parametry «, (3, 7, o', 3, v
spetniaja zwiazki (2.23). Nastepnie wykonujemy z funkcja P przejscie graniczne € — 0

przy zalozeniu [39]

1 1
£:€g7 o = «, 525_2_7 7:70_’__7
€ 2e
O/:a/ /6/:6/+l ,y/:,yl_l (230)
’ 0" 2¢’ 0 9¢ ‘
Chcac zapewni¢ spetnianie sie zwiazkow (2.23) zakladamy, ze
1 1
O&—FCYIZE, ﬁo—i-ﬂé:—ﬁ, ’Yo+’}/6:1, (2.31)
za$ na mocy (2.12) jest
1
a=a+ B+, b:a+ﬁ(’)+%+g, c=1-d +a. (2.32)

Jak wynika z (2.32) wspétczynnik b dla € — 0 dazy do nieskonczonosci, podczas gdy
warto$ci wspotezynnikow a, ¢ pozostaja skonczone.
Réwnanie (2.5) funkcji P otrzymuje po pomnozeniu przez €2 w granicy € — 0 na
mocy (2.31) nastepujaca postaé
d;? 1 —(z-—a/ddil N (ag’ LB —BOQ—C%Jr%’) B i) P =0,

gdzie P; jest konfluentng funkcja Riemanna. Réwnanie to posiada osobliwos¢ regularna

(2.33)

w zerze i istotna w nieskonczonosci. Ostateczna postaé réwnania (2.33) na mocy (2.31)

i (2.32) jest nastepujaca

PP h—11dP, [a(3 —a) a—a+i-24 1
— ——| P, =0. 2.34
e Th (& [ T ¢ 4] ! (2:34)

Ze wzgledu na (2.4) i (2.30) pomiedzy zmiennymi ( i x istnieje zwiazek

¢ = kal. (2.35)

Przyréwnujac do siebie nawiasy przy funkcji P; w réwnaniu (2.34) i przy funkeji P

w rownaniu (2.22), w ktérym zastapiliémy zmienng & przez zmienna (, przekonujemy
sie, ze funkcja

S(C) = s+ 81 + 532, (2.36)
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2.3. Rozwigzywanie zagadnien wtasnych z konfluentna funkcja Riemanna P

musi by¢ réwna funkeji S(x) (2.24). Wspélezynniki funkeji S(¢) maja postaé

1 1 1 h?
* 2 _ - ¥ _ p2 — _— — = 2.
s h*a(a h)’ si=h (a a-+ 5 Qh) D) 1 (2.37)

Aby rozwiazanie f réwnania rézniczkowego (2.1) dato sie wyrazi¢ w postaci
f(x) = p(x)"2Pi(Q), (2.38)

musi funkcja S(x) (2.24) daé sie wyrazi¢ jako funkcja zmiennej ¢ (2.35) przez wyrazenie

(2.36), musi wiec mie¢ nastepujaca postacé
S({E) =09 + Ull'h -+ O'Ql’Zh. (239)

Gdy ten warunek jest spelniony, mozemy ustali¢ bezposrednio wartos¢ statej h, a na-

stepnie wartosci statych og, o1, o9 korzystajac ze wzoréw

1 1 1 2p?
O'OI—hQOé(C(—E>, 0'1:/1}7,2 <a—a+§—ﬁ> y 02:—K4 . (240)

Stad otrzymujemy wyrazenia na parametry s, o oraz a

1 o 1 1

1
K:E\/—A@, a:ﬁ(li\/l—élao), a=a——5ts -5 (2.41)

Rozwiazanie rownania rozniczkowego (2.34) konfluentnej funkcji Riemanna P; otrzy-
mujemy ze zwyktej funkeji P (2.16) po podstawieniu (2.30) i przy pomocy przejscia

granicznego € — 0 w postaci [39]
a,—(/2 1
Py = (% a;204+1—E§C ; (2.42)

gdzie zgodnie z (2.32) a = o + By + Y0, za$ F} jest konfluentna funkcja hipergeome-
tryczng.

Jedli podstawimy (2.30) do funkeji (2.17) i wykonamy przejscie graniczne € — 0,
to dostaniemy rozwiazanie (2.42), w ktérym « zastapione zostato przez o’

Z obu rozwiazan zbieznych w otoczeniu punktu £ = oo otrzymujemy z (2.20) po

podstawieniu (2.30) i przejéciu granicznym e — 0 funkcje

11
P1 == g_a+a€_</2G (CL7 a— 2o —+ 57 Z) s (243)
gdzie
a(a+1)b(b+1)

ol G (2.44)

b
G(a,b;o:1+%g+
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2.4. Zestawienie wzordéw do rozwigzywania zagadnien wtasnych metoda Sommerfelda

W przypadku, gdy a lub b jest ujemna liczba catkowita, szereg (2.44) przechodzi w wie-
lomian, a wiec funkcja (2.43) okreslona jest przez wyrazenie zbiezne. Druga funkcja P
(2.21) z obu rozwinie¢ wokot punktu w nieskoniczonosci & = oo nie dazy dla e — 0 do
okreslonego wyrazenia.

Do wyznaczania funkcji whasnych f mozemy uzywaé funkeji P (2.42) lub (2.43) za-
leznie od tego, czy zamierzamy otrzymywac wielomiany uporzadkowane wedtug rosna-
cych czy tez malejacych poteg (, odpowiednio. W dalszych rozwazaniach ograniczymy
sie do wylacznego uzywania funkcji P okreslonej przez wzor (2.42).

Konfluentna funkcja Riemanna P; wystepujaca w (2.38) ma dwa punkty osobliwe
¢ =01 = oo. Fakt, ze punkt ( = oo jest istotnym punktem osobliwym funkcji P,
powoduje, ze konfluentna funkcja hipergeometryczna F; wystepujaca w (2.42) musi
by¢ wielomianem. Dzieje sie¢ to woéwczas, gdy jej parametr a jest ujemna liczba cal-
kowita, tzn. a = —n, n = 0, 1, 2, .... Narzucenie warunku ¢ = —n pozwala na
wyznaczenie widma wlasnego zagadnienia (2.1) podobnie, jak w przypadku zwyktej
funkcji hipergeometrycznej. Parametr o musimy dobra¢ w ten sposéb, aby funkcja
wlasna zachowywata sie dostatecznie regularnie w punkcie ¢ = 0.

Obszar, w ktorym okreslone jest zagadnienie wlasne moze sigga¢ od —oo do oo,
albo od 0 do —oo0, lub co. W przypadku obszaru (—o0, 00) czynnik e=¢/? we wzorze

(2.42) narzuca warunek, by h bylo liczba catkowita i parzysta.

2.4. Zestawienie wzorow do rozwigzywania zagadnien

wlasnych metoda Sommerfelda

W celu utatwienia postugiwania si¢ podanymi powyzej wzorami, zostana one ze-
brane i uporzadkowane w sposéb bezposrednio dajacy si¢ wykorzysta¢ podczas wyko-
nywania obliczen [39)].

Roéwnanie rézniczkowe drugiego rzedu okreslajace zagadnienie wlasne nalezy - ewen-
tualnie mnozac przez odpowiednig funkcje - przedstawi¢ w postaci samosprzezonej
(2.1)

= (b))~ ato) = gt 1) =0

Nastepnie nalezy podaé¢ funkcje

S(gc)—ﬁ[(p/)Q—p—H—q_AQ]. (2.45)

2p 2p P
Dalszy bieg obliczen zalezy od tego, czy obszar, w ktérym okreslone jest zagadnienie

wlasne, jest skoniczony, czy tez nieskonczony.
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Aby w przypadku przedziatu skoniczonego zagadnienie wlasne (2.1) dato sie roz-

wiazaé przy pomocy metody wielomianéw, funkcja S(x) musi mieé¢ postaé

S_9 S_1 o 8062 — (8_1 + 280)5 + (S(] +s.1+ 8_2)
A—¢p (-9 ™~ (1-¢p |

S(§) = (2.46)

gdzie
€ = ka. (2.47)

Jedli S(x) ma te postaé, nalezy ustali¢ wartosci stalych k, h, s_o, s_1, o 1 wyznaczy¢

parametry «, 3, v korzystajac ze wzoroéw

1 (11\/1—4(50+3_1+s_2)>, ﬁ:—%(li\/l—élso),

" 2h
1 48,2
7—5(1:|: 1- h2). (2.48)

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (2.1) dane jest wowczas przez

«

f(x) =p(x)*P(Q), (2.49)

gdzie P(&) jest zwykla funkcja Riemanna dang wzorem

P§) =& (1=&)"F (Oé+ﬁ+%oé—ﬁ+7—%;2a+1—%;§>, (2.50)

przy czym nalezy tak dobra¢ state «, (3, v, aby rozwigzanie f byto dobrze okreslone

dla ¢ =01 & = 1. Nastepnie narzucajac warunek
1
at+fB+y=-n (albo a—fB+~v——=—n), (2.51)

wyznaczamy wartosci wlasne parametru .
Aby zagadnienie wlasne (2.1) dalo sie rozwiaza¢ w przypadku przedziatu nieskon-

czonego, funkcja S(x) (2.45) musi sie daé¢ przedstawi¢ w postaci
S(z) = o9 + o1z + o2, (2.52)

Gdy ten warunek jest spetniony, mozemy ustali¢ bezposrednio wartos¢ staltej h, a na-
stepnie wartosci statych oy, 01, 09 1 wyznaczy¢ parametry x, a oraz a korzystajac ze
WZOrowW

1 o1 1 1

1
K:E\/—@Q, a:ﬁ(li\/l—zlao), a=a——5t5 -5 (2.53)

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (2.1) dane jest woéwczas przez

f(@) =p(x)"?Pi(Q), ¢ =ra" (2.54)



2.4. Zestawienie wzordéw do rozwigzywania zagadnien wtasnych metoda Sommerfelda

gdzie P;(() jest konfluentng funkcja Riemanna dana wzorem
- 1
P () = CaeTCFl (a; 2a0+1— 7 g‘) , (2.55)

przy czym nalezy tak dobraé «, aby f(z) byto dobrze okreslone w punkcie z = 0.

Nastepnie narzucajac warunek a = —n wyznaczamy wartosci wlasne parametru A.
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Rozdziat 3

Bak sferyczny z dylatacjami

Przedmiotem rozwazan tego rozdziatu jest proba klasycznego i kwantowego opisu
zagadnienia baka sferycznego z dylatacjami w izotropowym polu sit. Najpierw zaj-
miemy sie problemem baka sferycznego poddanego oddzialywaniom zewnetrznym opi-

sywanym przy pomocy potencjatéw Bertranda [29], [30], [47].

3.1. Cialo sztywne - parametryzacja problemu. Wielkosci

kinematyczne i dynamiczne

Wiezy metrycznej sztywnosci natozone na ruch afiniczny oznaczaja, ze oprocz rela-
¢ji afinicznych zachowuja sie tez wszystkie relacje metryczne miedzy punktami mate-
rialnymi, a wiec wszystkie odlegtodci, a tym samym i katy. Przestrzen konfiguracyjna @)
ciala sztywnego, bez translacyjnych stopni swobody, jest izomorficzna z SO(3, IR) i
ma trzy wymiary. Zamiast wiec mowi¢ o macierzy deformacji ®, bedziemy mowili o
macierzy obrotu R(t) € SO(3, IR), ktéra spelnia warunek ortogonalnosci RTR = 1,
stad RT = R7L.

W przestrzeni konfiguracyjnej ) dziataja dwie naturalne grupy transformacji

SO(3, IR) w siebie: lewe i prawe regularne translacje

R— AR, R~ RA, (3.1)
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3.1. Ciato sztywne - parametryzacja problemu. Wielko$ci kinematyczne i dynamiczne

gdzie R, A € SO(3, IR). Grupy przeksztalcen lewostronnych i prawostronnych sa tran-
zytywne. Lewe translacje opisuja obroty ciata sztywnego w przestrzeni fizycznej, zas
prawe - obroty w przestrzeni materialnej, tzn. obroty konfiguracji odniesienia. Grupy te
przecinaja sie trywialnie, tzn. nie posiadaja wspolnych elementow poza transformacja

identycznosci. Natomiast grupa automorfizméw wewnetrznych
R+— ARA™, A€ SO(3,IR), (3.2)

jest grupg nietranzytywna.
Wygodnie bedzie wprowadzi¢ wielkosci nieholonomiczne (quasipredkosci), czyli
predkosci katowe. Macierz predkosci katowej w zwigzanej z uktadem laboratoryjnym

mozna wyrazi¢ za pomocg macierzy obrotu R w nastepujacy sposéb

iR 0 wd —w?
w = ERT =—w', w=| —w¥ 0 W : (3.3)
w? =Wl 0

Natomiast macierz predkosci katowej w zwigzanej z uktadem wspottowarzyszacym ma

postac
0 o —0?
o= RTC;—]E =", o= =* 0o o' |. (3.4)
o =0t 0

Zachodzi miedzy nimi zwigzek
w= RORT.

Podobnie, jak w przypadku ciata deformowalnego jednorodnie energia kinetyczna
ciala sztywnego wyraza sie wzorem (1.8), co przy uwzglednieniu (3.4) prowadzi do
wyrazenia

T = —%Tr(dez). (3.5)

Pamictajac, ze I = TrJi — J (1.10) dostajemy energie kinetyczng w postaci

3
1 i(~iY2
T:§;I(w), (3.6)
gdzie I sa to gtéwne momenty bezwladnodci ciata.
Moment pedu (spin) S ciala zwiazany z ukladem laboratoryjnym wyraza sie wzo-

rem (1.13), tzn.
dRT d
S = RJ% — d—]fJRT = R(J& — 0J)RT. (3.7)
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3.1. Ciato sztywne - parametryzacja problemu. Wielko$ci kinematyczne i dynamiczne

Natomiast spin wspottowarzyszacy S przyjmuje postac
S=R"SR=—(Jo—&lJ). (3.8)

Wielkos¢
p=5-5 (3.9)
nazywamy hiperspinem. Wielkoéci S? s sktadowymi momentu pedu w uktadzie labo-
ratoryjnym, zas Si sg sktadowymi momentu pedu w uktadzie wspottowarzyszacym.
Potozenie ciata sztywnego unieruchomionego w jednym punkcie mozna opisywac za
pomoca katow Eulera. Analizujac zagadnienia dotyczgce baka kulistego wygodniej jest
przyjaé za wspotrzedne uogdlnione sktadowe wektora obrotu l;, ktore sg wspotrzednymi
kanonicznymi pierwszego rodzaju na grupie obrotéw. Kierunek wektora obrotu, tzn.
=k
k réwna sie katowi obrotu. Obroty o kat @ wokét 7 i —7 sg nierozréznialne, tzn.

R(mil) = R(—7n).

Poniewaz wyrazenie macierzy R(lz) poprzez sktadowe wektora obrotu jest skompli-

oznacza orientacje osi obrotu (reguta §ruby prawoskretnej), natomiast dlugosé

kowane, rozwazmy dzialanie tej macierzy na wektor Z, czyli
R(F)T = cos kT + k~2(1 — cos k) (kZ)k + k™' sin kk x , (3.10)
gdzie k = |k| = \/_ przy czym 0 < k < 7. Dla matych obrotéw k =~ 0 mamy
RE)Z~T+k X 7. (3.11)

Charakter k jako wspotrzednych kanonicznych pierwszego rodzaju jest wyrazony réw-

naniami
. =1
R(k) = Z —(k'A;)",  (konwencja sumacyjna) (3.12)
n=0 n'
gdzie A; - macierze o sktadowych (A;);x = —€x, € jest antysymetryczne i €193 =

1. Macierze te podlegaja standardowym regutom komutacyjnym dla grupy obrotéw
SO(3, R): [Ai, Aj] = ey

Rozmaitos¢ SO(3,IR) w przestrzeni k jest kulg o promieniu 7, przy czym an-
typodalne punkty sfery & = 7 utozsamiaja sie ze soba. Rozmaito$¢ ta jest wiec
dwuspdjna. Jedoparametrowe podgrupy i ich klasy réwnowaznosci otrzymane przez
dziatanie lewych i prawych translacji regularnych jako lewe i prawe warstwy sa krzy-
wymi niesciagalnymi do punktu. W wyniku dziatania automorfizmu wewnetrznego
AR(K)A™ = R(AK) = AR(K)A” ulega obrotowi tylko wektor obrotu k, natomiast

jego dtugosé (kat obrotu) pozostaje bez zmian.
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3.2. Formalizm kanoniczny

Grupa SU(2) jest grupa nakrywajaca dla SO(3, IR). Jest to grupa unitarnych i uni-
modularnych macierzy zespolonych 2 x 2, takich ze dla kazdego u € SU(2) spelione

10
vtu=1, detu=1, 1= ,
01

gdzie u™ jest macierzg hermitowsko sprzezong do u. Grupa ta réwniez moze by¢ pa-

jest:

rametryzowana za pomocg wektora obrotu. Macierz u wyrazona za pomocg k przed-

stawia si¢ nastepujaco

- s k 1 .k
u(k) = eap(k Z1) = cos 51 — ikl sin <, (3.13)

gdzie o; sg macierzami Pauliego, a k: 0 < k < 2,

01 0 —2 1 0
01 = ) 09 = ) 03 = .
10 ¢t 0 0 -1

Macierze a; := ‘;—; podlegaja standardowym regutom komutacyjnym: [a;, a;] = €;xax.

Rozmaitos¢ SU(2) w przestrzeni k jest kulg o promieniu 27, przy czym cala
sfera k = 27 utozsamia sie z punktem —1. Jest to rozmaito$¢ jednospdjna. Jedno-
parametrowe podgrupy sa prostymi przechodzacymi przez srodek kuli o promieniu
k = 2w, sa wiec jej osiami. Dwa punkty na kazdej z takich prostych znajdujace sie
we wzajemnej odlegtosci réwnej 27 odpowiadaja tej samej macierzy R € SO(3, IR).
Jadrem homomorfizmu SU(2) +— SO(3, IR) jest zbiér {1, —1}. Zatem, kazdej macie-
rzy R € SO(3, R) odpowiadaja dwie rézniace si¢ znakiem macierze u, —u € SU(2).
Te podgrupy jednoparametrowe, podobnie jak ich warstwy otrzymane przez dziatanie
lewych i prawych translacji regularnych sg oczywiscie krzywymi zamknietymi i to to-
pologicznie trywialnymi, sciagalnymi do punktu. W tym przejawia sie jednospojnosé
grupy SU(2).

3.2. Formalizm kanoniczny

Whprowadzone powyzej predkosci katowe nie sa predkos$ciami uogoélnionymi. Jed-
nak mozemy za ich pomoca wykonaé¢ przeksztatcenie Legendre’a, w wyniku ktorego
dostaniemy wielkosci kanoniczne do nich sprzezone, tzw. spiny kanoniczne

0L oL

Ti= o = aan

(3.14)
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3.3. Bak sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

gdzie L =T —V, a Y; ilIl; sa sktadowymi kanonicznego momentu pedu w uktadzie
laboratoryjnym i wspottowarzyszacym, odpowiednio. Kanoniczny hiperspin przyjmuje
postaé A

M=Y-l=8-5=D, (3.15)

gdzie T = g, M=5w przypadku sit potencjalnych. Sktadowe T;, II;, M; spelniaja

nawiasy Poissone’a

{Y:, Y} = €Y, {IL, 1L} = —eelly, {Yi, 1L} =0, {M;, M;} = € M.
(3.16)
Wielkosci T, i interpretuje si¢ jako generatory hamiltonowskie, odpowiednio, prze-
strzennych i materialnych obrotéw. Jak wspomniano wczesniej, transformacje pierw-
szego rodzaju moga by¢ interpretowane jako obroty bryly sztywnej w przestrzeni fi-
zycznej, zas transformacje drugiego rodzaju opisuja obroty konfiguracji odniesienia.
Kanoniczny hiperspin M generuje wewnetrzny automorfizm, tzn. hiperobroty, czyli
obroty wektora obrotu.
Wielkosé p; = % jest pedem kanonicznym sprzezonym do k%, gdzie ki = dd—’f jest

predkoscia uogoélniong. Hiperspin w tych zmiennych ma postaé
M=Fkxp=D. (3.17)

Jak widaé¢, wzor ten jest analogiczny do wyrazenia dla momentu pedu punktu mate-

rialnego we wspotrzednych kartezjanskich.

3.3. Bak sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

Problem ruchu ciata sztywnego w zewnetrznym polu sit nastrecza powazne kto-
poty zarowno przy opisie klasycznym i kwantowym. Jednak zagadnienie to daje sie
rozwigza¢ analitycznie w przypadku izotropowym. Izotropowos¢ problemu prowadzi
do zagadnien o wysokim stopniu symetrii, co utatwia ich rozwigzanie. Izotropowy jest
rozktad masy w ciele, tzn. tensor bezwtadnosci jest kulisty, ma trzy jednakowe gtéwne
momenty bezwtadnosci (wartoéci wlasne). Izotropowe sa réwniez sity dziatajace na
cialo, a wiec takze energia potencjalna, ktora jest niezmiennicza wzgledem hiperobro-
tow. Energia kinetyczna baka sferycznego jest niezmiennicza zaréwno wzgledem lewych
i prawych translacji (3.1) oraz wzgledem automorfizméw wewnetrznych, co prowadzi
do uproszczenia problemu. Ot6z, indukowany przez forme energii kinetycznej kinema-
tyczny tensor metryczny G jest takze niezmienniczy wzgledem lewych i prawych trans-

lacji, czyli przestrzennych i materialnych obrotéw, odpowiednio. Skutkiem czego miara
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3.3. Bak sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

okreslona na grupie SO(3, IR) (oraz na grupie nakrywajacej SU(2)) jest jednoczesnie
miarg Haara (miara niezmiennicza) oraz naturalng miara w przestrzeni Riemanna o
tensorze metrycznym G (1.40).

Dla baka kulistego I' = I? = I3 = yu energia kinetyczna (3.6) po wyrazeniu w'

przez k' przyjmuje postaé o
u o dk kI
7="Fq &
2 Y dt dt
Tensor G (tensor Killinga na grupie obrotéw SO(3, IR)) wyrazony za pomoca wspol-

(3.18)

rzednych kanonicznych dany jest wzorem
o ok -2 Y ANTIT,
Gij =4k “sin 5(51] + k 1 — 4k “sin 5 k'K (319)

Poniewaz rozpatrujemy model izotropowy wygodnie bedzie wprowadzi¢ zmienne

sferyczne (k, ¥, ¢) w przestrzeni k
k' = ksind cos ¢,

k* = ksin o sin ¢, (3.20)
k3 = kcos?,

gdzie 0 <k <mdla SOB3,R) (0<k<2mdlaSU(2),0<9<7 0<¢<27.
Twierdzenie Stéckela [26] pozwala na podanie wzoru na ogélna postaé potencjatu,

dla ktérego odpowiednie réwnanie Hamiltona-Jacobiego jak i rownanie Schrodingera

beda separowalne. Mozna sprawdzi¢, ze rozpatrywane przez nas zagadnienie jest sepa-

rowalne, jesli potencjal ma postaé

V =V(k)+ A(W)sin~?

N |

+ B(¢)sin~? g sin~2 1. (3.21)

Rozpatrujemy tylko modele izoropowe, czyli takie dla ktérych V = V (k) (k = |k|),
tzn. A(9) = 0, B(¢) = 0.

Energia kinetyczna w zmiennych (k, ¥, ¢) wyraza sie wzorem

(Y e B () e B (92
T_2<(dt) + 4sin 5\ + 4sin 2811119 o : (3.22)

Po wykonaniu przeksztatcenia Legendre’a mozemy Hamiltonian napisa¢ w postaci

1 1 k 1 k
H— ﬂ <pi + 1 sin 2 Epfg + 1 sin™?2 3 sin™? ﬁpi) + V(k), (3.23)

gdzie pi, py, P sa pedami kanonicznie sprzezonymi do k, 9, ¢.
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3.4. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

—

Generator hamiltonowski M = k x p jest stalg ruchu
{MZ‘, H} - 0,

w szczegblnosci staty jest jego kierunek, zatem ruch wektora k jest ptaski. Tak wiec,
kiedy analizujemy izotropowe drgania torsyjne mozemy korzystaé z efektywnych tech-
nik matematycznych, wypracowanych w mechanice punktu materialnego.

Oczywiscie uktad jest catkowalny w tym sensie, ze istnieja tam trzy (tzn. tyle ile

stopni swobody) niezalezne stale ruchu z parami znikajacymi nawiasami Poissone’a

p(dk 9. 2k
== M = k
2<dt> +8M sin 2+V( ),

2 2
M? =M - M = 164 sin* sk <(‘§:) +3 20(‘5{?) > =pj +sin?dp;,  (3.24)

.ok . d¢o
M = 4p1sin® 5 sin? ﬁE = Dg-

Natomiast generatory hamiltonowskie T, I wyrazajg sie wzorami

M. (3.25)

3.4. Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

dzialania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne rownanie Hamiltona-Jacobiego dla baka sferycznego we wspotrzednych

(k, 9, ¢) przyjmuje postacé

oS\* 1 . L,k (0S\* 1.,k __, (0S
<%> +Z—lsm §<%) —|—Zsm §sm 19<0¢) =2u(E — Vi(k)), (3.26)

gdzie E jest ustalona wartoscia energii. Rozwiazania z separacja zmiennych k, 9, ¢ (¢
jest zmienng cykliczna)
S = Sk(k?) + 519(19) + Of¢¢

sg scharakteryzowane przez trzy state separacji ag, ay 1 E, gdzie

dS¢ dS19 oz¢2
= — = — :i: 2 __
Po="q9 =% P74y W Gn?y’
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3.4. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

B dSk \/ 0‘129 .ok
Pr= = = 1/ 2u(E — Vi(k)) — - S o (3.27)

Mozemy zauwazy¢ analogie z punktem materialnym poruszajacym sie w polu sity
centralnej. Zamiast orbitalnego momentu pedu mamy, tzw. hiperspin M generujacy
hiperobroty. Zgodnie z analogig do probleméw sity centralnej zmienne dziatania przyj-

muja nastepujaca postaé [7]

Jo = %%CM / apdp = 2may,  Jy = ]{pgdﬁ =27m(a — ), (3.28)

ot Je)? k

(Jo+Jg)
27

gdzie ay = , za$ znak + odpowiada dwu przeciwnym kierunkom ruchu miedzy
punktami zawracania.

Podstawiajac szczegblng postaé potencjatu Vi (k) we wzorze (3.29) mozemy w spo-
sob jawny wyznaczy¢ J, = Ji(E, Jy, Js), a nastepnie rozwiazujac to wyrazenie wzgle-
dem E znalez¢ zaleznosé¢ energii od zmiennych dziatania £ = H(Jy, Jy, Jy).

Zaleznos¢ E od Jy + J, odzwierciedla fakt, ze dla dowolnych Vi (k) uktad jest co
najmniej jednokrotnie zdegenerowany, v¥ — ¢ = 0, gdzie podstawowe czestoéci sg dane
przez eE

V= P i =k,v,0¢. (3.30)

Przedstawimy dwa modele Bertranda (wraz z kwantowaniem quasiklasycznym opar-
tym na warunkach Bohra-Sommerfelda), tj. zdegenerowany oscylator torsyjny Vi (k) =
2xtg? %, x > 0 (dla Q@ = SO(3, R)) oraz ,problem Coulomba” Vj(k) = —2ctgZ,

a > 0.

3.4.1. Zdegenerowany oscylator torsyjny
Dla potencjatu zdegenerowanego oscylatora torsyjnego

k
Vi(k) = 2xte’ 5 (3.31)

wyrazenie (3.29) przy uzyciu podstawienia z = tg? & k€ (0,00) przyjmuje postaé

(Jy + Jy)? (Jo + o) dz
_ Ay 22 + 2 E- - .
I = f{ \/ pX= “ 16z ) ° 1672 2(1+2)

Wyrazenie podcatkowe jest funkcja wymierna zmiennej z i pierwiastka kwadrato-
wego od pewnego trojmianu kwadratowego tej zmiennej. Postuzymy si¢ catkowaniem
po odpowiednim konturze w ptaszczyznie zespolonej zmiennej z. Przedtuzenie anali-

tyczne wyrazen podcaltkowych na ptaszczyzne zespolong ma nastepujace osobliwosci:
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3.4. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

- dwa punkty rozgalezienia na osi rzeczywistej potozone w klasycznych punktach
zawracania (miejscach zerowych trojmianu stojacego w catce pod znakiem pier-
wiastka),

- trzy bieguny 1-go rzedu: z = —1, 2 =0, z = 0.

Oczywiscie wyrazenie podcatkowe jest jednoznaczng funkcja w obszarze otrzymanym

z plaszczyzny zespolonej C przez usuniecie ciecia taczacego punkty zawracania. Jasne

jest, ze wyrazenie dla zmiennej dziatania Jj jest tozsame z catka zespolona wykonang

po konturze infinitezymalnie otaczajacym wspomniane ciecie. Kontur jest obiegany

w zwyktym kierunku, a wiec przeciwnie do wskazéwek zegara. Zatem,
Ji, = —27i res_y — 2mi resy — 27i T€Seo, (3.32)

gdzie symbol residuum dotyczy pelnego wyrazenia podcatkowego.

Uzywamy nastepujacej konwencji znakéw +/—1: 4+i na prawo od punktéw zawra-
cania, za$§ —i na lewo od nich. W tym paragrafie jak i w poézniejszych rachunkach
bedziemy postugiwaé sie wzorami (1.38) i res,—o f(2) = —Tesu—o (5 f (1)) (zamiast
z w argumencie funkcji f podstawiamy %) w celu podania rozwigzania problemu. Po

szeregu obliczen otrzymujemy:

Jy + J.
res_; = 1\/4dux + 2uk, resy = _i(qulﬂ’ T€Soo = —20+/ILX.-
s

Zatem Ay
Jp = _% + 2w/ 4px + 2uE — 4m\ /. (3.33)

Rozwiazujac (3.33) wzgledem FE dostajemy zaleznosé energii od zmiennych dziatania
Ji, Jy, Jo W postaci
J? w X
— —J =, /= 3.34
32pum? * om w (3:34)
gdzie J = 2J,+ Jy+ Jy. Mamy do czynienia z catkowitg degeneracja uktadu, poniewaz

E

E zalezy od J za posrednictwem wymiernej kombinacji, tzn. J = 2J;, 4+ Jy + Jy, stad

kE_ 9,0 _ 9,6 — 46 4 i — 0B 1 24 E
V' = 20" = 2v% = v. Podstawowa czgstos¢ drgan wynosi v = g7 = 5— /w? + o

Przeprowadzajac kwantyzacje w sensie warunkow Bohra-Sommerfelda, tzn. J =

nh, gdzie h jest stata Planckain = 0,1, ..., otrzymujemy nastepujace widmo energii:
n2h2 j2h2

E = hw = — 4+ (27) hw, 3.35

S T 2 +(2)) (3.35)

gdzie j = 0, %, 1, ...
Klasyczna funkcja F(J) i odpowiadajace jej quasiklasyczne poziomy energetyczne

sg superpozycjami odpowiednich wyrazen: dla ,spinorowego” baka swobodnego i dla
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3.4. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

oscylatora harmonicznego. Z grubsza méwiac, ruch wywolany przez potencjal (3.31)
jest superpozycja dwoch skladowych: swobodnych, spinorowych obrotéw (z grupa
SU(2) jako przestrzenig konfiguracyjna) i drgan harmonicznych (%k@) w algebrze
Liego. Przejscie graniczne xy — 0 daje nam spinorowe poziomy (poél-catkowity spin)
pomimo faktu, ze z powodu osobliwosci potencjalu w k& = 7 wlasciwg przestrzenia
konfiguracyjna jest zawsze SO(3, IR), nie zas SU(2). Pomimo istotnego uzycia nie-
spinorowej przestrzeni konfiguracyjnej SO(3, IR), dostajemy pot-catkowite wartosci 7,
poniewaz osobliwo$¢ (3.31) w k = m wywotuje odbicie sprezyste. Wskutek tego zakres
skalarnego kata k zostaje podwojony tak, jakby zastapi¢ SO(3, IR) przez jej nakry-
wajaca grupe SU(2). Potencjal Vi (k) = 2x tg2§ w SO(3, R) dostarcza nam czegos$

w rodzaju klasycznego modelu dla pot-catkowitego spinu.

3.4.2. Problem Coulomba

W przypadku ,problemu Coulomba”

@ k
Vi(k) = —=ctg = 3.36
(F) = 5 cta g, (3.36)
zalezno$¢ energii F od zmiennych dziatania Jy, Jy, J4 wyraza si¢ wzorem
J? 972 1,02
_ R (3.37)

b= 32072 J2
gdzie J = Ji + Jy + J,. Uklad jest catkowicie zdegenerowany, gdyz energia E zalezy
od wymiernej kombinacji zmiennych dziatania, tzn. J = Jp + Jy + J, (VF = v’ =
v?). Wyrazenie E(J) jest znowu superpozycja dwoch czltonéw: ,spinorowego” baka
swobodnego i zagadnienia Coulomba w ptaskiej przestrzeni (z potencjatem —%).

Widmo Bohra-Sommerfelda ma postac

o 2 pa? _ P pa? (3.38)
8u  2n2h2  2u  8j2h%’ ‘

3

gdzien=1,2,...,j=3,1,2 ...

Pierwszy wyraz we wzorze (3.38) ma te sama postaé¢ co poprawka anharmoniczna
w problemie oscylatora, a drugi wyraz jak w zwyktym zagadnieniu Keplera. Zauwazmy
pewna ewidentnie niefizyczng ceche tej quasiklasycznej reguty. W przypadku, gdy o —

0 to nie odtworzymy stanu podstawowego baka swobodnego F = 0.

3.4.3. Podsumowanie

W klasie zagadnien izotropowych, tzn. dla potencjatéow zaleznych tylko od k = |lg |

(czyli od kata obrotu, ale nie od jego osi) oméwione powyzej dwa modele sa jedynymi
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3.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

cechujacymi sie na poziomie klasycznym catkowita degeneracja (wszystkie orbity dla
tych potencjaléw sa zamkniete). Tak wiec modele te odgrywaja w dynamice baka te
sama role co klasyczne modele Bertranda: izotropowy oscylator harmoniczny i przy-

ciagajacy ,problem Keplera” w mechanice punktu materialnego.

3.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Uzywana bedzie przestrzen Hilberta L?(Q, ji) z miara okreslona przez metryke. Jest
ona identyczna z miarg Haara na grupie. Iloczyn skalarny zdefiniowany jest zgodnie

ze wzorem (1.41) w postaci
(010 0. )Wl 0,6)) = [ Wi(h.0. 0) (k. . 0)4sin 5 s ko,

Operator hiperspinu MZ = "fl — I_L przyjmuje postac
N h 0
M; = —€ijmk! ——,
i U™ Okm
gdzie wielkosci T, i1, sg operatorami laboratoryjnych i wspottowarzyszacych sktado-
wych momentu pedu, czyli odpowiednio, generatorami przestrzennych i materialnych

obrotéw. Operatory te okreslone sg wzorami

. RO 1 kW 1
T =Y e e Mo
i = ok gt gtimy Mnt g
. RO 1 kW 1.
S PN ORISR N | 3.39
ik ok 2B RfumTy 2 (3.39)

i spetniaja nastepujace reguty komutacyjne
|:TZ, Tj} = ZhEZ]ka, [ﬂz, ﬂ]i| == —thjkﬂk, [T“ ﬂj} =0. (340)

Operator Hamiltona H ma postaé
N h?
H = —ZA + Vi(k), (3.41)
gdzie A jest operatorem Laplace’a-Beltramiego, ktory w dziataniu na funkcje falowa

wyraza si¢ wzorem

0?W kov 1 . ,k( 1 0 (. 0¥ 1 0*w
AV = —— fctg——— + ~sin"? = ( (sm19—> + —sin2ﬁW)

 Ok2 20k 4 2 \ sind 9Y o

Mamy nastepujacy uktad zgodnych obserwabli: H, M; i M2, gdzie

3
i=1
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3.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Tak wiec, stacjonarne rownanie Schrodingera

HY(k,9,¢) = EV(k, 0, 0), (3.42)
z izotropowym potencjalem Vi (k) sprowadza sie do jednowymiarowego réwnania przez

podstawienie
\I,E,l,m<k7 79’ ¢) = fE,l(k.)Yim(ﬁv ¢)7 (343)

gdzie B?l(l + 1), im sa warto$ciami wlasnymi operatoréw M? i Mg, odpowiednio, zas

Y} sa harmonikami sferycznymi i radialna funkcja f(k) spelnia ponizsze réwnanie

n 1df(k) RA(R)]  RAI+1) . L,k -
“on Tk Ty | T s o /SR = EF(R).(3.44)

Réwnanie to da sie rozwiaza¢ dopiero wtedy, gdy zadana zostanie jawnie postaé
potencjatu Vi (k). Mozna spodziewaé sie prostych rozwiazan wyrazajacych sie anali-
tycznie przez znane funkcje specjalne tylko w tych przypadkach, gdy potencjal bedzie
posiadal jakie$ szczegdlne wtasnosci geometryczne, np. zwiazane z degeneracja od-
powiedniego problemu klasycznego lub z wystepowaniem ukrytych symetrii. Ponizej
przedstawione zostang dwa modele Bertranda: zdegenerowany oscylator torsyjny oraz

,problem Coulomba”.

3.5.1. Zdegenerowany oscylator torsyjny

Podstawienie f(k) = sm% we wzorze (3.44) prowadzi do réwnania rézniczkowego
2

na X w postaci

EX U4 . ko 2uVik) . 2 H?
_ in2 Sy - V) e 2 (e LMY
e Ty o TPty 0

Otrzymalidémy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu okreélajace zagadnienie wlasne.
Chcac doprowadzi¢ je do postaci samosprzezonej (2.1) wprowadzamy nowa zmienng
x = sin % Po szeregu przeksztatcen otrzymujemy postaé¢ samosprzezona potrzebng do

zbadania przydatnos$ci metody Sommerfelda

d dX I(1+1) 8uVi(k)  8u h? 1
Rl /e el S sl —— ) x =0
de( ’ diU) (x2\/1—x2+h2\/1—x2 h? +8,u V1—a2

(3.45)

Funkcja (2.45) przyjmuje postacé

2t 422 — A+ 1)(1 - 2%) — 322°(1 — 2®)uVi(k) /1?4 4Na?(1 — 2°)
= 1= 22 ’
(3.46)

S(x)
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3.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

gdzie A\ = 8;;—2]5 + 1. Podstawiajac jawna postaé¢ potencjatu (3.31) Vi(k) = 2y tg? & =

2)(% do powyzszego wzoru dostajemy

1/4 =X —16p2w0? Bzt + (1/2+ 11+ 1) + N2 = 1(1 + 1)
(1 —22)? ’

S(z) = ( (3.47)
gdzie w = f Jak wida¢ funkcja S(x) ma postaé (2.46). Zatem funkcja X wyrazaé
si¢ bedzie przez zwykla funkcje Riemanna zmiennej € = k" (2.47), przy czym z (3.47)

wynika, ze k = 1, h = 2, wiec £ = x° oraz

Se) = o = (st Q(Sf)i;) §80 tsa+s) (3.48)

Poréwnujac wspétezynniki we wzorach (3.47) 1 (3.48) mozemy ustali¢ wartosci statych
S_9, S_1, So 1 wyznaczy¢ parametry «, (3, v korzystajac ze wzoréw (2.48).
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (3.45) jest zgodnie z rozwazaniami roz-
dziatu drugiego funkcja
X = p(a) 2P(§), (3.49)

gdzie funkcja Riemanna P(§) dana jest wzorem (2.50), czyli dostajemy

1 1
X=( —xQ)V*%:UQO‘F (a—i—ﬁ—l—’y,a—ﬂ—i—’y— 5;204—1— 1— 5;1’2) . (3.50)
Pamietajac, ze f(k) = Sif £ otrzymujemy
2
K\' [ k)07 1 1 L,k
f(k) = (Sini) (cosi) F ((x—i—ﬁ—l—%a—ﬁ—i—’y— 5;2044—1 - §;Sin2§) ,
(3.51)

przy czym parametry «, 3, v wyrazajg sie wzorami

[ 1 1 1 16p2w? 1 1 64 p2w?
S J iy W o Y 4| . 352
a=gty Pt T Y m o T (3.52)

Mamy dwie mozliwosci znaku dla 3, ale odpowiadajg im te same wartosci F i te same

funkcje falowe (dzigki symetrii F'(a, b; c; x) w dwu pierwszych parametrach: a «— b).
Warunkiem analitycznosci funkeji hipergeometrycznej wystepujacej w réwnaniu (3.51)
jest (2.51)

1
a+pB+y=—ng (albo a—ﬁ—F’Y—E:_nk)a ng=0,1,..., (3.53)

skad poziomy energetyczne mozemy zapisa¢ w postaci

K2 3\° n? 6471202 3\ 3K
E=—(2n,+1+2 Y& [ Epdadhadiy ) FENEY JUEN iy 3.54
SM(nk+ +2) +8u + 0 <nk+ +2) o (3.54)
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3.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Podstawiajac 2ny + | = n w powyzszym wzorze dostajemy:

R 3\*> n? 6441202 3\ 3K
E=— — — 14+ —— -] - = 3.55
81 (n+2) TV T TR <n+2> 32p’ (3:55)
gdy n-parzyste, to l =0, 2, ..., n, a gdy n-nieparzyste, to l =1, 3, ..., n. Wprowa-
dzajac liczbe kwantows j = "t wzér (3.55) przyjmuje postaé
o - . 3
E:2—j(j+1)+hw 27 —1)+ =], (3.56)
I 2
gdzie @ = %(,/1+64%Zw2—1), =L 1,23 0 il=02 ..., (2-1) da
potéwkowych wartosci j; L =1, 3, ..., (2§ — 1) dla catkowitych wartosci j.

Ostateczny wzér na funkcje radialng f(k) jest nastepujacy

ko ok -1 k
f(k) = sin’ 5 cos’ 5F (—Qj +1j+ bl g; sin? 5) , (3.57)

gdzieb_§(1+,/1+64;#).

Poziomy energetyczne uktadajg sie znowu jako superpozycja dwoch cztonéw odpo-
wiednio, dla spinorowego baka swobodnego i dla oscylatora harmonicznego. Po porow-
naniu (3.56) z odpowiednim wzorem quasiklasycznym (3.35) mozemy zauwazy¢ czysto
kwantowe efekty:

a) spodziewana zamiana j? — j(j + 1) w czlonie baka swobodnego,

b) oczekiwane % w cztonie oscylatora,

¢) w — W - zastapienie infinitezymalnej czestosci w = \/% zmodyfikowang czesto-
Scig w,

d). 7 przybiera wartosci od j = % ,skaczac” co %

Przejscie graniczne y — 0 daje nam widmo spinorowego baka swobodnego, wyta-

czajac stan podstawowy E = 0.

3.5.2. Problem Coulomba

W przypadku ,problemu Coulomba” (3.36)

« k

rozwiazania sg dobrze okreslone na SU(2), bowiem potencjal ten dopuszcza stany o

k> .
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3.6. Bak sferyczny z dylatacjami

Funkcja radialna przyjmuje postac

koo k k
F(k) = sin’ 56(—z(2j—l)§—bk)F <_2j + 1,1+ 1+ 2b,2l + 2; —21sin 5 eXpiE) , (3.58)

gdzie b = hg(g‘;‘+1), j=0, %, 1,...10=0,1,..., 274, za$ poziomy energetyczne dane
sie wzorem
2 2
i J1te"
E=— 1) — —————. 3.99
2 U = g e (3:59)

Poréwnujac (3.59) z odpowiednim wzorem quasiklasycznym (3.38) mozemy zauwa-
zy¢ czysto kwantowe efekty:

a) spodziewana zamiana j? — j(j + 1) w czlonie baka swobodnego,

b) zastapienie j — (j + %) w cztonie ,atomu wodoru”,

1
3

Gdy a — 0 to dostajemy pelne widmo spinorowego baka swobodnego tacznie

¢) j przybiera wartosci od 0 ,skaczac” co

z sytuacja gdy F = 0. Wszystkie poziomy energetyczne sa superpozycja poziomow

spinorowego baka swobodnego i atomu wodoru w IR?.

3.5.3. Podsumowanie

Nasze zdegenerowane potencjaty, odpowiednie widma i funkcje wlasne moga by¢
uzywane jako modele skonczonych drgan torsyjnych molekut w krysztatach moleku-
larnych [4]. Spodziewamy sie, ze beda graly taka sama role jak potencjaty: r? i %
w mechanice translacyjnych stopni swobody.

Jest bardzo interesujace, ze ruch pod wptywem obu nietrywialnie zdegenerowanych
modeli potencjalnych jest superpozycja ,spinorowego” baka swobodnego i odpowied-
niego zdegenerowanego problemu Bertranda w ptaskiej przestrzeni konfiguracyjnej IR3
(tzn. %7’2 i —% potencjatéw). Mozemy powiedzie¢, ze jest to interesujacy wktad do
ogblnej reguty, zgodnie z ktora quasiklasyczne i kwantowe przewidywania dla widma

dla catkowicie zdegenerowanych uktadow sa jakosciowo zgodne.

3.6. Bak sferyczny z dylatacjami

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ zagadnieniem baka sferycznego z dylata-
cjami w izotropowym polu sit. Zadamy tu, aby podczas ruchu zachowywat sie ksztalt
ciata, ale niekoniecznie rozmiary. Stosunki odlegtoéci miedzy punktami materialnymi
muszg wiec pozostawaé state. Dopuszczalnymi ruchami sg obroty sztywne i dylatacje
jednorodne. Jest to zagadnienie mieszczace si¢ w ramach teorii deformacji jedno-

rodnych. Przestrzenig konfiguracyjng () naszego zagadnienia jest grupa Weyla
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3.6. Bak sferyczny z dylatacjami

Q = SO(3,R) x IRT (lub jej ,spinorowa”’ grupa nakrywajaca Q = SU(2) x IR").

Rozmaitos$¢ konfiguracji wewnetrznych sktada sie z odwzorowan postaci
O4(t) = p(t) R alt), (3.60)

gdzie p(t) € IR jest czynnikiem dylatacyjnym, a R(t) € SO(3,IR) jest izometrig
przestrzeni materialnej w przestrzen fizyczna, g;;R'c R p = nep; wtedy ¢;;'c®/p =
p*(t)nep, gdzie nep jest metryka materialna.

Energia kinetyczna (1.7) przyjmuje postaé [29]

1 A A
T = §p2(t)nCDQCAQDBJAB. (3.61)
Wspbttowarzyszacy predkoéé afiniczng Q (1.5), wykorzystujac zwigzek (3.60), mozemy

wyrazi¢ za pomoca wWzoru

A A

Q) = p~ (t)p(M)L + R () R(1) = g(t)L + o(?),

gdzie y(t) = Inp(t), @(t) = R (t)R(t) jest wspodttowarzyszaca predkoscia katowa
(3.4), za$ 1 tensorem jednostkowym.

W zagadnieniach trojwymiarowych, a wiec najbardziej interesujacych fizycznie,
zamiast kwadrupola J uzywa sie czesto, tzw. tensora momentu bezwladnosci . Wiaze
sie on z J za pomoca nastepujgcego wzoru I = TrJ1 — J (1.10). Latwo pokazaé, ze
zachodzi zwiazek J = ﬁ Trll — I, n=dimQ.

W przypadku baka sferycznego z dylatacjami mamy I' = I? = I3 = u, zatem ener-
gie kinetyczna z wydzieleniem czynnika dylatacyjnego i predkosci katowej wlasciwego

obrotu R mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci

= LR+ LAY @ (3.62)

Poniewaz rozpatrujemy model izotropowy wygodnie bedzie postuzy¢ si¢ zmiennymi

sferycznymi (k, ¥, ¢) (3.20) w przestrzeni k. Zatem, otrzymujemy

K (dp\®> p dkN? Sk (d9N\® Lk, (do)
T==|(-= ) [ (=) +4sin’= (=) +4sin® —sin?0 (— ) |.
2<dt>+2p<> o) Tasint o (oo ) 4 dsin Ssin y

(3.63)

Wprowadzona tu zostata nowa zmienna K, ktéra w naszym modelu jest réwna

3p. Mozna sobie jednak formalnie wyobrazi¢ sytuacje, kiedy K, p sa niezaleznymi
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3.6. Bak sferyczny z dylatacjami

parametrami charakteryzujacymi odpowiednio bezwtadnosé¢ ruchu dylatacyjnego i ob-

rotowego. Wyrazenie dla energii kinetycznej bedzie miato wtedy postac

K | (dp\? . ow, dkN? Lk (d9\® Lk, (do)
T—§[<%> —i-?p(t) pr +4sm§ p + 4sin 5811119 p :

(3.64)
zas odpowiedni element tuku dany jest przez wyrazenie
ds? = dp? + 220 [dk? + 4sin? & d9? + asin? F sin? 0 dg?| = dp? + 2 2 (1)ds?
@ = ap T 5P 9 B =T P (3)

Jesli skorzystamy z mozliwosci niezaleznego manipulowania wielko$ciami K, u jako
niezaleznymi od siebie zmiennymi i potozymy K = pu to d3%4) stanie si¢ zwykta Eu-
klidesowa metrykg w R*, tzn. ds* = (da°)? + (dz')? + (da?)* + (dz®)?. Calkowita
degeneracja wystapi wtedy dla potencjatéw V,(p) o nastepujacej postaci funkcyjne;j:
Volp) = =5, a > 01 V,(p) =3 %, x > 0, tzn. dla zagadnienia Keplera oraz
izotropowego oscylatora harmonicznego w IR?.

Mozna sobie wyobrazi¢ fizyczne powody, by zmienne K, p traktowaé jako nieza-
lezne. Klasyczny przypadek szczegdlny K = 3 odpowiada modom kolektywnym opar-
tym na mechanizmie wiezow i zasadzie d’Alemberta. Mozna sobie jednak wyobrazi¢
inny model kolektywnych stopni swobody oparty, np. na swego rodzaju mechanizmie
adiabatycznego odprzegania. Réznica polega na tym, ze w przypadku mechanizmu
wiezow ruch kolektywny jest ,.duzy” i ,,powolny”, zas drgania niekolektywne sg ,mate”
i ,szybkie”. Przeciwnie, gdy ma miejsce mechanizm adiabatycznego odprzegania, ruchy
niekolektywne sa ,duze”, zas$ ruch kolektywny jest efektem usrednionym zjawisk jedno-
czastkowych zachodzacych na poziomie podstawowym. Tego rodzaju mechanizm jest
niewykluczony w fizyce jadrowej i zagadnieniach astrofizycznych jak drgania gwiazd.
Oczywiscie w zastosowaniach jadrowych nalezy postuzy¢ sie kwantowa wersja modelu.
Rozmaite niestandardowe modele kolektywne fizyki jadrowej obejmujace drgania dy-
latacyjne (jak w rozwazanym tutaj modelu) sa dyskutowane w [14]. Ponizej nie specy-
fikujemy wartosci K i wszystkie rozwazania przeprowadzamy dla catkowicie ogélnych
parametrow inercyjnych.

Zmienne (p, k, 9, ¢) sa ortogonalne, wiec mozemy powotaé sie na klasyczne twier-
dzenie Stackela i wyznaczy¢ za jego pomoca ogdlng postaé¢ potencjatow, dla ktorych
odpowiednie zagadnienia klasyczne jak i kwantowe beda sie w danych zmiennych se-

parowaty. Mozna sprawdzi¢, ze ogdlna postaé potencjatow jest nastepujaca

Vip, k,0,0) =V,(p) + Wp(f) + Vﬁp(f) sin 2 g + @ sin 2 g sin~2 4. (3.65)
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3.7. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Nas interesuja wylacznie modele izotropowe, gdy energia potencjalna V' nie zalezy od
katow 1, ¢. Najogdlniejsza postaé potencjatéow izotropowych separujacych sie w zmien-
nych (p, k, ¥, ¢) dostaniemy ktadac Vy =01 Vy = 0 we wzorze (3.65), tzn.
Vis(k)

2

Po wykonaniu przeksztatcenia Legendre’a mozemy Hamiltonian napisa¢ w postaci

Vip, k) =V,(p) +

(3.66)

2 2 2
Dp 11 9  PoT . ok Dt . ok . o Vi (k)
H="—+V,(p)+—=— + — -4+ —= = V) + =
»(p) p (pk L S g 4 Sin 5 sin =

1
= 5 Vo) + 5o (3.67)

gdzie p,, pr, Py, Py sa pedami kanonicznie sprzezonymi do p, k, ¥, ¢. Nastepujace
wielko$ci sg stalymi ruchu: H, H,.,, M?, Ms.

3.7. Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

dzialania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne rownanie Hamiltona-Jacobiego dla baka sferycznego z dylatacjami

w zmiennych (p, k, 9, ¢) przyjmuje postaé

1_§2+1 §2+1sin_26§2+
2K \ 0p 2up? \ 0k 8up? 2 \ 09

1 .k A Vi (k)
+8up281n 2§Sm 219(8—¢) + V,(p) + e =F,

gdzie E jest ustalong wartoscia energii. Rozwiazania z separacja zmiennych sg dane

(3.68)

przez

S = 5,(p) + Sk(k) + Sy(9) + Su(h).

Zmienna katowa ¢ jest cykliczna, zatem Sy(¢) = ayp = Ms¢. Tak wiec, otrzymujemy

ds ds aj . ok
——¢:a¢, pk:d—kk::t\/2u(A—Vk(k))—fsm25,

dSﬂ Oé¢2 dS 2K A
= — =+ /ay? — —— =L 42K (E -V, — 3.69

gdzie o, ay, A, E sa statymi separacji.

Natomiast wyrazenia dla zmiennych dziatania maja postac¢

Jp = y{p¢d¢ =2may, Jy = j{pﬁdﬂ =27 (v — ),
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3.7. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

(Jﬁ + J¢) 9 k
Jp = 7{\/2u A—Vi(k)) — BEThE sin 2dk:,

J, =+ j{\/ZKE V(o) — 224 g, (3.70)

Wyrazenia J,, Jy, Ji sa identyczne z réwnaniami (3.28) i(3.29), z tym ze miejsce

parametru E zajeta stata separacji A. Pozostaje wiec tylko do rozwigzania réwnanie
dotyczace zmiennej p. Rozwiazywaé je bedziemy metoda catkowania zespolonego po
konturze. W miejsce A nalezy podstawi¢ odpowiednig warto$¢ parametru F z para-
graféw [3.4.1], [3.4.2].

Podstawiajac szczegdlng postac¢ potencjatu V,(p) mozemy w sposéb jawny wyzna-
czy¢ J, = J,(E, Jy, Jg, Jy), a nastepnie rozwiazujac to wyrazenie wzgledem E zna-
lez¢ zalezno$¢ energii od zmiennych dziatania J,, Ji, Jy, Jy. Przeprowadzimy réwniez
kwantyzacje w sensie warunkéw Bohra-Sommerfelda. Ponizej zajmiemy si¢ prostymi

modelami, ktére daja sie efektywnie, analitycznie policzy¢ [29].

3.7.1. Oscylator harmoniczny

Dla potencjatu oscylatora harmonicznego w postaci

r
Vip) =5 0% T >0, (3.71)

zmienna dziatania J,, po szeregu obliczen, przyjmuje postac¢

KE
J = —mVoKA+ 22 3.72
S v (372

Rozwiazujac (3.72) wzgledem E dostajemy
J, |T
E = —’W/K + V2T A. (3.73)
T

a)

W przypadku, gdy obrotowa czes¢ energii potencjalnej stanowi zdegenerowany
oscylator torsyjny (3. wowczas stala separacji ana jest wzorem (3.34). Zatem

ylator torsyjny (3.31), wd tala separacji A d jest (3.34). Zatem,

zalezno$¢ energii £ od zmiennych dziatania J,, Ji, Jy, J4 przyjmuje postac

J2T
_ _[ \/ e w, (3.74)

gdzie J = 2Jp+Jy+Jy. Mamy do czynienia z dwukrotng degeneracjg uktadu, poniewaz

E zalezy od J za posrednictwem wymiernej kombinacji, tzn. J = 2J;, + Jy + J, (VF =

207 = 20%). Nie ma degeneracji w zmiennej p.
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3.7. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Kwantyzacja w sensie warunkéw Bohra-Sommerfelda, tzn. J, = mh, gdzie h jest

stata Plancka i m = 0,1, ..., prowadzi do nastepujacego widma energii:
1 r 4Kj5%  8(2j)Kw
E=-h/—=1|4 3.75
5" ( m+\/ Lt , (3.75)

gdzie j =0, 1,1, ...,

b)
Natomiast, jezeli obrotowg czes¢ energii potencjalnej wyraza ,problem Coulomba”

(3.36), wtedy stala A ma postaé (3.37). Zatem, energia F dana jest wzorem

J, |T J2T A2 po®
E:?/?Jr\/lwﬂ— T (3.76)

gdzie J = Ji+Jy+Js. Uktad jest dwukrotnie zdegenerowany, gdyz energia E zalezy od

J za posrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych dziatania, tzn. J = Ji + Jy + Jy
(vF =¥ = 1?). Réwniez nie ma degeneracji w zmiennej p.

Widmo Bohra-Sommerfelda ma postaé

1 r 4Kj? palK
E=- — | 4 — 3.77
2"V K ( m+\/ PR (3:77)

gdziem =0,1,...,j =3, 1,

N

g e e e

3.7.2. Potencjal Coulomba

W przypadku potencjatu Coulomba

B
Vi) =~ B>, (3.78)

mozna pokazac, ze zmienna dzialania J, dana jest wzorem

2miK B
J, = —27V2K A, 3.79
N (3.79)

Rozwiazujac wyrazenie (3.79) wzgledem E otrzymujemy

2r2K B?
E=——"" . (3.80)

(4, +2nV2KA)
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3.7. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

a)

Jesli obrotowsa cze$¢ energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator torsyjny
(3.31), woéwczas stala separacji A dana jest wzorem (3.34). Zaleznosé energii £ od
zmiennych dzialania J,, Ji, Jy, J5 ma postac

212K B?
E=-— a (3.81)

(Jp—l— \/":TK +4K7TJ(U)2’

gdzie J = 2Jp+Jy+Js. Mamy do czynienia z dwukrotng degeneracjg uktadu, poniewaz

energia F zalezy od J za posrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych dziatania,
tzn. J = 2J, + Jy + Jy (VF = 2v% = 20%). Nie ma degeneracji w zmiennej p.

Widmo Bohra-Sommerfelda okresla wzor

K B?
E=-— (3.82)

212 (m + 12s4_2@an>2’

gdziem=1,2,...,j=0,1,1,3 ...

b)
Natomiast w przypadku ,problemu Coulomba” (3.36) stala A ma postaé (3.37).

Tak wiec, energia E wyraza sie wzorem

212 K B?

27
( +\/.ﬂK 167r4a2,uK>

gdzie J = J + Jy + Jy. Wystepuje dwukrotna degeneracja uktadu, ze wzgledu na

(3.83)

zalezno$¢ E od J za posrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych dziatania, tzn.
J=J+Jy+ Jy (W =1’ =1?). Tak jak w powyzszym modelu nie ma degeneracji
w zmiennej p.

Kwantyzacja w sensie warunkow Bohra-Sommerfelda prowadzi do nastepujacego

widma energii:

K B?
E=— 5 (3.84)
i2 K a?uK
2h? ( jT 4jgh4>

gdziem =0,1,2,...,j=1,1,3, ...

3.7.3. Przypadki szczegdlne

Rozpatrzmy potencjat, w ktérym obrotowa czesé energii potencjalnej ma strukture
Bertranda, tzn. a) zdegenerowany oscylator torsyjny Vi(k) = 2xtg?%, b) problem

Coulomba Vi (k) = —% ctg %, natomiast dylatacyjng stanowi potencjal postaci

v%ng(%+pﬁ, ¢ > 0. (3.85)
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3.7. Stacjonarne réwnanie H-J. Zmienne dziatania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Struktura tego potencjalu gwarantuje, ze ciato nie da si¢ zgnie$¢ do punktu. Uniemozli-
wia rowniez ruchy z nieograniczonym rozcigganiem sie ciata w jakimkolwiek kierunku.

W przypadku potencjatu (3.85) obliczenia prowadza do nastepujacego wyrazenia

7KFE
J, = —mV2Kc+2KA + )
’ V2K¢

(3.86)
Rozwiazujac (3.86) wzgledem E otrzymujemy

E= ﬁ\/g (% + \/m) : (3.87)

a)
W miejsce statej A podstawiamy wyrazenie (3.34) i dostajemy zaleznosé energii od

zmiennych dziatania J,, Ji, Jy, J4 W postaci

< (J 2K KJw
E=V2,/=|2+,[2K .
/3 K(WJF\/ R T > (3.88)

gdzie J = 2J; + Jy + Jy (VP =207 = 20°).

Kwantyzacja w sensie warunkéw Bohra-Sommerfelda prowadzi do nastepujacego

widma energii:

1 S 8K¢ 4Kj?  8(2j)Kw
E—Qﬁh,/K<4m+\/h2 et , (3.89)

gdziem =0,1,...,5=0,3,1,2 ...

b)
W tym przypadku stata separacji A we wzorze (3.87) dana jest przez wyrazenie

(3.37). Tak wiec, energia E przyjmuje postaé

s (J JPK  4AK7m?ua?
E=v2/=|>2 2K — .
\/_/K<7T+\/ g+16,u7r2 7 ), (3.90)

gdzie J = Ji + Jg + Jy (V¥ =17 =1?).

Widmo Bohra-Sommerfelda wyraza si¢ wzorem

1 /S 8K¢ 4Kj? pua’K
E=—-vV2h/—=14 — 91
2\/_ K<m+\/h2 + p FEra (3.91)

3
TR

gdziem =0,1,...,j=3,1
W obu tych modelach mamy réwniez do czynienia z dwukrotna degeneracja uktadu
ze wzgledu na zalezno$¢ E od J za posrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych

dziatania. Nie ma degeneracji w zmiennej p.
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3.8. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

3.7.4. Podsumowanie

Przedyskutowalismy oddziatywanie catkowicie zdegenerowanych drgan torsyjnych
i dylatacji; dynamika tych ostatnich rzadzitly pewne naturalne potencjaly fenome-
nologiczne. Okazuje sie, ze wszystkie te modele sg tylko dwukrotnie zdegenerowane
iich trajektorie sa geste na dwuwymiarowych torusach (bedacych ich domknieciami).
Zatem kwantyzacja Bohra-Sommerfelda jest opisywana przez dwie liczby kwantowe
(rozumiane w sensie starszej teorii kwantow).

Omowione modele potencjalne sg szczegodlnie ciekawe z tego wzgledu, ze odpowied-

nie zagadnienie kwantowe rowniez mozna rozwiaza¢ analitycznie.

3.8. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Rozwazania prowadzace do kwantyzacji zagadnienia sg identyczne jak w paragrafie
[3.5]. Musimy jedynie uwzgledni¢ dodatkowy stopienn swobody zwiazany z dylatacja
ciata. W przypadku baka sferycznego z dylatacjami iloczyn skalarny (1.41) wyraza sie

wzorei

<\Ij1(p> k7197 ¢)|\112(p,k‘,19,¢)> = /\Iﬁ{(pJ{,’ﬁ,qb)\IfQ(p, kaﬁ,@ \/ ’det[GlJHdpdkdﬁd¢

Elementy diagonalne tensoréw G;; i G¥ we wspohrzednych (p, k, 9, ¢) przyjmuja

postaé
4 Lok 4 .ok .
G =1, G = %pQ, Gyy = %pQ sin? o> Ggp = %pz sin? 5 sin? 9,
K K k K k
G =1, GF= —, G% = sin? =, G% = sin™2 = sin 2 ¥
P 4pp? 2 4pp? 2

Stacjonarne rownanie Schrodingera ma postac

HY(p,k,0,¢) = EV(p, k, 9, ), (3.92)

czyli

2
<_2h_KA +Vip ’f>) V(p,k,9,0) = EW(p, k, 9, 0), (3.93)

gdzie

Operator Laplace’a-Beltramiego w dzialaniu na funkcje falowa wyraza sie wzorem
0?0 30V K k| O kov 0 ov 0?W
AV = —4—— in"? = |4= [ sin® = — — [ sind— in" 29— .
277 pop T M 3 { ok (Sm 2 8k> MY (Sm 019) e a¢2]
(3.94)

59



3.8. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Separacje réwnania Schrodingera mozna przeprowadzié¢ dla potencjatu V(p, k) =

Vio(p) + V';—(Qk) (3.66), co prowadzi do uktadu réwnan
n? [ d?fiu(k k dfi.(k R21(1 k
o [ 52(2 ) ctg 5 f;](f )] + (8: D sin 2 §fk(lc) + Vi(k) fu(k) = Afi(k),
(3.95)
h? [d? 3d A
oK { lef;gp) 7 ffi;p)} +Vo(p) fo(p) + /;fp(p) = Efy(p), (3.96)

gdzie A jest stalg separacji, a F ustalong wartoscig energii.

Réwnanie (3.95) jest identyczne z réwnaniem (3.44), z tym ze miejsce parame-
tru E zajeta stata separacji A. Zatem pozostaje do rozwigzania réwnanie dotyczace
zmiennej p. W miejsce A nalezy podstawi¢ odpowiedniag warto$¢ parametru E z para-
graféw [3.5.1], [3.5.2]. Mozna spodziewad si¢, ze dla potencjatéw (3.71), (3.78), (3.85)
otrzymamy $ciste, analityczne rozwiazania rownania (3.96) [30].

Réwnanie (3.96) doprowadzamy do postaci samosprzezonej (2.1)

d 5df,(p) 2KV)(p) 5 2KA 2KE 4
— — — =0 3.97
stad
3 2KA 2KE , 2KV, (p) ,
=" TR T e

3.8.1. Oscylator harmoniczny

W przypadku potencjatu oscylatora harmonicznego (3.71)

r
Volp) = 9 P’
funkcja S(p) réwna jest
3 2KA 2KFE KT
S(p)=—1— Gz + 2 P~ p mootoptop™, h=2 (398

Posta¢ funkcji S(p) wskazuje na to, ze funkcja f,(p) wyrazaé sie bedzie przez konflu-
entna funkcje Riemanna. Zatem, za pomoca wzoréw (2.53)-(2.55) podamy rozwiazanie

problemu. Po szeregu obliczen dostajemy

1. [T 8K A
E—ﬁh\/g<4m+2+\/4+ = > m=0,1,.... (3.99)
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3.8. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

a)
Gdy obrotowa czes¢ energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator torsyjny
(3.31), woéwczas stata separacji A dana jest wzorem (3.56). Zatem, widmo wartosci

wtlasnych energii wyraza sie nastepujaco

1. [T AK 8K [, 3
E—ih\/g<4m+2+\/4+7](j+1)+7w((2j—1)+§>>, (3.100)

gdzie j = %, 1, %, .... Natomiast funkcja f,(p) ma postaé
K 2
fo(p) = pTkitEeT Ry (=m;1+v;kp%), (3.101)
gdzie k = /55 v = /14 22, za$ funkcja radialna fi(k) dana jest wzorem (3.57).

b)
W przypadku ,problemu Coulomba” (3.36) stala A okresla wzér (3.59) i otrzymu-

jemy widmo wartosci wlasnych energii w postaci

1 r 4K 4K pa?
E=- — |4 2 44+ — 1) — —— .102
QHVK(WH_ —l—\/ + M](]+ ) h4(2j+1)2>’ (3.102)

gdzie j =0, %, 1,.... Natomiast funkcje f,(p), fx(k) dane sa odpowiednio przez wyra-
zenia (3.101), (3.58).

3.8.2. Potencjal Coulomba

Dla potencjalu Coulomba (3.78)

funkcje S(p) wyraza wzoér

3 2KA 2KB 2KE
S(P):—Z— 5 + 72 p+ 72 p* =00+ o1p" + o2, h=1 (3.103)

Jej postaé wskazuje na to, ze funkcja f,(p) wyrazac si¢ bedzie przez konfluentna funkcje
Riemanna. Zatem, tak jak w powyzszym modelu postuzymy sie wzorami (2.53)-(2.55)

w celu podania rozwiazania problemu. Po prostych obliczeniach otrzymujemy

KB?
E=-— m=0,1,.... (3.104)
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3.8. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

a)

Jezeli obrotowa cze$¢ energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator tor-
syjny (3.31), wtedy stata separacji A dana jest wzorem (3.56). Widmo wartosci wta-
snych energii wyglada nastepujaco

KB?
E—— . (3.105)
212 <m i+ 1+ 5+ 1) + Ea (2 -1+ 3))
gdzie j = 3,1,2,.. .. Natomiast funkcja f,(p) wyraza si¢ wzorem

Folp) = p kT e E Ry (—my 1 + 205 mp) (3.106)

gdzie kK = %, v=4/1+ A, za$ funkcja radialna fi(k) ma posta¢ (3.57).

b)
Natomiast, jesli obrotowa cze$¢ energii potencjalnej wyraza ,problem Coulomba”
(3.36), wowczas stata A okresla wzér (3.59). W tym przypadku widmo wartosci wla-

snych energii przyjmuje postac

KB?
E = — (3.107)

2
. a2
2h2<m+%+\/1+%](j+1)—%>

gdzie j =0, %, 1, .... Funkcje f,(p), fx(k) dane sa wzorami (3.106), (3.58).

9
3.8.3. Przypadki szczegdlne

Rozpatrzmy potencjal, w ktéorym obrotowa cze$¢ energii potencjalnej ma strukture

Bertranda, tzn. a) zdegenerowany oscylator torsyjny Vi(k) = 2y tg? g, b) problem

Coulomba V; (k) = —% ctg %, natomiast dylatacyjna stanowi potencjat postaci (3.85)

%@ﬁw(%+f)

W tym przypadku funkcja S(p) réwna jest

3 2KA 2K¢ 2KFE 2K¢
S)=—1——7 — Gz Tz P~ P =ooto fop™, h=2 (3.108)

Posta¢ funkcji S(p) wskazuje na to, ze funkcja f,(p) wyrazac sie bedzie przez kon-
fluentng funkcje Riemanna. Zatem, tak jak w powyzszych modelach uzyjemy wzorow

(2.53)-(2.55) w celu podania rozwiazania problemu. Po szeregu obliczen otrzymujemy

1 XS 8K¢ 8KA
E—é\/ﬁh E<4m+2+\/4+ﬁ+ hz ), m—O,l,.... (3109)
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a)

Stala separacji A dana jest wzorem (3.56). Widmo wartosci wlasnych energii ma

postaé
1 S 8K¢ 4K 8K _ , 3
E=—-V2h/—= |4 2 44+ —+ — 1 — 27 —1 -
2\/_,/K(m+ +\/+h2+uj(3+)+hw<(J )+2)>,
(3.110)
gdzie j = %, 1, %, .... Funkcja f,(p) wyglada nastepujaco
fo(p) = p it e By (=m;1+ ¢ kp%), (3.111)

gdzie K = ,/%, L= \/1 + Qf;A + %, a funkcja radialna fi(k) wyraza sie wzorem
(3.57).

b)
Natomiast w tym przypadku stata A dana jest przez wyrazenie (3.59). Widmo

warto$ci wlasnych energii przyjmuje postaé

1 S 8K¢ 4K . 4K pa?
E=—-v2h/ =14 2 4 — 1) — —— 112
2\/_h’/K<m+ +\/ =t Iu](]—i- ) h4(2j+1)2)’ (3.112)

gdzie j = 0,1, 1,..., za$ funkcje f,(p), fr(k) okreslaja wzory (3.111), (3.58).

)92

3.8.4. Podsumowanie

Skutkiem braku catkowitej degeneracji w odpowiednich zagadnieniach klasycznych,
topologiczne domkniecia trajektorii klasycznych sa dwuwymiarowymi torusami. Roz-
patrywane uktady sg zatem dwukrotnie zdegenerowane. Na poziomie kwantowym fakt
ten przejawia si¢ w ten sposob, ze poziomy energetyczne sa indeksowane przez dwie
liczby kwantowe. Nie da sie ich skombinowac w jedng liczbe kwantowa, to znaczy nie
zachodzi migdzy nimi degeneracja.

Sciste rozwigzania tego rodzaju zagadnieni moga by¢ uzyteczne zaréwno w fizyce
jadrowej i zagadnieniach astrofizycznych jak drgania gwiazd [10]. Oczywiscie w za-
stosowaniach jadrowych nalezy postuzy¢ si¢ kwantowa wersja modelu. Rozmaite nie-
standardowe modele kolektywne fizyki jadrowej obejmujace drgania dylatacyjne (jak
w rozwazanym przez nas modelu) sa dyskutowane w [14]. Poza zastosowaniami w
kolektywnym modelu jadra i dynamice pojedynczych molekul (np. Pj), model ten
jest tez stosowalny w teorii krysztalow molekularnych dla wyjasnienia rozpraszania
Ramanowskiego. Nawiasem moéwiac, egzotyczne nieco obiekty, jak np. pecherzyki gazu

w cieczy maja wtasnie dylatacyjne stopnie swobody.



Rozdzial 4

Dwuwymiarowe cialo afinicznie sztywne

4.1. Parametryzacja problemu

W rozdziale tym dokonamy klasycznego i kwantowego opisu zagadnienia dwuwy-
miarowego ciata afinicznie sztywnego przy zatozeniu podwdjnej izotropii - przestrzen-
nej i materialnej. Réwnania ruchu sa wtedy niezmiennicze zaréwno wzgledem obrotow
fizycznych (lewostronnych) jak i materialnych (prawostronnych). Izotropowosé pro-
blemu prowadzi do zagadnien o wysokim stopniu symetrii. Ta wysoka symetria sprawia,
ze istnieje wtedy wiele statych ruchu, co bardzo utatwia catkowanie rownan. Niestety,
w przypadku tréjwymiarowym nawet tak daleko idace uproszczenie nie pozwala na
rozwiagzanie réwnan ruchu.

Podwdjna izotropia réwnan ruchu jest mozliwa tylko wtedy, gdy bezwtadnosé ciata

jest izotropowa. Wowczas kwadrupol bezwtadnosci ma symetrie kulista, tzn.
J = pul, (4.1)

gdzie u jest parametrem bezwtadnosciowym.
Jak zwykle w zagadnieniach podwdjnie izotropowych do opisu stopni swobody

postuzymy sie rozktadem potréjnym (dwubiegunowym) [31], [48], [49], [66], [67], [68]

® =0DB", (4.2)
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4.1. Parametryzacja problemu

gdzie O, B € SO(n, IR) sa macierzami ortogonalnymi (OTO = BTB = 1, detO =
detB = 1), za§ D macierza diagonalna. Nie jest to rozktad jednoznaczny.
Korzystajac ze wzoréw (1.3) i (4.2) mozemy tensory deformacji Greena G i Cau-

chyego C zapisa¢ w postaci
G=BD*B", Cc'=0D*0". (4.3)

Macierz D jest skalarng miarg deformacji. Natomiast macierze O i B zawieraja ,kie-
runkowsg” informacje o odksztaltceniu, tzn. informacje na temat orientacji odksztatcenia
wzgledem przestrzeni i ciata. Zatem, mamy do czynienia z trzema poduktadami stopni
swobody. Myslowo wyodrebniony poduktad o stopniach swobody opisywanych przez O
nazywac bedziemy zyroskopem Cauchyego. Podobnie, element rozktadu B reprezentuje
stopnie swobody zyroskopu Greena. Trzecim poduktadem jest czysta skalarna deforma-
cja - opisywana przez macierz D. Lagranzowskie obroty sztywne nie dziataja w ogole
na zyroskop Cauchyego i skalarng deformacje, a obracaja jedynie zyroskop Greena.
Wiaze si¢ to z niezmienniczoscia tensora Cauchyego wzgledem obrotéw materialnych.
Na odwroét, niezmienniczos¢ tensora Greena wzgledem obrotéw przestrzennych spra-
wia, ze eulerowskie obroty sztywne kreca zyroskopem Cauchyego, ale nie wplywaja
na zyroskop Greena i na niezmienniki deformacji. Natomiast na jednoczesne dziatanie
obrotow lagranzowskich i eulerowskich niewrazliwe sa wytacznie niezmienniki defor-
macji.

Energia potencjalna naszego zagadnienia jest funkcjg izotropowa, niezmienniczg
zar6wno wzgledem obrotéw fizycznych (lewostronnych) jak i materialnych (prawo-
stronnych). Wynika z tego, ze potencjal moze byé wyrazony zaréwno jako funkcja od
tensora Greena, jak i od tensora Cauchyego, tzn. V(®) = V(G(P)) = V(C(P)). Jest

to mozliwe tylko wtedy, jesli jest on funkcjg niezmiennikéw deformacji DY, ..., D"

V(®)=V(D',...,D"). (4.4)

Zgodnie z teorig sprezystosci potencjatl powinien mie¢ minimum w stanie naturalnym,
tzn. gdy D' = ... = D" = 1.

Oproécz predkosci uogédlnionych % dla zyroskopowych stopni swobody bedziemy
rowniez uzywali, tzw. quasipredkosci, czyli predkosci nieholonomicznych. Wygodnie
jest wprowadzi¢ antysymetryczne macierze

dO dB
=—0f, 9=-—7pBT, 4.5
dt dt (45)

ktorych niezalezne elementy mozna interpretowac jako sktadowe predkosci katowych

X

odpowiednio zyroskopow Cauchyego i Greena wzgledem laboratoryjnego uktadu od-
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4.2. Formalizm kanoniczny

niesienia. Wspottowarzyszace predkosci katowe wzgledem osi gtéwnych tensoréow Cau-
chyego i Greena w analogiczny sposob okreslaja macierze
dao dB
J=B"—.
dt’ dt

Wykorzystujac macierze (4.6) oraz macierz D mozna energie kinetyczna ciata afinicznie

=0T — (4.6)

sztywnego wyrazi¢ w postaci

2
T=— gTr(Dz 2) _ gTr(D2192)+,uTr(DxD19)+ Tr(ciilt)), (4.7)

gdzie macierz dlagonalna - jest predkoscig skalarng deformacji.

4.2. Formalizm kanoniczny

W paragrafie tym podamy jawne wzory na opis przeksztatcenia Legendre’a w je-
zyku rozktadu potréjnego ® = ODBT. Jak pamietamy, rozklad ten sugerowatl uzycie

zamiast predkosci uogolmoneJ . quasipredkosci danej przez uktad (¥, 19, %) Aby wy-

kona¢ przeksztatcenie Legendre a musimy uzy¢ wzoru na energie kinetyczng wyrazong

,19dD

przez (X, ¥, G7), czyli (4.7). Ostatecznie dostajemy nastepujace wielkosci kanoniczne

(p, 7, p) sprzezone do wielkodci (%, 9, Cg? ) [48], [49]

A A A dD?
p=u(—D*x — XD*+2DID), 7= pu(—D*)—9ID*+2DXD), p;= e (4.8)
gdzie i = 1,...,n. Otrzymane wielkosci nieholonomiczne, tzw. quasipedy p, 7 sa

macierzami antysymetrycznymi, ktorych niezalezne elementy sa odpowiednio sktado-
wymi momentu pedu zyroskopow Cauchyego i Greena wzgledem uktadéw zwiazanych
z osiami wlasnymi odpowiednich tensoréw deformacji. Natomiast p jest macierzg diago-
nalng. Jej elementy sa pedami kanonicznymi py, ..., p, sprzezonymi do niezmiennikow
deformacji D*, ..., D"
Quasipedy p, 7 sa hamiltonowskimi generatorami lokalnych grup przeksztalcen

p:®=0DB" — (OU)DBT,

7:®=0DB" — OD(BU)",
gdzie U € SO(n, IR). Natomiast wielkosci p = OpOT, 7 = B7 BT sprzezone kanonicz-
nie do y, U sg generatorami transformacji

p:®=0DB" — (UO)DBT =U®,
7:®=0DB" — ODWUB)" =oU”, U <€ SO(n, R),

czyli lewych (przestrzennych) i prawych (materialnych) obrotow.
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4.3. Ptaskie zagadnienie izotropowe

4.3. Ptlaskie zagadnienie izotropowe

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ zagadnieniem dwuwymiarowym. Przypa-
dek ptaski jest znacznie prostszy niz trojwymiarowy i to zarowno z punktu widze-
nia rachunkéw, jak i teorii. Gléwnym powodem jest réznica w strukturze grup or-
togonalnych w dwu i trzech wymiarach. Majg one wrecz przeciwstawne wlasnosci:
SO(3, IR) jest grupa nieprzemienna i prosta, zas SO(2, IR) jest przemienna. Dzieki
temu, w przypadku dwuwymiarowym istnieje szeroka klasa potencjatow izotropowych
o Jfzycznym” ksztalcie dopuszczajacych Sciste rozwigzania. Odpowiednie réwnanie
Hamiltona-Jacobiego jak i rownanie Schrodingera sa separowalne, za$ twierdzenie
Stackela pozwala na podanie wzoréw na dosé ogélng postaé potencjatow ,catkowal-
nych”.

Macierz deformacji ® mozemy zapisa¢ w postaci ® = ODBT (4.2). Prowadzi to do

naturalnej parametryzacji zagadnienia

cosy  sinty
—sinYy  cos

O: , B:

cosf sinf Dy 0
, D=
0 Dy

' ] . (4.9)
—sinf cosf

Jak juz wspominaliémy, rozkltad ® = ODB?T nie jest jednoznaczny. Ze wzgledu
na swoj dyskretny charakter, ta niejednoznacznos¢ nie jest istotna w zagadnieniach
lokalnych. Polega ona na tym, ze nie zmieniajac macierzy ®, mozemy dokona¢ permu-
tacji niezmiennikéw, tzn. zamiany Dy, Dy miejscami, mnozac jednoczesnie macierze O,
B od prawej strony przez odpowiedni element SO(2, IR). Zatem nastepujace uklady
parametréw opisuja te sama konfiguracje ® € GL(2, IR)

O(0,1; Dy, Do) = (0 + g,z/) n g;DQ, D) =d(0 — g,z/) - g; Dy, Dy).  (4.10)

Réwniez jednoczesny przyrost obydwu katow o 7 nic nie zmienia
OO+ 7,9+ m; Dy, Dy) = ®(6,¢; Dy, Do), (4.11)

gdyz macierze O, B ulegajg wtedy pomnozeniu przez macierz —Il. Wigze sie to z ogdlng
wlasnoscia grup ortogonalnych w wymiarze parzystym - zawieraja one odbicia prze-
strzenne —11.

W teorii uktadow dyskretnych, takich jak molekuty, moze mie¢ sens dopuszczenie
takich ruchéw, podezas ktérych wyznacznik det® przechodzi przez zero (degeneruje sie
wymiar ciata), a nastepnie zmienia znak na ujemny (konfiguracje odbite). W roli prze-

strzeni konfiguracyjnej wystapi cata L(2, IR) zamiast GL(2, IR). Wynika stad jeszcze
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4.3. Ptaskie zagadnienie izotropowe

jedno zastrzezenie dotyczace wieloznacznosci opisu: gdy dopuszczamy obydwa znaki

niezmiennikow, to
®(0,1; =Dy, —D3) = (0 + 7,%; D1, Dy) = ©(0,% + 75 Dy, Dy). (4.12)

Uktad wspoétrzednych jest osobliwy na powierzchni podobienstw D = D, gdyz
macierz D komutuje wtedy z O, B i katy 6, ) z osobna tracg sens. Dobrze okreslona
pozostaje tylko ich réznica (6 — 1), a wiec macierz OB wystepujaca w rozktadzie
biegunowym dla ®. Mamy nastepujaca wieloznacznos¢ opisu zwigzang z osobliwoscig

wspotrzednych
®(0,¢;D,D) =0 —,0,D,D) =0, —0;D, D). (4.13)

W przypadku dwuwymiarowym predkosci katowe x i ) przyjmuja postac

do dip
do ’ dip :
—a 0 —a 0

Przemienno$¢ grupy SO(2, IR) sprawia, ze wielkosci , 0 utozsamiaja sie z predko-

Sciami uogdlnionymi %, %, odpowiednio. Podobnie, sprzezone do nich quasipedy p, 7

utozsamiajg si¢ ze zwyklymi pedami kanonicznymi pg, py sprzezonymi do zmiennych

0, v
0 0
b= Do S Pv )
—pg O —py 0

Wreszcie, co jest bardzo wazne, przestrzenny spin kanoniczny S i materialna kano-

niczna ,vorticity” (,wirowosé¢”) V
i i i A & A & A
Sj:Zj—Ej, VB:E B_ZBa

w ktorych quasipedy X, 3 wyrazaja sie wzorami (1.18), (1.19), sa doktadnie tozsame
odpowiednio z p, 7: § = p, V = —7, co wynika z przemiennosci SO(2, IR). Prowadzi
to do tego, ze wielkoSci pg, py, z ktorych zbudowana jest hamiltonowska postac¢ energii
kinetycznej, sa statymi ruchu. Fakt ten bardzo upraszcza analize rozwigzan.
Zaktadajac kwadrupol bezwtadnosci w postaci J = pll dostajemy na podstawie

ogblnego wzoru na energie kinetyczng nastepujace wyrazenie

dON>  [dp\? do d dD:\?> [dDs\>
(Di + D3) ((%) + (d—lf) ) —4D1D2ad—f + (d—tl) + (d—tz> ] :

Latwo zauwazy¢, ze energia kinetyczna ciata izotropowego nie zalezy od macierzy O

i B, stad zmienne katowe 6 i ¢ sa cykliczne (0 < 6 < 27, 0 < < 27). W zmiennych

r="
2
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4.3. Ptaskie zagadnienie izotropowe

nieortogonalnych Dy, Ds, 0, 1 zagadnienia klasyczne jak i kwantowe nie separuja sie
nawet w niefizycznym przypadku swobodnym, gdy V' = 0. Jednak, separacja staje
sie mozliwa, jesli w plaszczyZnie niezmiennikéw D, Do wykona sie obrét o 7/4, tzn.
wprowadzi sie¢ nowe zmienne «, § oraz pomocnicze zmienne katowe 7, 7y

a:%(Dl—f—Dg), ﬁ:%(DI—DQ), n=0-v, y=6+v.  (414)

W makroskopowej, fenomenologicznej teorii sprezystosci D; > 0, Dy > 0, a zatem
a >0, |f] < a. Natomiast, jesli dopuszczamy konfiguracje osobliwe i odbite (a mamy
prawo to czyni¢ przy opisie uktadéow dyskretnych i skoficzonych, jak np. molekutly), to
zarowno Dy, Do, jak i «, 3 moga by¢ dowolne.

W nowych zmiennych energia kinetyczna przyjmuje postac

T= g [a2 (%)2+52 <C;—Z>2 + (%)2 + (%)1 : (4.15)

Wykonujac przeksztatcenie Legendre’a otrzymujemy

1 P2 p?
T=—(p+pi+2L4+2 4.16
2# <pa+p,8+a2+ﬁ2)a ( )

gdzie pa, ps, Py, Dy sa pedami kanonicznie sprz¢zonymi do zmiennych «, 3, n, v.

W dalszych rozwazaniach bedziemy uzywaé¢ dwoch typéw zmiennych ortogonalnych
na plaszezyznie («, [3), tzn. kartezjanskich (wprowadzonych powyzej) i biegunowych
r, ¢ zdefiniowanych wzorami

a:\/Fcosg, ﬁ:ﬁsing. (4.17)

Scidlej méwige, zmiennymi biegunowymi w zwyklym sensie sa wiec (/7 £). W ra-
chunkach wygodniejsze sa jednak (r,¢). Zakres zmiennosci parametréw r, ¢ zgodny
z wymaganiami fenomenologicznymi makroskopowej teorii sprezystosci jest nastepu-
jacy m > 0, —m/2 < ¢ < w/2. Natomiast w teorii drgan ptaskich molekul mozemy
ostabi¢ te ograniczenia, dopuszczajac r = 0 i pelny zakres zmiennosci katowej. Energia

kinetyczna we wspotrzednych biegunowych przyjmuje nastepujaca postac

2 2 2 2
B R 22 (D) LAyt (de
T = 5 [rcos 5 (dt> +rsin® 5 (dt) + (dt VAT : (4.18)

Dla zmiennych typu kartezjanskiego i biegunowego zagadnienia klasyczne jak i kwan-
towe sa separowalne, co wynika z twierdzenia Stéackela, a otrzymane réwnania mozna

rozwigzaé analitycznie.
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4.3. Ptaskie zagadnienie izotropowe

Inne zmienne ortogonalne na ptaszczyznie (a, ), typu zmiennych parabolicznych

(&) )
0625(52—772), 525777

czy dwubiegunowych (z,y)

asinh asiny
o0O=——"" =
cosh x — cos y cosh x — cos y

prowadza do réwnan nieseparowalnych nawet w niefizycznym przypadku swobodnym,
co wynika z wystepowania cztonéw odsrodkowych (p2/a?) i (p3 /(%)
Ogolna posta¢ potencjaléw separujacych rownanie Hamiltona-Jacobiego oraz row-

nanie Schrédingera, odpowiednio w zmiennych kartezjanskich i biegunowych, jest na-

stepujaca

Va0 =) , Vi (6+0)

V6,00 = 2 20 Vi) + V4l9),
V,(0-v) | V,(0+ v,
V.0 = 0D Ry V)

2 2

We wzorach tych wyrazenia V;,, V., V,,, V3, V;., V., s3 dowolnymi, byleby tylko dostatecz-
nie regularnymi funkcjami jednej zmiennej (wskazanej jako argument). Nas interesuja
wytacznie modele podwojnie izotropowe, gdy energia potencjalna V' nie zalezy od
katow 6, ¢ (rownowaznie - od 7, 7). Najogdlniejsza postaé potencjatéw izotropowych
separujacych sie¢ w zmiennych (o, 8) lub (r,¢) dostaniemy ktadac V, = 01V, =0

w odpowiednich wzorach, tzn.

V(@ B) = Vala) + Va(B),  V(rg) = Vilr) + 218, (4.19)

r

Pojawia si¢ zatem pytanie, czy istnieja potencjaty prowadzace do rownania
Hamiltona-Jacobiego separowalnego jednoczesnie w dwoch uzytych tu uktadach wspot-
rzednych (o, 3), (1, ). Pytanie to jest o tyle ciekawe, Ze jak wiadomo z mechaniki anali-
tycznej, jednoczesna separowalnos¢ w kilku uktadach wspotrzednych wiaze si¢ z reguty
z degeneracjg problemu oraz z istnieniem dodatkowych statych ruchu i ukrytych syme-

trii. Najogoélniejsza posta¢ potencjatu ,uniwersalnie separowalnego” jest nastepujaca

A B 9 9
V:¥+@+O(& +53%), (4.20)
gdzie A, B, C sg stalymi. Przez odpowiedni dobér dowolnych funkcji jednej zmiennej,
wystepujacych we wzorach na ogdlng posta¢ potencjatow, mozna doprowadzi¢ do tego,

ze w konfiguracji odniesienia ® = 1 potencjal bedzie mial lokalne minimum i ze
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w pewnym skonczonym otoczeniu tej konfiguracji bedg spelnione inne wymagania
stawiane potencjatom przez teorie sprezystosci.
Zmajomo$¢ postaci energii kinetycznej i potencjalnej pozwala na zbudowanie funkcji
Hamiltona:
1. Zmienne kartezjanskie H = H, + Hg:
L(o—py)? | o\, 1 ((otpe)
H=—(——F7F—+ +— |+ + Vola) + Va(5), 4.21
o (Pl ) o (P ) @ e v, a2
gdzie pa, ps, Po, Py sa pedami kanonicznie sprzezonymi do zmiennych o, 3, 0, 1, zas
1 ((po—py)® | L ((po+py)® |
Hy= o (2Bl 2 fvie), Hy=— (2Bl 12 vy ).
Nastepujace wielkosci sg statymi ruchu: H,, Hg, pg, py-

2. Zmienne biegunowe H = H, + hT“":

2r 1 [/ pi+ P2+ 2pepy cos
H=—p}+ < L 2 At
W 2rp sin“ ¢

gdzie pr, Py, Po, Py sa pedami kanonicznie sprzezonymi do zmiennych r, ¢, 6, ¥,

+ 4p§,) O FLC Ve %)

r

natomiast

2r 1 (pz + P + 2pgpy COS

_ . 2
=2 v, b= +4p¥,) V().

W zmiennych biegunowych statymi ruchu sg wielkoSci: H, h,, pg, py.

sin? ¢

4.4. Stacjonarne roéwnanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

dzialania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne réwnanie Hamiltona-Jacobiego dla ptaskiego ciata afinicznie sztywnego

w zmiennych kartezjanskich przyjmuje postac

LN (SN, (95 (L 1) S (4.23)
4a? 452 00 oY 262 2a?) 000y '
0S\* [0S\’
+(50) +(55) =2 - Wl + Vo).
gdzie F jest ustalong wartoscia energii. Poniewaz zmienne katowe 6, 1 sa cykliczne,
mozemy napisaé¢: S = Sp(0) + Sy (¢) + Sala) + Sp(8) = ab + by + Sy (o) + Ss(B).

Ostatecznie otrzymujemy

dSy as

=— = = —% = £\/2u(E —V())—(“_b)2
pH_de =a, pa—da— ML, al\l

402
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ds ds b)°
pwzd—JZb, pﬁ:d_ﬁﬁ:i\/2ﬂ(Eﬁ_Vﬂ(ﬁ))_%»

gdzie E,, Eg3, a, b sa stalymi separacji.

Natomiast wyrazenia dla zmiennych dzialania przyjmuja postac

Jy = fpgd@ =2ma, Jy= j{pwdw = 27mb,

I, = i]{ \/2u (Ey — Va(a)) — (a4;f)2da, (4.24)
h=%¢ \/ 2 (B0~ Vi) - S22 s (4.25)

Dla zmiennych biegunowych mamy
1 0S\?* [05\? 2cosp 928 98\ >
— — — 4+ dr | — 4.26
rsin2<p<<86> +(8w> >+rsin24p895’w+ T(@r) (4.26)

() (5w 42

gdzie E jest ustalona wartoscig energii, zas§ S = Sp(0) + Sy(¢) + S,(r) + Sy(p) =
all + by + S,.(r) + Sy(¢). W tym przypadku dostajemy

dSy ds, m Hey
Po="gg =% P dr 2r ( H(r) = 272
dSy, ds. 1 a? + b? + 2ab cos
gdzie I, e,, a, b sg stalymi separacji.
Natomiast zmienne dziatania maja postac
Jy = %pgde =2ra, Jy= j{pwdw = 27mb,
_ HEy
J—:I:j[\/—E Vi (r 22d (4.27)
1 a? + b% 4 2abcos ¢

=4 - -V — do. 4.28
I, 7% ey = Vilo)) - I (4.28)
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Procedura obliczeniowa w zmiennych kartezjanskich i biegunowych jest nastepu-
jaca:

1. Zmienne kartezjanskie

Podstawiajac szczegblne postaci potencjatow V, (a), Vi(5) do wzoréw (4.24), (4.25)
mozemy obliczy¢ calki i wyrazi¢ J,, Js jako funkcje odpowiednio: J, = Jo(Eq, Jo, Jy),
Js = J3(Egs, Jo, Jy). Rozwiazujac te wyrazenia wzgledem E,, Eg, czyli E, =
Ho(Jo, Jo, Jy), Eg = Hg(Js, Jp, Jy) otrzymamy zalezno$¢ energii £ = E, + Es od
zmiennych dziatania E = H(J,, Js, Jo, Jy).

2. Zmienne biegunowe

Dla jawnej postaci potencjatu V,,(¢) mozemy obliczy¢ catke (4.28) i wyrazi¢ J,, jako
funkcje J, = J,(ey, Jo, Jy). Rozwiazujac to wyrazenie wzgledem e, otrzymamy funkcje
postaci e, = e, (Jy, Jy, Jy). Podstawiajac ja do wzoru (4.27) mozemy obliczy¢ catke J,
(przy zadanej postaci potencjatu V;.(r)) i wyrazié¢ J, jako funkcje J, = J.(E, J,, Jo, Jy).
Rozwiazujac to wyrazenie wzgledem FE dostaniemy zalezno$¢ energii od zmiennych
dziatania E = H(J,, J,, Jo, Jy).

Przeprowadzimy réwniez kwantyzacje w sensie warunkéw Bohra-Sommerfelda. Po-
nizej zajmiemy sie prostymi modelami, ktore dajg sie efektywnie, analitycznie policzy¢.

Bedzie to model kartezjariskiego oraz bieqgunowego potencjatu [31].

4.4.1. Model kartezjanskiego potencjatu.

Rozwazmy model kartezjanskiego potencjatu postaci

C

V<Oéaﬁ) - Z

4 C
2 2
(a +a2> + 45, C > 0. (4.29)

Zgodnie z wymogami teorii sprezystosci potencjat ten ma minimum w stanie natural-
nym, tzn. gdy D1 = Dy = 1, mamy o = v/2 i 3 = 0.

Po szeregu obliczen otrzymujemy nastepujace wyrazenia dla zmiennych dziatania
Jo 1 J3

s 2B,
Jo = —=/8C — b)? , 4.30
o VBCH+ (= b+~ (4.30)
2
Js = ——la+b| + =2 (4.31)

2 V200

Rozwiazujac odpowiednio (4.30) wzgledem E, oraz (4.31) wzgledem Ej (pamictajac,

ea=32L b= ‘2]—1) dostajemy

or)
E, = d (4Ja + \/32u7r2C + (Jg — Jy)? ) , W= g, (4.32)
472 I
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w

47/2

Zatem, zaleznos¢ energii £ od zmiennych dziatania J,, J3, Jg, Jy, wyraza si¢ wzorem

Eg = (4J5 + |Jo + J¢,|) . (4.33)

2
E= 4f(4j+\J9+Jw|+\/32mC+(Ja Jw)) (4.34)

gdzie J = J, + Jz. Mamy do czynienia z jednokrotna degeneracja uktadu, poniewaz
energia I zalezy od J za posrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych dziatania
Ja, J3 (v* = 1P). Natomiast E zalezy od Jp i Jy, przez ich calkowite kombinacje, ale
dwie rézne, totez w tych zmiennych dzialania nie ma degeneracji.

Przeprowadzajac kwantyzacje w sensie warunkéw Bohra-Sommerfelda, tzn. J =
nh,Jo = mh, Jy = lh, gdzie h jest stalg Planckain = 0,1,... ; m,l = 0,%1,...,

otrzymujemy nastepujace widmo energii:

1 8Cu
EF=——hv|4n + m—l—l+\/m—l2+ . 4.35
N ( mot 1]+ (m = 1+ = ) (1.35)
4.4.2. Model biegunowego potencjatu.
Rozwazmy teraz model bieqgunowego potencjatu
C 4 C
Vi(r,p) = 1 <7’ + —) + —tg2§ C > 0. (4.36)
r

Zgodnie z wymogami teorii sprezystosci potencjal ten ma minimum w stanie natural-
nym, tzn. gdy r =21 ¢ = 0.

Mozna pokaza¢, ze wyrazenie dla zmiennej dzialania J, przyjmuje postac

s 7 7
= _9 —_p2 - = 2 L ZC. 4.
Jy 7T\/ C’+16( b) 2]a+b|+ T 26¢+20 (4.37)

Rozwiazujac (4.37) wzgledem e, (pamietajac, ze a = Jo = 2—¢) otrzymujemy

21

2
[ 1 1 9 1 2
— _ I — —C. 4.
{ S Jy + \/32M7T2 (Jo+ Jy)” + \/ 327 (Jo — Jy) ] C (4.38)

W celu wyznaczenia energii F korzystamy ze wzoru (4.27) dla zmiennej dziatania

J-. W tym przypadku obliczenia prowadza do wyrazenia
2mukE

woop
g, = — 2w/ = =C. 4.39
Nororii R (4.39)
Rozwiazujac (4.39) wzgledem F dostajemy
J. | C
E=="y— c?+C 4.40
T 2/,L + + 690 ) ( )
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gdzie e, dane jest wzorem (4.38). Tak wiec, zalezno$¢ energii E od zmiennych dziatania

ma postaé

2
= \/_ (4J+ |Jo + Jy| + \/32m C+ (Jg — Jy)? ) (4.41)

gdzie J = J, + J,. W zmiennych biegunowych mamy réwniez do czynienia z jedno-
krotna degeneracja uktadu ze wzgledu na zalezno$é energii £ od J za posrednictwem
wymiernej kombinacji, tzn. J = J,. + J, (" = v¥). Natomiast E zalezy od Jy i Jy,
przez ich catkowite kombinacje, ale dwie rézne, totez w tych zmiennych dziatania nie
ma degeneracji.

Widmo Bohra-Sommerfelda J = nh,Jy = mh, J, = lh (n = 0,1,... ; m,l =

0,+£1,...) wyraza si¢ wzorem

1 2 8C,M
EF=——hv|4n+ m—i—l—l—\/m—l +— 1, 4.42
s ( 1)+ (m = 0 + 5 ) (4.42
co warto poréwnac z (4.35).

Jak juz wspomniano, wspotrzedne zwigzane z rozktadem dwubiegunowym obar-
czone sg pewng wieloznacznoscig oraz osobliwosciami. Dla jednej macierzy & ist-
nieje wiele tréjek (O, D, B) € SO(2,R) x Diag(2, R) x SO(2, IR)) takich, ze & =
ODRT. W dalszym ciggu bedziemy zbiér trojek (O, D, B) nazywali ,rozmaitocia
opisujaca” i oznaczali Q. Jegli tensor deformacji G = ®7® jest niezdegenerowany (D
ma parami r6zne elementy na przekatnej), wieloznacznos$é jest skoriczona. Permuta-
cje elementow na przekatnej mozna skompensowaé¢ dodatkowymi czynnikami ortogo-
nalnymi w O, B. Gdy widmo G (D) jest zdegenerowane, ma miejsce ciagta wielo-
znacznos¢ przypominajaca nieokreslonosé¢ kata przy r = 0 we wspotrzednych biegu-
nowych na ptaszczyznie. Poniewaz formalnie postugujemy sie w rozktadzie dwubie-
gunowym tréjkami (O, D, B) jako opisem konfiguracji, trzeba w umiejetny sposéb
uwzgledni¢ wspomniane wieloznacznosci przy pomocy dodatkowych warunkéw. Na
poziomie kwantowo-mechanicznym prowadzi to do pewnych korelacji miedzy liczbami
kwantowymi sprzezonymi ze zmiennymi katowymi. Nieuwzglednienie tych korelacji
spowodowaloby, ze funkcja falowa dobrze okre$lona na iloczynie kartezjanskim Q roz-
rozniataby trojki (O, D, B) odpowiadajace jednej i tej samej konfiguracji ® = ODBT.
Bytaby zatem Zle okreslona - wieloznaczna na ,prawdziwej” przestrzeni konfiguracyj-
nej Q@ = GL(2, IR).

Zagadnienie to pojawia sie tez na poziomie analizy quasiklasycznej opartej na uzy-

ciu zmiennych kat-dziatanie. Jak wiadomo, istotg sprawy jest tam obliczanie okreséw
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formy Cartana © = p;dq’ na niezaleznych bazowych cyklach [2], z reguty wybieranych
na pewnych rozmaito$ciach Lagranzowskich lezacych na poziomicach energii. Kwan-
towanie quasiklasyczne wiaze sie z warunkami Bohra-Sommerfelda orzekajgcymi, ze
okresy te maja by¢ catkowitymi wielokrotnosciami statej Plancka. I tutaj wtasnie po-
jawia sie problem wieloznacznosci i osobliwosci wspotrzednych dwubiegunowych. Rzecz
w tym, ze rozpatrywany kontur w Q, a raczej w wiazce ko-stycznej T*Q moze przecho-
dzi¢ przez punkty, rézne w sensie ), ale reprezentujace ten sam punkt w GL(2, R).
Zatem obieg zamkniety zostaltby juz wykonany po osiggnieciu pierwszego punktu ,bliz-
niaczego” z punktem wyjsciowym. Dalej cykl bytby powtarzany.

Wyobrazmy wiec sobie, ze wykonujemy catkowanie po konturze zaczynajacym sie
w punkcie zy € Q rozmaitosci opisujacej i kofczacym w tymze punkcie. Wyobrazmy
sobie, ze po drodze mijamy punkt z; € Q (dla uproszczenia - tylko jeden) taki,
ze w () odpowiada mu ta sama macierz. Oczywidcie, dobrze sformutowane warunki
Bohra-Sommerfelda przypisuja wartosci nh calce po jednym segmencie (2, z1), gdyz
w sensie () jest to juz catka po konturze zamknietym. Przyréwnujac nh catkom po
pelnym konturze (zo, 21, 20) W Q) wprowadziliby$my | falszywe” stany quasiklasyczne
z ,potéwkowymi” liczbami kwantowymi. Ogoélniej, gdy mamy k punktow posredni-
czacych zy, ...,z bylyby to utamki otrzymane z podzielenia liczb catkowitych przez
(k+1). Technicznie rzeczywiscie liczymy w Q, trzeba jednak wtedy pamietaé, ze w sy-
tuacji jak powyzej, po prawej stronie warunkéw Bohra-Sommerfelda powinny pojawiac
sie tylko parzyste (ogélniej - tylko podzielne przez (k+1)) liczby kwantowe. W naszym
przypadku sprowadza to sie do tego, ze liczba kwantowa m + [ jest parzysta (4.35),
(4.42). Jest to liczba kwantowa sprzezona z istotnym katem (6 — 1)) nieczulym na

problemy zwigzane z degeneracja macierzy diagonalnej D.

4.4.3. Podsumowanie

Jednoczesna separowalnos¢ rownania Hamiltona-Jacobiego dla tego samego po-
tencjalu w zmiennych kartezjanskich i biegunowych wiaze si¢ z degeneracja problemu.
Okazuje sie, ze przedyskutowane modele sg jednokrotnie zdegenerowane i ich trajek-
torie sa geste na trojwymiarowych torusach (bedacych ich domknieciami). Zatem
kwantyzacja Bohra-Sommerfelda jest opisywana przez trzy liczby kwantowe (rozu-

miane w sensie starszej teorii kwantow).
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Uzywana bedzie przestrzen Hilberta L?(GL(2, IR), fi) z iloczynem skalarnym

(4 (q)] Wa(q)) = / W (g)Wa(g) /G g,

gdzie f jest liczba stopni swobody. Odpowiednio w zmiennych kartezjanskich i biegu-

nowych mamy

a?+ 3 F—-a®> 00 r —rcosp 0 0
G = fE—a? a>+p%2 0 0 G = —7COS (P r 0 0
N 0 o 10| 7 0 0 Lo
0 0 01 0 0 0 3
Operator Hamiltona H ma nastepujaca postac
1. Zmienne kartezjanskie
L . B2
H=H,+ Hsz= —2—A + Ve, B), (4.43)
1

gdzie
. 1L (1 /4 )\2 2 10
H =—|[ — — P R
“ 2 <a2 (S V) h (8042 i aaa)) T Val),

2
b (bleosy (e 38)

Wielkog¢ S = ?% jest operatorem spinu, generatorem obrotow przestrzennych, zas

Y = %% jest operatorem vorticity” (,wirowosci”), generatorem obrotéw material-

nych. Operatory H,, Hg, S, V sa kwantowymi statymi ruchu. Komutuja ze soba

nawzajem i reprezentujg wspotmierzalne fizyczne wielko$ci.

2. Zmienne biegunowe

H=H +@——h—2A+V(r ) (4.44)
- T r - 2M 7()0 Y *
gdzie
~ 2n% (02 0
HT = —7 (Tﬁ + 25) + V}(T),

2

.1 1 fy o A o [ 0 0
h, = 2 (siano (S +V +28Vcosg0> 4h (8902 —i—ctggpagp + V().

W tych zmiennych nastepujace operatory sa kwantowymi statymi ruchu: H , ilw, S, V.

Operator Laplace’a-Beltramiego w dzialaniu na funkcje falowa przyjmuje postac:
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

1. Zmienne kartezjanskie

82\If+82 +18\11+18_\I’+ 1 1 82\11+62\I/
032 oo 300 42 05 002 o2

n 1 _ 1 0\
262 202 ) 960y

Stacjonarne rownanie Schrodingera ma postac

AV =

HU(0, 0, a,8) = BEV(0, 9, a, B), (4.45)

gdzie
(0,4, v, B) = fo(0) fy(¥) fal@) f5(B), (4.46)
oraz fo(0) = ™ f () = e (m, 1 =0,+1,...).

2. Zmienne biegunowe

1 82\If+82‘11 2cosp 0?0 4 82\If+88_\11+§ (‘92_\Il+ . ov
907 " 9y ' AR

AV =
rsin? o 000 orz "~ Or

7 sin?

Stacjonarne rownanie Schrodingera wyraza sie wzorem
HY(0,9.1,9) = BV(0.9,7,9), (4.47)

gdzie
Y (O, ,r,0) = fo(0) Lo () fr(r) fo (). (4.48)
Separacja réwnan (4.45) i (4.47) prowadzi przy uwzglednieniu (4.46), (4. 48) oraz
potencjaléw postaci (4.19), czyli V(«, 8) = Vo (a) + V5(5), V(r, @) = Vi(r) + (“") Z22 do
uktadu réwnan:

1. Zmienne kartezjanskie

Pfale)  1dfale)  (m 1)

do? a do 402

Pf3(8) | 1dfs(B) _ (m+D)°

F5(8) + 1By~ Vo(B) f5(8) =0, (4.50)

ds? g dp 432 h?
E=E,+Es.
2. Zmienne biegunowe
d2 r 2d T P
s s GRS LU
2 2 l2 2ml
fSD( )_'_ tggD f;( )_ (m +4S‘il‘n27:;, COS()O—F%(V@( )_€¢>> fga( )



4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

gdzie e, jest staly separacji, a I ustalong wartoscig energii.

Réwnania (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) daja sie rozwiazaé¢ dopiero wtedy, gdy zadana
zostanie jawnie postac¢ potencjatow V(a, 5) = Vo (a) + Va(8), V(r, @) = V,(r) + V“”T(“D).
Mozna spodziewa¢ si¢ prostych rozwigzan wyrazajacych si¢ analitycznie przez znane
funkcje specjalne tylko w tych przypadkach, gdy potencjal bedzie posiadal jakies szcze-
gblne wtasnosci geometryczne, np. zwigzane z degeneracja odpowiedniego problemu
klasycznego lub z wystepowaniem ukrytych symetrii. Ponizej zbadany zostanie model

kartezjanskiego oraz biegunowego potencjatu [32].

4.5.1. Model kartezjanskiego potencjatu.
Rozwazmy model kartezjanskiego potencjatu postaci (4.29), czyli

C 4 C
V(a,ﬁ) = Z (062 + §> + 252, C > 0.

Jak juz wspominaliémy, potencjal ten ma minimum w stanie naturalnym, tzn. gdy
o =+/21 = 0. Nie jest jednak w stanie zakaza¢ stanéw o |3 > a, a wiec o detd < 0.
Dopuszczalne wiec sg stany osobliwe (inwersje czasteczki wzgledem poczatku uktadu
odniesienia).

Rozwazmy réwnania (4.49) i (4.50). Doprowadzamy je do postaci samosprzezone;
(2.1)

4 dole) ((m4; IR TEVR % a) f(a)=0, (453
d d m—+1 2 2
oL le) << 7 % gfvﬁw)_h_g];ﬂg) LB =0 (45

Funkcje S(a) 1 S(8) dane sa przez wyrazenia

1 (m—10)? 2u o 2, o L (m—D? 2Cu 2u.. , Cp
Sla) = = Vel g e’ = 1= 2 e Ty
=0y + O'10Zh + UzOézh, h = 2, (455)
oraz
1 (m+10)* 2 2 4 o 1 (m+l)2 2,“ 2 Cu oy
SB)=-———2 By E - - E -
() 1 1 72 5(8)58" + 50 1 1 53" — 277,25
=09+ Ulﬁh + 0'252h, h = 2. (456)

Postacie funkcji S(«) i S(3) wskazuja na to, ze funkcje f, ()i fo(5) wyrazaé sie beda

przez konfluentna funkcje Riemanna.
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Po szeregu obliczen dostajemy nastepujace widmo wartosci wtasnych energii £ =
E,+ Es

1
E:mm} <4n+4+|m+l\+\/(m—l)2+87§;'u> . N =TN4 +ng, (4.57)
gdzie
hw s  8Cu hw
E,=—— 4na+2+\/m—l +—1, Eg=—+Ung+2+m+1)),
m( (= 1) h) )= o dny 2+ [+ )
(4.58)
oraz w = \/%5 na,ng = 0,1,.... Natomiast funkcje f,(c) 1 fz(5) sa postaci
fola) = oXkit3e e ‘I ( Na; 1+ x; IiCYQ) , (4.59)
f5(8) = BPritEe 37 B (—ng 1+ 0 k6% (4.60)

gdziexz%\/(m—l)2+8—g;ﬁ,m:\/%%,v:%hn—l—l\.

4.5.2. Model biegunowego potencjatu

Nastepnie rozwazmy model bieqgunowego potencjatu (4.36), czyli

C C. L0

4
V(T,@):Z<T+;)+?t9 E, C > 0.

Wspominalismy juz, ze potencjal ten ma minimum w stanie naturalnym, tzn. gdy
r =21i¢ = 0. Dopuszcza on stany o |¢| > 7 (sg to stany opisujace inwersje ciata).
Rozwazmy teraz rownanie (4.52). Dzieki podstawieniu @ = cos® £ réwnanie to

mozemy zapisa¢ w postaci

d dfe () (m+102  4ml(l—z) p
T (16x(1 — 0 T Tea(i—a) Tom @ - W%) fal) =0
(4.61)
Funkcja S(z) wyraza sie wzorem
50y = 2020 (= 0) = im0 i1~ ) — aVel)e(1 )
(1 - )
(I—z)?

gdzie V,(z) = C=2.
Posta¢ funkcji S(x) wskazuje na to, ze funkcja f,(x) wyrazaé sie bedzie przez
zwykla funkcje Riemanna. Korzystajac ze wzoréw (2.46)-(2.51) podamy rozwiazanie

problemu.
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Po prostych obliczeniach dostajemy

2
h? 5  8Cu 8Cu
€¢:@ <4n¢+2+\m+l\+\/(m—l) + h2> —4— w2 | (4.62)
gdzie n, = 0,1,.... Natomiast funkcja f,(¢) wyraza si¢ wzorem
fo(p) = <COS §>x (Sin g)@ F (—nw, l+n,+v+x1+x; cos? g) (4.63)

gdzie x = %\/(m — 02+ 5 v =1 m+1|.
Zajmijmy sie teraz rownaniem (4.51). Doprowadzajac je do postaci samosprzezonej

otrzymujemy

d odf(r) H H
& (G0 + ggzes = g Br) £0) =0 (464)

Funkcja S(r) dana jest wzorem

p p Iz Cp  p Iz Cp 5
)= ~gpace ~ g VTt g BT = o gt gt T g =
= oo+ o +oor®, h=1. (4.65)

Jej posta¢ wskazuje na to, ze funkcja f,.(r) wyrazaé sie bedzie przez konfluentng
funkcje Riemanna. Zatem, tak jak w poprzednim paragrafie, postuzymy sie wzorami
(2.53)-(2.55) w celu podania rozwiazania problemu.

Po szeregu obliczen otrzymujemy nastepujace rozwigzanie

1 8u 8Cu
E=——hv 4T+2+\/4+— ,
2v/2 (n 2 )

gdzie w = \/%, n, =0,1,..., za$ e, dane jest wzorem (4.62). Funkcja f,(r) jest postaci

(4.66)

fe(r) =7 Tatr TSR (—ny; 14 2¢; k1), (4.67)

gdz1e/<o—1/c;{§,e— \/1 thg, 20“.

Zatem, widmo wartosci wlasnych energii ma postac

1 8Cu
E:mhw<4n+4+|m+l|+\/( — 1)’ -I—F), n=n, + ng, (4.68)

co warto poréwnaé z (4.57).
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Zwiazki (4.10)-(4.13) narzucaja warunki na rozwiazanie réwnania Schrodingera.
Funkcje falowe wyrazone przez argumenty rozktadu dwubiegunowego nie mogg roz-
roznia¢ tych zespotéw zmiennych, ktore odpowiadajg tej samej macierzy ®. Oznacza-
toby to bowiem, ze bytyby one wieloznaczne jako funkcje na ,prawdziwej” przestrzeni
konfiguracyjnej, czyli rozmaitosci macierzy ®. To zas jest sprzeczne z jednym z pod-
stawowych postulatéw mechaniki kwantowej, ze funkcja falowa jest jednoznaczna (do
stalego czynnika fazowego) na klasycznej przestrzeni konfiguracyjnej.

Ze zwiazkéw (4.10)-(4.12) wynika, ze wyrazenie funkcji falowej przez zaleznosé od
parametrow rozktadu dwubiegunowego, czyli

a) zmienne kartezjanskie

V(050 0) = WO+ 5.0+ S0 —B) WO - 20— e =), (4.69)
U0+ 7,0+, 8) =90, a,0), (4.70)
U(0,¢; —a,—0) =V(O0+7m,¢¥;a,0) = V(0,¢ + m; a, ). (4.71)

b) zmienne biegunowe

V(O ) S WO+ 50+ i) SO - S in =), (472)
V(O +m 1 +mr ) = V(0,91 9), (4.73)
U(0,;r,p+2m) = V(0 +m,1;r,0) = W0, +m;r, @), (4.74)

bedzie jednoznaczne na ,prawdziwej” przestrzeni konfiguracyjnej (czyli rozmaitosci
macierzowej parametryzowanej przez (D1, Dy, 0,v), (o, 3,0,1), (r,p,0,1) w sposdb
obarczony wieloznacznoscia) pod warunkiem co tatwo sprawdzié, ze m + [ jest liczba
parzysta. Inaczej mowiac liczby kwantowe m, [ nie sg zupetie niezalezne, lecz musza
mieé te samg parzystosé (jednoczes$nie parzyste lub jednoczes$nie nieparzyste). Tym
samym katy 6, ¢ nie sa by¢ moze najlepsza parametryzacja zwigzang z rozktadem
® na iloczyny innych macierzy. To samo sugeruje zreszta fakt, ze klasyczna ener-
gia kinetyczna (metryka na wewnetrznej przestrzeni konfiguracyjnej) nie jest w nich
diagonalna, lecz zawiera wyraz ,interferencyjny” typu %%. Wyraz  krzyzowy” eli-
minujemy przez wprowadzenie nowych katéw: n = 0 — ¢, v = 0 + . Okazuje sie, ze
liczby kwantowe u, w (odpowiadajace katom 7, v w sensie funkcji wyktadniczych e™,
e"7) sprzezone do katéw 7, 7 mnie sa poddane ograniczeniom powyzszego typu
(,,wspOtparzystosé”), lecz sa catkowicie dowolnymi liczbami catkowitymi. Natomiast
m, | wyrazajace sie przez ich sume i réznice automatycznie spetniajg warunki jedna-

kowej parzystosci.
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4.5. Stacjonarne réwnanie Schrodingera

Ta niedogodnos¢ katow 6, i wiaze sie tez z ich nieokreslonoscig w konfiguracji
dylatacyjnej, gdy Dy = Dy = D. Ze zwigzkéw identyfikacyjnych dla zespotu parame-
tréw charakteryzujacych te sama konfiguracje (4.13), wynika ze funkcje wtasne spinu

i ,vorticity” spetniaja
'm0 ¢ (D, D) = fu(D, D).

Mamy wiec dwie mozliwosci:
a)

fmu(D, D) =0 dla dowolnego D,
b)

m+1=0, tzn.m=—I,

tylko f, —m moze nie znika¢ w (D, D).

Uwaga.

Przypomina to warunki na funkcje falowe we wspéhzednych sferycznych w IR?
lub biegunowych w IR%. Funkcje falowe dla zagadnien sferycznych (np. dla atomu
wodoro-podobnego)

Wt (1,9, 0) = fru(r)Yim (7, 9)
muszg spetnia¢ jeden z warunkow:

- fu(0) =0, gdy [ #0,

-1 =0 (stan s).

Powodem jest, ze dla r = 0 wspoétrzedne ¢, ¢ nie sa w ogdle dobrze okreslone
i funkcje falowe nie spetniajace powyzszych warunkow nie bytyby jednoznacznie okre-
slone (rézne wartosci ¥ dla réznych 9, ¢, ktére przy r = 0 odpowiadaja temu samemu
punktowi w IR?).

W naszym przypadku odpowiednikiem sytuacji r = 0 jest Dy = Dy = D, czyli
w zmiennych kartezjanskich i biegunowych odpowiednio: 5 = 0, ¢ = 0(27). Jak wspo-
mniano katy ,bipolarne” 6, 1) sa w tych konfiguracjach z osobna nieokreslone (jak
¥, ¢ dla r = 0 w zmiennych sferycznych) i w zwiazku z tym wieloznaczno$é wyrazenia
em+D0—Y) w 3 =0, ¢ = 0(27) musi byé ,wygaszona” znikaniem f,,;. Jedli m +1 =0,
czesé katowa” jest stata i nie prowadzi do wieloznacznosci w osobliwych punktach
B =0, p=002n).

Jest to warunek ogélny. Warto jednak podkresli¢, ze podobnie jak w sferycznie

symetrycznych zagadnieniach w IR® (atom wodoru, czyli przyciggajacy potencjat Co-
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ulomba, izotropowy oscylator harmoniczny), funkcje wtasne dla Hamiltonianu auto-

matycznie spetniajg ten warunek.

4.5.3. Podsumowanie

Separacja rownania Schrodingera dla tego samego potencjatu

O, 4 ¢, C 4 C, 4
V—4<a +&2)+46 —4(r+r)+rtg 5"

w zmiennych kartezjanskich i biegunowych $wiadczy o dodatkowych symetriach za-
gadnienia, co prowadzi do degeneracji problemu. Skutkiem braku catkowitej degene-
racji w odpowiednich zagadnieniach klasycznych, topologiczne domknigcia trajektorii
klasycznych sg trojwymiarowymi torusami. Rozpatrywane uktady sa zatem jednokrot-
nie zdegenerowane. Na poziomie kwantowym fakt ten przejawia si¢ w ten sposob, ze
poziomy energetyczne sg indeksowane przez trzy liczby kwantowe. Nie da sie ich skom-
binowac w jedng liczbe kwantowa, to znaczy nie zachodzi miedzy nimi degeneracja.
Sciste rozwigzania zagadnien dwuwymiarowych moga byé uzyteczne zaréwno w roz-
maitych makroskopowych zagadnieniach sprezystych (cylinder z przekrojem deformo-
walnym jednorodnie, ciata ptaskie), jak i w niektérych zagadnieniach mikrofizycznych,
np. w teorii drgan ptaskich molekul (Ss, CsHg, Os) i ich gromad (krysztaly moleku-
larne, mikrosprezyste oérodki). Mozliwe sa réwniez zastosowania w dynamice cieczy
[5]. Zagadnienia dwuwymiarowe istotne sa nie tylko z czysto filozoficznego punktu wi-
dzenia jako fizyka ,Flatlandii” [1]. Moga one tez by¢ uzyteczne w teorii ptyt i powtok

z mikrostruktura, w dynamice membran i podobnych zagadnieniach.



Whnioski

W pracy dokonano proby klasycznego i kwantowego opisu dwoch modeli ciata defor-
mowalnego jednorodnie. Okazuje sie, ze istnieje zwiazek pomigdzy klasycznym i kwan-
towym problemem degeneracji. Wida¢ to wyraznie w przypadku modeli Bertranda.
Zagadnienia, dla ktorych klasyczne trajektorie ruchu sa zamknigte prowadzg do kwan-
towych problemoéw o wysokim stopniu degeneracji. Dla zagadnienia baka sferycznego
z dylatacjami, skutkiem braku catkowitej degeneracji w odpowiednich klasycznych pro-
blemach, topologiczne domkniecia trajektorii sg dwuwymiarowymi torusami, a omo-
wione modele sa dwukrotnie zdegenerowane. W przypadku dwuwymiarowego ciata
afinicznie sztywnego zostata wyrdzniona rodzina probleméw jednokrotnie zdegenero-
wanych, dla ktérych topologiczne domknigcia klasycznych trajektorii sg tréjwymiaro-
wymi torusami, a energia potencjalna ma posta¢ zezwalajaca na separacje réwnania
Hamiltona-Jacobiego i réwnania Schrodingera w dwdch uktadach wspotrzednych.

Zbieznos¢ miedzy degeneracja klasyczna, a kwantowa oraz mozliwo$¢ rozwigzania
rownan kwantowych metoda wielomianéw Sommerfelda wydaje si¢ interesujaca i warta
dalszych badan, podobnie jak sprawa kwantyzacji zagadnien klasycznych i quasikla-
sycznego traktowania problemoéw kwantowych.

Jak zwykle w zagadnieniach o wysokiej symetrii i dobrze okreslonej, przejrzyste;j
strukturze geometrycznej, istnieje wyrazna odpowiednio$¢ miedzy poziomami energe-
tycznymi otrzymanymi przy uzyciu Scistych metod mechaniki kwantowej oraz warun-
kow Bohra-Sommerfelda. Czesto sa to niemal te same wzory, rézniace si¢ drobnymi
szczegoOtami, jak np. state wktady.

Model deformacji jednorodnych, zaréwno w przypadku klasycznym jak i kwanto-

wym, jest jedynie uproszczeniem. Tym niemniej dla ptaskich czasteczek trojatomowych
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Whnioski

i przestrzennych czteroatomowych jest on Scisty, przy czym uwazamy go za niezalezny
wzgledem zagadnien zwigzanych z innymi stopniami swobody uktadu, np. elektrono-
wymi. W kazdym razie rozwazanie modelu tego rodzaju moze umozliwi¢ przynajmniej

jakosciowe badanie struktury pozioméw energetycznych dla pewnych typow czasteczek.
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