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Streszczenie

W niniejszej rozprawie zastosowano w praktyce metode bezposredniego rézniczkowania
(DDM) do analizy wrazliwosci ztozonych zagadnien nieliniowej mechaniki. W szczegél-
nosci skoncentrowano si¢ na zagadnieniach kontaktowych z tarciem w zakresie skonczo-
nych deformacji i skonczonych poslizgéw w potaczeniu z zaawansowanymi metodami
ich rozwigzywania, obejmujacymi techniki wygltadzania kontaktu jak i regularyzacje
warunkow kontaktowych metoda rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a.

W pracy przedstawiono przyktady numeryczne obrazujace poprawnosc i doktadnosé
analizy wrazliwosci. Praca zawiera rowniez przyktady zastosowania analizy wrazliwosci
w problemach optymalizacji.

Zamierzone cele osiagnieto przez rozszerzenie pakietu Metody Elementow Skonczo-
nych — AceFEM — o infrastrukture dla zagadnien kontaktowych, w tym odpowiednie
struktury danych i algorytmy wyszukiwania kontaktu. Opracowano szablony elementéw
kontaktowych, umozliwiajace analize bezposrednia jak i analize wrazliwosci. Zaimple-
mentowano szereg dwu- i trojwymiarowych elementéw kontaktowych réznigcych sie
sposobem parametryzacji powierzchni kontaktowej.

Abstract

The objective of the thesis is to apply the direct differentiation method (DDM) of
sensitivity analysis (SA) for complex problems of non-linear mechanics. In particular,
advanced formulations of 3D multi-body contact problems with friction at large slips
and large deformations are considered, in which the augmented Lagrangian method is
applied to impose contact conditions and contact smoothing techniques are used within
the discretized framework.

Several numerical examples are presented in order to verify the correctness and
accuracy of the direct and sensitivity analysis. Two optimisation problems are also
solved to demonstrate the use of sensitivity analysis in practice.

To enable achievement of the thesis objectives, the Finite Element Method package
— AceFEM — has been enhanced with the capability to solve contact problems. Within
this package, templates of contact elements were created for both direct and sensiti-
vity analysis. Using these templates, several 2D and 3D contact elements, employing
different method of smoothing, have been implemented.
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Rozdziat 1

Wstep

1.1. Motywacja

Obserwowany od ponad 30 lat dynamiczny wzrost mocy obliczeniowej komputerow
oraz rozw6j samych metod komputerowych byt kluczowym czynnikiem wptywajacym
na podejsécie do rozwigzywania probleméw w dziedzinie mechaniki. Mozliwe stato sie
praktyczne zastosowanie Metody Elementéw Skonczonych (MES) jako ogélnej metody
rozwigzywania zagadnien poczatkowo-brzegowych. Zastosowanie MES do zagadnien o
coraz wigkszej ztozonosci charakteryzowato sie nie tylko wzrastajaca liczba niewiado-
mych zadania czy stopniem skomplikowania warunkow brzegowych, ale réwniez stoso-
waniem coraz bardziej zaawansowanych modeli materiatowych i nowoczesnych sformu-
towan zagadnien.

Na tle zagadnien majacych duze znaczenie dla rozwoju nauki i przemyshu, zagadnie-
nia kontaktowe stanowia grupe probleméw trudnych (Wriggers, 2002; Laursen, 2002).
Wysoki stopien skomplikowania zagadnien kontaktowych wynika z kilku czynnikéw,
takich jak: nieliniowo$¢ (zaréwno geometryczna jak i modeli konstytutywnych), wpro-
wadzanie ograniczen nieréwnosciowych czy problemy pojawiajace sie na poziomie dys-
kretyzacji. Wspomniany wczesniej wzrost mocy obliczeniowej komputerow oraz rozwdj
technik komputerowych spowodowal, ze proces rozwigzywania tych trudnych zagadnien
stal sie na tyle efektywny, ze mozliwe stato sie przeprowadzanie analizy probleméw od-
wrotnych dla zagadnien kontaktowych.

Problemy odwrotne (np. optymalizacja, identyfikacja) charakteryzuja sie jeszcze
wyzszym poziomem ztozonosci, dlatego sposréd metod ich rozwigzywania praktyczne
zastosowania mogg mie¢ jedynie te najefektywniejsze. Klase metod, charakteryzuja-
cych sie dobrg zbieznoscia, stanowig metody gradientowe. Ich uzycie wymaga znajo-
mosci gradientu funkcji celu wzgledem parametréw zadania, ktory moze by¢ efektyw-
nie wyznaczony za pomoca analizy wrazliwosci. Metody gradientowe charakteryzuja
sie¢ dobrg zbieznoscia jednak, w podstawowej postaci, zdolne sa do znajdowania jedy-
nie miniméw lokalnych. Istnieje cala gama algorytmow optymalizacyjnych ktoére sa w
stanie wyszukiwa¢ minima globalne — np. metody bazujace na algorytmach ewolucyj-
nych (Burczynski i in., 2004). Nie umniejsza to jednak zasadnosci rozwijania technik
gradientowych, jako ze metody globalne moga rowniez korzystac z tych technik w celu
poprawy efektywnosci.
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Zagadnienia kontaktowe

Interesujacy, z uwagi na tematyke niniejszej pracy, rozwoj metod komputerowych dla
zagadnien kontaktowych wielu cial odksztalcalnych w zakresie duzych deformacji i
poslizgow ksztattowal si¢ od poczatkow lat 90-tych ubieglego stulecia. Podejscie ma-
ster-slave (w tym elementy kontaktowe typu node-to-segment) zastosowane do kon-
taktu wielu cial odksztatcalnych (Hallquist i in., 1985; Wriggers i in., 1990), opis we
wspolrzednych konwekeyjnych zwiazanych z powierzchniag master (Curnier i in., 1992;
Laursen i Simo, 1993, Klarbring, 1995) oraz regularyzacja warunkéw kontaktowych
metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a (Alart i Curnier, 1991; Simo i Laursen,
1992; Pietrzak, 1997; Pietrzak i Curnier, 1999) sa podstawowymi cechami charaktery-
zujacymi techniki stosowane w niniejszej pracy.

Niska regularnos¢ zdyskretyzowanych powierzchni kontaktowych moze w ogélno-
Sci powodowaé problemy ze zbieznoscig oraz btedy w rozwigzaniach otrzymywanych
przy uzyciu MES. Mozna wyrézni¢ dwa gtéwne kierunki dziatan majacych na celu
rozwigzanie tego problemu. Jednym nich jest uzycie technik wygladzania powierzchni
kontaktowej (Pietrzak, 1997; Krstulovié-Opara i in., 2002; Puso i Laursen, 2002; Be-
lytschko i in., 2002; Stadler i in., 2003; Stadler i Holzapfel, 2004), co zapewnia ciggtos¢
zmiennych kontaktowych w przypadku duzych poslizgéw. Rozwijane sg réwniez meto-
dy odchodzace od podejscia node-to-segment, bazujace na podejsciach symetrycznych
(Solberg i Papadopoulos, 2005; Solberg i in., 2007) i quasi-symetrycznych, z ktérych
najlepiej rokujaca wydaje sie by¢ metoda elementu mortarowego (McDevitt i Laursen,
2000; Puso i Laursen, 2004; Puso i in., 2008). W tym przypadku, zamiast kontaktu
wezta z segmentem rozpatruje sie kontakt miedzy parami segmentéw sktadajacych sie
na brzegi zdyskretyzowanych ciat.

Charakterystyczne dla zagadnien kontaktowych warunki nieréwnos$ciowe wymagaja
uzycia specjalnych technik rozwigzywania. Pierwszym, najbardziej bezposrednim po-
dejéciem, wykorzystujacym metode mnoznikow Lagrange’a, byta metoda bazujgca na
pojeciu zbioru aktywnych ograniczen (active set strategy). Duzym mankamentem tej
metody sg mozliwe oscylacje zawartosci owego zbioru w trakcie procesu rozwigzywania,
co dla gesciejszych dyskretyzacji powierzchni kontaktowych uniemozliwia jej praktycz-
ne zastosowanie. Lepsze wlasnosci ze wzgledu na zbieznos¢ posiada metoda funkcji kary;
pierwsze proby powigzania tego podejscia z fizycznymi zjawiskami normalnej i stycz-
nej podatnosci kontaktowej mozna znalezé w pracach Michatowskiego i Mroza (1978),
Curniera (1984) lub Wriggersa i in. (1990). Metoda jest czesto stosowana w praktyce,
jednak charakteryzuje sie niedoktadnym spelieniem warunkéow kontaktowych, co dla
wielu zastosowan jest nieakceptowalne. Ponadto, zwickszenie wartosci parametru re-
gularyzacyjnego, cho¢ pozwala na lepsze spetnienie warunkéw kontaktowych, skutkuje
pogorszeniem zbieznosci.

Z uwagi na niekorzystne wlasnosci wymienionych powyzej metod, do regularyza-
cji warunkow kontaktowych zaadoptowano klase metod bazujgcych na rozszerzonych
mnoznikach Lagrange’a (Bertsekas, 2003). Mozna rozpatrywaé dwa podejscia do roz-
wigzywania zagadnienn kontaktowych metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a.
Pierwszym podejéciem jest stosowanie tzw. schematu Uzawy (Laursen i Simo, 1993),
ktory charakteryzuje sie dodatkowa zewnetrzng petla shuzacg uaktualnianiu wartosci
mnoznikéw Lagrange’a. Schemat jest relatywnie prosty w zastosowaniu, jednak moze
by¢ kosztowny obliczeniowo z uwagi na dodatkowsa petle oraz wolniejsza zbieznosé. Dru-
gim podejsciem jest zastosowanie metody Newtona-Raphsona z uwzglednieniem zaréw-
no zmiennych podstawowych (przemieszczenia) jak i dualnych (mnozniki Lagrange’a)



(Alart i Curnier, 1991). Zaleta tego podejscia jest (granicznie) kwadratowa zbieznosé
metody Newtona-Raphsona (pod warunkiem wykorzystania konsystentnej macierzy
stycznej). W dalszej czesci pracy, pod pojeciem metody rozszerzonych mnoznikéow La-
grange’a bedziemy rozumieli drugie z wymienionych podejsc.

Analiza wrazliwosci

Zagadnieniem (zadaniem, problemem) bezposrednim nazywaé¢ bedziemy problem po-
stawiony w postaci klasycznego zagadnienia poczatkowo-brzegowego. 7 wielu wzgle-
dow, interesujace moze by¢ nie tylko rozwigzanie samego zadania bezposredniego, ale
rowniez odpowiedz na pytanie jaki wpltyw na rozwigzanie majg parametry definiujace
zadanie (state materialowe, wymiary, ksztalt). Zalezno$é rozwiazania od parametrow
ma charakter uwiktany a sam problem jej znalezienia nosi nazwe problemu wrazliwosci
— wrazliwo$ci rozwigzania na zmiane parametréw zadania.

Rozwigzaniem problemu wrazliwosci sg pochodne rozwigzania problemu bezposred-
niego wzgledem parametréw zadania. Oprécz tego, ze pochodne same w sobie niosg
istotng informacje, to réwniez sg podstawa do wykorzystania metod gradientowych
w zagadnieniach optymalizacyjnych, takich jak optymalizacja konstrukcji i procesoéw
(Fourment i in., 1996; Zhao i in., 1997; Zabaras i in., 2000; Stupkiewicz, 2003) czy iden-
tyfikacja parametréw materiatowych (Burczynski i in., 2002; Tardieu i Constantinescu,
2000; Szeliga i in, 2006).

Mozna wyroznié¢ kilka podejs¢ do rozwiazania problemu wrazliwosci. Najprostszym,
majacym wiele wad (por. rozdz. , podejsciem jest metoda oparta na roznicach skon-
czonych (FDM — Finite Difference Method). Polega na przyblizaniu pochodnych za po-
mocay ilorazéw réznicowych, bazujacych na rozwiazaniach zadania bezposredniego. W
celu unikniecia probleméw zwigzanych z uzywaniem metody FDM, stosuje sie bardziej
zaawansowane techniki. Dzielg si¢ one na metody w ktérych problem wrazliwosci jest
definiowany w postaci kontynualnej (Kleiber, 1993; Dems i Mréz, 1993; Kleiber i in.,
1997; Srikanth i Zabaras, 2000; Zabaras i in., 2000; Choi i Kim, 2005; Acharjee i Zaba-
ras, 2006), oraz na metody, ktére stosuje sie¢ w odniesieniu do konkretnego schematu
MES dla zagadnienia bezposredniego (Michaleris i in., 1994). W obrebie drugiej grupy
metod — bazujacych na postaci zdyskretyzowanej — mozna wyrézni¢ podejscia semi-
analityczne (np. Ponthot i Kleinermann, 2006) w ktérych sam schemat analizy wraz-
liwosci ma posta¢ analityczng jednak na poziomie elementow skonczonych wymagane
pochodne wyznacza si¢ metodami przyblizonymi. Owe podejécia maja ta niekorzystna
wtasnos¢, ze przenosza niektore wady metody FDM. W niniejszej pracy, pod poje-
ciem analizy wrazliwosci beda rozumiane w petni analityczne metody rozwigzywania
problemu wrazliwosci, zdefiniowane dla probleméw zadanych w postaci zdyskretyzowa-
nej (w oparciu o prace Michalerisa i in., 1994). Gléwnym ograniczeniem w stosowaniu
analizy wrazliwosci jest koniecznosé obliczenia pochodnych wektora sit weztowych po
parametrach zadania oraz stosowanie konsystentnej macierzy stycznej, bedacej petna
pochodng wektora sit weztowych po stopniach swobody. Dla zaawansowanych sformu-
towan i skomplikowanych metod rozwigzywania probleméw bezposrednich, policzenie
owych pochodnych jest zadaniem trudnym.

Swoista klase trudnych probleméw bezposrednich stanowia zagadnienia zalezne od
historii deformacji, takie jak zagadnienia sprezysto-plastycznosci lub problemy kontak-
towe z tarciem. Niezregularyzowane sformutowania probleméw kontaktowych zawieraja
warunki nierownosciowe wymagajace specjalnych technik regularyzacji oraz odpowied-
nich metod rozwiazywania w ramach MES. Zagadnienie wrazliwosci odniesione do tych
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przypadkow, szczegdlnie wrazliwosé wzgledem parametrow ksztattu, stanowi wyzwanie
dla wspotczesnych metod komputerowych.

Podsumowanie

Podczas gdy mozna spotkaé¢ prace, w ktorych zastosowano analize wrazliwosci do
skomplikowanych probleméw sztywno-plastycznosci i sprezysto-plastycznosci (Antinez
i Kleiber, 1996; Kowalczyk i Kleiber, 1999; Doltsinis i Rodi¢, 1999; Kowalczyk, 2006),
to rozwigzanie problemu wrazliwosci dla zagadnien kontaktowych ogranicza si¢ do sto-
sunkowo prostych sformutowan. Gléwnie ograniczono sie do przypadku kontaktu ze
sztywna powierzchnia (Kleiber i Sosnowski, 1995; Zhao i in., 1997; Gao i Grandhi, 1999;
Tardieu i Constantinescu, 2000; Kim i in., 2002), podczas gdy analiza wrazliwosci dla
zagadnienia kontaktu wielu ciat odksztatcalnych ograniczyta si¢ do przypadku dwuwy-
miarowego bez uwzglednienia metod wygtadzania (Stupkiewicz i in., 2002). W szczegdl-
nosci, w literaturze brakuje prac stosujacych analize wrazliwosci do zaawansowanych
sformutowan dla tréjwymiarowych probleméw kontaktowych z tarciem, uwzgledniaja-
cych kontakt ciat odksztalcalnych w zakresie duzych deformacji i poslizgow.

1.2. Cel i zakres pracy

Podstawowym celem niniejszej rozprawy jest przeprowadzenie w praktyce analizy wraz-
liwosci dla ztozonych zagadnien mechaniki kontaktu. W ogdlnosci, rozpatrywane beda
tréjwymiarowe zagadnienia kontaktu wielu cial odksztalcalnych z tarciem, sformuto-
wane dla duzych deformacji i poslizgéw, przy wykorzystaniu zaawansowanych metod
regularyzacji warunkéw kontaktowych oraz technik wygladzania powierzchni kontaktu.

W niniejszej pracy analize wrazliwosci stosuje sie w odniesieniu do problemu pod-
stawowego postawionego w postaci zdyskretyzowanej. Wykorzystano metode bezpo-
sredniego rézniczkowania (DDM — Direct Differentiation Method), charakteryzujaca
sie rozwigzywaniem liniowego problemu wrazliwosci na kazdym kroku czasowym przy
uzyciu konsystentnej macierzy stycznej. Zastosowane sformutowanie bazuje na pracy
Michalerisa i in. (1994).

Zakres rozpatrywanych zjawisk kontaktowych ograniczony zostat do kontaktu z
tarciem Coulomba, zas do regularyzacji warunkéw kontaktowych uzyto metody rozsze-
rzonych mnoznikéw Lagrange’a. Zastosowano podejscie niesymetryczne (master-slave),
ktore w zdyskretyzowanej postaci zagadnienia prowadzi do elementu kontaktowego ty-
pu node-to-segment. Uzyto technik wygtadzania kontaktu, parametryzujac strone ma-
ster przy pomocy krzywych lub ptatéow Bézier i ptatow Gregory’ego. Zaimplementowa-
no szereg dwu- i trojwymiarowych elementéw kontaktowych réznigcych sie sposobem
parametryzacji powierzchni kontaktowej. Zaproponowano réwniez wtasny schemat wy-
gtadzania powierzchni kontaktowej przy pomocy ptatéw Bézier opartych na 9 weztach.

W celu ilustracji i weryfikacji zastosowanych metod, zagadnienie wrazliwosci zostato
rozwigzane dla szeregu dwu- i tréjwymiarowych zagadnien kontaktowych — réwniez w
zastosowaniu do probleméw optymalizacyjnych.

Jednym z zadan, umozliwiajacych realizacje powyzszych zatozen, byta rozbudowa
istniejacego srodowiska metody elementow skonczonych — AceFEM — o infrastruktu-
re niezbedna do analizy zagadnien kontaktowych (zarzadzanie strukturami danych,
globalne wyszukiwanie kontaktu). Efektywna implementacje elementéw kontaktowych
przeprowadzono z wykorzystaniem programu AceGen — $rodowiska do symbolicznego



zapisywania wyrazen matematycznych, ich automatycznego rézniczkowania oraz gene-
rowania na ich podstawie zoptymalizowanego kodu niskopoziomowego.

1.3. Uktad pracy

Praca zostata podzielona na 8 rozdziatow. W rozdziale [2] wprowadzone zostaty pod-
stawy mechaniki w zakresie skonczonych deformacji dla probleméw kontaktowych z
tarciem. Szczegdtowe rozwazania prowadzono dla kontaktu ciat hipersprezystych. Prze-
prowadzono regularyzacje warunkéw kontaktowych przy uzyciu metody rozszerzonych
mnoznikow Lagrange’a. Podsumowaniem rozdziatu jest przedstawienie postaci stabej
dla zregularyzowanego problemu kontaktowego w zapisie kontynualnym. Rozdzial
wprowadza dyskretyzacje w ramach Metody Elementéw Skonczonych. W szczegdlno-
sci przyblizone sa aspekty zwiazane z dyskretyzacja powierzchni kontaktowych. W
podrozdziale przedstawiono, zaimplementowane w ramach niniejszej pracy, gtad-
kie parametryzacje powierzchni kontaktowych — w tym, zaproponowang przez autora,
parametryzacje ptatami Bézier opartymi na 9 weztach. W rozdziale {4| przedstawiono
analize metody opartej na réznicach skonczonych (metoda FDM) oraz opisano me-
tode DDM Analizy Wrazliwoéci dla probleméw zaleznych od $ciezki catkowania po
czasie, zawierajacych problem wewnetrzny. Rozdzial [5| dotyczy rozbudowy srodowiska
AceFEM tak, aby mozliwa byla analiza zagadnien kontaktowych. Opisano, zaimple-
mentowany w ramach niniejszej pracy, algorytm wyszukiwania kontaktu. Rozdziat [f]
dotyczy implementacji elementéw kontaktowych. Przedstawiono schematyczny zapis
kodu elementéw, oraz przeanalizowano dwa istotne aspekty zwigzane z ciagtoscig sfor-
mulowan w postaci zdyskretyzowanej. Rozdzial [7] zawiera szereg przykladéw pokazu-
jacych poprawnos¢ analizy bezposredniej i analizy wrazliwosci. W szczegolnosci prze-
prowadzono analize wrazliwodci dla trojwymiarowego kontaktu z tarciem dwoch ciat
odksztatcalnych w zakresie skoniczonych deformacji. Przedstawiono réwniez przyktady
zastosowania analizy wrazliwosci do rozwiazywania problemow optymalizacyjnych. W
rozdziale |8 zawarto podsumowanie niniejszej rozprawy oraz nakreslono dalsze mozliwe
kierunki rozwoju badan.
Rozdziaty oraz zawieraja oryginalne elementy niniejszej rozprawy.

Niniejsza praca stanowi element badan przeprowadzonych w ramach europejskich pro-
jektow badawczych IMPRESS, ENLUB oraz PROHIPP (Vi VI Program Ramowy UE).

Chcialbym w tym miejscu podzigkowa¢ doc. dr. hab. Stanistawowi Stupkiewiczowi
za wprowadzenie mnie w tematyke analizy wrazliwodci dla zagadnien kontaktowych
oraz za jego pomoc merytoryczng i cenne wskazowki w trakcie powstawania niniejszej
roZprawy.






Rozdziatl 2

Mechanika kontaktu

Niniejszy rozdzial poswiecony jest opisowi zjawisk kontaktowych w postaci kontynu-
alnej z uwzglednieniem skonczonych deformacji i poslizgéw. Podrozdzialy i
wprowadzaja od podstaw odpowiedni formalizm (w oparciu o ksiazki Ogdena, 2003;
Laursena, 2002; Ostrowskiej-Maciejewskiej, 1994). Pierwszy podrozdzial dotyczy mo-
delowania deformacji pojedynczego ciata, drugi jest rozszerzeniem uwzgledniajacym
interakcje wielu ciat odksztatcalnych.

W niniejszym rozdziale ograniczono sie do klasy modeli izotropowych materialéw
hipersprezystych co pozwala w sposéb formalny wtaczy¢ do opisu zjawiska kontakto-
we. Jako ze jest to istotne ograniczenie, dalej pokazano (juz w sposéb mniej formal-
ny), ze uzyskany wynik jest prawdziwy réwniez dla bardziej zaawansowanych modeli
materiatowych. Z kolei w ramach modelowania zjawisk kontaktowych, obok warunku
kontaktu jednostronnego uwzgledniono tez model tarcia Coulomba. Uzycie jednego z
najprostszych modeli tarcia daje mozliwo$¢ klarownego przedstawienia, wprowadzo-
nych w niniejszej pracy, zaawansowanych sformutowan probleméw kontaktowych oraz
technik ich regularyzacji.

W pracy uzyto standardowej notacji rachunku tensorowego. Notacje absolutna za-
stosowano tam, gdzie bylta potrzeba zapisania danego wyrazenia w sposob zwarty i
gdzie nie bylo grozby utraty klarownosci. W przeciwnym przypadku stosowano notacje
indeksowa. W przypadku notacji absolutnej, wielko$ci nieskalarne zapisano czcionka
wyttuszczona. Dla notacji indeksowej stosowano konwencje sumacyjna Einsteina. W
podrozdziale zatozono ortonormalnos¢ odpowiednich baz, tak wiec wszystkie indek-
sy zapisane sg na dole. Stosuje sie rozréznienie miedzy zapisem indeksow zwigzanych
z baza w konfiguracji odniesienia (wielkie litery alfabetu taciniskiego) a zapisem tych,
zwiazanych z baza w konfiguracji aktualnej (male litery alfabetu ltacinskiego). Ponizej
przedstawiono, uzywane dalej w tekscie, symbole operacji w zapisie absolutnym oraz
ich odpowiedniki w zapisie indeksowym:

c= a-b c= a;b;
c= Ab ¢ = Aijb;
C= AB Ci = Aij Bji
c= A-B c= A B
A= BT Ajj = By

Wprowadzono rowniez oznaczenia dla operatoréw rézniczkowania, rézne dla réznicz-



12 Rozdzial 2. Mechanika kontaktu

kowania w konfiguracji aktualnej i odniesienia:

ou ou 0 Uj; oU j;

gradu = e GradU = X (divu); = zj: oz, (DivU); = XJ: X,

2.1. Mechanika skonczonych deformacji
Praca obejmuje problematyke skonczonych deformacji, dlatego w ponizszych podroz-
dziatach zostal wprowadzony odpowiedni do tego celu formalizm. W podrozdziatach
i zdefiniowano podstawowe pojecia potrzebne przy opisie kinematyki de-
formacji. Dalej (podrozdzial poruszono problem obiektywnosci. W podrozdziale
m wprowadzono réwnanie ciagtosci (zasada zachowania masy) oraz réwnania ruchu
Euler’a (zasady zachowania pedu i momentu pedu) tak, by dalej, po okresleniu pojecia
sprzezonych miar statycznych i kinematycznych oraz po wyspecyfikowaniu klasy row-
nan konstytutywnych (podrozdzial 2.1.5)), mozna byto przej$¢ w podrozdziale do

zdefiniowania zagadnienia poczatkowo-brzegowego w postaci silnej i stabej.

2.1.1. Opis deformacji ciata

W niniejszej pracy cialo fizyczne bedzie utozsamiane ze zwartym podzbiorem eukli-
desowej przestrzeni punktowej. Ow podzbidr jest zmienny w czasie co wyrazimy w
nastepujacy sposob:

Q)= CcR™ x T,
gdzie t € T = R okresla punkt na osi czasu. Stosowany jest opis lagrange’owski co
wigze sie z wyborem pewnej szczegblnej konfiguracji zwanej konfiguracjg odniesienia.

W stosowanym tu opisie, konfiguracja odniesienia bedzie konfiguracja poczatkowa (dla
t=0).

X(X,t) = X+u(X,t)

Y+

Rysunek 2.1.1: Zagadnienie poczatkowo-brzegowe — konfiguracja odniesienia i konfigu-
racja aktualna.

Podstawowg wielkoscig w mechanice skonczonych deformacji jest tensor gradientu
deformacji
8@-

F:Gradx, EJ:T&’
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opisujacy deformacje “wiékien materiatu” (infinitezymalnych przyrostow dX) przy
przejéciu z Q° do Q. W powyzszej formule

x =x(X,t) = X +u(X,1), x € O,

jest aktualnym polozeniem punktu, u jest przemieszczeniem, natomiast X € QO jest
potozeniem punktu w konfiguracji poczatkowej (odniesienia).

2.1.2. Pochodna materialna. Opis ruchu

W przyjetym w pracy opisie lagrange’owskim punkty ciata sg rozréznialne, to jest z
kazdym punktem jest zwiazane unikatowe potozenie w konfiguracji odniesienia. Dlate-
go tez mozna $ledzi¢ tor ruchu kazdego punktu. W szczegélnosci mozna okresli¢ jego
predkosé¢ w danej chwili czasu ¢

v(x,t) =% = ;X(X,t).

Uzyte powyzej wyrazenie X oznacza pochodng materialng funkcji x. Jest to pelna po-
chodna (ozn. %) funkcji po czasie w ustalonym punkcie X w konfiguracji odniesienia.
Pojecie pelnej pochodnej rozumiane jest jako pochodna czastkowa dziatajaca rekuren-
cyjnie na parametrach funkcji (traktujac je jako kolejne funkcje),

d _Of Of du  Of duy  Of du,

= U ) = L .
TEACLCERL ) ot Ouy dt = Ouy dt ou,, dt

Na przyktad, dla funkcji ¢ zalezacej w sposéb bezposredni od potozenia aktualnego
X, potozenia poczatkowego X oraz od czasu, jej pochodna materialna definiowana jest
jako

. d 09 09 dx; D¢

Qb(X,X,t) = %gb(X(X,t),X,t) — a+ axz ot - a—l—(gradqf))v

X=const.

2.1.3. Obiektywnos¢

Pojecie obiektywnos$ci w modelowaniu wywodzi sie z empirycznego faktu niezmienni-
czosci zjawisk fizycznych wzgledem sztywnego ruchu obserwatora. W opisie tych zja-
wisk dazy sie do tego, aby zwiazki konstytutywne nie zalezaty od ruchu wykonywanego
przez obserwatora. Sprowadza sie to do tego, ze obie strony réwnania (tensorowego)
opisujacego zwigzek konstytutywny muszg sie transformowaé¢ w taki sam sposob przy
zmianie (ruchomego) obserwatora. Zwykle owa transformacja jest indukowana przez
wybor konkretnej pary sprzezonych miar: naprezenia 7 oraz deformacji €. Wtedy funk-
cja konstytutywna okreslajaca zaleznos¢ 7 od e (por. rozdzialy [2.1.4] musi sie
transformowad tak samo jak 7.

Do opisu takich obiektywnych zwigzkow konstytutywnych uzywa sie obiektywnych
miar wielkosci fizycznych. Miary uwazamy za obiektywne, gdy przy zmianie obser-
watora transformuja si¢ w $cisle okreslony sposob. Np. dla w petni eulerowskich pél
tensorowych (opisanych na konfiguracji aktualnej i zaleznych od aktualnego potozenia)
owa transformacja przedstawia sie nastepujaco:

(x*) = e(x)
b*(x") = Qb(x)
A'(x") = QA(x)Q,
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gdzie x* jest polozeniem ciata wzgledem przesunietego i obréconego obserwatora

X"(X,t) = p(t) + Q1) x(X, 1),

natomiast ¢, b i A oznaczaja pola tensorowe o walencji 0, 112 (pola skalarne, wektorowe
i tensorowe). Dla innych niz eulerowskie obiektywnych p6l tensorowych transformacja
przebiega inaczej (Ogden, 1984). Mozna powiedzie¢, ze warunek obiektywnosci jest
rownowazny temu aby dana wielko$¢ dla zmieniajacej sie konfiguracji transformowa-
la sie jak tensor (w ogdlnosci lagrange’owsko-eulerowski). W szczegdlnosei, warunek
obiektywnosci dla w petni lagrange’owskich pol tensorowych jest réwnowazny ich nie-
zmienniczosci wzgledem zmiany obserwatora (przy zatozeniu, ze potozenie wszystkich
obserwatoréw w konfiguracji odniesienia jest takie samo).

Niestety, jak wiadomo, pochodna materialna obiektywnych wielkosci nieskalarnych
i nielagrange’owskich nie jest obiektywna. W celu wyrazenia predkosci zmiany obiek-
tywnych pél tensorowych wprowadzono klase pochodnych obiektywnych (por. Simo
i Hughes, 1998). Konstrukcja takich pochodnych jest $cisle zwiazana z deformacja ciala.
Polega na przetransformowaniu tensora do pewnej nieobréconej konfiguracji (operacja
;. ang. pull-back), policzeniu pochodnej materialnej z tego wyrazenia, a nastepnie
przetransformowaniu tak powstatego tensora do konfiguracji aktualnej (operacja ¢,,,
ang. push-forward)

% = Pix {S"?(T)} .

Wybor konkretnej operacji ¢; (i tym samym, jednoczesnie ¢,,) okresla jednoznacznie
rodzaj obiektywnej pochodne;j.

W niniejszej pracy, w czesci poswieconej zjawiskom kontaktowym, bedzie wykorzy-
stywana pewna obiektywna miara predkosci poslizgu, zwigzana z deformacja powierzch-
ni kontaktowej. Szczegdtowa definicja, bazujaca na pracy Laursena i Simo (1993), zo-
stata zamieszczona w podrozdziale [2.2.1

2.1.4. Zasady zachowania. Miary sprzezone

W dalszej czesci zalozono, ze masa deformujacego sie ciata nie ulega zmianie. Owo
zatozenie, zwane zasadg zachowania masy, 1 wynikajace z niego rownanie cigglosci
wplywa na posta¢ rownan réwnowagi. Samo jednak réwnanie cigglosci nie wchodzi
w sktad zagadnienia poczatkowo-brzegowego, gdyz, przeciwnie niz w cieczach, znamy
konfiguracje poczatkows i gestosé aktualng mozna okresli¢ jako funkcje deformacji

p=J" po,

gdzie J = det F.

Zasady zachowania pedu i momentu pedu (wraz z réwnaniem ciagtosci) daja w
efekcie réwnania ruchu Cauchy’ego oraz (przy braku momentéw masowych) symetrie
tensora naprezen Cauchy’ego o. W dalszej czesci pracy ograniczymy sie¢ do opisu zja-
wisk niezaleznych od skali czasu, co skutkuje miedzy innymi pominieciem cztonow
bezwtadnosciowych. W efekcie otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan w postaci lo-
kalnej:

dive +pb =0

o=o", (2.2)
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gdzie b(x) jest polem sit masowych na jednostke masy.

Powyzszy zapis réwnan nie jest wygodny w tym sensie, ze opisuje zalezno$ci mie-
dzy wielkosciami zapisanymi w zmiennych aktualnych, co w dalszej perspektywie po-
wodowaloby konieczno$é catkowania po zmiennym w czasie obszarze Q. Dlatego tez
rownania — zostaly wyrazone przy uzyciu wielkosci nominalnych

DivS+poB=0 (2.3)
STFT =FS,

gdzie S jest tensorem naprezen nominalnych, ST jest pierwszym tensorem Pioli-Kirchhoffa
ST=JoF T,

natomiast B(X) = b(x(X)) jest nominalnym polem sit masowych.

2.1.5. Zwiazki konstytutywne

Zwigzki konstytutywne stanowia dopelnienie rownan (2.3)—(2.4) tak, aby uktad réw-
nan rézniczkowych czgstkowych, wspottworzacy zagadnienie poczatkowo-brzegowe, byt
w pehi okreslony. Ograniczajac sie do sprezystosci, zwigzek konstytutywny ustanawia
zaleznos¢ pewnej miary naprezenia od pewnej miary deformacji. W szczegolnosci, dla
materiatéw hipersprezystych owa zaleznosé definiuje sie poprzez skalarna funkcje W (F)
wyrazajacq energie odksztalcen sprezystych na jednostke objetosci w konfiguracji od-
niesienia, tak ze mamay

oW (F)

S" =
OF

W dalszej czesci rozprawy wykorzystana jest definicja zaczerpnigta z pracy Zien-
kiewicza i Taylora (2000), opisujaca material izotropowy typu neo-Hookean:

Tr(C) —3

WE) =Z(J-1>%+u (2 — Log(J)> (2.5)

DN >~

gdzie C jest prawym tensorem Cauchy-Greena,
C=FTF,

natomiast A i p sa statymi Lamégo.

2.1.6. Zagadnienie poczatkowo-brzegowe. Postaé staba

Roéwnania réwnowagi i rownania konstytutywne wraz z warunkami poczatkowymi i wa-
runkami brzegowymi stanowiag zagadnienie poczatkowo-brzegowe nastepujacej postaci:

1. Réwnania rownowagi i symetria tensora Cauchy’ego

STFT = FS
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2. Warunki poczatkowe i brzegowe

ST(X,t)N(X) = T(X,t) dla XeT,, t>0
w(X) = w(X) dla XeTl,, t>0 (2.7)
wX) = 0 dla X € Q°

3. Zwiazki konstytutywne

ow
ST — 2.8
T (2.8)
4. Definicja wielko$ci kinematycznych
F = Gradx, x =X+ u(X,t) (2.9)

Wielkosé¢ N(X), uzyta w warunkach (2.7)), jest wektorem normalnym do powierzchni I'...

Majac na wzgledzie dalsze zastosowania numeryczne, powyzsze zagadnienie zostaje
przeksztatcone do postaci stabej. Wiaze si¢ to z wyborem odpowiedniej przestrzeni
rozwigzan C; i przestrzeni funkcji prébkowych V

C, = {ut : Q0 — R"|u, € HY(Q), u, = @, na Fu} (2.10)
V={u: Q" - R ue H(Q), u=0naT,}, (2.11)
gdzie H'(Q°) jest oznaczeniem przestrzeni Soboleva (Evans, 2002).

Zagadnienie w postaci stabej sprowadza sie do znalezienia takich u; € C;, ze spet-
nione jest nastepujace réwnanie (zasada prac wirtualnych)

/O(Grad ﬁ)-STdQ—/Opoﬁ-BdQ—/ 4-Tdl =0 (2.12)
Q Q .

dla kazdej funkcji prébkowe;j uey (przy odpowiednio zdefiniowanych zwiazkach kon-
stytutywnych (2.8) i zmiennych kinematycznych(2.9))).

Mozna pokazaé, ze dla zachowawczych obciazen B i T powyzsza postaé staba jest
warunkiem koniecznym dla minimum funkcjonatu energii potencjalnej

H(u):/QOW(F(u))dQ—/QOpOu-BdQ—/F u-Tdl. (2.13)

Warunek konieczny uzyskuje sie z warunku zerowania si¢ pochodnych kierunkowych
wzgledem wszystkich wariacji uey:

I(u+su)=0. (2.14)
s=0

ds

2.2. Zagadnienie kontaktowe

Bez straty ogoélnosci, zagadnienie kontaktowe zostanie wprowadzone dla przypadku
kontaktu dwoéch ciat odksztatcalnych. Ograniczymy sie do modelowania jedynie od-
dziatywan kontaktowych majacych charakter lokalny. Przy tych zatozeniach, zagadnie-
nie kontaktowe mozna wprowadzi¢ formutujac dla kazdego z ciat zagadnienie brzegowe
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(2.6)—(2.9) zmodyfikowane poprzez wydzielenie na brzegach cial dodatkowo podzbio-
row I 9, na ktorych moga zachodzi¢ oddziatywania kontaktowe.

W niniejszej pracy skoncentrujemy sie na modelach zjawisk kontaktowych nieza-
leznych od skali czasu: geometrycznej nieprzenikalnosci oraz tarciu Coulomba. Uzycie
prostego prawa tarcia ma jedynie na celu umozliwi¢ klarownos¢ rozwazan. W ogolno-
Sci, bez wigkszego wpltywu na wprowadzone dalej techniki regularyzacji oraz metody
numeryczne, mozna by modelowa¢ bardziej skomplikowane zjawiska kontaktowe.

”(x t)
(1)
(l)
@
@(2)
(2)
y—x(z)(X,t)

Rysunek 2.2.1: Zagadnienie kontaktowe — notacja.

2.2.1. Kinematyka kontaktu

Sformutowanie warunkéw kontaktowych wymaga wprowadzenia zmiennych kinema-
tycznych okreslajacych wzgledne potozenie oraz wzgledny ruch powierzchni kontak-
towych. W niniejszej pracy zastosowano podejscie niesymetryczne (master-slave), w
ktorym w spos6b arbitralny ciatom QM) i Q) przydziela sie role, odpowiednio, slave i
master, a wzgledny ruch opisuje sie w odniesieniu do konfiguracji zwigzanej z cialem
master. Jako ze nie istnieje polski odpowiednik dla terminow master i slave, w dalszej
czesci pracy bedzie stosowane nazewnictwo anglojezyczne.

Po E:rzypmaniu ciatu Q® roli master a ciatu QW roli slave, kazdemu punktowi
X = Xt leZchmu na powierzchni v} (1) mozna przypisaé¢ najblizszy mu punkt y =
x§2) (Y) lezqcy na ’yc . W tym celu formulujemy zagadnienie poszukiwania punktu
v € 72 lezacego najbhzej punktu x:

€ = argmin " (X) —x” (¢37()) || (2.15)

gdzie

Y = ¢ (8),
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master

Rysunek 2.2.2: Zagadnienie kontaktowe — zmienne kinematyczne.

a \1’82) (&) jest pewna parametryzacja opisujaca fragment brzegu 89(()2). Powyzsze przy-

pisanie, przy odpowiednio regularnym brzegu 752) (rozmaitoéé¢ klasy C'), jest tozsame

operacji rzutowania prostopadtego punktu Xgl)(X) na powierzchnie 7. Warto pod-
kresli¢, ze problem moze by¢ niejednoznaczny, co moze powodowaé trudnosci
dla przyblizonych metod rozwiazywania zagadniei kontaktowych (por. Konyukhov i
Schweizerhof, 2008).

Majac okreglona normalna zewnetrzna n do powierzchni v(2) w punkcie y = XIEQ) (Y),

funkcje odleglosci wyraza sie w nastepujacy sposob:
gy =n- (x"(X) = x?(Y)). (2.16)

Wedtug powyzszej definicji, warunek gy = 0 oznacza kontakt, gy > 0 — separacje,
natomiast gy <0 — penetracje ciat.

W dalszej czesci rozpatrywane jest zagadnienie kontaktowe z tarciem, zatem nie-
zbedne jest wprowadzenie odpowiedniej miary predkosci poslizgu kontaktujacych sie
powierzchni. W niniejszej pracy przyjeto podejscie zaproponowane przez Laursena i Si-
mo (1993) polegajace na zdefiniowaniu predkosci poslizgu jako pewnej obiektywnej

(kowariantnej) pochodnej odleglosci xgl) (X) — X§2) (Y) zwigzanej z baza styczng

T4 = FOY, 1) ®7L(8),

gdzie \Ilé?) (&) = 8\1182) (€)/0€% jest baza w konfiguracji odniesienia. Baza T, stanowi
przejscie miedzy konfiguracja w przestrzeni parametrow £* a konfiguracja aktualng,
zwigzang z punktem rzutowania na powierzchni¢ ’y§2). Przyjmujac zatozenie, ze ciata
znajduja sie w idealnym kontakcie (tzn. gy = 0), predkosé poslizgu v oraz jej sktadowe

£“ w bazie T, wyrazone zostang nastepujaco (Laursen, 2002):

Vi = 4§07, = ((; X (X) — ax§2’<Y>> T“> ro = (vO(X) = v (Y)) ) 7.

gdzie T jest kobaza dla bazy 7.
W powyzszej definicji predkosci poslizgu vy pewien niepokdj moze budzié¢ zatozenie
idealnego kontaktu (gy = 0). Oczywiste jest, ze gdy ciala sa w separacji wtedy miara
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predkosci wzglednej nie ma znaczenia, gdyz nie ma wtedy oddziatywan kontaktowych.
Problem niedokladno$ci definicji moze sie natomiast pojawi¢ gdy stosuje sie metody
przyblizonego rozwigzywania zagadnien kontaktowych, ktore moga dopuszczaé pene-
tracje. Wtedy gy # 0, a uproszczona definicja predkosci poglizgu rézni sie od
pelnej definicji (por. Laursen, 2002) o czlony zwigzane z krzywizna powierzchni (2.
Zostana rozpatrzone dwa przypadki, w ktorych moze wystepowaé konieczno$é uwzgled-
nienia tych dodatkowych cztonéow:

1. Regularyzacja warunkéw kontaktowych moze dopuszczac rozwiazanie spetniajace
te warunki jedynie w przyblizony sposéb (jak np. w metodzie funkcji kary). W ta-
kim przypadku stosowanie przyblizonej miary predkosci poslizgu mogtoby
by¢ dyskusyjne. W ramach niniejszej pracy stosowana jest metoda rozszerzonych
mnoznikéw Lagrange’a, ktéra charakteryzuje si¢ tym, ze warunki kontaktowe
spetnione sg doktadnie.

2. W zwiazku ze stosowaniem iteracyjnej procedury rozwigzywania zdyskretyzowa-
nego zagadnienia kontaktowego w danej iteracji mozna sie¢ spodziewaé zaréwno
penetracji jak i separacji. W tym przypadku dodatkowe cztony predkosci moga
mie¢ wplyw na zbieznos¢ procesu iteracyjnego lecz nie na samo rozwigzanie, ktore
— jak juz wspomniano — spelnia warunek gy = 0.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze w ramach niniejszej pracy dopuszczalne jest stoso-
wanie uproszczonej definicji (2.17)).

2.2.2. Naprezenia kontaktowe

Zatozmy, ze w danej chwili czasu ¢ dwa kontaktujace si¢ ciala znajduja si¢ w rowno-
wadze. Wtedy dla kazdej pary punktéw x = X,El)(X) ey 5= x\? (Y) € v? takiej,
ze X =y, zachodzi warunek rownowagi naprezen kontaktowych:

~t0(x) = sV(x) - n = ¢ (7(x)) - n = tO(F(x))

Powyzsza réwnoéé, wyrazona za pomoca naprezen nominalnych T® = @ j&) ma
postac:

-TO(X)/iV = T (Y(X))/i?, (2.18)
gdzie j@ = da® /dA® jest wspotezynnikiem ekspansji powierzchni, ktéry w sformuto-

waniach kontynualnych mozna wyznaczyé ze wzoru Nansona, nda = J F"TINdA. Dla
rozpatrywanego przypadku cial znajdujacych sie w idealnym kontakcie (gy = 0), oraz
przyjmujac daV) = da®, zaleznosé mozna zapisa¢ jako
@ dA®

dAM
Powyzsza rownos¢ umozliwi pdzniejsze zapisanie warunku kontaktowego jedynie przy
uzyciu zmiennych zwiazanych z powierzchnia T'().

Wektor nominalnych naprezeni kontaktowych T(X) mozna przedstawié¢ jako sktado-

we w bazie {7, 72, n} zaczepionej w punkcie ¥ na powierzchni v?) (master). Pozwala
to wyodrebni¢ sktadowe styczne oraz sktadowa normalna:

Tr=Tr,7=(T -7,)7, Ty=Tyn=(T-n)n (2.20)

TZ -TW =T

(2.19)

Wedhug przyjetych powyzej oznaczen, sktadowa normalna naprezenia kontaktowego
jest zawsze niedodatnia, tzn. Ty < 0 (por. rys. 2.2.3(a)).
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2.2.3. Warunki kontaktowe

Obserwowana wtasno$¢ cial stalych polegajaca na tym, ze ciala wzajemnie sie nie
przenikajg a kontakt zachodzi jedynie poprzez powierzchnie bedaca czescig wspolng
brzegéw obu cial nosi nazwe warunku kontaktu jednostronnego. Ow warunek mozna
wprowadzi¢ w oparciu o podane wczesniej wielkosci kinematyczne i statyczne

(2.20) jako problem Signorini’ego:
gn > 0, TN < 0, gn TN =0. (2.21)

Nalezy zwrdci¢é uwage, ze opierajac 6w warunek na funkcji odlegtosci gy zdefiniowa-
nej jak w ) nie uwzglednia sie przypadku kontaktu ciala z samym soba (ang.
self-contact). To ograniczenie zostalo wprowadzone swiadomie z uwagi na pewne sub-
telne trudnosci jakie niesie ze soba uwzglednienie tego przypadku przy, stosowanym w
niniejszej pracy, podejsciu master—slaveﬂ.

AT
T

AT, pTy

(a) (b)

Rysunek 2.2.3: Schematyczna ilustracja (a) warunku kontaktu jednostronnego i (b)
warunku tarcia Coulomba.

Prawo Coulomba jest najprostszym modelem opisujacym zjawisko tarcia. Warunek
tarcia Coulomba definiuje si¢ w oparciu o wprowadzone wcze$niej: predkosé poslizgu
(2.17) oraz naprezenia kontaktowe . Warunek tarcia méwi, ze granica poslizgu
dla wartosci naprezenia stycznego || Tr|| jest proporcjonalna do naprezenia normalnego
Tn ze wspotezynnikiem proporcjonalnosci u, oraz ze wektor naprezen stycznych Top
oraz wektor predkosci poslizgu vy majag ten sam kierunek i zwrot. Schematycznie zo-
stalo to przedstawione na rys. [2.2.3(b), natomiast formalnie warunek zapisa¢ mozna
nastepujaco (dla Ty < 0):

®(Tr,Tn) = [|Tr|l+pTy <0
|Tr||ve = [vr| Tz (2.22)
|lvr||® = 0.

I'Trudno$ci wynikaja z faktu, ze w przypadku skonczonych deformacji nie mozna a priori ustali¢
podzialu brzegu na czesci master i slave. Trudnosci wystepuja zaréwno w opisie kontynualnym jak i
po dyskretyzacji MES.
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2.2.4. Zagadnienie poczatkowo-brzegowe.

Zagadnienie (2.6])—(2.9)), rozszerzone do przypadku dwdch kontaktujacych sie cial, wraz

z wprowadzonymi warunkami kontaktowymi (2.21)) i (2.22) stanowi zagadnienie pocza-
tkowo-brzegowe dla problemu kontaktowego (dla ¢ € {1,2}):

1. Rownania réwnowagi i symetria tensora naprezen Cauchy’ego

DivS® + o) B® = 0
AR - (2.23)
(FO ST — FO g)
2. Warunki poczatkowe i brzegowe
(SOX,t)'NI(X) = TOX,t) dla Xel'®, t>0
X)) = a?(X) dla Xel®, ¢>0 (2.24)
u(X) = 0 dla X € Q)
3. Zwiazki konstytutywne
, oW
N — 2 2.25
(S9) T (2.25)
gdzie W sy zdefiniowane tak jak w podrozdziale [2.1.5]
4. Definicja wielko$ci kinematycznych
= Grad x® gy =n (xV(X) - x? (Y
v =n(x(X) - x{*(Y)) 2.26)

vp = Kv(l)(X) —v® (?)) ’TO‘} T

5. Warunki kontaktowe (zgodnosé naprezen, brak penetracji oraz tarcie Coulomba)

Tr, 7+ Tyn=T = -TW = jﬁii
gy >0 ®(Tr,Tv) = | Tr[| + pnTn <O (2.27)
Tx <0 T vr = [|vr| Tr
gnTn =0 e[| @ =0

Zauwazmy, ze dzieki podej$ciu master-slave, warunki (2.27) okreslone sa tylko na
powierzchni slave, tzn. dla wszystkich x = x() € (1,

2.2.5. Regularyzacja warunkéow kontaktowych. Postac¢ staba

Podobnie jak w podrozdziale kolejnym krokiem jest doprowadzenie zagadnienia
f do postaci stabej. W przypadku zagadnienia kontaktowego, trudnosé¢ sta-
nowig warunki kontaktowe , ktore w postaci stabej prowadza do nieréwnosci wa-
riacyjnych. Nie jest to posta¢ bezposrednio nadajaca si¢ do zastosowan numerycznych,
dlatego tez zagadnienie jest doprowadzane do rownosci wariacyjnej, zawierajacej odpo-
wiednie cztony wymuszajace spelienie warunkow kontaktowych. Takie przeksztatcenie
nazywane jest regularyzacja warunkéw kontaktowych. W niniejszej pracy zastosowana
zostala jedna z metod regularyzacji — metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a.
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Postaé niezregularyzowana

Przeksztatcajac zagadnienie ([2.23)—(2.27) do postaci stabej dostajemy

2 ; X [ . * [ — .
Grad u®) . (ST g0 — Oa®.BOgo — [ a®.TOqr
@ o Po
QZ

i=1 ar I

gdzie pierwszy czton odpowiada za réwnowage kazdego z cial osobno, natomiast dru-
gi czton wprowadza oddziatywania kontaktowe. Oznaczajac cztony okreslone na po-
wierzchniach T'") przez G.,

. * . 2 . * .
Go(u, 0@y = — Z/F(i) TO. u® dr,
i=1 /Te

postaé staba (2.28)) mozna zapisaé¢ jako sume
G(ugi)’ ﬁ(i)) = G<1>(u§1>, {_“1(1)) + G(Q)(u?), 1*1(2)) + Gc(uﬁi), 1*1(@'))7

gdzie wyrazy GV i G odpowiadaja postaci stabej (2.12)) zapisanej dla kazdego z ciat
osobno.
Skoncentrujmy sie na czlonie G.. Korzystajac z (2.19)), G. mozna zapisaé jako

G.= / L TX) - (A0(X)— 4@ (Y(X))) dr.
Ie
co po dalszych przeksztalceniach, z wykorzystaniem ([2.20)), prowadzi do

Go= [ [Tym+ (60(X)= §(Y(X) + T, 7 - (50(X) - &(F (X)) ar.
(2.29)

Wykorzystujac wynik z pracy Laursena i Simo (1993), mozna wyprowadzi¢ nastepujace
wzory na wariacje wielkoéci gy i €, zwigzane z wariacjami u®;

*

gv=mn- [0V (X)— u®?(Y(X))|, (2.30)

e [A0(X)- 4@ (Y(X))] (2.31)

W powyzszych wzorach wielkoéé gy jest pochodna gy w kierunku wariacji wariacji 1*1,

natomiast £ jest jedynie przyblizeniem pochodnej €* w kierunku wariacji u. Wyraze-
nie jest Sciste dla gy = 0. Taki zabieg pozwala uniknaé¢ kosztownego wyznaczania
pochodnych zwiazanych z krzywizna powierzchni kontaktowej, co wydatnie obniza czas
obliczen numerycznych (Laursen, 2002). Wykorzystujac wzory i , wyraze-
nie zapisujemy ostatecznie w postaci

G.— /F N (TN g +Tr, @) dr. (2.32)
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Ten podstawowy wynik uzyskali rowniez, wprowadzajac nieco odmienne definicje pred-
kosci poslizgu, Pietrzak i Curnier (1999) oraz Klarbring (1995).

Ostatecznie, niezregularyzowana postaé staba dla zagadnienia f Spro-
wadza si¢ do zdefiniowania nastepujacych przestrzeni rozwiazan C,; i przestrzeni funkcji
préobkowych V:

C, — {ut : Q[()n U QgQ) . Rnd| u, € H1(Qél)> U Hl(ng)),

w = a§") na Fq(f), spetnione jest 1) na Fgl)}

* ()

V= {{3: 0 UOP — R ae HY(Q)) UHY(QP), @ =0 na rgﬁ} .

Rozwigzaniem jest takie pole u; € C;, ze dla kazdego pola uey spelnione jest 1)

Postaé zregularyzowana

Zauwazmy, ze analogicznie do (2.13)), przy zatozeniu konserwatywnosci sit B i T, dla
kazdego z kontaktujacych sie cial mozna okredli¢ funkcjonat energii potencjalnej 1) :

H(i)(u(i)) W( )(F( (u(i)))dQ / ,0 )40 . B 40 — / ). 1@ qr. (2.33)

Rozwigzanie zagadmema kontaktowego mozna wtedy traktowac jako minimalizacje zsu-
mowanej energii potencjalnej obu ciat IT = 22, IIY z natozonymi ograniczeniami kon-
taktowymi (2.27). Takie ujecie problemu pozwala na zastosowanie metod optymaliza-
cyjnych. Bazujac na pracach Alarta i Curniera (1991), Pietrzaka (1997) oraz Pietrzaka
i Curniera (1999), zdefiniowano nastepujacy lagranzjan:

L0 0, 2 ) = ) 4 [ (a0, )+ (a0, Mg )

gdzie A = Ay n + Ap, natomiast wyrazenia [y oraz lr sa funkcjami zaleznymi od
zmiennych podstawowych (przemieszczenia u”) oraz od zmiennych dualnych (mnoz-
niki Lagrange’a A),

()\N + 59N> gn, An <0
lN(u(l)au(2)7)\N) = 1 N
_7|)\N|2’ )\N >0
2p
()\T + vy dt) (v d), 1Azl < &
. 1 - . A A 0
(D u® Apk) = ¢ | =50 (Pl = 2620l + ) [1Aal] >
1 ~
——InrlI? A 0
g Al N>
(2.34)

gdzie 5\N: AN+ P 9N, S\T: Ar + pvrdt, k= —,u;\N, natomiast p jest parametrem
regularyzacyjny Wielkosci Ay i Ar nosza nazwe rozszerzonych mnoznikow Lagran-
ge’a. Mozna pokaza¢ (Pietrzak, 1997; Pietrzak i Curnier, 1999), ze punkt siodtowy
lagranzjanu L,

~

min max LD u? X\ k)

2Przyjeto taka sama warto$é¢ parametru p dla czeéci normalnej i stycznej. W ogélnoéci mozna uzyé
dwoch niezaleznych parametrow regularyzacyjnych.
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jest rozwiagzaniem zagadnienia (2.23] - . Warunkiem koniecznym dla istnienia punk-
tu smdlowego jest zerowanie si¢ pochodnych klerunkowychﬂ wzgledem wariacji prze-

mieszczen U i wariacji mnoznikoéw )\ nalezacych do przestrzeni
V, = {f}: QP U0® - R de HYOM) UH(QP), 4= 0 na r<i>}
V) = {i: T RY| Ac Hl(rg”)} .

Odpowiednie przestrzenie dla pola przemieszczen oraz pola mnoznikéw przedstawiaja
sie nastepujaco:

¢ ={u: Q" U — R u, € H(QY) UHNQP), w, = af” na TP}
Cr={x: ) - R X € H(QD))
Zauwazmy, ze w tym przypadku przestrzen rozwigzan nie zawiera juz wiezow jedno-

stronnych zwiazanych z warunkami kontaktowymi. Mozna teraz zapisac zregularyzowa-
ne zagadnienie kontaktowe w postaci stabej. Zadaniem jest znalezienie takich u; € Cy,

X €Cy, ze VU EV,, V;\ € V\ zachodzi

Llu+st, A+ sh k) =0. (2.35)

s=0

ds

Wystepujacy w (2.34)) czton vy dt wyraza przyrost drogi poslizgu. Bazujac na pracy
Pietrzaka i Curniera (1999) oraz korzystajac ze wzoru (2.17)), w dalszej czesci niniejszej
rozprawy przyrost vy dt bedziemy rozumieli jako

vrdt == Agr = A1y, (2.36)

gdzie wielko$¢ AE? jest zdefiniowana w taki sposob, ze co do wartosci zachodzi réwnosé
Ag™ = gut,

natomiast pochodna A& wzdtuz wariacji u zostanie okreslona, z wykorzystaniem de-
finicji (2.31)), w nastepujacy sposob:

d

s Af*(u+su) =£°

s=0

Wykorzystujac przyrostows definicje wielkosci v dt podanag w rownaniu ([2.36)),
pochodne wyrazenia (2.35) zostana zapisane jako (Pietrzak, 1997; Pietrzak i Cur-
nier, 1999):

-2 (f

+ /F o (T]gff Iy +T¢" ga> dr + /F o (gNeﬂ Ay +AEY )\Ta) dr, (2.37)

(Grad u®) . (ST a0 —/ p(()i) GO B0 _/ ) T(i)dr)
10) N0 NG

3Pochodng I liczymy przy ustalonym czlonie k.
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* * * *
gdzie A\y=A-n, Ay, =A\-T,, natomiast wielkosci z indeksem ”eft” odpowiadaja pochod-

. . . . . s K. x
nym kowariantnym wyrazen [y i lr wzdtuz wariacjiju i A:

A v <0
Tt = ’ A 2.38
N { 0, Ay >0 (2.38)
M., Azl <k
<\ . . Ny<0
Tef = Sl A >k (2.39)
° A7
Oa S\N >0
gn, 5\N < 0
IN.g = 1 R 2.40
et —*)\N, )\N >0 ( )
Ag?, 1Az < &
1 ~ ;\T ~ ~ AN < 0
o — = [ Ap, — kL | mPe, Ar|| >k
Ageff = 0 ( T ||AT||) H TH (241)
1 )
—*)\Tﬁmﬁa, >\N >0
p

Uzyty powyzej symbol m?® = 77 . 7 jest macierza metryczna.

Zwr6émy uwage na fakt, ze regularyzacja warunkow kontaktowych metoda rozsze-
rzonych mnoznikéw Lagrange’a objawia sie¢ w réwnaniu jedynie w postaci wpro-
wadzonych catek liczonych na powierzchni I'(). Owe czlony sa niezalezne od uzytych
modeli materiatowych kontaktujacych sie cial. Jest to szczegdlne korzystne w przypad-
ku stosowania Metody Elementéw Skonczonych, poniewaz umozliwia wyabstrahowanie
elementéw zwiazanych wytacznie ze zjawiskami kontaktowymi. Co wiecej, mozna sto-
sowac¢ inne niz, zakladane w niniejszym rozdziale, hipersprezyste modele materiatowe
bez ingerencji w postaé¢ cztonéw odpowiedzialnych za zjawiska kontaktowe (Pietrzak,
1997). Fakt ten wykorzystano w rozdziale [7| gdzie w niektérych przyktadach rozpa-
trzono deformacje plastyczne kontaktujacych sie cial.

4Dokladniej, wzdluz sktadowych wariacji odpowiednio w bazie lub kobazie stycznej.






Rozdzialt 3

Metoda Elementéw Skonczonych
w zagadnieniach kontaktowych

W niniejszym podrozdziale przedstawiono schemat rozwiazywania zregularyzowanej
postaci stabej zagadnienia kontaktowego z tarciem przy pomocy Metody Elementow
Skonczonych (MES). W podrozdziale jest opisany ogélny zarys MES, bazujacy na
zagadnieniu deformacji pojedynczego ciata hipersprezystego. Podrozdziat stano-
wi rozszerzenie uwzgledniajace zjawiska kontaktowe. Opisany jest schemat elementu
kontaktowego. W podrozdziale przedstawiono przeglad zastosowanych, w ramach
niniejszej pracy, technik wygtadzania kontaktu.

3.1. Ogdblny zarys MES

Metoda Elementow Skoniczonych (MES) jest jedna z podstawowych metod przyblizone-
go rozwigzywania nieliniowych zagadnien poczatkowo-brzegowych. W zastosowaniu do
zagadnien zapisanych w postaci stabej (por. ), charakteryzuje si¢ odpowiednim
wyborem skonficzenie-wymiarowych podprzestrzeni C i V* dla przestrzeni rozwigzan C;
i przestrzeni funkeji prébkowych V, oraz odpowiednim wyborem baz rozpinajacych owe
podprzestrzenie. Taki proces okresla sie mianem dyskretyzacji przestrzennej. Zostanie
to doktadniej opisane w podrozdziale [3.1.1

Zdyskretyzowane (przestrzennie) zagadnienie poczatkowo-brzegowe prowadzi do ukta-
du réwnan wzgledem wektora zmiennych u! — sktadowych w wybranej uprzednio bazie
funkcyjnej. Réwnania maja zwykle charakter réwnan nieliniowych wzgledem wektora
u! oraz rownan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu. Aby poradzié¢ sobie z owa
zaleznoscig od czasu, wprowadza sie odpowiedni schemat rozwigzywania zagadnien za-
leznych od czasu (podrozdzial . Wiaze si¢ to z podzialem domeny czasowej na
skoriczone interwaly (przyrosty) i umozliwia sprowadzenie zagadnienia do réwnan alge-
braicznych sformutowanych dla wektora uik i rozwigzywanych w dyskretnych chwilach
czasu ty.

Nieliniowy charakter réwnan wzgledem zmiennych uﬁk wymaga odpowiednich tech-
nik rozwiazywania. Jedng z takich technik — stosowana w niniejszej pracy metode
Newtona-Raphsona — przedstawiono w podrozdziale |3.1.3]

Niniejszy podrozdzial powstal w oparciu o ksiazki Kleibera (1989), Curniera (1993)
oraz Zienkiewicza i Taylora (2000).
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3.1.1. Dyskretyzacja przestrzenna
Dyskretyzacja. Element skonczony

Wychodzac z postaci stabej zagadnienia poczatkowo-brzegowego (por. ), mamy
doczynienia z nieskonczenie-wymiarowymi przestrzeniami funkcyjnymi C; i V. Dla me-
tod numerycznych stosuje sie ich skonczenie-wymiarowe podprzestrzenie (oznaczone
odpowiednio C* i V). W niniejszej pracy wykorzystano metode Galerkina, ktoéra cha-
rakteryzuje sie przyjeciem tej samej bazy rozpinajacej podprzestrzenie C!' oraz V.
Ograniczajac sie do ogdlniejszego przypadku zagadnien tréjwymiarowych, w oparciu o
definicje i , przestrzenie CJ i V" mozna okresli¢ w nastepujacy sposéb:

ch — {uﬁ:QgﬁRﬂuf:ZuiNi, ub = & ~ i, na r’;} (3.1)
Vh:{ﬁh:QgéRﬂﬁh:ZﬁiNi, u" = 0 na FZ}, (3.2)

gdzie
;= ((wph, (uh)a, (u})s) 3.3

= (&), (&), (49);) (3.4)
sg zmiennymi okreslajacymi wektor przemieszczen, majacymi sktadowe w bazie
((Nza 07 O)J (07 Ni7 0)7 (O) 07 Nz)) .

Funkcje N;(X) nosza nazwe funkcji ksztaltu. Standardowo, spelniaja nastepujace
warunki:

L N;:QF =R, N; € CO>QF), N; € PCHQ)
2. SNy(X)=1 na Q

Pierwszy warunek oznacza, ze wymagamy aby N; byty cigglymi funkcjami skalarnymi,
majacymi prawie wszgdzieﬂ ciagta pochodna. Drugi warunek méwi, ze N; maja charak-
ter funkcji wagowych. Trzeci warunek wyroznia wezly. W kazdym wezle X; funkcja N;
przyjmuje wartos¢ 1, podczas gdy w pozostatych weztach przyjmuje wartos¢ 0. Daje
to podstawe do interpretacji wielkosci u! jako wartosci weztowych.

Dla wygody notacji, zamiast macierzy i mozna wprowadzi¢ jednowymia-
rowe wektory dla zmiennych podstawowych wu} oraz funkcji probkowych u’:

1,2 3\ _ 1 4 .5 6\ _ 2 M-2 , M-1 2 M\ _ _M/3
(ut,ut,ut)—ut, (ut,ut,ut)—ut, ce (ut Uy ,ut)—ut (3.5)
* * * * * * * * N9 kN1 * *
(ul,u2,u3) :1111, <u47u5’u6) :uz’ o (uM Q’uM 1’UM) —M/3

oraz odpowiadajacy im wektor elementéw bazy

N = ((N1,0,0), (0,Ny,0), (0,0,Ny), (N2, 0,0),..., (Nyy/3,0,0), (0, Nayss, 0), (0,0, Nyyy3) )

! Prawie wszedzie — wszedzie poza zbiorem miary zero.
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Wymiar przestrzeni C' i V" jest zatem réwny rozmiarowi wektora ul, ktéry — przed
uwzglednieniem przemieszczeniowych warunkéw brzegowych — okresla liczbe stopni
swobody zdyskretyzowanego zadania. Liczbe ta oznaczmy przez M. Wprowadzenie prze-
mieszczeniowych warunkow brzegowych, w najprostszej postaci prowadzi do ustalenia
warto$ci przemieszczen dla konkretnych stopni swobody oraz do wyeliminowania z
uktadu rownan [3.9| réwnan zwiazanych z tymi stopniami swobody. Dla przejrzystosci
zapisu, w dalszej czesci niniejszego rozdziatu nie beda uwzgledniane przemieszczeniowe
warunki brzegowe.

NCX) NOXO NCXD
140 T R
\\
//’/ .,-“'x}\\\
X Xs Xs
~— - —\ - -~ _ - — _\ ,
elem. 1 elem. 2 elem. 3 elem. 4 elem. 5

Rysunek 3.1.1: Funkcje ksztaltu i podziat na elementy skonczone. Przypadek 1D.

Zdyskretyzowany odpowiednik postaci stabej (2.12]) jest zagadnieniem sprowadza-
jacym sie do znalezienia takich ul € C! ze dla kazdej funkcji probkowej uh e Yh
spetnione jest réwnanie

o

/Qh(Grad W) - ST (uh) d — /m po - BdQ— [ W .Tdl=o0.  (3.6)
0 0

Wobec faktu, ze wymiar przestrzeni V" jest réwny M, powyzsze zagadnienie jest réw-
nowazne uktadowi M réwnan. Dobierajac funkcje probkowe tak, aby doktadnie jedna
sktadowa © ¢ miala warto$é 1 podczas gdy pozostate byty réwne zero, otrzymujemy
uktad M réownan skalarnych:

Ry :/Q (GradNy) - S (> Nlug)d9+/ﬂh—p0Nk : Bd9+/h—Nk -Tdl'=0 (3.7)
l 0 I

h
0

dla k = {1,...,M}. Wektor R(u;, X;,t) nosi nazwe wektora rezydualnego, a warunek
zerowania sie tego wektora odpowiada réwnowadze (uogélnionych) sit weztowych. We

wzorze (3.7 skorzystano z definicji
M
k=1

wyrazajacej zaleznosé ciaglego (przyblizonego) pola przemieszezen od dyskretnych war-
tosci weztowych. W przypadku, stosowanego w niniejszej pracy, sformutowania izopa-
rametrycznego podobny wzor obowiazuje réwniez dla potozen poczatkowych,

M
X" =3 N X,
k=1

gdzie X* jest wektorem sktadowych potozent weztéw X; (analogicznie do (3.5))).
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Wybér odpowiednich funkcji ksztaltu (por. rys. [3.1.1) pozwala na podzial obszaru
QF oraz brzegu ' na minimalne podobszary €y i Ty ograniczone przez wezly ¢X;
takie, ze do wyznaczenia calki po takim podobszarze potrzebne sa tylko wielkosci “u’
oraz °X; (funkcje ksztaltu zwiazane z pozostalymi weztami sa réwne zero). Jest to
rownowazne wymaganiu, aby zachodzity réwnosci:

M ‘K

h k e e, k e..h

\V/XGEQO u; = ZNkut = Z Nk U, = Wy
k=1 k=1
M °K

h k e ek exrh

Vxeea, X' =3 NiXF =3 ON, Xk =X
k=1 k=1

gdzie °K oznacza liczbe stopni swobody zwiazanych z wektorem “u¥. Okreslone w ten
sposéb podobszary nazwiemy elementami (elementami skonczonymi). Symbol e po
lewej stronie poszczegdlnych wielkosci oznacza fakt, ze jest to wielkos¢ zwigzana z
elementem i ze stosuje si¢ indeksy lokalne. Réwnania (3.7) mozna teraz przedstawié

Rysunek 3.1.2: Podziat obszaru na siatke elementow czteroweztowych.

jako sumy catek wyznaczone w poszczegdlnych elementach:

Ny Nv+Ng N
((GradNy) - S™(“u) — poN; - B) d2+ 3 / “N,-Tdl =0,
e=Nvy+1 eIr

(3.8)

gdzie Ny i Ng oznaczaja odpowiednio liczbe elementéw objetosciowych oraz liczbe
elementow powierzchniowych.

W powyzszych réwnaniach, najkosztowniejsze numerycznie sg operacje wyznacza-
nia wielkoéci S(“uf), B oraz T. Bezposrednie wykorzystanie wzoru powodowatoby
koniecznosé¢ wielokrotnego ich obliczania. Dlatego tez, zamiast oblicza¢ kazda sktado-
wa sit weztowych Ry z osobna, przeprowadza sie obliczenia dla kolejnych elementéw,
co daje mozliwos¢ wykonania kosztownych obliczen tylko jeden raz. Wyznaczone na
poziomie kazdego elementu wielkosci °R,,, stanowig wktad do globalnego wektora Ry.
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Wzoér (3.8|) przybiera wtedy postac

Ny +Ng
R= > °L°‘R, (3.9)
e=1
gdzie
/ [Grad®N,,, - ST(“u") — po°N,,, - B]dQ2 dla e < Ny
eRm — Qo ) (310)
lr —°N,, - TdI' W p.p.

sa wktadami z kazdego elementu do globalnego wektora sit weztowych Ry. Macierz L™
o wymiarach (M x °K) transformuje (dla kazdego elementu e) jego lokalne indeksy do
indeksow globalnych.

Wyznaczenie wkladow “R niezaleznie w kazdym elemencie jest charakterystycz-
na cecha Metody Elementéw Skonczonych, natomiast obliczanie lokalnego wektora ‘R
stanowi jedng z podstawowych procedur realizowanych na poziomie elementu. W dal-
szej czesci pracy skoncentrowano sie zatem na wyznaczaniu wektora ‘R na poziomie
elementu w oparciu o lokalne wektory ¢X™, “uy", °N,,.

Calkowanie zdyskretyzowanych réwnan réwnowagi

Zazwyczaj niemozliwe jest analityczne wyznaczenie calek w réwnaniach (3.10). Stosu-
je sie zatem kwadratury, ktore sg metoda przyblizona, polegajaca na zamianie catki
po obszarze na pewna skonczona sume, bazujaca na wartosciach funkcji w wybra-
nych punktach obszaru. Standardowym podejsciem jest zastosowanie kwadratur Gaussa
(Jankowska i Jankowski, 1981), charakteryzujacych si¢ odpowiednim doborem punktéw
catkowania °XY oraz zwigzanych z nimi wag “w?.

Przyjmujac 8 punktéw catkowania dla tréjwymiarowego, triliniowego elementu ob-
jetosciowego oraz 4 punkty catkowania dla biliniowego elementu powierzchniowego,
wWzOr sprowadzony zostaje do nastepujacej postaci:

[M] =

w? [Grad °N?_ - ST (“u’(°X9)) — po®NY. - B] dla e < Ny,
‘Rpp =14 77° (3.11)
w9 {ean . Tg} W p.p.,

Q
Il

M=

0

g

gdzie
°NY, = °N,,(°X9), B? =B(°XY), T? = T(°X).

Warto wspomnie¢, ze powyzsze sformutowanie odnosi sie do najprostszych, prze-
mieszczeniowych elementow bi- oraz triliniowych. Ze wzgledu na niekorzystne efekty
numeryczne (np. blokowanie — volumetric locking, shear locking) w praktyce stosuje sie
bardziej zaawansowane sformutowania (enhanced strain (Simo i in., 1993), F-bar (de
Souza Neto i in., 1996), selective reduced integration, sformutowania mieszane, i in.).
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3.1.2. Schemat catkowania po czasie

Zagadnienia rozpatrywane w niniejszej pracy naleza do klasy zagadnien quasi-statycznych,
niezaleznych od skali czasu. W ogélnosci, znalezienie rozwiazania w chwili ¢, wyma-
ga znajomosci dotychezasowych trajektorii przemieszezen weztowych wu; (zaleznosé od
Sciezki catkowania po czasie).

W niniejszej pracy stosowany jest algorytm kroczacy (por. Kleiber, 1989), ktory
bazuje na dyskretyzacji czasu, czyli podziale przedzialu czasu [0, 7] na mniejsze frag-
menty

N-1

[=1[0,7]= | [tn, tn+1]

n=0

oraz wyznaczaniu, w schemacie niejawnym, rozwiazania réwnania w chwilach ¢,
W oparciu o rozwigzania z poprzednich chwil czasu.

Zaloézmy, ze znamy rozwiazanie w,, , w chwili £,,_;. Zdyskretyzowane rownanie réw-
nowagi dla chwili £, mozna zapisa¢ nastepujaco:

R(utnv W, o, tn) = 07 (312)

gdzie niewiadomymi sa elementy wektora uy, .

Dla konkretnego schematu catkowania po czasie istotne jest okreslenie przyblizenia
dla wektora predkosci. W niniejszej pracy stosowany jest schemat niejawny, dlatego
owo przyblizenie jest funkcja wektoréw przemieszczen aktualnych w,;, (ktére sa nie-
wiadomymi) oraz przemieszczen z poprzedniego kroku czasowego w,, ,. Odpowiednie
zaleznosci dla przypadku zregularyzowanych cztonéw kontaktowych zostang podane w

rozdziatach [3.2.2] oraz [6.2.2

3.1.3. Metoda Newtona-Raphsona

Uktad rownan (3.12) wyraza warunek réwnowagi sit weztowych dla zagadnienia
zdyskretyzowanego przestrzennie i czasowo. Zaleznosé residuum R od szukanego wekto-
ra przemieszczenl weztowych u;, ma (poza najprostszymi przypadkami liniowej sprezy-
stosci) charakter nieliniowy. W wiekszosci przypadkow nie istnieja algebraiczne metody
znajdowania rozwigzan dla takich uktadéw, stosowane sa zatem metody przyblizone.
W niniejszej pracy zostata uzyta metoda Newtona-Raphsona — jedna z popularniej-
szych metod przyblizonego rozwigzywania nieliniowych uktadéw réwnan. Metoda jest
wielowymiarowym odpowiednikiem metody stycznych Newtona (por. rys. , gdzie
w miejsce modutu stycznego obliczana jest konsystentna macierz styczna K bedaca
peing pochodng wektora sit weztowych R po stopniach swobody zadania, natomiast
obliczanie kolejnego przyblizenia wiaze si¢ z rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych

Auy, = — K((j_l)utn)_1 R((j_l)utn)

0y, =6 Vu, +Au,,

gdzie indeks po lewej stronie zmiennej oznacza numer iteracji.

W ramce 3.1.1 przedstawiono zarys algorytmu. Zwréémy uwage, ze na kazdym kro-
ku iteracyjnym wyznaczana jest macierz styczna K oraz rozwigzywany jest zwiazany z
nig uktad réwnan liniowych. Obie te operacje stanowig o wysokim koszcie numerycznym
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(=4 4

Rysunek 3.1.3: Ilustracja metody Newtona-Raphsona.

metody. Zaletg metody jest granicznie kwadratowa zbieznosé. Istotny jest fakt, ze po-
dobnie jak w przypadku wektora rezydualnego, réwniez macierz styczng mozna wyzna-
czy¢ odwolujac sie niezaleznie do poszezegdlnych elementéw (por. rozdz. [5.1.2] [6.1.2)).
Dodatkowa zaleta stosowania konsystentnej macierzy stycznej jest jej wykorzystanie
do, uzywanej w niniejszej pracy, metody obliczania problemu wrazliwosci (rozdz. [4)).

w;, , — rozwiazanie w poprzednim kroku czasowym

Ow;, :=w;, , — punkt startowy procedury iteracyjnej
ji=0
Powtarzaj:
ji=7+1
Ny +Ng )
R = Z e:[4 ER(]_lutn,utnﬂ,tn)
e=1
s 0°R
K := ‘L—
e; 33_1111;”
Au:=-K 'R

, -
Tag, '=7""w, + Au

dopéki [|[Au| > e, lub ||R| > ¢,

w, ="'uy,

n

Ramka 3.1.1: Metoda Newtona-Raphsona.

3.1.4. Schemat rozwigzywania Metoda Elementow Skonczonych

W ramce 3.1.2 przedstawiony jest schemat rozwiazywania zdyskretyzowanego zagad-

nienia (2.12)), bazujacy na algorytmie kroczacym po czasie (rozdz. [3.1.2)) oraz na ite-
racyjnej metodzie Newtona-Raphsona (rozdz. [3.1.3). Po fazie inicjalizacji danych, dla

kolejnych krokéw czasowych i, wykonywana jest petla metody Newtona-Raphsona.
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W rzeczywistosci schemat rozwigzywania jest bardziej rozbudowany — umozliwia
miedzy innymi skracanie kroku czasowego w przypadku braku zbieznosci oraz zawie-
ra algorytm oszacowywania, na podstawie warunkéw brzegowych, wartoéci “u,, dla
kolejnych krokéw czasowych (Korele, 2008).

Inicjalizacja
Wy, = 0
Dla n € {1,..., N} wykonaj:

0

Wy, = Wy,_,

j =

Powtarzaj:

j=j+1
Nv+Ng

R := Z eLeR(jilutnautnflvt")

e=1

Nv+Ng IR
K = ‘L——
ez::l 33*111]115”
Au:=-K'R

, -
wg, '=7"""wy, + Au

dopéki [|[Au| > ¢, lub ||R| > ¢,

7
W, = "Wy,

n

Ramka 3.1.2: Schemat analizy MES dla zagadnienia (2.12]).

3.2. Zagadnienie kontaktowe

Zastosowanie Metody Elementéw Skonczonych do zagadnien kontaktowych wymaga
dodatkowych zabiegéw w poréwnaniu do schematu przedstawionego w poprzednim
podrozdziale (por. Laursen, 2002; Wriggers, 2002). W podrozdzialezostanie Wpro-
wadzone pojecie elementu kontaktowego oraz poruszone beda niektore aspekty zwia-
zane z dyskretyzacja przestrzenng. W podrozdziale zostanie oméwiony biliniowy
element kontaktowy.

3.2.1. Dyskretyzacja

Posta¢ staba zregularyzowanego zagadnienia kontaktowego sktada sig, oprocz
catek po objetosci kazdego z kontaktujacych sie ciat, réwniez z catek po powierzchni
kontaktowej ciata slave wyrazajacych warunki kontaktowe. Dyskretyzacja tych réwnan
wymaga okreslenia skonczenie-wymiarowych odpowiednikéw dla przestrzeni rozwigzan
C:, Cy oraz przestrzeni wariacji V,, V). Powoduje to podzial na elementy skonczone
zaréwno objetoSciowe jak i powierzchniowe — w tym kontaktowe (por. rys. [3.2.1]).
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master

——e segmenty tworzgce wybrany element kontaktowy
~—— powierzchnia zwigzana z weztem xg

rrrrrrrrr brzeg przed procesem dyskretyzacji

Rysunek 3.2.1: Schemat dyskretyzacji powierzchni kontaktowej. Zaznaczono wybrany
element kontaktowy oraz pole powierzchni Ay zwigzane z calkowaniem w wezle xg.

W tym miejscu nalezy zwroci¢é uwage na kilka aspektéw charakterystycznych dla
zagadnien kontaktowych:

1. Wyznaczenie wktadu elementu kontaktowego do wektora R i macierzy K wy-
maga wykonania rzutu ortogonalnego z punktu catkowania (wezel slave) na po-
wierzchnie master. Dany element kontaktowy musi zatem zawiera¢ odpowiedni
zbiér weztow (pare kontaktowa) umozliwiajacy znalezienie punktu rzutowania. W
trakcie analizy ciata sie deformuja i przemieszczajg wzgledem siebie co powoduje,
ze powiazania par kontaktowych musza ulec zmianie (por. rozdz. .

2. Dyskretyzacja powoduje, ze powierzchnia master ma niska regularnosé (np. ka-
walkami liniowa/biliniowa). W konsekwencji mozna si¢ spodziewaé, ze dla pew-
nych konfiguracji nie bedzie mozliwe wykonanie rzutu prostopadlego z danego
punktu slave. Jednym z rozwiazan tego problemu jest zastosowanie gtadkiej pa-
rametryzacji powierzchni master, co zostalo przedstawione w podrozdziale [3.3]

3. Zastosowanie kwadratur do catkowania wyrazen kontaktowych wiaze si¢ z od-
powiednim wyborem punktow catkowania. W niniejszej pracy zastosowano po-
dejscie node-to-segment oraz catkowanie w punktach weztowych co powoduje, ze
warunki kontaktowe spelnione sa doktadnie tylko dla weztow — pozostate punkty
powierzchni slave moga penetrowaé ciato master. Miedzy innymi dlatego, przy
stosowaniu podejscia node-to-segment, strona slave jest zazwyczaj gesciej dys-
kretyzowana.

4. Przyblizone catkowanie wiaze sie z potrzeba wyznaczenia pola powierzchni Ay
zwiazanej z danym weztem. Dlatego tez w elemencie kontaktowym opréocz wezta
slave znajduja sie réwniez jego bezposredni sasiedzi (por. rys. [3.2.1 oraz artykut
Stupkiewicza, 2001).
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3.2.2. Element biliniowy

Zdyskretyzowany problem kontaktowy pozwala na wydzielenie elementu kontaktowego
jako minimalnego podzbioru weztéw, ktéry w sposéb autonomiczny (tzn. niezalezny
od wartosci weztowych spoza elementu) umozliwia policzenie wktadu do wektora R i
macierzy K. W zastosowanym w niniejszej pracy podejsciu master-slave, element kon-
taktowy jest na stale powigzany ze strona slave zatem wezty odpowiadajace tej stronie
nie zmieniajg si¢. W trakcie analizy moga si¢ natomiast zmienia¢ wezty odpowiadajace
stronie master.

X2 master
M
L XM x’\jl
g N n x2 xS
/g\. slave x’
2 )(3 3

Rysunek 3.2.2: Schemat elementéw kontaktowych: (a) element 2D dla parametryzacji
liniowej, (b) element 3D dla parametryzacji biliniowe;.

Dla ustalenia uwagi zostang wprowadzone pewne zatozenia. Po pierwsze rozpa-
trywany bedzie przypadek 3D, gdyz jest ogdlniejszy i jego szczegblnym (prostszym)
przypadkiem jest zagadnienie dwuwymiarowe. Drugie zatozenie polega na tym, ze cia-
to master jest zdyskretyzowane elementami o$mioweztowymi (szeSciennymi), czyli ze
jego powierzchnia sktada sie z (w og6lnosci nieplanarnych) czworobokéw. Owe elementy
osmioweztowe sg wynikiem dyskretyzacji przy pomocy kawatkami trzyliniowych funkcji
ksztattu, czego naturalng konsekwencja jest przyjecie kawatkami biliniowej parametry-
zacji powierzchni master.

Czes¢ elementu kontaktowego dotyczaca strony slave bedzie zawiera¢ jeden wezet
— w ktérym bedziemy liczy¢ kwadrature Lobatto — oraz sasiadujace z nim wezty (trzy
lub wiecej) potrzebne do wyznaczenia pola powierzchni Ay (por. rys. [3.2.3)).

W danym elemencie kontaktowym, z kazdym weztem o ustalonym potozeniu po-
czatkowym X' powigzane jest jego przemieszczenie u’ tak, ze aktualne potozenie wezta
mozna zapisa¢ wzorem x' = X 4+ u’. Dodatkowo, wezel Xg = X! ma przypisane trzy
stopnie swobody w postaci mnoznika Lagrange’a A (por. . Wezly zwiazane ze
strong master beda indeksowane jako X1, X3, ...

Parametryzacja powierzchni kontaktowej

Stosowane w niniejszej pracy podejscie master-slave charakteryzuje sie tym, ze po-
wierzchnie pary kontaktowej traktowane sg w rézny sposob. Dany punkt lezgcy na po-
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Powierzchnia A, odpo-
= wiadajaca weztowi X

Wezet slave nalezacy
do elementu

Wezet slave nie nale-
zacy do elementu

Rysunek 3.2.3: Wycinek brzegu ciata slave. Zaznaczono wezty slave nalezace do ele-
mentu kontaktowego zwigzanego z weztem Xg, oraz powierzchnie Ay zwigzang z tym
elementem.

wierzchni slave jest rzutowany na sparametryzowang powierzchnie master, co pozwala
wyrazi¢ kontaktowe zmienne kinematyczne (gy 1 vr) za pomoca wielkosci zwigzanych z
baza styczna, zaczepiong w punkcie rzutowania. Proces dyskretyzacji ciat slave i master
powoduje, ze ich powierzchnia przestaje Scisle odzwierciedlaé¢ rzeczywisty brzeg ciat.
Najbardziej naturalnym podejsciem okreslenia rzutowania w przypadku dyskretnym
jest przyjecie, ze parametryzacja ¥ stosowana w cze$ci kontaktowej zagadnienia ,
pokrywa si¢ z brzegiem zdyskretyzowanych ciat slave 1 master. Zaktadajac dodatkowo,
ze przeksztatcenie zastosowane do dyskretyzacji obszaru jest kawatkami trzyliniowe, to
brzeg tak powstatego zbioru jest kawatkami biliniowy. Z uwagi na prosta postac takiej
parametryzacji i na fakt, ze sposoéb parametryzacji jest w duzej mierze niezalezny od
pozostalych czesci procedury elementu kontaktowego, zostanie ona wykorzystana w
niniejszym podrozdziale.

Na podstawie aktualnego polozenia weztéw master (tworzacych nieplanarny czwo-
robok), ptat powierzchni biliniowej mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

1

, 1 X}, X3 1—¢&2
xy=W(xh,, €)== (1-¢, 1+&
w=T(x6) = (1-¢ 1+¢) @ xt ) l1se
gdzie & € [—1,1] x [—1, 1] jest wektorem parametréw funkcji ¥ (parametryzacji plata
powierzchni), natomiast x4, = X%, + u}, sa aktualnymi potozeniami weztéw.

Lokalny uklad bazowy

W stosowanym w niniejszej pracy podejsciu, opis ruchu zwiagzany jest z lokalnym ukta-
dem bazowym (T4, n). Ow uktad bazowy oraz okre§lone w nim zmienne kinematyczne
sg $cisle zwigzane z wyborem konkretnej funkcji odlegtosci, bazujacej na rzucie pro-
stopadtym punktu slave na powierzchnie master. W ogélnosci, taki rzut moze by¢
przedstawiony w sposéb niejawny jako rozwigzanie nieliniowego uktadu r()wnafﬂ

H(&; gn) = xu(Xyy, &) — X +ngy =0, (3.13)
gdzie
_ TiXT2 _ Oxu _ 0¥
1’1(6) - ”7'1 % 7_2”7 Ta(ﬁ) - aga - 8537

2W niektérych przypadkach (np. segmenty dwuwymiarowe i kawalkami liniowe) mozna okreslié
rzut w sposéb jawny.
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oznaczaja, odpowiednio: normalna do powierzchni oraz wektory styczne. Ta tréjka wek-
toréw tworzy baze lokalna, wyznaczona w punkcie x,; = ¥(£). Wielkosé gy odpowiada
funkcji odlegtosci , natomiast xg jest potozeniem wezta slave. W celu rozwigzania
powyzszego uktadu rownan stosowana jest metoda Newtona. Zarys algorytmu, wyko-
rzystujacy oznaczenia b= (¢! &% gy) oraz H(b) = H(E, gn), zostal przedstawiony w
ramce 3.2.1.

b :=(0,0,0)
i:=0
powtarzaj:
=141
OH(" b
M := 85—1b )
Ab:= —(M"Y)H("'b)
‘b:="b+ Ab
dopdki ||Ab|| > ¢ oraz i < ima
€ = ('b!, ih?)
gn ="b?

Ramka 3.2.1: Algorytm znajdowania rzutu ortogonalnego.

Wyznaczanie drogi poslizgu Agyr

W zregularyzowanej postaci zagadnienia kontaktowego, przedstawionej w podrozdziale
2.2.5] wystepuje wielkos¢ Agr, ktora odpowiada przyrostowi drogi poslizgu. Zastoso-
wanie dyskretyzacji i przyjecie konkretnego schematu catkowania po czasie wymaga
rowniez odpowiedniego zdefiniowania tej wielkosci, czym blizej zajeto sie w podroz-
dziale [6.2.2l W tym miejscu zalézmy jedynie, ze Agr bedzie funkcja przemieszczen
aktualnych oraz przemieszczen z poprzedniego kroku czasowego. Dodatkowo zaktada-
my, ze Agr jest styczne do aktualnej powierzchni master, oraz ze

AgT — 0, dla Atk = (tk - tk—l) — 0+.

Obliczenie wektora rezydualnego R i macierzy stycznej K

Calki powierzchniowe po powierzchni kontaktowej wystepujace w réwnaniu ba-
zuja na wyrazeniach zdefiniowanych przez réwnania —. Przedstawiony w
niniejszym podrozdziale proces dyskretyzacji umozliwia okreslenie dyskretnych odpo-
wiednikéw dla tych wyrazen. Konkretna ich posta¢ zalezy od wyboru parametryzacji
powierzchni master oraz od wyboru schematu catkowania po czasie i zwiazanej z tym

definicji cztonu Agr = A&*r,, (por. rozdz. [6.2.2)).

*
* ol
Trudnos¢ moze stanowic¢ okreslenie dyskretnej wersji cztondow gy oraz £¢ z rowna-

nia 1’ ktore trzeba wyrazi¢ jako funkcje wariacji zmiennych podstawowych u’.
Korzystajac ze wzoréw (2.30)—(2.31))) dla kontynualnych odpowiednikéw tych wyrazen
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i w oparciu o wynik z pracy Laursena i Simo (1993), uzyto nastepujacych definicji:

* * *
In = (Xs - XM) -1,
i * *
£ = (XS_XM) T,
gdzie

* * * 1
Xg =Ug=1u

* . * g GXM(XZ}VI, é)
= Z " ou’

% £>=const.

Dobér wektora funkcji probkowych dla przemieszczen w taki sposob, ze zawsze doktad-
nie jedna sktadowa jest rowna 1 podczas gdy pozostate sg réwne zero, prowadzi do M
niezaleznych wariacji:

(I8)m = ((0%X8)m — (§Xa1)m) - 1,
(ga)m = ((5XS>m - (5XM)m) : Ta»

gdzie
aXS
<5X5)m - aum7
. 8xM
(5XM)m = aum s

£>=const.

natomiast u™ sg przemieszczeniowymi stopniami swobody.
Ostatecznie zapiszemy wktad danego elementu kontaktowego do residuum global-
nego R jako wektor ztozony z czesci ‘R, i ‘Ry:

ER — [eRu CR)\]’

gdzie

(eRu)m = AO (T]\G;ff(éN)m + Tﬁf(ga)m> ’
‘Ry = 4 (gNeff n -+ Af_sz Ta) .

W powyzszej definicji wykorzystano przyblizone catkowanie w punkcie weztowym, gdzie
Ay jest polem powierzchni w konfiguracji poczatkowej zwiazanym z weztem slave (punk-
tem catkowania). Dla przypadku 3D, warto$¢ Ay wyznacza sie w sposéb przyblizony, na
podstawie iloczynéw wektorowych miedzy krawedziami wychodzacymi z wezta slave.

Wktad elementu do macierzy stycznej K wyznaczany jest poprzez przeprowadzenie
pelnej linearyzacji wektora ‘R (zrézniczkowanie po wszystkich stopniach swobody w
elemencie):

0°R, 0°R,
K — oeu  0°¢X
0°Ry, 0°R,

ocu 0eX



40 Rozdziat 3. Metoda Elementéw Skonczonych w zagadnieniach kontaktowych

3.3. Wygtadzanie kontaktu

W podrozdziale [3.2.2] przedstawiono schemat elementu kontaktowego, w ktérym pa-
rametryzacja powierzchni master pokrywata sie z brzegiem zdyskretyzowanego ciata.
Taki wybér parametryzacji daje niska regularnosé powierzchni (powierzchnia kawatka-
mi biliniowa jest klasy C°), co prowadzi do trudnoéci w uzyskaniu zbieznoéci procedury
obliczeniowej. Dwa gltoéwne czynniki powodujace problemy to nieciagto$¢ wektora nor-
malnego do powierzchni oraz nieistnienie lub niejednoznacznos¢ rozwigzania problemu
rzutu prostopadtego (por. rys.|3.3.1]). Wtasnie bezposrednia ich konsekwencja moga by¢
oscylacje lub brak rozwiagzania procedury iteracyjnej. Na przyktad zaktadajac, ze roz-
wiazanie jest usytuowane w poblizu naroza mozna sie spodziewac, ze — bez zastosowania
specjalnych technik — w czasie iteracji sity kontaktowe beda sie gwaltownie zmieniaty
uniemozliwiajac zbiezno$¢. Inny niekorzystny efekt moze sie pojawi¢ gdy zagadnienie
postawione w postaci kontynualnej jest quasi-statyczne, a w wyniku niedoktadnosci
dyskretyzacji powierzchni kontaktowej zatraca ta wlasnosé (por. rys. [3.3.2). Pominie-
cie cztonéw dynamicznych daje wtedy nieciaglo$c rozwigzan wzgledem czasu, co moze
prowadzi¢ do braku zbieznosci procedury iteracyjnej (por. Klarbring, 1990).

n
master master T
X
On In
2 3
In In
/ °
XS xS

Rysunek 3.3.1: Problem znalezienia punktu rzutowania na powierzchni¢ master w na-
rozniku i zwiazany z tym problem znalezienia bazy lokalnej: (a) brak rozwigzania dla
niegtadkiej parametryzacji, (b) jednoznaczne rozwiazanie dla wygtadzonej powierzchni
master.

W celu zaradzenia powyzszym problemom, w niniejszej pracy zastosowano wygta-
dzanie kontaktu. Przez wygtadzanie bedziemy rozumieli stosowanie gtadkiej parame-
tryzacji powierzchni master. W ramach niniejszej pracy zaimplementowano szereg ele-
mentéw kontaktowych, rézniacych sie uzytym rodzajem gtadkiej parametryzacji. Uzyto
krzywych (w 2D) i powierzchni (w 3D) sklejanych, ktore maja ta korzystna wiasnosé,
ze modyfikacja polozenia jednego punktu kontrolnego powoduje modyfikacje krzywej
(powierzchni) jedynie w ograniczonym zakresie (por. rys. |3.3.3)).

W podrozdziale [3.3.1] wprowadzono parametryzacje wykorzystujace krzywe i pta-
ty Bézier. W zagadnieniach tréjwymiarowych, ich zastosowanie ograniczone jest do
powierzchni pokrytych siatkami strukturalnymi. W podrozdziale przedstawiono
parametryzacje wykorzystujaca ptaty Gregory’ego, ktéra mozna zastosowacé rowniez w
przypadku siatek niestrukturalnych.
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\{
\4

master

Rysunek 3.3.2: Problem quasi-statyczny po dyskretyzacji moze traci¢ wlasnos¢ istnie-
nia rozwigzan quasi-statycznych. Na rysunku pokazana mozliwa nieciggtosé¢ rozwigzan
wzgledem czasu.

0Y) o

<y°)

(Y™ +5y7)

® 'y

Rysunek 3.3.3: Wplyw wariacji przemieszczen wzdhuz wspétrzednej y? na ksztalt pa-
rametryzacji funkcjg sklejana. Widoczny jest lokalny charakter wptywu wariacji na
krzywa.

3.3.1. Krzywe i ptaty Bézier

Przypadek 2D

W przypadku dwuwymiarowym, parametryzacje brzegu master mozna zdefiniowaé jako
gtadkie (klasy C') sklejenie nastepujacych krzywych Bézier:

4
W(e,d) = 3 By(e)d" (3.14)
i=1
gdzie d* sg odpowiednio dobranymi punktami kontrolnymi, natomiast
) 1 . )
B (&) = on (Zil1> (E+ 1)1 (€ — 1)t ie{l,2,...,n+1} (3.15)

jest bazqg wielomianowq Bernstein’a stopnia n. Potozenie punktéw kontrolnych jest
pewna (liniowa) funkcja potozen weztéw master. Punkty dobiera sie tak, aby zachowaé
gladko$é parametryzacji na calym brzegu ciata master. Ow wybér nie jest jednoznacz-
ny. W niniejszej pracy rozpatrywane sa dwa (sposrdéd wielu) sposoby doboru punktéw
kontrolnych.
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Pierwszy sposéb okreslenia punktéw kontrolnych (por. Pietrzak, 1997) wymaga
czterech sasiednich wezléw master (por. rys. [3.3.4{a)). Punkty kontrolne d* definiuje
sie wtedy nastepujaco:

d' =x3,, d? = x3, + a(x}, — x3,), (3.16)
d* =x3,, d® = x3, + a(x3, — x3), (3.17)

gdzie parametr « okresla charakter krzywej. Nieodpowiedni dobér tego parametru moze
spowodowaé (Pietrzak, 1997) samoprzeciecie sie krzywej. W niniejszej pracy przyjeto
a=2/3.

Krzywa oparta na 4 weztach charakteryzuje sie tym, ze przechodzi przez wszystkie
wezty brzegu master oraz dobrze oddaje geometrie brzegu ciata sprzed dyskretyzacji.
Pewna wada jest uzycie 4 weztéw, co wpltywa niekorzystnie na koszt obliczen procedur
elementow kontaktowych. Réwniez niekorzystny jest fakt, ze modyfikacja potozenia
jednego wezta powoduje modyfikacje krzywej w promieniu 4 weztéow z kazdej strony.

Rysunek 3.3.4: Parametryzacja krzywymi Bézier: (a) krzywa oparta na 4 weztach, (b)
krzywa oparta na 3 weztach.

Drugi wykorzystany w pracy sposob definiowania punktéw kontrolnych, zapropono-
wany przez Krstulovi¢a-Opare (2001), wymaga trzech sasiednich weztéw master (por.
rys. [3.3.4(b)). Punkty kontrolne wyznaczone sa wtedy nastepujaco:

1 2 1 2
an=HIE g1 ) MU g
4 X?M"‘X?w 3 X?w"‘x?w 2
at=HTE g (1 )R g

gdzie parametr 3, okreslajacy charakter krzywej, ustalony zostal jako § = 1/2. Tak
zdefiniowane krzywe Bézier sg styczne do srodkéw odcinkéw taczacych sasiednie wezty.
W ogolnosci krzywa nie przechodzi przez wezty co, przy rzadszych siatkach, moze sie
wigzaé¢ z niedoktadnym odwzorowaniem geometrii brzegu ciata sprzed dyskretyzacji.
Zaletami, w porOwnaniu z parametryzacja opartg na 4 weztach, sg nizsze koszty obli-
czeniowe oraz bardziej lokalny wplyw modyfikacji potozenia wezta na ksztalt krzywej.

Przypadek 3D

W pracy uzyto ptatéw powierzchni Bézier wykorzystujacych 16 punktéw kontrolnych
dv (1,5 € {1,2,3,4}),

W(¢g, d7) iiB 2)a”. (3.18)

=1 j5=1
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Punkty kontrolne, podobnie jak w przypadku 2D, definiuje sie w oparciu o potozenie
weztow master tak, aby zapewnié¢ gladkos¢ powierzchni ztozonej z przylegajacych do
siebie platéw. W niniejszej pracy wykorzystano dwie takie definicje (sposréd wielu
mozliwych), ktére sa analogiczne do odpowiednikéw dwuwymiarowych.

Pierwszy sposob definiowania punktéw d” (w oparciu o prace Pietrzaka, 1997)
wykorzystuje informacje o potozeniu 16 weztéw master, oznaczonych jako xé@ (por.

rys. [3.3.5(a)):

FIod? AP @ (@ d)

G A A a(@? - A, (3.19)
gdzie

d' = x% d* = x% + a(x3i — x1))

IR I U N

sa punktami pomocniczymi, natomiast o = 2/3.

x’y x’jl? x’jﬁ X:AA
41 42 43 44
d d? d” d
31 2 33 34
Xo 31 X 32 33 31XM Xu 3 32 33
d d d d Xy Xy Xy
41 42 43 d44
21 22 23 24 o dt d”
d, d° d° d7 LA S S 4
31 32 33 34
1 d® d' d* d ® d o df) d’
d", d? d? AN SR S
21 22 - =
Xu Xy Xir Xy X2 21(\ d22r) Xé; e X2
12 13 14
d" d d d
® © © (9]
1" 12 13 14 11 12 13
Xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy

(a) (b)

Rysunek 3.3.5: Topologia weztow i punktéw kontrolnych dla ptatéw Bézier: (a) opartych
na 16 weztach, (b) opartych na 9 weztach.

Podobnie jak dla przypadku 2D, powierzchnia charakteryzuje si¢ tym, ze przecho-
dzi przez wszystkie punkty weztowe, co pozwala dobrze przyblizy¢ powierzchnie ciata
sprzed dyskretyzacji.

Drugi sposob definicji punktow kontrolnych zostal zaproponowany w niniejszej pra-
cy jako potaczenie koncepcji Pietrzaka (1997) i Krstulowi¢a-Opary (2001). Parametry-
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zacja plata bazuje na 9 weztach master (por. rys. [3.3.5(b)):

@l = (@) djz:(l—ﬁ)aﬂ;alerﬁ&”,

@o (@0 dY), @ = <1—ﬁ>aj2§aj3 + A2,
gdzie

&“:;( M+ X30), El”z(l—ﬁ)XM;XMw

d'’ = ;(x}%ﬁxﬁ}), d*’ = (1—ﬁ>;XM + Bx3

sa punktami pomocniczymi, natomiast 5 = 1/2. W tym przypadku, powstata po-
wierzchnia jest styczna do srodkow czworobokéw stanowigcych brzeg zdyskretyzowa-
nego ciata master. W poréwnaniu do powierzchni ztozonej z platow bazujacych na
16 weztach, niniejsza definicja charakteryzuje sie nizszym kosztem obliczeniowym oraz
bardziej lokalnym wptywem potozenia weztéw na ksztatt powierzchni. Mankamentem
jest fakt, ze ptaty w ogdlnosci nie przechodza przez punkty weztowe a przez srodki bo-
kéw co powoduje ze owe powierzchnie gorzej przyblizajg rzeczywista geometrie ciata.

Oba powyzsze podejécia wymagaja czworokatnej i strukturalnej] siatki na wygta-
dzanym brzegu. Podczas gdy pierwszy warunek jest tatwo zapewnié¢, tak drugi — struk-
turalnosé siatki na brzegu — zwykle jest niespelniony (np. naroza prostopadlo$cianu
zdyskretyzowanego trojwymiarows siatka strukturalna). Dlatego tez zakres stosowal-
nosci powyzszych metod wygtadzania jest ograniczony jedynie do fragmentéow brzegu
ciata master zdyskretyzowanych siatka strukturalna.

3.3.2. Ptaty Gregory’ego

Wymog strukturalnosci siatki w przypadku ptatéow Bézier moze by¢ powaznym ograni-
czeniem, gdyz nie zawsze jestesSmy w stanie to zapewnié¢ (np. gdy mozliwy jest kontakt
na calej powierzchni ciata master). Kiedy dochodzi do sytuacji, ze w kontakcie uczest-
niczy wezet taczacy wiecej lub mniej niz cztery przylegajace czworokaty, wtedy trzeba
zastosowac inna, odpowiedniejsza metode wygltadzania. Jedna z takich metod jest wy-
korzystanie platow Gregory’ego.

Ptaty Gregory’ego (Puso i Laursen, 2002) jest to parametryzacja zachowujaca je-
dynie ciggloéé¢ normalnych do powierzchni. Nie spelnia warunkéw cigglodci klasy C?!,
tym niemniej w obrebie dziedziny danego ptata mozna okresli¢ w sposéb jednoznaczny
pochodne kierunkowe (a zatem i plaszczyzne styczna).

Definicja ptata Gregory’ego ma posta¢ bardzo podobna do definicji ptata Bézier
(réw. (3.18):

(& (xir}) =203 By(€)Bi(E) 87(6'. ),
) (1+(=1)7ehHdy + (1 + (-1 &dy
()= (e (i (cney o eI
W P.p-

3Fragment siatki na powierzchni nazwiemy strukturalnym gdy kazdy wezel sasiaduje z taka sama
liczba wielokatow (“oczek” siatki). W niniejszej pracy, wezly w siatkach strukturalnych sasiaduja
doktadnie z czterema czworokatami.
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Rysunek 3.3.6: Topologia weztéw i punktow kontrolnych dla ptata Gregory’ego (jeden
z mozliwych przypadkow). Topologia punktéw kontrolnych jest niezalezna od liczby
sasiadujgcych segmentow.

Roéznica polega na tym, ze punkty kontrolne g/ sg nieliniows funkcjg potozen punktéw
weztowych. Wyznaczenie g/ bazuje na, pokazanych na rys. m, punktach d¥, d¥.
Skomplikowana zaleznos¢ tych 20 punktéw posrednich od punktéow weztowych, oraz
nieliniowa zalezno$é¢ punktéw kontrolnych g¥ od punktéw posrednich powoduje, ze
koszt wyznaczenia ptata Gregory’ego jest o wiele wyzszy niz w przypadku platow
Bézier.

Doktadng procedure wyznaczania punktéw kontrolnych mozna znalez¢ w pracy Pu-
so i Laursena (2002). Najistotniejszy w calej procedurze jest fakt, ze najpierw wyzna-
czane sa normalne n® do weztéw x5, (k € {1,2,3,4}) na podstawie ulozenia krawedzi
wychodzacych z tych weztéw (rys. a dalsza czes¢ procedury bazuje juz tylko na
wielko$ciach n* oraz x%,. Dzigki temu procedura jest niezalezna od liczby wielokatéw
spotykajacych sie w wezle x%,, czyli mozna ja zastosowaé réwniez dla niestrukturalnych
siatek powierzchniowych.

3.3.3. Por6éwnanie metod parametryzacji powierzchni master

W celu zbadania wlasnosci numerycznych elementéw wykorzystujacych rézne, przed-
stawione w niniejszej pracy, rodzaje parametryzacji powierzchni master, przeprowa-
dzono ich poréwnanie dla pewnego modelowego, trojwymiarowego problemu. Wyniki
zamieszczone w niniejszym podrozdziale zostaty réwniez opublikowane w pracy Korel-
ca i in. (2006).

Zagadnieniem modelowym bylo przesuwanie miekkiego prostopadtosciennego kloc-
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ka po twardszym podlozu, z uwzglednieniem tarcia (por. rys. i 3.3.8)).

Rysunek 3.3.7: Schemat zagadnienia przesuwania migkkiego prostopadtosciennego kloc-
ka po twardszym podtozu.

Rysunek 3.3.8: Zagadnienie przesuwania migkkiego prostopadtosciennego klocka po
twardszym podlozu. Rozwigzanie MES w dwoch wybranych chwilach czasu.

Wiyniki przedstawione w tabeli [3.3.1] pokazuja wskazniki ztozonosci czasowej obli-
czen dla czterech rodzajow parametryzacji. Pierwszy wskaznik jest procentowym udzia-
tem sumarycznego czasu wyznaczania wektora R i macierzy K w elementach kontakto-
wych wzgledem catkowitego czasu obliczen. Drugi wskaznik pokazuje catkowita liczbe
iteracji wykonanych w procesie obliczeniowym.

Z wynikéw zamieszczonych w tabeli [3.3.1] mozna wyciagna¢ nastepujace wnioski:

1. Koszt obliczen procedur w elementach wykorzystujacych poszczegolne rodzaje
parametryzacji jest zgodny z oczekiwaniami, tzn. najnizszy koszt w przypadku
parametryzacji Biliniowej a najwyzszy w przypadku ptatéw Gregory’ego.

2. Drugi wskaznik, czyli catkowita liczba iteracji, jest najnizszy w przypadku ptatow
Bézier opartych na 9 weztach oraz ptatéw Gregory’ego. Wysoka liczba iteracji w
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Tabela 3.3.1: Wskazniki ztozonosci czasowej obliczen dla réznych rodzajow parametry-
zacji powierzchni master.

Rodzaj parametryzacji | % catkowitego czasu | Catkowita liczba iteracji
Biliniowa 0.9 154
Bézier 9 2.3 75
Bézier 16 3.5 102
Gregory 14 86

przypadku parametryzacji Biliniowej wskazuje na trudnosci ze zbieznoscia, ktore
moga by¢ spowodowane niegtadkim potaczeniem pomiedzy ptatami powierzchni.
W przypadku parametryzacji ptatami Bézier opartymi na 16 weztach probleméw
mozna upatrywaé¢ w bardziej nielokalnym wplywie potozenia wezta master na
ksztalt krzywej. Wplywa to niekorzystnie na liczbe iteracji potrzebna do uzyska-
nia rozwigzania w danym kroku czasowym.

Podsumowujac, odpowiedni dobor elementu zalezy od réznych czynnikéw. Jezeli da
si¢ zapewni¢ strukturalnos¢ siatki, wtedy korzystniej jest zastosowac¢ jedna z parame-
tryzacji wykorzystujaca ptaty Bézier z uwagi na ich cigglos¢ oraz stosunkowo niski koszt
obliczeniowy. W przeciwnym razie, wymagane jest zastosowanie badz to elementéw bi-
liniowych badz tez ptatow Gregory’ego. Elementy biliniowe sa korzystne z uwagi na
niski koszt obliczania procedur elementu kontaktowego, jednak w bardziej ztozonych
przypadkach niz takie jak ten, zaprezentowany w niniejszym podrozdziale, moga sie
pojawié¢ problemy ze zbiezno$cia. 7Z kolei uzycie ptatow Gregory’ego wiaze si¢ z bardzo
wysokimi kosztami obliczeniowymi.

W poréwnaniu z ptatami Bézier opartymi na 16 weztach, wykorzystanie zapropo-
nowanych w ramach niniejszej pracy ptatow Bézier opartych na 9 weztach jest korzyst-
niejsze ze wzgledu na nizszy koszt obliczeniowy. Podstawowa wada tego podejscia jest
jednak gorsze odzwierciedlenie rzeczywistej geometrii ciata, jako ze w ogdlnosci ptaty
nie przechodza przez wezly a przez $rodki segmentéw.






Rozdziat 4

Analiza wrazliwosci

W rozdziale 3| przedstawiono sposob przyblizonego rozwigzywania problemu kontak-
towego z tarciem przy uzyciu MES. Na danym kroku czasowym t, rozwiazaniem jest
wektor w,,, na ktéry sktadaja sie wartosci wszystkich stopni swobody zadania. Od
owego rozwigzania wymagamy, zeby spetniato zdyskretyzowane réwnania rownowagi
zapisane w postaci rezydualnej

R’(utn7 utn—l? X7 tn) = 0

stanowigce tzw. problem bezposredni. Aby znalez¢é owo rozwigzanie, postugujemy sie
iteracyjna metoda Newtona-Raphsona, ktéra do rozwiazania uktadu liniowego wyko-
rzystuje konsystentng macierz styczng K.

W niniejszym rozdziale bedzie rozpatrywany taki sam typ problemoéw z ta réznica,
ze zostanie wprowadzony wektor ¢ parametryzujacy zagadnienie. W ogdlnosci parame-
tryzacja moze dotyczy¢ roznych aspektéw zagadnienia. Moga to by¢ parametry funkcji
okreslajacej state materiatowe, ksztatt poczatkowy, warunki poczatkowe, itp. Pozwa-
la to na postawienie problemu znalezienia zaleznosci du/d¢; — pochodnej rozwiazania
wzgledem parametréw zadania.

Znajomo$¢ pochodnej du/d¢; moze mieé¢ wiele praktycznych zastosowan. Przede
wszystkim okresla wrazliwo$¢ rozwiazania na zmiane parametru ¢;. Sama w sobie jest
wigc cenna informacja — pozwala na przyktad ocenié¢ stopien wrazliwosci ksztattu kon-
cowego produktu na niedoskonatosci wykonania poétproduktéw. Z drugiej strony, zna-
jomos¢ owej pochodnej jest niezbedna dla gradientowych metod optymalizacyjnych, co
zostanie blizej przedstawione w podrozdziale [4.1]

Najprostszym podejsciem do wyznaczenia pochodnej du/d¢; jest zastosowanie —
posiadajacej wiele wad — metody FDM, bazujacej na réznicach skoniczonych (podroz-
dziat . Efektywniejsza metode — Analize Wrazliwosci — przedstawiono w podroz-
dziale 4.3l

4.1. Zastosowanie do optymalizacji

Dla wybranej grupy L parametréw projektowych ¢;, zadanie optymalizacji procesu
polega na poszukiwaniu takich wartosci tych parametrow, ktére minimalizuja pewna
skalarna funkcje J(¢). Owa funkcja, zwana funkcjg kosztu lub funkcjq celu (ang. ob-
jective function), wiaze w sobie poszczegdlne kryteria stawiane procesowi. Kryteria sa
zwykle funkcja rozwiazania, tak wigc ich zaleznos¢ od parametréw zadania ma charak-
ter niejawny.
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W niniejszej pracy optymalizowanym procesem bedzie zregularyzowane zagadnienie
kontaktowe w postaci zdyskretyzowanej. W wyniku obliczen otrzymuje sie rozwigzania
w poszczegdlnych krokach czasowych wy, (¢). Zaktadajac pewna ustalona postaé funkeji
celu J(uy, (@), ...,y (@), @), problem odwrotny (optymalizacyjny) mozna przedstawi¢
nastepujaco:

~

¢ = argmg}n J(uy, (@), ..., us, (@), P)

Pomijajac kwestie istnienia i jednoznacznodci, oraz zaktadajac gltadkosé J(¢), warun-
kiem koniecznym dla minimum jest zerowanie sie pochodnych wzgledem parametrow
zadania. Ow warunek mozna zapisa¢ w postaci uktadu L rownan nieliniowych:

DJ o X 0J du,(9) .
Do 06 Zow, don O el L} (4.1

Uzycie metod gradientowych do wyznaczania minimum funkcji kosztu, wymaga
znajomosci, okreslonej w rownaniu , wielkos$ci DJ/D¢;. Podczas gdy wystepujace
tam cztony 0J/0 ¢; oraz 0J /0w, (¢) sa zwykle dostepne poprzez jawne zr6zniczko-
wanie funkcjonatu J, o tyle czlony dw,, (¢)/d ¢; maja charakter niejawny, co wymaga
uzycia specjalnych technik do ich obliczenia.

Metody gradientowe charakteryzuja sie potrzeba wielokrotnego wyliczania wartosci
pochodnych dla rozwigzan odpowiadajacych réoznym parametrom zadania. Istot-
ne jest zatem aby koszt ich wyznaczania byt mozliwie niski. Stad tez w niniejszej pracy
zastosowano metode DDM Analizy Wrazliwosci (por. podrozdz. — metode efek-
tywniejsza i doktadniejsza w poréwnaniu do popularnej metody bazujacej na réznicach
skonczonych.

Zagadnienia optymalizacyjne zamieszczone w rozdziale [7] zostaly rozwiazane przy
uzyciu jednej z metod gradientowych — metody BFGS (Press i in., 1992; Bertsekas,
1993).

4.2. Aproksymacja réznicami skonczonymi — metoda
FDM

Najbardziej intuicyjna metoda wyznaczenia niejawnej pochodnej du/d¢; jest, bazuja-
ca na roznicach skoriczonych, metoda FDM (ang. Finite Difference Method). Polega
na przyblizeniu pochodnej funkcji u(¢) po parametrze ¢; (liczonej w punkcie ¢) za
pomocy ilorazu réznicowego. W niniejszej pracy przyjeto nastepujaca definicje ilorazu
roznicowego metody FDM:

du(¢) u(¢+adi)—u(g)
d¢z - (07

gdzie przez §; rozumiemy wektor [0, ...,0, 1,0, ...,0] (jedynka na i-tym miejscu).

Jak tatwo zauwazy¢, uzycie tej metody do wyznaczenia pochodnych po m réznych
parametrach wymaga rozwiazania m + 1 réznych probleméw bezposrednich, co jest
kosztowne. Co wiecej, nie wiadomo z gory jaka przyja¢ warto$¢ perturbacji o tak, zeby
przyblizy¢ pochodng mozliwie najdoktadniej. Przyjecie zbyt duzej wartosci o powoduje
niedoktadnosci zwiazane z przyblizaniem pochodnych przy pomocy modutéw siecznych.
7 drugiej strony zbyt mata wartos¢ a prowadzi do btedéow natury numerycznej.
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W celu zobrazowania problemu odpowiedniego doboru parametru « przeprowadzo-
no serie obliczen. Dla zagadnienia Hertza, zamieszczonego w podrozdziale[7.1.1], obliczo-
no pochodng rozwiazania wzgledem promienia walca za pomoca Analizy Wrazliwosci
(opisanej w nastepnym podrozdziale) a nastepnie metodg FDM dla réznych parame-
trow o = AR. Wykres na rys. [4.2.1] przedstawia wartosci btedu wzglednego rozwiazan
otrzymanych metoda FDM dla réznych wartosci parametru a. Widoczna na wykre-
sie wielkosé Err(«) jest btedem wzglednym miedzy pochodna liczong metoda FDM a
wynikiem otrzymanym przy uzyciu Analizy Wrazliwosci (por. podrozdzial .

[(u(¢ + adi) —u(p))/a — du(¢)/do|
[du(p)/dell

Err(a) =

Pomimo faktu, ze rozwiazanie otrzymane przy pomocy Analizy Wrazliwosci jest row-

Log,o (Exrr (a))
~

Logy, (o)

Rysunek 4.2.1: Blad aproksymacji w metodzie FDM dla zagadnienia Hertza (podroz-

dziat [7.1.1).

niez obarczone pewnym bledem natury numerycznej, wida¢ wyrazng zaleznos¢ rozwia-
zania wyznaczonego metodg FDM od wyboru perturbacji . Wynika z tego wniosek, ze
odpowiedni dobér parametru « jest kluczowy dla doktadnosci metody FDM. Niestety,
w wigkszosci przypadkow nie da sie a prior: ustali¢ optymalnej wartosci dla perturbacji
parametru ¢;, co stanowi powazne ograniczenie tej metody.

Kolejnym utrudnieniem w stosowaniu metody FDM dla probleméw zaleznych od
Sciezki catkowania po czasie jest fakt, ze w przypadku adaptacyjnego doboru kroku
czasowego trzeba zadbaé¢ o to, aby wszystkie obliczenia przebiegaly w tych samych
punktach czasowych. Wynika to z tego, ze samo rozwiazanie zalezy od wyboru punktow
catkowania. Konieczno$¢ zapewnienia wspoélnych punktéow czasowych dla wszystkich
roznic skonczonych moze znaczaco wydtuzy¢ czas obliczen a — w skrajnych przypadkach
— uniemozliwi¢ ich przeprowadzenie z odpowiednia doktadnoscia.

Duzy koszt numeryczny i ograniczona mozliwosé kontroli doktadnosci metody sg to
mankamenty, ktore utrudniaja jej wykorzystanie w praktyce — szczegélnie w zastoso-
waniu do automatycznego procesu optymalizacji.
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4.3. Analiza Wrazliwosci

W niniejszej pracy wykorzystano analityczng metode wyznaczania wyzej wymienio-
nych, niejawnych pochodnych, zwang Analizg Wrazliwosci. Bazujac na pracy Micha-
lerisa i in. (1994), mozna rozpatrywaé dwa podejscia do Analizy Wrazliwosci: Adjoint
Sensitivities oraz Direct Differentiation Method (DDM). Pierwsze podejécie, w zasto-
sowaniu do probleméw zaleznych od $ciezki catkowania po czasie (takich jak problemy
kontaktowe z tarciem), charakteryzuje sie niekorzystna ztozonoscig pamieciowa, pro-
porcjonalng do liczby krokéw czasowych oraz do liczby stopni swobody. Dlatego tez nie
wykorzystano tej metody pomimo, ze posiada lepsza ztozonos¢ czasowa dla duzej licz-
by parametréw ¢;. W pracy skoncentrowano sie natomiast na zastosowaniu podejscia
opartego na bezposrednim rézniczkowaniu (DDM), ktére (podobnie jak sam problem
bezposredni) ma zlozono$¢ pamieciowa niezalezng od liczby krokow czasowych.

4.3.1. DDM dla zagadnien niezaleznych od historii, bez proble-
mu wewnetrznego

Aby wyjasni¢ na czym polega metoda DDM Analizy Wrazliwoéci, rozpoczniemy od

najprostszego przypadku nieliniowego zagadnienia niezaleznego od Sciezki catkowania

po czasie i niezawierajacego problemu wewnetrznego (np. zagadnienia nieliniowej spre-

zystosci). Takie sparametryzowane zagadnienie, mozna zapisa¢ w postaci rezydualnej:

R(u(¢:), X(¢:), ¢:) = 0.

Wiedzac, ze niezaleznie od wyboru parametru ¢; powyzsze réwnanie jest spetnione w
punkcie rozwiazania, mozemy zapisac:

AR _ORdu ORdAX OR _
do;  Oudp; OXdp; Op;

Przeksztatcajac, problem wrazliwosci zostaje sprowadzony do nastepujacego uktadu
rownan liniowych:

0.

OR\ du ORAX IR\ o
(au) - (m@ *a@) 2 p, (12)

Zauwazmy, ze macierz 0R/0u jest konsystentna macierza styczng K uzywana do roz-
wigzania problemu bezposredniegd'] Jest to o tyle wygodne, Ze nie trzeba jej ponownie
wyznaczac¢ oraz przeprowadzac niektorych operacji zwiazanych z rozwiazywaniem ukta-
du réwnan liniowych (np. dekompozycja macierzy).

4.3.2. DDM dla zagadnien zaleznych od historii zawierajacych
problem wewnetrzny

Metoda DDM, w zastosowaniu do klasy probleméw jakimi si¢ zajmujemy w niniej-
szej pracy, ma bardziej skomplikowang posta¢. Wynika to z faktu, ze w przypadku

Powyzsze réwnanie pozwala na intuicyjne zrozumienie metody DDM. Wykorzystujac analogie do
rozwiazywania problemu bezpos$redniego mozna powiedzieé, ze wrazliwosé rozwiazania jest zalezna
w sposéb liniowy od wektora P;, ktéry wyraza wrazliwo$é sit wezlowych (w ustalonym punkcie wu,
bedacym rozwiazaniem).
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problemoéw zaleznych od Sciezki caltkowania po czasie trzeba uwzglednié¢ zaleznosé od
rozwigzania w poprzednim kroku czasowym. Dodatkowo, wystepowanie problemu we-
wnetrznego powoduje potrzebe uwzglednienia niejawnych pochodnych zmiennych we-
wnetrznych po parametrach ¢;.

Zastosowanie algorytmu kroczacego (rozdz. dla zdyskretyzowanego zagadnie-
nia zaleznego od $ciezki catkowania po czasie i zawierajacego problem wewnetrzny, w
0g0lnoéci, w danym kroku czasowym t,, prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan
nieliniowych

R(utm Wy, _q, btm btn—la tn) :Oa (43)
H(utn7 L btna btnfla tn) :0; (44)

gdzie H jest residuum dla problemu wewnetrznego, natomiast b jest wektorem zmien-
nych wewnetrznych. W niniejszej pracy, rozwiazanie powyzszego uktadu rownan uzy-
skuje sie stosujac zagniezdzone petle iteracyjne (por. rozdzial co zostato zobrazowa-
ne na schemacie w ramce 4.3.1. Dla j-tej iteracji petli zewnetrznej, w petli wewnetrznej
rozwiazywane jest rownanie wzgledem zmiennych b dla ustalonych pozostatych
zmiennych, a nastepnie wyznaczany jest wektor rezydualny R oraz konsystentna ma-
cierz styczna K. Na ich podstawie obliczane jest kolejne przyblizenie /uy, .

Uzalezniajac zdyskretyzowane zagadnienie od wektora parametrow ¢;, réwnania

(4.3)—(4.4) przyjmuja nastepujaca postac:

R(utn (QSZ)) W, (gbl)a btn(qbi)v btn71 (gbz)a X(gbl)a qbiv tn) :Oa (45)
H(uy, (6:),w, ,(#:), be, (¢:), br,_, (0:), X(¢3), ¢i, tn) =O0. (4.6)
Whprowadzajac zalezno$é b(u) mozemy wyznaczy¢ z réwnania (4.6) pochodna zmien-
nych wewnetrznych po parametrze ¢;:
db:, < OH >_1 l OH du,, N oH duw,, N OH db;,, , O0HdX OH

dn  \0by,) |0w, o Owm,, db | Obi, dé | 0Xdd, | 00,
(4.7)

Rézniczkujac rownanie (4.5) wzgledem parametréw ¢; a nastepnie podstawiajac wynik
(4.7), po przeksztalceniach otrzymujemy:

OR  OR (OH ' oH duw, [ OR dutn_1+ OR dby,_, ORdX
ou, Ob, \Ob,, do; — |O0w,,_, do; Ob, . dp; 0X de;

LR OR (0H Y 0H du, , OH db, _, OHdX  oH
06, Ob,, \Oby, ) \Ow, , do, ' Ob,_, dé = 0Xdd; )|

(4.8)

0 Uy,

Wyrazenie w kwadratowych nawiasach wystepujace po lewej stronie réwnania (|4.8))
jest konsystentng macierza styczna K taka, jaka jest wykorzystywana do rozwiazania
problemu bezposredniego. Wyrazenie po prawej stronie, analogicznie do odpowiednika z
podrozdziatu4.3.1} opisuje wrazliwos¢ sit weztowych w ustalonym punkcie rozwiazania.
Oznaczajac prawg strone przez P;, problem wrazliwosci mozna zapisa¢ jako:

d"ua

de;

- Kil Pz .
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w, , — rozwigzanie w poprzednim kroku czasowym
0

w,, = w, , — punkt startowy procedury iteracyjnej
ji=0
Powtarzaj:
Ji=7+1
k:=0, %, =0
Powtarzaj:
k=k+1
H:=H( "', u, " 'b,, b ,,t,)
M= afitn
Ab:= -M'H

*by, == ""'by, + Ab
dopoki [|Ab|| > &, Tub [[H| > ¢,

b, = kbtn
A =M _OH
0i lwy, 077wy,

R = R(j_lutn7 Wy, ., btna btn_u tn)

K._ OR__OR 0b,
o 8j_1utn 3btn 8j_1utn

Au:=-K 'R

: -
Ta, :="""uy, + Au

dopdki [|Au| > ¢, lub [|R] > ¢,

W = j]l]ltn

n

Ramka 4.3.1: Zagniezdzony schemat iteracyjny na danym kroku czasowym t,
dla zagadnienia zaleznego od Sciezki catkowania po czasie i zawierajacego problem
wewnetrzny.

Metoda DDM dla probleméw zaleznych od $ciezki catkowania po czasie jest sto-
sowana na kazdym kroku czasowym, po rozwigzaniu problemu bezposredniego. Na
schemacie w ramce 4.3.2 wida¢, ze chcac policzy¢ wrazliwo$¢ rozwigzania wzgledem L
parametréw, trzeba dodatkowo rozwiazaé¢ L x N uktadéw réwnan liniowych (i tyle samo
razy wyznaczy¢ wektor P;). Zauwazmy, ze jest to mniej kosztowne niz w przypadku
stosowania metody FDM, gdzie nalezaloby rozwiaza¢ dodatkowo L razy caty problem
bezposredni, co wymaga rozwiazania L X I uktadéw réwnan liniowych (gdzie I oznacza
catkowita liczbe iteracji — znacznie wieksza niz liczba krokéw czasowych).

Nalezy rowniez zwroci¢é uwage na fakt, ze obliczanie wrazliwos$ci wzgledem L para-
metrow ¢; wymaga wyznaczenia jednej macierzy stycznej K oraz L prawych stron P;.
Rozwigzywanie uktadéw réownan liniowych poprzez L-krotne podstawienie prawej stro-
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ny wzgledem tej samej macierzy jest zazwyczaj duzo efektywniejsze niz rozwiazywanie
L takich uktadéw réwnan niezaleznie.

Inicjalizacja

Inicjalizacja DDM

uy,, =0

Dla n:=1,..., N wykonaj:
0

w, =y,
ji=0
Powtarzaj:
ji=i+1
wyszukaj _kontakt(? g, )
Nv+Ng
R:= > ‘L°R(C 'w,,u, .t
e=1
s, 9°R
K:= ezzjl Liaj_lutn
Au:=-K 'R

j i—1
g, ="""wy, + Au

dopdki ||Au|| > ¢, lub ||R| > ¢,

l]ltn = jll]ltn
Dla k:=1,...,L wykonaj:
Nv+Ng
Pk = Z ‘L CPk(utn,Utn_l,tn)
e=1
dll]lt
n — K*lP
do '

Ramka 4.3.2: Schemat analizy bezposredniej oraz analizy wrazliwosci dla zdy-
skretyzowanego zagadnienia kontaktowego . Kolorem niebieskim zaznaczono
dodatkowe fragmenty analizy (wzgledem schematu w ramce 3.1.2), zwiazane z
rozwigzywaniem problemu wrazliwosci. Procedura wyszukaj kontakt(...) opisana jest

w rozdziale [5.2]






Rozdziatl 5
Rozbudowa srodowiska MES

W rozdziale zostato wprowadzone zaawansowane, dualne sformutowanie zagadnie-
nia kontaktowego. Nastepnie, w rozdziale |3| przedstawiono sposéb rozwiazywania po-
wyzszego zagadnienia przy wykorzystaniu Metody Elementéw Skonczonych, z zastoso-
waniem technik wygtadzania powierzchni kontaktowych. Uzyta w niniejszej pracy me-
toda rozwigzywania, bazujaca na niejawnym, przyrostowym schemacie catkowania po
czasie, wykorzystujaca konsystentng macierz styczna w metodzie Newtona-Raphsona,
wpisuje sie w schemat DDM analizy wrazliwosci przedstawiony w rozdziale

Aby méc przeprowadzi¢ analize wrazliwo$ci w takiej postaci w praktyce, potrzebny
byt system do Metody Elementéw Skonczonych posiadajacy nastepujace cechy:

e obshuga zagadnien kontaktowych,

e mozliwos¢ tworzenia wtasnych definicji elementow kontaktowych,
e obstuga sformutowan dualnych (mnozniki Lagrange’a),

e obshuga analizy wrazliwosci.

Z uwagi na fakt, ze nie istnial w owym czasie gotowy system spelniajacy powyzsze
wymagania, potrzebne byto rozbudowanie jednego z istniejacych systemow. Idealnym
okazal sie system AceGEN/AceFEM (Korele, 2002; Korele, 2008) stworzony i utrzy-
mywany przez prof. Joze Korelca z Uniwersytetu w Lublanie. Ow system, opisany w
podrozdziale 5.1, wymagal jedynie dodania obstugi zagadnien kontaktowych. Zmian
w strukturze systemu dokonano we wspoélpracy z doc. Stanistawem Stupkiewiczem
oraz prof. Joze Korelcem. Implementacja algorytmu wyszukiwania kontaktu, opisana
w podrozdziale [5.2] jest oryginalnym elementem niniejszej rozprawy.

5.1. Struktura systemu AceGEN /AceFEM

AceGEN/AceFEM jest pakietem do Metody Elementéw Skonczonych. Opiera si¢ na
programie Mathematica (Wolfram, 1999), wykorzystujac jego interfejs oraz mozliwo-
Sci symbolicznego przetwarzania formul matematycznych. Daje to mozliwosé tatwego
i elastycznego zapisywania logiki rozwiazywanych zagadnien (preprocessing, przebieg
petli iteracyjnej, postprocessing), jak réwniez symbolicznego zapisania kodu elementow
skonczonych, ich automatycznej optymalizacji i generacji niskopoziomowego kodu. Pro-
cedury charakteryzujace sie wysoka ztozonoscia obliczeniowa (takie jak rozwiazywanie
uktadu réwnan liniowych, wyznaczenie wektora R i macierzy K, wyznaczenie wektora
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rezydualnego dla problemu wrazliwosci) zostaty napisane w jezyku niskopoziomowym.
Do rozwigzania uktadu réwnan liniowych system wykorzystuje jeden z zewnetrznych
solverow, w tym solver PARDISO z pakietu Intel MKL.

5.1.1. Skladowe systemu

Na rys. [5.1.1] przedstawiono strukture systemu. Gléwna czedcia jest modul Ace FEM
umozliwiajacy przeprowadzenie analizy Metoda Elementéw Skonczonych. Modut ma
charakter hybrydowy. Sam interfejs oraz fragmenty procedur osadzone sa w $rodowisku
Mathematica. Procedury kosztowne numerycznie zaimplementowane zostaty w jezyku
C w ramach oddzielnego programu o nazwie CDriver. Obie czesci komunikuja sie ze
soba przy pomocy tacza mathlink — standardowego tacza systemu Mathematica.

AceFEM
Mathematica Driver (jezyk “C”) )
(%))
- interfejs uzytkownika - struktury danych =)
- jezyk komend - iteracja metody Newtona-Raphsona: ir(
- dane wejsciowe problemu * wyszukiwanie kontaktu D—
- generacja siatki elementow * wykonywanie procedur elementéw 8‘
- przeprowadzenie obliczen * asemblacja danych z elementéw >
- postprocessing * rozwigzanie ukfadu row. liniowych g
- rozwigzanie problemu wrazliwosci 8

AceGEN

Mathematica { element1.c }>{ element1.dll %
- symboliczny zapis

rocedur elementow
P } element2.c }>{ element2.dll
- automatyczny proces

optymalizacji formut i

generacji kodu *.c >{ element3.c }>{ element3.dll }%

Rysunek 5.1.1: Struktura systemu AceGEN / AceFEM.

Modutl AceFEM wykorzystuje procedury elementéow skonczonych dotaczone w po-
staci zewnetrznych bibliotek DLL. Kazdy rodzaj elementu opisany jest przez oddzielng
biblioteke, ktéra zawiera zestaw procedur potrzebnych do obliczen:

e wyznaczanie wkltadéw do wektora rezydualnego R i macierzy stycznej K,
e wyznaczenie wktadu do wektora P dla problemu wrazliwosci,
e wyznaczenie wielkosci postprocessingowych,

e inne procedury, charakterystyczne dla danego problemu.
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System udostepnia biblioteki elementéw dla standardowych modeli materiatlowych.
Czesto jednak — szczegblnie w zastosowaniach naukowych — wystepuje potrzeba defi-
niowania wtasnych elementow. Stuzy do tego modul Ace GEN, ktory umozliwia uzycie
notacji symbolicznej do zapisu wyrazen definiujacych element. Tak zapisane sformuto-
wanie poddawane jest automatycznemu procesowi przetwarzania (automatyczne roz-
niczkowanie i upraszczanie wyrazen) oraz translacji do jezyka C, przy jednoczesnej
optymalizacji kodu. Powyzsze podejScie umozliwia czytelny zapis wyrazen w jezyku
zblizonym do notacji matematycznej. Skutkuje to obnizeniem czasu tworzenia elementu
oraz pozwala na wielokrotne wykorzystanie raz napisanych fragmentéw kodu (szablony
elementéw).

5.1.2. Element hipersprezysty

W niniejszym podrozdziale, jako przyktad, zostana zapisane procedury dla trojwy-
miarowego, osSmiowezlowego elementu hipersprezystego, zdefiniowanego w oparciu o
funkcje energii odksztalcen sprezystych W (F) (por. [2.1.5). Pierwsza procedura wyzna-
cza wktad elementu do wektora rezydualnego R oraz macierzy stycznej K, natomiast
druga wyznacza wktad do wektora rezydualnego P dla problemu wrazliwosci.

Korzystajac z mozliwosci automatycznego przetwarzania wyrazen oferowanej przez
system AceGEN/AceFEM, procedury moga zostaé zapisane przy uzyciu notacji sym-
bolicznej.

Wyznaczanie wektora R i macierzy K

Symboliczny zapis procedury SKR, ktorej zadaniem jest wyznaczenie wktadu elementu
do wektora R i macierzy K zostal przedstawiony w ramce 5.1. Poszczegblne podpro-
cedury symbolicznego kodu umieszczono w ramkach 5.1a—5.1e. Nalezy zwroci¢ uwage,
ze dzieki wykorzystaniu techniki automatycznego rézniczkowania bedacego podstawsa,
systemu AceGEN, zapis formul jest bardzo zblizony do jego matematycznej postaci.
Skomplikowane operacje, takie jak rézniczkowanie czy odwracanie macierzy, sg efek-
tywnie wykonywane przez system AceGEN.

Procedura SKR

- Inicjalizacja i dane wej$ciowe (ramka 5.1a)
Dla kazdego punktu Gaussa g:

- Zmienne kinematyczne (ramka 5.1b)

- Zwigzki konstytutywne (ramka 5.1c)

- Wektor R (ramka 5.1d)

- Macierz K (ramka 5.1¢)

Ramka 5.1: Procedura SKR: wyznaczanie wkladu elementu do wektora rezy-
dualnego R i macierzy stycznej K.
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Inicjalizacja i dane wejsciowe:

°X*. cu* - polozenia poczatkowe oraz przemieszczenia weztow
u™ — wektor stopni swobody zwiazanych z przemieszczeniami “u”
A= AE,v), p=u(E,v) - stale Lame’'go

Ny (&) — izoparametryczne funkcje ksztattu (np. trzyliniowe)

&7, w9 — punkty Gaussa i wagi Gaussa

g, ke{l,....8}, med{l,...,24}

Ramka 5.1a: Inicjalizacja i dane wejsciowe.

Zmienne kinematyczne:
X9 =Y Ny(&9)°XF, uf => Ni(¢) u”
k k
3= a;g L = det(32)
du? -1 T
Fg:I+d—£g(J§) , €Y= (F9)"FY
J9 = det(FY)

Ramka 5.1b: Zmienne kinematyczne.

Zwiazki konstytutywne:

W9 = ; (J9=1)° + - <tr(<392)—3 — Log(J9)>

Ramka 5.1c: Zwiazki konstytutywne: funkcja energii odksztalcen sprezystych.

Wektor R:
dW?9
dui ’
ie{l,...,24}

R} = w9J! Ri :=“R; + RY

Ramka 5.1d: Obliczenie wktadu elementu do wektora rezydualnego R.

Wyznaczanie wektora P

Zapis niniejszej procedury w sposob szczegdlny ujawnia zalety technik przetwarza-
nia symbolicznego. Zostang wykorzystane formuty zapisane w ramkach (5.1a)—(5.1d),
dzigki czemu procedura analizy wrazliwosci sprowadza sie do zdefiniowania wektora P
zgodnie ze wzorem . Ramka 5.2 zawiera odpowiedni pseudokod procedury SSE.



61

Macierz K:
dR?J
g __ 7 .. = K Kg
0 qui’ - ij T 1

ijed{l,...,24}

Ramka 5.1e: Obliczenie wktadu elementu macierzy stycznej K

Wektor P obliczany jest niezaleznie dla kazdego parametru zadania. W przypadku
elementu hipersprezystego parametrami ¢ moga by¢ np. state materialowe £ i v lub
tez parametry opisujace ksztatt poczatkowy obszaru Q". Wielkosci dX,, /d¢, wykorzy-
stane w ramce 5.2a oznaczaja wrazliwo$¢ ksztattu poczatkowego na dany parametr ¢,.
Sa wyliczane tylko raz, w fazie inicjalizacyjnej analizy.

Procedura SSE

- Inicjalizacja i dane wejSciowe (ramka 5.1a)
Dla kazdego punktu Gaussa g:

- Zmienne kinematyczne (ramka 5.1b)

- Zwiazki konstytutywne (ramka 5.1c)

- Wektor R (ramka 5.1d)

- Wektor P (ramka 5.2a)

Ramka 5.2: Procedura SSE: wyznaczanie wktadu elementu do wektora P.

Wektor P dla parametru ¢;:

S OR! d°XE  ORY
PY — i ;
V= 9k do. T 9a.

k=1

‘Pp=P+ P, ie{l,... 24}

Ramka 5.2a: Obliczenie wktadu elementu do wektora P dla parametru ¢,

5.2. Wyszukiwanie kontaktu

W przeciwienstwie do elementow objetosciowych lub standardowych elementéw po-
wierzchniowych, elementy kontaktowe charakteryzuja si¢ zmienng struktura. Czesé
weztow, odpowiadajaca powierzchni slave, jest ustalona, natomiast w trakcie analizy
zmienia sie konfiguracja weztéw odpowiadajaca powierzchni master. Jest to podyktowa-
ne potrzeba znalezienia, w obrebie elementu, prawidtowej parametryzacji powierzchni
master oraz rzutu prostopadtego wezta slave na tg powierzchnie¢. Zgrupowanie weztow
slave 1 master w ramach elementu kontaktowego bedziemy nazywaé parg kontakto-
wg. Algorytm wyszukiwania kontaktu bedzie mial na celu znalezienie wtasciwych par
kontaktowych czyli takich, ktére umozliwig wyznaczenie rzutu prostopadtego.
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W ramach niniejszej pracy, modut AceFEM zostal rozszerzony o procedure wy-
szukiwania kontaktu, wywolywanag na kazdym kroku iteracyjnym metody Newtona-
Raphsona. Algorytm wyszukiwania sktada sie z trzech faz:

1. globalne wyszukiwanie par wezet-segment,
2. lokalne wyszukiwanie par wezet-segment,
3. uaktualnienie struktury elementéw.

Pierwsza faza (podrozdzial polega na zgrubnym znalezieniu dla kazdego wezta
slave odpowiadajacego mu segmentu master. W tej fazie, algorytm wyszukiwania jest
niezalezny od rodzaju parametryzacji powierzchni kontaktowej, dlatego potrzebna jest
druga faza — lokalna — w ktérej w sposéb doktadny okresla sie pare (wezel slave)-
(segment master). Zostanie to przyblizone w podrozdziale W ostatnim kroku, w
oparciu o znalezione segmenty master, uaktualniana jest struktura weztow master w
elementach kontaktowych. Oprocz weztow potrzebnych do parametryzacji powierzchni
master, umieszczane sa rowniez wezly zwiazane z innymi rodzajami pdl (np. tempera-
tura).

5.2.1. Globalne wyszukiwanie par wezel-segment

W ogélnosci mozna rozpatrywacé wiele kontaktujacych sie cial. Dla stosowanego w ni-
niejszej pracy podejscia master-slave konieczne jest okreslenie wzajemnych relacji dla
kazdej pary cial. Jako ze dla N cial wystepuje N x (N —1)/2 relacji master-slave, w ni-
niejszej rozprawie zaproponowano uproszczone podejscie polegajace na ponumerowaniu
cial, a przez to ich liniowe uporzadkowanie. Wyszukiwanie kontaktu przeprowadzane
jest pomiedzy weztami konkretnego ciata, traktowanego jako slave, a segmentami in-
nych cial, bedacych ciatami master (wedtug ustalonego wezesniej porzadku).

Zaktadamy, ze brzeg kazdego zdyskretyzowanego ciata master sktada si¢ z odcin-
kéw (2D) lub (niekoniecznie planarnych) wielobokéw (3D), ktére bedziemy nazywali
dalej segmentami. Pierwsza faza wyszukiwania kontaktu ma na celu znalezienie dla da-
nego wezta slave najblizszego mu segmentu w ktéryms z cial master lub wykluczenie
istnienia kontaktu w przypadku, gdy najblizszy segment jest zbyt daleko. Doktadniej,
w przypadku gdy wezet slave lezy wewnatrz ktoregos$ ciala master, wtedy kontakt
zachodzi. Natomiast gdy wezel slave nie lezy wewnatrz ktéregokolwiek ciata master,
wtedy kontakt zachodzi o ile odlegto$¢ do najblizszego segmentu jest nie wicksza niz
pewien ustalony wspotezynnik tolerancji dy, (por. rys. [5.2.1]). Potrzeba istnienia owego
marginesu o grubodci d;,; wynika z niedoktadnosci z jaka proste segmenty przyblizaja
powierzchnie master.

Takie postawienie problemu wymaga okreslenia odpowiedniej funkcji odlegtosci mie-
dzy weztem a segmentem. Do znalezienia najblizszego segmentu wystarczajaca jest
funkcja odlegtosci punktu od zbioru, gdzie zbiorem jest otoczka wypukta weztéw seg-
mentu (w przypadku 3D moze to by¢ wieloscian). Do okreslenia tego czy wezel lezy
wewnatrz czy na zewnatrz ciala potrzebna jest informacja o orientacji segmentéowll}
Zastosowano uproszczenie polegajace na tym, ze jezeli wezel slave lezy na zewnatrz
najblizszego segmentu to uznaje sie, ze lezy na zewnatrz ciata master. Takie uprosz-
czenie moze w szczegdlnych przypadkach (por. rys. blednie zakwalifikowaé¢ lub

W przypadku segmentéw nieplanarnych trzeba uogélnié pojecie orientacji oraz zdefiniowaé do-
ktadnie co oznacza wewngtrz i na zewngtrz.
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parametryzacja Bézier
oparta na 3 weztach

parametryzacja Bézier
oparta na 4 weztach

granica strefy tolerancji

Rysunek 5.2.1: Wyszukiwanie kontaktu. Przyktadowa konfiguracja z zaznaczona strefg
tolerancji oraz dwiema mozliwymi parametryzacjami powierzchni master.

wykluczy¢ dang pare jako kontaktows. Bledne zakwalifikowanie najblizszej pary ja-
ko kontaktowej spowoduje jedynie niepotrzebne obliczenie zmiennych kinematycznych
w elemencie. Grozny jest natomiast przypadek odwrotny, gdyz moze prowadzi¢ do
blednych wynikéw oraz do probleméw ze zbieznoscig. Grozba bledu wyszukiwania
kontaktu wystepuje w szczegdlnych (rzadko wystepujacych) przypadkach gdy kat «
miedzy sasiednimi segmentami spelnia zalezno$é —m/2 < o < 7/2. Dlatego zastosowa-
no najprostsze rozwiazanie tego problemu, okreslajac odpowiednio duzy wspotczynnik
tolerancji dyy;.

W ramach niniejszej pracy do globalnego wyszukiwania par kontaktowych uzy-
to tzw. algorytmu sitowego (metoda brute-force), w ktérym dla kazdego wezta slave
sprawdzane sa odleglosci kolejno do wszystkich segmentow master (por. ramka 5.3).
Zaleta takiego podejscia jest prostota i brak dodatkowych struktur danych (niska zto-
zonosé pamieciowa), natomiast oczywista wada jest wysoka zlozonos$é obliczeniowa
rzedu O(N M), gdzie N i M oznaczaja odpowiednio liczbe weztéw slave oraz licz-
be segmentéw na powierzchniach master. Niniejsza implementacja byta wystarczajaca
do zagadnien rozpatrywanych w pracy, w ktorych analizowano kontakt kilku ciat, a
zazwycza]j kontakt tylko dwoch ciat. W przypadku zwiekszania udziatu elementow po-
wierzchniowych wzgledem objetosciowych, koszt wyszukiwania kontaktu bytby niepro-
porcjonalnie duzy w stosunku do pozostatych operacji MES i nalezatoby uzy¢ bardziej
ztozonego algorytmu. W literaturze mozna znalez¢ wiele podej$¢ do globalnego wyszu-
kiwania kontaktu, np. oparte na sortowaniu kubetkowym (Benson i Hallquist, 1990;
Munjiza i in., 2006) czy na podej$ciu hierarchicznym (Zhong, 1993; Bruneel i Rycke,
2002; Feng i Owen, 2002; Yang i Laursen, 2008). Przy zastosowaniu relatywnie prostych
technik mozna osiagnaé ztozonosé czasowa rzedu O(V log V'), gdzie V' oznacza catko-
wita liczbe obiektéw (np. wezléw lub segmentéw). Bardziej zaawansowane algorytmy
sa w stanie obnizy¢ (zamortyzowana) ztozonosé czasowa do liniowej (Munjiza i in.,
2006; Yang i Laursen, 2008). Niniejsza implementacja moze w przysztoci stanowié
rozwigzanie referencyjne przy opracowywaniu skuteczniejszych metod wyszukiwania
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Obszary w ktérych wezty slave
[ ] moga by¢ btednie rozpoznane
jako kontaktowe

Obszary w ktérych wezty slave
[ moga by¢ btednie rozpoznane
jako niekontaktowe

_ Granica strefy tolerancji dla
poszczegoblnych segmentow

ciato master

Rysunek 5.2.2: Wyszukiwanie kontaktu. Zaznaczono strefy, w ktérych w szczegdlnych
okoliczno$ciach moze dojs¢ do btednego zakwalifikowania wezta jako kontaktowy badz
niekontaktowy.

par kontaktowych.

5.2.2. Lokalne wyszukiwanie par wezel-segment

Procedura globalnego wyszukiwania kontaktu wstepnie ustala pary wezel-segment na
podstawie odpowiednio zdefiniowanej funkcji odlegtosci. Owa funkcja zalezy jedynie od
geometrii segmentu master i jest niezalezna od funkcji odlegtosci okreslonej na poziomie
konkretnego elementu kontaktowego. Dlatego tez zdarza si¢, co zostanie pokazane w
rozdziale[6.2.1] Ze dla danego wezta slave zamiast prawidtowej strony master wyszukany
jest ktorys z jej sasiadow.

Czes¢é lokalna wyszukiwania kontaktu stuzy do ustalenia wtasciwego sasiada. W tym
celu, w elemencie odpowiadajacym wstepnie wyszukanej parze kontaktowej wywoltywa-
na jest procedura LCS, ktéra wyznacza parametry £ rzutu prostopadtego punktu slave
na ptat powierzchni master. Schemat tej procedury podano w rozdziale Uzyska-
nie parametréw spehiajacych warunek —1 < €% < 1, czyli nalezacych do dziedziny
parametryzacji ptata oznacza, ze para kontaktowa jest okreslona prawidtowo. W prze-
ciwnym przypadku, wartosci £€* podpowiadaja, ktérego z sasiadéw wybraé. Powyzsza
procedura przeprowadzana jest dopoty, dopoki nie zostanie znaleziona prawidtowa para
kontaktowa lub nie zostanie przekroczona maksymalna liczba zmian.
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A

Wyszukiwanie par kontaktowych (v;,s
Dla kazdego wezta slave v; wykonaj:
dmm = 0o
smin = g
Dla kazdego segmentu master s; wykonaj:
Jezeli odleglosé(vy,s;) < d™™ to:
d™" = odleglo$é(vy, s;)

min

5;

= Sj
Jezeli v; lezy na zewnatrz s™" oraz d™" > dy, to:
dmm = 0o

smin = g

Ramka 5.3: Algorytm silowy wyszukiwania par wezel-segment (wyszukiwanie
globalne). Dla kazdego wezta slave v; wyszukiwany jest najblizszy segment master

min

SZ






Rozdzial 6

Element kontaktowy

Poza rozbudowsa systemu oméwiona w rozdziale [5| drugim elementem niniejszej pracy
jest implementacja serii dwu- i trojwymiarowych elementéw kontaktowych. W pod-
rozdziale przedstawiono szablony procedur elementu kontaktowego. Podrozdziat
porusza problem ciggtosci zmiennych kinematycznych w elementach kontaktowych,
majacej wpltyw zarowno na jakos¢ wynikéw jak i na sam przebieg procedury oblicze-
niowej.

6.1. Szablon elementu kontaktowego

Zastosowanie narzedzi do symbolicznego przetwarzania formul (AceGEN /AceFEM,
Mathematica) pozwolito na przejrzysty zapis kodu procedur dla elementéw kontak-
towych. Dzigki temu mozliwy statl si¢ tez podziat kodu danej procedury na, w pewnym
stopniu od siebie niezalezne, fragmenty. Taki podzial pozwala na traktowanie proce-
dury jako szablonu do tworzenia innych elementéw — np. zmiana sposobu wygtadzania
powierzchni wymaga zmian jedynie we fragmentach dotyczacych inicjalizacji (zmianie

moze ulec struktura elementu) oraz wyznaczania gladkiej parametryzacji ¥ (&1, €2, x?w)

6.1.1. Lokalne wyszukiwanie kontaktu

Przedstawiony w podrozdziale[5.2|algorytm globalnego wyszukiwania kontaktu w pierw-
szej fazie dziatania przeprowadza wstepne wyszukiwanie par kontaktowych. W drugiej
fazie prowadzone sg cyklicznie: weryfikacja i uaktualnianie par kontaktowych. Weryfi-
kacja polega na wykonaniu lokalnego wyszukiwania kontaktu dla kazdego tymczasowo
utworzonego elementu kontaktowego. Wynikiem tej procedury sa wspéirzedne para-
metryczne £ rzutu prostopadlego punktu slave ma powierzchnie master. Spelnienie
warunku

-1 <7<, a=12

odpowiada sytuacji gdy para kontaktowa jest prawidlowo dobrana (por. rozdziat[6.2.1]).
W przeciwnym przypadku wyznaczone parametry wskazuja procedurze globalnej na
odpowiedni sgsiadujacy segment powierzchni master.

Kazdy element kontaktowy, o ile to konieczne, posiada zaimplementowang proce-
dure lokalnego wyszukiwania kontaktu (w skrocie LCS). Procedura (ramka 6.1) wywo-
tywana jest z poziomu algorytmu globalnego wyszukiwania kontaktu i sprowadza sie
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do przeprowadzenia rzutu prostopadlego wezta slave na plat powierzchni master. Pro-
cedura zwraca pare liczb (£, £2) oraz zapamietuje do dalszego wykorzystania wielkosci

(517§2>gN)'

Procedura LCS
Xg, X?w — aktualne potozenie wezta slave i weztow master
W(eh €2:x),) - parametryzacja plata powierzchni master
b= {',£2 gy} :={0,0,0} — punkt startowy procedury iteracyjnej
i:=1
Powtarzaj:
7'::6—\1, no= X7
o |71 % 72
H:=¥ +ngy —xg
OH
M = b
Ab:= — (M) H
b:=b+ Ab
i=1+1
dopdki ||Ab|| > ¢ oraz i < e
€ :={b;, by}, gn = bs
Zwroé wartodei {€1, €2}

Ramka 6.1: Procedura lokalnego wyszukiwania kontaktu (rzut prostopadtly)

6.1.2. Wektor rezydualny i macierz styczna

W niniejszym podrozdziale zostanie zapisany szablon procedury wyznaczania wktadu
elementu kontaktowego do wektora rezydualnego R i macierzy stycznej K. Ogolny
opis tej procedury zostal przedstawiony w podrozdziale [3.2.2l W ramce 6.2 zostala
przedstawiona czes¢ gtowna, w ktorej mozna wyodrebni¢ poszczegdlne podprocedury
opisane dalej w ramkach 6.2a—6.2f-2.

Przebieg procedury jest uzalezniony od tego, czy dla powiazanej z danym elemen-
tem czesci slave zostata znaleziona czeS¢ master. Jezeli tak, wtedy wywolywane sg
podprocedury zapisane w ramkach 6.2b—6.2f-1, ktére wymagaja istnienia strony ma-
ster miedzy innymi po to, aby wyznaczy¢ punkt rzutowania na powierzchnie master.
W przeciwnym przypadku, wywolywane sa podprocedury zapisane w ramkach 6.2e-2—
6.2f-2, zawierajace wyrazenia dla warunku separacji Ay > 0, ktére sa dobrze okreslone
niezaleznie od istnienia stony master.

Podprocedura w ramce 6.2b wyznacza punkt rzutowania wezta slave na sparame-
tryzowany plat powierzchni master. Zalozono, ze parametry zostaly juz wyznaczone
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Procedura SKR

- Inicjalizacja i dane wej$ciowe (ramka 6.2a)
Jezeli element ma aktywna strone master to wyznacz:
- Lokalny uklad bazowy (ramka 6.2b)
- Zmienne kinematyczne kontaktu (ramka 6.2c)
- Warunki kontaktowe (ramka 6.2d)
- Wektor R (ramka 6.2e-1)
- Macierz K (ramka 6.2f-1)
w przeciwnym przypadku wyznacz:
- Wektor R (brak kontaktu) (ramka 6.2e-2)
- Macierz K (brak kontaktu) (ramka 6.2{-2)

Ramka 6.2: Procedura SKR: wyznaczanie wkladu elementu do wektora R i
macierzy K.

przez procedure LCS (ramka 6.1). Jako wynik otrzymujemy lokalny uktad bazowy oraz
pochodng rozwiazania problemu wewnetrznego po stopniach swobody db/du™. Uzy-
skana zaleznos¢ b od u™ jest dalej automatycznie uwzgledniana podczas wykonywania
operacji rézniczkowania. Zwroémy rowniez uwage na fakt, ze zapis symboliczny dalszej
czesci procedury SKR jest niezalezny od konkretnego wyboru parametryzacji.

W ramce 6.2c zostala uzyta definicja (6.4) miary dlugoéci polizgu AE®. Glebsza
dyskusja na ten temat zostata przeprowadzona w rozdziale [6.2.2]

Inicjalizacja i dane wejSciowe:

¢X* — potozenia poczatkowe wezlow

“u®, Pu* — przemieszczenia wezléw: aktualne i z poprzedniego kroku
x* = ¢X* + u* - aktualne polozenia wezléw

pxk = eX¥  req® — polozenia weztéw z poprzedniego kroku

Xg, X5 — potozenie poczatkowe i aktualne wezta slave

X2, ..., X" — polozenia poczatkowe sasiadéw wezla slave

°X = {1, A2, A3} — wektor mnoznikéw Lagrange’a

u™ — wektor stopni swobody zwigzanych z przemieszczeniami “u®

i, p — wspolezynnik tarcia Coulomba i parametr regularyzacyjny

4
— pole powierzchni zwiazane z punktem catkowania Xg (rys. [3.2.3
kEe{l,...,nnod}, me{l,...,3 nnod}
— indeksy dla weztow i dla przemieszczeniowych stopni swobody

dgim (\(X”sl - Xg) % (80 = Xl + 3 (K X) x (X - Xs>|)

Ramka 6.2a: Inicjalizacja i dane wejsciowe
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Lokalny uklad bazowy:

W (gl €2, x%) — parametryzacja plata powierzchni master (por. rozdz. [3.3.1

b = {€', €% gy} — wielkoéci wyznaczone w procedurze LCS
Xy = P(EL €% x%) — punkt rzutowania na powierzchnie master
L 8)_(]\/[ ) T1 X T2

Ty = ——, n: = ——— —lokalny uktad bazow
o€ [ x Tl ' '

Map = Ta " Ts m’ = (mag)’l, 77 = mP*r, - macierze metryczne i kobaza

HZ:)_(M+ngN—XS

OH
M:=—
Jb
ob OH
Ek M! EN pochodna param. wewnetrznych po stopniach swobody
um um

Ramka 6.2b: Lokalny uktad bazowy

Zmienne kinematyczne kontaktu:

PR = W(EY, €%,PxF) — punkt o wspéhrzednych &, w poprzedniej konfiguracji

Pr® — kobaza zwigzana z punktem PX,,; (analogicznie do 7% — ramka 6.2b)

ALY = (PRy — Pxg) - PT* — miara dtugosci podlizgu (por. rozdz. [6.2.2

x ( 0Xg OXnr

oum™  Ju™

(€)=

- 7% — wariacja dhugosci poslizgu
o
u

<f )m o 0Xg OX s
INIZ  um T um

9b
==0

ou

Ramka 6.2c: Zmienne kinematyczne kontaktu

Warunki kontaktowe:

A1, =X To, An = “A-n — sktadowe wektora “XA w bazie stycznej

S\Ta = A, + pAfﬁ M By ;\N = AN + pgn — rozszerzone mnozniki Lagrange’a

Wyznacz: T, TEE, gn.g, A% — sktadowe uogélnionych sit (réw. Di}

Ramka 6.2d: Warunki kontaktowe
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Wektor R:
‘R :=[R, R,]— wektor ‘R jako potaczenie wektorow R, i R,

R™ .= A (Tjsff (Gn)™ + TSF (ga)m>, m e {1,...,3 nnod}

R, = A (gNeH n -+ Aégﬁ ’Ta)

Ramka 6.2e-1: Wyznaczanie wktadu elementu do wektora R.

Macierz K:
Kuu Ku)\

‘K= — macierz °K skomponowana z odpowiednich podmacierzy
Ky, K

OR™ .. QR™

ON T Gun UM T QN
m,n € {1,...,3-nnod}, i,j€{1,2,3}

Ramka 6.2f-1: Wyznaczanie wktadu elementu do macierzy K.

Wektor R (brak kontaktu):
‘R :=[R, R,]— wektor R jako potaczenie wektoréow R, i R,

R =0, me{l,...,3-nnod}

1
R)\ = —Aof A
P

Ramka 6.2e-2: Wyznaczanie wktadu elementu do wektora R — przypadek nie-
znalezienia strony master przez procedure globalnego wyszukiwania kontaktu.

Macierz K (brak kontaktu):
Kuu Ku)\
€K —
Ky K

] — macierz °K skomponowana z odpowiednich podmacierzy

K'":=0, K)J:=0, K\ :=0, K} :=—-A4,-0¢
p

m,n € {1,...,3-nnod}, i,j€{1,2,3}

Ramka 6.2f-2: Wyznaczanie wktadu elementu do macierzy K -~ przypadek
nieznalezienia strony master przez procedure globalnego wyszukiwania kontaktu.
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6.1.3. Modul analizy wrazliwosci

Podobnie jak w przypadku analizy wrazliwosci dla elementu hipersprezystego (roz-
dziat , tak i w tym przypadku mozliwe jest ponowne wykorzystanie juz raz za-
pisanych podprocedur. W ramce 6.3a skorzystano ze wzoru . Mozliwe byto pomi-
nigcie niektérych cztonéw z uwagi na fakt, ze wektory rezydualne “R i H nie zalezg od
wektora parametréw wewnetrznych z poprzedniego kroku, oraz ze wektor H nie zalezy
od wektora przemieszczen z poprzedniego kroku.

Procedura SSE

- Inicjalizacja i dane wej$ciowe (ramka 6.2a)

Jezeli element ma aktywna strone master to wyznacz:
- Lokalny uktad bazowy (ramka 6.2b)
- Zmienne kinematyczne kontaktu (ramka 6.2¢)
- Warunki kontaktowe (ramka 6.2d)
- Wektor R (ramka 6.2e-1)
- Wektor P (ramka 6.3a)

w przeciwnym przypadku:
‘P:=0

Ramka 6.3: Procedura SSE: wyznaczanie wktadu elementu do wektora P.

Wektor P dla parametru ¢,:

nnod O¢R, dPe k O¢R. dexk O°R
‘P = Z < eqpk . + eXk > +

o \oreu® dog 09Xk dos 9.

O°R_ [/ OH d°X*\ OH
M Lzl (ank 6. >+a¢5]

Ramka 6.3a: Obliczenie wktadu elementu do wektora P dla parametru ¢;.

6.2. Ciagglo$¢ zmiennych kinematycznych

W niniejszym podrozdziale koncentrujemy sie na dwoch istotnych aspektach zwiaza-
nych z zastosowaniem Metody Elementéw Skonczonych dla zagadnien kontaktowych.
Kazde z poruszanych zagadnien ma nieco inny charakter, lecz ich wspdlng cecha jest
dazenie do unikniecia nieciagtosci zmiennych kinematycznych w momencie zmiany stro-
ny master w elemencie kontaktowym. Owe nieciggtoéci moga wplywaé niekorzystnie
na doktadnosé rozwiazania (skokowe zmiany sit kontaktowych) zaréwno problemu bez-
posredniego jak i problemu wrazliwosci. Co wiecej, moga prowadzi¢ do problemow ze
zbieznoscig (oscylacje), a w krancowych przypadkach moga uniemozliwi¢ przeprowa-
dzenie obliczen.



73

W podrozdziale zamieszczony jest przyktad pokazujacy to jak duze znaczenie
dla cigglosci zmiennych kinematycznych ma prawidtowe okreslenie par kontaktowych.
W podrozdziale[6.2.2| poruszony zostal problem poprawnego zdefiniowania miary dtugo-
sci poslizgu — chcieliby$Smy zachowaé ciagto$é przynajmniej dla kierunku tego wektora
na potaczeniu ptatéw powierzchni.

6.2.1. Lokalne wyszukiwanie kontaktu

W niniejszym podrozdziale przedstawiono jeden z wielu przypadkéw mogacych sie po-
jawi¢ w praktyce, w ktérym niezbedne jest zastosowanie lokalnego wyszukiwania kon-
taktu przy wyszukiwaniu globalnym. Na podstawie analizy tego przypadku wyjasniony
zostanie problem btednego okreslenia pary kontaktowej i pokazane bedg konsekwencje
jakie sie z tym wigza.

Rozpatrzmy tréjwymiarowy problem kontaktowy, ktory rozwiazywany jest przy za-
stosowaniu podejscia opisanego w niniejszej pracy (rozdzial . Zastosowano wygtadza-
nie powierzchni master powierzchnig sklejang z ptatéw Bézier opartych na 16 weztach.
Przeanalizowana zostanie hipotetyczna konfiguracja, wystepujaca w konkretnym kroku
iteracyjnym.

Na rysunku [6.2.1] przedstawiono rzut fragmentu powierzchni master na plaszczy-
zne XY. Na rysunku oznaczono dwa sgsiadujace segmenty, zwigzane z nimi dwie grupy
punktéw kontrolnych oraz zarys brzegow dwoch platéw odpowiadajacych poszcezegol-
nym grupom punktéw. Catos¢é przecieto ptaszczyzna y = ¢ prostopadla do rysunku,
na ktérej oznaczono przeciecie granic segmentéw (punkty z§, =, i §) oraz granic pta-
téw (punkty P, @, R). Widaé¢ réwniez punkt slave oznaczony jako xg, lezacy “nad”
segmentem 2.

Dla konfiguracji przedstawionej na rys. [6.2.1], procedura globalnego wyszukiwania
kontaktu wskaze segment 2 jako lezacy najblizej punktu xg. Pomimo tego, ze najbliz-
szym segmentemﬂ jest segment 2, w rzeczywistosci odpowiednim ptatem powierzchni
nie jest, zwiazany z tym segmentem, ptat W, ale ptat ¥, zwigzany z segmentem 1.
Lepiej jest to widoczne na rys. [6.2.2] ktéry powstal jako przekroj tej samej konfiguracji
plaszczyzna y = ¢ (oznaczenia punktéw na rysunku sg analogiczne do odpowied-
nich punktéw na rys. 6.2.1]).

Takie nieprawidtowe okreslenie pary kontaktowej powoduje nieciagtosé¢ przy przej-
sciu punktu xg znad segmentu 2 nad segment 1. Méwigc w uproszczeniu, nieciggtosé
wynika ze zmiany parametryzacji z W9 na Wy, ktére w tym miejscu nie pokrywaja sie.

Chceac to opisa¢ doktadniej zatézmy idealny poslizg punktu xg, lezacego nad seg-
mentem 2, po powierzchni opisanej parametryzacja Wy. W momencie gdy 6w punkt
znajdzie sie nad segmentem 1, wtedy procedura globalnego wyszukiwania kontaktu
doprowadzi do zmiany parametryzacji na W,. Jako ze nie jest to punkt, w ktorym
nastepuje ciagle (gladkie) przejScie pomiedzy ptatami, nastapi skok wartosci funkeji
odlegtosci gy .

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w niektorych przypadkach zastosowanie proce-
dury lokalnego wyszukiwania kontaktu w ramach wyszukiwania globalnego jest klu-
czowe dla przeprowadzenia analizy Metoda Elementéw Skonczonych. Sposréd metod

'W niniejszym wywodzie stosowane jest uproszczenie polegajace na zalozeniu, ze najblizszy seg-
ment oraz najblizszy ptat powierzchni mozna okresli¢ w oparciu o rzut na ptaszczyzne XY . W rzeczy-
wistosci jest to oczywiscie bardziej skomplikowane. Taki zabieg nie wplywa jakoSciowo na problem, za
to pozwala go przedstawi¢ w sposob przejrzysty.
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segment 1 segment 2

'S
. A
A

DU 4

X

Rysunek 6.2.1: Ptaty Bézier rozpiete nad dwoma sasiednimi segmentami (rzut na ptasz-
czyzne XY). Widoczna niezgodnosé linii potaczenia ptatéw z granica miedzy segmen-
tami.

parametryzacji opisanych w niniejszej pracy, procedura LCS jest wymagana w przy-
padku uzycia krzywych Bézier opartych na 4 weztach, ptatow Bézier opartych na 16
weztach oraz ptatéow Gregory’ego. W pozostatych przypadkach procedura globalnego
wyszukiwania kontaktu bez udziatu LCS jest wystarczajaca do poprawnego okreslenia
par kontaktowych.

6.2.2. Wyznaczanie Agp

Roéwnania definiujace funkcjonal I zawieraja wielko$¢ Agr bedaca miara drogi
poslizgu kontaktujacych si¢ ciat. Po dyskretyzacji, jest ona rozumiana jako skoniczony
przyrost okreslajacy droge przebyta przez wezet slave poruszajacy sie wzgledem po-
wierzchni master. Mozna go zdefiniowa¢ na wiele sposobéw, przy czym istotne jest, aby
zachowana byta jego ci@gloécﬂ wzgledem przemieszczen, oraz zeby w przypadku braku
wzglednego poslizgu zachodzit warunek Agr = 0. Wielko$¢ Agr zwiazana jest z baza
styczng T,

Agr = AE“TQ

2W przypadku modelu tarcia Coulomba wystarczajacy jest warunek ciggloéci jedynie dla kierunku
i zwrotu wektora Agr.
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Rysunek 6.2.2: Platy Bézier rozpiete nad dwoma sasiednimi segmentami (przekroj
plaszczyzna y = y). Punkt xg lezy nad segmentem 2, tak wiec procedura globalne-
go wyszukiwania kontaktu btednie wybrataby parametryzacje 2.

tak wiec w dalszej czesci skoncentrujemy sie na wyznaczaniu sktadowych A&®, B
Pierwszym mozliwym podejsciem, majacym na celu wyznaczenie przyrostu Ag?,
jest okreslenie go jako réznicy pomiedzy aktualng wartoscig €% a ta z poprzedniego

kroku:
AL =8 - & . (6.1)

Jest to naturalny sposob okreslania przyrostu drogi w czasie i charakteryzuje go pro-
stota realizacji. Jest jednak nieakceptowalny w przypadku skoniczonych poslizgow, gdy
wezet slave zmienia ptat powierzchni master. Na rys. [6.2.3| przedstawiono sytuacje po-
slizgu w ramach jednego ptata — wtedy wzor jest poprawny. Kiedy nastepuje
zmiana plata — tak jak w sytuacji przedstawionej na rys. [6.2.4] — wtedy ten sposéb
definiowania A& jest bledny.

Aby uniknaé¢ probleméw przy przechodzeniu z jednego ptata powierzchni na inny,
mozna skorzystaé¢ z rozwiniecia fta w szereg potegowy wokot punktu uin
i
B8 Dy,

(W, , —wm,). (6.2)

Wiadomo, ze istnieje niejawna zaleznos¢ 5;; od uin poprzez rozwigzanie problemu we-
wnetrznego (rozdzial [3.2.2)). Wykorzystujac owa zaleznosé, réwnanie (6.2]) mozna za-
pisac jako

OH

ACLAC% Agy] = M (u], ) (63)

gdzie H 1 M sa odpowiednio residuum i macierzg styczng dla problemu wewnetrznego,
wyznaczonymi w punkcie rzutowania (¢, &2, gn]. Niestety, takie podejscie prowadzi
do pojawienia sie w residuum R skomplikowanych cztonéw. Powoduje to tym wiekszy
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p=t-At >t

) V(&)
Vi(E,.P)

Rysunek 6.2.3: Wyznaczanie wielkoéci Agr przy wykorzystaniu réznicy & — &,. Przy-
padek poslizgu w ramach jednego ptata powierzchni.

p=t-At >t

Rysunek 6.2.4: Wyznaczanie wielkodci Agy przy wykorzystaniu réznicy & — §,. Przy-
padek poslizgu przy zmianie ptata powierzchni powoduje nieprawidtowe oszacowanie
Agr. Na szaro zaznaczono prawidlowe oszacowanie drogi poslizgu.

stopien skomplikowania wyrazen (kolejna pochodna) podczas wyznaczania macierzy
stycznej K. Wszystko to przektada si¢ na nieakceptowalnie wysoki koszt obliczeniowy.

Majac na uwadze powyzsze wady, w niniejszej pracy zaadoptowano inny sposob
wyznaczania AE®, bazujacy na monografii Krstulowica-Opary (2001). Polega on na
oszacowaniu przyrostu AE® w oparciu o (aktualne) wspotrzedne fg, zastosowane do
konfiguracji z poprzedniego kroku czasowego:

A = (W, tn1) = Xs(tn1)) - 7€y tnr) (6.4)

Jak wida¢ na rysunku odnosimy si¢ do parametryzacji powierzchni W(&, ¢, 1)
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p=t-At >t

Y, (Et)

Rysunck 6.2.5: Wyznaczanie wielko$ci Agr poprzez zastosowanie skladowych AE®
okreslonych réwnaniem ((6.4)).

opartej na potozeniach weztéw z poprzedniego kroku jednak liczonej dla aktualnych
parametréw £*. Mamy réwniez do dyspozycji potozenie wezta slave z poprzedniego
kroku. Pomnozenie réznicy wyzej wymienionych punktéw przez kobaze Ta(étn, tn1)
daje przyblizong warto$é¢ przyrostu AE* w bazie Ta(é’tn, tn_1). Ow przyrost, potrakto-
wany jest dalej juz jako wspélrzedne w bazie aktualnej Ta(étn, t,). Wyznaczona w ten
sposob miara dtugosci poslizgu ma tg zalete, ze jedynie wspotrzedne ff; sg zalezne od
zmiennych aktualnych. Dzicki temu koszt wyznaczenia wektora °R i macierzy stycznej
°K jest znacznie nizszy w poréwnaniu z przypadkiem uzycia definicji .






Rozdzial 7
Przykilady

Zamieszczone w niniejszym podrozdziale przyktady numeryczne maja na celu weryfi-
kacje uzytych w niniejszej pracy metod oraz ilustracje zastosowan analizy wrazliwosci.
W podrozdziale przeprowadzona zostata weryfikacja rozwigzan problemu bezpo-
sredniego oraz problemu wrazliwosci dla dwu- i tréjwymiarowego problemu Hertza —
zaré6wno bez tarcia jak i z tarciem Coulomba. Dalej, w podrozdziale przedsta-
wiono rozwigzanie tréjwymiarowego problemu kontaktowego w zakresie skonczonych
poslizgéw oraz przeanalizowano wplyw zageszczania siatki elementéw skonczonych na
doktadnos¢ rozwiazania. W podrozdziale skoncentrowano sie na weryfikacji rozwig-
zania problemu wrazliwosci dla trojwymiarowego problemu kontaktowego z tarciem
w zakresie skonczonych deformacji. Przyktady w podrozdziatach i obrazuja
zastosowanie Analizy Wrazliwosci do dwu- i trojwymiarowych probleméw optymaliza-
cyjnych.

7.1. Zagadnienie Hertza

Niniejszy podrozdzial jest poswigcony klasie zagadnienn Hertza (Mindlin i Deresiewicz,
1953; Johnson, 1985). Rozpatrywany jest kontakt sztywnych cial o prostej geometrii
(kula, walec) ze sprezysta polprzestrzenia w zakresie matych deformacji.

Zostaly wziete pod uwage dwie klasy problemoéw kontaktowych. Kontakt sztywnego
walca z potprzestrzenig zostal zredukowany do dwuwymiarowego zagadnienia kontaktu
kota z poétptaszczyzng w ptaskim stanie odksztatcenia, natomiast kontakt sztywnej kuli
z potprzestrzeniag zostal policzony jako w pelni tréojwymiarowe zadanie. Pozwolito to
na weryfikacje stosowanych metod numerycznych zaréwno dla problemoéw 2D jak i 3D.

Zarowno dla problemu kontaktu walca jak i kuli, zostaty zbadane dwa przypadki:
bez tarcia oraz z tarciem Coulomba. W kazdym przypadku wrazliwos¢ rozwiazania
wzgledem parametrow zadania byta policzone na dwa sposoby: za pomocg Analizy
Wrazliwosci oraz metoda FDM. Umozliwito to wzajemna weryfikacje wynikow.

Przy odpowiednich zalozeniach (male deformacje, brak tarcia) istnieja analityczne
rozwigzania zagadnien Hertza (Johnson, 1985). W niniejszej pracy wykorzystano te
rozwigzania aby porowna¢ wyniki analityczne i numeryczne dla zagadnien bez tarcia.

7.1.1. Kontakt walca z polprzestrzeniag

Do sztywnego, nieskoniczenie dtugiego walca o promieniu R = 25 [mm)] zostaje przytozo-
ne obciazenie P = 5 [kN/mm]| skierowane pionowo w dot, wciskajace walec w sprezysta
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pétprzestrzen o parametrach £ = 210 [GPal, v = 0.3. W przypadku kontaktu z tar-
ciem Coulomba, przyjeto wspotczynnik tarcia p = 0.3. Analiza prowadzona jest przy
zatozeniu ptaskiego stanu odksztatcenia.

Zastosowanie Metody Elementéw Skonczonych wymaga modyfikacji geometrii zada-
nia. Polptaszcezyzne zastapiono prostokatem o parametrach podanych narys. [7.1.1 Wy-
godniej tez bylo przylozyé obciazenie, w postaci jednorodnego cisnienia p = P/(2w),
do dolnego boku prostokata.

w=4R

h=4R

VAR VAR AR VAR
A & L & 4

Prrrerett

p="P/(2w)

Rysunek 7.1.1: Uproszczona geometria dwuwymiarowego zagadnienia Hertza.

Analiza wrazliwosci dla analogicznego zagadnienia rozpatrywana byta rowniez w
pracach Stupkiewicza i in. (2002) oraz Stupkiewicza (2003).

Rozwigzanie analityczne

W przypadku braku tarcia istnieje rozwiazanie analityczne powyzszego zagadnienia.
Wzory na promien strefy kontaktu a, maksymalne cisnienie kontaktowe py oraz na
funkcje opisujaca rozktad cisnien kontaktowych p(z) wyrazaja sie nastepujaco (John-
son, 1985):

. <4PR(1 - u2)>1/2

TE
2P
Po= ——
Ta
f1_ 2
pu (@) :{ go 1—(z/a) Wdll)ap lz| < a (7.1)

Rozwigzanie MES

Rozwiazania numeryczne otrzymano przy wykorzystaniu Metody Elementéw Skonczo-
nych. Podzial obszaru na czworokatne elementy skonczone zostat zadany nieréwno-
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miernie tak, aby zagesci¢ siatke w bezposrednim sasiedztwie strefy kontaktu. Strefa
ta, o wymiarach 2mm x 1mm, zostata podzielona siatkg 240 x 30 elementow. Okrag
zostal zastapiony wycinkiem okregu o rozwartosci 0.167, ktéry podzielono w kierunku
obwodowym na 10 elementéw.

Dyskretyzacje powierzchni kontaktowych zrealizowano stosujac podejscie master-
slave, gdzie strona master byt wycinek kota. Zastosowano wygtadzanie strony master
wykorzystujac krzywe Bézier oparte na czterech weztach (patrz[3.3.1] rown. (3.17))). Do
regularyzacji warunkéw kontaktowych zastosowano metode rozszerzonych mnoznikow
Lagrange’a. Zastosowano przyrostowy, w petni niejawny schemat catkowania po czasie.

Wyniki: kontakt bez tarcia

Rysunek przedstawia poréwnanie rozkladu ci$nienn kontaktowych w funkeji po-
tozenia dla rozwigzania analitycznego i numerycznego. Wyznaczono btad wzgledny
pomiedzy rozwiazaniami analitycznym i numerycznym. Dla promienia strefy kontaktu
a oraz dla maksymalnego cisnienia kontaktowego py wynosi on odpowiednio err(a) ~
0.017 oraz err(pg) ~ 0.013.

---numerical I
— analytical |

'
=

Contact pressure pN [kN/mm?]
w N

O‘.2 0:4 0.‘6 O‘.8 1
Position x [mm]
Rysunek 7.1.2: Przypadek 2D bez tarcia. Rozktad cisnien kontaktowych. Poréwnanie
wyniku numerycznego z analitycznym.

Dla otrzymanego rozwigzania numerycznego wyznaczono wrazliwos¢ przemieszczen
(rys. [7.1.3) oraz ci$nien kontaktowych wzgledem promienia R oraz modutu sztywno-
sci E. Wrazliwosci policzono na dwa sposoby — za pomoca Analizy Wrazliwosci oraz
metodg FDM. Dla danej pary wektorow wartosci weztowych v, ,, v,.,,,, policzonych od-
powiednio przy pomocy Analizy Wrazliwosci oraz metoda FDM, blad wzgledny err(v)
zapiszemy jako:

67"7“(’0) = HUSA - UFD]\/I”/HUSAH (72)

W tabeli [7.1.7] przedstawiono wartosci btedéw wzglednych dla wyznaczonych pochod-
nych. Wyniki pokazuja bardzo dobra zgodnos$é obu metod. Dodatkowo na rys. [7.1.4}
m przedstawiono poréwnanie pochodnych dpy/dR i dpy/dE wyznaczonych anali-
tycznie (przez zrézniczkowanie zaleznosci ) oraz przy wykorzystaniu Analizy Wraz-
liwosci.
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0.379e-4 —-0.16e-3
0.269e-4 -0.21e-3
0.159e-4 —-0.26e-3
0.493e-5 —-0.32e-3
-0.60e-5 —-0.37e-3
-0.17e-4 —0.42e-3
—-0.28e-4 —0.48e-3

. Max. Max.

0.7099e-4 0

Min. Min.
-0.391e-4 —0.534e-3
 AceFEM AceFEM

. B -0.45¢-5
| ®_0.98e-5

0.168e-4 -0.15e-4
0.138e-4 —0.20e-4
0.107e-4 —0.25e-4
0.768e-5 -0.31e-4
0.461e-5 —-0.36e—4
0.155e-5 -0.41e-4
-0.15e-5 -0.47e-4
Max. Max.
0.2608e-4 0.8035e-6
Min. Min.
-0.457e-5 —-0.524e-4
AceFEM AceFEM

du, /dE

Rysunek 7.1.3: Przypadek 2D bez tarcia. Pola wrazliwosci przemieszczen po wybra-
nych parametrach zadania. Pokazano jedynie sgsiadujacy ze strefg kontaktu obszar o
wymiarach 1.25a x 1.25a.

Tabela 7.1.1: Przypadek 2D bez tarcia. Btad wzgledny miedzy wektorami pochodnych
liczonych przy pomocy Analizy Wrazliwosci oraz metoda FDM.

Wrazliwosé | Blad wzgledny err(-)
du,/dR 8.55 E-10
du, [dR 120 B8
dpn/dR 4.21 E-6
du, /dE 183 E-6
du, [dE 177 E6
dpy [dE 1.55 E-6

Wyniki: tarcie Coulomba

Podobnie przeprowadzono analize dla przypadku tarcia Coulomba (wspétezynnik tarcia
p = 0.3). Rysunek przedstawia rozktad cisnien kontaktowych dla réznych war-
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DpN/DR [kN/mm’]

--- numerical l

— analytical |

I

1

. . . -

0.2 0.4 0.6 0.8
Position x [mm]

Rysunek 7.1.4: Przypadek 2D bez tarcia. Pochodne ci$nien kontaktowych po parame-
trze R (promien kota). Poréwnanie wynikow analitycznych i numerycznych.

--- numerical

0.1F — analytical

. . . .
0.2 0.4 0.6 0.8
Position x [mm]

Rysunek 7.1.5: Przypadek 2D bez tarcia. Pochodne ci$nien kontaktowych po parame-
trze F (modul Younga). Por6éwnanie wynikéw analitycznych i numerycznych.

tosci obcigzen. Zgodnie z oczekiwaniami, rozwigzania sg samopodobne, co pokazuje
rys. [7.1.7] Duzo trudniejsze w uzyskaniu jest samopodobienstwo dla sktadowych stycz-
nych naprezen kontaktowych (rys. . Osiagniecie satysfakcjonujacej doktadnosci
wynikéw wymaga stosowania bardzo drobnych krokéw czasowych.

Dla otrzymanego rozwiazania (przemieszczenia weztow oraz weztowe sity kontak-
towe: normalne i styczne) wyznaczono pochodne wzgledem wybranych parametréw
zadania (promienia R, modutu sztywnosci £ oraz wspétczynnika tarcia p). Pochodne
(rys. ponownie policzono na dwa sposoby — przy pomocy Analizy Wrazliwosci
oraz metodg FDM. Tabela przedstawia blad wzgledny miedzy parami od-
powiadajacych sobie pochodnych. Wyniki pokazuja bardzo dobra wzajemng zgodnosé
obu metod, z czego mozna wnioskowaé poprawnos¢ Analizy Wrazliwosci.

Na rysunkach i przedstawiono znormalizowane wykresy wrazliwosci
naprezen kontaktowych wzgledem parametru R dla réznych wartosci obcigzenia, po-
kazujace ich samopodobienstwo. Osiagniecie samopodobienstwa w tym przypadku jest
szczegoblnie trudne i Swiadezy o poprawnosci stosowanych metod. Widoczne na wykre-
sach zaburzenia sg efektem dyskretyzacji.
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1.26

[KN/mm]

P = 2.51 [kN/mm]
P = 3.76 [KN/mm]

— P = 5. [KN/mm]

Normal contact pressure py [kN/mm2]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x [mm]

Rysunek 7.1.6: Przypadek 2D z tarciem. Rozktady cisnien kontaktowych dla réznych
wartosci obcigzen.

— P = 1.26 [kN/mm]
P = 2.51 [kN/mm]

P = 3.76 [kN/mm]

— P = 5. [KN/mm]

Normal contact pressure Dy/Pmax

.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x/a

Rysunek 7.1.7: Przypadek 2D z tarciem. Znormalizowane wykresy ci$nien kontaktowych
dla réznych wartosci obcigzen.

— P = 1.26 [kN/mm]

2.51

[KN/mm]

3.76 [kN/mm]

— P = 5. [kN/mm]

Tangential contact pressure DPr/Pmax
o
-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
position x/a

Rysunek 7.1.8: Przypadek 2D z tarciem. Znormalizowane wykresy kontaktowych na-
prezen stycznych dla réznych wartosci obcigzen.
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Tabela 7.1.2: Przypadek 2D z tarciem. Btad wzgledny wrazliwosci liczonych przy po-
mocy Analizy Wrazliwosci oraz metoda FDM.

Wrazliwosé | Blad wzgledny err(-)
diu, AR 9.57 E-10
du,JdR 119 E8
dpy JdR 1286
dpr/dR 175 E-6
du, JdE 182 E-6
du, [dE 177 56
dpn JdE 158 E-6
dpr/dE 2.35 B-6
dug /dp 2.60 E-6
du, /dp 3.74 E-6
dpn /dp 1.20 E-5
dpr/du 2.51 E-6

Dpy/DR R/ Prax
©

— P = 1.26 [kN/mm] ‘
P = 2.51 [kN/mm]

P = 3.76 [kN/mm]

— P = 5. [KN/mm]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x/a

Rysunek 7.1.9: Przypadek 2D z tarciem. Znormalizowane wykresy wrazliwosci ciSnien
kontaktowych wzgledem parametru R (dla r6znych wartosci obciazen).

Dpr /DR R/ Prax
|
iR

— P = 1.26 [kN/mm]

P = 2.51 [KN/mm]
P = 3.76 [KN/mm]

— P = 5. [kN/mm]

. . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x/a

Rysunek 7.1.10: Przypadek 2D z tarciem. Znormalizowane wykresy wrazliwosci kon-
taktowych naprezen stycznych wzgledem parametru R (dla réznych wartosci obciazen).
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-0.51e-4
-0.10e-3

0.712e-4 —0.15e-3
0.566e—4 —0.20e-3
0.420e-4 —0.25e-3
0.274e-4 —0.30e-3
0.128e-4 —0.35e-3
-0.17e-5 —0.40e-3
-0.16e-4 —0.46e-3
Max. Max.
0.1150e-3 0
Min. Min.
—-0.309e-4 -0.512e-3
AceFEM AceFEM

0.127e-4 —0.50e-5
0.107e-4 —0.10e-4

0.862e-5 ~0.15e—4
0.653e-5 ~0.20e-4
0.444e-5 —0.266-4
T \ ] 0.236e-5 —0.31e-4
M, ”Tm WWT 0.274e-6 ~0.36e-4
R -0.18e-5 —0.42e-4
‘ -0.38e-5 -0.47e-4
Max. Max.
0.1488e-4 0.2231e-6
Min. Min.
-0.598e-5 —0.526e-4
AceFEM AceFEM

0.333e-2 b N 0.360e-3
0.2966-2 | 027303

- 0.259e-2 0.187e-3
0.222e-2 0.100e-3
}HF i m  L0.185e-2 0.140e-4
HT HTH‘ MTW 0.148e-2 —0.72e-4
SN §0.1110—2 -0.15e-3
= lo7wes -0.240-3
0.370e-3 —0.33e-3

Max. Max.
0.3702e-2 0.4467e-3

Min. Min.
0 -0.418e-3
AceFEM H AceFEM

dug/dp duy/dpu

Rysunek 7.1.11: Przypadek 2D z tarciem. Pola wrazliwosci przemieszczen wzgledem
wybranych parametréw zadania. Pokazano jedynie sgsiadujacy ze strefa kontaktu ob-
szar o wymiarach 1.25a x 1.25a.
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7.1.2. Kontakt kuli z p6lprzestrzenig

Ponizej rozpatrujemy sytuacje analogiczna do tej z poprzedniego podrozdziatu. Do
sztywnej kuli o promieniu R = 25 [mm] zostaje przylozone obciazenie P = 4.4 [kN]
skierowane pionowo w dot, wciskajace kule w sprezysta potprzestrzen o parametrach
E = 210[GPa], v = 0.3. Rozpatrujemy dwa przypadki: bez tarcia oraz z tarciem
Coulomba (= 0.3). Interesuje nas rozktad naprezeni normalnych py oraz stycznych
pr (w przypadku kontaktu z tarciem) na powierzchni kontaktu.

Aby przeprowadzi¢ obliczenia, dokonano modyfikacji geometrii zadania. Potpltasz-
czyzne zastapiono prostopadtoscianem, a obcigzenie przytozono do jego dolnego boku.
Pomimo tego, ze zagadnienie jest osiowo symetryczne, przeprowadzono obliczenia w
trzech wymiarach (celem bylo pokazanie poprawnosci analizy dla tréjwymiarowych
probleméw kontaktowych). Wykorzystano symetrie zadania, co pozwolito na ograni-
czenie obliczeti do wycinka 1/4 calodci geometrifl] (por. rys. [7.1.12)).

Wy
2 W |2=AR

h=4R

p=P/w*

Rysunek 7.1.12: Uproszczona geometria tréjwymiarowego zagadnienia Hertza.

Rozwigzanie analityczne

Przy zalozeniu malych deformacji oraz braku kontaktowych naprezen stycznych (brak
tarcia) istnieje analityczne przyblizenie rozwiazania (Johnson, 1985):

Domyi- (D), me—il, e (RO
PN =Po (1/’ Po = 27TCL27 - AE .

Wielkosci a oraz pg oznaczaja odpowiednio promient (kotowego) obszaru kontaktu oraz
maksymalne naprezenie normalne (w $rodku tego obszaru).

"'Warto w tym miejscu podkreslié, ze dla zagadnienia kontaktowego z wygladzaniem powierzch-
ni kontaktowej, trzeba w specjalny sposob obstugiwaé elementy kontaktowe lezace w bezpos$rednim
sasiedztwie plaszczyzn symetrii.
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Rozwigzanie MES

Przeprowadzono analize Metoda Elementéw Skonczonych. Prostopadtoscian podzielono
na elementy o$mioweztowe w taki sposob, zeby zagesci¢ siatke w bezposredniej strefie
kontaktu. Strefa ta, o wymiarach 1mm x Imm x 1mm, zostala podzielona siatka 40 x
40 x 5 elementow.

Zastosowano podejscie master-slave, gdzie strona master byt wycinek powierzchni
kuli. Wykorzystano wygtadzanie strony master ptatami Bézier opartymi na 16 weztach
(rozdzial rown. ) Regularyzacje warunkow kontaktowych przeprowadzono
przy wykorzystaniu rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a. Zastosowano przyrostowy,
w pelni niejawny schemat catkowania po czasie.

Wyniki: brak tarcia

Obliczony numerycznie rozktad cisnien kontaktowych poréwnano z wynikami anali-
tycznymi (rys. . Wyznaczono btad wzgledny miedzy obydwoma rozwigzaniami.
Dla promienia strefy kontaktu a oraz maksymalnego ci$nienia kontaktowego py wyniost
on odpowiednio err(a) ~ 0.051, err(py) ~ 0.042.

---numerical |
— analytical ,

Rysunek 7.1.13: Ci$nienie kontaktowe w funkcji promienia dla problemu Hertza (kon-
takt kuli, brak tarcia). Poréwnanie rozwiazania analitycznego i MES dla przekroju
plaszczyzng Y = 0.

Dla otrzymanego rozwigzania numerycznego (przemieszczenia u,, u,, u, oraz cisnie-
nia kontaktowe) wyznaczono wrazliwosci wzgledem wybranych parametréw zadania:
promienia kuli R oraz modutu sztywnosci £. Pochodne wyznaczono na dwa sposoby:
przy pomocy Analizy Wrazliwosci oraz metodg FDM. W tabeli przedstawiono
btedy wzgledne pomiedzy poszczegdlnymi wektorami pochodnych. Wartosci ble-
du rzedu 1079 $wiadczg o bardzo dobrej zgodnosci wynikéw, z czego mozna wnioskowaé
poprawno$¢ wynikow Analizy Wrazliwosci.

Dodatkowo, rysunki zawieraja porownanie wynikow analitycznych i
numerycznych obliczenia wrazliwosci cisnien kontaktowych wzgledem promienia R oraz
modutu sprezystosci E.
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Tabela 7.1.3: Przypadek 3D bez tarcia. Btad wzgledny miedzy wrazliwosciami liczonymi
przy pomocy Analizy Wrazliwoéci oraz metoda FDM.

Wrazliwosé | Blad wzgledny err(.)
du, AR 788 E-10
du, /AR 784 B-10
du, [dR 6.95 E-9
dpn JdR 127 E-6
du, [dE 5.46 E-6
du,/dE 5.40 B-6
du, [dE 176 -6
dpy/dE 8.69 E-7

DpN/DR

--- numerical \

— analytical |

Rysunek 7.1.14: Przypadek 3D bez tarcia. Pochodne ci$nien kontaktowych po parame-
trze R (promien kota). Poréwnanie wynikéw analitycznych i numerycznych.

Wyniki: tarcie Coulomba

Modyfikujemy powyzszy problem, wprowadzajac tarcie Coulomba. Rozwiazanie nume-
ryczne w postaci pola cisnien kontaktowych oraz pola modutéw naprezen stycznych
jest przedstawione na rys.

Dla otrzymanego rozwiazania (przemieszczenia weztow oraz weztowe sity kontak-
towe: normalne i styczne) wyznaczono wrazliwosci wzgledem wybranych parametrow
zadania (promienia R, modutu sztywnosci E oraz wspétczynnika tarcia ). Wrazliwo-
Sci (rys. policzono na dwa sposoby — przy pomocy Analizy Wrazliwosci oraz
metoda FDM. Tabela przedstawia btad wzgledny miedzy parami odpowia-
dajacych sobie wrazliwosci. Z wzajemnej bardzo dobrej zgodnosci obu metod mozna
wnioskowaé poprawnos¢ Analizy Wrazliwosci.
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--- numerical !

— analytical !

DpN/DE

Rysunek 7.1.15: Przypadek 3D bez tarcia. Pochodne ci$nienn kontaktowych po parame-
trze £ (modul Younga). Poréwnanie wynikéw analitycznych i numerycznych.

' |
w N}

Contact pressure pN [kN/mmZ]
A~

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Position x [mm]

(a) (b)

Rysunek 7.1.16: Przypadek 3D z tarciem. Pole ci$nieni kontaktowych: (a) cala po-
wierzchnia, (b) przekréj ptaszczyzna Y=0.
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[kN/mm? |

Frictional traction norm pT

Rysunek 7.1.17: Przypadek 3D z tarciem. Pole modutlu naprezeni stycznych: (a) cala
powierzchnia, (b) przekrdj plaszezyzna Y=0.

Tabela 7.1.4: Przypadek 3D z tarciem. Blad wzgledny miedzy wektorami wrazliwosci
liczonych przy pomocy Analizy Wrazliwosci oraz metoda FDM.

Wrazliwosé | Blad wzgledny err(.)
du, AR 7.46 E-10
du, [dR 747 E-10
du. JdR 6.93 E-9
dpy /AR 454 B-6
dpr [dR 1.60 E-6
du, [dE 5.63 E-6
du, [dE 571 E-6
du, [dE 178 E-6
dpn JdE 801 E-7
dpr/dE 1.47 E-6
du,/du 5.55 E-6
du,/dp 5.17 E-6
du,/dp 7.28 E-6
dpn /dpu 3.25 E-5
dpr/du 1.08 E-6
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I0.294e—4 I—0.36e—4
0.227e-4 -0.73e-4
0.160e-4 -0.11e-3
0.932e-5 -0.14e-3
0.259e-5 -0.18e-3
I—0.41 e-5 I—0.22e—3
—0.10e-4 -0.25e-3
-0.17e-4 -0.29e-3
I -0.24e-4 I—0.33e—3
Max. Max
0.3622e—4 0
Min. Min.
—-0.310e—4 -0.366e-3
AceFEM AceFEM
dug/dR du,/dR
I0.247e—5 I—0.33e—5
0.168e-5 -0.66e-5
0.890e-6 -0.10e-4
0.970e-7 -0.13e-4
-0.69e-6 -0.16e-4
I -0.14e-5 I—0.20e—4
—-0.22e-5 -0.23e-4
—-0.30e-5 -0.26e-4
I—O.38e—5 I—0.30e—4
Max. Max.
0.3269e-5 0.6754e-8
Min. Min.
—0.466e-5 —-0.333e-4
AceFEM AceFEM
dug /dE du,/dE
I0.481 e-3 IO.851 e-4
0.426e-3 0.642e-4
0.371e-3 0.433e-4
0.316e-3 0.225e-4
0.261e-3 0.162e-5
0.206e-3 I—0.19e—4
0.151e-3 -0.40e-4
0.964e-4 -0.61e-4
I0.414e—4 I—0.81 e-4
Max. Max.
0.5366e-3 0.1060e-3
Min. Min.
-0.135e-4 —-0.102e-3
AceFEM AceFEM

du, /dp

du, /dpu

Rysunek 7.1.18: Przypadek 3D z tarciem. Pola pochodnych przemieszczen po wybra-
nych parametrach zadania. Pokazano jedynie sgsiadujacy ze strefg kontaktu obszar o
wymiarach 1.25a x 1.25a x 1.25a.
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7.2. Analiza kontaktu walka obracanego w tulei

W poprzednim podrozdziale badano poprawnos¢ uzywanych w pracy metod numerycz-
nych. Wykorzystano problem Hertza, dla ktérego znane jest rozwiazanie analityczne i
ktory miescit sie w zakresie matych deformacji i poslizgow. W niniejszym podrozdzia-
le przedstawiony jest bardziej skomplikowany problem obracania sprezystego watka w
sprezystej tulei. Celem jest zaprezentowanie analizy bezpo$redniej probleméw kontak-
towych w przypadku skonczonych poslizgow, a takze poruszenie zagadnien zwigzanych
z wygtadzaniem kontaktu.

Rozpatrzmy quasi-statyczne zagadnienie obracajacego si¢ hipersprezystego watka
o promieniu 7, =60 [mm] i dtugosci [ =200 [mm] spasowanego w hipersprezystej tulei
o promieniu wewnetrznym R; =57 [mm] oraz promieniu zewnetrznym R, = 100 [mm]
i dtugosci L = 320 [mm]. Moduly sprezyste i moduty Poissona dla obu cial wynosza
odpowiednio: Ey =10 [M Pal, v, =0.3 dla watka i Ey =30[M Pal, v, =0.3 dla tulei.
Tuleja jest zamocowana na zewnetrznej powierzchni natomiast obrot watka jest wy-
muszany poprzez zadanie przemieszczen na jego sztywnej osi o promieniu r; = 10 [mm]
(por. rys. [7.2.1). W zakresie zjawisk kontaktowych uwzgledniamy dwa przypadki: bez
tarcia oraz z tarciem Coulomba (y = 0.1).

Zastosowano wygtadzanie kontaktu ptatami Bézier opartymi na 16 weztach
gdzie strong master jest zdyskretyzowana powierzchnia wewnetrzna tulei natomiast
strona slave sa wezly zdyskretyzowanej powierzchni zewnetrznej watka.

Rysunek 7.2.1: Problem obracania watka spasowanego wewnatrz tulei.

Wykonano peten obrot osi watka odczytujac na kazdym kroku analizy sktadowsa
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normalng nominalnego naprezenia kontaktowego py w wybranym wezle slave oraz skta-
dowa M, wypadkowego momentu odczytanego z zamocowanej powierzchni zewnetrznej
tulei. Wykresy [7.2.2| oraz [7.2.3| pokazujg znormalizowane wielkoéci py i M, w funkcji
kata obrotu osi watka, odpowiednio: dla przypadku kontaktu bez tarcia i z tarciem.
Znormalizowane wielkosci py i M, okreslone sa nastepujaco:

ﬁN :pN/p?\}/ga Mz - Mz/MzrefJ
gdzie

av, 1 L re av,
PN° = T Y opon(ay), M= (Ri2wRil)py®
=1

sg, odpowiednio: usrednionym naprezeniem normalnym oraz referencyjng sktadowa mo-
mentu, przy czym T oznacza liczbe krokéw czasowych.

U
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Rysunek 7.2.2: Obracanie waltka w tulei bez tarcia: (a) znormalizowane normalne nomi-
nalne naprezenie kontaktowe, (b) znormalizowana sktadowa Z wypadkowego momentu.

W przypadku braku tarcia dostajemy w przyblizeniu state naprezenie py w usta-
lonym wezle, oraz wielkosé¢ M, oscylujaca blisko wartosci 0. Podobnie w przypadku
problemu z tarciem Coulomba: po poczatkowych zaburzeniach zwigzanych z rozwi-
janiem sie naprezen stycznych, znowu wykresy przedstawiaja funkcje w przyblizeniu
state. W obu przypadkach jako$ciowo jest to zgodne z tym, czego mozna oczekiwac.
Dodatkowo, na rys. [7.2.3(b) widaé, ze znormalizowana sktadowa My ~ v = 0.1, co
rowniez jest wynikiem jakosciowo poprawnym.
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Rysunek 7.2.3: Obracanie watka w tulei z tarciem Coulomba: (a) znormalizowane nor-
malne nominalne naprezenie kontaktowe, (b) znormalizowana sktadowa Z wypadkowe-
go momentu.

Zwroémy teraz uwage na widoczne na wykresach oscylacje. Przyczyny ich powsta-
wania nalezy upatrywac¢ z jednej strony w dyskretyzacji ciat a z drugiej strony w nie-
doktadnosci odwzorowania cylindrycznego ksztattu tulei przy pomocy ptatéow Bézier.
Wykresy i pokazuja, ze wraz z zageszczaniem siatki (w kierunku obwo-
dowym) amplituda oscylacji zanika, a wynik zbiega do pewnej granicy. Zastosowanie
wygtadzania pozwala unikngé¢ trudnosci ze zbieznoscia, ktore dla przypadku parame-
tryzacji funkcjami biliniowymi nasilatyby sie wraz z zageszczaniem dyskretyzacji.

7.3. Analiza wrazliwosci kontaktu hipersprezystych
rur grubosSciennych

Niniejszy przyktad stanowi weryfikacje Analizy Wrazliwosci dla tréjwymiarowego za-
gadnienia kontaktowego z tarciem dla przypadku duzych deformacji obu cial. Przed-
stawione ponizej wyniki zostaty opublikowane w pracy (Lengiewicz i in., 2006).
Rozpatrujemy kontakt dwoch hipersprezystych rur grubosciennych o module spre-
zystosci 10 [M Pa] i wspétezynniku Poissona 0.3. Obie rury maja diugos$é 40 [mm)],
promien zewnetrzny 5[mm/| i promienr wewnetrzny 2.5 [mm]. Rury umieszczono jed-
na tuz nad druga, przy czym goérna wzgledem dolnej obrocono o 90° wokét osi OZ
(por. rys. [7.3.1[a)). Zadano przemieszczeniowe warunki brzegowe na koricach rur tak,
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Nominalne naprezenie kontaktowe [MPa]
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Rysunek 7.2.4: Zbieznos$¢ rozwigzania wraz z zageszczaniem siatki. Normalne nomi-
nalne naprezenie kontaktowe w funkcji kata obrotu. Wartosci N; oraz N, oznaczaja
gestosé dyskretyzacji w kierunku obwodu, odpowiednio: dla powierzchni zewnetrznej
waltka oraz powierzchni wewnetrznej tulei.

(N-m]

Skladowa Z momentu

(; 5‘0 160 15‘30 260 2‘50 3(‘)0 350

Kat obrotu [stopnie]
Rysunek 7.2.5: Zbiezno$¢ rozwiazania wraz z zageszczaniem siatki. Sktadowa Z wy-
padkowego momentu w funkcji kata obrotu. Wartosci IV; oraz N, oznaczaja gestosé
dyskretyzacji w kierunku obwodu, odpowiednio: dla powierzchni zewnetrznej waltka

oraz powierzchni wewnetrznej tulei.
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aby w chwili koficowej réznica przemieszczen w kierunku Z wyniosta 24 [mm)]. Zablo-
kowano natomiast mozliwos¢ przemieszczenia sie koncéw rur w kierunkach X oraz Y

(por. rys. [7.3.1|(b)).

(a) (b)

Rysunek 7.3.1: Kontakt hipersprezystych rur: (a) konfiguracja poczatkowa, (b) konfi-
guracja koncowa.
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Rysunek 7.3.2: Kontakt hipersprezystych rur grubosciennych (przekrdj plaszczyzna
X = 0). Wrazliwo$¢ pola przemieszczen w kierunku pionowym wzgledem promienia
zewnetrznego gérnej rury oraz wzgledem wspotezynnika tarcia.

Dolna rura zostata zdyskretyzowana gesciej niz goérna i przypisano jej role ciata
slave. Zastosowano wygtadzanie powierzchni kontaktowej przy uzyciu ptatéow Bézier
opartych na 16 weztach (por. rozdz. 3.3.1]).

Rozwigzano problem bezposredni oraz problem wrazliwosci, gdzie parametrami za-
dania byly promiefi zewnetrzny gérnej rury R, (parametr ksztaltu) oraz wspotezynnik
tarcia p (parametr materiatowy). Wrazliwosé wyznaczona zostata na dwa sposoby: za
pomoca Analizy Wrazliwosci oraz przy uzyciu metody FDM. W tabeli przedsta-
wiono poréwnanie wynikow uzyskanych tymi dwoma metodami, oraz odpowiadajacy im
btad wzgledny. Otrzymano btad rzedu 1072, co éwiadczy o dobrej zgodnosci wynikéw.
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Jako ze wyniki uzyskano, w duzym stopniu niezaleznymi, metodami, to ze zgodnosci
wynikéw mozna wnioskowaé ich poprawnosc.

Tabela 7.3.1: Kontakt rur grubosciennych. Blad wzgledny err(-) pomiedzy wrazliwoscia
wyznaczong przy uzyciu metody FDM oraz przy uzyciu Analizy Wrazliwosci (SA).

Pokazano wyniki dla wybranych weztow.

Wezel SA = {?%LM err(-) SA = /SI})zli/I err(+)
32 -0.01126618 | -0.01126612 | 5.5E-6 || -0.64451519 | -0.64450526 | 1.5E-5
64 -0.03031119 | -0.03031102 | 5.8E-6 || -1.49473608 | -1.49470542 | 2.1E-5
393 | -0.00535480 | -0.00535474 | 1.0E-5 || -0.27672344 | -0.27672016 | 1.2E-5
667 0.00811398 | 0.00811385 | 1.6E-5 || -0.34567623 | -0.34565159 | 7.1E-5

7.4. Optymalizacja ksztaltu gumowej uszczelki

Przy projektowaniu uszczelek do elementéw ruchomych (takich jak sitowniki hydrau-
liczne) istotnym czynnikiem minimalizujacym wyplyw cieczy z komory roboczej jest
uzyskanie odpowiedniego profilu cisnien kontaktowych pomiedzy uszczelka a elemen-
tem. Jest to problem bardzo zlozony — w rozwazaniach nalezy uja¢ miedzy innymi efekty
wynikajace z réznorodnosci faz cyklu pracy jak i efekty dtugoterminowe zwigzane ze
zuzyciem i zmiana wtasciwosci gumy (Muller i Nau, 1998). W niniejszym podrozdziale
Ow problem zostanie bardzo mocno uproszczony.

Rozpatrujemy hipersprezysta uszczelke Sciskang miedzy dwiema ptaskimi, sztywny-
mi powierzchniami w ptaskim stanie odksztatcenia. Poczatkowo okraglta w przekroju
uszczelka, po $cisnieciu daje w przyblizeniu hertzowski profil naprezen normalnych na
dolnej i gornej powierzchni (rys. [7.4.1). Mozna postawi¢ problem optymalizacyjny, w
ktorym celem jest znalezienie takiego ksztaltu poczatkowego uszczelki aby po Scisnie-
ciu uzyska¢ zadany z gory, zadany profil cisnien kontaktowych na dolnej powierzchni
(rys. |7.4.1)).

Problem bezposredni rozwigzywany jest Metoda Elementéw Skonczonych. Waru-
nek kontaktowy regularyzowany jest metoda rozszerzonych mmnoznikéw Lagrange’a.
W wyniku analizy otrzymujemy rozwigzanie w postaci pola przemieszczen oraz pola
mnoznikéw Lagrange’s na powierzchni ciata slave. W przyjetym sformutowaniu mnoz-
niki Lagrange’a maja charakter nominalnych naprezen kontaktowych Py (na jednostke
powierzchni w konfiguracji odniesienia). Cisnienie aktualne py otrzymuje sie poprzez
przemnozenie cisnienia Py przez, odpowiadajacy danemu weztowi, wspoétczynnik eks-
pansji powierzchni j = A;/Ag

pn () = j7" Pu(),

gdzie x;, jest aktualnym potozeniem k-tego wezta.

Parametryzacja ksztaltu

Ksztalt uszczelki opisano przy pomocy krzywych B-sklejanych (por. Jankowski, 2006)
zdefiniowanych w cylindrycznym uktadzie wspéhrzednych («,r). W pracy wzieto pod



99

)
N
pressure
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Rysunek 7.4.1: Schemat zagadnienia optymalizacyjnego: znalez¢ taki ksztalt poczatko-
wy probki, aby po deformacji otrzymac zatozony rozktad cisnien kontaktowych.

uwage dwa rodzaje otwartych krzywych B-sklejanych: stopnia 2 oraz stopnia maksy-
malnego (tj. krzywe Bézier), opartych na réwnoodlegtych punktach kontrolnych.
Problem jest symetryczny wzgledem osi OY tak wiec do opisu ksztaltu uszczelki
wystarcza zestaw parametrow ¢; definiujacy jego potowe. Funkcja R(«, ¢;) (okreslona
dla 7/2 < a < 5/27) opisuje ksztalt brzegu uszezelki w zaleznosci od parametréw ¢;:

Ry Zé\io ¢; B 720‘;3_7%_25 —1), dla %71’ +i<a< %7‘(‘ +
Rledi) = RSl B (252 +1),  dla jr—y<a<ir—9¢
1 W p.p.

Wielko$¢ Ry jest wstepnym promieniem uszczelki (dla ¢; = 1) natomiast BY(€) sa ele-
mentami bazy funkcji B-sklejanych lub bazy Bernstein’a stopnia N . Parametry
div(0<d <~y < ) okredlaja odpowiednio poczatek i koniec wycinka boku uszczelki,
ktéry podlega optymalizacji (ze wzgledu na symetrie, przyjecie wartosci 6 =0, y =7
powoduje optymalizacje calego brzegu uszczelki).

Opracowano siatke, jak na rys. [7.4.2] dla poczatkowego ksztaltu kotowego. Spara-
metryzowany ksztatt siatki elementéw skonczonych otrzymuje sie poprzez proporcjo-
nalne przeskalowanie w kierunku promieniowym wspotrzednych poczatkowych weztow
(odpowiadajacych ksztaltowi kolowemu) przy wykorzystaniu funkcji R(«, ¢;). Prze-
skalowaniu podlega fragment pomiedzy brzegiem kwadratowej czesci siatki a brzegiem
kota (rys. tak, aby cze$¢ kwadratowa pozostata niezmieniona, natomiast brzeg
odpowiadal funkcji r(a, ¢;).

Funkcja celu

Oznaczmy przez py(z) zadany profil cidnien kontaktowych. Funkcje celu J(¢;) zdefi-
niujemy jako kwadrat normy btedu:

T(6:) = J(pn(@: ¢1)) = / (py () — pn(x))2da,

gdzie za 7, przyjmuje si¢ zadany fragment brzegu uszczelki, obejmujacy potencjalng
strefe kontaktu. Poniewaz rozwigzanie numeryczne znane jest jedynie w punktach we-
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Rysunek 7.4.2: Schemat parametryzacji ksztattu uszczelki.

ztowych, wprowadzono przyblizenie powyzszej catki za pomocg metody prostokatow,

J(¢i) = J(pn (ks ¢5), 21(Ps)) = ZAf<pN(9Uk) — pn (),

gdzie xj sa wspoOlrzednymi z-owymi weztéw w konfiguracji odksztalconej, py(zx) sa
aktualnymi cignieniami kontaktowymi, natomiast A¥ sg aktualnymi polami powierzchni
zwigzanymi z weztami xy.

W niniejszym przyktadzie jako docelowy profil cisnienia kontaktowego przyjeto pro-
fil trojkatny, zdefiniowany w oparciu o rozwigzanie rozpatrywanego zagadnienia dla
uszczelki okragtej:

ﬁN(x) — { Pmaz —

Pmazx |

T, dla —Omagx < &€ < Amazx

Umaz

0 W p.p-

gdzie pmae jest maksymalnym naprezeniem normalnym natomiast a,,q. jest promie-
niem strefy kontaktu. Obie wielkosci odpowiadaja poczatkowemu, kotowemu ksztattowi

uszczelki (¢; = 1), por. rys. [7.4.1]

Metoda rozwigzywania problemu optymalizacyjnego

Optymalizacja sprowadza sie do znalezienia minimum funkcji celu J

n;jiin J(¢;) = I%iin J(pn (@r; i), 2x(9i))-
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Zastosowano jeden z algorytméw minimalizacyjnych — metode BFGS (Press i in., 1992;
Bertsekas, 2003). Jako ze jest to metoda gradientowa, to oprbcz wartosci funkeji J
nalezy obliczy¢ rowniez jej pochodne po parametrach zadania: d.J/d¢;. Uwzgledniajac
jawne oraz niejawne zaleznosci J od ¢; mozna napisac:

-2 [aAk o, (d@- RS )] ’

gdzie przez u oznaczono przemieszczeniowe stopnie swobody zadania, przez X ozna-
czono poczatkowe potozenia weztow, odpowiadajace stopniom swobody uy, natomiast
A\x sa mnoznikami majacymi charakter nominalnych ci$nien kontaktowych, py, =—j 1 As.
Wystepujace w wyrazeniu pochodne czastkowe 0.J/0xy, wyznaczane sa analitycznie. Po-
dobnie, znana jest jawna zalezno$é¢ potozen poczatkowych X; od parametrow zadania.
Wystepujace w wyrazeniu gradienty du;/d¢; oraz d\;/d¢;, ze wzgledu na niejawny
charakter zalezno$ci, wyznaczane sa za pomocg Analizy Wrazliwosci.

Wyniki: studium przypadkéw

Przedstawiony powyzej problem optymalizacyjny pozostawia pewna dowolno$é¢ w wy-
borze konkretnej przestrzeni rozwiazan (dopuszczalnych ksztaltéw powierzchni bocznej
uszczelki). Odpowiedni wybor owej przestrzeni jest istotny zaréwno dla jakosci otrzy-
manych wynikéw jak i dla samego przebiegu procesu optymalizacji. Ponizej poruszono
ten temat, przedstawiajac wplyw zmiany przestrzeni rozwiazan na rozwiazanie zagad-
nienia optymalizacyjnego.

Przeprowadzono studium przypadkdéw, rozpatrujac trzy niezalezne czynniki maja-
ce wptyw na ksztalt owej przestrzeni. Pierwszym czynnikiem jest liczba parametrow
ksztaltu ¢;, drugim — wybér wycinka brzegu, ktérego ksztatt podlega optymalizacji (pa-
rametry d oraz <), natomiast trzecim czynnikiem jest wyboér konkretnej bazy funkcji
B-sklejanych B’ (dopuszczono dwa rodzaje funkcji: stopnia 2 oraz stopnia maksymal-
nego).

Punktem startu do procesu optymalizacji w kazdym z badanych przypadkow byt ze-
staw parametrow ¢; = 1, odpowiadajacy ksztattowi kotowemu o promieniu Ry. Liczba
parametrow ustalana byta proporcjonalnie do rozwartosci kata okreslajacego optymali-
zowany fragment tak, aby zachowa¢ okreslong ich gesto$¢ w przeliczeniu na caty obwdd.
Rozpatrywane byly trzy rézne gestosci: 20, 40 i 80 parametrow.

Przeanalizowano cztery rézne pary parametréow ¢ oraz -y, opisujacych rézne wycinki
brzegu uszczelki. Rysunki przedstawiaja optymalne ksztalty oraz odpowia-
dajace im rozktady cisnien py i réznice py(z;) — pn(z;) przy stalej gestosci para-
metrow ¢; (40 parametréw w przeliczeniu na obwdd) dla réznych par (d,7) oraz dla
réznych typéw parametryzacji. Mozna zauwazy¢, ze parametryzacja ksztaltu krzywy-
mi B-sklejanymi stopnia 2 daje w wyniku optymalizacji bardziej intuicyjne ksztatty.
Wynika to z bardziej lokalnego wptywu parametréw na ksztatt krzywych B-sklejanych
niskiego stopnia. Z kolei w przypadku przedstawionym na rys. [7.4.0] przestrzen funk-
cji ksztaltu jest dobrana niewtasciwie, co uniemozliwia osiagniecie satysfakcjonujacych
wynikéw optymalizacji.

Tabela przedstawia wplyw zwickszania liczby parametrow na zbieznos¢ meto-
dy BFGS oraz na optymalng wartos¢ funkcji celu dla réznych rodzajow parametryzacji
(dla (4,v) = (0,7)). Optymalna warto$¢ funkeji celu J spada wraz ze wzrostem licz-
by parametréw ksztattu ¢;. Zwréémy jednak uwage na fakt, ze tylko w przypadku
parametryzacji krzywymi B-sklejanymi stopnia 2 spadek wartosci J jest wyrazny.
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Rysunek 7.4.3: Optymalne ksztatty dla § = 0, v = 0.47 oraz dla réznych typéw pa-
rametryzacji: (a) Bézier, (b) B-sklejana. Pokazano optymalny ksztalt w konfiguracji
poczatkowej, rozktad cisnien oraz btad py — pn.
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Rysunek 7.4.4: Optymalne ksztatty dla 6 = 0, v = 0.87 oraz dla réznych typéw pa-
rametryzacji: (a) Bézier, (b) B-sklejana. Pokazano optymalny ksztalt w konfiguracji
poczatkowej, rozktad cisnien oraz btad py — pn.
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Tabela 7.4.1: Wplyw liczby parametréw ksztaltu na osiaggane minimum funkcji celu
Jopt Oraz na liczbe iteracji metody BFGS.

Rodzaj parametryzacji Jopt / liczba iteracji BEGS

20 parametréw | 40 parametréw | 80 parametrow
B-spline rzedu 2 3.8107% /21 1.5107° /25 | 3.4107'%2 /25
Bézier 2.9107° / 42 1.4 107 / 41 3.3107° /38

Rysunek przedstawia przebieg procesu optymalizacji dla jednego z przykta-
déw. Widoczny jest spadek wartosci funkeji celu o kilka rzedéw wielkosci.

Warto w tym miejscu jeszcze raz podkresli¢, ze do wyznaczania niejawnych pochod-
nych stosowana jest Analiza Wrazliwosci. Przy kilkudziesieciu parametrach ksztattu,
zastosowanie metody FDM wymagatoby kilkudziesi¢ciokrotnie dtuzszego czasu obli-
czen dla catego procesu optymalizacji.

7.5. Optymalizacja wstepnego ksztattu odkuwki w
procesie speczania

W pracach Fourmenta i in. (1996), Srikantha i Zabarasa (2000) oraz Stupkiewicza
(2003) rozwigzano dwuwymiarowy problem odwrotny znalezienia wstepnego ksztattu
powierzchni bocznej sprezysto-plastycznej probki tak, zeby w procesie speczania otrzy-
ma¢ probke o przekroju prostokatnym (rys. [7.5.1). W niniejszym podrozdziale rozpa-
trujemy analogiczny problem. Rozszerzenie polega na badaniu zagadnienia tréjwymia-
rowego oraz na uwzglednieniu sprezystych deformacji matrycy. Podobny, tréjwymia-
rowy problem optymalizacyjny kontaktu probki o eliptycznej podstawie ze sztywnym
narzedziem rozwiazali niedawno Acharjee i Zabaras (2006).

Definicja problemu

Poczatkowa geometrie zadania (ksztalt niezoptymalizowany) przedstawiono na rys.|7.5.2,
Prostopadto$cienna sprezysto-plastyczna probka o wymiarach hg X wg X wy, gdzie
ho =2 [em], wo= \/g [em], zostaje $cisnieta przez sprezyste szezeki do 2/3 wysokosci.
Do opisu wtasciwosci materiatu, z ktérego wykonana jest probka, zastosowano model
sprezysto-plastycznosci z warunkiem Hubera-Misesa, bazujacy na multiplikatywnym
rozktadzie tensora gradientu deformacji na czesé sprezysta i plastyczna. Przyjeto nie-
liniowe umocnienie izotropowe (Simo i Hughes, 1998) wedlug wzoru:

o, = 02 + Ka+ (a;”f— 02)(1 — %),
gdzie « jest miarg skumulowanego odksztalcenia plastycznego. Przyjeto nastepujace
wartosci parametréw materiatowych:

E=206.9 [GPal, v=0.3, 09=0.45 [GPal,
o¥=0.6 [GPal, K=0.5[GPa, §=0.01.

Do dyskretyzacji obszaru sprezysto-plastycznego wykorzystano 8-weztowe elementy
skonczone opracowane przez prof. J. Korelca, dostepne w bibliotece AceFEM. W ele-
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Rysunek 7.4.7: Kolejne przyblizenia optymalnego ksztattu w wybranych krokach me-
tody BFGS. Parametryzacja ksztattu krzywymi Bézier, dla 6 =0, y=m.
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Rysunek 7.5.1: Schemat problemu optymalizacji wstepnego ksztattu odkuwki.

mentach tych zastosowana jest technika polegajaca na selektywnym catkowaniu nume-
rycznym i rozwinieciu funkcji ksztaltu w szereg Taylora, co zapobiega efektom bloko-
wania (volumetric locking, shear locking). Wtasciwosci sprezyste szczek okreslono jako
E=210[GPa], v=0.3. Uzyto modelu tarcia Coulomba (u=0.3). Zastosowano metode
wygtadzania powierzchni narzedzia ptatami Bézier opartymi na 16 weztach.

Po sptaszczeniu, widoczne jest niejednorodne odksztalcenie bokéw prébki (wybrzu-
szenia) spowodowane dziataniem sit tarcia, oraz w niewielkim stopniu z powodu sprezy-
stego odksztatcenia szczek (rys. . Celem postawionego problemu optymalizacyj-
nego jest znalezienie takiego poczatkowego ksztaltu probki, aby po Scisnieciu otrzymac
ptaskie boki o zadanej szerokosci w = 1. Powyzsze zdanie mozna zapisa¢ w sposob
formalny za pomoca funkcji celu:

J=> (z; —w/2)’
gdzie 7; = X; + u; sa to wspéhzedne z-owe weztéw lezacych na jednym z bokéwf
zdeformowanej probki|

Parametryzacja ksztaltu probki

Aby méc modyfikowaé poczatkowy ksztatt probki, nalezy okreslié sposob parametry-
zacji tego ksztattu. Wprowadzimy najpierw funkcje skalujaca:

M M
X(61, €25 ¢i5) = D> By(&1) Big(&2) oy
i=1j=1
gdzie (&,&) € [—1,1)* sa wspéhrzednymi parametryzacji, ¢;; jest macierza M x M
parametréw, natomiast Bi,(£) jest bazq Bernstein’a stopnia M (3.15]). Parametryzacji
bedzie podlegal ksztatt powierzchni bocznej probki. Ksztatt aktualny okreslimy jako
transformacje ksztattu referencyjnej prostopadtosciennej préobki wzgledem osi OZ przy
pomocy funkeji skalujacej x (por. rys.[7.5.3)) . Dla przejrzystosci przedstawiona zostanie
transformacja jedynie dla wycinka {(X,Y,Z2) | X > [Y]}:
N N Y 27 .
X(X,Y,Z);¢i5) == (X,Y,0) - x g, hfo; ¢ij | +(0,0,2) (7.3)

2Korzystajac z symetrii zadania wystarczy wziaé pod uwage tylko jeden bok.
3Uktad wspotrzednych przyjeto tak, ze plaszczyzny symetrii probki przecinaja sie w poczatku
uktadu.
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defc

(a)

Rysunek 7.5.2: Probka niezoptymalizowana: (a) przed deformacja, (b) pole skumulo-
wanego odksztatcenia plastycznego w konfiguracji odksztatcone;j.

gdzie hg jest wysokoscig probki, natomiast wielkosci z daszkiem oznaczaja wspotrzedne
referencyjnego, prostopadtosciennego ksztattu (por. rys. . Korzystajac z faktu ze
problem jest symetryczny, mozemy ograniczy¢ liczbe parametrow ksztattu. Prawdziwe
sg bowiem zaleznosci

¢i7j = ¢M+1—i,j = ¢i,M+1—j7

z ktorych wynika, ze zamiast M? parametrow ksztaltu potrzebujemy ich jedynie ("M /27)2,
gdzie funkcja "z oznacza najmniejsza liczbe catkowityg wieksza od z.

Chcac zastosowaé gradientowy algorytm minimalizacyjny BFGS, potrzebne jest
okreslenie gradientu funkcji celu J wzgledem parametréow ksztattu ¢;;. Uwzglednia-
jac niejawne zaleznosci, funkcje celu zapiszemy jako

J(dij) =D (Xi(di5) + ur(oij) — w/2)?.
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Rysunek 7.5.3: Schemat parametryzacji ksztaltu probki. Punkty prostopadtos$ciennej,
referencyjnej geometrii zostaja przeskalowane w kierunku promieniowym za pomoca
funkeji x (widoczny przekr6j plaszezyzna XY).




108 Rozdzial 7. Przyklady

XX, ()

ksztatt referencyjny ksztalt poczatkowy ksztatt zdeformowany

Rysunek 7.5.4: Parametryzacja ksztattu probki. Ksztatt referencyjny, poczatkowy i zde-
formowany.
Stad, gradient J przedstawia si¢ nastepujaco:

dJ 0X,  dug
deoi; zk: <3¢zj deoi;

) (X + up, — w/2).

Pochodne 0X},/0¢;; wystepujace po prawej stronie powyzszego réwnania mozna wy-
znaczy¢ korzystajac z jawnej zaleznosei (7.3)), natomiast pochodne duy/dg;; (wrazli-
wos¢ przemieszczen) maja charakter niejawny i wyznaczono je przy pomocy Analizy
Wrazliwosci.

Wyniki optymalizacji

Niniejsze zagadnienie rozwigzano minimalizujac funkcje celu J metoda BFGS. Na
rys. [7.5.5 przedstawiono rozwiazanie, na ktérym widaé oczekiwany prostopadtoscienny
ksztalt probki po odksztatceniu.

Przeprowadzono réwniez studium przypadkéw uzywajac roznej liczby parametrow
ksztaltu (4, 9 1 16 parametréw). Rysunek przedstawia wykres zbieznosci meto-
dy BFGS w zaleznosci od liczby parametrow. Zwiekszenie liczby parametréow pozwala
osiagna¢ mniejszg wartos¢ funkcji celu, przy czym réznica pomiedzy przypadkiem za-
stosowania 9 i 16 parametréw jest bardzo niewielka. Dodatkowo mozna zauwazyc¢, ze
wartos$¢ funkcji celu dla optymalnego ksztattu jest o kilka rzedéw nizsza niz dla ksztattu
poczatkowego, a takze ze zbiezno$¢ metody BFGS jest osiggana w kilkunastu krokach.
Tak dobra zbiezno$¢ jest wynikiem wykorzystania metod gradientowych. Obliczenia
mozna byto przeprowadzi¢ w sposob efektywny dzieki temu, ze do wyznaczania wyma-
ganych gradientéw zastosowano Analize Wrazliwosci.
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Rysunek 7.5.5: Probka zoptymalizowana (16 parametréw ksztattu): (a) przed deforma-
cja, (b) pole skumulowanego odksztatcenia plastycznego w konfiguracji odksztaltconej.
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Rozdzial 8

Z.akonczenie

Podsumowanie

Zastosowano Analize Wrazliwosci do ogdlnego przypadku kontaktu z tarciem trojwy-
miarowych ciat odksztatcalnych w zakresie duzych deformacji i poslizgéw. Do regula-
ryzacji warunkéw kontaktowych wykorzystano metode rozszerzonych mnoznikéw La-
grange’a, zas w sformutowaniach dyskretnych uzyto réznych sposobéw wygtadzania
powierzchni kontaktowych. Przedstawiono szereg przykltadéw numerycznych wykazu-
jacych poprawno$c i efektywnosé rozwiazan zaréwno dla problemu bezposredniego jak
i dla problemu wrazliwosci. Osiggniecie wysokiej zgodnosci rozwiazan problemu wraz-
liwosci uzyskanych dwiema niezaleznymi metodami pozwala wnioskowaé¢ o poprawno-
sci stosowanych metod. Rozwiazano dwa problemy optymalizacyjne, bedace ilustracja
mozliwosci wykorzystania Analizy Wrazliwo$ci.

Osiagniecie zamierzonego celu wymagato rozszerzenia istniejacego srodowiska MES
— AceFEM — o infrastrukture niezbedng do rozwigzywania zagadnien kontaktowych.
Sktadato sie na to m. in. opracowanie odpowiednich struktur danych oraz implementa-
cja procedury globalnego wyszukiwanie kontaktu. Korzystajac z mozliwosci érodowiska
AceGEN | AceFEM, opracowano szablony elementéw kontaktowych bazujace na posta-
ci stabej zagadnienia kontaktowego z tarciem, zregularyzowanej metoda rozszerzonych
mnoznikow Lagrange’a. Na podstawie szablonow stworzono szereg dwu- i trojwymiaro-
wych elementéw kontaktowych, rézniacych sie sposobami parametryzacji powierzchni
master.

W pracy, zaproponowano rowniez wlasny schemat wygltadzania, bazujacy na pa-
rametryzacji ptatami Bézier opartymi na 9 weztach. Przeprowadzono analize porow-
nawczg kosztu czasowego obliczen przy wykorzystaniu tréjwymiarowych elementow
kontaktowych rézniacych si¢ parametryzacja powierzchni. Z analizy wynika, ze w po-
rownaniu z platami Bézier opartymi na 16 weztach, zaproponowana parametryzacja
daje nizsza ztozonos¢ czasowa procedur elementéw oraz lepsze wlasnosci zbieznosci
procesu iteracyjnego.

W rozprawie przeanalizowano takze dwa aspekty zwigzane z dyskretyzacja mogace
wplywaé na ciggtoéé zmiennych kinematycznych: poprawnos¢ wyszukiwania par kon-
taktowych oraz przyjecie odpowiedniego przyblizenia dla miary dtugosci poslizgu. Jest
to o tyle istotne, ze nieciggtos¢ zmiennych kinematycznych moze powodowaé¢ problemy
ze zbieznoscig oraz by¢ przyczyna niepoprawnych rozwigzan problemu wrazliwosci.

Reasumujac, do najwazniejszych oryginalnych osiagnie¢ niniejszej rozprawy nalezy
zaliczy¢:

e przeprowadzenie Analizy Wrazliwosci dla ztozonych sformutowan zagadnien kon-
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taktowych z tarciem,

e rozbudowe $rodowiska AceFEM o infrastrukture niezbedng do analizy zjawisk
kontaktowych

e implementacje szablonow dla dwu- i trojwymiarowych elementéw kontaktowych,

e zaproponowanie i zastosowanie wlasnego schematu wygtadzania powierzchni kon-
taktowej.

Zastosowania efektéw badan

Srodowiska AceGEN i AceFEM, wraz z wprowadzong w ramach niniejszej rozprawy
obshugg zagadnien kontaktowych, naleza do puli modutéw dodatkowych programu Ma-
thematica. Dzieki temu efekty niniejszej pracy sa szerzej dostepne dla $rodowiska na-
ukowego i moga stanowi¢ przyczynek do dalszych badan w zakresie mechaniki kontaktu
oraz analizy wrazliwosci dla zagadnien kontaktowych.

Rozbudowana w ramach niniejszej pracy infrastruktura srodowiska AceFFEM oraz
opracowane szablony elementow kontaktowych byty wykorzystane do rozwigzania sze-
regu probleméw kontaktowych z tarciem w ramach grantu IMPRESS (5PR UE). Sta-
nowity réwniez podstawe do opracowania elementéw skonczonych dla bardziej zaawan-
sowanych modeli kontaktowych, wlaczajac w to sprzezone efekty termomechaniczne
rozpatrywane w ramach projektu ENLUB (5PR UE). Analiza wrazliwosci i optymali-
zacja dla probleméw kontaktowych zostaty rowniez wykorzystane dla celéw projektu
PROHIPP (6PR UE).

Mozliwosci rozszerzenia badan

Wyniki otrzymane w ramach niniejszej pracy stanowia dobra podstawe do dalszych
badan zwigzanych z analizg wrazliwosci dla probleméw kontaktowych. Ponizej przed-
stawiono dwa wybrane kierunki rozwoju, ktore sa interesujace ze wzgledu na mozliwe
zastosowania.

Bardzo pozyteczne mogtoby by¢ zaadoptowanie podejscia opartego na elemencie
mortarowym (Puso i Laursen, 2004; Puso i in., 2008), a nastepnie przeprowadzenie
dlan analizy wrazliwosci. Podejscia symetryczne i quasi-symetryczne, w sktad ktorych
wchodzi metoda elementu mortarowego, maja wiele korzystnych wtasnosci w porow-
naniu do, zazwyczaj stosowanych, podejs¢ node-to-segment. Oprocz tego, ze techniki
symetryczne bardziej rownomiernie przenosza oddzialywania kontaktowe, to réwniez
daja mozliwos¢ zastosowania ich do zagadnien uwzgledniajacych kontakt w obrebie jed-
nego ciata (self-contact). Przeprowadzenie powyzszej analizy wiazaloby sie z potrzeba
modyfikacji w algorytmie globalnego wyszukiwania kontaktu, tak aby wyszukiwat po-
tencjalnie “przecinajace sie” segmenty i na tej podstawie tworzyt odpowiednie pary
kontaktowe. Wymagana by byta réwniez implementacja procedur dla elementéw mor-
tarowych, co mozna by wykonaé¢ przy wykorzystaniu mozliwosci przetwarzania symbo-
licznego srodowiska AceFEM.

Ciekawym zagadnieniem mogloby by¢ réwniez wyznaczenie wrazliwo$ci wyzszego
rzedu (por. Dems i Mro6z, 1985; Haftka i Mréz, 1986), tj. macierzy drugich pochod-
nych mieszanych rozwigzania po parametrach zadania. Podobnie jak dla wrazliwosci
pierwszego rzedu, owg wrazliwos¢ mozna by wyznaczy¢ stosujac metode DDM. Wtedy
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rozwigzanie, bazujace na wrazliwosci pierwszego rzedu, wymagatoby wyznaczenia po-
chodnych jeszcze wyzszego rzedu. Przektadaloby sie to na wzrost ztozonosci zadania
oraz mogtoby stanowi¢ o jeszcze nizszej regularnosci rozwiazania.

Jednym z mozliwych zastosowan dla wrazliwosci drugiego rzedu jest jej uzycie w celu
wykorzystania metody Newtona (metody stycznych) zamiast metod gradientowych do
rozwigzywania zadan optymalizacyjnych. W pewnych warunkach dawatoby to lepsza
zbieznos¢ procesu optymalizacyjnego aczkolwiek mogtoby by¢ nieskuteczne z powodu
wyzszego kosztu wyznaczenia pochodnych drugiego rzedu oraz ich niskiej regularnosci.
Innym ciekawym zastosowaniem jest mozliwo$¢ okreslenia funkcji celu w problemie
optymalizacyjnym tak, aby zawierata w swojej definicji wrazliwosci pierwszego rzedu.
Pozwoliloby to na rozwiazywanie szerszej klasy zagadnien optymalizacyjnych. Jednym
z przyktadow takiego zagadnienia jest problem znalezienia takiego ksztattu matryc aby
zminimalizowa¢ wrazliwos$¢ ksztattu produktu koncowego na niedoktadnosci wykonania
prefabrykatéw w procesie kucia. Jako ze w definicji funkcji celu wystepowatby juz
gradient pierwszego rzedu, to wykorzystanie metod gradientowych do rozwigzania tego
zagadnienia wymagatoby obliczenia wrazliwosci drugiego rzedu.
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