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Recenzja
Rozprawy doktorskiej mgr inz. Stefana Kotowskiego:

,Analiza algorytmow genetycznych jako ukladéw dynamicznych”.

Praca doktorska mgr. inz. Stefana Kotowskiego, o objetosci 72 stron, sktada si¢ z pigciu
Rozdziatéw i spisu literatury obejmujacej 101 pozycji. Za sugestia recenzentow autor
uzupehit rozprawe o Dodatek, w ktérym zawart istotne szczegéty dowodow pewnych
twierdzen przedstawionych w pracy (zwiazanych z warunkami punktowej
asymptotycznej stabilnosci odpowiedniego modelu), nanidst kilka poprawek oraz podat
precyzyjne definicje wazniejszych poje¢ wystepujacych w pracy. Dysertacja poswigcona
jest, jak powiedziano w tytule, docelowo sformutowaniu i analizie algorytmow
genetycznych w jezyku teorii uktadow dynamicznych. Algorytm genetyczny to rodzaj
algorytmu przeszukujacego przestrzen potencjalnych rozwigzan problemu w celu
wyszukania najlepszego (optymalnego) rozwiazania. Sposéb dziatania algorytmow
genetycznych przypomina zjawisko ewolucji biologicznej, gdyz wiasnie z biologii
czerpane byly inspiracje przez tworcow algorytmow. Wspolnymi cechami algorytmow
ewolucyjnych, do ktérych zaliczaja si¢ algorytmy genetyczne, odrézniajacymi je od
tradycyjnych metod optymalizacji, sa: stosowanie operatorow genetycznych
dostosowanych do postaci rozwigzan, rownolegte przeszukiwanie przestrzeni rozwigzan
z roznych punktéw (obszarow), ukierunkowanie procesu przeszukiwania w oparciu 0
aktualne rozwiazania oraz wprowadzenie elementow losowych. Przebieg samego

algorytmu jest nastepujacy:



- losowana jest (wedlug przyjetych regut) pewna populacja poczatkowa, ktora
poddawana jest ocenie w wyniku ktdrej najlepiej przystosowane osobniki biora
udziat w procesie reprodukc;ji.

- chromosomy wybranych osobnikow sa krzyzowane,

- zachodzi proces mutacji, czyli zmian losowych.

Rodzi si¢ nastepne pokolenie i algorytm powraca, o ile nie znaleziono dostatecznie
dobrego rozwigzania do wyjs$ciowego/poczatkowego kroku.

Z kolei przez uktad dynamiczny (z dyskretnym ,,czasem”) rozumie si¢ deterministyczne
odwzorowanie (operator ewolucji) dziatajacy na pewnej przestrzeni z miarg.
Odwzorowanie to musi zachowywaé te miar¢ (innymi stowy miara ta jest
niezmiennicza). Uktady takie modeluja wiele zjawisk fizycznych, systemow
biologicznych oraz ekonomicznych. Na przestrzeni kilkudziesigciu lat teoria ukfadow
dynamicznych byla intensywnie rozwijana, uzyskano szereg silnych twierdzen,
zwlaszcza zwiazanych z tzw. ergodycznymi wlasnosciami takich uktadow.

W recenzowanej rozprawie autor formutuje, ewolucj¢ zadana przez algorytmy
genetyczne, w jezyku procesow stochastycznych (jednorodne fancuchy Markowa), a
nastepnie wykorzystuje do analizy algorytmow genetycznych, zwiazki pomigdzy
(stacjonarnymi) procesami stochastycznymi, a uktadami dynamicznymi. Gtéwnym celem
pracy jest zatem wykorzystanie silnego aparatu uktadéw dynamicznych do analizy (w

szczegolnoscei klasyfikacji) algorytmow genetycznych.

Jesli chodzi o strukture pracy to autor kolejno przedstawia:

W Rozdziale I przypomniana zostata historia algorytméw genetycznych, opisane zostaty
glowne typy tych algorytméw. Ponadto, w sposéb przejrzysty i dobrze sformutowany od
strony matematycznej okreslono podstawowe obiekty wystgpujace w teorii algorytmow
genetycznych. Na zakonczenie, autor szczegoélng uwage poswigca tzw. problemowi No
Free Lunch tzn. nieistnieniu uniwersalnego algorytmu optymalizacyjnego. Rozdziat ten
konczy sie przypomnieniem poje¢ izmorfizmu, ktore to pojecia odgrywaja pdzniej istotng
role w klasyfikacji algorytméw genetycznych. Autor najpierw przypomina definicje

izomorfizmu ,algebraicznego” (zachowana jest struktura algebraiczna), a nastgpnie



nawiazuje do grup przeksztatcen zachowujacych miarg oraz izomorfizmow pomiedzy
takimi obiektami. Istotna wiasnoscia dla izomorfizméw sa ich niezmienniki, w
szczegodlnosci dla izomorfizmow metrycznych takim niezmiennikiem jest entropia.

W Rozdziale 11 autor formutuje matematyczne podstawy algorytméw genetycznych w
kontekscie probabilistycznym (koncentrujac si¢ na SGA - Simple Genetic Algorithm);
definiuje najpierw zbiér mozliwych populacji (kodowanie - binarna reprezentacja
osobnikéw), a nastepnie w jezyku probabilistycznym operator selekcji (zalezny od
funkcji przystosowania), operator mutacji (zadany przez macierz prawdopodobienstw
mutacji) oraz operator krzyzowania (zdefiniowany za pomocga macierzy okreslajacych
prawdopodobienstwa krzyzowania). Pozwala to na zdefiniowanie tzw. macierzy przejscia
T, a tym samym na probabilistyczny opis ewolucji algorytmu genetycznego jako procesu
Markowa (zatem, w tym momencie jest to jeszcze proces stochastyczny), w ktorym
stanami sa sktadowe korespondujace do rozktadu prawdopodobienistwa zdefiniowanego
przez ,wektor populacji” (podrozdziat 2.2, str. 32). Istotng rolg w zrozumieniu tego
podejécia odgrywa tutaj formuta 1.5 okreslajaca prawdopodobiefistwa warunkowe.
Zaktadajac jednorodnosé¢ tak okreslonego procesu Markowa zasadniczym pytaniem dla
tego typu macierzy jest istnienie rozktadéw stacjonarnych. Szczeg6lnie istotny przy
zatozeniu jednorodnosci wydaje si¢ by¢ odpowiedni dobér jesli operatora selekeji.

W paragrafie 2.6 sformutowane zostaly takze wazne twierdzenia (2.6.2, str. 39)
dotyczace punktowej asymptotycznej stabilnosci dla modeli z selekcja i mutacja dla
populacji skonczonych. Dowody tych twierdzen zostaly podane wiasnie w zafaczonym

Dodatku.

W Rozdziale I1I autor przedstawia w jaki sposdb otrzymany tancuch Markowa moze by¢
traktowany jako ukfad dynamiczny. W istocie, chodzi tutaj o fakt, ze w przypadku
granicznym fafcuch taki jest izomorficzny z konkretnym procesem stochastycznym, tzw.
schematem Bernoulliego. Jesli spojrze¢ na schemat Bernoulliego (opisany z kolei w
podrozdziale 4.1.1) w ten sposob, ze przestrzenig jest zbidr ciagdw, na ktdrym to zbiorze
okreslona jest przy pomocy zbiordéw cylindrycznych miara (wykorzystuje sig¢ tutaj
twierdzenie Kotmogorowa o rozktadach zgodnych) i na tej przestrzeni dziata operator

przesuniecia zachowujacy t¢ miarg, to mamy dobrze okreslony uktad dynamiczny w



sensie, o ktorym byto wspomniane na poczatku recenzji (tzw. przesunigcie Bernoulliego).
Z kolei dla przesunigcia Bernoulliego automatycznie mamy analitycznie wyliczong
warto$¢ entropii (precyzyjniej tempa entropii, ang. entropy rate) oraz poznie]

wykorzystywane kluczowe Twierdzenie Ornsteina.

W Rozdziale III przedstawione sgq tez gtowne twierdzenia dotyczace rozktadu
granicznego dla algorytmu genetycznego z selekcja elitarng (Paragraf 3.4.3). Ponadto
opisana zostata takze posta¢ operatora granicznego. Z wtasnosci tej autor wywnioskowat
posta¢ algorytmu (proponowana graniczna macierz ma wszystkie wiersze identyczne
rowne rozkladowi stacjonarnemu), ktory w pierwszym kroku daje najwigksze
prawdopodobienstwo wyznaczenia rozwiazania optymalnego. Co wigcej, autor
zasugerowat (Wniosek 3.4.3 str. 50) sposob wyznaczania wspotczynnikow macierzy
granicznej/optymalnej wykorzystujac proporcje czaséw spedzanych przez pojedyncza,
typowa trajektori¢ procesu w poszczegdlnych stanach (usrednianie po dtugich czasach).

Milczaca korzysta si¢ tutaj z twierdzen ergodycznych.

W Rozdziale IV autor przypomina podstawowe wielkosci charakteryzujace uktady
dynamiczne i procesy stochastyczne, mianowicie pojecie entropii, a takze wymiaru
fraktalnego. Ponadto w Dodatku autor zataczyt precyzyjne matematycznie definicje tych
koncepcji. W kontekscie entropii kluczowe jest wspomniane twierdzenie Ornsteina, ktore
moéwi, ze dwa dowolne przesunigcia Bernoulliego posiadajace ta sama entropi¢ sa
izomorficzne. Umozliwia to klasyfikacj¢ takich uktaddw. Nastgpnie autor przypomina
twierdzenie Choe (4.2.2, str. 58), ktére dla przesunigcia Bernoulliego wigze wymiar
Hausdorffa z entropia. Zatem chcac oceni¢ entropi¢ mozna to uczyni¢ poprzez
oszacowanie wymiaru Hausdorffa.

Nawiazujac do tej wiasnosci w podrozdziale 4.3 przedstawione zostaty ciekawe wyniki
badan eksperymentalnych (symulacji numerycznych). Napisano oprogramowanie (w
jezyku Java) do realizacji algorytméw wyznaczania witasnie wymiarow fraktalnych
trajektorii. Oprogramowanie ma bardzo elastyczng strukturg, skfada si¢ z kilku
modutéw/interfejsow do tworzenia nowych klas: Chromosom, Estymator, Selector,

Mutator, Reproductor, Improver.



Podstawowy modut systemu wylicza wymiar pudetkowy dowolnego zbioru punktow w
n-wymiarowej przestrzeni. Zaobserwowano ciekawy fakt potwierdzajacy przyjete w
pracy wnioski, mianowicie dla tej samej funkcji testowej oraz konfiguracji wymiar

pudetkowy trajektorii wyraznie skupia si¢ wokdt pewnych wartosci.

Problemy, ktore wymagaja dalszej analizy i/lub wyjasnienia

Glebszej analizy wymaga problem, w jaki sposob entropia otrzymanego uktadu
granicznego zalezy od ,parametrow” algorytmu genetycznego, w szczegdlnosci od
prawdopodobiefistw mutacji i od prawdopodobiefistw selekcji (formuta 2.5 str. 32) oraz
przyjetych wartosci prawdopodobiefistw w macierzach dla operatora krzyzowania.
Nalezy wziaé pod uwage, ze jesli prawdopodobiefistwa mutacji sa bardzo duze (bliskie
jeden) to entropia jest wtedy jednak mata. Wiadomo, ze przysunigcia Bernoulliego ma
najwicksza entropi¢ gdy bity/symbole sa generowane z réwnym prawdopodobienstwem.
7 kolei taficuch Markowa, w ktérym z duzym prawdopodobienstwem ,,przeskakuje” sig

do innego stanu tez maja mala entropig.

W Dodatku na stronie 22 nie jest jasne stwierdzenie:

.Kwestia optimum moze by¢ niejednoznaczna, gdyz dwa algorytmy dajace rozktad
graniczny, w jednym kroku moga mie¢ rozny rozktad graniczny. Wowczas lepszy jest
ten, ktory daje wigksze prawdopodobienstwo najlepszemu rozwiazaniu. Nalezy wigc
uwzglednié entropie rozktadu granicznego.” Jak si¢ ma to twierdzenie, do faktu ze dla
stacjonarnych procesow Markowa (o skoficzonej liczbie standw) jesli ograniczymy si¢ do
sktadowych ergodycznych, to na poszczegdlnych sktadowych mamy jednoznaczny

rozktad graniczny.

Wydaje mi sig, ze bardziej adekwatnym tytutem rozprawy bytby tytut nawiazujacy do

modelowania algorytméw genetycznych fancuchami Markowa.

Proponowany sposdb modelowania zaktada pewne ograniczenia, mianowicie zaktada, ze

w obrebie skladowych ,,wektoréw populacji” ewolucja dla kazdego takiego chromosomu



(takich samych chromosoméw w obrebie populacji) odbywa si¢ w identyczny sposob.
Jest to pewne ograniczenie rozwazanych al gorytmow.

Centralnym wynikiem eksponowanym w dysertacji jest okreslenie w oparciu o istnienie
rozkfadu granicznego dla zadanej macierzy Markowa, [ktéra zalezy od wiasnosci
superpozycji macierzy selekeji, macierzy mutacji i macierzy krzyzowania] postaci
optymalnego operatora (w sensie probabilistycznym), ktory w jednym kroku z
dowolnego rozktadu poczatkowego generuje rozktad graniczny/optymalny. Przytoczone
w rozprawie twierdzenia (na przykiad Tw. 3.3.3) dotycza sytuacji gdy proces Markowa
jest jednorodny. Nasuwa si¢ zatem pytanie, jakie precyzyjnie warunki musza byc
nafozone na operatory ewolucji (selekcji, krzyzowania, mutacji) zeby mozna byto
zatozy¢ jednorodno$¢ w czasie indukowanego procesu Markowa? CzeSciowa dyskusja
tego problemu jest w podrozdziale 3.3.4.

Warto zauwazy¢ ponadto, ze wazne Twierdzenie 3.4.8 (Dodatek, strona 21) w rozprawie
nie rozstrzyga, czy graniczny operator (otrzymany z rozktadu stacjonarnego) dla

algorytmu genetycznego jest rowniez algorytmem genetycznym.

Dobrze bytoby sformutowaé precyzyjnie, kiedy w przypadku macierzy stochastycznej
wartoéci wilasnej rownej 1 odpowiada przestrzen niezmiennicza jedno-wymiarowa.
Oznacza to, ze dla takiego procesu Markowa istnieje doktadnie jeden rozktad graniczny.
Wiaze sie to z ergodycznoscia procesu.

Ciekawa bylaby glebsza biologiczna interpretacja otrzymanych wynikow.

Glowne wyniki rozprawy

Za gtowne wyniki rozprawy mozna uznac:

Przejrzyste i precyzyjne sformufowanie zwiazku pomigdzy ewolucyjnymi algorytmami

genetycznymi, a tancuchami Markowa, a nastepnie ukfadami dynamicznymi.



Zaproponowanie klasyfikacji algorytméw genetycznych za pomoca wielkosci
charakteryzujacych graniczne dla nich (via tancuchy Markowa) uktady dynamiczne
(przesuniecie Bernoulliego). Wielkosciami takimi sa (str. 63): entropia, wymiar fraktalny
(Hausdorffa, pudetkowy, informacyjny). Zwraca uwage przygotowanie wspomniane

implementacji do estymowania wymiaru Hausdorffa.

Jedli chodzi o twierdzenie NFL to waznym wynikiem rozprawy jest zaobserwowanie, a
wlasciwie potwierdzenie, ze optymalny algorytm istotnie zalezy od wilasnosci

(parametrow) problemu, ktéry mamy rozwigzac.

Na stronie 58 autor konkluduje, ze analizowana entropia otrzymanego procesu Markowa
jest funkcja prawdopodobienstw mutacji i selekcji. Ciekawa wydaje si¢
obserwacja/wynik, ze entropia wzrasta ze wzrostem prawdopodobienstwa mutacji i

maleje gdy rosnie ,,nacisk selekcyjny”.

Za gtéwne Twierdzenia rozprawy mozna uzna¢ Twierdzenia 3.3.2, 3.3.3 oraz 3.3.4, ktore
mowia, ze algorytmy genetyczne, w ktérych parametry sa dostrajane (poprzez dofaczenie
parametréw do chromosomu i poddaniu ich dziataniu operatoréw genetycznych razem z
catym chromosomem lub poprzez dostrajane tych parametréw w zaleznosci od wartosci
funkcji przystosowania lub jej rozktadu) sa asymptotycznie stabilne i ich rozkiad
graniczny nie zalezy od populacji poczatkowe;.

Ponadto, wazne i ciekawe sa sformutowania (i dowody w Dodatku) Twierdzen dla

modeli z selekcja i mutacja dla populacji skonczonych (Tw. 2.6.2,2.6.3,2.6.4).

Rozprawa jest inspirujaca i stanowi bardzo dobry material do dalszych analiz tych

waznych i zlozonych problemow (optymalizacija).

Dorobek naukowy

Jesli chodzi o dorobek naukowy to mgr inz. Stefan Kotowski, zgodnie z zataczonym

wykazem, jest autorem 11 prac naukowych w tym:



2 prace ukazaty si¢ w Archiwum Mechaniki,

3 artykuty w pismach o charakterze lokalnym i

6 prac w materiatach konferencyjnych.

Jest to dorobek, ktory jest w sposob istotny wystarczajacy dla osob ubiegajacych si¢ o
tytut doktora.

Na szczegblna uwage zastuguje takze fakt, ze w roku 1959 mgr inz. Stefan Kotowski

zdobyt wyrdznienie na IX Olimpiadzie Matematycznej.
Zestawienie zauwazonych usterek redakeyjnych

Praca zawiera szereg usterek redakcyjnych. Kilka z nich:
Str. 7
Wstep. Definicja. Algorytm optymalizacyjny o jest przeksztatceniem okreslonym na D
o wartosciach w X
a:D->X

spetniajacym dodatkowy warunek

a:Dad}——){x’erdX}
jest niedoktadny. Prawa strona nie jest elementem X.
Str. 46
W zdaniu ,,W przypadku, gdy parametry mutacji, krzyzowania lub selekcji zaleza od
danej populacji i sa dodatnie, rozktad prawdopodobienstw przejscia jest staty i niezalezny
od kroku macierzy i tworzy macierz Markowa” powinno by¢ ,,nie zalezg”.
Str. 58

W formule (4.2) jest btad drukarski. Zamiast ¢ powinna by¢ 6 . Brakuje takze nawiasu.

Brak jest czasami referencji do twierdzen, z ktorych autor korzysta (uzupetnione w
Dodatku). Na przyktad:

Str. 47 Twierdzenie 3.4.3

Str. 48 Twierdzenie 3.4.4



Autor nie ujednolicit przyjetego dziatania macierzy stochastycznej (macierzy przejscia)
na wektor prawdopodobienstwa. Na ogot jest notacja prawostronna, ale czasami jest

notacja lewostronna.

W paragrafie 4.1.1 sa pewne niescistosci koncepcyjne. Bardzo wazny role w
rozwazaniach w dysertacji odgrywa przesunigcie Bernoulliego. Jesli chodzi o entropi¢
(stuzaca autorowi do klasyfikacji) to jest ona liczona dla miary niezmienniczej, zatem
powinno si¢ rozpatrywa¢ raczej ciagi dwustronne. W pracy nie jest jasno napisane, ze

chodzi o takie uktady.

Podsumowanie

Oceniajac oryginalne wyniki uzyskane (i wymienione powyzej) w rozprawie (oraz
dorobek naukowy mgr inz. Stefana Kotowskiego) uwazam, ze recenzowana praca
odpowiada warunkom okreslonym w Art. 13 Ustawy o stopniach naukowych i tytule

naukowym i stawiam wniosek o dopuszczenie jej do publicznej obrony.
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