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o stalej krzywiznie”
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Geometria przeksztatcen afinicznych, to jeden z najlepiej zbadanych fragmentow
matematyki. Czgsto stuzy on do przyblizania bardzo skomplikowanych obiektow, np. fraktali
1 dynamuki ciat.

Nalezy wspomnie¢, ze wspéiczesna grafika komputerowa i filmowa opiera si¢ na modelach

przeksztalcen afinicznych, analiza obrazéw tomografii  komputerowej- rezonansu
magnetycznego mozgu, naczyn wieficowych 1 serca czesto opiera sie na modelach ciala
»afinicznie sztywnego” w plaskich przestrzeniach Euklidesa, tj. przestrzeniach Riemanna o
statej krzywiznie typu parabolicznego. Ruchy konczyn robotow modeluje si¢ w oparciu o
kinematyke 1 dynamike ciata sztywnego i afinicznie deformowanego.
Przedmiotem rozprawy jest gtéwnie inny aspekt modelu afinicznych stopni swobody. Chodzi
o ruch ,,matych” ciat sztywnych 1 afinicznie deformowanych w zakrzywionych przestrzeniach
Riemanna, a w szczegolnosci modele dwuwymiarowe, ktére dla pewnej klasy potencjaléw sa
scisle rozwiazywalne analitycznie przy pomocy kwadratur.

Rozprawa sktada sig z 6-ciu Czesci 1 obszemej bibliografii zawierajacej 102-ie pozycje.
Cze$¢ 1 (18 str. i 4 rozdz.) zawiera wstepne pojecia mechaniki ciata »afinicznie sztywnego”.
Przytacza si¢ definicje ciala sztywnego (metrycznie) oraz afinicznie sztywnego. W znacznej
czgscl literatury anglojezycznej nie funkcjonuja terminy ciata ,,metrycznie sztywnego” i
»afinicznie sztywnego”. Sztywnos¢ nie jest zmieniana przymiotnikiem, natomiast dodaje sie
opis ,,deformowana afinicznie” i wtedy jest to »~pseudo-sztywne cialo”. ‘

Nastgpnie podano ogolng definicje przestrzeni konfiguracyjnej Q jako odpowiedniego
iloczynu kartezjanskiego i obszernie oméwiono konfiguracje cial w przestrzeni Riemanna.
Zwracam uwagge na nastepujace ustalenia autorki ze wzgledu na zasadnicze odniesienia do
dalszej czgsci pracy a w szczegélnosci do jej czesci oryginalnej:

1° Odwzorowania afiniczne, w przestrzeni Riemana zachowuja operacje rézniczkowania

kowariantnego



2° Na ogél nie mozna wprowadzi¢ pojecia ciata rozciaglego sztywnego lub afinicznie
deformowanego w ogélnej przestrzeni Riemanna.

3’ Mozna rozwazaé infinitezymalne (probne, ,mate”) ciala sztywne z doczepiong baza
g — ortonormalng, lub infinitezymalne ciata afiniczne, tzn. punkt z doczepiong baza 0gélng

4° W przypadku ciat rozciaglych w plaskiej przestrzeni opis jest mozliwy 1 zostal zwigzle
przedstawiony .

Wprowadzono dwa pola; ortonormalne baz liniowych i dualne ortonormalnych ko-baz oraz
przedstawiono ich relacje. Zauwaza sig, ze ortonormalnos¢ nie jest zasadniczo niezbedna, lecz
ulatwia znacznie analize problemu.

W celu opisu kinematyki w przestrzeni materialnej i fizycznej zdefiniowano tensory
deformacji (Greena, Cauchy’ego, Lagrange’a i Eulera), symetrie kinematyczne, niezmienniki
deformacji 1 kwadrupolowy, przestrzenny moment bezwladnosci.

Rozdzial 3 tej Czgéci po$wigcony jest pojeciu emergii kinetycznej 7' w przestrzeni
konfiguracyjnej Q. Jedna z najwazniejszych wiasnosci -dla dalszego postgpu prac— sa tu
grupy symetrii dla modeli energii, tj. grupy izomerii odpowiednich struktur riemannowskich,
(Q, 1) gdzie Q- jest przestrzenia konfiguracyjna a T — efektywna metrykg. W dalszej czgscei
Rozdz. 3, Cz. 1 omawia si¢ model d’ Alamberta, model izotropowy w przestrzeni fizycznej 1
afiniczny w przestrzeni mikromaterialnej oraz model afiniczny w przestrzeni i ciele. Jest to
skrocony opis tego tematu zawarty w wielu pracach opublikowanych przez Autorke 1
czionkow grupy badawczej J.J. Stawianowskiego. Na zakonczenie Cz. 1 wprowadzono
podstawowe informacje o metryce Killinga i iloczynie Cartana-Killinga.

Uwagi Ad. Cz. 1. Cz¢$¢ ta ma wprowadzié pojecia- w mozliwie przejrzysty sposob, ktore majq

znalezé zastosowania w dalszej czesci pracy. Nie jestem przekonany, ze takq role spetnia
Rozdz. 3. Dia przykladu przytaczam nasi¢pujqce zdanie ,, Kowariantna pochodna w sensie T’
1 kowariantna pochodna w sensie Levi-Civita sa takie same w przestrzeni Riemana, ale w
przestrzeni Riemanna-Cartana — (M, I', g) gdzie Vg =0, ale I nie jest symetryczne”, w
kiérym nie moge dopatrzy¢ si¢ sensu. Nie tylko czytelnik moze sie pogubié, czylajye ten
rozdzial. Rowniez |, buchalteria” indeksow nie zostala zachowana i mam y hadmiar indeksow
wkrotkie” i, np. wzory na swr. 10, 11. W pracy Autorki, poz. Bib. [32], mozna znalezé

poprawne indeksowanie tych wzoréw.

Cze$¢ 2 (8 str. i 4 rozdzialy). Probne cialo w przestrzeni Riemanna i mechanika ciata

afinicznie sztywnego.



Problem ruchu sztywnego 1 afinicznie sztywnego w odniesieniu do infinitezymalnych ciat w
zakrzywionej przestrzeni Riemanna rozwiazuje sie wprowadzeniem punktu materialnego
odpowiednio z doczepiona baza ortonormalng lub bazg 0gllnego typu. Rozmaito$¢ M jest tu
przestrzenia fizyczng a elementy zbioru M symbolizuja punkty geometryczne w przestrzeni
potozen. Przestrzen konfiguracyjna jest zbiorem liniowych odwzorowan przestrzeni
mikromaterialnej R” w IM (wiazka styczna). Przestrzen mikromaterialna Jest przestrzenig
Euklidesa. Kazde cialo jest zbiorem punktéw materialnych, a wiec jest podzbiorem tej
przestrzeni. W rozmaitosci M (p. fizyczna) indeksy sa podnoszone i opuszczane za pomoca
metryki g a w przestrzeni materialnej za pomoca delty Kroneckera. Indeksowanie w
przestrzeni materialnej odbywa si¢ przy pomocy duzych liter lacinskich; MR-
natormast w przestrzeni fizycznej przy pomocy matych liter lacifiskich; i, 3, k ... Na
podstawie pojg¢ wprowadzonych w Cz. 1 zapisuje sie rownania ruchu i state strukturalne.

Uwagi Ad._Cz. 2. Mechanikg ciala sztywnego i , afinicznie sztywnego” zapisuje sie, dla

~malych” cial, w zakrzywionej przestrzeni Riemanna przy uzyciu aparatu matematycznego o
wysokim stopniu abstrakcji. Czytanie tej czgsci rozprawy jest pouczajqce, cho¢ nie jest latwe i

wymaga dobrej znajomosci geometrii rozniczkowej.

Czes¢ 3. (14 str., 2 rozdz.). Tréjwymiarowa sfera zanurzona w R’

W pierwszym rozdziale tej czesci rozwaza sie ruch punktu materialnego w przestrzeni
trojwymiarowe] wykorzystujac pojecia wprowadzone w poprzednich rozdziatach; metryke
Killinga, state strukturalne, ruch translacyjny i katowy oraz symetrie. W nastepnym rozdziale
tej czgsci rozwaza si¢ zagadnienie trojwymiarowej sfery jako podrozmaitoéci w R*. Sfere

$°(0,R) parametryzuje sie przy pomocy 3-ch wspétrzednych sferycznych r,6,¢ zanurzajac

w R* tak, ze suma kwadratéw 4-ch wspétrzednych ;z[y], ¥%,¥%,¥*] wynosi R*. Celem
Jest analiza ruchu na dwuwymiarowej sferze w oparciu o geometri¢ trojwymiarowej grupy
obrotow i mechanike baka symetrycznego w trzech wymiarach i bez ruchu translacyjnego. W
przypadku infinitezymalnego baka na sferze S2(0,R) problem sprowadza si¢ do lewo-
niezmienniczego ukfadu, hamiltonowskiego z SO@3,R) jako przestrzenia konfiguracyjna. W
przypadku trojwymiarowej pseudosfery zagadnienie jest izomorficzne z  lewo-
niezmienniczym uktadem hamiltonowskim bazujacym na grupie, Lorentza SO(1,2) jako
przestrzeni konfiguracyjnej. Zapisuje si¢ energie kinetyczng ruchu translacyjnego 1

obrotowego na sferze i pseudosferze (przestrzen Bolyai- Lobaczewskiego).



Na zakonczenie tej czgsci okresla si¢ energie kinetyczna na SO(3,R) i SO(L,2)
niezmiennicza wzgledem lewych regulamych translacji i wzgledem prawych regularnych
translacji elementami SO(2,R) dziatajacymi jako grupa obrotéw wzgledem trzeciej osi.

Uwagi Ad. Cz. 3. Ta cz¢$¢ zawiera wiele ciekawych i oryginalnych wynikow. Wprowadzono i

analizowano réwnania ruchu w oparciu o geometrycznie interpretowalne nawiasy Poissona
bazowych zmiennych dynamicznych. Melode tq mozna uznac za znacznie skuteczniejszq niz
automatyczne postugiwanie si¢ réwnaniami Eulera- Lagrange a. Uzywajqc nawiasow
Poissona otrzymuje si¢ prosty opis sprzezenia micdzy ruchem w wewnetrznych stopniach
swobody a geomeltriq przestrzeni- spin jest sprzezony z tensorem krzywizny. Do oryginalnego
whladu Autorki nalezy pewno zaliczyé opracowanie metody analizy réwnan ruchu w oparciu
o pole baz nieholonomicznych. Metoda ta pozwala na analize ruchu infinitezymalnego
Zyroskopu. Otrzymuje si¢ jawny opis oddzialywania migdzy obrotami i skorczonymi
deformacjami. Otrzymane wzory majq pewne podobienstwo do wzorow, otrzymanych w

nasi¢pnej czesci rozprawy, opisujqcych ruch w plaskiej przesirzeni.

Cze$¢ 4. (44 str., 6 rozdzialow). Modele dwuwymiarowe, zagadnienia catkowalne

Ta czgs¢ wraz z poprzedzajaca czgscig stanowi gtéwny trzon rozprawy.

Rozpatruje si¢ dwuwymiarowe ciato sztywne poruszajgce si¢ w trzech przestrzeniach. Dwie
pierwsze to przestrzen Riemanna o stalej krzywiznie, pierwsza typu eliptycznego-
odpowiadajaca geometrii sferycznej (S°(0,R)) i typu hiperbolicznego- odpowiadajaca
geometril pseudosferycznej (Bolyai- Lobaczewskiego) (H>*(0,R)). Trzecia przestrzen to
dwuwymiarowy torus (7'(0;#,R)) o promieniach r i R . Maly promien torusa nie powinien
si¢ myli¢ ze zmienng radialng r z poprzednich przypadkow. Przestrzenie te zobrazowano
schematycznie rysunkami i podano wzory na kwadrat elementu dlugosci tuku, pola baz £ T
predkosci katowe, energig¢ kinetyczna ruchu translacyjnego i obrotowego. Po wykonaniu
transformacji Legandre’a otrzymano wzory dla energii w postaci dogodnej dla interpretaciji
jak 1 wyrazania ich przy pomocy zmiennych dzialania w trzech przypadkach; sfery,
pseudosfery 1 torusa.

Postugujac si¢ rownaniami Hamiltona- Jacobiego wyznacza si¢ rozwiazania stacjoname w
przypadku sumacyjnie separowalnych zmiennych wraz ze zmiennymi dzialania J , W postaci
calek. Obliczenie tych calek jest mozliwe, np. metoda zmiennej zespolonej (residua) przy

odpowiednio zadanych potencjatach dla wewngtrznych stopni swobody modelujacych drgania

sprezyste. Procedura jest powtdrzona dla pseudosfery



1 torusa.

W nastepnym rozdziale rozpatruje sie¢ przypadek deformacji jednorodnych. Tu nie ma
koniecznosci naktadania wigzoéw sztywnosci. Jednak w przypadku poszukiwania skoficzonych
obrotéw z dodatkowo natozonymi infinitezymalnymi deformacjami przyjmuje sie¢ jako tto
ruch zyroskopu opisanego wzgledem aholonomicznego pola bazy E,. Bez wewnetrznych
stopni swobody, zagadnienie jest separowane dla potencjatéw, ktérych postaé jest podana dla
3-ch rozwazanych przypadkow- sfera, pseudosfera i torus.

Rozdziat 3 jest poswigcony zagadnieniu podwdjnie izotropowemu, tzn. w przestrzeni
fizycznej jak 1 w materialne). Skutecznym narzedziem jest tu zastosowanie rozkiadu
dwubiegunowego otrzymanego za posrednictwem diagonalizacji macierzy symetrycznej
rozktadu biegunowego. W przypadku dwu-wymiarowym istnieje klasa podwdjnie
1zotropowych modeli dajacych sie scisle traktowaé analitycznie dzigki pelnej separacji
sumacyjnej zmiennych.

Réwnania Hamiltona-Jacobiego sa traktowane dla przypadkéw separacji zmiennych przy
ogolnej postaci potencjatu separowanego za wyjatkiem torusa, dla ktérego tak ogélnej postaci
potencjalu nie mozna poda¢ ze wzgledu na niediagonalno$é macierzy G w naturalnych
wspotrzednych. Stosuje sig modele ,,uniwersalnie separowane” na plaszczyznie i1 modele
potencjalu zalezne od zmiennej radialnej. Majac klase potencjatow, przy ktoérych obliczone
zostaly zmienne dzialania, wyraza si¢ energi¢ przy pomocy tych zmiennych. Rozpatrzono
model ciala jednorodnie deformowanego i niescisliwego, ktérego przykladem praktycznym
ma by¢ kropla ttuszczu na powierzchni wody, lub plama ropy na powierzchni oceanu.
Oczywiscie przyklad jest niezmiernie interesujacy, ale daleki od poréwnania z wynikami
pomiarowymi.

W dalszej czgsci rozpatruje si¢ interesujace zagadnienie, afinicznie niezmienniczego modelu
energii kinetycznej. Dotychczas rozwazano model niezmienniczy wzgledem g — grupy
1zomerii dzialajace] w przestrzeni stycznej 1 wzgledem grupy ortogonalnej dziatajacej. w
przestrzeni mikromaterialnej.

Ostatni rozdziat tej czesci jest przeznaczony modelowi energii niezmienniczej dla ciata
niescisliwego.

Uwagi Ad. Cz. 4. Ta czes¢ nosi szczegdlnie konkretny charakter i stanowi giéwny i oryginalny

whiad do tematu rozprawy.
Opracowano metodg analizy wraz ze Scislym rozwiqzaniem rownan ruchu w oparciu o pole

baz nieholonomicznych w przestrzeni, odpowiednio dopasowanej do struktury tensora



metrycznego. Metoda ta jest niezbedna w analizie ruchy infinitezymalnego zyroskopu,
poniewaz pozwala na uzycie wspolrzednych uogolnionych zwiqzanych z geomelriq grupy
obrotow, np. kqty Eulera, wekior obrom itp. W przypadku infinitezymalnego ciala sziywnego
deformowanego afinicznie, Iub Jednorodnie pozwala to na efekiywny opis oddzialywania
migdzy obrotami a skonczonymi deformacjami. Otrzymane tu wzory, mimo pewnych roznic
majq pewne podobienstwo do wzoréw opisujgcych  ruch w Plaskiej przestrzeni.
Przedyskutowano prosty model baka poruszajgcego si¢ w (réjwymiarowej przestrzeni
Sferycznej, co moze mie¢ znaczenie dia modeli wewngtrznych siopni swobody czqsiek i
kontimuum relaywistycznego z mikrostrukturg.

Przyklady dotyczyly jednak glownie przesirzeni dwuwymiarowej, dla kidrej mamy trzy stopnie
swobody w przypadku infinitezymalnego ciala |, afinicznie sztywnego . Jestem daleki od
robienia zarzutu nierealnosci lakiego zalozenia, Modele te mogq byc stosowane w teorii phti
powlok z mikrostrukturq i by¢ moze w zagadnieniach geofizyki, w opisie dynamiki pht
kontynentalnych, lub ruchu plam zanieczyszczen, np. wycieki ropy nafiowej po powierzchni
zbiornikow wody. Ciekawym wynikiem jest tez to, ze w przypadku niescisliwym model czysto
geodezyjny, bez potencjaly, ale z afinicznie niezmienniczq energiq kinetyczng moze
modelowac drgania w wewnglrznych stopniach swobody. Dynamika nieliniowych drgan

sprezysiych jest wiedy zakodowana w samej formie energii kinetyczne.

Czgs¢ 51 6 to Uwagi koncowe i dodatek opisujacy metode residuum, tj. obliczanie calek z
funkeji posiadajacych punkty rozgalezienia, metoda funkcji zmienne; zespolone;.

Te cz¢sci pozostawiam bez komentarza,

Ocena ogélna

Przedstawiona do oceny rozprawa jest samodzielnym i oryginalnym
rozwigzaniem postawionych zadan badawczych przy uzyciu odpowiednio
dostosowanych, zaawansowanych metod matematyki i mechaniki analityczne;j.
Praca jest oryginalnym wkladem do teorii ukladow dynamicznych zwlaszcza
hamiltonowskich ukladéw z symetriami. Autorka dostarczyla dowodow i
swiadectw skutecznego dziatania przy rozwigzywaniu zlozonych probleméw
dynamiki cial sztywnych i afinicznie deformowanych w zakrzywionych

przestrzenmiach Riemanna.



Jestem przekonany, ze Mgr Barbara GOLUBOWSKA jest kompetentmym
badaczem naukowym w zakresie przedmiotu rozprawy i zastuguje na nadanie
stopnia doktora nauk technicznych w zakresie mechaniki. Wnosze o
dopuszczenie Mgr-a Barbary Gotubowskiej do obrony publiczne;.
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