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Motto

Fragment z autobiograficznej ksiazki Stanistawa M. Ulama " PRZYGODY MATEMATYKA”
(wydawnictwo Prdszyriski i S-ka Warszawa 1996) rozdzialu 15-go ”Matematyka i nauka: mysli

rozproszone”.

...Matematyka to oczywiécie pewien bardzo zwigzly sposéb sformalizowania calego racjonalnego
myslenia..........

Niektére wlasnosci funkeji analitycznych liczb zespolonych okazuja sig nie tylko po prostu przy-
datne, lecz réwniez zwiaza ne w bardzo fundamentalny sposéb z fizycznymi wlasnosciami materii:
w hydrodynamice, przy opisie ruchu cieczy niescisliwej (takiej jak woda), w elektrodynamice i w
podstawach samej teorii kwantéw.

Ogolna koncepcja przestrzeni zostala co prawda wywiedziona z fizycznej przestrzeni postrzeganej
zmystami, ale nie jest calkowicie przez nia podyktowana. Zostala uogélniona na przestrzen n-
wymiarowg, gdzie n jest wigksze od trzech, a nawet na nieskoriczenie wiele wymiaréw, co okazalo
sig takie uzyteczne jako jezyk podstaw samej fizyki. Czy jest to cudowny przejaw potegi ludzkiego
umystu? A moze taka jest natura fizycznej rzeczywistosci, ktéra zostata nam tylko objawiona? Samo
my$lenie (a moze bylo to odkrycie), ze istnieja rézne stopnie, rézne rodzaje nieskoniczonosci, miato

nie tylko filozoficzny, lecz takze ogromny psychologiczny wplyw na wrazliwe umysty....



Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy doktorskiej jest sformulowanie i przeanalizowanie nowych modeli doty-
czacych ukladéw mechanicznych z wewnetrznymi stopniami swobody. Szczegdlny nacisk jest polozony
na ruch w przestrzeniach o stalej krzywinie. Jedna z motywacji dla tych badas jest teoria osrodkéw
ciggtych z mikrostruktura, zwlaszcza mikropolarnych i mikromorficznych. Innej motywacji dostar-
cza Hamiltonowska mechanika ukiadéw catkowalnych, zwlaszcza ukladéw z symetriami. Rozpa-
trywanymi obiektami s3 punkty materialne poruszajace si¢ w przestrzeni Riemanna i obdarzone
dodatkowa wewnetrzna strukturg, ktérej geometria rzadzona Jjest grupa Liego, np. grupa lin-
iowg, ortogonalna, rzutowg lub konforemna. Rozpatrywane sa modele dynamiczne niezmiennicze
wzgledem grupy dzialajacej w rozmaitodci wewnetrznych stopni swobody, a jednoczenie interpre-
towalne w jezyku teorii sprezystosci. Szczegdlny nacisk polozony jest na uklady catkowalne, zmi-
enne kat-dzialanie i problemy degeneracji. Rozmaitosci bedace arena naszych modeli dynamicznych
to z reguly rozmaitosci algebraiczne, ze szczegélnym naciskiem na przestrzenie Riemanna o stalej
krzywiZnie. Typowe teorie osrodkéw z mikrostrukturg cierpia na brak dobrze sformulowanej dy-
namiki dla wewnetrznych stopni swobody. Uzywa si¢ bardzo uproszczonych, prymitywnych mod-
eli majgcych bardzo stabe uzasadnienie fizyczne i geometryczne. Naszym celem w tej pracy jest
sformulowanie dobrze uzasadnionej dynamiki dla pojedynczego elementu, jakim jest punkt materi-
alny z struktura rzadzona przez grupe liniowa (lub jej podgrupy) oraz grupe rzutowa i byé moze
konforemna. Szczegdlny nacisk jest polozony na modele dynamiczne o wysokiej symetrii, zwlaszcza
zupelnie caltkowalne, a jednoczenie jakosciowo zgodne z ogélnymi wymogami teorii spre zystodci.
Modele te moga byé punktem wyjcia do péiniejszych badan nad relatywistycznym kontinuum z
mikrostruktura. Niezaleznie od swych ewentualnych zastosowan, sa one interesujace same w sobie,
jako ciekawy, niezbadany dotychczas typ Hamiltonowskich ukladéw catkowalnych. Zbadane zostana
m.in. zagadnienia degeneracji i zmienne kat-dzialanie dla takich modeli. Z tego, co nam wiadomo,
nikt dotychczas nie badal takich modeli, zwlaszcza w przypadku, gdy dynamiczna grupa symetrii

pokrywa sig z grupa rzadzaca geometrig stopni swobody, nie jest za$ jej wlaciwa podgrupa.
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CZESC 1
Wstepne pojecia mechaniki ciala afinicznie sztywnego

Kazda konfiguracje ciala sztywnego lub afinicznie sztywnego mozna otrzymac z pewnej konfig-
uracji uznanej za wyjSciowa, standardowa, przez dzialanie elementu odpowiedniej grupy ruchéow:
grupy izometrii (ruchéw Euklidesowych) w przypadku zwyklego ciala (metrycznie) sztywnego, lub
grupy ruchéw afinicznych (w przypadku ciala afinicznie sztywnego). Z definicji cialo sztywne jest
takim agregatem punktéw materialnych w ktérym wszystkie relacje metryczne migdzy elemen-
tami sktadowymi (odlegloéci, katy) sa stale podczas ruchu. Odpowiedzialna jest za to specyficzna
struktura oddzialywan wewnetrznych formalnie opisywana przy pomocy odpowiednich sit reakcji
nie wykonujacych pracy na przemieszczeniach wirtualnych zgodnych z wiezami. Gléwnym przed-
miotem naszych zainteresowan jest pojecie ciala afinicznie sztywnego tj. takiego, ze wszystkie relacje
afiniczne miedzy punktami beda zachowane. Odlegloéci migdzy punktami materialnymi nie sa juz
stale. Natomiast zachowany jest zbiér prostych materialnych, ich réwnoleglo$é oraz proporcje od-
cinkéw na danej prostej materialnej lub na prostych réwnoleglych. Mdéwiac jezykiem mechaniki
osrodkéw ciaglych: cialo takie jest deformowalne jednorodnie. Poslugujemy sie terminem cialo
afinicznie sztywne, ale w uzyciu jest tez pseudo-rigid-body, przewaznie wystgpuje w literaturze za-

granicznej (cialo pseudosztywne).

1. Przestrzen konfiguracyjna

Mechanika Newtona, jej pierwotne aksjomaty i modele opieraja sie na pojeciu punktu materi-
alnego poruszajacego sie w trojwymiarowej przestrzeni Euklidesowej. Model ten jest powszechnie
znany, jest on zadowalajacy na niezbyt wielkich obszarach przestrzeni fizycznej.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

e M - Euklidesowa przestrzen fizyczna, czyli zbiér punktéw geometrycznych,

e V - przestrzen liniowa ktérej elementami sa wektory v okreSlajace przeksztalcenia translacji:
M-M

* — - odwzorowanie MxM->V
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O strukturze (M,V,—) zakladamy iz spelnia ona zwykle aksjomaty przestrzeni afinicznej.
Wprowadzenie tensora metrycznego g € V* @ V* wzbogaca strukture o pojecia metryczne, a struk-
tura rézniczkowa przestrzeni liniowej indukuje w M strukture analitycznej rozmaitosci rézniczkowe;.

PrzejdZmy do opisu pojecia ciata materialnego - rozciaglego ciata deformowalnego. Punkt ge-
omertyczny jest idealizacja pojecia polozenia, tak samo punkt materialny idealizacja pojecia malej
porcji ciala. Cialo materialne bedzie wigc zbiorem takich punktéw - N. Dalej N bedziemy nazywaé
przestrzenia materialna.

Przestrzen konfiguracyjna ciala @ z definicji jest iloczynem kartezjaniskim przestrzeni fizycznej
M wykonywanym nad N jako zbiorem indekséw. W ponizszej pracy rozwazamy szczegblny przy-
padek gdy N jest skoficzonym zbiorem N elementowym. Wtedy Q jest iloczynem kartezjanskim,
punkty jego sa N - elementowymi ciagami punktéw przestrzeni M, Q = MN. Konfiguracjami ciata

sg elementy zbioru Q:

(1.1) Q3 (qan) =, ¢ =p(i),0: N > M.

Tak wprowadzona przestrzen konfiguracyjna zawiera konfiguracje osobliwe, poniewaz naleza do
niej wszystkie odwzorowania N — M, a wiec rézne punkty materialne moga zajmowaé to samo
polozenie. Konfiguracje takie wyklucza sie z mechaniki ciat deformowalnych. Nasza konfiguracja
Jest injekcja N — M, a wige punkty materialne nie beda zajmowaé tego samego polozenia w M.

WprowadZmy pojecie transformacjii Eulerowskich czyli przestrzennych (indukowanych przez
transformacje przestrzeni fizycznej). Odwzorowanie £ : M — M dziala na Q za posrednictwem

lewostronnej superpozycji, czyli jak nastepuje:

Qap—tloyp

1.1. Konfiguracja ciala w przestrzeni Riemanna. Gléwnym tematem pracy jest cialo
afinicznie sztywne, lub metrycznie sztywne w rozmaitosciach o stalej krzywiznie, chociaz punktem
wyjécia jest przypadek ogélnej przestrzeni Riemanna (M,g) o wymiarze n. Jak wiadomo grupa
izometrii w (M,g) ma co najwyzej wymiar £ = in(n + 1). Ten maksymalny mozliwy wymiar
Jest osiagalny w przestrzeni o stalej krzywisnie. Przewaznie jest nizszy i jest raczej regula, ze w
ogélnej przestrzeni Riemanna k = 0 , w szczeg6lnosci ze nie ma zadnych nietrywialnych izometrii;
nietrywialnych to znaczy réznych od odwzorowania tozsamosciowego idps (idas(x) = x dla kazdego
z € M). To samo dotyczy odwzorowaii afinicznych, tzn. zachowujacych operacje rézniczkowania
kowariantnego. W zwigzku z tym nie mozemy wprowadzié na ogét pojecia rozciaglego ciala me-
trycznie sztywnego, lub afinicznie sztywnego. Mozna jednak rozwaza ¢ infinitezymalne (prébne)

cialo metrycznie sztywne, tzn. punkt materialny z doczepiona baza g-ortonormalna (1844 .+), lub
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infinitezymalne cialo afinicznie sztywne, t.zn. punkt z doczepiona ogdélnag baza(...,e4,...). Sytuacje

te ilustruje rysunek ponizej.

Cialo z doczepiong ortonormalng baza

W przypadku cia} rozciaglych w plaskiej przestrzeni afinicznej opis jest znacznie prostszy. Niech
(M,V,—,g), bedzie Euklidesowa przestrzenia fizyczng, za$ (N, U, —,n) Euklidesowa przestrzenig
materialna. Symbole M, N oznaczaja tu same przestrzenie jako zbiory punktéw, V, U ich przestrze-

nie liniowe translacji, — oznacza operacje wektora wodzacego ktdra parze punktéw a,b € M lub

€ N przypisuje wektor translacji 5 € V lub € U przeprowadzajacej a w b. Natomiast g € V* @ V™,
n € U* ® U* oznaczaja symetryczne dodatnio okreslone iloczyny skalarne, tensory metryczne. W
wielu zagadnieniach i wyrazeniach analitycznych wygodnie jest ustali¢ jaki$ uklad odniesienia w IV,
np. $rodek masy w przestrzeni materialnej N i wyrézniong baz¢ w U- np. osie gléwne tensora
bezwladnoéci J. Wtedy N i U utozsamiamy z R". Przestrzenia konfiguracyjna rozciaglego ciala

afinicznie sztywnego jest

Q=M x LI(U,V),

iloczyn kartezjaniski przestrzeni fizycznej (polozenie srodka masy, ruch translacyjny) oraz LI(U, V) C
L(U,V), zbiér izomorfizméw liniowych U na V. Jedli (x,) € @ jest konfiguracja to punkt

aXzajmuje w M polozenie o wspélrzednych Eulerowskich
yt = ot + @i gak.
Ruch opisujemy zaleznodcia 2%, ¢4 od czasu t . Tak opisujemy ruch afiniczny. W przypadku

ciala metrycznie sztywnego ¢ jest liniowg izometria ¢ € O(U,n,V, g):

NaAB = gij‘PiA<PjB-
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Utozsamiajac U z R™ zastgpujemy LI(U, V) przez F(V)- rozmaitosé baz uporzgdkowanych (reperéw)
w V, bo LI(R", V) jest kanonicznie tozsame z F(V). Wtedy wlasciwie konfiguracje opisujemy jako
parg (z, €)- potozenie érodka masy w M ireper e = (... A--.), lub jego ko-reper dualny € = (...eA...),
(e4, eg) = 6% 5. Jesli ruch jest poddany wigzom metrycznej sztywnosci (zyroskop), to e jest baza
ortonormalna

(ea|es) = g(ea,eB) = gije'ae’p = d 4.

Gdy ruch jest sztywny e’4 nie s3 niezaleznymi wspélrzednymi uogdblnionymi, gdyz spelniaja
powyzszy uklad r éwnafi. Wprowadzmy wtedy wspélrrzedne uogdlnione jako odpowiednie zmi-
enne parametryzujace grupg obrotéw SO(n,R) , np. dla n = 3 katy Eulera lub skladowe wektora
obrotu. W przypadku pelnego ruchu afinicznego €’ 4 sa niezaleznymi wspolrzednymi uogdlnionymi,
ale nie zawsze najwygodniejszymi. Nie sa one bowiem dostosowane do opisu oddzialywania miedzy
obrotowymi (zyroskopowymi) a czysto deformacyjnymi stopniami swobody. Sytuacja komplikuje
sig gdy opisujemy ruch infinitezymalnego ciala metrycznie lub afinicznie sztywnego w przestrzeni
Riemanna (M, g). Jak wspomniano przestrzefi konfiguracyjna utozsamiamy wtedy z rozmaitoscia
(wigzkg) baz liniowych FM, jedli chodzi o ruch afiniczny i z rozmaitoscia (wiazka) baz ortonor-
malnych F(M,g), gdy rozpatrujemy ruch metrycznie sztywny (infinitezymalny zyroskop). Ruch
postgpowy opisujemy za pomocg sparametryzowanej za pomocg czasu absolutnego krzywej w roz-
maitodci M (przestrzeni fizycznej). Ewolucjg czasowg wewngtrznych stopni swobody opisuje zadane
wzdluz tej krzywej pole baz liniowych (przy ruchu afinicznym) lub baz liniowych ortonormalnych (
przy ruchu zyroskopowym). Analitycznie ruch jest opisywany przez funkcje z* (t),e4(t), przy czym,

w przypadku metrycznie sztywnym (zyroskopowym) te ostatnie spelniaja tozsamodciowo warunki:

9ii(2(t) el ()eh(t) = dap

Jak wspomniano, czgsto wygodnie jest nadal (takze w przypadku obiektéw infinitezymalnych)
postugiwaé sig¢ pojeciami pochodzacymi z mechaniki sztywnych i deformowalnych cial rozciaglych.
Wtedy wladnie uzywamy pojecia przestrzeni mikromaterialne;j , ktéra utozsamimy z R® (jeéli dim M =
n). Jedli cialo zajmuje w przestrzeni M polozenie z € M a jego konfiguracje wewnetrzna (zyroskopowa
lub afiniczna charakteryzuje baza e = (...,ea,...)) gdzie e4 = T, M sa wektorami zaczepionymi
w punkcie z (elementami przestrzeni stycznej T,M), to wygodnie jest méwié, ze konfiguracje
wewnetrzna opisuje izomorfizm liniowy R™ na T, M. Jest to ogdlny izomorfizm w przypadku ciala
afinicznie sztywnego lub izometria w przypadku zyroskopu. W jezyku tym wygodnie jest opisywaé
symetrie problemu, a przy tym zachowuje si¢ pewna jednosé¢ pojeciowa z mechanika obiektéw

rozciaglych.
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WprowadZmy pewne dodatkowe obiekty geometryczne ulatwiajace zaréwno analize pojeciowa
zagadnienia, jak i dostarczajace wygodnych narzedzi rachunkowych. Zadajmy mianowicie w roz-

maitosci M ortonormalny aholonomiczny uktad odniesienia, czyli pole ortonormalnych baz liniowych
E = (B, ...E4, ..Ey,),

a tym samym réwnowazne mu pojeciowo pole dualne ortonormalnych ko-baz

~

E = [B.,B",.. 05
(E*Ep) = E“E'p=06"p
(E'yEA j= 8t 7). Ortonormalno$é rozumiemy w sensie metryki g, a wiec w kazdym punkcie z € M

9:(Eaz, EBs) = 9ij(x)E a(z) E? g(z) = 4B

Ortonormalnosé nie jest zasadniczo niezbedna, jest jednak czynnikiem niezwykle ulatwiajacym
analize problemu, zwlaszcza za$ takich zagadnien jak oddziatywanie obrotéw i deformacii.
Jesli w pewnej chwili cialo zajmuje polozenie z € M ,za$ jego wewnetrzna konfiguracja jest

zadana prze baze e w przestrzeni stycznej T, M
€=1(€1,...;€4, .., €n)

esa € T; M, to mozemy wektory e4 wyrazié liniowo przez wektory zadanego pola baz E wrzigte w
tym samym punkcie z,

ea = Ep(e)p}
gdzie  jest macierza nieosobliwa. Przy zadanym raz na zawsze polu baz E konfiguracje zadane sa
wiec przez pary (z,¢) € M x GL(n,R). Ruch opisujemy zadajac zaleznoéé czasowa wspéirzednych

przestrzennych i elementéw macierzowych ¢:

wi (t)a <pAB(t)
Rozmaitosé baz F'M jest wigc utozsamiana przez wybér pola E z iloczynem kartezjanskim M x
GL(n,R). Jest to mozliwe oczywiscie tylko wtedy, gdy M spelnia pewne warunki topologiczne.

Zakladamy Ze ma to miejsce. Macierz ¢ € GL(n,R) jest dowolna w przypadku ruchu afinicznego w

wewnetrznych stopniach swobody. Scis’lej biorac, w duchu mechaniki cial deformowalnych jest raczej
pozosta¢ w obrebie skladowej spéjnej, t.zn. podgrupy o wyznaczniku dodatnim, ¢ € GL*(n,R).
Jesli ruch wewnetrzny jest Zyroskopowy, ¢ jest macierza ortogonalng (obrotem) ¢ € SO(n,R). Na
grupach obrotéw jak na wszystkich grupach Liego mamy pewne wyréznione typy wspdlrzednych,
np.:wspolrzedne kanoniczne pierwszego rodzaju, ktére w przypadku n=3 sprowadzaja si¢ do wek-

tora obrotu lub jakie$ zmienne wtérne, jak wspélrzedne sferyczne w przestrzeni wektoréw obrotu.
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W praktyce bardzo czgsto uzywane s dla n = 3 katy Eulera. W kazdym razie, SO(n,R) moze byé
wszedzie prosto sparametryzowana jakimi§ wspétrzednymi uogélnionymi ¢!, ..., gV (N = in(n - 1)).
Pelny uklad wspélrzgdnych na rozmaitosci baz ortonormalnych bedzie dany przez (2!, ...,z ¢, ..., gN).
W przeciwienistwie do (z',...,2", %1, ...,¢"s) sa one niezalezne (sa wiec ”prawdziwymi” wspbl-
rzgdnymi). Gdy ruch wewngtrzny jest afiniczny (obroty i deformacje jednorodne) to (B g ey 2%

©'1,...,"n 53 niezalezne, ale jak wspomniano bardzo czgsto niewygodne, niedostosowane do fizy-
czne]j natury rozpatrywanych probleméw, jak oddzialywanie obrotéw i deformacji jednorodnych.
Totez w tym ogélnym przypadku tez jest wygodnie uzywaé opisu opartego na pomocniczym polu
baz E. Macierze ¢ € GL(n,R) sa wtedy wyrazane przez rozklad biegunowy lub dwubiegunowy,
co jest bardzo dogodnym narzedziem do badania sprzezenia deformacji i obrotéw. Prowadzi to
do naturalnych wspélrzednych, w jezyku ktérych operacje upraszczaja sig znacznie i mozliwa jest

iloSciowa i jako$ciowa analiza problemu.

2. Kinematyka- symetrie kinematyczne

Jak wiadomo, ruch punktéw materialnych opisujemy przy pomocy krzywych w przestrzeni fizy-

cznej lub konfiguracyjnej.

Wréémy do zagadnienia ruchu rozciaglych cial sztywnych lub afinicznie sztywnych w plaskiej
przestrzeni afinicznej. Uzywamy wiec znowu przestrzeni afinicznych (M,V,—,g),(N,U,—,n).
Przypomnijmy tez ze w calej pracy uzywamy w opisie operacji analitycznych w przestrzeni ma-

terialnej duzych lacinskich indekséw A, B, C... za$§ w przestrzeni fizycznej postugujemy si¢ malymii
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literami lacinskimi a, b, c.... Dla ukladéw z afinicznymi stopniami swobody mamy dwa tensory de-

formacji: tensor Greena G w przestrzeni materialnej i tensor Cauchy’ego C w przestrzeni fizycznej:
GeU'eU*, CeV'eV.
Sa one zdefiniowane wzorami:
G=¢*-g, C=(¢1) n,
za$ w przejrzystej postaci analitycznej z uzyciem indekséw:
GaB = 9ij¢" a¢’ By Cij =nap (0™ 1) 4 (¢™1) 5;.
Ich odwrotnoéci G e UQ U, CeVeV sa zdefiniowane przez:
GA°Gep =848,  CFCyy =6
Zwrécmy uwage na mozliwo$é popelnienia pomylki przy automatycznym stosowaniu konwencji
opuszczania i podnoszenia indekséw:
74%nBPGep, g% ¢ Cu,
sa czym innym niz
é‘:AB — ((p—l) Ai (tp“l) ngz'j’ 51'3' - (PiAQDjB"?AB-
Gdy nie ma deformacji ¢ € LI(U,n; V,g) wéwezas G =1, C = g.

Wygodniej jest uzywaé¢ miar deformacji znikajacych w ruchu sztywnym. Sa to tensor deformacji

Lagrange’a E € U* @ U*, i Eulera e € V* ® V* dane odpowiednio przez ([21]-[22], 26]):
1 1
E=5(G-n), e=3-0)

Mozemy tez uzyé notacji kontrawariantnej EAB, ¢¥. W przeciwienstwie do GAZ, C¥ bedzie ona
y Yy ] y €

zdefiniowana przez 1)- i g-podniesienie indeksow

EAB — pACBDE el = gikgile,.
Tensor G nie zalezy od 17 i moze by¢ zdefiniowany nawet jesli przestrzefi materialna jest czysto
afiniczna. Podobnie i C nie zalezy od g i bedzie dobrze zdefiniowany nawet jesli przestrzen fizyczna
nie zostanie wyposazona w metryke. Wprawdzie doslownie rozumiane deformacje wygodniej jest
opisywaé za pomoca E, e niz G, C, ale w wielu wyrazeniach G, C sg bardziej naturalne. Tensory

deformacji zachowuja si¢ pod dzialaniem izometrii w bardzo charakterystyczny sposéb, np. dla

A€ 0(V,g), B € O(U,n), mamy:

(2.1) GlA¢lkL = GlelkL,  CleBlij = Clolis,
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GleBlkL = GlelepB kB®L,  ClAply; = Clplas (A71) % (A7) 8.
Dwie ostatnie zaleznoéci sg przawdziwe dla kazdego A € GL(V), B € GL(U). Ponadto maja tez
znikajace nawiasy Poissona odpowiednio ze spinem i ”wirowoscia” (vorticity):
{Gkr, 8%} =0, {Cy,VAp}=0,
podobnie dla Eky, e;;
{EKL,Sij} =0, {eij, VAB} =qQ.

Jest to infinitezymalny opis wspomnianych niezmienniczosci 2.1. MieliSmy tu doczynienia
z problemem niezmienniczoéci wzgledem pewnych grup symetrii kinematycznych. Symetrie te,
odpowiednio przeksztalcenia przestrzenne i materialne, to opisywane ponizej dzialania grup GL(V)
(obroty i deformacje fizyczne- Eulerowskie), oraz GL(U) (obroty i deformacje materialne- La-
granzowskie), na przestrzeni konfiguracyjnej wewnetrznych stopni swobody Qin; = LI (U, V) (lin-
iowe izomorfizmy U na V, stad LI):

A € GLU): ¢— Ap
B € GL(V): ¢— ¢B.

Mozina rozpatrywaé wezsze grupy symetrii, ograniczajac si¢ do podgrup np.: do podgrup or-
togonalnych O(V, g) C GL(V'), O(U,n) € GL(U) jak we wzorze 2.1. Waznym pojeciem sa niezmi-
enniki (skalary) deformacji. Skalarna miara deformacji nie zdaje sprawy z orientacji deformacji
w przestrzeni fizycznej lub materialnej, to znaczy z polozenia gléwnych osi tensoréw deformacii.
Niezmienniki moga zosta¢ dobrane w dowolny sposéb, ale w n-wymiarowej przestrzeni dokiadnie
n moze by¢ niezaleznych. Szczegblny wybér zalezy od natury rozwazanego problemu i potrzeb
rachunkowych. Kiedy wybdr niezmiennikéw nie jest wyraZnie sprecyzowany, oznaczamy je przez
Ka, a = 1,n. Zdefiniujmy tensory mieszane:

GeUaU*, CeVveV, EcUoU*, écVaV
Przy pomocy wzoréw,
GAp:=n""Cep, C'j:=g*Ciy, E*p:=1"CEcp, &;:=g"*e,.

Mozna przytoczy¢ cala klase mozliwych K,:
Te(G*), Tr(C*), Tx(E¥), Tx(E*), k=Tn.

Dla pewnych zagadnieri wygodniej jest uzyé nastgpujacych réwnan:

det[GAp — A04p] =0,  det[C%; — A6%;] =0,
J J
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det[E4p — A\o?p] =0,  det[t’; — A6*;] = 0.

Ich lewe strony sa n-tego rzedu wielomianami wzgledem A. Ich rozwiazanie (wartosci wlasne) dostar-
cza jednego z mozliwych wyboréw bazowych niezmiennikéw deformacji. Inny mozliwy wybér dany
jest przez wspélczynniki przy AP, p =0, (n — 1) [21]-[22] w réwnaniu wlasnym (wspélczynnik przy
A" jest standardowy i rowna si¢ jeden). Niezmienniki deformacji sa nieczule ze wzgledu na izometrie

przestrzenne i materialne tj. dla A € O(V, g), B € O(U,7) mamy:
KalApB] = Ka[yp].
Zatem w jezyku nawiaséw Poissona
{Ke, 5%} = {Ka, VAB} = 0.
Z powodéw czysto praktycznych wygodniej jest postugiwaé sig wielkosciami Q% = /A, gdzie A,
sa rozwigzaniami powyzszych réwnaii wlasnych (lub ¢* = InQ* (tj., @* = exp(g®)); upraszcza to
znacznie rachunki. Wartosci wlasne € réwnaja sig (Az)~" = (Q%)~2 = exp(—2¢*).

Kazda funkcja F na przestrzeni konfiguracyjnej ktéra zalezy od ¢ tylko przez niezmienniki

deformacji jest podwdjnie izotropowa, t.zn. speinia
F(ApB) = F(p) dla A€ O(V,g),BeO(U,n), oraz @& LI(UnV,g).
Wszystkie takie funkcje maja znikajace nawiasy Poissona ze spinem i wirowoscia:
{F,5} = {F,V*g} =0.
Bedziemy tez potrzebowali kwadrupulowego przestrzennego momentu bezwladnosci,
J[p]* = 0o I,

Jest on powiazany z JKT tak jak Cz n. Kiedy rozklad masy w ciele jest izotropowy, Jip| staje sig
proporcjonalne do odwréconego tensora deformacji Cauchy. W przeciwieristwie do wspéttowarzyszacego

tensora bezwladnosci J € U®U, J{p] € V@V jest zalezny od konfiguracji, a wigc zmienny w czasie.

3. Energia kinetyczna

Energia kinetyczna T jest jak wiadomo réwnowazna pewnemu tensorowi metrycznemu I' w

przestrzeni konfiguracyjnej Q. Zwiazek jest dany wzorem:

1 dq* dg’
=3l g o

gdzie ¢* sa wspéirzednymi uogélnionymi na Q. W tym sformutowaniu wszystkie wielkosci charak-

teryzujace bezwtadno$é ciala jak masy nalezacych do niego punktéw materialnych, momenty bezwladnosci,
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wyzszego rzgdu momenty rozkladu masy, sa wlaczone do T jako pewne stale parametry. W prost-
szych przypadkach jak ruch punktu materialnego, ruch ciata sztywnego lub deformowalnego jed-
norodnie sg wydzielane z I' jako pewne czynniki liczbowe lub tensorowe. Sa one interpretowane
wtedy jako wielkosci fizyczne, za$ pozostate czynniki interpretuje sie jako ”wilasciwe” geometryczne.
Nam jednak na poziomie rozwazan ogélnych wygodniej jest traktowaé T jako efektywna metryke
i nie wydzielaé z niej czynnikéw inercyjnych. Zreszty wbrew wypowiadanemu niekiedy pogladowi,
energia kinetyczna zawiera réwniez informacje dynamiczna o ukladzie, podobnie jak energia potenc-
jalna lub sily. Jest to szczegélnie widoczne w ukladach z wigzami, gdy przestrzen konfiguracyjna
ma nietrywialng geometrig. Ruchy czysto geodezyjne z funkcja Lagrange’a dana przez sam czlon
kinetyczny nabieraja wtedy znaczenia fizycznego. Jest to tez widoczne w zasadzie Maupertuis, gdzie
potencjal jest w pewnym sensie wmontowany w tensor metryczny i orbity uktadu sa geodezyjnymi
w sensie tego tensora.

Jedng z najwazniejszych wlasnoéci modeli energii kinetycznej sa ich grupy symetrii, tzn grupy
izometrii odpowiednich struktur Riemannowskich (@, T).

Oméwmy kilka naturalnych modeli ze szczegélnym naciskiem na ich grupy symetrii, a wiec

strukture geometryczng ale tez i perspektywy zastosowat fizycznych:

1. model wynikajacy wprost z zasady d’Alemberta,

2. izotropowy w przestrzeni fizycznej i afiniczny w mikromaterialnej,

3. afiniczny w przestrzeni fizycznej oraz jednoczeénie izotropowy w przestrzeni mikromaterial-
nej,

4. model afiniczny w przestrzeni i w ciele.

3.1. Model d’Alemberta. Model d’Alemberta byt szczegélowo rozwazany w pracach [28]-
[80][61]-[72]. Jest on zgody z tradycyjna procedura wiezéw, oparta na zalozeniu ich idealnodci i
zasadzie d’Alemberta. Wychodzgc od mechaniki wieloczgstkowego ukladu dyskretnego lub oérodka
ciagglego wprowadza sig¢ podrozmaito$é wigzéw ruchu afinicznego. Zwykle wyrazenie na energie
kinetyczng pelnego ukiadu ogranicza si¢ do wigzéw, a méwiac precyzyjniej do wiazki stycznej do
rozmaitosci. W przypadku zwyklego ukladu rozciaglego w plaskiej przestrzeni afinicznej otrzymuje
si¢ wzor:

m drtdz' 1 dyhydpl ap

T=Tr+Tine = 5957y + 59 & @)

gdzie %_: = v, id‘e;i sg odpowiednio predkoécia ruchu postepowego i predkoscia uogélniong ruchu
wewnetrznego (wzglednego); doktadnie v* jest predkoécia srodka masy. Oczywiscie stala wielkoéé

skalarna m jest masa ciala za$ staly tensor JAZ € U ® U w przestrzni materialnej jest tensorem
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bezwladnosci, dokladniej tensorem kwadrupolowego momentu rozkladu masy w ciele
== fd,u, R o faAaBdu(a)
U

(¢ jest miara dodatnia opisujaca rozklad masy w przestrzeni materialnej)
Gdy mamy do czynienia z infinitezymalnym cialem afinicznie sztywnym w przestrzeni Riemanna
(M, g) wtedy, jak wpomniano, wewngtrzne stopnie swobody opisane sa przy pomocy reperéw e =
(.--s€4,...). Skladowe €, sa tym czym byly ¢ w rozciaglym opisie ciala. Przestrzeri materialna U
jest zastgpiona przez mikromaterialna R
Energie kinetyczna postuluje si¢ wtedy w postaci analogicznej do modelu rozciaglego
m dz*dz* 1 DeYy Dely g

T=Ter+ T = 5955 35 T 3% D1 Dy

JAB jest teraz pojeciem pierwotnym, a nie otrzymanym z opisu wieloczastkowego kwadrupolem
rozkladu masy. Symbol T% oznacza rézniczkowanie kowariantne wzdluz krzywej (reprezentujacej
ruch translacyjny) w sensie koneksji Levi-Civity zbudowanej z metryki g.

Powyzsze wyrazenie T jest izotropowe wzgledem grup izometrii SO (T;M,g,) dzialajacych
na przestrzeniach stycznych T, M. Jest to odpowiednik izotropii przestrzennej w modelu ciala
rozcigglego. Jest tez izotropowe w przestrzeni mikromaterialnej R™ z metryka delta Kroeckera, ale
wzgledem grupy "obrotéw” SO (n,R; J) zachowujacej J jako tensor metryczny. Staje si¢ doslownie
izotropowe w sensie delty Kroneckera, a wiec grupy ortogonalnej SO (n,R) , gdy tensor bezwtadnosci

jest izotropowy, JAP = ,ucSAB . Nie jest jednak afinicznie niezmiennicze ani w przestrzeni M, ani w

przestrzeni mikromaterialnej R™.

3.2. Zagadnienie izotropowe w przestrzeni fizycznej i afiniczne w mikromaterialnej.
Zapostulujmy energie jako : T = Tiranslacyina czes¢ + Lwewnetrzna czesé. CzS¢ zwigzana z ruchem

translacyjnym ma postaé

_m ‘_dmida:i _m i
% e T 29

Tt'r
gdzie m jest masa opisywanego ciala a v¢ = -‘—tft—i-prqdkoéci@. Tensor deformacji Greena:

A_B ij

g ) m
GaB = gij€4€h, GAB = ¢! e; g*/pozwala na reprezantacje:Tir = E-GAB’UA’UB

Wewnetrzng energi¢ kinetyczng przedstawmy jako sume nastepujacych czesci.:
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1. Niezmiennicza wzgledem g-grupy izometrii dzialajacej na przestrzeni stycznej i wzgledem

grupy ortogonalnej dziataja cej na przestrzeni mikromaterialnej R”,

Z
Tintr = Eg,-jﬂfﬂj.g’d_

Predkosci afiniczne (afiniczna uogdlnienie predkosci katowe;j) sa tu teraz zdefiniowane wzorem:

: DeiA A
sz= Dt € j

: : : : OA_ _ De?; i fgoin (.
a ich reprezentacja wspéltowarzyszaca dana jest przez Q4 = <5 €' B, oczywiscie (0*; =

et AﬁA pel ;- J-jest skalarem za$ g*' J jest Eulerowskim opisem izotropowego tensora bezwladnosci.

2. Afinicznie niezmiennicza cze$¢ energii dana jest w postaci Casimira-Killinga:

A
2

Tr[0%] + = (Tr[))?

A B
Tintc—x = = 4% o+ = (¢ ) =
2 2 2

gdzie A, B sa stale.
Lagrangian jest dany przez: L =T — V(z,e). Przeksztalcnie Legendre’a ma postaé:
p; = mgi;v!, R’; = Jg"g;x O + AQ;- + BQH;.

Odwracajac otrzymujemy:

. 1 i3 1 1, >n 1 i 1~ )
v'i=—gvpi, = ?g’mgjnK m Z~K it §Km md's
S AP-AY) s AA-J%) = 2AJ—A)J+A+nB)
J= 7 A== B= B ’

gdzie p; jest pedem a K ; jest spinem afinicznym. To samo mozna zapisa¢ w reprezentacji wspéttowarzy-
szacej.

Zgodnie z transformacja Legendre’a otrzymujemy energie kinetyczna postaci:

1 if 1 aB
= — g = —
Ty 59 PiPi = 35— PAPB

1 Lo l 51 1 ~pL~

Tint = Tintr + Tinto—K = ﬁgszﬁLKngm" + EZKI’“K,IG + ﬁK}jK{
Hamiltonian jest postaci: H = Ty + Tint + V, gdzie V(zt, ef4) jest potencjalem. Wprzypadku
plaskiej przestrzeni gdy istnialy wspétrzedne kartezjanskie w ktérych g%, g;; byly stale, réwnania

ruchu mialy nastepujaca postaé bilansowa:
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ch |
(3.1) K _ {Kg,H} = _elB‘%V =NA

Zgodnie z symetrig grupy GL(n,R), bez sit dzialajacych na wewngtrzne stopnie swobody, spin
afiniczny w wspéirzednych wspéttowarzyszacych jest zachowywany, ale w reprezentacji przestrzennej
juz nie.

Powr6émy do przypadku zakrzywionej przestrzeni M z tensorem metrycznym g;; (g;; nie sa

stale w zadnych wspdlrzednych). Réwnania ruchu przyjmuja nastepujaca postaé praw bilansu:

dDa
é)t = {paa H} = {payTtr} + {pa7 V} + {paa Tint}-

Po przeliczeniu otrzymujemy:

1 i 1 s ii .
(3‘2) {pa:Ttr} —— —--é—m—pzp’g J a + EK’G llea.jg ]pial {pas V} = Fa.

Teraz mozemy przedstawié rownanie ruchu w postaci praw bilansu, uzywajac zadanej koneksji

T i koneksji Levi-Civita {® ,;} (LC); tymczasem nie muszy sie one pokrywaé:

'p d dzt LD d dx
Pa __ GPa b DPa _ GPa _ b 2
(33) Dt dt P ety Ty Pl alg
LCp D dz?
Do, Pa b T
: = —mk® =
i) ~ Dt Dt PR e
Kb ai *™ Fb ai {b ai}'
Stad uzywajac 3.2 mamy:
LCDpa 1 ~

Dt EK’C lekan’ijpi + Fa + {Pa, Tint }

gdzie %9— jest kowariantna rézniczka w sensie Levi-Civita. 3.4. Otrzymujemy {p,, Tint} postaci:

1 -~ -
{pa, Tint} = 7(gmnKkla = glemn Q)Kk mKl n-

Wtedy mamy:
Dpa 1~ r 2 ; | -
1;; = EK’C 1R a9 pi — prKbm'ngc + :']&Kkal (9" Kia — guK™7) + Fa.
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Zauwazmy, kowariantna pochodna w sensie I' i kowariantna pochodna w sensie Levi-Civita sa takie
same w przestrzeni Riemannna, ale w przestrzeni Riemanna-Cartana - (M,T,g) gdzie Vg = 0, ale

[ nie jest symetryczne. W przestrzeni Riemanna-Cartana K jest tensorem kontorsji:
. 1 ;
b b b b
K® ;=5 i+ 84"+ 8, % St jk='2'(Fl k=T &k
Stad otrzymujemy:

K’ 0 =2p.8% e, (9™ Kiia — guK™ ) KX K = 0.

Wéwezas réwnanie ruchu otrzymujemy postaci:

Dpa 1 —~ ‘a 2
(3.5) or =k * (R g pi — 7—n~pr"a°pc + Fa
Dv® >k l a ;.7 b a,c a
3.6 ™m = K" |R'x*;iv? - 2mv°S; o+ F
Dt ) J b ¢

Stale I, A, B nie wystgpuja w powyzszych réwnaniach ale wystepuja w transformacji Legendre’a wigc
sg one uwzglednione w pelnym uktadzie. Wprzypadku plaskiej przestrzeni gdy istnialy wspélrzedne
kartezjanskie bilansowa postaé réwnania dla wewnetrznych stopni swobody jest taka jak poprzednio
3.1. Tak jak i predkosci katowe spin afiniczny KA B 1 jego pochodng kowariantna D—Ig:—f’- mozemy

zanurzy¢ w przestrzeni fizycznej poshugujac sie et,:

DK%, a DI?AB B a i ov B a ov i A B
=e By = g —egm— | €7p = —e?4=—08% =e®4 (N e”p = NY%,.
Dt ATy b A 38634 b Aae; B A( B) b b
3.3. Energia kinetyczna afiniczna w przestrzeni fizycznej
oraz jednoczesnie izotropowa w przestrzeni mikromaterialnej. Jak poprzednio energie pos-
tulujemy w postaci sumy T}, zwiazanej z ruchem translacyjnym i Tj,; zwigzanej z wewnetrznymi
stopniami swobody.

m m L
Tt,- = -55AB’UA'UB = 5C'ijv’v’

gdzie v4 sa wspéltowarzyszacymi sktadowymi predkosci translacyjnej v4 = e4;vt = eAidd—’f.

o
2

A B
Tint = =0 QX LQF N6MN 4 —Q-QKLQLK + EQKKQLL

gdzie jak pamigtamyC® = e®4e?pn4? jest tensorem kowariantnym deformacji Cauchyego. J jest

5KL

skalarem, a iloczyn J to tensor bezwiadnosci, natomiast A, B sa stalymi. Zapiszmy to teraz
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w jezyku Hamiltonowskim. Przyjmijmy Lagrangian w postaci L = T — V(xz,e). Przeksztalcenie

Legendre’a ma postad
pa=miapv? KXy = J65Man 0 QN . + AQK L + BOM 165,
Odwracajac je otrzymujemy:

UB:"—'éABpA, QABZ7»6AM6BNKNM+ZVKAB+§KMM6AB
gdzie:

2(J% — A?) T 2(A42% — J?) B 2(J — A)(J +A+nB)
.] L) - A b} - B 3

D4 jest pedem w reprezentacji wspottowarzyszace;j.

Zgodnie z transformacja Legendre’a otrzymujemy energie kinetyczna w postaci:

Ty = 2—1755“ paps = %C“bpam
Tint = Tintr + Tinto—k
Tintr = -L5KLRA§§1%9MN, Tintc-k = '1—~I?1{{I?11% + ékgf&%
24 2A 2B
Réwnania ruchu w postaci nawiaséw Poissona sformulujmy najpierw w postaci praw bilansu dla

skladowych mikromaterialnych.

d
—57'4 = {pA,H} = {pA,Ttr} + {pA: Tint} + {pA,V}

dkg (> 2 7 R

=L — R4 H} = (R}, T} + (RS, Tint} + (B4, V}

Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:

dpa 1 MN &L 1 zp lsr
d b AL NpM+A A:DL+B Lpa+

15 2
— KM RN ppan PLé®t — ZpaprSM o 65 + Fy
m m

natomiast réwnania dla ruchu wewnegtrznego:

dKf 1 40 1aa prosknsg 1ok i AN | nA
—c_it_*—“ﬁé pCPB+jK kK“nN0" oL j BK*NIkL6”" + N7 pB.

Wykonajmy teraz bilans w skladowych przestrzennych przy pomocy nawiaséw Poissona:

dpa dK*s (24
E_{pa,H}s dt _{K B?H}
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Jednak o wiele prosciej jest przeksztalcié¢ do postaci Eulerowskiejtj. zanurzy¢ w M przy pomocy
63-4 juz otrzymane réwnania. Ponadto wielkosci p4, K A, z punktu widzenia przestrzeni fizycznej M
sg skalarami, mozna wigc od razu zapisaé ich pochodne jako kowariantne.

Dpa _ Dp;e' 4
Dt Dt

DI?AB _ Df?ijeiAejB
Dt Dt

Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:

Dpa 1 Ak 1 ‘ 2 b .
Dt ;L'K leajCzJPi - EPbS aiC*Pe + Fo,
w przypadku potencjalnym

ov i
Fi= “('5;_,‘ - F;'iNlJ)’ L

DK9, 1 y —
= N%, — —ppp = N% — —C%pyps.
Di b= PP b mC' DPdPb

W plaskiej przestrzeni tensor krzywizny Rfm ; Jest zerem ,wigc

dpa
2 -F,
dt
di(\'ab 1 d
= N% — —C* .
di b m PdPb

K “b(totj = 2% + Koy jest calkowitym momentem afinicznym tzw. hipermomentem. Prawo za-
chowania dla K “b(tor) Ma postaé

dK “btot) _

s T Fy + N% = N%01)

stad gdy N Ab(tot) = 0 wtedy K “b(tor) Jest stalg ruchu.

3.4. Model afiniczny w przestrzeni i w ciele. Grupa afiniczna jest tak ”zloéliwie” nie-
polprosta, ze nie ma modelu, w ktérym afinicznym jednocze$nie w przestrzeni i w ciele bylo by

pelne wyrazenie

T = Tir + Ting
Oczywiscie tak tez jest w przestrzeni plaskiej w modelu ciala rozcigglego. Istnieje jednak model

energii kinetycznej ruchu wewnetrznego Ty, afiniczny jednoczesnie w przestrzeniach stycznych T, M

jak i przestrzeni mikromaterialnej R™. Jest on dany przez:
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(3.7) Tint = g’l‘r [02] + g (Tr [Q])?.

W przejrzystej postaci analitycznej z uzyciem indeksow:

4
2

Q00 + g () =

A

B
Tint = 204508+ 2 (244).

Jest on interesujacy sam w sobie z punktu widzenia czystej mechaniki analitycznej. Jest tez

pozyteczny w analizie pozostalych wymienionych modeli.

4. Metryka Killinga - podstawowe informacje

Mamy przestrzei liniowa V, w ktérej jest okrelona operacja binarna [,] przypisujga kazdej

parze wektoréw u,v € V nowy, [u,v] € V. Ponadto operacja ta ma nastgpujace wasciwosci:

- 1. liniowa w kazdym argumencie,
[au + Bu,w] = alu, w] + Blv, w]

[w, ou + Bv] = afw, u] + Blw, V]

gdzie u,v,w € V a a, 8 sa dowolnymi liczbami.

2. antysymetryczna u,w € V
[, w] = —[w, y]
stad
[w,w] =0
3. spelnia tozsamo$¢ Jacobiego
([, v}, w] + [[v, w}, ] + [[w, u],v] = 0
dla kazdego u,v,w € V.
Przykladem takiej operacji jest komutator w zbiorze odwzorowari liniowych jakiej$ przestrzeni
liniowej W w sama siebie:

V=LW) apB€V; [apB =aob-/[a

Komutator ma wszystkie wlasnosci nawiasu Liego.
Wezmy odwzorowanie ad,, : V — V gdzie u € V i jest ustalonym elementem, samo za$

odwzorowanie dane jest wzorem:

adyv = [u,v)].
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Iloczyn skalarny Cartana-Killinga jest postaci:
(u|v):=Tr(ady ady).

Jest on niezmienniczy wzgledem automorfizméw wewnetrznych. Jesli wzig¢ grupe jednoparametrowa

przeksztalcen liniowych {g;, t € R}, gdzie
gt-v=-exp(tady)-v, to (gwu|gw)=(ulv)
i (u | v) jest niezmienniczy wzgledem operacji dotaczonych. Ponadto jesli algebra Liego jest pStprosta

to jest nieosobliwy ((u | v) = 0,Yv € V = u = 0) i jesli algebra Liego jest zwarta - ujemnie okreslony.

Uzywajac bazy (e1,...en) w V mozemy zapisa¢ komutator jak nastepuje
lea,eB] = exC¥ 4p

gdzie CX 4p sa stalymi strukturalnymi algebry Liego w tej bazie. Wtedy piszac:

(u]v) = g(u,v) = gaputv®

mamy
9aB = C¥ LaC* kg,
widaé ze (u | v) jest symetryczny.
Jesli G-jest grupg Liego a V- jej algebra Liego za$ w? -bazowymi lewo- lub prawo- niezmien-
niczymi 1-formami rézniczkowymi na G, to

A B
9ij = §ABW" W™

jest polem tensorowym Killinga na G -metrycznym tensorem Killinga-Cartana [90).



CZESC 2

Prébne cialo w przestrzeni Riemanna - mechanika ciala

afinicznie sztywnego

1. wstep

Jak wspominalismy, w zakrzywionej przestrzeni nie istnieje w dostownym sensie pojecie ruchu sz-
tywnego lub afinicznie sztywnego. W odniesieniu do ” malych” obiektéw mozna jednak postugiwaé sig
tymi pojeciami w sposéb przyblizony. PrzybliZenie to jest tym lepsze, tym mniej bledne, im mniejsze
sg rozmiary ciala. Opis staje sie bezbledny gdy przechodzimy do wewnetrznych stopni swobody,
t.zn. gdy maly obiekt rozciagly zastepujemy punktem materialnym z doczepiona baza ortonormalna,
gdy chodzi o ruch sztywny (zyroskopowy), lub baza ogélnego typu, gdy chodzi o ruch afinicznie sz-
tywny. Jest to tak, jakby cialo bylo wlozone w przestrzen styczna w punkcie odpowiadajacym
chwilowemu polozeniu w ruchu postepowym. Przestrzeri materialng zastgpujemy mikromaterialng

R™. Przyblizone wyrazenie dla afinicznego (lub metrycznego) wlozenia z przestrzeni materialnej w
M,

y'(t,a) = o*(t) + @i (t)a”,

zastepujemy stwierdzeniem, ze w chwili ¢ cialo znajduje si¢ w przestrzeni M w punkcie z(t) € M,

za$ jego konfiguracja wewnetrzna dana jest przez baze ortonormalna (a w ruchu afinicznym ogélna)

€= (€1,...,€4,+..,€n), gdzie

es € Tp M, A=1,...,n, (eA]eB):gijefqe%:JAB.
Réwnie dobrze mozemy postugiwaé sie bazg dualng e = (el,...,...,e4,... ,e), gdzie e € TXM iz
definicji

(e* | ep) = ef'el; = 6.

Przestrzenia konfiguracyjna jest @ = (F M, g) (gléwna wiazka wléknista g-ortonormalnych baz

w M lub rénowazna (F*M, g) — g-ortonormalnych kobaz) o wymiarze:

(n—1) n(n+1)
g B K
19

dmQ =n+ =
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W przypadku niektérych zagadnieri wygodniej jest postugiwaé si¢ naturalnym wiozeniem (F'M, g)
w FM — n(n + 1)-wymiarowa wiazke wléknista wszystkich liniowych baz w M. Taka tez wlaénie
bedzie przestrzen konfiguracyjna opisywanego infinitezymalnego ciata afinicznie sztywnego. Jest ona
rzgdzona przez grupe GL(n,R), tak jak (FM,g) jest rzadzona przez SO(n,R). Ruch ciala bedzie

opisywany przez krzywe w (F'M, g), natomiast przemieszczenia — przez ich zrzutowanie na pole baz

W rozmaitosci M

t— z(t) € M, t - ea(t) € Ty M, A=1,...,n, t — czasabsolutny.

Jedliz?, i = 1,...,n s3 wspélrzednymi w M, wtedy ruch opisywany jest przez zmienne z°, e, bedace
funkcjami czasu ¢. Jednak jesli bedziemy opisywaé cialo metrycznie sztywne wéwezas:
gij€’ a€’ B = nap(=64B),

a wigc w takim przypadku e’ 4 nie sa niezalezne. Nie moga wiec byé uzyte jako wspdlrzedne
uogélnione. Ale nawet jesli cialo jest afiniczne to opis przy uzyciu e 4 jest trudny i nieprzejrzysty.
Rozwigzaniem tego problemu jest wprowadzenie pomocniczego pola baz E ortonormalnych w M,

tj., przekréj sub-wiazki (FM, g) C FM nad M. E jest ortonormalne:

9(Ea,Ep) = gi; E* AE? g =145 = 0ap.
Mozemy tez uzy¢ pola ko-baz E#; (E4, Eg) = E4Eig = §4p. Oczywiscie E4 jest ortonormalne
wzgledem g na M,

g(EA,EB) — gijEAiEBj — 77AB — 5AB_

Podsumujmy: w kazdym punkcie przestrzeni M jest zaczepiona baza E 4. Teraz nalezy zadaé sobie
pytanie jakie ma by¢ to pole. Struktura przestrzeni Riemmana sugeruje w jaki sposub wybraé to
pole, tak by rachunki byly wzglednie proste i geometria problemu wyrazniej zarysowana. Oczywiscie

zachodzi:
g=n*8E,® Ep = 6*PE, ® Ep.

Ruch bedzie opisywany wzglgdem mijanych E; 4y € FyyM

ea(t) = Eqpp®a(t),

gdzie jesli rozpatrujemy zagadnienie bez deformacji (zyroskop) ¢B4(t) jest macierza ortogonalna

(obrotu RC 4):

648 = dcpe® a¢” B, = 6cpRY ARP .
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Jesli rozpatrujemy zagadnienie z deformacjami ¢ jest pewna ogélng macierza [¢®a(t)] € GL(n,R)
lub [¢P4(2)] € GL*(n,R). Wéwezas wiazka FM (F+ M) bedzie reprezentowana przez M x GL(n,R)
(M x GL*(n,R)).

2. Predkosé katowa

Naszymi wspétrzednymi uogélnionymi sa (..., %, ...; ..., oPa...) gdzie zi- wspélrzedne lokalne w
M. W kazdym punkcie z(t) € M krzywej ruchu postgpowego mamy okreslony uklad (n+1) wektoré

w przestrzeni Ty, M.

. DeA(t) D

o) = #0, Va) =220 - D (5, 008,0)
DExu)s DypPa(t)
_bt'z——(PBA(t)_'_Ex(t)B——ﬁt_y A=1,...,TL,

gdzie i(t) jest wektorem stycznym do krzywej wzdluz ktérej przemieszcza sie opisywane cialo, to jest

predkosa translacyjna. 3Dt-e A- jest kowariantna pochodna wektora e4 wzdluz trajektorii (predkosé

y ; i : . .
afiniczna:=W; = D% e ). Kowariantna pochodna wektora E4 réwna sie

DE,sp o’ c
Tt (VeFe) gy =(Veks) B

dzt
dt -’

Teraz uzyjmy aholonomicznych skladowych naszej afinicznej koneksji wzgledem E:

VoEp =T poEy,

gdzie
T4pc =E4 T Eig EXg — B4, Eig B¢,
IMpe = -Tplc = -6 T¥ 1o
(2.1) T = EaT4pc EP; ECy + B4 B4,
(2.2) (ale I‘ijk = _sz‘k ks —gjagibF“bk) .

Ostatni czlon to koneksja teleparalelizmu I'y; [E] indukowanego przez E,
T(E],, = B'a B4

Jest ona zdefiniowana warunkiem:
Vi Ea = 0.

Mamy wiec

Ik = B AT po BZ; By + Ty [E]' 1.
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Ostatecznie otrzymujemy 2%1‘3- w postaci:

DE; B A o dxt
Dt U soEaBti—-.

Oczywidcie w przypadku baka- Vi, = P—egt(i) sa jakby "redundantne” poniewaz Jest ich wiecej niz
wewngtrznych stopni swobody. Aby uniknaé tego problemu uzyjmy predkosci katowych i transla-

cyjnych w reprezentacji wspéltowarzyszacej

(2.3) v =1vley,, Va=—"==:1e50F,.

Macierz [QE ] zdefiniowana powyzszg zaleznoscia bedzie wspoltowarzyszaca predkodcia katowa, za$
v wspéltowarzyszacymi sktadowymi predkosci ruchu postgpowego. Po obliczeniach otrzymujemy
(2.4) 0p =Qu, 5+ 045,

gdzie

_1A d
Qi dp = ! c gg‘PCm Quag=—QuBa, Qi aB = 84005,

Jest zwigzana z ruchem obrotowym wzglednym: ”e wzgledem E” zas

-14 nF D . .C ) G dz’
Qarp = T o g% v% % =e e

Jest wkiadem ruchu postepowego do Q2 4. Sens skrétéw: dr-drive ri- relative,
Przy pomocy standardowej delty Kroneckera ( ktéra jest metryka na R™) mozemy podnosié i

opuszczac indeksy:

(2.5) QaB = 0,400C5.
Oczywiscie, poniewaz e jest ortoncrmalne , Q1 jest antysymetryczne.
(2.6) Qap = -Qpa.

Skladowe przestrzenne predkosci katow; otrzymamy przez ”zanurzenie” jej w rozmaito$ci M przy
pomocy e:

2.7) Vi =eyMpel, Q= ga0F; = -0y

Antysymetryczna €} ma ﬂ';—"ll - niezaleznych sktadowych, tj. Q4p5, A < B, lub i, 1 < 7.

A wigc problem z ”"nadliczbowymi” stopniami swobody zostal rozwigzany. Gdy przestrzeh jest
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trojwymiarowa :
0 93 -—Qg
(2.8) —Q3 0 15
Q - 0

Zatem w trzech wymiarach tensor antysymetryczny mozna utozsamit z pseudowektorem (wektorem

osiowym) o skladowych 4.

Podsumujmy: Rozmaito$é M jest nasza przestrzenia fizyczna, a elementy zbioru M symbolizuja
punkty geometryczne w przestrzeni-polozenia. Podnosimy i opuszczamy indeksy w tej przestrzeni
za pomoca metryki g. Mamy tez przestrzen konfiguracyjng. Jest ona zbiorem liniowych odw-
zorowan przestrzeni mikromaterialnej R™ w wiazke styczna T'M. Przestrzert mikromaterialna jest
przestrzenia Euklidesowa, punkty przestrzeni materialnej to ”mozliwe punkty materialne”. Kazde
cialo jest zbiorem punkéw materialnych, a wiec podzbiorem tej przestrzeni. W przestrzeni materi-
alnej podnosimy i opuszczamy indeksy za pomoca delty Kroneckera 4. Stosujemy przy tym konsek-
wentnie nastepujaca notacjg: duze indeksy lacinskie to indeksy przestrzeni materialnej A, B, C...

male indeksy tacifskie to indeksy przestrzeni fizycznej i, j k...

3. Réwnania ruchu

Zapostulujmy energie kinetyczna w postaci

o 1 Dets Dél L 1
gi;v'v? + —g"ﬂ °A gD - -Tg'gzjvzv’ + =644 cQE pIP,

m reA
9% Dy Bt 2

T =
2

gdzie m jest masa, JOP = JPC wspéltowarzyszacymi skladowymi tensora bezwladnoéci [72][28].

Lagrangian jest dany przez:
L=T-V(x,e).

Zgodnie z transformacjg Legendre’a translacyjny ped kanoniczny ma postac:

j dz?
Py = Mg = mgijg-

Podobnie, po transformacji Legendre’a wspéltowarzyszacej predkosci katowej, mozemy przedstawic

wspottowarzyszace sktadowe spinu jak nastgpuje
S84 =—JB%ca — 0FCJca,
gdzie indeksy podnosimy i opuszczamy przy pomocy delty Kroneckera:

SAB — SAC (5CB.
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Spin w reprezentacji wspoltowarzyszacej podobnie jak predkosé katowa. jest antysymetryczny:

GAB _ _gBA
Oczywiscie mozemy tez uzywaé reprezentacji przestrzennej (zanurzenie w M ):
i __ i QA__B — k. _
S’jueQS BE 7 S,-j—giij——S_.,-,-.

Dla wyprowadzenia réwnan ruchu wygodnie Jest wyj$é od zyroskopu deformowalnego jednorodnie,
co skadinad jest jednym z cel6w samym w sobie. Hamiltonowski generator przeksztalceri afinicznych

dzialajacych na wewnetrznych stopniach swobody tj. spin afiniczny przyjmuje postaé:

... Deig
K = ¢t JAB,
A D

po wyrazeniu przez konfiguracje i predkosci. Podobnie antysymetryczny moment obrotowy, uogélniona

sila sprzgzona z predkoscia afiniczna

W,;’ = Dt €y
jest dana przez:
. .8V . T
M'j=—e's G MY =M.

Podwojona antysymetryczna czeéé powyzszych obiektéw:
Sij = Kij _ Kj'i, Nij — Mij _ sz

to spin S* i moment obrotowy N, czyli moment sily.

Po wielu zawilych rachunkach réwnania Eulera-Lagrange’a mozemy zapisa¢ w postaci praw

bilansu:
Dp® Dv* 1 a -
B =™ pp = 38R+ P,
iy . ) ;
Dl.gi = MY +€1'A 6‘73 JAB,
gdzie
ov ;
Fa' = -—gab(@; - MmJ ijb).

Indeksy podnosimy tu przy pomocy g, R jest tensorem krzywizny zbudowanym z metryki g. Po

natozeniu zyroskopowych wigzéw g;je*4 €' = 645, N = M — M7* zachowuje status aktywnej
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sity uogélnionej; antysymetryczna czgé¢ wkladu do M “ pochodacego od sit reakcji znika. Réwnania

ruchu skladaja si¢ wéwczas z 3 1

gdzie
N9 = MY — M7' = —€} g‘i g - ig‘; g*,
1 F° jest
Fe b(% . _;_ij ijb)-

4. Stale strukturalne
Nawias Liego pél wektorowych:
[V, L' = VILi,j — LIV*,§

jest komutatorem pdl L,V kiedy pole wektorowe jest operatorem rézniczkowym pierwszego rzedu.

Pomocnicze pole baz E4 ma czesto strukture algebry Liego,
[Ea, Es] = CK 4BEK

gdzie C¥ 4p sg stalymi strukturalnymi algebry Liego zbudowanej z (...Ea...). Jedli ustalimy jakis
punkt g € M, rozmaito$é M mozemy wowczas utozsamié z grupa Liego gdzie xo bedzie elementem
jednostkowym tej grupy. Natomiast jesli nie wyrdzniamy zadnego punktu rozmaito$¢ M bedzie
przestrzenia jednorodng z odpowiadajaca jej trywialng izotropii (grupa Liego).
Za pomoca stalych strukturalnych mozemy przedstawi¢ tensor Killinga wzglgdem bazy (...E4...):
vap = C¥LaC"ks.

Jedli T [E] bedzie teleparalelizmem afinicznej koneksji 2.1 S [E] jej tensorem skrecenia postaci:
S[E)ik=E'AEY ;0 = 5 B4 (E*k — B%.;)
to w takim przypadku S [E] jest réwne:
A 1 a4
S[E] BC = '2'0 BC-

Podsumujmy: tensory metryczne Killinga -y i ” przestrzenny” g réznia sie o stala multiplikatywna,
nazwijmy ja £

vi; = £9i; gdzie £ = constants.
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Oczywiscie podobnie jest we wspéirzgdnych wspéttowarzyszacych gdzie w przestrzeni materialnej

tensorem metrycznym jest delta Kroneckera 6 :
(4.1) YaB = ¥0ap £ = constants.
Zgonie z powyzszym, zwiazak pomiedzy v, g i E mozemy przedstawié za pomoca koneks;ji I' [E]
(tj. koneksji teleparalelizmu) w sposéb nastepujacy:
TIE] b = (%} + Siin + Sint + Sist.

W reprezentacji wspéltowarzyszacej wyrazamy to za p omoca stalych strukturalnych:
1 1 1
PEM L ={%}+ ECMJL + §CJLM — '2'CLMJ-

Jednakie E-aholonomiczne skiadowe E teleparalelizmu koneksji znikajg T [E)™ ;L = 0 wéwezas

otrzymujemy:
1 1 1
{5} = _‘2'CMJL - ECJLM — -2-C'LMJ-

Gdy algebra Liego jest pélprosta state strukturalne $3 antysymetryczne w dwoch pierwszych indek-
sach wzgledem metryki Killinga. Gdy ta metryka Jest proporcjonalna do delty Kroneckera 4.1 [90]
wolwczas otrzymujemy:

1 1
{7} = "§OMJL = "§CLMJ-



CZESC 3
Tréjwymiarowa sfera zanurzona w R*

1. S$3(0, R) zanurzona w R%- symetrie

Nasze rozwazania zacznijmy od przedyskutowania zagadnienia ruchu punktu materialnego w
przestrzeni tréjwymiarowej. Skoncentrujmy sig na tzw $wiecie Einsteinowskim, t.j. zwartej przestrzeni
o stalej krzywinie metrycznie dyfeomorficznym z tréjwymiarowa sferq zanurzona w przestrzeni
R%. Sfere 53(0, R), jedli przyjaé ze promied R = 1 mozna utozsami¢ z SU(2), nakryciem grupy
SO(3,R). Tensor metryczny g otrzymujemy jako naturalne ograniczenie metryki Euklidesowej w
R* do $3(0, R). Na SU(2) g mozemy utozsamié z metryka Killinga. Przypomnijmy, ze predkosé
katowa wyraza si¢ w postaci:

Qp = Vs + Uip
gdzie

045 = o7 ChovBego”
Q;,“T g Jest wktadem z ruchu translacyjnego, zas
do§
QA _— ,-14%¥B
g = Py dt

z ruchem obrotowego e wzgledem ukiadu aholonomicznego E. Stale strukturalne tréjwymiarowych
zwartych grup Liego SU (2), SO (3,R) s3 dane przez :
(1.1) CJ{{M = EfMaCKLM =E€KLM

gdzie podnosimy i opuszczamy indeksy za pomoca delty Kroneckera.
Algebra Liego grupy SU(2) sklada si¢ z antyhermitowskich bez§ladowych macierzy 2 x 2, tj.

rzeczywistych kombinacji liniowych macierzy Pauliego:

1
(1.2) a,j=—2—ioj,j=1,2,3
01 0 —1 1 0
L) "1:[1 O]’02=[i 0 }’”3“[0 —1]'
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q
Uzywajac wspéirzednych kanonicznych pierwszego rodzaju k € R® otrzymujemy nastepujacy
opis SU (2)

(14) u(k ) = exp(ka;) =COS(-§)I—-SiR(§)%ji"J’I= [ (1) (1) ]

— —
k jest dlugoscia wektora k i% € S2%(0,1) kierunkiem, modut & przebiega od 0 do 27. Oczywiscie,
a; spelniaja zasady komutacyjne,
(1.5) las,ak] = M an.

Algebra Liego grupy SO(3, R) sklada sig z antysymetrycznych rzeczywistych macierzy 3x3. Uzywamy
bazy danej przez Ax gdzie K =1,2,3 i

(1.6) (Ax )3 = —€kn-

Opuszczanie i podnoszenie indekséw rozumiemy w sensie delty Kroneckera. Zgodnie z ta konwencja
mamy

(1.7) [As, Ak] = EJMKAM.
Odwzorowanie wykladnicze

(1.8) R(¥) = exp(k’ Ay)

daje wzér na skoficzone macierze obrotu R(?) Wzér 1.4 wklada grupe SU(2) do caterowymi-
arowe] rzeczywistej przestrzeni rozpigtej na I, —io; j = 1,2,3. Oczywiscie taka przestrzen jest
utozsamiana z R?. Jak widaé suma kwadratéw wspélczynnikéw przy macierzach bazowych jest
réwna 1. To wlasnie zdaje sprawe z utozsamienia SU(2) z $3(0, 1) C R%. Metryka Killinga 45 na

algebrze Liego jest zbudowana ze stalych strukturalnych CK,, = ¥, :

(1.9) YaB = —204B.

Metryka na SU(2) lub SO(3,R) jest dana przez

4sin’ & 4sin® % kb kI
(110) Gi; = -kT25:,'j + (1 — —k;_)??

i odpowiednio element dlugosci luku ma postaé:

(1.11) ds? = dk? + 4sin? g((w? + sin? 9dyp?).
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_)
gdzie k, 9, ¢ sg zmiennymi sferycznymi w przestrzeni wektora k. Wielkoéci katowe 9, ¢ parame-

tryzuja wersory ?(ﬂ, ) = % Mozemy napisaé:

(1.12) ds® = dk? 4 4sin® gd? dn.

Uzywajac za$ bardziej wyszukanego jezyka mozna to zapisac w postaéi tensorowej:
(1.13) g = dk ® dk + 4sin? -];-(5,43d'n,“1 ® dn®B

Pole odniesienia E moze by¢ wybrane zaréwno jako generujace lewe translacje jak i generujace

prawe translacje na SU(2), SO(3,R). Po obliczeniach otrzymujemy:

1. pole generujace lewe translacje

k k o k k. kaky O 1 o
! = e —_ Swaeig W .o M_Z
(1.14) E4=—cot + (1 3 cot 2) % % OK7 1 ZSAM_]k BT

2. pole generujace prawe translacje

0 k k. kaky 0O 1 0

r — k k M
(1.15) Eys= 5 cot +(1 5 cot 2) Y & ok QEAMJ’C YA

2 9kA
Pola wektorowe

1 o
1 _r - M
(1.16) Da:="Eq—"E4 25AMJk 7

sa infinitezymalnymi generatorami wewnetrznych automorfizméw

(1.17) u— vuy

Wygodnie jest odseparowac¢ zmienna radialng k od katowych 9, ¢o. Aby to zrobié¢ uzywamy operatora

rézniczkowego ktory zalezy wylacznie od 9, ¢ i dziala tez tylko na te zmienne:

(1.18) Daf=0

jeéli f jest funkcja zmiennej k. Podobnie nadmiarowy uklad zmiennych 7 = % moze by¢ uzyty.
Oczywiscie n zalezy wylacznie od 99, ». Mozna pokazaé:
1. pole generujace lewe translacje daje sie zapisaé jako

d 1 k 1

! M nJ

. =Ng— — — - DY+ =D
(1 19) EA nAé)k 5 cot 2EAMJn ) A

2. pole generujace prawe translacje

o 1 k 1
r e il 2 —_— M J —_——
(1.20) Eq4=ny4 % 2 cot ZEAMJTL D QDA'
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Oczywidcie,

(1.21) (dk,D4) = Dak = 0, <dk, (;ik> =1,

(1.22) <dnA, -:—k> = %;i =0, (dna,Dg)= Dgny = eagonC.
Relacje komutacyjne dla powyzszych pdl sa nastepujace:

(1.23) 'Ea)}Eg] = —eapc 'EC,

(1.24) ["Ea,” Ep] = eapc "E°,

(1.25) [‘Ea,” Eg] =0.

To ze ostatni nawias jest réwny zero pochodzi stad, Ze grupy lewych i prawych translacji sa miedzy

sobg przemienne.Tensor metryczny 1.10 1.11 g = —277,p mozZe byé zapisany w postaci
(1.26) 9=84p'EAQ ' EP = 5,5 "EA Q" EB,

Podobnie, kontrawariantna metryke
. 2 - = 2 . I3
(1.27) gv = i e e (1 __k ) n'n’

mozemy przedstawié jako:

(1.28) .= 5B lEA ®' Ep = i TEa ® Ep.
Jedli uzyjemy zmiennych k, 7

1.29 oD ®—‘9—+LJABD ®D
(' ) g_Bk ok 4sin2§ A B

PrzejdZmy nastgpnie od $%(0,1)SU(2) do $3(0, R) C R*. Uzyjmy nowych zmiennych 7 = 3Rk, tj.,

s ey —
k= gR’l,. , 8dzie oczywiscie r € [0, mR] .Wektor k zastepujemy wektorem 7 o dlugosciri - = —Z—— =

. Zwré¢my uwage, ze parametryzacja zmiennych r, 9, ¢ oznacza inng, alternatywna reprezentacje
analityczng sfery S3(0, R). Jest ona mianowicie reprezentowana przez kule o promieniu R w R3,

przy czym wszystkie punkty w R3 o wspéirzednej r = R reprezentuja jeden i ten sam punkt sfery
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53(0,R). Jest to "biegun poludniowy” jesli punkt r = 0 jest "biegunem péinocnym”. Wéwezas

wyrazenia dla pomocniczego pola baz otrzymujemy w postaci:

R R
By = -2JE(R)A, TEp = ETE(R)A,
IEA_:EIE(R)A TEA=_2_TE(R)A
R ’ R
gdzie:
a 1 T 1
! _ Ay BnCc , 1
E(R)A = nAaT RCOt Ré‘ABCn DY + RDA,
0 1 r 1
1.3 T = — _ —cot — BnC | &
( 0) E(R)A nAaT' RCOt REABcn D™ + RDA,
(R = .2V _aBC R . 2r 4
(R)® = nadr+ Rsin® =£**“npgdne + — sin —dn”,
R 2 R
r A _ _pan2 T _ABC R . 2r 4
E(R)" = nadr— Rsin 7e npdnc + 5 stdn .
Nawiasy Liego sa nastepujace:
2
[lE(R)A alE(R)B} = —EEABC IE(R)oa
2
(1.31) [E(R)4," E(R)g] = geas” "E(R)c,
[E(R), E(R)5] = o.
Odpowiadajace im stale strukturalne s3 dane przez:
! A 2 4 r A 2 4
(1.32) C(R)” pc = —-z¢ Bo, "C(R)” po= RE" BOS

podnosimy i opuszczamy indeksy przy uzyciu delty Kroneckera. Ostatecznie otrzymujemy metryke

postaci:

(1.33) g(R)=643'E(R)* &' E(R)® =643 "E(R)*® E(R)?,

t.zn. we wspodirzednych

.97 R2 . 92
(1.34) g(R),; = 7 sin E&-j—{- 1—;—2—sm — | nins.

Element tuku jest wiec dany wzorem

(1.35) ds? = dr? + R%sin? '1% (d6® +sin29 dp?) = dr? + R?sin’ I%d%’ d7.
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W sposéb bardziej wyszukany mozemy zapisaé g za pomoca iloczynu tensorowego:
(1.36) g(R) =dr ® dr + R?sin? %6A3dn‘4 ® dn?.

Teraz algebraiczna metryka Killinga Jjest dana przez:

8
(1.37) YaB =~ 708,

Z zaleznosci 1.30 i 1.31 wynika iz jegli dokonamy przejécia z R do nieskoficzonosei R — oo wéwczas

'E(R) 4 1TE(R)g staja sig asymptotycznie przemienne i

0
o i W ¥ _
(1.38) Rh_r}r;o E(R)A—Rh—r»l;o E(R) = 5"
Podobnie

s lp A A_ 45 A
(1.39) Rh_r}r;o E(R) —}212130 E(R)" = dz?,

a tym samym
(1.40) Am g (R),; = 6;;.

Tak wigc jak sie nalezalo spodziewaé otrzymalidmy zaleznosci dla plaskiej przestrzeni R3. Predkoscei

katowe sg postaci:

QR 5 = —e? 5 (R)C,
(1.41) Qrz‘:B = —¢ Be©,
Q- (R)* B = —&* pclar (R)C,
Qs = —e2 enC,
lub odwrotnie:
QR = -3t s%QR) o,
1
(1.42) Ot = —55’4 B’
1
Qar (R)A = —EEA BCer (R)B C

1
Ot = —55‘4 8%9.5c.
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Indeksy sa opuszczane i podnoszone za pomoca delty Kroneckera. Po dokonaniu obliczen otrzymu-

jemy nastepujace wyrazenia na predkoéci katowe dla ruchu na S3(0, R):

R4 = 'EA (R;?’)%?,

(1.43) "O(R) 4 = TEAi(R;?)dd—i
A, = zEAi(—f;) %’g_,
rQA, = rEAZ(?)El(_Z_i

gdzie % jest wektorem obrotu na SO(3, R); parametryzuje on rozmaitoéc w sensie wewnetrznych

_——}
stopni swobody w sensie 1.8 z 'k postawioniym zamiast k :

(1.44) SO (3,R) 3 ¢ (%) = exp [kP Ay]

Oznaczczajac pedy kanoniczne sprzezone do 7%, % odpowiednio przez p;, 7;, otrzymujemy nastepujace

wyrazenia dla pedéw aholonomicznych (kanonicznych momentéw pedu) sprzezonych do 2 (R)A ar 45

(1.45)

lSdr (R)A =
"Sar(R)y =
‘Sra =

r —_
rlA =~

by
>
El
3

Otrzymujemy nastgpujace nawiasy Poissona dla takich pedéw

(1.46)

{lSd'r (R)A ’l Sar (R)B}

{rSdr (R)A ,T Sdr (R)B}
{"Sar (R) 4, Sar (R) g}
{"Sria," SriB}
{!Sr14,} S}

{"Sria) Sup}

2
R—EABC "B {H)

2
= —EsABC "Sar (R) ¢

= 0

= —eapc ' Sric
c 1

= €a8 ‘Snc

= 0
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Czgsci Sar (R) g , Sria sa wzajemnie w inwolucji,

Po dokonaniu pewnych obliczeri otrzymujemy nastagpujacy wzor na energie kinetyczna:

1 I
(1.48) T = §(m+ﬁ) Sap 'UR) 4 UR)E 4

1 1
—EJABIQAN 'O (R)E 4 + §5AB 04, 108,

Przeksztalcenie Legendre’a wyrazone w aholonomicznych pedach i predkoéciach ma postaé:

(1.49) 'S(R)a = or — = oL =
0IQ(R)Y 4 OQR) 4
I. I
(m + }—2—2—) S4B 'Q(R)E 4 — E(sAB 04,
oL oT I I
(1.50) 184 = TR, ~ 3I0A; = "E‘SAB ‘Q(R)® 4 + -2-5AB 1A

Przeksztalcenie odwrotne wyraza si¢ jak nastepuje:

! A _ 1y A, Ll 444
(1.51) QR) g = ~ S(R)" + T Sy
1 mR2 + T
ind . _ ! A lg A
(1.52) e = B S(R)” + Tmi? Sri

Indeksy podnosimy przy pomocy delty Kroneckera. Podstawiajac powyzsze Q) (R)A ar, ‘4, do

Wzoru na energie otrzymujemy:

1 1
(1.53) T = %6"3 'S(R), ’S(R)B+—WTE5AB 'Sria 'S (R)p

1 1
+ (Ef + 2mR2) 6AB lSrlA lSrlB-

Hamiltonian bedzie wéwczas postaci: H =T 4 V(r,«). Dla czysto geodezyjnych przypadkéw gdy

V(r, k) = 0 przy uzyciu nawiaséw Poissona %? = {F, H} otrzymujemy:

d'S(R 2

(1.54) Cgt Ja _ —=364"¢ 'S(R)p ' Spuc
lg 1

(1.55) @A _ €4 'S(R)p ' Suic

dt mR
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Ciekawym jest fakt ze tylko czlon interferencyjny z T' 1.54 bierze udziatw tworzeniu tych réwnas,
poniewaZ pierwszy i trzeci czlon maja znikajace nawiasy Poissona z !S(R) a0 'S ra. Uzywajac

tréjwymiarowego wektora obrotu w R® mozemy powyzsze réwnania zapisaé prosciej:

dS(R) 1 T
(1.56) S = S x 'S (R)
R —
dlS o 1 l—~> l—)
(1.57) S = =S (R) xSy

Oczywiscie mamy tu na mysli iloczyn wektorowy w R®. Z nawiaséw Poissona wnioskujemy, ze

kwadraty momentéw pedow:

(1.58) 'S (R)|* = 65¢ 'S(R),'S(R)c

2
(1.59) 'S | =68 8.5 'Suc

sa stalymi ruchu 1.56, 1.54. Ponadto w trzech wymiarach

(1.60)

R i
2 S(R)o+ t Sric

jest tez stala ruchu, a z tego wynika Ze iloczyn skalarny momentéw pedu

(SAC lS(R)A lSrlC

i kat pomigdzy 'S (R) A, L Suo sa réwniez stalymi ruchu.

Tak wigc szeSciowymiarowy uklad 1.56 1.57 ma pie¢ niezaleznych stalych ruchu i tylko jedna

_—
zalezna od czasu zmienng w przestrzeni (’S (R), ’Sﬂ) . Ta zmienna jest orientacja dwu wymiarowej

e
powierzchni w R® rozpietej na wektorach 'S (R),!S,; obracajacej sic wzgledem osi danej przez wektor

1.60 czlonu w réwnaniu.
—_— ——
Ruch wektoréw 'S (R),!S,; nie zalezy od pierwszego i drugiego czlonu w réwnaniu 1.48, w

szczegélnosei od momentu bezwladnosei I. Ale oczywiscie czlony te sg istotne dla calkowitego opisu

ruchu. Mianowicie okazuje si¢ ze I wystepuje w przeksztalceniu Legendre’a i w jego odwrotnosci.
Zatem ewolucja czasowa zmiennych (?, ?) podczas ruchu zalezy jawnie od I i od wszystkich

czlonéw w wyrazeniu na energie kinetyczna.
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2. Redukcja zagadnienia i parametryzcja przy

uzyciu katéw Eulera

Rozwazmy zagadnienie tréjwymiarowej sfery jako podrozmaitodci w R2. Element metryczny

bedzie dany przez:
ds® = dr? + R? sin? %(d@z + sin?()dy?),

gdzie r € [0, 7R]. Przy tak danej metryce energia kinetyczna punktu materialnego bedzie postaci:

T=3 ((%)2+R23i“2 (%) ((%g)z+sin29 (fi_‘f)z))

Wygodnie jest stosowac opis analityczny w ktérym sfera tréjwymiarowa S3 (0, R) z samej swej natury
podrozmaitoé¢ domknigta w R*, bedzie reprezentowana jako kula o promieniu 7R w przestrzeni
R3. Przypomnijmy e grupe SU (2), zaleznie od zagadnienia, réwniez reprezentujemy jako sfere
w R%, lub kule w R3. Reprezentacja za pomocs kuli jest oczywiscie osobliwa - cala ograniczajaca
sfera o promienju 7R reprezentuje jeden punkt. Sfere S (0, R) parametryzujemy przy pomocu
wspolrzednych 7,6, p w ten sposéb, ze zanurzenie w R4 opisujemy wzorami:
y' = Rsin (r/R)sin (6) cos () y? = Rsin (r/R) sin (6) sin ()
y> = Rsin (r/R) cos (6) y* = Rcos(r/R).
Gwarantuja one asymptotyczne spelnienie réwnaii:
@)+ @)+ (*)? + (v*)* = R
Zmienna r przebiega zakres [0, 7R], za$ 6, o- zwykly zakres katowych zmiennych sferycznych,f €
[0,7], ¢ € [0,27]. Wszystkie punkty w R3 o wspolrzednej 7 = 7R reprezentuja jeden i ten sam
punkt - "biegun poludniowy”, jesli r = 0 jest ” biegunem pélnocnym”. Zamiast tréjwymiarowego
wektora
v =4 y¥ = R[sin (r/R) sin (9) cos (¢) , sin (r/R) sin (8) sin () ,
sin (r/R) cos (9)],
wygodniej jest uzy¢ wektora 7 € R3 danego wzorem:
T = r[sin () cos (¢) ,sin (0) sin () , cos (0)] = [z, 2%, 25].

W przeciwienstwie do v, ktéry dobrze parametryzuje (pokrywa) tylko ”péinocng” péikule, T
dostarcza dobrej parametryzacji dla catej 53(0, R), ze wspomnianym zastrzezeniem, ze wszystkie

punkty na dwuwymiarowej sferze r = 7R symbolizuja jeden punkt $3(0, R)- ”biegun poludniowy”,
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jesli 7 = 0 jest ”biegunem pélnocnym”. Nastepnie polézmy: 7 = r(sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) =

r 7 (8,¢). Otrzymujemy d7d 7 = dr? + r2(d§? + sin? d¢?), wéwezas

. - 2 . - 2 . .
ds® = T;;datdr? = }:—2 sin® %6ijdxzd$‘7 + -7:15(1 - % sin? —%)dm*dﬂ:’

Naszym celem jest analiza ruchu na dwuwymiarowej sferze w oparciu o geometrie tréjwymiarowe;j
grupy obrotéw i mechanikg baka symetrycznego w trzech wymiarach i bez ruchu translacyjnego.

Wigse sig to z faktem, ze S%(0,1) da sig utozsamié¢ z przestrzenia ilorazows grup ortogonalnych:

(2.1) S%(0,R) = SO(3,R)/S0(2,R).
A ogdlniej
(2.2) S™"(O,R) = SO(n +1,R)/SO(n,R).

Zatem w przypadku ruchu infinitezymalnego baka na S%(0, R) problem sprowadzamy do lewo-
niezmienniczego ukladu Hamiltonowskiego z SO(3,R) jako przestrzenia konfiguracyjna. Jesli roz-
awazyC trojwymiarowg pseudosfere zagadnienie jest bardziej skomplikowane. W takim przypadku
zagadnienie jest izomorficzne z lewo-niezmienniczym ukladem Hamiltonowskim bazujacym na grupie

Lorentza SO(1,2) jako przestrzenia konfiguracyjng. Powodem tego jest
(2.3) H*%%(0, R) = S0(1,2)/SO(2,R).

Ogdlniej, n-wymiarowa sfera i pseudosfera sa jednorodnymi przestrzeniami ilorazowymi (n + 1)-

wymiarowych grup obrotéw i grupy Lorentz’a wzgledem n-wymiarowej podgrupy obrotéw [89],
S™(0,R) 2 SO(n+1,R)/SO(n,R),  H™*%(0,R) = 50(1,n)/SO(n,R).
Bedziemy wigc rozwazaé uklady hamiltonowskie na przestrzeniach konfuguracyjnych SO(3,R),

50(1,2).

Skupmy sig¢ na modelu sferycznym. Pedy kanoniczne sprzezone z 1 maja postaé
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Hamiltonowski generator obrotéw zachowujacych punkt r = 0 dany jest przez L = 7 x p.
Czgé¢ pedu kanonicznego 7’ réwnolegla do 7 nie daje wkladu do I, zatem
R2 2 T ? d_'f'_}

L=m?2—Sin R Xd—t.

Jesli V(r) zalezy wylacznie od r (SO (3, R) — niezmienniczy), przy uzyciu nawiaséw Poissona
mozna pokazaé ze L jest stala ruchu. Staly jest tez kierunek wektora wiec ruch wektora 7 jest

plaski w R®. Rozpatrzmy ruch w plaszczyinie 2 = 0 (0 = %), wigc 7 (f) = (z(t),y(¢),0)
R? .oT fe ) R? .oT e
Li=Ly=0, Lg =mr—25m ﬁ( y—my) =mr—2$1n E('D

Druga stala ruchu jest pelna energia kinetyczna:

E=T+V(r)=% ((%)2+stin2 (I_rz) ((%?)2+Sin219(2_f)2)) V()

w plaszezyznie 2 = 0 (9 = 1)

Jak widaé w ten sposéb zagadnienie zostalo zredukowane do dwéch wymiaréw. Jest ono Szerzej
dyskutowane w rozdziale 1.
Jesli rozpatrywaé nie tylko ruch translacyjny ale i obrotowy wéwczas energig kinetyczna mozemy

przedstawié¢ w sposéb nastepujacy:
(2-4) T= Tir + Trota

gdzie T}, jest energia kinetyczng ruchu traslacyjnego i Trot-energia ruchu obrotowego T, = %Qz

1.1 stosujgc konwencje oznaczeri jak w [28] na sferze mamy:

_ m [ [(dr\? 2 . 2,7, (do\?
(2‘5) T"Ttr+Trot = E ((Zi—t) + R*sin (}—2) (Et-) +
LI o (Ty 20
E(dt eos™(F) dt) '

Bardzo schematycznie nasza sfere mozemy przedstawic¢ jak ponizej.
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Podobnie mozemy przedstawié energie kinetyczna infinitezymalnego baka na dwuwymiarowej

pseudosferze ( przestrzeni Lobaczeswkiego)[28]

_m dr\? 2 . 12,7 d<p2 I (dy 2rdcp2
(2.6) =3 (('&;) + R”sinh” () (-ﬁ) +§(d_t + cosh® (3 E) ,

Grupy SO(3,R), SO(1,2) 2.1 2.3 mozemy sparametryzowaé przy uzyciu katéw Eulera i odpowied-
nio pseudo-katéw Eulera [28] danych przez SO(3,R) > R(p,9 = %,¥) = Rs(p) Ri1(9) Ra(¢),
S0(1,2) 3 L(p,x = §,¥) = Ra(p) L1(x) Ra(¥), gdzie R;{a) oznacza obroty o kat o wzgledem i-
tej osii Ly () oznacza ”boost” Lorentzowski wzdluz pierwszej osi. Odpowiednio tez, wprowadzilismy
¥ =% (r € [0, Rm)) na sferze i x = { (r € [0,00)) na pseudosferze.

Wprowadzmy teraz quasipredkosci bedace elementami odpowiednich algebr Liego. Wspélrzedne

wspltowarzyszace predkosci katowej w sensie obrotu baka w R3 s3 dane przez

dR dL
- 1 - 1
k=R !t,/\—-L =



40 3. TROJWYMIAROWA SFERA ZANURZONA W R4
Po przeliczeniu otrzymujemy
£= KM+ 8°My + K3Ma, X = ANy + A2N, + A3N,
gdzie (M;)jx = —eijk, (N1)jk =| e1jk |, (N2)jk =| €25k |, Na = Ms sa bazowymi elementami algebr

Liego SO(3,R)’, SO(1,2)'. &%, A" sg dane przez:

dd . dy dx . dy
cos1/)dt+sm19$m¢-£, /\I-COS¢(—1t‘+ShX5m¢‘d?a

kK1 =
) dy dy dx dy
2.7 == —_— —_— — Qi — i
(2.7) K2 sin v 7 + sin ¥ cos v e A2 = sin 9 5 shx cos ¢ prt
o dy dy _dy dp
Ky = . —l—cosﬂdt, )\3"_Et_+ChX—d?’
za$ macierze maja postaé:
00 0] 0 0 1 0 -1 0
Mi=]00 -1|, Ma=| 0 0 0 y Ms=|1 0 0,
01 0 -1 00 0 0 0
0 0 0] 0 0 1 0 -1 0
Ni={[{0 0 1], No=10 0 0}, Ns:3=[1 0 0
01 0 1 00 0 0 0

Rozwazmy energi¢ kinetyczna na SO(3,R), §0O(1,2) niezmiennicza wzgledem lewych regu-
larnych translacji i wzgledem prawych regularnych translacji elementami SO(2,R) dzialajacych jako
grupa obrotéw wzgledem trzeciej osi. W przypadku SO(3,R) odpowiada to bakowi syetrycznemu

w R? bez ruchu traslacyjnego. Oczywiscie,

K I
(2.8) T= ) (k1 + K2?) + 5 K3?,

K I
(2.9) T= e (A2 427 F 3 As?,

odpowiednio, na SO(3,R) i SO(1,2). Po dokonaniu obliczeri przy zaloZeniu ze K = mR? i w drugim
wzorze wybieramy znak ”plus”, otrzymamy odpowiednio wyrazenia 2.5 2.6 Jedli I = K = mR?,
wtedy problem geodezyjny dla 2.5 bedzie izomorficzny z tréj-wymiarowym sferycznym bakiem.

Wyrazenie 2.8 stanie si¢ rtéwnowazne niezmiennikowi Casimira dla SO(3,R). Wyrazenie 2.9 stanie

si¢ niezmiennikiem Casimira dla SO(1,2) jesli wziaé znak ”minus” i polozyé I = mR2.



CZESC 4
Modele dwuwymiarowe, zagadnienia catkowalne

1. Ruch infinitezymalnego ciala metrycznie sztywnego

Na poczatek rozwazmy przyklad ruchu infinitezymalnego ciata metrycznie sztywnego. Interesuje
nas gléwnie dwuwymiarowe cialo sztywne poruszajace si¢ w przestrzeni o stalej krzywizZnie jak sfera
5%(0, R) czy pseudosfera (przestrzen Lobaczewskiego) H%2(0, R). Pseudosfera ma dwa "platy”,
dwie powierzchnie. W naszych rozwazaniach, szczegélnie w nastgpnych rozdziatach skupimy sig
gléwnie na dodatnim placie t.j. H 2.2+(0, R). Réwnie ciekawe jest rozpatrywanie przypadku ciala
poruszajacego si¢ po dwuwymiarowym torusie T’ (0; 7, R) o promieniach r i R. Nie jest on wprawdzie
przestrzenia o stalej krzywiznie ale jest podrozmaitoscig algebraiczng czwartego rzedu w R3. Nato-
miast sfera jak i pseudosfera sg oczywicie powierzchniami drugiego rzgdu w R3. Na sferze i pseu-
dosferze uzywamy ”wspéhrzednych biegunowych”, w obu przypadkach oznaczanych tymi samymi
symbolami (r,p) Torus bedzie sparametryzowany przez katy ¢ i 4. Na sferze odleglo$¢ miedzy

infinitezymalnie bliskimi punktami wyraza si¢ przez element metryczny:

2 _ 4.2 2 .2 (T 2
ds® =dr® 4+ R° sin (R)de,

i odpowiednio na pseudosferze:

2 __ 7.2 2 o2 (1 2
ds® = dr® + R® sinh (R)dcp,

i torusie:
ds? = (R + rsiny)?dy? + r2dy®.
Oczywiscie w przypadku sfery r przebiega {0,7R), a w przypadku pseudosfery r przebiega [0, c0)

jak na rysunkach zamieszczonych ponizej.

41
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Sfera S%(0, R)

Pseudosfera H2%+(0, R)

Na torusie r i R sg stale. Ich sens przedstawia rysunek ponizej. Natomiast ¢ i ¥ przebiegaja
od 0 do 2.
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Torus T(0;r, R)

Ruch ciala opisujemy wzgledem mijanego ortonormalnego pola baz E4. Pole to na sferze bedzie

dane przez:
Ew = %
E) m&@ %
E((:)) - E((;)) E®) =0, E(cp) R Sirll( )
i odpowiednio na pseudosferze:
Er = %
E(p) e

i torusie:

.+ @
R + cos(¢y) Op
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W _ 1 o) _ pe) (@) _ 1
By =+ Egy=Ey =0 E = R+ cos(®)”

Wektory bazowe sa jak widaé skierowane wzdiuz linii wsp6lrzednych, ale sposéb ich unormowania do
Jjednosci sprawia, ze odpowiedni reper nie jest holonomiczny. W dwéch wymiarach predkosé katowa

Q% = Qarp + Qs = 045 + wAp 24 ma tylko jedena istotna skladowa,
We=-W'=Q, wh=-w'l=w OL=-0'=8.

, ! ; . pA _ | cos(¥9) sin(d) N
Macierz R bedzie macierza obrotu o kat 9: RA = [ —sin(d) cos(d) | - Po przeliczeniu

otrzymujemy:
1. sfera:
_dd _ T, dp __d?d T, d
w=—, @—cos(R) o Q_dt+COS(R) pr
2. pseudosfera,
_dd _ T, dy _dY r, dp
w=— 9—cosh(R) ol Q—dt+cosh(R) a0
3. torus
v L dy 4y dy
w_a'a 9_S1n(¢)ﬁ’ Q_dt+Sln(¢) dt’

Energi¢ kinetyczna postulujemy w postaci sumy:
T =Tir + Trot,
gdzie T}, - energia kinetyczna ruchu traslacyjnego, tj:
1. sfera: Ty, = % (2 4+ RZsin® (%) ?%),
2. pseudosfera: Ty, = 2 (% + R?sinh 2 (%) ¢?),

.2
3. torus: Tpr = 2 ((R+ rcos¥)? ¢ + r2y )

(gdzie © = ‘j—f), a Tyoi-to energia ruchu obrotowego

I
(11) Trot = §Q2

I jest momentem bezwladnodci ciala, tj., materialny tensor I wyraza se jak nastepuje:

. 10
I=I-zd—I[0 1].

Po wykonaniu transformacji Legendre’a otrzymujemy wyrazenie dla energii w postaci:
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1. sfera:

- o p,? | P2, — 2cos {p,po + (# sin® (£) + cos? (%)) pg.
' 2m 2mR2 sin? (%) ’

bez obrotu (bez ), t.zn. dla punktu materialnego bez wewnetrznych stopni swobody:

s Py
2m  2mR2sin? (%)

2. pseudosfera:

2 >
pr2 % —2cosh £p,pe (cosh (%) £ =& sinh® (%)) P2

1.3 = :
(1.3) 2m ~ 2mR?sinh’® (§) 2mR2sinh’® (§)
Znak “plus” odpowiada normalnemu sposobowi liczenia energii kinetycznej przez wysumowanie
energii kinetycznych sktadnikéw ciata (w przypadku obiektu rozcigglego). Taka energia kine-
tyczna nie jest jednak niezmiennicza wzgledem dziatania grupy izometrii prezestrzeni konfiqu-
racyjnej, jokg w tym przypadku jest grupa Lorentza SO(1,2) w trzech wymiarach. Zmieniajgc
znak na "minus” dostajemy wyrazenie, ktdre ma te wlasnos$é niezmienniczosei. Otrzymana
energia kinetyczna, czyli faktycznie metryka na przestrzeni konfiguracyjnes, nie jest dodatnio
okreslona, ale jest interesujgca geometrycznie. W przypadku I = mR?sprowadza sie ona do
metryki Killinga na grupie Loretza. bez obrotu (bez 6):
_pt PG
= e .
2m  2mR?sinh® (%)
3. torus:
(1.4) - Py’ pi ~2sinYpype  (Z(R +rcosy)? + sin? V) pa .

= 2mr? 2m(R + rcos)? 2m(R + rcosy)? ’
bez obrotu (bez 6):

2 2
2mr?  2m(R +rcosy)?’

Jak widac powyzej ¢ i 6 sa zmiennymi cyklicznymi. Nie wystepuja w wyrazeniach na T w

postaci jawnej. Poslugujemy sie w naszej analizie réwnaniem Hamiltona-Jacobiego:

oS oS
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W przypadku stacjonarnym: S = —Et + Sp (q), gdzie Sy spelmia: H (q, %‘l) = FE postulujemy

separacj¢ zmiennych Sp = Sy (r) + Sy,(p) 4 8p(6) = S;(r) + lp + s6. Dla sfery mamy:

1 /88, (7"))2 1 8S,(0) \ 2 r 85, () 8Sp(H)
B = 5. ® _ Rl 6
Zm( or ) T emRren? () ( 9 ) 2SR e o0 | T

2 g () + oo (5) :
( : S2mstin2 (;—S) - ) (8550(0)) V),

gdzie

dSq _ _ f d5q(q)
dq = Dq» Jq_qudq_f dq dq,

zatem zmienne dzialania J, mamja postac:

—cosLg)? 4 mR2 2y 2
(1.5) erfprch‘:f om (E - V(r)) — (—cosfps) + =7 sin’ (%) s dr,
R2? sin? (%)
d 27
(1.6) I = j{p‘pdgo 8 }g —Sd%ﬂdgo =f ldp = 27l,
0
2
(1.7) Jo = f el f d50(#) 40 _ f sl = D,

Podstawiajgc 1.6 1.7 do 1.5 ostatecznie otrzymujemy:

e R AL mR2 ;2 r o
(1.8) Ay = f J om (E — V(r)) — (Jip — cos R4f?)R:;iEI2J(%;m (&) 75 dr.

W tym zwiazku zakodowana jest wlasciwie cala dynamika problemu. Gdy rozwazamy zagadnienie

bez obrotowych stopni swobody, dla sfery otrzymujemy zmienna dziatania postaci:

(1.9) L f \/Zm (E-V) - 5 :in2 oy

Nastepnie mozemy powtorzy¢ procedure dla pseudosfery i torusa. Zacznijmy od pseudosfery.
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a8, (r)\? as 2 r
g = %( arr ) * Qmstilnh2 (%) [( ggp)) oo (E) BS;/(’(P) BS;H(G)] *

(cos* (£) + = sink® (£)) r55,(0)\?
2mR?sin® (%) ( o0 ) +Vir),

Jr otrzymujemy postaci

T 2 mR2 . 1.2/ r
prdr:f\/zm(E_V(r))_l2wZCosh§sl+(cosh (%) & =& sinh (-ﬁ))szdr,

gdzie J, = § podp = 2xl, Jg = § pedf = 27s stad mamy:

J2 —2cosh (%) JoJo + (cosh2 (%) £ m_;_?i sinh? (%)) J3
472 R2 sinh? (£

(1.10) J, =f\J2m (BE-V(r) -

Dla zagadnienia pseudosferycznego bez wewnetrznych stopni swobody, otrzymujemy zmienng dzialania

postaci:

(1.11) J, = j{ \/2m (E-V0) - Silnhz oy e

W przypadku torusa zmienna ”¢)” pelni taka role jaka na sferze i pseudosferze pelnito ”r”.

Mamy wigc: Sp = Sy (¢) + Sp (@) + Se(0) = Sy (¥) Hep+s01V =V (¢). Wtedy:

_ L (8@’ 1 3S,0)\* _ .., 3So(p) 3Sa0
2 = 2mr2( o )+2m(R+rcos1,D)2 [( gcp ) —251n¢ ggo 80
(Z(R +rcost)? +sin® ) /8S5(0)\? _
2m(R + r cos1p)? ( a0 ) ¥

Otrzymane zmienne dzialania sa postaci:

Jyp = ?{ \/2mr2 (E—-V#)) — (R-{-rcos'gb)Q[ —sines)? — (R+ rcos)2s?|dy

Jo = j[p¢dga =2nl, Jp= fpgda =2ms, Jy= fp@[,d@b
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Zatem istotne wyrazenie Jy, streszczajace w sobie dynamike ma postaé:

_ (Jo — sintpJo)® + 2(R + r cos )2 J2
(1.12) Jy = %\/2”’”"2 (E—V(¥)) - 47%(R + 1{cos ¥)? s

a w przypadku gdy rozwazane zagadnienie jest bez wewnetrznych stopni swobody Jy, jest postaci

= j[ \/er2 (B-V() - 72 +1T ey ad:

Aby jawnie policzyé J, powinniSmy wybra¢ model potencjatu powiazany z geometria naszej
rozmaitoéci. Na przyklad det[g¥] jest gestoscia skalarna o wadze —2. To sugeruje nastepujacy

wybdér:
(1.13) Vi(r) = £(r)detlg").
W przypadku sferycznym det[g”/] = m@-;. Proponuj¢ wige: f(r) = R? cos2(§). Stad V.(r) =

cos?( %)

W% = cot2(%) dla tego potencjatu J, (1.8) wynosi:

mR2
I

L. = \/2m41r2R2(E +1)+J2(1— ) — %\/2m47r2R2 + (Jy + Jo)2

—%\/2m4ﬂ'2R2 + (Jp — Jo)2,

a dla zagadnienia bez wewnetrznych stopni swobody 1.9

Jr = /2mAn?R*(E + 1) — \/2m47r2R2 +J2.

Wyrazmy energi¢ w zmiennych kat-dziatanie. Odpowiednio dla zagadnienia z wewnetrznymi stop-

niami swobody mamy:

1 1 1 2
- — - 2 R2 TR 2 p2 AT
E = T 2,(J,a-l—2\/2m47rR + (Jo + Ja) +2\/2m47rR + (Jo Jo))
1 mR?

2
T 2man?R? Jo(1 - I ) -1,

a dla zagadnienia bez wewnetrznych stopni swobody:

I

B= o (Jr 4 y/2manR2 + J3)2 ~1
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W przypadku pseudosfery: det[g¥] = R-fsiTlhz(—%—)- Proponuj¢ wige: f(r) =

2(r
cosh2(1R) = Vi(r) = Fczgs?;l—h(g%%—) = 3r cothz(%) dla tak wybranego potencjatu J, jest postaci 1.10:

2
T = —\[2m47r2(1 — R2E) +J2(1 & T—”Ii) + %\/2m47r2 + (J, + Jo)?2

1
t3 \/2m47r2 + (Jp — Jo)?,

a dla zagadnienia bez wewnetrznych stopni swobody 1.11

J. = —+/2mar?(1 — RZE) + {/2m4n? + J2,

Teraz wyrazmy energie w zmiennych kat-dzialanie. Odpowiednio dla zagadnienia z wewnetrznymi

stopniami swobody mamy:

~1 1 1 2
- — (- = 2 B oy e 2 — Ja)2
E = 3 47r2R2( JT+2\/£m47r + (Jp + Jo) +2\/2m41r + (Jo Jo))

mR? 1

1
J2(1E—)+ L

* 2mdn?R2 I

a dla zagadnienia bez wewnetrznych stopni swobody:

E——_—E—(WJ +,/2m42+J2)2 1Y
= omdmRZ\ T TTe) TR

2. Deformacje jednorodne - wstep

Punktem wyjscia by} ruch afiniczny ciata metrycznie sztywnego. Rozwazmy teraz przypadek
deformacji jednorodnych. Poprzednio opisywali$my ruch e wzgledem mijanych reperéw odniesienia
E zaleznodcia: ea(t) = Ep(z(t))RE(t), gdzie R bylo macierza obrotu. Predkos¢ katowg w w

reprezentacji wspéltowarzyszacej definiowaliSmy nastgpujacym wyrazeniem:

DCB = wA
Dt — CAWR.

Rozwazajac przyklad ciala sztywnego na e nakladaliSmy wiezy orthonormalnoéci. Teraz poniewaz
nie nakladamy zadnych wiezéw sztywnosci, e sg ”dobrymi” wspdlrzednymi uogodlnionymi i pole baz
E nie jest juz niezbedne. Jednakze interesujg nas zagadnienia skoniczonych obrotéw (jak poprzed-
nio) oddzialujacych z ekstra nalozonymi infinitezymalnymi (lub skofczonymi) deformacjami. W
takim przypadku zdaje si¢ by¢ naturalnym, przyjaé jako ” tlo” ruchu zyroskop opisany wzgledem

aholomicznego pola baz Ej4.
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Przypomnijmy, pelna energia kinetyczna ma postaé:

m drtdz’ 1 Dei, Del
(2.1) T= DTS + 592‘;'7:-5?17'“3 = Tir + Tint,

gdzie Tine jest czescig ”wewnetrzng” energii. Poprzednio byla to tylko energia ruchu obrotowego,
teraz obejmuje tez deformacje. Po polozeniu eq4 = Epyp%, gdzie ¢ bedzie ogdlna macierza, en-
ergia kinetyczna ma postac: Tiny = 30MneM @Y AKALJAB, gdzie A jest predkoicia afiniczna,
zdefiniowana przez: QDﬂf- = eaA$. Po pewnych obliczeniach mozemy przedstawi¢ A w nastepujacej

postaci jako funkcje od ¢ i ¢:

“1\A —1\A .
Ag = (¢ ) pThovBeév® + (¢71)5 ¢§.
Na poczatek rozwazmy opis oparty na rozkladzie biegunowym ¢:
(2.2) % = RGLE,
gdzie R jest macierza ortogonalng, zas L symetryczng (Lag = §4cLG = pcL§ = La). Energia
kinetyczna ma wtedy postaé:

1 1 LN 1
(2.3) Tine = 5tr (LPAJAT) = ~=tr(LILw?) + tr (LJLw) +5tr (JL2) ,

gdzie w jest " wsp6ltowarzyszaca” predkoscia katowa R-baka: —QD‘itA =upwB, us = EgREB.

Predkosci katowe beda dwuwymiarowymi obiektami, a wigc macierze w, x, ¥ beda zapisane
jako we, xe, Je, gdzie teraz w , x, ¥ sa wielkoSciami skalarami mnozonymi przez macierz e gdzie:
€12 = —€21 = 1, €11 = €22 = 0. Uzycie tych samych symboli w, x, ¥ dla macierzy i ich czynnikéw przy
macierzy e (mimo iz niezbyt $cisle), upraszcza notacje. Jesli uzywamy rozkladu jednobiegunowego
wtedy [69] [28]-[32] wowczas mamy A = wLleL + L~1L. Podstawiajac to do 2.3 i biorac pod
uwage R, L and J w postaci:

Rzl:C?SO *—sinO‘J, L:l:é n]’ J={J1 0]’
sin@ cos@

otrzymujemy:

Tint = % (Jlf2 + J2C2 + (Jl + Jg) 'r)z) w4
(2.4) (—Jmé + Joné + (J1€ — JxC) 77) w+
(1 + 50+ (1 + 2 i)

Struktura wielkoéci w, x zalezy od metryki na M, t.j. tensora metrycznego g, i oczywiscie od

wyboru aholonomicznej ortonormalnej bazy E4 w M.
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Energia zwigzana z ruchem translacyjnym ma w poszczegélnych przypadkach postad:
L. sfera: Ty = % (72 4+ R?sin® (%) ¢?),
2. pseudosfera: Ty, = 2 (72 + R?sinh2 (%) ¢?),

3. torus: T = 2 ((R + rcos ¢)2 ‘Pz + T2¢2)'

Energia zwigzana z ruchem obrotowym i deformacjami jest dana przez 2.4 Tj,; gdzie w jest

postaci:
1. sfera: w = 0 + cos (-I%) P,
2. pseudosfera: w = 6 + cosh (L) ¢,
3. torus: w =0 +siny ¢.

Podsumujmy, Lagrangian jest suma: L = T — V, gdzie potencjalt V zalezy od zmiennych
uogdlnionych (r,,0,£,m,¢) ((pseudo) sfera) lub (v, ¢,6,&,1,¢) (torus). Bez wewnetrznetrznych
stopni swobody, zagadnienie jest separowalne dla potencjaléw postaci:

L. sfera: V,.(r) + —-‘-f%-(if_—,

sin*( g

2. pseudosfera: V,(r) + i)

sinh*( )’

3. torus: Vi (¢) + (R—_:%yz-

W sferycznym i pseudosferycznym przypadku bardzo wazna role odgrywaja tzw. potencjaly
Bertrand’a, dla ktérych wszystkie orbity ograniczone sa zamknigte. Jedli rozwazamy réwniez ” wew-
netrzne” stopnie swobody potencjal mozemy postulowaé postaci sumy: V = Vi, + Vipy, gdzie Vi
Jest zwiazany z ruchem translacyjnym a Vin: z ruchem obrotowym i deformacjami. W przypadkach
przestrzennie izotropowych potencjalzalezy od konfiguracji ¢ za posrednictwem tensora deformacji
Green’a:

2 2
+7° n(€+<)
G = T — L2 - & .
vy n(€+¢) ¢ +n?
Jesli ponadto samo cialo jest izotropowe to potencjal V' zalezy od G za poérednictwem niezmiennikéw

deformacji. Jako dwéch bazowych niezmiennikéw mozna uzyé:
Ki=tr(G) =€+ +20%, Kx=tr(G°) = (€ +7°) +(C+m)? + 27 (£ + Q)%

Jesli nawet w roli V4, przyjmiemy potencjalBertranda, to po wilaczeniu wewnetrznych stopni swo-
body degeneracja zostaje zniesiona, orbity nie bedg juz zamkniete.
W zagadnieniach izotropowych przestrzennie, ale juz niekoniecznie izotropowych materialnie,

dobrym uproszczeniem jest sformulowanie oparte na rozkladzie biegunowym macierzy opisujacej
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konfiguracje wewne trzna. Takie podejécie pozwala czesciowo rozdzielié zmienne, ale nie na pelng
ich separacje w sensie Hamiltona - Jacobiego. Ta czeiciowa separacja jest uzyteczna w obliczeniach
numerycznych i jakosciowej analizie uktadu dynamicznego, co jest pozyteczne w réznych zagadnieni-
ach praktycznych.

Szczegdlnie interesujace sa zagadnienia podwéjnie izotropowe,tzn. izotropowe zaréwno w prze-
strzeni fizycznej jak i materialnej.

Woéwezas efektywnym narzedziem jest zastosowanie rozkladu dwubiegunowego otrzymanego po
przez diagonalizacjg macierzy symetrycznej rozkladu biegunowego ([28]-[32]). Pozwala on na rozsep-
arowanie stopni swobody na poduklady stabo oddzialujace ze soba w ogélnym n-wymiarowym przy-
padku. Szczegélnie w zagadnieniach 2-wymiarowych istnieje klasa podwdjnie izotropowych mod-
eli, zar6wno interesujacych z praktycznego punktu widzenia jak i dajacych sie sciéle traktowaé
analitycznie w jezyku pelnej separacji zmiennych. Otrzymujemy wtedy interesujaca klase ukladéw
catkowalnych w sensie Liouville'a. Mozna tez badaé efektywnie ich degeneracje. Z powyzszych

powodéw w niniejszej pracy skupiamy si¢ na zagadnieniach podwéjnie izotropowych.

3. Zaganienia podwdjnie izotropowe

W zagadnieniach podwéjnie izotropowych tensor bezwladnoéci jest izotropowy, tj. J; = Jp = I

1

czyliJ = I[ 0 1

], woéwczas wygodniej jest uzywaé rozkladu dwubiegunowego. Jest on postaci:

¢ = UDV ™! gdzie:

U={cosa -—sina] Vz[cosﬁ —sinﬁ] Dz['\ 0]

sina cosa sinf cosf 0 u

ia,B,A 1, sa wewnetrznymi wspélrzednymi uogélnionymi
Podobnie jak w rozdziale 1 bedziemy rozwaza¢ ruch afiniczny ciala na dwuwymiarowej sferze
52(0, R) (rozdzial6), pseudosferze tzw. przestrzeni Lobaczewskiego H22(0, R) (rozdziahl) i dwuwymi-

arowym torusie T'(0; r, R) (rozdziall) Przypomnijmy, pelna energia kinetyczna jest sumg 2.1:
T= Ttr + T:inta

gdzie Tiy, to czes$¢ energii zwigzana z wewnetrznymi stopniami swobody, a wigc obejmujaca ruch
obrotowy i deformacje, natomiast T3, - jest energia kinetyczna ruchu traslacyjnego. Po polozeniu

ea = EppE, gdzie p§ bedzie teraz dane za pomoca rozktadu dwubiegunowego:

o ~URDEV g,
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Tin: wyrazamy w postaci:

Tt = % [5\2 + it2] + % [A% + p?)w? + % A2+ %] 9° — 27 uwd.

Oczywiscie, 9 = 3 i w sa jak nastepuje:
1. sfera: w = &+ cos (%) @,
2. pseudosfera: w = & + cosh (IR) @,
3. torus: w = &+ siny .

Réwnania znacznie sig uproszcza jesli dokonamy nastepujacej zamiany zmiennych:

_ 1 ~ L
RY VG

Wéwezas w przypadku sferycznym mamy: T = 2Gi;4°¢?, gdzie {¢°} = {r, »,7,6,z,y} i macierz
2 “Tij

y=a+p, d:=a-08 =zx: (A—p), At+p).

[Gi;] jest postaci

1 0 0 0
Go1=| 0 [Gu] 0 0}
o 0 <L o
0 o o0 Z
] R?sin® (%?IJ; M) o2 (3) 22 303(1%) 22 cos (%)
[sz] = ?n”—zcos (%) e JOz
€08 (f) 0 Y

Zgodnie z formalizmem kanonicznym: H = T + V, gdzie T = 5=G¥p;p;, G;;G'* = §¥. Macierz

GY, gdy wspélrzedne uogélnione sa w nastepujacym porzadku:{r, ¢,~, 4, z,y}, jest postaci:

1 0 0 0
y Akl
(3.1) (¢¥] = | ° G4 0 o |
0 0 T 0
0 0 0 =
1 _ cos!LR! __cos +
R?sin?( % R2sin%( %) R?sin?( &)
= o8| &
(6] = | -2 koo () ot (3)
cos( & 1
T R? sinz}z%) _R;E cot? (%) .-]n—if + Rz cot? (IR')

W przypadku pseudosferycznym postepujemy analogicznie. Energia kinetyczna jest postaci: T =

2Gii¢'¢?, gdzie {¢*} = {r, ¢,7, 8, z,y} i macierz [G;;) gdy wspéirzedne uogélnione sg w nastepujacym
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porzadku: {r,p,~,d,x,y}, jest postaci:

1 0 0 0
[Gi;] = 0 [le] 8 ¢ ,

0 0 Z o

U

R2sinh2(ﬁ) J*lcoshz(ﬁ) Jz? cosh(%) -“Lmlzcosh(ﬁ)

. == z? rrr J
[sz] = E cos §f) :fl _J_2_2
- cos () 0 e

Jak poprzednio zgodnie z formalizmem ka,nomcznym H=T+4V, gdzieT = G’ 'pip;, G,;G7*

5;-“. Macierz G¥ jest postaci:

1 0 0 0
Akl
62 = |0 (@] o o f
0 0 = g
0o 0o 0 =z
1 cosh( & cosh( £
R?sinh?(£) " R?sinh?(§ " R%sinh?(%
Akl cosh{f) 1 1 2
[64] = () Tt Breot? (5)  frcoth? (£)
cosh L) 1 2 1
——Jm Sinhf% 77 coth® (§) Foz + 7z cot? (&)

Jak widac macierz 3.1 i macierz 3.2 wygladaja podobnie. Tam gdzie w przypadku sferycznym
wystepuja funkcje trygonometryczne w przypadku pseudo-sferycznym wystepuja odpowiednie funkcje
hiperboliczne, oczywidcie z odpowiednim znakiem. Nalezy tez pamietaé ze r w przypadku pseudos-

frycznymprzebiega r € [0, 0o], natomiast w przypadku sferycznym r € [0, 7 R].

Tak dane réwnania Hamiltona-Jakobiego H (g2, gﬁ,) = 5 57=GY 2 gf 57 + V(g) = E beda sepa-

rowalne dla potencjatéw postaci: V(q) = V. (r) + Vz(z) +Vy(y). W przypadku torusa geometria jest

bardziej skomplikowana. Torus nie jest przestrzeniy o stalej krzywiznie jak sfera czy pseudosfera ale
podrozmitoscia algebréiczna czwartego rzedu w R3.

Jedli wspélrzedne uogdlnione sa w nastgpujacym porzadku [q’] = [¥,¢,7, 8, ,y] macierz
[G;] dla torusa jst postci: ‘

re 0 0 0

0 |G 0 0
[Gi] = [ ’“] p :

0 0 £ o0

o o o0 £



3. ZAGANIENIA PODWOJNIE IZOTROPOWE 55

(R + i (w))z + J sin? (1.07)150324".1/2) Jrlsin(y)  Jy?sin(wp)

[ékl] —] Jx2 sin!z/)! _‘;;—2 T(;'
Jy? sin(w) 0 72
m m

Energia kinetyczna w jezyku kanonicznym dana jest przez T = %G"j Pip;, gdzie otrzymana macierz

[G“b] jest postaci

L 0 0 0
Ny Akl
i< | O (6] o o |

0o 0 = 9

o o0 0 =

-
A —Asm1,b —Asiny
—Asiny J—g+Asm¢ Asin® ¢ , A= (R+rcosy)™?

—Asin Asin? 1 ﬁ; + Asin? g

W przypadku torusa R i 7 sa stale (nie nalezy mylié¢ r ze zmienna radialng w zagadnieniu sferycznym
i pseudosferycznym). Réwnanie Hamiltona-Jacobiego

H(q9, 2 v 5y = 1 G“J gf gfﬂ +V/(q) = E bedzie w pelni separowalne dla potencjaléw typu V(q) =

Vo () + Va(z)+Vy(y). Ze wzgledu na niediagonalno$é macierzy [@“] w naturalnych wspétrzgdnych

trudno coé powiedzieé¢ o najogdlniejszym potencjale separowainym.

Ostatecznie kinetyczna czes¢ Hamiltonianu w rozwazanych przypadkach jest postaci:

1. Sfera:
2
T = Pr +pg20—2COSr}§pw(p'y + ps) T ( f‘ sin? & + cos %) (p + p5)
S 2mR? sin’ R 2mR? sm2 y’
2
WPE LB By B

2I 21  2Ixz2  2Iy?’

2. Pseudosfera:

2 2 L 9 ) 9
T Pr + pi —~ 2cosh £p, (py + ps) N (COSh rT L"_;i_ sinh Iﬁ) (py + p5)
Iz 2mR2sinh® & 2mR2 sinh® &

2 2
py Py | D
+2I TR



56 4. MODELE DWUWYMIAROWE, ZAGADNIENIA CALKOWALNE

3. Torus:

T o~ Py Py — 2sinyp,, (py + ps) 1 (% (R + rcos$h)? +sin? ) (py + ps)?
2mr? 2m(R + r cosy)? 2m(R + rcos )2

2 2 2 2
+& s p_y + _pLZ + ﬂ__
2I 2  2Iz 2Iy?

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego: %—‘f+H (q, ?9—‘3) = 0 mozna jak zwykle w przypadku stacjonarnym
zredukowaé przez podstawienie: S = —Et + So (g) . Niezalezne od czasu réwnanie Hamiltona-
Jacobiego jest postaci: H (q, %‘iﬂ) = E. Mozemy je rozseparowaé S, = S, (r) + S,() + Sy(v)
+55(8) +Sz(2)+ Sy (y) = Sr(r) +lp+Cy+ Cs0+Ss(x)+Sy(y) gdy ¢, 71 6 sg cykliczne. W celu up-
roszczenia réwnafi dokonajmy ponownej zamiany zmiennych: p, = % (Pa +pg) i ps = % (Pa —Pg) -
Wéwczas piszemy : Sp = S, () + S,(p) + Sy(v) +85(0) + Sz(z) + Sy(y) = Se(r) + lp + Cpat
Cpl + Sz(z) + Sy (y).

W przypadku sferycznym réwnanie Hamiltona-J acobiego otrzymujemy w postaci:

o i(asr(r)):(l—C'aCOS%)2+V(,.)

2m or 2mR2 sin® v
+i 651: 2+(Ca+cﬁ)2+v(x)+i % 2+M+V()
2I \ 8z 812 N 21 \ Oy 81y2 i

natomiast w przypadku pseudosferycznym réwnanie Hamiltona-Jacobiego wyglada podobnie, z

funkcjami hiperbolicznymi zamiast trygonometrycznych:

2
1 asr(r))2 (£~ Cq cosh £)
= 1%
E 2m( o ) T 2mR?sinh® £ Vi)
1 /05, ? (Ca+cﬁ)2+v()+i Q_‘& 2+(Ca'“cﬁ)2+v()
A T =)+ 37\ By 8152 v(y)

W przypadku torusa mamy: So = Sy (%) +S,() + Sy(7) + S5(8) +Sz(z) + Sy(y) = Sy (¥) +
lp + Coat CgP + Sz(z) + Sy(y). Réwnanie Hamiltona-Jacobiego otrzymujemy w postaci:

1 BS¢(¢))2 (I — Cy singh)? i(a_sg_)"’
b= %( oy +2m(R+rcos1/J)2+V¢(¢)+2I

oz
N (Co + Cp)? 1

81z +Vz($)+§-f (

asy)2 N [ — )"
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Teraz mozemy przej$¢ do obliczenia zmiennych dzialania. Dla rozpatrywanych przypadkéw o, 8

and d sa cykliczne. Zwiazane z nimi zmienne dzialania sa postaci

8S,() o J
J, = dp = ¢ ——12d =/ ldp = =¥
v fpwp el 2l =1 o

2
a—j{ (0‘) _c[ dor = 20y = O = 22,
2w
27
J;gmfpdﬂ fasﬂ ¢ =Cp dﬁzzwcﬁ:,cﬁgg.
0

Teraz juz mozemy znacznie uproscié powyzsze réwnania Hamiltona-Jacobiego podstawiajac do

nich J,, Ju, Jp, a nastepnie obliczyé¢ Jr, Jz, Jy. Stale separacji C; and Cy maja tg sama postaé dla

wszystkich powyzszych przypadkdow:

1 (08, (Ja+Jp)? 1 (35, , (Ja—Jp)
Cp = ( ) + Ve(z), Cy:= AT + 3977152 + Vy(y).

Ox 32n2Ix2

Natomiast otrzymane zmienne dzialania J, dla poszczegélnych zagadnien sa postaci

1. sfera:

J, _}f d f 2m (E — Cy — Cy — V(1)) (J"’_J"COS%)Zdr
= T = m(e —Cy — —Ve(r)) — )
’ Pr ¥ A2 R? sin? o

(3.3)

Jo = pwdw— f \/ 21 (Cy — Va(z)) — (Jfﬁ+2i§) de,

2
Jy = pydy—f\/ﬂC ~ Vy(y)) (162 )dy,

2. pseudosfera:

= $pdr = ¢ 4| 2m(E=Cy— Cy - Vilr)) -
/ f prdr fg J kol vV e R

T,

(3.4)

T pzda:—jl(\/ﬂ C. — Valz)) - (Jlﬁ;‘i‘;) dz,

Jy = fpyd@l —f\/ZI(C’ Vu(y)) — nggilj)“dy,
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3. torus:

(Jo — Ju sin 1/))2
472 (R + 7 cos)?

3

J¢‘=fp¢d¢=f\/2m(E—cx ~Cy —Val¥)) -

16722

Jz— pzdx—](¢210 — Va(z)) — (o +Jﬁ) R e

(Jo = Ip)”
Jy— pydy = %\/2[0 - Vy(y) — Tonty? =

W powyzszych wzorach zakodowana jest dynamika problemu.

3.1. Proponowane modele potencjaléw na plaszczyZnie zy. Istnieje klasa tzw. ”po-

tencjaléw uniwersalnie separowalnych” : V(z,y) = f‘g— 4 i% +C (:1:2 + y2) , gdzie A, B C sa stale.
Sa one separowalne dla wszystkich uzytych ponizej ukladéw wspélrzednych:

1. V(z,y) = 5, + £ (2% +y?), gdzie F jest stale. Dla tak zaproponowanego potencjalu

otrzymujemy nastepujace zmienne dzialania:

I (/) / / \/ Ja — Jp)?
=yt Jy = —7Cy 21 F + { 162 .

2. Jesli na plaszczyznie xy uzyjemy zmiennych biegunowych: z = ¢sing, y = ¢cose, wtedy

separowalne potencjaly beda postaci: V(s,&) = V() + 'Tﬁ!‘(%, a macierz [G*], np. w przypadku

sferycznym wyrazi sie jak nastepuje gdy wspdirzedne uogdlnione sa w porzadku [r, ¢,7,4d,¢€,]:

1 0 0 0
vkl
@< | 6% o o
0o 0 & 0
0o 0 0 =
i
B 1 —cos(%) T
R251n2( —cos{ ¥

R? gin? -ﬁ

il = &= Hod cot cot2
(6] =] fola) ) i)
S ) )

o~
ey
=
[ ¥}
2
=]
[+
=
b
Sy
:}3
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gdzie p = m Jedynie we wzorach: 3.3 , 3.4 zamiast —Cy — C pojawi sig stala separacji ¢

1 (0S\* . 1 (85\*, (JatJp)’
¢= T (E) g 21¢2 ( O¢ + 8m2I¢2(sin 2¢) +Vee(s; ),

PotencjalV,. (s, €) przyjmijmy postaci Vi (¢) 4+ ~=—~ VE(E) Woprowadzmy jeszcze jedna stala separacji A

1 (355)2 (Jo + J5)°

" 21\ 0e ) 8n%I(sin2e) +Ve(e),

Otrzymujemy wéwczas nastepujace zmienne dziatania:

(Jg + 2c0s(2€) Jads + Jg)

472 R? sin?(2¢)

I =2 }4 \/21 (C -~ Ve(s)) —

Jako V. (e) proponuje: Vs (g) = Feot?(2¢); wéwezas otrzymujemy zmienng dziatania odpowiednio

€;

J. =7f 27 (A - Vi(e)) -

postaci:

- ?}: (4 20(A+9)m - \/81%2 + (Jo — Jg)? — \/81%T2 +(Ja + J")Q)

A cos{2¢e

Vemi(zey Wowezas otrzymujemy zmienna dzialania:

Mozna tez przyjaé :Ve(e

1 — ~
o= (4 21 A7 — \/8va2 + (Jo = Jp)? - \/—81’)’“2 +{Ja + J5)2) '

Przyjmujac :Vz(€) = o5 }26) otrzymujemy zmienng dzialania w postaci:

(4\f\/ Ar — \[8Iq2 + (Jo = Jp)2 = \[8I3m2 + (Ja + Jp)? )
Jako V.(5) proponuje: Vi(s) = i;i wiéwczas otrzymuje: Jo = \/5(—2\/IA+ %) 7, aC =

—Cy — Cy wige

VIy
Jo= \/_(2\/_+m)7r
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3.2. Model potencjatu V,(r). Aby jawnie obliczyé J,. proponuje aby potencjalbylzalezny

jako$ zwiazany z geometrig rozmaitosci w ktérej porusza sig cialo. det[g%] jest skalarna gestoscia o

wadze —2. Jest tez ciekawym obiektem geometrycznym. Sugeruje wiec potencjaty postaci:
Vo(r) = f(r)detlg”].

W przypadku sferycznym gdzie det[g] = RQ—SI.}}Q(TR;) proponuje f(r) = R*cos*(%) stad

Otrzymane J, 3.3 jest postaci:

1
Jo = \[2m4n?RY(E -C,—C,+1)+J2 - 5\/27»,147#}22 +(Jy + Ja)?

1
—5\/2m4ﬂ'2R2 + (Jy — Ja)2.

Mozemy tez zaproponowaé funkcje f innej postaci np.: f(r) = szycos(%). Wéwczas potencjalprzyjmie

postaé :
ycos(%)
Vi(r) = ‘ﬁ,
sin (ﬁ)
a zmienna dzialania
1
J, = \/amdn?RYE - C,-C,)+ .2 - §\/-2777,41r2R27 + (S + Ja)?

1
w-z-\/2m47rzR2'y + (Jp — Ja)?.

Jedli przyjaé¢ f(r) = R?%y, to

y
Vie(r) = ;
T( ) sinz(%)
a zmienna dzialania przyjmie postac :
1
J. = \/2m4ﬂ'2R2(E —Cy=C,) + J2 — 5\/2m41r2R2'y + (Jy + Ja)?

1
ui\/2m47T2R2'y + (Jp — Ja)2
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Gdy nie ma potencjatu, V;.(r) = 0, otrzymujemy:

1 1
Jr = \/2m4n?RY(E - Cy — Cy) + J3 - S = Jal = 51 = Jul =

=, 2 |Jaft = /2m4n2R3(E - C, — Cy) + J2 — J,.

W przypadku pseudosferycznym gdy det{g*/] = R‘EEI}TZT%T proponuje by przyjaé f(r) = COShz( %)

2(r
= V(r) = -ﬁg% 2= 1—217 coth2(%). Otrzymujemy J, 3.4 w postaci:

1
Ju = —\/2m47r2R2(—R—2-—E+C'ac+C'y)+J§+%\/21rn47r2+(.]ﬁp+Jc,,)2

1
+50/2man? + (J, - Ja)?.

Mozemy tez zaproponowaé funkcje f innej postaci np.: f(r) = ycosh( ) wéwezas potencjat przyjmie

postad:
cosh( %
Viir) = 2E)
R2sinh”(%)
a zmienna dzialania
J—\/242R2EC’CJ21 2 2
o=~y 2mAn BB+ Cy 4 Cy)+ T2 + 53/ —2mdniy+(J+ o)

1
+§\/2m47727 + (Jp — Jp)2.

Jesli przyjaé f(r) = v, wtedy

Iy
V(r) = ——=—
R? smhz(%)
a zmienna dzialania przyjmie postaé :
1
Jy = —\/2m41r2R2(—E +Ce +Cy) +J2 + E\/2m47r27 + (Jp + Ja)?

1
+§\/2m47r2'y + (Jp = Ja)2.

3.3. Energia wyrazona w zmiennych dziatanie. Majac juz klase potencjaléw, przy ktérych
obliczone zostaly zmienne dzialania, wyraZzmy energie w tychze zmiennych. Mozemy wypisaé wiele
réwnan na energig kombinujac ze soba zmienne dzialania otrzymane dla réznych potencjatéw. Przed-

stawimy wiec jedynie te najciekawsze:
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F F 2
Viey) = S+7(@+1) - T=- \/J”ﬂ) ,/
/ — Jg)?
— = —mCy\| = — \/2IF—I~ BT
_ (_ [(Ja+Jp)?\ V2 [F
Co = ( o = 16 o I
= |- - Ua=Ja)*\ ) v2 [F
G = (Jy ﬂ.\} (ZIF+ 1672 2r V I’

Dla przypadku sferycznego, przyjmujac odpowiedni potencjat otraymujemy:

L~

stad

Vilry = cot2(%) o o fpe = \/2m47r2R2(E —Cp—Cy+1)+J2 -

1 1
-2-\/2m47r2R2 + (Jp + Jo)? — 5\/2m47r2R2 + (Jp = Ja)?,

_ (Ja + Ja)° 3 Ja—Js)"\) V2 [F
v (-Jm_ TR ARV A Kot v o VT

(Jr 1 %\/(8m7r2R2 +(J, + Ja)"’) + é\/(SmyﬂR? +(J, - Ja)2))2

8mn2R2

+

Wykorzystujac te same zmienne dzialania J, = —\/ J°+J Wetds: . wCy \/ iJy -

w\/ 2IF + —R—»f-’— w przypadku pseudosferycznym pod dzialaniem potencjatu V,.(r) = -—7 cothz(%)

gdzie

1
J. = —\/2m47r2R2(%—E+CI+Cy)+J§+:—2-\/2m47r2+(J¢+Ja)2

1
+§\/2m47r2 + (Jp — Ja)?.
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otrzymujemy E postaci:

£ o (-n-1 (umﬁ)z)_@_;wd (u)) 3

) (_Jr 3 %\/(Smﬂ +(J, + Ja)z) + é\/(8m7r2 + (Jp — Ja)2))

8mm2R2

4. 1 +__'..]£‘2__
R?2 ' 8mm2R?

W przypadku sferycznym mozemy jeszcze rozpatrywaé ruch bez potencjatu. Dla tych samych

Jp = —yf et g, /25 gy = —nCyy /% - W\[‘ZIF—i— U Il ody Vi(r) = 0 (J, 2 |Jal) 2

Jr = \/2man?R¥(E — Cy — Cy) + J2 — J,

otrzymujemy E postaci:

1 , 1 (Ja — Jp)°
B e [eadp—= ((Ja-i-Jﬁ))—Jy—Zﬂ‘ (321F+—W2——-

DO =

4

_(Jr + J<p)2 — %fo
2mAdn2 R2

Jak wiec widaé otrzymane wzory sa dosé¢ dlugie.

4. Model ciala jednorodnie deformowalnego
niescisliwego
Niezmiernie interesujacym zagadnieniem jest dwuwymiarowy model ciala nieécisliwego obdar-
zonego wysoka symetria [32]. Przykiadem takiego ciala jest kropla tluszczu na powierzchni wody,
lub tez plama nafty na powierzchni oceanu. Aby opisaé takie zagadnienie nie nakladamy zadnych
dodatkowych wiezéw na €. Tak jak poprzednio energie postulujemy postaci ([66] (67][65]):
m drids? 1 De'y Dl 4B

(4.1) T i 2 Gij =2

=3g o 3D bt et e

Po polozeniu,

. _1D
(4.2) ea = Epol gdziepf = T4 Dg [V 1]3 y
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otrzymujemy energi¢ sprzezona z wewnetrznymi stopniami swobody w postaci

1
Tint = §5MN<pkoprA§A’BJAB,

.. . —_1nA4 —1VA dp€ i . s
gdzie jak poprzednio A = (¢™!) . THowBwEv® + (¢71), g%tﬁ, vF = eF 4L Tensor bezwladnosci

jest izotropowy: J = JI4n. Po przeliczniu otrzymujemy T5,; postaci:

2
(4.3) Tine = —-gtr (D*x?) - —gtr (D%$*) — Itr (DxD9) + étr ((%) ) ,

Interesuje nas przypadek nieécisliwy. Jak w poprzednim rozdziale predkosci katowe x, 9¥([28]-

0 -1

[32]) zapisujemy jako xe, Jde gdzie € := [ 1 0

]. Uzywamy rozktadu dwubiegunowgo: U =

[cosa —sina], V:[cosﬁ —sinfB

sina  cosa sinf  oosd ] Tym razem jednak macierz D opisujaca deformacje

przyjmie postac:
p=[3 §);
X

a wiec gdy A dazy do nieskonczonosci wéwczas % zbiega do 0. Zapobiega to wigc Scisnieciu kropli
do punktu. Uwzgledniajac powyzsze wewnetrzna czes$é energii kinetycznej otrzymujemy postaci:
1

5 (JO2(2 +02) + X8(x2 + 92) + A% + M (—dx9 + 1)),

(4.4) Tint =

Przyjmijmy element metryczny na przestrzeni konfiguracyjnej w postaci:
1. nasferzer € [0,7R) ds® = dr? + R%in® (%) dy?,
2. na pseudosferze r € [0,00] ds® = dr? + R%sinh® (%) dy?,
3. na torusie r, R = constans ds® = (R + rsin)?dp? + r2dy?.
Energie kinetyczna zapisujemy postaci:

m ., dqt d¢?

T=3C%aar

) gdZie {qm} = {Ta ©s7s 5’ )‘} 3

natomiast Lagrangian ma zwykla potencjalna postaé: L = T—V. Potencjal V zalezy od wspéirzednych

uog6lnionych. Energia zwigzana z ruchem translacyjnym wyraZa si¢ znanymi wzorami:

1. sfera:

@ e () + oo () (%))
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2. pseudosfera

s n=((5) ~ma () (%) )

3. torus
m o (do\° dy\’
—_ —y 2 —_—
Tir = 5 ((R+rcos¢) (dt) +r (dt) )

Zgodnie z formalizmem kanonicznym: T = 5=G"p;p;, H = T-V, gdzie Gi;G* = §;*. Macierz
G'* odwracamy i otrzymujemy Gyj, tji. Gij G'* = §; ¥. Otrzymujemy Hamiltonian postaci:

1. na sferze:

2
i 2 (rrpes(s) )
) "~ 2m 2mR2sin® (%) + J(1 = A?)2
R
n PN’ p2A*

J(1+2%)2  2J1+2Y

2. pseudo-sferze:

2
(48) _ ((py+ps)cosh(%) — p2) PN’
' 2m 2mR2sinh?( %) J(1—N%)?2
L X piX

JA+AY)2 271+ XY
3. na torusie:

(49) r_ Po Sy tps) —p3)? p2A?
' ~ 2mr? 2m(R + rcos))? J(1 = )%)2

PN’ piN!

+ .
J(L+AH)2 271+

Hamiltonian postaci: H (q“, 352) = ;- GY g—f;gf; +V(q) = E jest separowalny dla potencjatéw

typu V(q) = V() + Va()) i odpowiednio w przypadku torusa V(q) = Vip(¢) + Va(A). Majac takie

potencjaly mozemy otrzymaé zmienne dziatania. Stosujemy te samg procedurg co w poprzednich
rozdzialach, a wigc w telegraficznym skrécie: %f— +H (q, %%) = 0 mozemy uprosci¢ przyjmujac:

S = —Et + So(¢q). Réwnanie bedzie separowalne gdy ¢,y and § beda cykliczne. W przypadku
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stacjonarnym: H (q, %Q) = E, So = S¢(r) + lp + Cyy + C58 + Sr(A). Polézmy py = L (pa + pg) i

P = % (pa — p8), wtedy So = Sp(r) + lp + Caa + C3B + Sx(X). Ostatecznie réwnanie Hamiltona-

Jacobiego jest postaci:

1) sfera
1 (35, (r))2 (I - (Ca + Cp) cos (%))
E = — -
2m ( or 2mR?sin® (%) +V(r)
25 22 as\> M
ol s A
V(A
+J(1 —A%)2 i J(1+2%)2 ( 2 ) 2J(1+X%) TR
2) pseudo-sfera
1 (85, (r))2 (I = (Ca + Cp) cosh (5))”
E = =— - 1%
2m ( or 2mR2sinh® (%) V)
C2)? C2)* (asA T
V(X).
+J(1 —AH2 T J(1+ )2 B/\) 2J(1+ A% V)
3) torus (oczywiscie tu mamy zamiast S(r) S(v) )
1 (9Sy <¢))2 (1= (Ca + Cp) sine)”
E = — + +V;
2m ( Y 2m (R + rcos)® v(¥)

C2) Cc2N? (BSA)Q !
+ + +V(A).
+ J(1 =292 JQ+)\)? ox ) 2J(1+ Y )

Z powyzszych wzoréw na energie mozemy odseparowaé czes¢ opisujaca deformacje. Bedzie ona

réwna stalej Cly :

(4.11) Oy

212 242 2 4
C2) 02x (asA) A v

= + +
JA =222 " J1+M%)2 Ox ) 271+ 2

Zmienna dzialania jest postaci J; = fozﬂ Dqdq gdzie pgi = %S,, stad odpowiednio dla zmiennych

cyklicznych otrzymujemy:

2 2
Jo = }{p‘pdga =1 dip = Bl o = fpada = Ol da = 21C,.
0 0
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Nastepnie podstawiajac Jo, Jg i J, do 6.6 otrzymujemy stala separacji taka samg dla wszystkich
dyskutowanych przypadkéw:

A:

X J2A2 ds,\? At
¥ 8 A

Va(A).

( ) 2J( )

_|_
Jar2(1 = 232 J4r?(1 + A\%)2 dX 1+ 2%

Zmienne dzialania wyrazaja si¢ w poszczegélnych przypadkach jak nastepuje:

1) sfera

(4.12) Jr = j(prdr = fdm (E - Cx — Vo(r)) — (1= iﬁ;ﬁ;g’;g%)) "

2J(1 + XY J22J(1+ XY J22J(1 + A%
4.13 J 21 (Cx—Wa (V) 2 —d
A A f \/ VA T TAn2(1 - AD2AT T Jan2(1 + AZ)2A2

2) pseudo-sfera

F A2
(4.14) Jy = fprdr = j[ J 9m (E — Cx — V,(r)) — (- i{;;ﬁgz;gﬁ)) dr

2J(1 + A J220(1+ 0 J22J(1 + A%
4.15 J 21 (Cr—Va(\) - -4
(4.15) A j[ \/ S JAm2(1 — A2)2A2  Jar2(L + A2)2AE

3) torus

_ ( — (Ja+ Jﬂ)sinwf

@) Ju=fredo=¢ \/2m (B~ = Vo) — e LTy
(1 + Ay J220(1+ Y J22J(1 + \%)

) % f \/ﬂ S " Tard (1 NP Tand(1 4 NP

Zauwazmy, ze o ile J, w obu przypadkach (tj. SciSliwym dyskutowanym w poprzednim rozdziale
i niescisliwym) ma te samag postaé, to Jy jesli poréwnamy z J, , J, z poprzedniego rozdzialu ma
postaé bardziej skomplikowana. Mozna ja jednak obliczyé¢ przy pomocy trudnych procedur opartych
na calkach eliptycznych.
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5. Afinicznie niezmienniczy model energii kinetycznej.

W poprzednim rozdziale proponowaliémy model energii kinetycznej [28] niezmienniczy wzgledem
g-grupy izometrii dzialajacej w przestrzeni stycznej i wgledem grupy ortogonalnej dzialajacej w
przestrzeni mikromaterialnej R”.

Niezmiernie interesujace sa zagadnienia, gdy model energii kinetycznej jest afinicznie niezmien-

niczy [32][str. 16]:

(5.1) Tine = éTr Q7] + -g (Tr[Q)?,

gdzie A, B sa stale. Jednak pelna energig kinetyczna zapostulujmy jak poprzednio w postaci sumy:
T =T + Tint, gdzie Ty to czeéé zwigzana z ruchem translacyjnym, zas Tins to czes¢ "wewnetrzna”
energii zwigzana z wewnetrznymi stopniami swobody. Obejmuje ona ruch obrotowy i deformacje.

Przypomnijmy, Ze energia zwigzana z ruchem translacyjnym ma postaé:
2
1. sfera: Tt = 3 ((ﬁ—:)? + R?sin? (%) (%‘f) ), ‘r € [0,7R),
2 : %
2. pseudo-sfera: T}, = 2 ((4{-) + R2sinh? (%) (%‘f) ), r € [0, 00],

3. torus: T = 2 ((R + 7 cos )? (‘—f;‘f)2 + rz(%'tﬁ)z) R, r sa stale.

Rozwazamy zagadnienia podwdjnie izotropowe, a wigc uzywamy rozkladu dwubiegunowego
(ch 4 = REDC K(V“I)K A). Uzyjmy jednak zmodyfikowanych zmiennych aby latwiej bylo nam

rozseparowaé problem:

_ | cosax —sina
~ | sina cosa |’

_ | cosf —sinf D= erH 0
~ | sinf cosB |° o 0 eMmu

Wspdhrzedne stowarzyszone predkosé afinicznej €2 zdefiniowane wzorem :%ef- = e44., otrzy-

A A e
mujemy w postaci: @45 = (¢71)" . IF pee® g€ ev® + (¢~1) CcpCB. Podstawiajac jawnie
B _ RB DC’ V—l K
¢ a=R°cD(VT)" ,
do powyzszego wzoru obliczamy 2 réwne:

A—wsin(2B)sinh(2p)+cos(2B)r  sin(26)4—w(cosh(2u) —cos(28)sinh(2p)) +4 ]
w(cosh(2u)—cos(28)sinh(2u)) — B+sin(28)z  A—wsin(26)sinh(2u) —cos(28) 1
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Po obliczeniu czgéé¢ energi zwiazana z wewnetrznymi stopniami swobody otrzymujemy postaci:

Tint = —aw? + 2acos(2u)wf — aff” + (a + zb)/-\z +aji,

gdzie w wyraza sie jak poprzednio:
1. sfera: w = &+ cos (%) ¢,
2. pseudo-sfera: w = & + cosh (%) ¢,
3. torus: w =&+ siny ¢.
Po dokonaniu obliczei otrzymujemy pelng energie kinetyczna dla poszczegdlnych przypadkdéw

postaci:

1. sfera:

T % ((%)2+R2Sin2 (}%) (‘fl—‘f)z) + (4) (Z—’t‘)z+(A+zB) (d’\) _
A (i—f—)z + 2A cosh(2p) (%) (j—j + cos (%) (cii_(tp) -

2
(Ge(p)s)

2. pseudo-sfera:

r - g((g)2+gzsinh2 (2 (%) )HA)(?;) raram) (%)
A(%?) +2Acosh(2p) (dﬁ) (dt +cosh(R) ‘;‘f)

A ((;—(: + cosh (R) Zf)

3. torus:

T = %((RHCOW) (Z‘f) +r° (%)2)+(A) (Zt) + (A +2B) (‘Z‘) —~
A (%) + 2A cosh(2p) (Zf) (% + cosh (v) %‘{i) -

A (‘fit + cosh (1) )2.
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Jak zwykle energia kinetyczna ma postaé:
m Y] : i _
T = EGt]qq ) gdzxe {q } —{7',90’0,,37/\7#}7

gdzie G interpretujemy jako tensor metryczny przestrzeni konfiguracyjnej. Elementy macierzowe G
s wspolczynnikami przy iloczynach predkosci uogélnionych. Nastgpnie dokonujemy transformacji
Legandrea. W naszym przypadku po przedstawieniu w postaci macierzowej 5%6?,-3- v*1’ transforma-
cja ta sprowadza sig do odwrécenia macierzy G;;. Hamiltonian jest postaci: H = E%G‘j pip; +V,

gdzie G;;G7* = 62“. Otrzymany Hamiltonian (jego czesé kinetyczna) jest postaci dla poszczegdlnych

przypadkéw:
1. sfera:
2
T - P2 | (pp —cos(%)pa) . P3 + 2cosh (2u) paps + p}
2m  2mR?sin® (%) 4Asinh (2u)
B P
4(A+2B) 44’

2. pseudo-sfera:

P _;ﬁ (p‘,, — cosh (%) pa)2 p2 + 2 cosh (2p) papp +p%
T 2m 2mR? sinh® (%) 4Asinh (2)
p3 7
1(A+2B) 14"
3. torus:
- Py . (pp—sin(@)pa)® | P&+ 2cosh(2u)paps +p}
2mr? " 2mR2 (R + reosy)’ 4Asinh (2p)
p3 P

4(A+2B) " 4A°

Niezalezne od czasu réwnanie Hamiltona-Jacobiego:

BSO)
Hq,=2)=E.
(q dq

mozemy rozseparowaé przez podstawienie

So = 8¢ (r) + 85(p) + Sala) + Sp(B) + Sx(A) + Su(w)
= 5p(r) + lo + Coa + Caf + Sx(A) + Su(u),
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jesli w potencjale zmienne ¢, o i 3 sa tez cykliczne i postulujemy potecjat postaci V (r)+V (u)+V(A)
dla sfery i pseudosfery lub V(y) + V(1) + V(A) dla torusa.

Dygresja: W powyzszych wyrazeniach na energie kinetyczna nie wystepuje zmienna \; jest
cykliczna w T'. Jeéli V(A) = 0, jest ona cykliczna dla pelnego Hamiltonianu i py jest stala ruchu.

Jednakze det [D] = exp (2)), wiec cialo mdglby rozszerzaé si¢ do nieskoriczinosci lub skurczyé sie
do punktu. Jeéli wartoéé poczatkowa predkosci uogélnionej A znika,to bylaby stala, ale takie
rozwiazanie jest wykladniczo niestabilne. Dlatego V) (A) nalezy przyja¢ w postaci stabilizujacej ruch
dylatacyjny, lub tez nalozy¢ dodatkowo wiezy niescisliwosci, co jest zreszta skrajna asymptotyczng
postacia tej stabilizacji.

W przypadku sferycznym réwnanie Hamiltona-Jacobiego otrzymujemy postaci:

s (&Sr(r))"’ 4 (L= Cacos(5))"

© 2m or 2mR2 sin® (%)

+V(r)+

C2 +2cosh(21) CaCs +C2 1 (85, (1) \>
(5. 2) 4Asinh (2) +ﬂ( 5u ) T Vulu)+
1 aSx(\)\°
st 4(A+2B)( B ) ),

natomiast w przypadku pseudosferycznym réwnanie Hamiltona-Jacobiego otrzymujemy w postaci:

L (350)", (= Coroh ()

~ 2m or 2m R2 sinh? (%)

+ V(r)+

C2 + 2cosh (2u) CoCp + C’f; 1 (85, (k) 2
(5.4) 4 Asinh (2p) 4A ( op ) Valu)
85, (\))”
55 iy at) + B

a dla torusa:

_ 1 (884(#)\*, (I Casin(¥))
T om ( E) ) + 2m(R + rcos(y))? TVt
C2 + 2 cosh (2) CoCy + C2 2
(5.6) o7 CZZs(inﬁ)(Q,u) e U Z% (asglfﬂ)) VYl
2
(5.7) +4(A—1+23) (a%\;/\)) V).

Zmienne dzialania powigzane ze zmiennymi cyklicznymi maja postaé:
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98, () /2” J
Jy ygm 77 f 9 % ! lde = 27l = | s

2w
95 o~ [ da=2m0, =, = 22
301 0 2r

(5.8) L=fmm=

2

s 2% J
Jﬁ=fpﬂdﬁ= ——aﬁéﬁ—)dﬁzcﬁ A dﬂ=27ng=>Cﬂ=-2—f;.

Teraz skoro mamy J,, Jo and Jg, moZemy jawnie obliczy¢ J,, Jy i J,. Wprowadzmy stale

separacji:

J2 + 2 cosh (2p) JoJp + J3 1 /88, (u)\?
+ N(A) + —“——) + V. (),
1672 A sinh? (2) W)+ 44 ( Ou w(k)

gdzie N wiaze si¢ z czlonami w réwnaniu Hamiltona- Jakobiego jak nastepuje:

2
(5.9) N()) = ( A+1 35 (355)(\)‘)) + VAN,

Teraz mozemy zapisaé energie dla poszezegdlnych przypadkéw:

2
1 (88 (n\*, (1= Jucos(f))
. : = \%4 K,
(5.10) sfera E=s— ( = ) t SRz e () +V(r) +
2
1 (85.(r)\* (I— Jacosh(%))
] - K
(5.11) pseudosfera : E S ( > ) o Sr2m 2 sinh? () + V(r) +
1 (9Sy W)\, _ (L= Jasin(¥))®
. = |4 K.
(5.12) torus E 5 ( % + STEmE(R + reos(@))? + V() +
Zmienne dzialania J,, J) wyrazajg sig jak nastepuje:
J2+2 cosh(2)JoJp+J3
= du,
(5.13) Ju ppdu ]( \/ LAK =NV =Vilw)) -5 ) 7

5.14) Sy = f padh = f VIAT 2B INOY = Val))dA,
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maja one te sama postaé dla wszystkich dyskutowanych przypadkéw. Zmienne J, dla sfery i pseu-

dosfery wyrazaja sie caltkami:

(U ~ Jucos (3)’
fi . o 1= " = 2 F—-—K— V,- - ;
sfera, J, fp dr f m ( (r)) 412 R2 sin? (LR) ol
(J — J, cosh (1))2
pseudosfera : T = j{pTdr = f 2m(E - K —Vi(r)) - :sz:sinhz (%) dr.

W przypadku torusa otrzymujemy Jy:

torus : Jy = }gp,,,dw = ]{ \/Zm (E—K-=Vy(¥)) - 4(7{;(1_2 ia:;zs(gp’d)))))z dr

5.1. Modele potencjalu na plaszczysnie A p. W zagadnieniach, gdy wewnetrzne deforma-
cyjne stopnie swobody wykonuja drgania sprezyste , potencjal powinien mieé lokalne minimum w
konfiguracji niedeformowanej A = 1, i = 1. W mikroskopowej teorii sprezystosdci przyjmuje sie tes,
ze rozciaganie ciala w jednym kierunku wywoluje $ciskanie w pozostalych kierunkach. Inna sprawa,
ze w pewnych modelach mikrostruktury warunek ten nie musi byé speliony. Przyroczymy kilka

modelowych potencjaléw , dla ktérych mozna przeprowadzié jawne rachunki:

(5.15) ) = g)& Vi) = Geoth?(2u), gdzie &, G sa staltymi.

Dla tak zaproponowanego potencjalu V(p) 5.15. J,, 5.13 jest postaci:

1
Jo = 7 (\/(J(, +J5)* + 16AGR? + \/(Ja -~ Jg) + 16AG7r2) +

—2m/A(G — K + N()\)),

natomiast Jy dla V(X) 5.15 wyraza si¢ wzorem:

Jy = ZwN(A),/%:LB).

Dla J,, mozemy zaproponowaé potencjal V() innej postaci np:

dia V(IL) - GCOSh?E

sinh?® 24

1
b = g (\ﬂJa + Jg)? + 16AGT? + \/(Ja L 16AG772) +

—my/2A(—K + N()),
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lub dla V(p) = 85

1
R L T T

——W\/A —K + N()\)),

Na SL(2,R) ciekawy jest model geodezyjny V,, = 0. Wéwczas znak stalej separacji K zalezy od
tzw. efektywnego potencjatu [62], ktéry jest dany przez:

J5 + 2cosh (2p) JoJg + J3
472 sinh? (2p)

Veff(/*"’ A, ']a"]ﬁ) = +4AN()\)

( w konsekwencji 5.91 V(u) = 0, ale nie bez V(A)). Orbity beda ograniczone kiedy K < 0, i tylko
ten przypadek rozwazamy. Wtedy J,, jest postaci:

1 . J,\ K
J#:§Ja—2ﬂ' AINAM-K) i NN === AA+2B)

5.2. Modele potencjatu V(r). Podobnie jak poprzednio w rozdziale 4.3.2 aby jawnie obliczyé
Jr proponuj¢ aby potencjal byt jakos dopasowany do geometri rozmaitosci w ktérej porusza sie cialo.

Wazna informacje o tej geometrii zawiera gesto$¢ det[g*]. Zwraca to uwage na potencjaly postaci:
(5.16) Vo (r) = f(r)detlg”).
W przypadku sferycznym gdzie det[g'/] = m proponuje f(r) = nk* cos®(%) stad

V(r) = ncot? (%) A

gdzie 7 jest stale. Dla takiego potencjalu mozna J, jawnie wyrazié¢ jak nastepuje:

1

2 2
J, = 5 (~ \/(Jcp — Ja)" +8mn?nR? — \/(J‘p +Jo) + SmanRQ)

+v/J2 +8mn?R(E + 1 — K).

Mozemy tez zaproponowaé funkcje f w innej postaci np.: f(r) = R?ncos(%) wéwezas potencjal
P n B p

przyjmie postaé :

Volr) = nco2S( )

sin®(%£)’

5[: =
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a otrzymana zmienna dzialania dla takiego potencjatu jest postaci:

1
J, = Omir?RE(E - K)+ J2 — 5\/—zmz;mzﬂzn b (Jp+ Jo)?

1
—E\ﬁmAﬂ'zRQn + (Jp — Ja)2.

Inna mozlowoéé: f(r) = R%n; wtedy:

n
sin®(%)’

V(r) =

a otrzymana zmienna dzialania dla tego potencjalu jest postaci:

1
J. = \2mir?RZ(E-K)+J2 - 5\/2m4ﬂ2R2n + (Jp+ Ja)?

1
-5\/2m47r2R2n + (Jp — Ja)?

W przypadku pseudo-sferycznym det[g;;] = Ez—;ﬁg(—ﬁ) proponuje by przyjaé¢ f(r) = ’ycoshz(%)

wéwczas przyjmiemy potencjal bedzie mial postaé:

V(r) = —%Z-COthQ (%) "

gdzie v jest stala, otrzymujemy jawne wyrazenie dla J,.:

1
=2 = (\/(JL“J — Jo)? + 8myn? + \/(J(P + )+ 8m'y7r2)

2

—\/JC% + 8mn2R3(—E + % + K).

Mozemy tez zaproponowaé funkcje f w postaci: f(r) = ycosh(f) wéwcezas potencjal przyjmie

postacd:

Vo(r) ycosh(f)
o lr) e e—
RZsinh?®(%)

a otrzymana zmienna dziatania dla takiego potencjalu jest postaci:

1
B = —\/2m47r2R2(—E+K)+J§+—2-\/—2m41r2'y+(J¢+Ja)2

1
+§\/2m47r2fy + (Jo — Jg)2.
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Inna mozliwodé: f(r) = R%y; wtedy:

¥
V(r) = ———s—o,
r) R2sinh?(%)

, a zmienna dzialania dla takiego potencjalu jest postaci:

1
J, = 2mdm?R2(—-E+ K)+ J2 + 5\/2m47r2fy + (Jo + Jo)?

1
+5 V2mdm2y + (Jp = Ja)?.

Dla sferycznego przypadku gdy rozwazamy ruch po geodezyjnej (tj. bez V(r) otrzymujemy J,

tej samej postaci :

1 1
J. = /2mdn?R2(E - K)+ J2 — §|J(p + Ja] — §|J¢ —dy) =

=, > |Jalt = V2mam2R2(E — K) + J2 — J,.

5.3. Energia wyrazona w zmiennych dzialanie. Wyrazmy energi¢ w otrzymanych zmien-
nych dzialania. Poniewaz kombinujac ze soba zmienne dzialania otrzymane dla réznych potencj alow,

mozemy wypisaé wiele réwnari na energie, przedstawimy wigc jedynie te najciekawsze:

W(A) = g)\z, V(1) = Geoth®(2yr), gdzie &, G sa stale.

Jyu, Jx sg posaci:

1
e = 3 (\/ (Ja + Jp)* +16AGT? + \/ (Jo = Jp)* + 16AG7TZ)

—21m/A(G - K + N()),

5 = 27rN(>\)\/2—(/¥3l.

Dla pseudosfery gdy mamy nastepujacy potencjal : V(r) = T'{lzcoth2 (%), otrzymalismy J,.

postaci:
1 2 2
& = 3 (\/(J‘p — Jo)" + 8mym? + \/(Jq, + Ja)" + 8m77r2)
—\/Jg + 8mm?R?(—FE + % + K).
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stad

-1 1 2 2 2 2 2

1 2 ¥

8m2mR? ot R? A
gdzie
2
(J“— %\/(Ja+J5)2+16AG7r2 - i\/(Ja—J3)2+16AG7r2)
(5.17) K = - 212 A
+G + N())
_ J)\ K

N = 2(A+2B)

W przypadku sferycznym gdy: V(r) = ncot? (%) ,gdzie 7 jest stale. Dla takiego potencjatu

otrzymalismy J, w postaci:

1
Iy = 3 (~\/(J‘p —Jo)? + 8ma2nR2 — \/(J,p + TP 4 8m7r2nR2)

+/J2 + 8mn2R2(E + n — K).

Mamy wtedy
L - 2 2,2 2 . 2
E = BT2mER2 Jr+§ \/(J(,,-—Ja) + 8mnR*n +\/(J¢+Ja) +8'm?7R7r) _
—mda—n+K
gremR2 e "

gdzie K jest jak powyzej 5.17.

6. Afinicznie niezmienniczy model energii - cialo niescisliwe

Niezmiernie interesujacym zagadnieniem jest dwu- wymiarowy model ciala niescisliwego o wysok-
iej symetrii Hamiltonianu. Przykiadem takiego ciala jest kropla tluszczu na powierzchni wody, lub
tez plama ropy naftowej na powierzchni oceanu (”katastrofa ekologiczna”). Aby opisaé takie za-
gadnienie nie nakladamy Zzadnych ekstra wiezéw na eg. Tak jak poprzednio energie kinetyczna
postulujemy postaci:

4
2

B

(6.1) T = 5T [@%] + 2 (Tr[Q)?,
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przy czym w wypadku niescisliwoéci drugi czlon znika. Wyrazamy ruch w wewnetrznych stopniach

swobody przez pomocniczy reper E, e4 = EBtpf. Dla ¢ stosujemy rozklad dwubiegunowy:
A _ gADpC [y-11P
¥B c+D [ ]B g
Wtedy

:

Tins = 5

Smnon ol ASALJAB,

. A A dpS i . e
gdzie A = (o™ 1) LT Ec0Begve + (¢ e 5%5_, vP = eF 42", Jak poprzednio tensor bezwladnosci
ma postaé: J = Jl4,. Interesuje nas przypadek niescisliwy. W rozkladzie dwubiegunowym wiezy

nieécisliwosci nakladaja ograniczenia tylko na macierz D:

D

o4 =045 V15

g O [ cosa —sina } V- [ cosff —sinf

sinad  cosc sinB cosf
X0

D=|: i jl.
0 3

Wewnetrzna czesé energii kinetycznej, po dokonaniu zamiany zmiennych X = e, otrzymujemy

] i macierz D dana jest w postaci

postaci:
Tint = —ax® + Qacosh(2/\)X/f3 - a[32 + a5\2.(6.2)

Czlon tr[Q2]? znika na mocy samego warunku nieécisliwoéci. Element metryczny, t.zn. odleglosé

miedzy punktami o infinitezymalnie réznigcych si¢ wspéirzednych, wyraza sie na sferze:
(6.3) ds? = dr? + R? sin? %dgo?,

i odpowiednio na pseudosferze:

(6.4) ds? = dr? + R?sinh? %d(pz,
oraz na torusie:
(6.5) ds® = (R + rsiny)2dp? + r?dy?

Oczywiscie w przypadku sfery r przebiega [0, 7R), a w przypadku pseudosfery r przebiega [0, 00).
Na torusie r i R sa stale, natomiast ¢ i v przebiegaja od 0 do 2.
Zapsujac energie kinetyczng w postaci:

m ., dq'dg’

T=3% %@
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jednoczednie dla uproszczenia réwnar dokonajmy zamiany zmiennych: a = 7;—5 ig =10

bedziemy wéwczas przyjmowali nastepujace uporzgdkowanie wspétrzednych:

{qz} = {Ta @Y 5, A} .

Energia zwiazana z ruchem translacyjnym wyraza si¢ oczywiscie tymi samymi wzorami co w poprzenich
modelach:

L. sfera: T, = (,;2 + R2sin? (%) <'p2),
2. pseudosfera: Ty, = % (72 + R?sinh 2 (&) ¢%),
. 2
3. torus: Ty = 2 ((R +rcost)’ @? + r2y )
Przechodzac do formalizmu kanonicznego mamy: T = ﬁGij pipj, H =T -V, gdzie GijGik =§; k.

Otrzymujemy Hamiltoniany postaci:

na sferze:

2
o _ i, ((py+ps)eos —pj) P B R
2m 2mR2?sin® % 4asinh®()\)  4dacosh’(\) 4a

na pseudo-sferze:

2
s P2 | ((py+ps)coshy — ) P n} 3
2m 2mR2sinh® % 4asinh®(\)  4acosh®()) 4a

i na torusie:

r_ Pu_, 6y (py+ps) — )’ N R
S 2m(R + r cosy)? 4asinh®(\)  4acosh’()\)  4a

Stacjonarnae réwnanie Hamiltona-Jacobiego H (q“, %) = z-GY g—(f; %‘% +V(q) = E jest sepa-

rowalne dla V(g) = V. (r)+ Vi (}) i odpowiednio V(q) = Vi () + Va(A). Wéwezas mozemy otrzymad
zmienne dzialania.

Réwnanie bedzie separowalne gdy ¢, i § beda cykliczne; postulujemy wtedy S — 0 = S,.(r) +
lo+ Cyy + C56 + Sa(A). Otrzymujemy réwnania:

1) sfera,
3\ 2
_ 1 (d.S'r (7-))2 ~ (I-(y+ C"g)gcos (%)) V)
2m dr 2mR2? sin (%)
c 03 dSy\? 1
6.6 e g ( ) — + V(2
(66) Tta sinh®(\)  4acosh?()\) o) wtvW
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2) pseudo-sfera,

() - e
6D "4 sifim) " la ciiz(x) (dj) el g
3) torus (oczywiscie tu mamy S(4) zamiast S(r))

() e,
©8) "4 sj};()\) da ci§2(A) ((iiiA) TV

gdzie J, = fo Pqdq Pgi = a_qf'
2% 2%
Jo =fp¢d¢=l dp =2nl, J, :}{pvd"f:cv/ dy = 2rCy,
0 0

27
, = ]{p(s(ﬂ = 05/ dé = 27 Cs.
0

Nastepnie podstawiajac Jy, Js i J, do 6.6 otrzymujemy stalg separacji taka sama dla wszystkich
dyskutowanych przypadkéw:

J2 2 d
CA J(s ( SA

— + ()
47r24asmh2(z\)  dn?4a cosh®()) d,\) Rl el

i zmienne dzialania:
-sfera

(6.9) Jp = fprdr = f \J 9m (E — C — Vi(r)) — (o = (I + Jélcos (£)° &

472 R? sin %)

J2 J?
‘ =y [(Cr=VA(N)) 4a — X b s—dA.
(6.10) Ir j{\/ (Cr=Va()4a 1n?smh?()) | An2cosh?(A)

-pseudo-sfera

Jo — (Jy + Js) cosh (%))
611) = f prdr = f \sz (B -0 -V - e 45;1{213315?;)(1%)) dr
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J2 J2
6.12 Iy = @4 (Cr—Va(N) da — 1 + : d.
(6.12) * %\/( Vi) da Ar2sinh®(\) 472 cosh®())

-torus

©13)  Jy= o= \/ m (8- Gy~ Vo) - EQ:,@:Z])?) v,

J2 JZ
6.14 Jx = P4 [ (Cr—Va(N)) 4a — 1 + L ——dX.
(6.14) * .74\/( A=Va(A) da An?sinh®(A) 472 cosh?(\)

6.1. Proponowane modele potencjaléw V()). W poprzednim rozdziale otrzymalismy zmi-

enng dzilania Jy tej samej postaci dla wszystkich dyskutowanych przypadkéw:

J2 J2
6.15 Jy = Cy — V(M) da — d — 1 dX.
(6.15) A f\ﬂ'\ 2(3)) da 4n?sinh?(A) 472 cosh?())

Istnieje klasa potencjaléw Vy(A) zbudowanych z funkcji hiperbolicznych przy ktérych stosujac
mozemy jawnie policzy

1. dla potencjatu Vy(A) = Efﬁﬁm gdzie s jest stala otrzymujemy Jy postaci:

1. m—— - 1
.])\z — 4(17'('2(—0)\)"('5 4(1.41|'2%+J,3+§|J¢sl,

2. dla Va(A) = Ej‘,mgdzie » jest stala mamy:

1 1
Jy = —\/4an?(-Cy) + -2—|J71 + 5\/]3 — 4adn? s,

3. idla V(A = fﬁ‘%’;‘—lgdzie » jest stala:

1 - 1
J)\ = —7 K_C)‘—i—i 47!’2%—}- J$+§IJ5|,

4. oraz dla Vy(A) = mgdzie » jest stala:

1 1
Iy = T Ox) + 5[+ T2+ 5y [an2sc + IR,

Jak widaé C, musi byé ujemne aby Jy bylo rzeczywiste.
Stale separacji pojawiajace si¢ w réwnaniu Hamiltona-Jacobiego sg wartosciami statych ruchu
odpowiedzialnych za separowalnoéé. Czgsto spotykamy sig¢ z sytuacjg ze pewien zakres wartosci

tych statych odpowiada orbitom ograniczonym pewien za$ nieograniczonym. W przypadku ruchéw
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ograniczonych wspélne poziomice tych stalych ruchu sa topologicznie torusami. Z punktu widzenia
geometrii symplektyczne]j sa one zawsze zar6wno w przypadku ograniczonym jak i nieograniczonym

podrozmaitoéciami Lagranzowskimi.

6.2. Model potencjatu V,(r). Jesli poréwnamy J. w obu przypadkach (tj. $cidliwym dysku-
towanym w poprzednim rozdziale i niesci§liwym) to ma ono niemal t¢ sama posta¢ (zamiast K w
tym rozdziale uzywamy stalej C). Przytoczmy wigc odpowiednie wzory:

W przypadku sferycznym gdzie detg”] = Rg—mll@ propomije:

2¢ 1
1. f(r) = R%cos®(%) stad V,(r) = ;%EJT;—; = cot?(%), otrzymane J, jest postaci

1
Jo o= A[2mamRI(E - Oy + 1) + Uy + Js)” — 51/ 2mam R + (T + (Jy + ))?

1
~§\/ém4w2R2 + (Jp = (Jy + J5))?,

2. f(r) = R%cos(%) stad V,(r) = %)%5)—), (7 jest stala) otrzymane J, jest postaci

1
Jo = \2man?R2(E — Cx) + (Jy + Js)’ - 5\/—2m47r2R2~/ + (T + (Jy + J5))?

1
—5\/2m41r2R27 +(Jy — (y + Ja))2,

3. f(r) = R? stad V,.(r) = 5?7@—, (7 jest stala) otrzymane J, jest postaci

1
L = \/2m47T2R2(E o E) 4 L, S — 5\/2m47T2R2'7 + (Jp + (Jy + J5))2

1
—5\/27n47r2R2fy + (Jy = (Jy + Jo))2,

4. f(r) = R? stad V;(r) = 0 otrzymane J, jest postaci

1 1
o= \[amam BB = Ca) + (T + Ja) = — 5l — (I + To)l = 51+ (T J5)

=1y 2 |Jy + sl = \/;néhrsz(E — ) 4 [y T = e

W przypadku psendosferycznym gdzie det[g*] = ﬁzs'Tlhﬁ(Tg) proponuje:
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2/ r
1. flr)= COShZ( )= Vulr) = RZO:i};h( (%) — Flg cothz(%), otrzymujemy J, w postaci
1
- —1/2m47r2R2(ﬁ~E+C,\) (J, + J5)° \/2m47r2R2+(J (S + J5))?

o \/2m47r2R2 - ((Jy + Js) = Jg)2,

2. f(r) = cosh?*(%) = Vy(r) = JQ—Z:E% = 2 coth®(%), otrzymujemy J, w postaci

Jr =

1
—\/2m47r2R2(—E+C)\)+(J7 + J5)% + 5\/—2m47r2R2’y+(J¢+(J + J5))?

2mAm2 Ry + ((Jy, + J;5) — Jg)?,

3. Jedli przyjaé f(r) = Ry, wtedy V(r) = mzw, otrzymujemy J, w postaci:

ds =

A\/2m47T2R2( E + Cy) + (Jy S B o o \/217147r21{2’fy+(JSp + (Jy + Js))?

1
3 J—2man2 Ry + (J, — (4 + Jg)2.

6.3. Energia wyrazona w zmiennych dziatanie. Majac juz klasy potencjaléw, przy ktérych
obliczone zostaly zmienne dziatania, mozemy wyrazié¢ energie w tychze zmiennych. Kombinujac ze

soba zmienne dzialania otrzymane dla réznych potencjaléw otrzymamy wiele réwnan na energig
Przedstawmy wiec tylko te najciekawsze:

s¢ cosh?(X)

oSt Y L gy=— C+—‘/42 J2 4 \/,
sinh?(\) VT A Sl

(A) =

stad mamy

I L p=e—— 1 2
(6.16) C)‘E}C—; 5 47T%+J,Y+-2-J5—-J,\

Dla przypadku sferycznego, przyjmujac potencjal Vi.(r) = cotz(%), otrzymane J, jest postaci

V2mam2 B3 (E - Cy +1) + (Jy + J5)?

1 1
~§\/2m47r2R2 b (T + (Jy+ J5))2 — 5\/2m4ﬂ'2R2 + (T — (Jy + J5))?
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stad otrzymana energia E jest postaci:

(3/2mdn?R% + (J, + (Jy + J5))? + 5/2man?R2 + (J, — (Jy + J5))* + ol

E = 2m47r2R2

1 2
~gmazrge ) O

gdzie C wyraza si¢ wzorem 6.16.
Wykorzystujac te sama zmienna dzialania Vy (A) = %%l — Jy = =V = m2Cx+ 54 /4% + J2+

3 Js dla zagadnienia pseudosferycznego pod dziataniem potencjatu Vi.(r) = 1- coth®(% %) gdzie

1 1
J, = *\/2m47r2R2(ﬁ—E+C)‘)+(J7 +J5) + —2-\/2m47r2R2+(J¢+(J., + Js))?

1
+§\/2m47r2R2 + (Jp — (Iy + I5))2,

otrzymujemy E postaci:

2
(% V2mam2R2 + (J, + (Jy + J5))* + %\/2m47r2R2 + (Jo — (Jy + J5))* — Jr)

E = -
2mdn2 R?

1 2 1
———(Jy+ Js Cy+ =,
T omamre T Ot
gdzie Cy, wyraza sig wzorem 6.16.

W przypadku sferycznym mozemy jeszcze rozpatrywaé ruch bez potencjalu. Dla potencjatu

Va(h) = 1%‘;%?— i Jy = =% —72Cs + L\ /an?x+ J2 + 1J5 gdy Vi(r) = 0 mamy J, (J, >

J, = \/2m47r2R2(E - O )+ [+ B — ds,
otrzymujemy wyrazenie na E postaci:

— (Jr + Jsa)2 _ (J'r + J6)2
2mdn?R? 2mdn2R?

+ Cly.

gdzie C', wyraza sie wzorem 6.16.



CZESC 5
Uwagi koncowe

Oméwiliémy powyzej modele dynamiczne infinitezymalnego ciala sztywnego i afinicznie saty-
wnego w zakrzywionej przestrzeni Riemanna. Wewnetrzne stopnie swobody byly reprezentowane
przez bazg ortonormalng, lub ogélng zaczepiong w punkcie, gdzie w danej chwili znajduje sie
cialo. Modele takie moga by¢ uzyteczne w teorii oSrodkéw z mikrostruktura, maja tez pewne as-
pekty zwigzane z ogdlna teoria wzglednosci i relatywistyczng mechanikg osrodkéw ciaglych. Opra-
cowaliSmy metode oparta na uzyciu odpowiednio wybranego ortonormalnego nieholonomicznego
uktadu odniesienia (zadanego pola baz w rozmaitosci). Opisane zostalo sprzezenie miedzy dy-
namika wewngtrznych stopni swobody a geometria przestrzeni (gléwnie tensorem krzywizny). W
przypadku cialw przestrzeni 2-wymiarowej wyznaczyliémy klasy modeli catkowalnych, sprowadzal-
nych do kwadratur, a jednoczesnie spéjnych z fenomenologicznymi wymaganiami teorii sprezystosci.
Te calkowalne modele moga byé¢ uzyteczne w teorii powlok z mikrostrukturg, a takze w dynamice
obiektéw poruszajacych sie np. po powierzchni Ziemi. Mogga tez mieé znaczenie w teorii defektow i
zjawisk powierzchniowych. Niezaleznie od tego s3 interesujace z punktu widzenia czystej mechaniki

analitycznej i teorii ukladéw dynamicznych, jako przyklady modeli catkowalnych.
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CZESC 6
Dodatek-metoda residuum

W niniejszej pracy zajmowaliSmy sie gléwnie zagadnieniami separowalnymi, a wigc sprowadzal-
nymi do kwadratur. Szczegdlny nacisk polozony byl na modele $cisle rozwiazalne, w ktérych

wyrazenie podcatkowe dawalo sig sprowadzi¢ (przez odpowiednig zamiane zmiennych) do postaci:

(0.17) R(a:, vV az? +bm+c) .

gdzie R jest wymierna funkcja od dwéch zmiennych. Tak bylo w praypadku wyrazen dla zmiennych
dziatania J w naszych modelach. Wiadomo, Ze w zasadzie calki nieoznaczone z wyrazen 0.17 daja sie
elementarnie obliczyé przez podstawienia Fulera. Nastepnie zmienne dziatania mozna wyrazic¢ jako
odpowiednie catki oznaczone, a wiec podwojone wartosci calek nieoznaczonych wzietych w granicach
jakimi sg punkty zawracania. Procedura taka jest jednak rachunkowo bardzo zawila i nastrecza
mnoéstwo okazji do bledéw. Znacznie prosciej jest policzy¢ wprost calki oznaczone dla zmiennych J,
postugujac sie metoda catkowania zespolonego. W tym celu wyrazenie przedtuzamy analitycznie na
cala plaszczyzne zespolona. Mdéwiac precyzyjniej z osi rzeczywiste] usuwamy ciecie laczace punkty
zawracania; sa one punktami rozgalezienia dla odpowiedniego wyrazenia zespolonego. W obszarze
otrzymanym z C po usunieciu ciecia wyrazenie podcalkowe jest jednoznaczne (po ustaleniu konwencji

znaku) Zmienna dziatania:

o

J:j(R(z,\/ax2+b$+c)dI:2/ R(m,\/a.$2+ba:+c)dm

Tmin

(Zmin,Tmaez 5@ punktami zawracania, t.zn. miejscami zerowymi wyrazenia pod pierwiastkiem)

mozna wtedy zapisa¢ w postaci
J:f R(z,\/a22 +bz+c) dz,
c

gdzie C jest konturem infinitezymalnie okrazajacym ciecie.
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6. DODATEK-METODA RESIDUUM

e Y
\. > . 4
min ‘xmmf

Mozna latwo wykazaé, ze wyrazenie to daje sie przeksztalcié do postaci:

J o= -211‘12 Res z,,
a

e

]
T
\\ X min xmax /

/

\ ;

/ w granicy
otrzymujemy

,/ - (ﬁ h
/ V) (o
X min X .
\\ //
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gdzie z, sa biegunami zespolone.go wyrazenia podcatkowego , R (z, Vaz? + bz + c), wliczajac,
(jedli istnieje) biegun w nieskoriczonodci. Ta metoda obliczania zmiennych dzialania byla wyko-
rzystywana przez Maxa Borna w starsze] teorii kwantéw.

Procedura ta byla uzywana wielokrotnie w tej pracy, ale wyrazenia dla residuéw nie byly jawnie
przytaczane, by nie zaciemniaé wywodu. Jednak dla ilustracji przedstawmy jeden przykiad. Zmi-
enna dzialania J, w zagadnieniu plaskiego baka infinitezymalnego na sferze (lub réwnowaznie -

3—wymiarowego baka symetrycznego w R? bez translacyjnych stopni swobody) jest dana przez:

2 2
J,—cosLJy)” + (2B sin? (L)) J2
Jr:% 2m(E—V(r))-—— ( ¥ R 6) .(2J (R)) edT.
4m? R?sin” ()
Jednym z ”obliczalnych” modeli jest uzywany powyzej potencjat
T
Velr) = c0t2(§).
Dokonujemy zamiany zmiennych: — cos (§) = . Oczywidcie z = r = —cos (%) € [~1,1]. Mamy
bieguny pierwszego rzeduw z = 1, z = —1, z = oo
i
/\\
,///’/

// "i

r//
s
T

3

\\

\ /?

“\\\\\ ) e
S B
kontur catkowania
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Po obliczeniu residuéw otrzymujemy:

J, = —2mResy — 2mRes_; — 2miRes, =

mR?
I

\/2m47r2R2(E + 1)+ JE2(1 — ) — %\/Emllﬂ'sz + (Jp + J5)?

1
~§\/2m4ﬂ'2R2 + (Jp ~ Jo)2.

Analogiczna procedura byla zastosowana do obliczena wszystkich innych calek wystepujacych w

wyrazeniach dla zmiennych dziatania.
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