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Wprowadzenie

Byé albo nie byé — oto jest pytanie [...]' to nie tylko jeden z nastynniejszych cytatéw literatury
Swiatowej, ale rowniez jedno z postawowych pytan egzystencjalnych, ktére — biorac pod uwage
trendy $wiatowe — przybiera w dzisiejszych czasach czesto forme tytutu réownie stynnej pozycji
ksigzkowej: Miec czy byé?? Jakbyémy jednak nie zadawali tego pytania, préba odpowiedzi na nie
oznacza opowiedzenie sie za jedna z dwéch mozliwosci. Na uwspodlczesniona wersje przytoczo-
nego pytania mozemy wiec spojrzeé¢ jako na mechanizm jednego z najprostszych i najtanszych
klasyfikatoréw, ktory ,nie bez bledow” pozwala szybko stwierdzi¢ z jakim czlowiekiem mamy
do czynienia.

Klasyfikowanie, przyporzadkowywanie do grupy poje¢ — zjawisk, zachowan czy przedmio-
téw o okredlonych cechach — nie ma swego $cidle okreslonego poczatku historycznego i jest
réwnie stare jak obecnos¢ czltowieka na Ziemi. Znany jest natomiast poczatek i kierunki badan
naukowych zwiazanych z automatycznym klasyfikowaniem obiektéw przy uzyciu komputerdw,
a Scislej zwiazanych z projektowaniem programéw komputerowych implementujacych algoryt-
my klasyfikujace. Uzywajac terminu obiekt, mamy na my$li istote tego, co stanowi przedmiot
procesu klasyfikacji.

Konstrukcja programéw rozpoznajacych opiera sie na znajomosci zbioru obiektéw juz skla-
syfikowanych, tzn. zbioru uczacego. Mozliwos¢ uzyskiwania ogromnej ilosci danych w ramach
zbiorow uczacych sprawia, ze tworzenie i rozwijanie istniejacych klasyfikatorow dwudecyzyjnych
jest nie tylko uzyteczne, ale pozwala réwniez wykorzystaé¢ klasyfikatory tego typu jako podsta-
we do konstrukceji klasyfikatorow wielodecyzyjnych. Jakosé klasyfikatoréw zalezy w najwiekszym
stopniu od dwoch podstawowych czynnikow: jakosci zbioru uczacego i algorytmu rozdzielajacego.
W pracy skupiono si¢ na drugim z wymienionych elementow.

Celem rozprawy jest konstrukcja hierarchicznego klasyfikatora liniowego®, wykorzystujace-
go algorytm optymalnego rozdzielania dwdch, skonczonych zbioréw punktéw reprezentujacych
dwie klasy obiektéw ze zbioru uczacego. Kazdy z obiektéw reprezentowany jest przez pare:
n—wymiarowy wektor cech i etykiete, ktéra okresla przynaleznosé¢ obiektu do jednej z dwdch
klas. Ze wzgledu na to, ze wektor cech jest jednoczesnie punktem w Euklidesowej przestrzeni
E™, zbior uczacy obiektéw mozemy identyfikowac ze zbiorem punktow lub wektoréw wiodacych
w przestrzeni cech. Takie potraktowanie elementow zbioru uczacego pozwala podczas konstru-
owania klasyfikatora wykorzystaé¢ algorytmy podzialu przestrzeni E™ na cze$ci, w obrebie kté-
rych wystepuja tylko punkty reprezentujace jedng z dwoch klas. Wérdd takich algorytméw na
uwage zastuguja algorytmy dzielace przestrzen w sposéb liniowy (tzn. przez hiperplaszczyzne).

'William Shakespeare, Hamlet, ksigze Danii, thum. Stanistaw Baranczak, Wydawnictwo W drodze, Poznan
1990.

2Erich Fromm, Mieé czy byé?, Dom Wydawniczy Rebis, Poznan 1999.

3klasyfikator ten moze by¢ traktowany jako klasyfikator odcinkowo-liniowy.
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Takie podejscie ma jedna ogromna zalete — prosty model opisujacy poszukiwana hiperptaszczy-
zne rozdzielajaca; ma jednak réwniez jedna zasadnicza wade, ktéra wyklucza uzycie tego typu
algorytméw w praktycznych zastosowaniach — rzeczywiste dane, w przewazajacej wigkszosci,
nie sa liniowo rozdzielne w przestrzeni oryginalnej. Nie oznacza to jednak, ze algorytm tego ty-
pu nie moze by¢ wykorzystany w konstrukcji hierarchicznego klasyfikatora liniowego. Powinien
jednak spelniaé¢ pewne dodatkowe warunki.
Tezy pracy sformutujemy w nastepujacy sposob:
Istnieje algorytm rozdzielania dwoch, skoriczonych zbioréw w sposob optymalny,
jesli jest mozliwe rozdzielenie ich liniowo, o nastepujgcych wlasnosciach: nie wy-
magana jest informacja a priori, czy zbiory sq rozdzielne liniowo i przy kazdym
wykonaniu zwracany jest zawsze ten sam wynik dla okreslonych zbioréw.
Wiasnosci te sq wystarczajgce dla efektywnego wykorzystania wspomnianego algo-
rytmu do konstrukcji hierarchicznego klasyfikatora odcinkowo-liniowego dla zbiordw,
ktore mie sqg rozdzielne liniowo.

W rozdziale pierwszym rozprawy przedstawiono rdzne, istniejace podejécia do tworzenia
klasyfikatorow dwudecyzyjnych, ze szczegdlnym uwzglednieniem wiasnodci wykorzystywanych
w nich algorytméw rozdzielajacych.

W rozdziale drugim przedstawiono zalety i wady istniejacego, opisanego w literaturze algo-
rytmu, ktory stal si¢ inspiracja zaproponowanego w rozdziale trzecim algorytmu zapewniajacego
optymalne rozdzielenie dwoch zbioréw. Przedstawiona konstrukcja algorytmu zachowata wszyst-
kie zalety pierwowzoru, usuwajac jego wady. Poprawnosé algorytmu zostala udowodniona w do-
datku A. Pewne elementy przedstawionego dowodu pozwolily na zoptymalizowanie numeryczne
algorytmu, co zostalo przedstawione w rozdziale czwartym.

W kolejnym, piatym rozdziale przedstawiono dwie idee konstruowania klasyfikatora odcin-
kowo-liniowego przeprowadzajac dyskusje dotyczaca mozliwosci realizacji.

W ostatnim széstym przedstawiono algorytm konstruowania hierarchicznego klasyfikatora
liniowego, wykorzystujacego algorytm przedstawiony w rozdziale trzecim.

W podsumowaniu przeprowadzono dyskusje dotyczaca mozliwoéci wykorzystania przedsta-
wionych algorytméw w praktycznych zastosowaniach.

Calo$¢ rozprawy stanowi jednoczesnie swoisty ,pamietnik” stawianych sobie przez autorke
pytan i prob odpowiedzi na nie. W trakcie pisania rozprawy duzy nacisk polozono na uwzgled-
nienie chronologii pojawiania si¢ tych pytan. Poniewaz:

,, Odpowied? jest zawsze czeSciqg drogi, ktorg masz juz za sobg. Tylko pytanie moZe
wskazaé droge naprzod [..]*”
uznano za interesujace opisanie réwniez ,Slepych” uliczek, ktérymi przyszto podazaé autorce
zanim trafita na ,wtadciwe” drogi. Wszystkie rozdzialty konicza sie pytaniem. Wszystkie rozdziaty
sg odpowiedzia na pytania, ktére pojawily sie w poprzedzajacych je czesciach, ale sa jednoczesnie
zrodlem nowych pytan.

4Jostein Gaarder, Hej! Czy jest tu kto?, thum. Iwona Zimnicka, Jacek Santorski & Co i Wydawnictwo Wilga,
1997.
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Rozdziat 1

Metody wykorzystywane
w zagadnieniach klasyfikacji

1.1. Czym sa klasyfikatory?

W zagadnieniach poruszanych w ramach sztucznej inteligencji klasyfikatory moga stanowié z jed-
nej strony trzon poruszanego problemu (np. ze wzgledu na swoje wlasnosci), ale moga by¢
réwniez ,elementem-narzedziem” o okreslonych i akceptowanych cechach, wykorzystywanym do
rozwiazania szerzej postawionego problemu. I choé¢ w pracy gtéwny nacisk jest potozony na kon-
strukcje klasyfikatora o okreslonych wtasnosciach, nie zapomina si¢, ze ma by¢ on wykorzystany
w praktycznych zastosowaniach.

Bez wzgledu jednak na to jak traktujemy klasyfikatory, najbardziej pierwotnym pytaniem
jest pytanie o zakres i znaczenie pojecia klasyfikator. Ot6z wedlug stownika wyrazéw obcych [1]
klasyfikator to:

,» 1. osoba zajmujaca sie klasyfikacja, dokonujaca klasyfikacji 2. urzadzenie do rozdzie-
lania materiatlu jednorodnego, zlozonego z ziaren tej samej substancji (np. wegla),

lecz o roznych rozmiarach na frakcje ziaren o tej samej, okreslonej wielkosci.”

Czym w takim razie jest wedlug tego samego zrodla klasyfikacja? To miedzy innymi:

,Systematyczny podzial przedmiotéw lub zjawisk na klasy, dzialy, poddzialty itd. we-

dtug okreslonej zasady”

I cho¢ opis ten jest daleki od terminéw uzywanych w naukach Scistych, to zawiera informacje
o podstawowych cechach klasyfikatoréw. Jednoczeénie, niejako przy okazji, przytoczone definicje
potwierdzaja zasadnos$¢ prowadzenia badan nad klasyfikatorami w ramach sztucznej inteligencji,
jezeli stowo ,j0soba” zamienimy np. na stowa, ,program” czy ,system informatyczny”. Te istotne
cechy to:

— znajomoS$¢é pewnych, wybranych cech klasyfikowanych obiektéw, na podstawie kto-

rych dokonywana jest klasyfikacja;
— znajomos$¢é klas, do ktérych mozliwe jest przydzielenie klasyfikowanego obiektu (tzn.

przedmiotu, zjawiska)
i co wydaje sie najistotniejsze:

— zasada, wedlug ktérej obiekty sg przypisywane do okreslonej kategorii.
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Te trzy najwazniejsze cechy klasyfikatora z uwzglednieniem wzajemnych zaleznosci miedzy
nimi przedstawiono w postaci ogélnego schematu na rysunku 1.1., zaktadajac bez utraty ogdél-
nosci, ze kazdy z klasyfikowanych obiektow opisany jest skonczong liczbg n cech.

cechy o1 > zasada
To ——P e . przyporzadkowana
klasyfikowanych O umozliwiajaca ] i
bicktd : : Klasvfkacs kategoria obiektu
obiektow . asyfikacje

Rysunek 1.1: Ogélny schemat klasyfikatora
Przyjrzyjmy sie najwazniejszym elementom sktadowym klasyfikatoréw z blizszej perspektywy.

W ogdélnosci, kazda z n cech reprezentujacych klasyfikowany obiekt moze by¢ wielkoscia za-
réwno nominalng, jak i porzadkowa. Przy czym wsréd tych ostatnich wyrdznia sie podzial na
wartosci dyskretne i ciagte. Cechy w zaleznosci od projektowanego systemu moga by¢ reprezen-
towane rowniez jako pojecia lingwistyczne.

Najbardziej zgrubna systematyka klasyfikatoréw dzieli je na wielo-decyzyjne i dwu-decyzyjne
(dychotomizatory) w zaleznosci od tego, do ilu réznych klas potencjalnie moze by¢ zaklasyfi-
kowany kazdy z obiektéw. Nalezy zaznaczy¢, ze klasyfikatory dwu-decyzyjne (inaczej binarne),
z jednej strony sa szczegdlnym przypadkiem klasyfikatoréw wielo-decyzyjnych, z drugiej za$,
mogg by¢ gléwnym ,budulcem” umozliwiajacym definiowanie wspomnianych klasyfikatoréow
wielo-decyzyjnych. W literaturze opisywane sa trzy typowe podejscia [18]. I tak, klasyfikator
umozliwiajacy klasyfikacje obiektéw nalezacych do ¢ klas mozna zastapi¢ m klasyfikatorami
binarnymi, z ktérych kazdy umozliwia:

— stwierdzenie faktu, czy obiekt nalezy do i-tej klasy, czy tez nie;
odpowiednio dla i=1,2,...,(c—1) — woéwczas m=c—1;

— stwierdzenie faktu, czy obiekt nalezy do i-tej klasy, czy tez nie;
odpowiednio dla 1=1,2,...,c — wéwczas m=c;

— klasyfikacje do jednej z dwdch klas — ¢ lub j,
gdzie i#£j dlai,j =1,2,...,c — woéwczas m = c(c—1)/2.

I cho¢ w tej samej pracy dwa ostatnie, z przedstawionych powyzej podejéé, sa krytykowane jako
rozwigzania, ktére powodowaé¢ moga utworzenie dodatkowej kategorii obiektéw ,nierozpozna-
walnych”, to z praktycznego punktu widzenia, szczegdlnie w zastosowaniach medycznych, jest
to kategoria jak najbardziej pozadana.

Jednak najwazniejszym z omawianych elementéw, ktory w najwiekszym stopniu decyduje
o uzytecznosci klasyfikatora, jest ogélnie nazwana do tej pory zasada — majaca bezposredni
wplyw na to, do ktorej klasy przydzielony zostanie klasyfikowany obiekt. Biorac pod uwage
wlasnosci tego elementu klasyfikatory mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej grupy naleza
klasyfikatory, gdzie wspomniana zasada jest znana, jednoznacznie okreslona i deterministyczna
— wéwezas racze] méwimy o urzadzeniach [2]. Druga grupe stanowia klasyfikatory, gdzie zasada
nie jest znana a prior: i wlasnie ta grupa stanowi obszar zainteresowania sztucznej inteligencji.

Proces okreslania ,zasady” nazywany jest procesem uczenia klasyfikatora. Zasygnalizujmy,
ze po przeprowadzeniu procesu uczenia utworzona reguta bedzie w najlepszym razie okreslona
i prawidlowa, ale nie oznacza to, ze regula ta bedzie zrozumiala (w sensie interpretacji) dla

czlowieka.



Proces uczenia — inaczej ,uczenie sie” — oznacza, jak ladnie zostalo to sformutowane w [7]:

»[- - - | dobranie na podstawie historycznych do$wiadczen odpowiednich » parametréw «”

ktorych wartoéci, w przypadku klasyfikatora, okresla¢ beda jednoznacznie ,zasade”. Historyczne
doswiadczenia, w tym kontekécie, sa zbiorem danych opisujacych rézne obiekty, ktorych przyna-
leznos¢ do jednej z reprezentowanych klas jest znana. Zbioér ten nazywany jest zbiorem uczgcym.
Opis pojedynczego obiektu (tzw. wzorca uczacego) jest przedstawiony w postaci opisanych wcze-
$niej n cech.

W trakcie procesu uczenia klasyfikatora, informacja do jakiej klasy naleza poszczegdlne obiek-
ty ze zbioru uczacego, jest niezbedna z nastepujacych powodéw. Po pierwsze, do stwierdzenia
czy na aktualnym etapie uczenia wzorzec uczacy jest prawidlowo rozpoznany. Po drugie, infor-
macja ta wykorzystywana jest w metodzie uaktualnienia »parametrow« klasyfikatora w jeden
z nastepujacych sposobéw:

— wprost — wykorzystywana jest informacja o oczekiwanej przynaleznosci obiektu — mamy

do czynienia wtedy z tzw. uczeniem z nauczycielem;

— posrednio — wykorzystywana jest tylko informacja o tym, czy obiekt zostal zaklasyfiko-

wany poprawnie, czy blednie — ten typ uczenia nazywany jest uczeniem ze wzmocnieniem.

W przypadku klasyfikatoréw dwu-decyzyjnych, ktére sa przedmiotem tej rozprawy, metody
te mozna uzna¢ za réwnowazne [18].

Bez wzgledu na uzyta metode uaktualniania » parametréws istotnym czynnikiem jest mozli-
wo$¢ przeprowadzenia oceny jakosci uczenia — czyli na ile otrzymana na pewnym etapie uczenia
zasada spelnia nasze oczekiwania.

Najprostszym miernikiem jakosci procesu uczenia okreslajacego postepy ,uczenia sie” kla-
syfikatora, moze by¢ stosunek liczby btednie klasyfikowanych wzorcéw ze zbioru uczacego do
ogblnej liczby wzorcéow w zbiorze uczacym. Warto$é ta nazywana jest ogélnym bledem klasyfi-
kacji, a proces uczenia ma doprowadzi¢ do minimalizacji tej wartosci.

Wiecej informacji dotyczacych jakoSci uczenia dostarcza jednak macierz E =[e;;], gdzie e;;
jest stosunkiem liczby obiektow z i-klasy rozpoznanych przez klasyfikator jako obiekty z j-klasy
do liczby wszystkich obiektéw ze zbioru uczacego nalezace do i-klasy, gdzie i,j=1, ..., ¢ [28]
(¢ — liczba klas). W tym przypadku oczekuje sie, ze proces uczenia doprowadzi do maksymali-
zacji wartosci elementéw znajdujacych sie na przekatnej macierzy E i minimalizacji elementéw
znajdujacych sie poza diagonalng macierzy.

Bez wzgledu jednak na dobdr miernika jakos$ci procesu uczenia, ostatecznie interesuje nas
y,dobry” klasyfikator, a nie klasyfikator, ktory ,,dobrze si¢ uczy”. Oznacza to, ze z procesem ucze-
nia i jego oceng nierozerwalnie zwigzana jest rowniez potrzeba weryfikacji otrzymanego klasyfi-
katora, ktérego requta klasyfikujgca jednoznacznie okreslona jest przez wyznaczone »parametry.
Naturalnym wydaje sie dokonanie oceny klasyfikatora na danych, ktére nie zostaty wykorzystane
w procesie uczenia. Uwzgledniajac koszt i mozliwo$é pozyskania dodatkowych danych, dostepne
dane wykorzystane moga by¢ zaréwno w procesie uczenia jak i ewaluacji klasyfikatora w jeden
z nastepujacych sposobéw.

1. Dane dzielone sg na dwa zbiory: uczacy i testujacy, przy czym z reguty wiekszos¢ elementéw
zbioru testujacego nie znajduje si¢ w zbiorze uczacym. W procesie uczenia wykorzystywa-
ny jest tylko zbidor uczacy. Do ewaluacji klasyfikatora wykorzystywany jest tylko zbiér
testujacy.
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2. CV, czyli n-krotna walidacja (n-fold cross-validation): dane dzielone sa na n roztacznych,
w miare réwnolicznych zbioréw (ich licznosé rézni sie maksymalnie o jeden). Proces uczenia
zostaje przeprowadzony (n—1) razy, gdzie kazdy z utworzonych zbioréw pelni role zbioru
testujacego, za$ pozostale tacznie stanowia zbior uczacy.

3. 1-LEAVE-OUT — jest to szczegdlny przypadek metody CV, gdzie kazdy z tworzonych n

zbiorow jest jednoelementowy.

Kazdy z wymienionych do tej pory czynnikéw jest istotny z punktu widzenia przydatnosci
projektowanego klasyfikatora, poczynajac od przyjetej reprezentacji cech opisujacej klasyfiko-
wane obiekty, po konstrukcje zbioréw uczacych i testujacych, konczac na poprawnej metodzie
oceny procesu uczenia, czy klasyfikatora jako takiego. Kazdy z tych czynnikéw stanowié¢ mo-
ze przedmiot intensywnie prowadzonych badai [21, 22, 38, 39]. Zaden z nich nie jest jednak
przedmiotem tej rozprawy.

Pozostal ostatni element, nazywany do tej pory, krotko »parametrami«. Co kryje sie pod

tym terminem?

1.2. »Parametry« klasyfikatora

Enigmatycznie oznaczane do tej pory »parametry« stanowia istote uczenia klasyfikatoréw i po-
winny w jednoznaczny sposob okreslaja konkretny egzemplarz klasyfikatora.

Ze wzgledu na szeroki wachlarz dostepnych metod nie sposéb wymieni¢ wszystkich mozliwych
znaczen terminu »parametry«. Jako ilustracje ponizej przedstawiono wybrane przyktady.

W przypadku, gdy konstrukcja klasyfikatora wykorzystuje sztuczne sieci neuronowe, w ogdl-
nym przypadku »parametry« pozwalaja okresli¢ strukture sieci (liczba warstw, sposéb ich pola-
czenia) oraz warto$ci wag neuronéw znajdujacych sie w kolejnych warstwach [5]. Choé parametry
te maja okreslone znaczenie, to w ogélnosci nie jest mozliwa interpretacja, jakie zadanie w pro-
cesie klasyfikacji realizuja poszczegolne elementy sktadowe — neurony sieci.

Jedli jednak do konstrukeji klasyfikatora uzyjemy drzew decyzyjnych, ktére podobnie jak sieci
neuronowe mozna traktowaé jako pewna strukture ztozona z identycznych elementow, wowczas
»parametry« beda opisywaé nie tylko strukture drzewa. Dodatkowo kazdy element sktadowy tej
struktury bedzie mial swoja interpretacje. Parametry opisuja bowiem hierarchie weztéw i lisci
drzewa, ktére zapewnia najlepsza klasyfikacje wzorcéw znajdujacych sie w zbiorach uczacym
i testujacym. Kazdy z weztow przechowuje informacje dotyczaca testu sprawdzajacego warto$é
atrybutu (tj. cechy) dla cech nominalnych i porzadkowych dyskretnych lub testu sprawdzajacego
czy warto$¢ jest z okreslonego przedzialu dla cech porzadkowych (gléwnie ciaglych, rzadziej
porzadkowych dyskretnych). Kazdy li$¢ zawiera informacje o przypisanej klasie. Testy znajdujace
sie w weztach sa testami prostymi, czyli nie zawierajg koniunkcji czy alternatywy warunkdéw
dotyczacych réznych cech.

» Parametry« moga jednak opisywac nie tylko strukture, ktorej kazdy z elementéw sktadowych
ma konkretna interpretacje, ale réwniez kazdy z elementéw moze zawiera¢ zaréwno testy proste
jak i testy ztozone. Dzieje sie tak w przypadku, gdy klasyfikator konstruowany jest przy uzyciu
zbioru regul [7]. Wéwczas »parametry« okreslaja zapisane przy pomocy komplekséw reguly.

Jedli za$ do opisu klasyfikatora uzyjemy metod wykorzystujacych oszacowania prawdopodo-
bienstw wystapienia w danych trenujacych okreslonych wartosci cech i klas to, w przeciwienstwie
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do przytoczonych wczesniej przyktadéw, w sktad »parametréow« bedzie wchodzitl réwniez sam
zbiér uczacy. Dzieje sie tak w przypadku klasyfikatorow wykorzystujacych twierdzenie Bayesa
[7, 18]. W skrajnym przypadku np. naiwnego klasyfikatora bayesowskiego »parametry« ograni-
czaja sie tylko i wytacznie do zbioru uczacego. Istnieje jeszcze jeden powdd, dla ktérego o tej
grupie metod nalezalo wspomnieé¢. Ot6z optymalny klasyfikator bayesowski (cho¢ w praktyce nie
stosowany) jest, jako najlepszy teoretycznie klasyfikator, punktem odniesienia do poréwnywania
wiasciwosci réznych metod konstrukeji klasyfikatorow.

W praktycznych zastosowaniach z tej grupy metod do konstrukcji klasyfikatora wykorzysty-
wany jest algorytm k najblizszych sasiadéw, ktéry w teoretycznych rozwazaniach dla k dazacego
do nieskonczonosci ma wlasnosci optymalnego klasyfikatora bayesowskiego. W tym przypadku
»parametry« oznaczaja zbidr uczacy i wyznaczona w procesie uczenia wartosé k, ktéra zapewnia
najlepsza klasyfikacje zbioru uczacego. Gtowne wady tego podejscia to potrzeba przechowywa-
nia zbioru uczacego i ztozonosé zwiazana z klasyfikacja nowego obiektu. Jezeli chodzi o préby
usuniecia pierwszej z nich, znanych jest w literaturze wiele metod tworzenia tzw. zbioréw odnie-
stenia, w sktad ktorych wchodza tylko istotne z punktu widzenia klasyfikacji elementy ze zbioru
uczacego [16, 35]. Stosowanie zbioréw odniesienia zmniejsza wage drugiej wady, ale jej nie eli-
minuje.

Propozycja, ktéra umozliwia usuniecie drugiej wady, a ktora stala sie zalazkiem tej rozprawy
jest zastosowanie hierarchicznego klasyfikatora odcinkowo-liniowego, ktéry rozdziela liniowo ele-
menty zbioru odniesienia. W takim przypadku, zachowamy wtasnosci klasyfikatora wykorzystu-
jacego algorytm k najblizszych sasiadow, ale »parametry« beda opisywac hierarchie hiperptasz-
czyzn rozdzielajacych, a proces klasyfikacji nowych obiektéw bedzie pozbawiony wymienionych
wezesniej wad.

Pozostaje zdecydowaé sie na algorytm liniowego rozdzielania dwéch zbiorow. Ktory z opisa-
nych w literaturze algorytmoéw moégltby spetnia¢ wymagania, ktére pozwola zdefiniowaé hierar-
chiczny klasyfikator odcinkowo-liniowy? Jakie sg te wymagania?

1.3. Metody badania liniowej rozdzielno$ci dwéch zbioréw

1.3.1. Definicje ,liniowej rozdzielnosci dwéch zbioréw”

Podstawowym elementem w proponowanym sposobie konstrukeji klasyfikatora odcinkowo-linio-
wego jest algorytm badania liniowej rozdzielnosci dwoch zbioréw. Jesli n cech opisujacych kazdy
z klasyfikowanych obiektow potraktujemy jako punkt w przestrzeni E™ a na zbiér uczacy spoj-
rzymy jako na sume dwoch roztacznych zbiorow Xi i Xo, gdzie punkty ze zbioru X; naleza do
klasy pierwszej, za$ punkty ze zbioru Xs do drugiej klasy. Wowczas przedstawione ponizej dwa
stwierdzenia sa réwnowazne i w dalszej czesci pracy moga by¢ uzywane wymiennie. Stwierdzenie
pierwsze, ktére wynika bezposrednio z natury postawionego problemu: ,poprawna klasyfikacja
elementéw zbioru uczgcego przez projektowany klasyfikator” jest rownowazne, po przyjeciu pro-
ponowanego podejscia, stwierdzeniu, ze ,zbiory X1 i Xo sq rozdzielne liniowo” .

Przy wyborze odpowiedniego algorytmu pod uwage nalezy wziaé¢ nie tylko jego wlasnosci
(np. zlozonosé obliczeniowa, czy pamieciowa), ale réwniez wymagania dotyczace zbioru uczacego,
ktorych spetnienie jest niezbedne do poprawnego dzialania algorytmu. Zwrdca sie réwniez uwage
na jednoznaczno$¢ i cechy otrzymywanych rozwiazan dla réznych wykonan algorytmu dla tego
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samego zbioru uczacego. Okreslone, istotne wlasnosci otrzymywanego rozwigzania sa powodem,

dla ktorego na potrzeby rozprawy zdefiniujemy rézne typy rozdzielnosci.
Definicja 1 Zbiory X1 i@ Xo sq rozdzielne liniowo, jesli istnieje funkcja g(x), takq Ze:

{g(m)>0 gdy € X

n n
T) = a;z; + a, a?#0 1.1
g(:c)<0 ody z € X, g() izzlzz Zzzlz# ( )

Podkreslmy, ze uzycie funkcji g(x) jako »parametréw klasyfikatora nie musi zapewniaé
poprawnej klasyfikacji wszystkich elementéw zbioru uczacego. Stanie si¢ tak, jesli na hiperptasz-
czyznie rozdzielajacej g(x) =0 w przestrzeni E™ znajda sie co najmniej dwa punkty nalezace do
réznych zbiorow Xi i Xo.

Cheac uniknaé tego typu sytuacji interesowaé nas bedzie $cista rozdzielno$é liniowa dwdch
zbioréw. Z tym typem rozdzielnosci mamy do czynienia, jesli poszukiwana funkcja odpowiada
ponizszej definicji.

Definicja 2 Zbiory X, i Xo sq Scisle rozdzielne liniowo, gdy istnieje funkcja g*(x), taka Ze:
* X n n
SO APEAT TR IEETAD ST (12
przy czym relacja rownosci g*(x) = 0 moze zachodzié tylko dla punktéw naleZgcych do jednego

ze zbiorow X1 lub Xs.

Jedli zbiory sa Scisle rozdzielne, to istnieje nieskoniczenie wiele réznych, poprawnych rozwia-

zan. Wséréd tych rozwiazan, wyrézni¢ mozna te, ktore zapewniajg rozdzielnos$¢ z przeswitem e.

Definicja 3 Zbiory X1 i Xo sq rozdzielne liniowo z przeswitem e, jesli istnieje funkcja h(x),
taka ze:

{ h(z)>b gdy xz € X;
<

h(x) = a;x; + a, a? 0, 6:27b>0 .
—b gdy x € Xo (@) ; ; a (1.3)

2
Z?:1 a;

W definicjach 1, 21 3 parametry opisujace poszukiwane funkcje, cho¢ w konkretnych przypadkach
beda przyjmowaé rézne wartosci, symbolicznie moga by¢ zapisane jako jeden wektor:

a=lay, as, ...ap, a] € E" (1.4)

W rozprawie proponujemy, jako podejécie rownowazne do definicji 3, zdefiniowanie $cistej
rozdzielnosci z prze$witem e jako pary funkcji hy i ho gdzie, hiperplaszczyzny wyznaczone przez
h(x)=0, h1(z)=0 1 ho(x)=0 sa wzajemnie do siebie réwnoleglte (definicja 4).

Definicja 4 Zbiory X1 i Xo sq sScisle rozdzielne liniowo z przeswitem e, gdy istniejqg funkcje
hi(x) i ho(x) takie, Ze:

hi(x1) >0 A ha(xy)>0

{ hi(xe) <0 A ha(xs) <0

(1.5)
hi(x) = 32051 ajzi + agyp Zn: (aik)Q =1, >0
h2($) = zn:l af% +e+ a:}+2 i=1 ‘ ’

Obszar wyznaczony przez nieréwnosci: hi(x) <0 i ho(x) >0 dla kazdego x € E™ nazywaé bedzie-

my przeSwitem (marginesem,).
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Wisréd rozwiazan zapewniajacych rozdzielnos$é z prze$witem najbardziej zainteresowani jeste-
$my tymi rozwiazaniami, ktére zapewniaja maksymalng wartos¢ przeswitu. Wéwczas bedziemy

méwi¢ o optymalnej rozdzielnosci dwéch zbiorow.

Definicja 5 Zbiory X1 i« Xo sq rozdzielne optymalnie z przeSwitem e jesli istnieje para hiper-
plaszczyzn rozdzielajgcych, maksymalnie od siebie odleglych, a wiec istniejq funkcje hy(x) i ho(x)

takie, Z.e.'
{ 1( )/ ( 1) $1€X1,$2€X2

hl(wg) <0 A hg(.’Bg) <0
(1.6)
hl (w) = Z?:l a”?xi + G’:;—FQ n (aik)Z -1 max(g)
ho(x) =Y i afxi+e+ah, = ’
Na rysunku 1.3.1. przedstawiono przyktady zdefiniowanych powyzej typéw rozdzielnosci li-
niowej dwéch zbioréw w przestrzeni E 2.

a) A

u . - \ K i

~

Rysunek 1.2: Przyklady réznych typow rozdzielnosci: a) definicja 1 (proste g, ¢*, h), definicja 2
(proste g*, h), definicja 3 (prosta h); b) definicja 3 (prosta h), definicja 4 (proste hi, ho).

Biorac pod uwage wymienione typy rozdzielnosci liniowej mozemy przystapi¢ do przegladu
metod umozliwiajacych znalezienie parametrow okreslajacych hiperptaszczyzne rozdzielajaca.

1.3.2. Funkcja dyskryminujaca Fishera (Fisher’s discriminant function)

Wykorzystanie funkcji liniowych w konstrukeji klasyfikatoréow historycznie zwiazane jest z osoba
Ronalda A. Fishera [33] Cho¢ podejscie, ktére zaproponowal, czedciej cytowane jest jako przyklad
wstepnej obrébki danych, gdzie celem jest redukcja liczby cech opisujacych klasyfikowane obiekty,
to jak pokazano w [18] moze by¢ zastosowane jako algorytm wyznaczenia hiperplaszczyzny
rozdzielajacej zgodnie z definicja 1 (wzér(1)). Przy czym, otrzymanie poprawnego, w tym sensie,
rozwiazania jest mozliwie tylko w przypadku, gdy dane sa rzeczywiscie liniowo rozdzielne. Wiaze
sie to z idea wyznaczania wektora normalnego hiperptaszyzny rozdzielajacej. Wyznaczany wektor
[a1,...,an] lezy na takiej prostej w przestrzeni E", ktéra zapewnia, ze punkty ze zbioréw X
i X/}, bedacych zbiorami rzutéw na ta prosta odpowiadajacych im punktéw ze zbioréw Xj i Xo,
charakteryzuja sie maksymalnym zréznicowaniem miedzyklasowym tzn.:

1
max (jm; —mal|),  gdzie m; =
car

T){;) ZCC/ dlaz:l,Q,

zr'eX]
oraz minimalng wariancja wewnatrzklasowa tj.:

v? = Z (' fmi)Q dlai=1,2.
z'eX]
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Idea kryjaca sie w tym podejéciu wzbogacona o wykorzystanie analizy sktadowych gléwnych
umozliwia konstrukcje klasyfikatoréw wielodecyzyjnych [18] lub moze by¢ stosowana jako ele-
ment obrébki wstepnej danych (data preprocessing) do wyboru najbardziej znaczacych cech
[15, 40, 43].

Niewatpliwa zaleta przedstawionej metody, z punktu widzenia praktycznych zastosowan, jest
fakt, ze dla okre$lonego zbioru uczacego otrzymujemy zawsze dokladnie ten sam wynik.

7 drugiej jednak strony otrzymujemy tylko jedno rozwiazanie, ktore albo jest ,,odpowiednie”,
albo nie — nie znamy ,kierunku” w jakim nalezaloby poszukiwaé ,lepszego” rozwigzania. Na
przeciw takiemu ujeciu problemu wychodzi grupa metod, ktére w skrocie w literaturze nazywane

sg metodami gradientowymi.

1.3.3. Metody gradientowe

Metody tego typu, jako przyklad metod iteracyjnych, do wyznaczenia poszukiwanego wektora
a, wykorzystuja nie tylko zbiér uczacy, ale charakteryzuja sie dodatkowymi parametrami, od
ktorych zalezy jakos¢ i szybkos¢ otrzymanego rozwiazania. Parametry te pozwalaja okresli¢
kierunek zmian aktualnego, otrzymanego w i-tym kroku, wektora a,  tempo” tych zmian oraz
warunek zatrzymania.

Kierunek zmian wyznaczany jest przez gradient funkeji (kryterium) bledu. Funkcja bledu
J (a(i)) moze byé dowolna funkcja klasy C', ale wymagane jest, aby osiggata minimum, jesli
wektor a® jest takim poszukiwanym, a jeszcze nieznanym rozwiazaniem a, ktére umozliwia
poprawna klasyfikacje wszystkich elementéw zawartych w zbiorze uczacym.

,Tempo” zmian okreslane jest przez wspoltczynnik uczenia n, ktéry moze byé¢ wartodcia stala,
lub zmienna w czasie poszukiwania rozwiazania w zaleznosci od wykorzystanej metody [18].

Poszukiwany wektor, opisujacy hiperplaszczyzne rozdzielajaca, w kolejnych iteracjach wy-

znaczany jest wedtug ogdlnej reguty:
a™ = al) — p(5) VJ(a(i)> (1.7)

gdzie wartoéé poczatkowa wyznaczanego wektora a(?) najczesciej jest zupelnie dowolna. Metoda
konczy swoje dziatanie, gdy wielkos¢ korekty (a(m) —a(i)) lub samej funkcji J jest mniejsza od
ustalonej wartoéci €, ktora stanowi gtéwne kryterium stopu.

Jedli definicje rozdzielnosci okreslonej wzorem (1.1), opisanej dwoma nieréwnosciami, przed-

stawimy w postaci jednego warunku, stosujac przeksztalcenie:

ey, 1 d X
fz) = (1,22, 2, 1] BYPER T laze X=X UX, (1.8)
[_xlv_x27”'_xn7_1] gdyw €X2
to warunek ten bedzie mial postaé:
(a,t) >0, dlateT={xecX1UXy: f(x)} (1.9)

gdzie (., .) oznacza iloczyn skalarny.

Zastosowanie przeksztalcenia (1.8) umozliwia réwniez sprawne zapisanie funkeji btedu. Przy-
toczmy, jako prosty przyktad funkcji btedu, funkcje wykorzystywana w metodzie perceptronowe;j:
J(a(i)) =0 - > <a<i>, t> (1.10)

teT
<a(i),t><0
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Podkreslmy, ze warto$¢ tej funkcji btedu zalezy tylko i wylacznie od niepoprawnie sklasyfi-
kowanych wzorcow zbioru uczacego.
W tym przypadku, podczas kolejnej iteracji metody (w trybie batch-mode) poszukiwany
wektor przyjmuje wartosé:
a™ =a® + k) Y ¢ (1.11)

teT
(a(i), t><0

W literaturze [18] opisano wiele modyfikacji przedstawionej metody, od metody w wersji
on-line, poprzez metode, w ktorej wspoélezynnik 7 jest staly i wynosi 1 (fized-increment rule),
po metode, ktéra poszukuje rozwiazania z pewna wartoscia przes$witu € zgodnego z definicja 4
(wzor 1.3). Wszystkie one jednak stanowia podgrupe metod gradientowych nazywanych error-
-correcting procedures, ze wzgledu na fakt, ze wektor wag ulega zmianie tylko w przypadku,
nieprawidtowego zaklasyfikowania wzorca t. Metody tego typu minimalizuja liczbe Zle sklasyfi-
kowanych elementéw zbioru uczacego.

Zamieszczony przyktad funkcji bledu (1.10) podano, aby pokazaé, ze warto$¢, o ktéra zo-
staje skorygowany wektor a, jest zdominowana przez najdluzszy zle sklasyfikowany wektor
t. Przykladem funkcji bledu, ktoéra pozbawiona jest tej wady, jest funkcja uzywana w meto-
dach opisanych w literaturze jako metoda relaksacyjna (relaxation procedure), zapisana wzorem
(1.12), gdy przy pomocy metody gradientowej poszukiwane jest rozwiazanie majace zapewniaé
rozdzielnos$é zgodna z definicja 2 oraz wzorem (1.13), kiedy poszukiwane rozwiazanie ma roz-
dziela¢ zbiory z przeSwitem e zgodnie z definicja 4.

. 2
G oo L (a0 t)
J(a?) =0 + s 2w (1.12)
(a®,t)<0
a(i)’ _ & 2
J(a®) =0 + % 3 ({ <:Z> ) (1.13)

~~

S

cT
<a('),t><

M)

Dla wszystkich wymienionych metod istnieja dowody zbieznosci do poprawnego rozwiazania
[18]. W tym samym Zrédle wykazano réwniez, ze bez wzgledu na wybor poczatkowej wartosci
wektora a(®) w skoniczonej liczbie krokéw uzyskamy rozwiazanie, pod jednym jednak warunkiem,
ze zbiory sa faktycznie rozdzielne liniowo, czego w przypadku rzeczywistych danych najczesciej
nie wiemy a priort.

Wspomniane ograniczenie wyklucza mozliwosé uzycia tych metod do konstrukeji hierarchicz-
nego klasyfikatora odcinkowo-liniowego, ktéry z zatozenia o ,hierarchicznosci” zaktada, ze dane

nie beda rozdzielne liniowo.

Druga podgrupe metod, ktére mozna zaliczy¢ do grupy metod gradientowych stanowia te,
ktore zamiast minimalizowaé liczbe btednych klasyfikacji, minimalizuja btad éredni kwadratowy
pomiedzy pozadana, arbitralnie ustalona dodatnia wartoscia (b;) a wartoscia iloczynu skalarnego
(tj, a) dlakazdego wzorcat; € T, j=1, ..., p=card(T). Poszukiwany wektor a ma wiec spetniaé
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nastepujace réwnanie macierzowe:

tL 1 ... tl,n th_H b1

t27 1 ... t27n t27n+1 aq b2
= | (1.14)

an :

a
Ltp,1 oo tpn tpnp | L bp ]
ktore w skrocie mozemy zapisaé jako:
Ta =b. (1.14)
Funkcja btedu w tym przypadku przyjmowaé moze nastepujaca postac:

J(a) = ||Ta —b|? (1.15)

Okreslenie wartosci poszukiwanego wektora a, ktory minimalizuje funkcje btedu, moze byé
wykonane przy pomocy rachunku macierzowego (przy pewnych dodatkowych zalozeniach) [18]
lub poprzez zastosowanie metody gradientowej w postaci metody iteracyjnej. Ta druga nazywana
jest w literaturze reguta Widrowa-Hoffa lub reguta LMS (least-mean-squared) i do zludzenia,
pomijajac czynnik skalujacy, przypomina metode relaksacyjna (1.13), jesli funkcje bledu (1.15)
przedstawimy w postaci iloczynu skalarnego:

Ja?) = > ((a, t;) —bj)2 (1.16)
t;cT
Jj=1,..,p

Cho¢ podejscie w tej metodzie zasadniczo rézni sie od idei wykorzystanej w metodzie percep-
tronowej, to z punktu widzenia projektowanego algorytmu tworzenia klasyfikatora hierarchicz-
nego, tego typu metoda réwniez nie moze by¢ algorytmem bazowym. Pomimo, ze w odréznieniu
do wczesniej przedstawionych metod, w tym przypadku zawsze otrzymamy rozwiazanie prawi-
dtowe, w sensie minimalnej wartoéci kwadratéw odpowiednich réznic, to wlasnosci otrzymanego
rozwigzania zaleza od przyjetych wartosci sktadowych wektora b i nie ma pewnosci, ze otrzyma-
ne rozwiazanie pozwoli na poprawna klasyfikacje elementéw zbioru uczacego, nawet jesli sa to
zbiory rozdzielne liniowo. Przyktad ilustrujacy sytuacje tego typu przedstawiono na rysunku 1.3.

Niewatpliwa zaleta metody LMS, jest fakt, ze zawsze otrzymamy ,,poprawne” rozwiazanie.
Ogromna zas wada jest przymus okreslania wektora b. Wady tej pozbawiona jest metoda bedaca
modyfikacja reguly Widrowa-Hoffa przedstawiona przez Ho’a i Kashyapa [24] i nazywana w lite-
raturze metoda Ho-Kashyap.

Whprowadzone zmiany dotyczyty po pierwsze, wlasnosci wektora b. Wszystkie jego sktadowe
poczatkowe musza mieé¢ wartoéci dodatnie, ale w trakcie iteracji moga ulec zmianie, co zwal-
nia nas z podjecia decyzji, jakie ich wartosci bylyby najbardziej korzystne z punktu widzenia
rozwiazania, ktoérego poszukujemy.

Po drugie, idea przyswiecajaca wprowadzonym zmianom byla nastepujaca: interesuje nas
nie jeden wektor a, ktéry minimalizuje funkcje (1.15), ale dwa wektory a i b, ktére minima-
lizuja wspomniana funkcje. Oznacza to, ze metoda gradientowa powinna uwzglednia¢ gradient
wyznaczony ze wzgledu na a:

VaJ =2T"(Ta — b) (1.17)



17

A

N\
o0 o

otrzymane . DD D

rozwigzanie

\

O
... A
®

h

Rysunek 1.3: Przyklad uzycia metody gradientowej z regula Widrowa-Hoffa [18].

oraz gradient wyznaczony ze wzgledu na b:
Vo J = —2(Ta —b) (1.18)
Jezeli zas dla dowolnego wektora b przyjmiemy wektor a réwny:
a=T"b (1.19)

gdzie T* = (T'T)~'T" jest pseudoodwrotng macierza do macierzy T, to zapewniamy tym
samym w jednym kroku, ze VgJ = 0.

W metodzie wprowadzone ograniczenia dotyczace wektora b, dotycza nie tylko inicjalnych
wartosci jego sktadowych. Podczas kazdej iteracji, z zalozenia, wektor ten musi mie¢ wartosci
dodatnie. Poniewaz poszczegélne skladniki wektora VpJ (wzér 1.18) w ogdélnosci moga byé
dowolnego znaku, aby zapewnié¢ dodatnioéé¢ skladnikéw wyznaczanego wektora b1 stosowany
jest nastepujacy wzoér:

B = b — (i) § [V ] = |V J|] (1.20)

Oznacza to, ze w kolejnych iteracja poszczegélne skladniki wektora b1 nie zmienia sic lub
zwiekszg swoja wartosé.
Na pojedyncza iteracje sktadaja sie wiec nastepujace kroki:
1. Wyznaczenie wektora bledu e® = Ta() — b(®),
(6 _ 1 )

2. Wyznaczenie wektora korekty ¢;” = 3 (e(i) + ‘e(i)

3. Wyznaczenie wektora b(#1) = b 1 21(4) c,()z).

4. Wyznaczenie wektora a(!) = T*p(H1)

W przypadku, gdy macierz T'T jest macierza osobliwa, istnieje modyfikacja metody Ho-
-Kashyap, w ktorej podane powyzej kroki 3-4 maja nastepujaca postac:

3'. Wyznaczenie wektora b)) = p(i) 42 c,(f).

4'. Wyznaczenie wektora a") = a®) 47 D T* ‘e(i)

gdzie macierz D jest dowolna macierza dodatnio okreslona o wymiarach (n+1) x (n+1).

Jak wykazano w pracach [4, 18] zaréwno oryginalna wersja metody Ho-Kashyap, jak i jej
modyfikacje maja jedng powazna wade z punktu widzenia praktycznego zastosowania w kon-
strukcji klasyfikatora hierarchicznego — nie jest znane zadne oszacowanie goérne maksymalnej
liczby krokéw, aby stwierdzi¢ fakt, ze zbiory nie sa rozdzielne liniowo.
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1.3.4. Programowanie liniowe — metoda symplekséw

Zupelnie innym podejsciem, jest zastosowanie metod programowania liniowego. Jest to podejscie
zdecydowanie bardziej ztozone od przedstawionych metod gradientowych, ale zapewnia znale-
zienie prawidlowowego rozwigzania lub stwierdzenia faktu, ze zbiory nie sg rozdzielne liniowo
w skonczonej liczbie krokéw.

Pozostaje tylko problem poszukiwania hipertaszczyzny rozdzielajacej sprowadzi¢ do formutly
wykorzystywanej w programowaniu liniowym. Nalezy wiec zdefiniowaé funkcje celu f.(a), ktérej
minimalizacja jesteSmy zainteresowani, jako funkcje wyznaczanego wektora a, oraz przedstawié¢
ograniczenia w postaci nieréwnosci.

Nalezy jednak pamietaé, ze w programowaniu liniowym narzucone jest dodatkowe ograni-
czenie dotyczace poszukiwanego wektora a — mianowicie wszystkie jego sktadniki powinny by¢
nieujemne. Z tego powodu, nalezy problem wyznaczania interesujacego nas wektora a, ktéry w
ogolnosci moze mie¢ sktadowe o dowolnym znaku, sprowadzi¢ do wyznaczania wektora a, ktory
spelnia to dodatkowe ograniczenie a jednoczesnie umozliwia wyznaczenie wektora a.

Definiujac wektor okreslajacy hiperplaszyczne rozdzielajaca jako réznice dwoch wektorow

o czynnikach nieujemnych tzn.:

a=a"—a (1.21)

gdzie:
at =1(la|+a) (1.22)
a” =3(lal-a) (1.23)

i zaktadajac, ze wektory a™ i @~ sa czescia poszukiwanego przez metode symplekséw wektora
a, czynimy zados¢ temu dodatkowemu zalozeniu, nie tracac mozliwosci otrzymania w rezultacie
wektora a o dowolnych wartosci jego sktadowych.

Nieréwnosci okreslajace ograniczenia uzyskamy w nastepujacych dwoch krokach. Po pierwsze,
przedstawimy réwnosé (1.14) w postaci nieréwnosci (1.24), przy czym wprowadzimy dodatkowy,
sztuczny parametr T = [1, T, ..., 7], ktérego istnienie zostanie wykorzystane w definicji funkcji
celu.

Ta+1T>b (1.24)

Po drugie, uwzglednimy fakt, ze wyznaczanym wektorem w metodzie symplekséw bedzie wektor
a, a nie a:
Ta>b (1.25)
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gdzie: ) ) ) )
1 by
1 bo
at
T = T T , a=|a |, b=
T
L 1 u L bp m

fe(a)=a'a (1.26)

Sktadowe wektora a, po wykonaniu metody symplekséw, pozwalaja wyznaczyé¢ poszukiwany
wektor a zgodnie ze wzorem (1.21). Wartos¢ ostatniej sktadowej 7 pozwala stwierdzié, czy zbiory
sa, czy nie sa rozdzielne liniowo. Wartos¢ ta jest dodatnia, gdy zbiory nie sa rozdzielne, w prze-
ciwnym przypadku wynosi zero.

Powodem tego, ze metoda ta nie cieszy sie powodzeniem sa wymagania pamieciowe. W przy-
padku obiektéw opisanych przez n cech, liczba poszukiwanych parametréw wynosi 2n+3 a liczba

ograniczen jest rowna liczbie wzorcéw w zbiorze uczacym.

1.3.5. Techniki SVM

Historycznie, techniki SVM! — techniki ,wektoréw wspierajacych” (lub podpierajacych)
— 7 przedstawianych w tym rozdziale metod sa najmlodsze [9, 41, 42].

W technikach tych wykorzystywana jest definicja 3 rozdzielnosci dwoch zbioréw z przyjeta
na stale wartoscia b=1 (wzoér 1.3). Jezeli, podobnie jak w przypadku metod gradientowych, do-
konamy przeksztalcenia (1.8), wowczas warunki wspomnianej definicji mozna zapisa¢ w postaci

jednego warunku:
(a,t) > 1, dlateT={xec XjUXy: f(x)}
(1.27)
a=[a, d =[a, as, ...ay,, a] € E!
Elementy ¢, dla ktérych w powyzszym warunku zachodzi réwnoéé, nazywane sa wektorams
WSPLETATGCYMML.
Metody wektoréw wspierajacych umozliwiaja wyznaczenie wektora a zapewniajacego $cista,
optymalna, czyli o maksymalnej wartosci przeswitu, rozdzielno$¢ dwédch zbioréw, jesli jest to
mozliwe. Biorac pod uwage wzér (1.3), oznacza to, ze poszukiwany wektor ma spelnia¢ warunek

(1.27) i jednoczesnie minimalizowaé¢ wyrazenie:
n
> a?={(d, a) (1.28)
1=0

co zapewnia maksymalng warto$é przeswitu, rowna:
2b
(a/, a')

(1.29)

L Support Vector Machines.
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Mozemy wiec na problem wyznaczenia wektora a’ € E™ i skalara a, ktére stanowiag poszuki-
wany wektor a € E™! (1.27), spojrzeé jako na zagadnienie programowania kwadratowego, gdzie

nalezy zminimalizowaé funkcje:

fe(a') = {(d, a) (1.30)
z ograniczeniami w postaci nieréwnosci:

(a,t) > 1, a=|[ad, a (1.31)

Zagadnienie tego typu rozwiazuje sie zazwyczaj poprzez wprowadzenie nieujemnych para-
metréw a,, (p=card(T")), zwanych mnoznikami Lagrange’a i funkcji Lagrange’a:

P
L(a, o) = 3{ad, a) — Zai ((a, t;) — 1) (1.32)

i=1
przy dodatkowym warunku dotyczacym parametrow «; > 0 dlai =1, 2, ..., p. Celem jest teraz

maksymalizacja lagrangianu ze wzgledu na wspoétczynniki «; i minimalizacja ze wzgledu na a
[9, 21, 41]. Istotne jest to, ze tak zdefiniowany problem moze nie mieé¢ rozwiazania, dla zbioréw
nierozdzielnych liniowo.

Korzystajac jednak z twierdzenia Karush-Kuhn-Thuckera [9, 21], mozemy przeksztalcié ten
problem na dualny problem optymalizacyjny, ktory dotyczy wytacznie maksymalizacji czynni-
kéw «;, gdzie czynnikami sa iloczyny skalarne (t;, t;) dla ¢, j = 1, ..., p. Mozliwo$¢ ta jest
najcenniejsza wtasnoscia wartosci technik SVM, pozwala bowiem na wprowadzenie funkcji bazo-
wych (jader)? [21] a nastepnie funkcji K (t;, t;) = (¢r(t:), ¢x(t;)), ktore zastepuja wspomniane
iloczyny skalarne. Zastosowanie wielu funkcji bazowych ¢(t), gdzie ¢ : E™ — P* jest nieliniowa
transformacja, powoduje, ze szukamy rozwiazania w przestrzeni P*, ktorej wymiar jest du-
70 wiekszy niz oryginalny wymiar wzorcow w zbiorze uczacym. Modyfikacja ta powoduje, ze
w przypadkach, gdy zbiory nie sa rozdzielne liniowo w oryginalej przestrzeni, dzieki zastosowa-
niu funkcji bazowych sg rozdzielne w przestrzeni P*.

Pojawia sie jednak pytanie, czy jest mozliwe poszukiwanie rozwiazania w przestrzeni zblizo-
nej do oryginalnej, a nie o wymiarowosci duzo wiekszej? Pytanie to ma uzasadnienie w zwiazku
z oszacowaniem [42] $redniej wartosci prawdopodobienstwa blednej klasyfikacji P(error) uzywa-
jac do ewaluacji metody 1-LEAVE-OUT w zaleznosci od liczby wektoréow wspierajacych:

E [liczba wektoréw wspierajacych]
E [P(error)] = card(T) — 1 (1.33)

Im wieksza wymiarowos¢ przestrzeni P*, tym wiecej punktéw moze byé wektorami wspieraja-
cymi. Z tego powodu jesteSmy zainteresowani zmniejszeniem wymiarowosci przestrzeni P*.

Nie ma jednak gwarancji, ze zbiory muszg by¢ rozdzielne liniowo nawet w przestrzeni P*.
W pracy [8] przedstawiono inna definicje problemu, ktérego rozwiazanie w praktyce oznacza to,

ze dopuszcza sie, aby niektére z wzorcéw uczacych byly zle klasyfikowane.

1.3.6. Inne metody

Przedstawione do tej pory metody optymalizujg zawsze jaka$ funkcje. Inne podejécie zostato
zaproponowane przez Kozinca w pracy [30]. Traktuje on wzorce uczace kazdej z klas jako punkty
w przestrzeni E", ktére wyznaczaja dwie powloki wypukle X; i X,. Poszukiwany wektor a

2kernel functions.



21

obliczany jest na podstawie wyznaczonych dwéch najblizej polozonych wzgledem siebie punktéw,
z ktérych pierwszy nalezy do powloki X za$ drugi do X. Poniewaz, jak pokazano w pracy [20],
algorytm ten w szczegdlnym przypadku staje sie metoda perceptronowa, oznacza to, ze algorytm
ten jest przydatny tylko dla zbioréw rozdzielnych liniowo.

To geometryczne spojrzenie na problem byto inspiracja do podejscia, ktére choé¢ historycznie
starsze od technik SVM, taczy idee Kozinca z wyborem wektoréw wspierajacych. Metode te
przedstawil Jozwik w pracy [25, 26]. Ogdlna idea polega na wyznaczeniu maksymalnie n wek-
torow wspierajacych, pozwalajacych wyznaczy¢ hiperplaszczyzne rozdzielajaca zgodna z defi-
nicjg 1. Niewatpliwa zaleta tej metody sa nastepujace jej wlasnosci. Rozwiazanie poszukiwane
jest w przestrzeni P* = E™1. W przeciwienstwie do metody Ho-Kashyap znane jest oszaco-
wanie gorne maksymalnej liczby krokéw, niezbednych do stwierdzenia, ze zbiory nie sg liniowo
rozdzielne. Nie jest wiec potrzebne niepraktyczne zalozenie, ze zbiory sa rozdzielne.

Wtasnosci kazdej z przedstawionych w tym rozdziele metod nie sg wystarczajace, aby byto
mozliwe bezposrednie zastosowanie ich do konstrukeji hierarchicznego klasyfikatora binarnego.
Biorac pod uwage wtasnosci algorytmu Jézwika, jak rowniez fakt, ze jest to podejscie mato
eksplorowane, zostal on, pomimo swoich wad, wybrany na algorytm bazowy. Jakie wiec sa jego
wady, ktore uniemozliwiaja uzycie go w oryginalnej formie do konstrukcji klasyfikatora odcin-

kowo-liniowego?
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Rozdziat 2
Algorytm bazowy i jego wtasnosci

Wsréd wszystkich przedstawionych w rozdziale pierwszym metod rozdzielania dwéch zbioréw na
uwage zastuguje algorytm Jézwika [25], ktory stal sie podstawa prowadzonych badan i w dalszych
czeSciach pracy nazywany bedzie algorytmem LS2S (the algorithm of Linear Separability of two
Sets). Jest on interesujacy z nastepujacych powodéw. Przede wszystkich nie wymaga informacji
a priori, czy zbiory sa rozdzielne liniowo.

Po drugie jest to algorytm addytywny. Wyznaczone przez algorytm rozwiazanie a, ktére
zapewnia rozdzielno$é¢ elementéw zbioru uczacego T, moze by¢ punktem startowym ponownego
uruchomienia algorytmu dla zbioru T* DT, przyspieszajac tym samym uzyskanie rozwiazania
dla zbioru uczacego T™*.

W przypadku, gdy zbiory sa rozdzielne liniowo, analiza algorytmu pozwala stwierdzié, ze
kolejne, otrzymane na tym samym poziomie rekurencyjnych wywolan algorytmu, rozwiaza-
nia ayg, a1, ..., a;, potraktowane kolejno jako regula decyzyjna projektowanego klasyfikato-
ra, gwarantuja, ze klasyfikator ten poprawnie klasyfikuje elementy odpowiednich podzbioréw
Ty, T4, ..., T; zbioru uczacego 1. Podzbiory te sa w nastepujacej relacji wzgledem siebie:
To D Ty D T; O T. Innymi stowy, rozwiazania te zapewniaja poprawna klasyfikacje coraz wiekszej
liczby elementéw zbioru uczgcego. Cecha ta pozwala na biezaco, podczas dzialania implemen-
tacji tego algorytmu, okresli¢ maksymalng liczbe krokéw, ktére nalezy jeszcze wykonaé w celu
otrzymania rozwiazania poprawnie klasyfikujacego caly zbiér uczacy T

Dodatkowo, przedstawiony w pracy [27] dowdd poprawnosci tego algorytmu, pozwala uniknaé
spekulacji, ze algorytm dziala poprawnie dla waskiej grupy zbioréw uczacych o pewnych okreslo-
nych cechach. Przyjete w rozprawie ograniczenie ilustrowania wtasnosci wszystkich przedstawia-
nych algorytméw dla obiektéw opisanych dwoma cechami, wynika tylko i wylacznie z potrzeby
podania przejrzystych przyktadéw i moze byé swobodnie uogélnione dla obiektéw opisanych
przez n cech.

W przypadku, gdy zbiory sa rozdzielne liniowo, istnieje nieskoniczenie wiele hiperptaszczyzn
rozdzielajacych. Liczba mozliwych rozwiazan uzyskanych po uruchomieniu algorytmu LS2S jest
ograniczona do tych, ktére opisuja hiperptaszczyzny rozpiete na elementach zawartych w rozdzie-
lanych zbiorach. Z jednej strony stanowi to ogromna zalete, z drugiej jednak strony — pomimo
ograniczenia liczby mozliwych rozwiazan — prowadzi¢ to moze do opisanej ponizej niekorzystej
sytuacji.

Gloéwna wada algorytmu LS2S jest to, ze zwracane rozwigzanie nie musi zapewniaé Scistej

rozdzielnosci zbioréw, cho¢ jest mozliwe uzyskanie takiego rozwiagzania. Oznacza to, ze skonczona
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liczba elementéw zbioru uczacego nie bedzie poprawnie klasyfikowana — maksymalnie 5 dla
obiektoéw reprezentowanych przez n-wymiarowy wektor cech.

Poniewaz w rozprawie kluczowym elementem jest okreslenie algorytmu $cistej rozdzielnosci
dwoch zbioréw z zachowaniem wszystkich zalet opisanego powyzej algorytmu i usunieciu jego
wad, ponizej przedstawiono algorytm LS2S wraz z przyktadem ilustrujacym wymienione powyzej
cechy. W przedstawionych ponizej przyktadach zaktadamy, ze rozdzielane zbiory X7, X5 sktadaja
sie z przedstawionych na rysunku 2.1 punktéw nalezacych do plaszczyzny.

Ay
X, = {$17w27w37w4}
W f Xy = {z5, 6, 7, 8}
@ | . @ r1=[-7,1]  x9=[-4,3]
@ @ | > r3=[=3,-3] w4=[2,1]
z5=[3, 5] z6=[5,2]
° z7=[9, 3] zg=[11, —1]

Rysunek 2.1: Rozdzielane zbiory X7 i Xo

2.1. Algorytm badania rozdzielnosci liniowej — LS2S

W rozdziale pierwszym do zapisu warunkéw (1.1), dotyczacych definicji rozdzielnosci dwéch
zbioréw X i X, w postaci jednego warunku, stosowano przeksztalcenie (1.8). W zwiazku z tym,
ze jest to przeksztalcenie wykorzystywane w algorytmie LS2S, przytoczmy je jeszcze raz:

t:f(:B), reX=X1UXo

(X1, 29, ... Ty, 1] edy © € X

f(x) = { [—z1, —9, - — zn, —1] gdy x € X, 2

Nalezy zwrdéci¢ uwage, ze choé po zastosowaniu tej transformacji mamy do czynienia tylko z
jednym zbiorem 7', nie oznacza to utraty informacji o przynaleznoéci kazdego z jego elementow
do jednej z dwdéch klas. Pierwotna przynalezno$é do zbioru X lub Xs moze by¢ tatwo uzyskana
na podstawie wartosci (n+1)-ej skladowej kazdego wektora t€T.

Po zastosowaniu przeksztalcenia (2.1) warunki (1.1) réwnowazne sa:
(a,t) >0, teT={xcX1UXy: f(x)} (2.2)

gdzie (., .) oznacza iloczyn skalarny.

Warunek (2.2) ma nastepujaca interpretacje geometryczna. Wektor a w przestrzeni E"*! jest
wektorem normalnym do hiperplaszczyzny H przechodzacej przez punkt O=(0,...,0) € E"tL,
takiej ze wszystkie punkty odpowiadajace klasyfikowanym obiektom, po przeksztalceniu (2.1)
znajduja sie w tej samej czedci przestrzeni E"t! — powstalej w wyniku podziatu przestrzeni
E"*+! przez hiperplaszczyzne H.
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Informacje te sa wystarczajace, by moc przytoczy¢ algorytm LS2S przedstawiony w pracy
[26]. W przedstawionym algorytmie zachowano zgodno$¢ merytoryczna z algorytmem orygi-
nalnym, cho¢ wprowadzono drobne modyfikacje, ktére czynia algorytm czytelniejszym. I tak,
algorytm wymaga podania dwéch parametréw wejsciowych:

o T;, — lista punktéw, ktére maja by¢ rozdzielone,

e K, — zbior punktéw, przez ktére ma przechodzi¢ hiperplaszyzna rozdzielajaca.

Na starcie algorytmu p=0. Wszystkie punkty nalezace do zbioru uczacego maja by¢ rozdzie-
lone, a wiec To={f(xz)e E"*1: € X; U Xo€ E"}. Wobec faktu, e nie sa znane zadne punkty,
przez ktére ma przechodzié hiperplaszczyzna rozdzielajaca, drugi parametr przyjmuje warto$é
Ky=0.

W oryginalnej wersji algorytmu drugi parametr okredlal przestrzen, w ktérej poszukiwane
jest rozwiazanie, i warto$é poczatkowa tego parametru byla réwna Sy=E"t!. Aby zachowaé
zgodnos¢ z oryginatem dodano, jako pierwszy krok algorytmu, krok wyznaczajacy ta przestrzen.

Jako wynik wykonania algorytmu zwracane sa dwa parametry: informacja o rozdzielnoéci
zbioréw, gdy flag=—1 zbiory sg nierozdzielne liniowo, gdy flag=1 zbiory sg rozdzielne. W przy-
padku, gdy zbiory sa rozdzielne liniowo drugi zwracany parametr okresla wektor normalny do
hiperptaszczyzny rozdzielajacej.

W przytaczanym algorytmie zmodyfikujemy punkt drugi algorytmu, tak, aby sprecyzowaé
wybor wektora ze zbioru T),. Jest to jedyny krok, ktérego odpowiednie ,,dodefiniowanie” umozli-
wia pokazanie, ze tylko i wylacznie od tego kroku i uporzadkowania zbioru Ty zalezy otrzymane
rozwigzanie w przypadku, gdy zbiory sa rozdzielne liniowo.

Litera p uzywana w nazwach parametréw i sposobie numerowania krokéw algorytmu moze
by¢ pominieta, ale ze wzgledu na fakt, ze jest to algorytm rekursywny, umozliwia zorientowanie
sie o poziomie zaglebien rekurencyjnych wywotan w kazdym kroku algorytmu — wartosé p okre-
la aktualny poziom. Dodatkowo warto$¢ wyrazenia n—p informuje, ile jeszcze rekurencyjnych
wywotan w gltab moze by¢ wykonanych.

Nagltowek algorytmu LS2S: (a, flag) < LS25(T),, K,)
Algorytm LS2S:

p.l1 S,=E"*In Kpl — przestrzen, w ktérej poszukiwane jest rozwiazanie;

p.2 a — dowolny niezerowy i ortogonalny rzut wektora z listy 7}, na podprzestrzen S, jesli
taki rzut istnieje. W przypadku, gdy istniejq rzuty kilku wektoréw z listy T, o podanych
wlasnosciach, wybieramy rzut pierwszego wektora o takich wlasno$ciach znajdujgcego sie
na liscie Tj ;

p.3 jesli w T, nie istnieje zaden wektor, ktérego ortogonalny rzut na podprzestrzen S, bylby
niezerowy, to przyjmij flag = —1 1 idz do p.15;
p4d ZLE,={t €T, : (a,t) < 0} — lista niepoprawnie rozdzielonych punktéw;

p.5 jesli card(ZLE,) > Carinp) woéwezas zmien kierunek wektora a na przeciwny (a «— —a)

i wyznacz ponownie liste niepoprawnie rozdzielonych punktéw tzn.:

ZLE,={te€T,: (a,t) <0}
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p.6 jedli ZLE, = 0, to ustaw flag = 11 idZ do kroku p.15 — wszystkie punkty znajdujace si¢
na liscie T}, zostaly rozdzielone poprawnie;

p.7 jedli p=n i ZLE,#0,ustaw flag = —1 i idz do kroku p.14, — nie jest mozliwe okreslenie

hiperptaszczyzny rozdzielajacej;

p.8 Tpt1 =1,\ ZLE);

p.9 b — w oryginale: dowolny wektor z listy ZLFE, — tu: pierwszy wektor z listy ZLE);
p.10 K, = K, U {b};
p.11 wywolaj rekurencyjnie algorytm: (a, flag) « LS2S (Tpy1, Kpt1):
p-12 jesli flag = —1, to idZ do kroku p.15;
p.13 ZLE,={t € ZLE, : (a,t) < 0};
p.14 jesli ZLE, # 0, to idZ do kroku p.8;

p-15 jesli flag=—1, to zbiory nie sa liniowo rozdzielne; jesli natomiast flag=1 1 p=0 wow-
czas zbiory sg liniowo rozdzielne, a wektor a jest poszukiwanym wektorem normalnym do

hiperptaszczyzny rozdzielajacej. Zwrdé parametr flag i wektor a.

2.2. Przyktady ilustrujgce wtasnosci algorytmu LS2S

Ponizej przedstawiono dwa przyktady, ktére ilustruja wymienione wlasnosci algorytmu bazowe-
go LS2S. Pierwszy przyktad jest dokladnym zapisem wszystkich wykonywanych krokéw podczas
uruchomienia algorytmu LS2S dla listy uporzadkowanej w nastepujacy sposéb:

To={t1,t2, t3,ts, t5, t6, t7, ts }={ f (x1), f(x2), f(x3), f(x4), f(5), f(6), f(7), f(8)}

Oznacza to, ze algorytm uruchomiony zostal w nastepujacy sposéb: LS2S(Tp, () a rozwiaza-
nie jest poszukiwane w przestrzeni E3. W kroku p.2 algorytmu w celu wyznaczenia wektora
a, wyznaczajacego jednoznacznie hiperptaszczyzne rozdzielajaca, wykorzystano ortogonalizacje
Grama-Schmidta. Przyklad ten jest cenny, poniewaz pomimo swojej prostoty (w sensie lacznej
liczby krokéw) ilustruje rekursywna nature algorytmu. Jednocze$nie potwierdza sens wprowa-
dzonego sposobu numerowania krokow algorytmu — co pozwala na szybkie zidentyfikowanie
aktualnej gtebokosci wywotan rekursywnych.

0.1 Sy=E3

0.2 a=t

0.3 warunek niespetniony
0.4 ZLEy = {t4}

0.5 warunek niespelniony

0.6 warunek niespetniony



0.7 warunek niespelniony
0.8 Th = {t1,ta,ts3,t5,ts,t7,t3}
09 b=ty
0.10 Ky =0U {4} = {t4}
0.11 wykonaj algorytm (a, flag) < LS2S (11, K1)

1.1 5 = E3N {124}l

1.2 a=1t; — —gj:iig ty =3

1.3 warunek niespetniony
1.4 ZLE, = {t5}
1.5 warunek niespetniony
1.6 warunek niespelniony
1.7 warunek niespetniony
1.8 Ty = {t1,to,ts,t¢, t7,ts}
1.9 b=t;
1.10 Ko = Ky U{ts} = {t4,t5}
1.11 wykonaj algorytm (a, flag) < LS2S (Zs, K>)
2.1 Sy = E3 N {ty, t5}+

4
L b)), b)) 6
22 a=ti—gagti— P =1 !
7
1
gdzie p = t5 — L3ty = | -3
1

2.3 warunek niespelniony
2.4 ZLEy =)
2.5 warunek niespelniony
2.6 warunek spelniony
2.15 warunek niespetniony
1.12 warunek niespelniony
1.13 ZLE, =0
1.14 warunek niespelniony

1.15 warunek niespelniony
0.12 warunek niespetniony

0.13 ZLEy =0
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0.14 warunek niespetniony

0.15 warunek spelniony i wektor a jednoznacznie okresla poszukiwane rozwiazanie.

Zwrbéémy uwage, ze z jednej strony otrzymane rozwigzanie a jest, w przestrzeni E3, wek-
torem normalnym do ptaszczyzny rozdzielajacej punkty z listy Ty otrzymane po zastosowaniu
transformacji (2.1). Plaszczyzna ta przechodzi przez srodek ukladu wspélrzednych O=(0,0,0).
7 drugiej za$ wektor a okresla prosta rozdzielajaca punkty ze zbioréw X, Xo w przestrzeni
oryginalnej.

Drugi przyklad przedstawiono w postaci schematu, ilustrujac ponownie rekursywna nature
algorytmu (rysunek 2.3). Dla kazdego wywolania algorytmu zaprezentowano na schemacie para-
metry z jakimi zostal on wywolany. Kazde z posrednich rozwigzan przedstawiono w przestrzeni
oryginalnej. Schematyczne ujecie wykonania algorytmu, pozwala na jego ogarniecie jako calosci,
poniewaz miesci sie na jednej stronie. Przyklad ten ilustruje, ze w przypadku zbioréw rozdziel-
nych liniowo, kolejne otrzymane podczas dziatania algorytmu — w obrebie jednego wywotania
— rozwiazania, zapewniaja prawidlowe rozdzielenie coraz wigkszej liczby punktéw ze zbioru
uczacego.

W obu przedstawionych przyktadach wyznaczona przez algorytm prosta rozdzielajaca prze-
chodzi przez punkty x4 i x;5. Klasyfikator wykorzystujacy te prosta umozliwialby poprawna
klasyfikacje pozostatych punktéow nalezacych do zbioru uczacego. Nie bytoby jednak mozliwe
poprawne klasyfikowanie obu punktéw x4 i @s.

Te proste przyktady ilustruja wspomniang juz wade algorytmu LS2S. Cho¢ jest mozliwe wy-
znaczenie rozwiazania rozpietego na punktach nalezacych do jednej klasy, algorytm nie zapewnia,
ze takie rozwigzanie zostanie zwrocone jako wynik wykonania algorytm. Wszystkie mozliwe dla

podanego przykladu rozwiazania przedstawiono na rysunku 2.2.

III
2 4 6
o i
;
® \H
| | N\

I

Rysunek 2.2: Mozliwe rozwigzania zwracane przez oryginalny algorytm LS2S

Od czego wiec zalezy, ktére rozwiazanie wsrod wszystkich mozliwych otrzymamy jako wynik
wykonania algorytmu? Zalezy to od dwoch czynnikéw. Pierwszym jest sposob, w jaki ,,dookre-
$limy” na potrzeby maszynowej implementacji krok p.2 algorytmu LS2S. Drugim jest okreslenie
sposobu wybierania jednego punktu z wszystkich niepoprawnie rozdzielonych punktéw w kroku
p.8. Z tego wlasnie powodu w definicji algorytmu parametry 7}, i ZLE, sa listami a nie zbiora-
mi, a wszystko to po to, aby wybér niepoprawnie rozdzielonego punktu moégl by¢ jednoznacznie
okreslony.
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Dla przyjetej definicji kroku p.2 nie jest mozliwe otrzymanie rozwiazania (III), natomiast
rozwiazanie (II) uzyskamy dla nastepujacego uporzadkowania:

To = {f(3), f(w2), f(x1), f(@4), f(25), f(26), f(27), f(8)} -

Naturalnym wydaje si¢ wiec zadanie nastepujacego pytania. Czy jest mozliwe zaproponowa-
nie algorytmu rozdzielajacego dwa zbiory, ktory bedzie charakteryzowal sie wszystkimi zaletami
przedstawionego algorytmu LS2S, z jednoczesnym usunieciem jego, niewygodnej z punktu wi-

dzenia zastosowan, wady?
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Kierunek zagniezdzaniakolejnych wywotan rekurencyjnych algorytmu .

v

»
Punkty w przestrzeni oryginalnej:
@ punkty rozdzielane nalezace do klasy 1

[[] punkty rozdzielane nalezace do klasy 2

y

Tttty )

Ky, ={t;, t,}

A

i

g -
,ZDD
72
/
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&

a=[-4,1,7]

To={ts ty ty ty ty ty te t} K %] @ @ punkt dotaczany do zbioru K,
A od punkty znajdujace sie w zbiorze Kp
[5]
P poziom zagmezdzema
@ 7 wywotan rekursywnych algorytmu
T "
® 3 ¢
>
— :
— @
® T~ Tty ta thty to &3 Ky ={t5}
' ' ) ' A
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Rysunek 2.3: LS2S dla uporzadkowania: {xs, x2, s, x1, T3, T4, Tg, T7}




Rozdziat 3

Algorytmy rozdzielajgce z przeswitem ¢

W rozdziale tym uwage skupimy na algorytmach umozliwiajacych rozdzielenie dwoch zbiorow
z prze$witem, jesli jest to mozliwe, co zapewnialoby pozbycie sie przedstawionej w poprzednim
rozdziale wady algorytmu bazowego.

Z punktu widzenia nadrzednego celu pracy, jakim jest konstrukcja klasyfikatora odcinkowo-li-
niowego, niezbednym krokiem bylo okreslenie algorytmu rozdzielajacego zbiory z maksymalnym
przeswitem. W poczatkowej fazie prac korzystnym wydawalo sig, podzielenie pracy, zwiazanej
z tym zagadnieniem, na dwa etapy. Pierwszy, obejmowaé¢ mial definicje algorytmu badajacego
rozdzielnos¢ dwoch zbioréw z okreslona wartoscia przeswitu €. Do$wiadczenie zebrane w tym
etapie mialo postuzyé¢, do okreslenia algorytmu badajacego rozdzielno$é dwéch zbiorow z maksy-
malnym prze$witem. Kolejnos¢ prac wynikala z przeswiadczenia, ze drugi etap wydawat sie duzo
trudniejszy, ze wzgledu na element ,optymalizacji” szerokoéci przeswitu . Tymczasem whrew
intuicji, okazalo sie, ze etap pierwszy doprowadzil autorke do zaskakujacych konkluzji. Podczas
realizacji etapu drugiego, okazalo sie, ze wykorzystanie pewnej informacji powoduje, ze przesta-
jemy mie¢ do czynienia z zagadnieniem optymalizacyjnym, gdyz w efekcie mamy do czynienia
z podaniem warunkéw istnienia (i wyznaczeniem) jedynego, niezerowego rozwiazania na maksy-
malna wielko$¢ przeswitu e.

Rozdzial konczy podanie definicji algorytmu SLS2S (the algorithm of Strict and mazimum
Linear Separability of two Sets), ktéry umozliwia rozdzielenie dwéch zbioréw, jesli jest to moz-
liwe, w optymalny sposéb, czyli z maksymalnym przeswitem. Podobnie jak w rozdziale drugim
podano réwniez przyktady wykonania przedstawionego algorytmu ilustrujac réznice miedzy al-
gorytmem SLS2S w stosunku do przedstawionego w rozdziale 2 — LS2S.

W przypadku algorytméw rozdzielania dwéch zbioréw z prze$witem i z maksymalnym prze-
Switem warunki opisujace pare hiperplaszczyzn (1.5 i 1.6) mozemy zapisa¢ w postaci jednej

nieréwnosci po zastosowaniu ponizszej transformacji:
y:f*(a:), re X =X1UXy
(@) [x1,x9,...2p,0,1] gdzie x € X (3.1)
€r) =
[—z1, —x9, -+ — xp, —1,—1] gdzie x € Xy
Odpowiednikiem wspomnianych warunkow sa wéwczas:
(@*y) >0 yeY ={xeXUXy: f*(x)} (3.2)

gdzie (., .) oznacza iloczyn skalarny, za$ a* = [a1,as,...an, €, ane] € E"? i jest to wektor

o nastepujacej wlasnosci: > 1 ; (a;‘)zz 1.
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Podkreslmy, ze rozwiazania a* poszukujemy woéwczas w przestrzeni E™?2, a nie w przestrze-
ni E” i pozwala ono w jednoznaczny sposob okresli¢ hiperptaszczyzny rozdzielajace hy i ho

w przestrzeni oryginalnej.

3.1. Algorytm rozdzielania zbioréw z przeswitem ¢

Przeksztalcenie (3.2) umozliwia sprowadzenie zagadnienia znajdowania rozwiagzania a* do zna-
lezienia tego rozwigzania przy pomocy zmodyfikowanej wersji algorytmu LS2S z uwzglednieniem
dodatkowego warunku dotyczacym wartosci (n+1)-wszej skladowej tego wektora.

Okreslajac algorytm rozdzielania zbioréw z przeswitem, ktéry ma mieé¢ wszystkie zalety algo-
rytmu LS2S wlacznie ze struktura, nalezy zadbaé o to, by wszystkie kroki tego algorytmu byly
mozliwe do wykonania. Newralgicznym jest odpowiednik kroku p.2 algorytmu LS2S. Pojawia
sie bowiem pytanie: jakie wlasnosci musza spetnia¢ punkty nalezace do rozdzielanych zbioréw
X1 i Xy, aby bylo mozliwe wyliczenie wektora a*, ktérego (n+1)-wsza skladowa jest réwna &7
Odpowiedz na to pytanie niestety nie jest prosta. Stwierdzenie: ,,Punkty powinny by¢ oddalone
od siebie w przestrzeni oryginalnej o co najmniej €,” jest tylko pozornie prawdziwe. Fatszywosé
tej tezy zilustrowano na rysunku 3.1, gdzie wszystkie punkty oddalone sa od siebie o wiecej niz

€y, ale nie oznacza to, ze zbiory sa rozdzielne z e=¢,.

—_—
—

e
%

Rysunek 3.1: Pozorna zaleznosé odlegtosci miedzy punktami a szerokoscia przeswitu

%
I

7 drugiej strony, wykorzystanie algorytmu LS2S z dodatkowym ograniczeniem, oznacza ze
pozostaje w mocy teoretyczna podstawa tego algorytmu [25] zapisana w postaci nastepujacego

twierdzenia.

Twierdzenie 1
Zalozimy, ze istnieje rozwigzanie dla p punktow znajdujgcych sie na liscie Y, tzn.:

Vigi<p (@7 y5) >0

Wyznaczone do tej pory rozwigzanie rozdziela (i—1) pierwszych punktéw (i < p), tzn:
Vigj<i <a(i_1),’yj> >0

Wektory a1V i @* nie sq wspolliniowe. Rozwigzanie a'™Y choé¢ rozdziela prawidlowo (i—1)
pierwszych punktow, to nie zapewnia rozdzielnosci dla i-tego punktu, tzn:

<a(i’1),yi> <0
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Wowczas istnieje rozwigzanie zapewniajgce rozdzielnosé prerwszych i punktow:

<a(i_1),y@-> a** — (a™,y;) ali-D

(@) —
a <a(i—1) _ a**’yi>

Twierdzenie 1 uzasadnia umieszczenie punktu zle sklasyfikowanego w zbiorze punktéw, przez
ktore ma przechodzi¢ odpowiednia hipertaszczyzna rozdzielajaca, gdyz <a(i), yj> = 0.

Zalézmy, ze mozliwe jest, aby kazde posrednie rozwiazanie a(*1) oraz nieznane, ale istniejace
rozwiazanie a** dla listy Y, miato wtasnos¢ wynikajaca z narzuconych ograniczen, czyli aby ich

sktadowa (n+1) byla réwna e. Wéwczas przyjmujac nastepujace oznaczenia:

(1) . ok
5 <a 7yz> N —(a™,y;) (3.3)
<a(i71) — a**, yi>’ <a(i71) — a**, yi> ’

istniejace wedlug twierdzenia 1 rozwigzanie a?, réwne jest:

O] pa ] [
a(z) = ag) =4 a;;* + v aﬁfﬁl) (34)
o § o
_agg ] UG L Ont2 |

Po znormalizowaniu wzgledem pierwszych n sktadowych:

d
gdzie: n ) n )
2 =3 (O = 30 (i +al Y
Jj=1 j=1
:jzl <52 (a**)2 + 72 (a;ifl)) ) + 20y Za;*aéz 1)

uwzgledniajac:
(1) Z (a}**) = Z (ag-z_ )) =1 normalizacja n pierwszych sktadowych;
j=1 j=1
(2) —1<3i, a**a(Z D1 wektory a1 i @* nie sa wspétiniowe;

otrzymane rozwiazanie zapewnia rozdzielnos$¢ z wieksza, cho¢ nie znang wartoscia niz zaktadane

na poczatku e: ;
d(i):a() s a9 —6+’Y6>5
d e d

Ten zaskakujacy wniosek stal sie powodem przystapienia od razu do etapu drugiego, bez
podania algorytmu znajdujacego wektor a* ktéry jednoznacznie okresla dwie hiperplaszczyzny

rozdzielajace odlegte od siebie o konkretna, zadana wartos¢ e.
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3.2. Algorytm rozdzielania zbioréw z maksymalnym przeswitem ¢

3.2.1. Idea algorytmu

Oryginalny algorytm rekursywny [25, 27| rozpina hiperplaszczyzne rozdzielajaca na wybranych,
zle sklasyfikowanych punktach ze zbioréw rozdzielanych. Aby jednoznacznie wyznaczy¢ hiper-
plaszczyzne rozdzielajacg w przestrzeni E” wymagane jest podanie n punktow, ktore rozpinaja
podprzestrzen E™ . Tymczasem w przypadku wyznaczania dwéch réwnolegltych i maksymalnie
od siebie oddalonych hiperptaszczyzn hy i he sytuacja wyglada zupelnie inaczej.

Spostrzezeniem bedacym podstawsa algorytmu jest fakt, ze do wyznaczenia hiperptaszczyzn
h1 i he wystarczy, aby znane byly przynajmniej dwa punkty: jeden, przez ktéry przechodzi hi-
perplaszczyzna hy i drugi, przez ktéry przechodzi hiperptaszczyzna ho. Poniewaz z zalozenia hy
i he maja by¢ maksymalnie oddalone i nie pokrywajace sie, implikuje to ich réwnolegltosé. Wspo-
mniane za$ punkty rozpinaja w sposob jednoznaczny te hiperplaszczyzny. Taka pare punktéw,
w dalszych rozwazaniach, bedziemy traktowaé jako minimalng liste rozpinajgcg. W przypadku
tak okreslonej minimalnej listy punktow rozpinajacych, prosta laczaca te dwa punkty wyznacza
kierunek normalny obu hiperplaszczyn hy i hy. Ilustruja to przyklady w przestrzeni E® — rysu-
nek 3.2a) trzy punkty na liScie rozpinajacej; 3.2b) minimalna, dwupunktowa lista rozpinajaca.

Rysunek 3.2: Jednoznaczno$é¢ ,rozpinanych” hiperptaszczyzn hy i ho

W przedstawianym ponizej algorytmie SLS2S, sprawdzane jest, czy lista rozpinajaca jest
przynajmnniej lista minimalna (kroki p.2 i p.3). Jesli nie, dolaczane sa dowolne punkty, tak
aby na liscie ,rozpinajacych” punktow znajdowal sie przynajmniej jeden punkt z kazdej klasy.
Zapewnia to, ze istnieje tylko jedna para hiperptaszczyzn h; i hs, ktére sa maksymalnie od siebie
oddalone. W przeciwienstwie do technik SVM [32], proponowany algorytm wyznacza odpowiedni
wektor a i wspétezynnik e, przy spetnieniu dodatkowego warunku Y7 ; a? = 1. W technikach
SVM ustalana jest wartos¢ e=1 a jako rozwiazania poszukuje sie wektora a o minimalnej

dtugosci.
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3.2.2. Algorytm SLS2S

Przedstawiony ponizej algorytm SLS2S jest algorytmem, ktory zachowuje wszystkie pozytywne
cechy posiadane przez LS2S z jednoczesnym usunieciem jego wady, o ktérej mowa byta w roz-
dziale 2. Zachowano w miare mozliwosci podobng strukture zapisu algorytmu. W dodatku A
przedstawiono formalny dow6d wykonalnosci kroku p.4 algorytmu SLS2S.

Algorytm SLS2S ma nastepujace parametry wejsciowe:

e Y, — lista rozdzielanych punktow,
° KI(,I) — lista punktéw, przez ktére ma przechodzié¢ hiperplaszczyzna hq,
° Kz()2) — lista punktoéw, przez ktére ma przechodzi¢ hiperptaszczyzna ho
i dwa parametry wyjsciowe:
e flag — warto$é¢ 1 oznacza, ze zbiory sa liniowo rozdzielne; warto$é¢ -1 oznacza, ze zbiory
nie sa rozdzielne,

e a" — rozwigzanie definiujace Scista i maksymalng rozdzielnosé zbioréow; wartos¢ parametru

(wektora) ma sens, gdy flag = 1.

Lista rozpinajaca, bedaca odpowiednikiem zbioru K, w algorytmie LS2S, zostata podzielona
na dwie listy KI(;l) i K}()z)’ aby zwiekszy¢ czytelno$é algorytmu i podanych w dalszej czesci
przyktadow. Na starcie algorytmu p = 0. Wszystkie punkty, ktére nalezy rozdzieli¢, tworza
liste Yp:

Yo={f*(x)e E"*?: e X1 UX,€E"}.

Nieznane sa punkty rozpinajace hiperplaszczyzny rozdzielajace, wiec Kél):(a i K((]z):(b.
Dodatkowo, by zwiekszyé¢ czytelno$é algorytmu poprzez zmniejszenie liczby niezbednych kro-
kéw, zdefiniowano nastepujaca funkcje:

class(y) = {

1 gdy (n+2) skladowa wektora y jest réwna 1 (3.5)
2 gdy (n+2) skladowa wektora y jest réowna —1 '

Pozwala ona w sposéb zwarty zapisaé kroki od p.10 do p.12 algorytmu.

Parametr p w numeracji krokéw algorytmu jest wprowadzony tylko i wytacznie z punktu
widzenia czytelnosci algorytmu. Z jednej strony oznacza on poziom rekurencyjnych wywotan al-
gorytmu w glab, z drugiej méwi o liczbie elementéw zawartych na lidcie rozpinajacej KI(,l) UKI(,2).

Nagléwek algorytmu SLS2S: (a*, flag) — SLS2S(Y,, KV, K?)
Algorytm SLS2S:

p.1 K= tzn. startowa, minimalna lista ,rozpinajaca’;

p.2 jesli card (KI(,D) =0,
wowczas K = {pierwszy y€Y,, dla ktérego class(y)=1};

p.3 jesli card (KI(QQ)) =0,
woéwezas K = K U {pierwszy y€Y), dla ktérego class(y)=2};

p.4 a* — wektor w przestrzeni E™2 prostopadly do kazdego wektora z listy ,rozpinajacej”
KU Klgl) U K}f) z maksymalng wartoécig sktadnika e;



36

p.5 ZLE,={y €Y, : (a*,y) < 0}, tzn. lista zle rozdzielonych punktéw;
p.6 jedli afy =0 (tzn. €=0) i card(ZLE)) > %(Yp) woéwcezas zmien kierunek wektora a na

przeciwny (a < —a) i wyznacz ponownie liste niepoprawnie rozdzielonych punktéw, tzn.:

ZLE,={y €Y, : (a*,y) <0}

p.7 jesli ZLE, = (), ustaw flag=111idz do kroku p.18, tzn. wszystkie punkty zostaly poprawnie

rozdzielone;

p.8 jesli p=n+11i ZLE,#(), ustaw flag=—111idz do kroku p.18, tzn. zbiory nie sa rozdzielne

liniowo;
P9 Y11 =Y, \ ZLE);
p.10 b — pierwszy wektor z listy ZLE,;
p.11 ¢ = class (b);

p.12 jesli card (KI(;C)> < n, dodaj do odpowiedniego fragmentu listy rozpinajacej

c c 3—c 3—c
K, = KU (b}, K87 = K0

p.13 jesli card (KI(,C)> = n, ustaw flag=—11idz do kroku p.18, tzn. zbiory nie sg rozdzielne

liniowo;
p.14 wywolaj rekurencyjnie algorytm (a*, flag) < SLS2S (YP+1’KI(;217 K;()i)ﬂ;
p.15 jesli flag = —1, idZ do kroku p.18;
p.16 ZLE,={y € ZLE,: (a*,y) < 0};
p.17 jesli ZLE,#(), idz do kroku p.9;

p.18 jesli flag = —1, zbiory nie sg rozdzielne liniowo; w przeciwnym wypadku i dodatkowo, jesli
p=0, to zbiory sg rozdzielne liniowo a wektor a* jest szukanym rozwiazaniem umozliwia-
jacym okreslenie hiperplaszczyzn rozdzielajacych hq i ho w sposob $cisty i maksymalny.

Zwroc parametr flag i wektor a*.

Teoretyczne wlasnosci algorytmu SLS2S sa identyczne jak przedstawione w pracy [27] wlas-
noéci algorytmu LS2S. Oznacza to, ze pesymistyczna zlozonoéé algorytmu SLS2S to O(m™)
(m=card(X; U X)), za$ maksymalna liczba krokéw, aby stwierdzi¢, ze zbiory nie sa rozdzielne
m—Pn)

liniowo, wynosi (/)]

3.2.3. Przyktady ilustrujace wtasnosci algorytmu SLS2S

Ponizej przedstawimy dwa przyktady, ktére ilustruja podstawowe wilasnosci algorytmu SLS2S.
Istotne jest to, ze kazde z rekurencyjnych wywotan — tak jak algorytm LS2S — ma znalezé
(jesli to mozliwe) rozwiazanie dla listy dobrze rozdzielonych punktéw, przy dodanym do listy

rozpinajacej jednym punkcie, dotychczas zle rozdzielonym.
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Jedli lista rozpinajaca Klgl)UK1§2) nie zawiera minimalnej listy rozpinajacej, zostaje ona uzu-
pelniona przez punkt g; i (lub) go, gdzie g; jest pierwszym wektorem z listy Yy, dla ktérego
class(y;) = 1.

Pierwszy z przykltadéw, przedstawiony krok po kroku zgodnie z definicja algorytmu, dotyczy
zbioru punktéw znajdujacych sie na rysunku 2.1. Przy czym lista punktow, ktére maja zostaé

rozdzielone jest nastepujaca (zgodnie z przeksztalceniem (3.1)):

Yo = {4, Y5, Y2. Y3. Y1, Y6, Y7, Ys }
= {f*(x4), [*(x5), [*(22), [*(23), [*(21), [*(26), [*(27), [*(28)}

Algorytm SLS2S uruchamiany jest z nastepujaca lista parametréw: SLS2S(Yy, 0, ().
0.1 K=0
0.2 warunek spelniony K = {y4}
0.3 warunek spelniony K = K U {ys} = {y4,ys5}

0.4 nalezy wyznaczy¢ jedyne rozwiazanie ponizszego uktadu réwnan:

(a*,xg) = 0 200 +as+a = 0

(a*,xz5) = 0 —3a; —bag—e—a = 0

af+ad = 1 af+a; = 1
1T 1T

max () max(e)

Wyznaczajac z pierwszego rownania «, z drugiego a; po podstawieniu do trzeciego réw-
nania otrzymamy:
1702 + 8cay +e2—1=0

Potraktujmy rownanie jako réwnanie kwadratowe, gdzie € pelni role parametru, wowczas:

Ag, = —4¢* + 68

Spelniajac trzecie réwnanie powyzszego uktadu, przyjmujemy najwicksza z mozliwych do
przyjecia wartosci € = +/17. W konsekwencji otrzymujemy jedyne mozliwe rozwiazanie

przechodzace przez punkty x4, x5:

-1

. VIT| -4
a’ = ——

17 | 17

6

0.5 ZLEy = {y2, Y6, Y7, Ys}

0.6 warunek niespetniony
0.7 warunek niespetniony

0.8 warunek niespetniony

09 Y1 ={ys,95 ¥3, Y1}
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0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

warunek spetniony, Kfl) = {y2}, KP) — KéQ) — 0

warunek niespelniony

wykonaj algorytm (a*, flag) «— SLSQS(Yl,Kfl),Kfz))

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12

1.13
1.14

K=10

warunek niespelniony

warunek spelniony K = {ys}
(a*,x3) 0
G Ty s e
af + oh 1
max(e)

ZLEy = {y4}

warunek niespelniony

warunek niespelniony

warunek niespelniony

Yo ={ys,y3,y1}

b=y,

c=1;

warunek spetniony, K2(1) = Kfl) U{ys} = {y2,ys},
EY =Kk =

warunek niespelniony

wykonaj algorytm (a*, flag) «— SLS2S(Y2,K§1),K§2))
21 K=19

2.2 warunek niespelniony

2.3 warunek spelniony K = {ys}

2.4
(a*,x2) 0
(a*,xz4) = O
(a*,z5) = 0 = a*=Y
a? + a3 1
max(e)
2.5 ZLE, =0

2.6 warunek niespelniony
2.7 warunek spelniony

2.18 warunek niespetniony



0.15

0.16

0.17

0.9

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

1.15
1.16
1.17
1.18

warunek niespelniony
ZLE; =10
warunek niespelniony

warunek niespelniony

warunek niespelniony

ZLEy = {ys, ys}

warunek spelniony

Yl == {y47 Ys,Y2,Y3,Y1, y7}

warunek spelniony, K{l) = K((]l) = (), Kf) = {ys}

warunek niespelniony

wykonaj algorytm (a*, flag) «— SLSZS(Yl,Kfl),Kfz))

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12

1.13
1.14

K=10
warunek speliony K = {y4}

warunek niespelniony

(a*,xg) = 0 -3
<CL*, :c6> =0 -~ af = V10 —1
a?+ad =1 10 10
1 2
max () 7
ZLE: = {ys5}
warunek niespelniony

warunek niespelniony

warunek niespelniony

Y2 = {y4, Y2, Y3, Y1, Y7}

b=ys

c=2;

warunek spelniony, K2(1) = Kfl) =0,

Ky = K U{ys} = {ys, o}

warunek niespelniony

wykonaj algorytm (a*, flag) «— SLSZS(YQ,Kél),Kéz))
21 K=10

2.2 warunek spelniony K = {y4}

39
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2.3 warunek niespelniony

2.4
(a*,x4) 0 5
(a*,z5) = 0 5
(a*,Zg) = 0 = a"= ‘{—1_33 1
a% + a% 1 8
maz(e)

2.5 ZLEy =)

2.6 warunek niespelniony
2.7 warunek spelniony
2.18 warunek niespelniony
1.15 warunek niespelniony
1.16 ZLE, =0
1.17 warunek niespelniony

1.18 warunek niespelniony
0.15 warunek niespetniony
0.16 ZLEy =0
0.17 warunek niespetniony

0.18 warunek spelniony — a* jest poszukiwanym rozwiazaniem.

Drugi przyklad (rysunek 3.3) nie zawiera zadnych obliczen i jest przedstawiony w postaci
schematu, gdzie kazde z uzyskiwanych posrednich rozwiazan zostalo umieszczone w przestrzeni
oryginalne;j.

Analiza algorytmu i podanych przyktadow rodzi nastepujace pytania. W jaki sposéb wyliczaé
wektor a* w implementacji maszynowej kroku p.4 algorytmu SLS2S? Na ile fragmenty dowodu
wykonalnosci kroku p.4 przedstawionego w dodatku A moga byé przydatne w automatycznym
wyliczaniu a*? Czy sa jakie$ przestanki, ktére pozwola zoptymalizowaé algorytmu pod wzgledem
liczby wykonan kroku p.47
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Yo=Yy Voo Yoo Vs Yoo Yo Vo Y}
Punkty w przestrzeni oryginalnej:

) @) @ punkty rozdzielane nalezace do klasy 1
Ko = Q Ky = @ 0O  punkty rozdzielane nalezace do klasy 2

@@ punkty dotaczane do zbioréw rozpinajacych

punkty znajdujace sie (odpownedmo)
w zbiorach rozpinajacych K{i K{2)

® B punkty znajdujace sie w zblorze K
poziom zagniezdzenia
wywotan rekursywnych algorytmu

4
1:@ o3

Yi={Yyr Vpr Va0 Vs Vs Vg

oo

o

1 (2)
K'=@ K=ty

Yo={Y,» V30 Voo Vo Vg }

1 v3
k=@ K=y, y,}

Yo=Yy Vs Yao Yo Voo Vs Vg 3

1 2
K=y} KP=g

Yo=Y, Vpr V3o Vo Vs YV}

(1) 2
Ky =ty Ko=gy}

Y;={y,}

;

) 2
Ky ={y,» ¥} K(s ’={y4}

Y3={Y,» V30 Vs Vo Vg }

: !

1),

K; ={y,} Ky -{yz, v}

Kierunek zagniezdzonych wywotan rekurencyjnych algorytmu

Rysunek 3.3: Przyktadowy schemat dziatania algorytmu SLS2S
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Rozdziat 4

Uwagi dotyczgce implementacji
algorytmu SLS2S

Osobnym zagadnieniem, dotyczacym algorytmu SLS2S, jest implementacja maszynowa jego kro-
ku p.4. W algorytmie LS2S, w odpowiadajacym mu kroku p.2, wykorzystano ortogonalizacje
Grama-Schmidta. W przypadku SLS2S, otrzymane za pomoca tej metody rozwiazanie niestety
nie bedzie spetniato dodatkowych, narzuconych warunkéw dotyczacych poszukiwanego wekto-
ra. Nalezy wiec odpowiedzie¢ na pytanie: jaki zastosowac¢ algorytm umozliwiajacy wyznaczenie
poszukiwanego wektora, spelniajacego wszystkie warunki wtacznie z maksymalizacja szerokosci
przeswitu e, czyli sktadowej (n+1) tego wektora?

Dodatkowo, ze wzgledu na fakt, ze krok p.4 jest najbardziej obciazajacym obliczeniowo
krokiem algortymu SLS2S, warto zastanowi¢ sie rowniez nad tym, czy istnieje, mato kosztowna
obliczeniowo, metoda przys$pieszenia dzialania algorytmu (w sensie liczby wykonan kroku p.4)?

W rozdziale tym zostana poruszone wszystkie te kwestie.

4.1. Element optymalizacji liczby wykonan kroku p.4 algorytmu SLS2S

Prosta metoda zmniejszenia liczby krokéw niezbednych do znalezienia rozwiazania zapewnia-
jacego Scista rozdzielno$é zbiorow jest umieszczenie na dwdch pierwszych miejscach listy Yy
punktow, ktére stanowig pare, z calego zbioru X, najblizej polozonych wzgledem siebie punk-
tow z réznych klas.

Wynika to z faktu, Ze nie jest mozliwe znalezienie hiperptaszczyzn hy i ho, bardziej odlegtych
od siebie, niz wyznaczona minimalna odleglo$¢ miedzy wspomnianymi punktami.

Ponizej przedstawiono wplyw tego prostego zabiegu dla przyktadu pierwszego, zaprezento-
wanego w czedci 3.2.3.. Algorytm SLS2S wykonano dla nastepujacego uporzadkowania:

Yo = {f*(@a), [*(26), [*(@5), f*(@2), [*(23), [*(@1), f*(7), [*(28) }
SLS2S(Yp, 0, 0):
01 K=10
0.2 warunek speliony K = {y4}
0.3 warunek spelniony K = K U {ys} = {4, 96}

43
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0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

(@*ys) = 0 -3
a*, = 0 -1
<2 yGi = a' = 1£00
max () 7
ZLEy = {ys}
warunek niespelniony

warunek niespelniony

warunek niespelniony

Y1 = {ya, Y6, Y2, Y3, Y1, Y7ys}

b=1ys

c=2;

warunek spelniony, K{l) = K((]l) =0, Kf) = Ké2) U{ys}t = {ys}
warunek niespelniony

wykonaj algorytm (a*, flag) «— SLSQS(Yl,Kfl),KF))

1.1 K=0
1.2 warunek spelniony K = {y4}

1.3 warunek niespetniony

1.4
<a'*a y4> =0 -1
a?4+a2 = 1 - o= 1_\/7_ 17
1 2 =
max () 6

1.5 ZLEl - {y65y2)y7)y8}

1.6 warunek niespelniony
1.7 warunek niespelniony
1.8 warunek niespetniony
1.9 Yy = {ys,y3,y1}
1.10 b=y
1.11 ¢ = 2;
1.12 warunek spelniony, Kél) = Kfl) =0, K§2) = K{Z) U{ys} = {ys,ys}
1.13 warunek niespelniony
1.14 wykonaj algorytm (a*, flag) < SLS2S(Y2,K§1),K§2))
21 K=10
2.2 warunek spelniony K = {y4}
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2.3 warunek niespelniony

2.4
(a”,y4) 0 3
(a*;y5) = 0 5
(a*,y6) = 0 = a*= ‘{—1_33 "
a% + a% 1 3
maz(e)

2.5 ZLEy =10

2.6 warunek niespelniony
2.7 warunek spelniony
2.18 warunek niespelniony
1.15 warunek niespelniony
1.16 ZLE, =0
1.17 warunek niespelniony

1.18 warunek niespelniony
0.15 warunek niespetniony
0.16 ZLEy =0
0.17 warunek niespetniony
0.18 warunek spelniony — a* jest poszukiwanym rozwiazaniem.

Analogicznie, w celu poréwnania, na rysunku 4.1 przedstawiono schemat wykonania algo-
rytmu SLS2S z oméwiona modyfikacja, dla zbioru z rysunku 3.3.

Cho¢ w wiekszosci przypadkéw, ta mato kosztowna modyfikacja powoduje znaczace przyspie-
szenie dziatania algorytmu, nie jest to jednak reguta. Na rysunku 4.2 przedstawiono przyktad
zbioréw, gdzie wprowadzenie tej modyfikacji nie spowoduje wspomnianego efektu w tak duzym
stopniu, jak w umieszczonych powyzej przyktadach. Tym nie mniej nalezy podkresli¢, ze wpro-
wadzona modyfikacja w zadnym z przypadkéw nie powoduje wydtuzenia dziatania algorytmu
(w sensie liczby wykonan kroku p.4).



Yo={¥e Yor Vg Yo Yoo Yy» Vs Yy}

Punkty w przestrzeni oryginalnej:

), ) ® punkty rozdzielane nalezace do klasy 1

Ko = @ Ko = Q O punkty rozdzielane nalezace do klasy 2
N A @)4 a3 @ © punkty dotaczane do zbioréw rozpinajacych
8 .1 : E Y. =Y., Voo Yas Voo Yo Vo Ve } o punkty znajdujace sie (odpowiednio)

1" Vg Y20 737 J50 Jq0 J70 Jg . S 1) Kk(2)
g 05 . O w zbiorach rozpinajacych Kp i Kp
7 6 : 2 > ® B punkty znajdujace sie w zbiorze K

: ()_ (2)_ P poziom zagniezdzenia
K=0 K () wywotan rekursywnych algorytmu

Yo={yg: ¥3}

1 )
K= K =ty,. y,}

Kierunek zagniezdzonych wywotan rekurencyjnych algorytmu

Ll

Rysunek 4.1: Przyktadowy schemat dziatania algorytmu SLS2S

v

0o
o
g

Rysunek 4.2: Przyktad zbioréw do rozdzielenia zmodyfikowanym algorytmem SLS2S
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4.2. Implementacja kroku p.4 algorytmu SLS2S

4.2.1. Implementacja kroku p.4 algorytmu SLS2S dla p=0, 1, 2
W tym podpunkcie zaproponujemy sposob wyliczenia wektora a* w kroku p.4 dla:
e p=20,1 oraz

e p=2 przy zalozeniu, ze card(Kél)) :card(KQ(Q)) =1.

Wymienione przypadki oznaczaja, ze lista rozpinajaca hiperplaszczyzny rozdzielajace jest
lista minimalna i spelniony jest warunek:

card(K U Klgl) U KI()z)) =2
W tych przypadkach po wykonaniu krokéw p.1, p.2 i p.3 algorytmu, symbolicznie i bez utraty
ogolnosci, mozemy zapisaé¢ zawartosé listy rozpinajacej, jako:
KU Kzgl) U K1(92) ={yV),y@y
gdzie class(yM)=1 i class(y?)=2. Zakladamy réwniez, ze f*~(yM) # f*1(y@).

W kroku p.4 dla wymienionych przypadkéw poszukiwany wektor a* powinien spelniaé¢ na-
stepujace warunki:

<a*,y(1)> = 0
<a*,y(2)> = 0
(@) = 1 .
i=1
mazx(e)

Jedli przyjmiemy na potrzeby tych rozwazan, ze ) = f*~1(y() i £®) = f*~1(y?), to zgod-
nie z intuicja (podrozdzialy 3.2.1., 4.1.), potwierdzona dowodem (dodatek A), wektor normalny
hiperplaszczyzn rozdzielajacych to wektor )z, Diugoéé zas tego wektora okredla wartosé
przeswitu e.

Oznacza to, ze przyjmujac nastepujace oznaczenia:

y<1>:[v§”, oo, 1}:[ oM |0, 1}
y? =] o L el 1 =] e | o1 o1
v — o) _p®

poszukiwany wektor a* jest réwny:

a*z#[ v |, (v, v), —<v,v(1)>]

(v, v)

gdzie (., .) oznacza iloczyn skalarny.

(4.2)

W implementacji maszynowej algorytmu SLS2S, w omawianych przypadkach, wystarczy
przyja¢ jako poszukiwany wektor, ktéry opisuje jednoznacznie hiperptaszczyzny rozdzielajace,
nieznormalizowany wektor:

a* = v |, (v,v), — <'U, v(1)>] (4.3)




48

4.2.2. Implementacja kroku p.4 algorytmu SLS2S dla p>2

W tym podpunkcie zaproponujemy sposob wyliczenia wektora a* w kroku p.4 dla:
e 2<p < n+l oraz
e p=2 przy zalozeniu, ze albo card(KQ(D) =2 albo card(Kéz)) =2.
W tych przypadkach po wykonaniu krokéw p.1, p.2 i p.3 rozmiar listy rozpinajacej jest

nastepujacy:
card (K U Klgl) U Kl(f)) =p1+Dp2

dzie:
& e p; — oznacza liczbe punktéw, dla ktérych class(y;)=1 (i=1, ...,p1),

e po — liczba punktéw, dla ktérych class(y;) =2 (i=pi+1, ..., (p1+p2)).

Oznacza to, ze wyznaczany w kroku p.4 wektor a* ma spelniaé¢ nastepujacy uktad réwnan

1 warunek:
yL 1 e y17p1+p2 e yl,n O 1 r a){ -
yg7 1 e yg7 e y27 0 1
p1tp2 n a;
Yp1, 1 Yp1, prioe Ypi,n 0 1 .* =0
a
Ypir, 1 oo+ YpiHippz o0 YpiHon —1 1 "
................................................. < (4.4)
aro
L Yprtp2, 1 - Ypipz,prip2 oo+ Ypripz,n -1 —1 1~ e
n
(a))? =1
=1
max(e)

W implementacji maszynowej dla wyznaczania wektora a* wykorzystano dwa algorytmiczne
elementy: eliminiacje Gaussa [36] oraz informacje zawarte w dowodzie poprawnosci algorytmu
(dodatek A). I tak, w odniesieniu do réwnania macierzowego ukladu (4.4), nalezy zastosowaé
zmodyfikowang metode eliminacji Gaussa. Modyfikacja polega na tym, ze biorac pod uwage
strukture dwoch ostatnich kolumn macierzy po lewej stronie rownania, jako pierwszy nalezy
wyeliminowa¢ czynnik ay,,,, poniewaz nie wystepuje on w pozostatych elementach uktadu; do-
datkowo jest to prosty zabieg powodujacy wyrugowanie tego czynnika z pozostalych réwnan
uktadu.

Jezeli po zastosowaniu eliminacji Gaussa mozemy stwierdzié¢, ze =0, to oznacza to, ze
otrzymane podczas eliminacji Gaussa wiersze macierzy pozwalaja wyznaczy¢ p1+ps—2 pierw-
szych czynnikéw af w zaleznosci od pozostalych n—(p;+p2—2) czynnikéw. Ze wzgledu na to, ze
=0, mozemy w implementacji maszynowej w tym przypadku przyja¢ a; =1dlai = (p1+p2—1),
(p1+p2), - .., n; co pozwala na sprawne wyliczenie zaleznych od tych czynnikéw: af dlai =1, ...,
(p1+p2—2).

W przypadku, gdy po zastosowaniu eliminacji Gaussa zachodzi nieréwnosé¢ €+#0, woéwczas
nalezy wykorzysta¢ informacje zawarte w dowodzie poprawnoéci algorytmu (zaleznosci A.13-
-A.16) i wyznaczy¢é macierz S ©) (jest to macierz o maksymalnych wymiarach n xn, minimalnie
ma ona wymiary 2 x 2). Macierz ta okresla wspélczynniki réwnania kwadratowego z uktadu
(4.4) przedstawionego w postaci formy kwadratowej (A.15).
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Macierz S©) jest podstawg do wyliczenia pozostalych macierzy S dla i=1, 2, ..., t, gdzie
t=n—(p1+p2)+1. W implementacji tego etapu, uwzgledniajac fakt, ze macierze te sa macie-
rzami symetrycznymi, mozemy zminimalizowaé¢ liczbe operacji matematycznych, wyznaczajac
elementy potozone nad przekatna.

Uwzgledniajac wlasnoéci macierzy 8@ dla i=0, 1, 2, ..., ¢, wykazane w dowodzie wykonal-
nosci kroku p.4 (1.2.), w wyznaczeniu wektora a*, niezbedne jest przechowywanie tylko pierw-
szego wiersza kazdej z macierzy S dlai=0, 1, 2, ..., (t—1). Oznacza to, ze macierze SO dla

i=1, 2, ..., t mozna przechowywaé¢ wewnatrz macierzy S© — ilustruje to ponizszy schemat:

S(0)

Ostatnia z wyznaczanych macierzy S®, gdzie t=(n—(p;+p2) + 1), ma nastepujaca strukture:

0
gw:lﬁﬂ &] (4.6)
0 S35

Wowcezas mozliwe jest wyznaczenie wartosci przeswitu:

ahy == ——22 (4.7)

unikajac tym samym pierwiastkowania. Otrzymane rozwiazanie jest wektorem spelniajacych

(t)
wyjsciowy uktad réwnan i warunku przeskalowanym o wartosé —83—5)1 .
92,2
Przyjmujac nastepujaca strukture kazdej z macierzy S® dla i=0, 1, ..., t:
s p()*"

)
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i uwzgledniajac prawdziwosé lematu 3 z réwnoscia (A.23) oraz wynikajacego z niego faktu, ze:

Sgkl) = Vdet [Ck+1] ,

)

gdzie macierz Cjyy jest zgodnie z definicja 7 (dodatek A), podmacierza SO uzyskang przez
skreslenie z niej wszystkich wierszy i kolumn, ktérych indeksy sa wieksze od wartosci (k+1), zas
wspotczynnik Wy

Up, =407 det [Cy ], przy ¥ =—4,

uzyskamy stabilizacje numeryczna przy wyznaczaniu kolejnych macierzy S® dla i=1, 2, ..., t,
stosujac nastepujace przeksztatcenie:

. . T . .

QR Ll dzie W'(i)={ (4.9)

) -8 D=1 121
Po wyznaczeniu macierzy S (=1, ...,t) i wartoSci przeswitu e, przystepujemy do wy-

znaczenia czynnikéw: ay o, dlai=(t—1), ...,0, stosujac nastepujacy wzor:
<b(i)*’ vz'+1>
a* P VS — (4.10)
pripzti 0) :
511
gdzie:

v = [a;;ﬁpm., @ piirts s @ 1} (4.11)

Wyznaczone w ten sposob czynniki, nalezy podstawi¢ do zaleznosci opisujacych czynniki
af dlai= (p1+p2—1), ..., 2, 1 oraz a},,5, a ktére otrzymano po wykonaniu eliminacji Gaussa
i wyznaczy¢ brakujace wartosci.

Przedstawiony sposob wyznaczania wektora a* w kroku p.4 wymaga znaczacych zasobéw pa-
mieciowych. W etapie pierwszym wykorzystywana jest macierz o wymiarach (p;+p2) X (n+2).
Wykorzystanie wlasnosci rozwiazywanego réwnania kwadratowego w ukladzie (4.4) umozliwia
zminimalizowanie zuzycia pamieci w etapie drugim, gdzie wykorzystana macierz ma wymiary
(n—(p1+p2)+3) X (n—(p1+p2)+ 3).

Pojawia si¢ wiec pytanie: Jak mozna wykorzysta¢ algorytm rozdzielajacy dwa zbiory w spo-
sOb optymalny, majac na uwadze jego, przedstawione do tej pory, wlasnosci?



Rozdziat 5

Konstrukcja
klasyfikatora dwu-decyzyjnego
— dwa podejscia

Jednym ze sposob6w konstruowania klasyfikatoréw odcinkowo-liniowych jest wykorzystanie dwoch
algorytmoéw:

e algorytmu rozdzielajacego w sposéb optymalny, jesli zbiory sa liniowo rozdzielne oraz

e algorytmu jednoznacznie okreslajacego, co robi¢ w przypadku, gdy zbiory nie sa liniowo

rozdzielne.

Algorytmy rozdzielajace w sposoéb optymalny moga stanowi¢ inspiracje do tworzenia drugie-
go z wymienionych algorytméw, jezeli zadanie przez nie realizowane okreslimy w nastepujacy

sposob: znalezé tzw. ,nakladke” dla zbioréw nieseparowalnych liniowo (rysunek 5.1).

Definicja 6 Dwa zbiory nierozdzielne liniowo sq rozdzielne liniowo z nakladkq €, gdy istniejg
funkcje hi(x) i h(x) takie, Ze:

(5.1)

Obszar wyznaczony przez nieréwnosci: hi(x) >0 i hi(x) <0 dla kazdego x € E™ nazywad bedziemy

naktadkq, wartosé € zas szerokoSciq nakladksi.

Wprowadzenie rozdzielnosci z nakladka zapewnia, ze wszystkie punkty ze zbioru uczace-
go, znajdujace sie poza obszarem wyznaczonym przez nakladke, bytyby poprawnie rozpoznane
przez klasyfikator wykorzystujacy wspomniane funkcje hj i h3. Algorytm wyznaczajacy naktadke
dla zbioréw nierozdzielnych liniowo wydaje sie by¢ dualnym do omawianego wcze$niej algoryt-
mu rozdzielajacego zbiory z przeswitem e. Analogicznie nalezy wyznaczyé pare hiperplaszezyzn
rownolegltych oddalonych od siebie o wartos¢ e, ktora w tym przypadku okresla szerokos¢ tej
naktadki.
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Rysunek 5.1: Zbiory rozdzielne z naktadka e

Kolejnym krokiem w planowanych pracach miata by¢ modyfikacja algorytmu wyznaczajacego
naktadke tak, aby byta minimalna. Prawidlowa definicja algorytmow rozdzielajacych w sposob
optymalny i rozdzielajacych z minimalng nakladka, pozwalalaby na tworzenie hierarchicznych
klasyfikatoréw dla zbioréw o dowolnej strukturze. Algorytm tworzenia takiego klasyfikatora dla
punktéw ze zbioru X = X7 U X5 mozna by woéwczas zapisa¢ w postaci nastepujacej listy krokow

do wykonania:
Algorytm 1 dla parametru X zwraca liste L

1. X=X to zbior aktualnie rozdzielanych punktow.

2. L to pusta lista, ktora bedzie zawierala hierarchie hiperplaszczyzn rozdzielajgcych, opisu-

jacych jednoznacznie tworzony klasyfikator odcinkowo-liniowy.
3. Wykonaj algorytm SLS2S dla zbioru X,.

4. Jesli w wyniku wykonania algorytmu SLS2S okazalo sie, Ze punkty sq¢ rozdzielne liniowo,
wowczas, otrzymane jako rozwigzanie, hiperplaszczyzny rozdzielajgce dodaj do zbioru L.
1dz do kroku 9.

5. Jesli w wyniku wykonania algorytmu SLS2S okazalo sie, ze punkty nie sq rozdzielne liniowo,

wowczas wykonaj algorytm rozdzielania z naktadkq z parametrem X,.
Otrzymane rozwigzanie dolgcz na koniec listy L.
Usun ze zbioru X, wszystkie te punkty, ktore leZg poza obszarem nakladks.

IdZ do kroku 3.

L > NS

Na podstawie zbiorow X1 © Xo wyznacz przynaleznosé do danej klasy obszarom utworzonym

przez hierarchie hiperplaszczyzn L.

Otrzymana jako wynik lista L zawiera w kazdym (poza ostatnim) elemencie, pare hiper-
plaszczyzn dzielacych przestrzen na trzy obszary: dwa obszary, ktérych punkty zostalyby zakla-
syfikowane odpowiednio do jednej z dwoch klas oraz obszar, ktéry jest dalej dzielony przez pare
hiperptaszczyzn zawartych w kolejnym wezle listy.

Ze wzgledu na to, ze kolejno$é¢ tych par hiperplaszczyn jest istotna, w dalszej czesci pracy
struktura przechowujaca hiperptaszczyzny rozdzielajace bedzie nazywana hierarchig hiperplasz-
czyzn rozdzielajgeych. W przypadku algorytmu 1 jest to struktura reprezentowana przez liste.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie: dlaczego przedstawione powyzej analogie pomiedzy algo-
rytmem SLS2S a algorytmem rozdzielajacym z minimalna naktadka, okazaly sie tylko pozornymi
analogiami? To w konsekwencji uniemozliwito implementacje przedstawionego algorytmu 1.
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5.1. Rézne definicje minimalnej nakfadki

Jedli przyjmiemy, ze dobry klasyfikator odcinkowo-liniowy to taki, ktéry ma w swej hierarchii
minimalng liczbe hiperplaszczyzn rozdzielajacych z nakladka (tzn. lista L z algorytmu 1 ma
jak najmniejsza liczbe wezléw), to mozna zadaé na nowo pytanie: jakie wlasnosci powinna mieé
wowcezas minimalna naktadka? Mozna przyktadowo przyjaé, ze zbiory rozdzielone z minimalng
naktadka to takie, dla ktérych naktadka:

e jest najwezsza (rysunek 5.2.a) lub
e zapewnia, ze jak najwicksza liczba punktéw nalezacych do zbioru uczacego moze by¢ po-
prawnie sklasyfikowana (rysunek 5.2.b).
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Rysunek 5.2: Zbiory rozdzielne z réznie okreslong ,minimalna” naktadka e

Préba okreslenia wlasnosci naktadki rodzi kolejne pytanie: czy jest prawda, ze klasyfikator
zbudowany z wykorzystaniem takiego algorytmu bedzie klasyfikatorem, ktory w swej hierarchii
bedzie zawieral jak najmniejszg liczbe hiperptaszczyzn rozdzielajacych? Podanie odpowiedzi nie
jest tatwe, gdy dla przedstawionego na rysunku 5.3 przykladu probujemy ,recznie” okresli¢,
yhajlepsze” wedlug nas, hiperptaszczyzny rozdzielajace i opisa¢ ich wtlasnosci.
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Rysunek 5.3: Przyktad zbioru uczacego, dla ktérego nalezy zbudowaé klasyfikator

Na rysunku 5.4 przedstawiono schemat tworzenia hierarchii hiperptaszczyzn rozdzielajacych
z wykorzystaniem algorytmu 1. W algorytmie przyjeto, ze nakladka ma by¢ o jak najmniejszej

szerokosci.
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Rysunek 5.4: Schemat dziatania algorytmu 1 dla zbioru uczacego z rysunku 5.3

Przyktad ten pokazuje dodatkowo, ze sprawdzenie poprawnosci otrzymanego rozwiazania

jest rownie trudnym zadaniem, co podanie rozwigzania.

Nie jest tez tatwe odpowiedzenie na pytanie, jaka wtasnos¢ naktadki bytaby wystarczajaca,
by otrzymadé, po wykonaniu algorytmu 1, podane na rysunku 5.5 rozwiazania? Tymczasem

wlasnie te rozwiazania wydaja sie najbardziej ,naturalne”. Réwnoczesnie tatwo jest sprawdzié,
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ze sa to klasyfikatory o minimalnej liczbie hiperplaszczyzn rozdzielajacych bez uwzgledniania
ich hierarchii. Dodatkowo sa to rozwiazania, ktérych uzyskanie wydaje sie prostsze poprzez
zastosowanie opisywanego algorytmu SLS2S niz wspomnianych algorytmoéw z naktadka.

Rysunek 5.5: Przyktady hiperptaszczyzn rozdzielajacych klasyfikatoréw odcinkowo-liniowych

5.2. Konstrukcja klasyfikatora odcinkowo-liniowego,
wykorzystujacego algorytm SLS2S

5.2.1. Idea konstrukcji klasyfikatora

W przypadku uzycia algorytmu SLS2S, gdy rozdzielane zbiory nie sg separowalne liniowo, dys-
ponowa¢ mozemy nastepujaca wiedza. Znany jest ostatni wyznaczony wektor a* (opisujacy
jednoznacznie hiperplaszczyzny rozdzielajace hy i he), ktéry poprawnie rozdziela czesé punktéw
X+ C X = X1UXy oraz punkt x,, ktérego dolaczenie do grupy dobrze rozdzielanych punktow
nie byto mozliwe. Sytuacje ta ilustruje rysunek 5.6.

Rysunek 5.6: Ostatni etap rozdzielania zbioréw nierozdzielnych liniowo za pomoca SLS2S

Wszystkie nieprawidtowo rozdzielone na tym etapie punkty mozemy podzieli¢ na dwie gru-
py. Jedna, stanowia te punkty, ktore z powodzeniem moglibysmy dotaczyé¢ do zbioru prawidtowo
rozdzielanych punktéw. Druga, to grupa punktéw, ktore tak jak punkt x, uniemozliwiajg linio-
we rozdzielenie zbioréw. Zamiast konczy¢ dziatanie algorytmu SLS2S rozdzielmy zbiory na tyle,



56

naile jest to mozliwe, dotaczajac punkty z wymienionej pierwszej grupy. Otrzymane w ten sposob
rozwiazanie, cho¢ nie zapewnia rozdzielnosci liniowej, poniewaz nie jest to mozliwe, powoduje,
ze otrzymane hiperplaszczyzny dziela przestrzen na trzy czesci o nastepujacych wlasnosciach
(rysunek 5.7). Po pierwsze, miedzy hiperplaszczyznami rozdzielajacymi nie znajduje sie zaden
punkt. Gdyby byl, bytoby mozliwe jego dotaczenie. Po drugie, w najgorszym przypadku w po-
zostatych dwoch czesciach znajduja sie rozdzielne podzbiory zbioru X, ktére zgodnie z zasada
dziel i zwyciezaj [23] mozemy rozdzieli¢ wykonujac przynajmniej dwa razy algorytm SLS2S.
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Rysunek 5.7: Wtasnosci hiperptaszezyzn rozdzielajacych zbiory nierozdzielne

Podkreslmy, ze wymienione witasnosci nie zaleza od charakteru rozdzielanych zbiorow
(np. liczby i sposobu roztozenia klastréow), co stanowi ogromna zalete. Nalezy bowiem zwrd-
ci¢ uwage, ze cho¢ wlasnosci te sa tatwe do okreslenia w przypadku zbiorow dwuwymiarowych,
w praktycznych zastosowaniach, gdzie wymiarowos¢ danych jest duzo wigksza, stanowia zakres

osobnych badan naukowych.

5.2.2. Struktura danych opisujacych klasyfikator

Przedstawione techniki konstrukeji klasyfikatora odcinkowo-liniowego wymagaja réznych struk-
tur danych do przechowywania hierarchii hiperptaszczyzn rozdzielajacych.

W przypadku klasyfikatora, do ktérego konstrukcji wykorzystano algorytm SLS2S i algo-
rytm rozdzielania z nakladka, hierarchia hiperptaszczyzn rozdzielajacych przechowywana jest
w strukturze listowej — jednokierunkowej lidcie. Nie jest potrzebne przechowywanie informacji
dotyczacej, ktéry z dwdch algorytméw w danym wezle listy zostal zastosowany. Jezeli lista za-
wiera k weztéw, to w (k—1) pierwszych wezlach uzyto algorytmu rozdzielania z nakladka, zas
w ostatnim wezle — algorytm SLS2S.

Jedli do konstrukeji klasyfikatora wykorzystano tylko i wylacznie algorytm SLS2S, to hierar-
chia hiperplaszczyzn rozdzielajacych zawarta powinna by¢ w strukturze drzewiastej — drzewie

binarnym.

Przyktadowe hierarchie przedstawiono na rysunku 5.8.
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Rysunek 5.8: Struktury danych opisujace klasyfikator

Szkic algorytmu LC2S tworzacego klasyfikator

Wymienione w punkcie 5.2.1. wlasnosci pozwalaja na okreslenie drugiego algorytmu tworzenia

klasyfikatora odcinkowo-liniowego dla rozdzielanych zbioréw X; i Xo. Algorytm LC2S (Linear

Classifier of two Sets) zwraca wezel bedacy korzeniem drzewa hierarchii hiperplaszczyzn roz-

dzielajacych.

Algorytm 2 [szkic algorytmu LC2S]
dla parametréow X, © Xo zwraca korzen drzewa DB

1. Utworz wezel DB drzewa binarnego hierarchii hiperplaszczyzn rozdzielajgeych zbiory Xy
1 Xo.

2. Rozdziel tyle, ile jest mozliwych punktow nalezgcych do zbiorow Xy i Xo przy pomocy
algorytmu SLS2S. Otrzymany wektor a* jednoznacznie opisuje hiperplaszczyzny hy i ho.

3. Zapisz wektor a* w weZle DB.

4. ZO) — zbiér Ale rozdzielonych punktéw nalezacych do X .

5. Z@) — 2bidr Ze rozdzielonych punktéw nalezgcych do Xo.

6. Jesli wszystkie punkty zostaly prawidlowo rozdzielone tzn. card(ZM)= card(Z®)=0,
idZ do punktu 9.

7. Jesli caTd(Z(l)) %0, wowczas w weile DB utworz lewego potomka i umie$é tam wezel
otrzymany po wykonaniu algorytmu Algorytm 2 z parametrami Z1) i Xo\Z ),

8. Jesh card(Z(2)) #£ 0, wowczas w wezle DB utworz prawego potomka i umiesé tam wezel
otrzymany po wykonaniu algorytmu Algorytm 2 z parametrami X1\ Z M 4 z®@),

9. Zwrdé jako wynik dziatania algorytmu wezel DB.
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5.2.4. Algorytm LC2S
Przedstawiany algorytm LC2S podobnie jak algorytm SLS2S ma nastepujace parametry
wejsciowe:
e Y, — lista rozdzielanych punktéw,
(1)

e K’ — lista punktoéw, przez ktére ma przechodzi¢ hiperplaszczyzna hy,

° Kz(?2) — lista punktéw, przez ktére ma przechodzié¢ hiperplaszczyzna hs.

i dwa parametry wyjsciowe:
o flag — warto$é¢ 1 oznacza, ze zbiory sg rozdzielne liniowo; wartos¢ —1 oznacza, ze zbiory
nie sg rozdzielne; wartos¢ ma znaczenie dla tych rekurencyjnych wywotan algorytmu, gdzie
p>0.

e DB — korzen drzewa, reprezentujacy hierarchie hiperptaszczyzn rozdzielajacych, gdzie
kazdy z wezléw drzewa zawiera wektor a* jednoznacznie okreélajacy hiperplaszczyzny hq
ihs.

Na starcie algorytmu p=0. Wszystkie punkty, ktére nalezy rozdzieli¢ tworza liste Yj:

Yo={f*(x)e E""?: ze X1 U Xy€ E"}.
Nieznane sa punkty rozpinajace hiperptaszczyzny rozdzielajace, wiec Kél) =0 i K(()Z) =0.
Parametr p w numeracji krokéw algorytmu jest istotny. Z jednej strony, podobnie jak w al-
gorytmie SLS2S zwigksza czytelnosé; z drugiej, co wazniejsze, pewne kroki algorytmu dla p=0
sg odzwierciedleniem krokow szkicu algorytmu przedstawionego w punkcie 5.2.3.. Wszystkie po-
zostalte kroki, gdy p#0, sa realizacja kroku 2 wspomnianego szkicu.

Nagléwek algorytmu LC2S: (DB, flag) — LC2S(Y,, KV, KI?))
p=-card (KI(;D U KI(,Q))
Definicja algorytmu:
p.1 Utwérz wezel DB ®) drzewa binarnego.

p.2 flag=1 — znacznik informujacy, czy zbiory sg rozdzielne liniowo.
7 = () — lista punktéw pomijanych przy rozdzielaniu — punkty, o ktérych wiadomo juz,
ze nie moga by¢ dotaczone do zbioru punktéw poprawnie rozdzielonych.

p.3 Jesli card (KI(,D) =0, wéwczas K ={pierwszy y €Y, dla ktérego class(y)=1}
w przeciwnym razie K =().

p.4 Jesli card (KI(,Q)) =0, wowczas K = K U {pierwszy y €Y, dla ktérego class(y)=2}.

p.5 a* — wektor w przestrzeni E"™*? z maksymalng wartoscia skladnika e, prostopadly

do kazdego wektora zawartego na liscie ,rozpinajacej”: K U Klgl) U K}f).

p.6 ZLE,={yeY,\Z: (a*,y) < 0}, tzn. aktualna lista zle rozdzielonych punktéw.

p.7 Jesli e = 01 card(ZLE,) > Carinp) wowcezas zmien kierunek wektora a* na przeciwny
(a* — —a*) iidZ do kroku p.6.

p.8 Jesli p=n+11i ZLE,#0), ustaw flag=—11iidZ do kroku p.22 — zbiory nie sa rozdzielne

liniowo.
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Jesli flag=1 zapisz a* w wezle DB®) | tzn. DBc(fi) =a*.

Jesli ZLE, =0, tzn. wszystkie ,mozliwe do rozdzielenia” punkty zostaly poprawnie roz-
dzielone, to idz do kroku p.18, w przeciwnym przypadku wyznacz wektor b z listy ZLE,
w nastepujacy sposob:

.6l = min (16 bicll gy p=0
pierwszy wektor z listy ZLE, gdy p# 0

gdzie m=card (ZLE,), bx € K i class(b;) =class(bk).

p.11 ¢ = class (b).

pl12 Y, =Y, \(ZLE,U Z).

p.13 Jesli card(KI(,c)) = n, ustaw flag = —1 i idZ do kroku p.22 (zbiory nie sa rozdziel-
ne liniowo), w przeciwnym razie dodaj do odpowiedniego fragmentu listy rozpinajacej:

3 3—
K2 = K7 0ok 1500 = 1.

p.14 Wywolaj rekurencyjnie algorytm LC2S: (DB, flag) < LC2S ( p+1,K(21,K1(321)

p.15 Jesli flag=1 pobierz przechowywany w zwréconym wezle DB wektor a* i zapisz w wezle
DB®) | tzn. DBl(ﬁ) = DBg~ i potraktuj jako aktualne rozwiazanie a*. Wyznacz ponownie
zle rozdzielone punkty:

ZLE,={yeY,\Z: (a*,y) <0}
iidz do kroku p.10.

p.16 Jesli flag=—11 p#0 idZ do kroku p.22.

p.17 Dotacz b do zbioru punktéw, ktére nie moga by¢ dodane do zbioru poprawnie rozdzie-
lonych, tzn. Z = ZU{b}. Usun ten punkt ze zbioru zle rozdzielonych punktéw ZLE,=
=ZLE,\ {b}. Idz do kroku p.10.

p.18 Jesli p#£0 lub Z = ), wéwczas idZ do kroku p.22.

p.19 v = {yeYy: dass(y)=1}, ZW={yecZ: class(y)=1},

YO(Q) —{yeYy: cass(y)=2}, ZP={yecZ: class(y)=2}.

p.20 Jedli card(Z (1)) #0 utwoérz lewego potomka DB(Lp ) wezlta DBW®) i przypisz mu wezel zwré-
cony jako wynik wykonania algorytmu LC2S(Z(M) U (Y(2 \Z® ) 0, 0).

p.21 Jedli card(Z®)) # 0 utwérz prawego potomka DB}%}) wezla DB i przypisz mu wezel
zwrécony jako wynik wykonania algorytmu LC2S(Z®3) U (Yd(l)\Z(l)) , 0, 0).

p.22 Zwréé jako wynik wezel DB®) i znacznik flag.

Przedstawiony algorytm zastuguje na kilka zdan komentarza. Ponizsza tabela zawiera zesta-

wienie krokow algorytmu LC2S, realizujacych bezposrednio odpowiednie kroki przedstawionego

algorytmu 2. Wszystkie nie wymienione w tabeli kroki algorytmu LC2S i krok p.18 dla p=0

realizuja algorytm SLS2S, a tym samym krok drugi algorytmu 2.
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algorytm LC2S | komentarz algorytm 2
p.1 Tworzenie wezta drzewa binarnego. krok 1
p.19 Okreslenie zbioréw zle rozdzielonych punktéw nalezacych | kroki 415
odpowiednio do X7 i Xs.
2.9, p.15 Zapamietanie aktualnego poprawnego rozwigzania. krok 3

p.18 Dla p=0 jest to sprawdzenie, czy wszystkie punkty zostaly krok 6
prawidlowo rozdzielone.

.20 Utworzenie lewego potomka w drzewie binarnym i urucho- krok 7
mienie algorytmu z odpowiednimi parametrami.

p.21 Utworzenie prawego potomka w drzewie binarnym i urucho- krok 8
mienie algorytmu z odpowiednimi parametrami.

p.22 Zwrbcenie rezultatu dzialania algorytmu. krok 9

Zlozono$¢ pamieciowa algorytmu LC2S jest doktadnie taka sama jak zlozonos$é algorytmu

SLS2S, powiekszona o pamie¢ potrzebng do opisu struktury drzewa binarnego.

Najistotniejszym czynnikiem pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej tego algorytmu jest

ztozonosé obliczeniowa algorytmu SLS2S. Oznacza to, ze wszelkie proby optymalizacji algorytmu

LC2S w rzeczywistoéci powinny dotyczy¢ optymalizacji algorytmu SLS2S.

Czy istniejg przestanki sugerujace celowo$¢ prowadzenia dalszych badan w zakresie optyma-

lizacji algorytmu SLS2S, a tym samym réwniez algorytmu LC2S?



Podsumowanie

W kolejnych rozdzialach rozprawy opisano przeprowadzone do tej pory prace zwiazane z okre-
$leniem i wykorzystaniem algorytmu badania optymalnej rozdzielnosci liniowej dwdoch zbioréw.
Istotnym elementem, na ktory ktadziono nacisk, bylto zachowanie chronologii prowadzonych prac
i pojawiajacych sie ,klopotéw”. ,Klopoty” te bowiem zwykle byly ukrytym Zrédlem dobrych
,wiadomosci”. Biorac pod uwage tylko ten aspekt, praca ta moze by¢ ciekawym materiatem dla
Doktorantéw bedacych we wstepnej fazie prowadzenia badan wlasnych, poniewaz pracy przy-
$wiecalo, nieuswiadomione i nie wyrazone do tej pory stowami, motto: zte wiadomosci to dobre
wiadomo$ci.

W rozdziale pierwszym przedstawiono krotki rys istniejacych metod badania liniowej roz-
dzielnosci dwoch zbiorow, nie dyskredytujac zadnej z nich. Nalezy podkresli¢, ze pomimo iz
opisane w tym rozdziale metody, byty nieprzydatne z punktu widzenia postawionego sobie celu,
to w wielu zastosowaniach sa to podejécia, ktérych wlasnosci sg wystarczajace, aby zrealizowac
z sukcesem rozne zadania.

W pracy $wiadomie zrezygnowano z poréwnania przedstawionych metod w sposéb empirycz-
ny. Znajac bowiem ograniczenia kazdej z opisanych metod trudno jest znalezé wspdlny ,,obszar
dziatan”, na gruncie ktérego metody te mogtyby byé poréwnywane. Nie ma wsréd tych metod
(wlacznie z przedstawionym algorytmem LS2S) jednej, najlepszej metody. Ich réznorodnosé zas,
gwarantuje mozliwos§¢ dokonania przez projektantow najlepszego wyboru w trakcie rozwiazy-
wania jakiego$ szerszego problemu praktycznego, cho¢ nie zwalnia z madrego przeprowadzenia
procesu dokonywania tego wyboru.

Nieskupianie si¢ na poréwnaniach pozwala dostrzec podobienstwa przedstawionego algoryt-
mu tworzenia hierarchicznego klasyfikatora liniowego do dobrze usystematyzowanych w litera-
turze drzew decyzyjnych. Oba podejscia taczy wykorzystywana struktura danych, gdzie testy
w wezlach sa testami prostymi. W przypadku drzew decyzyjnych sa to konkretne wartosci lub
ich przedzialy. W przypadku algorytmu LC2S choé¢ nadal mamy do czynienia z testami pro-
stymi, to w rzeczywistosci sa testy zlozone — wartosci progowe wyznaczane sa jako kombi-
nacje liniowe poszczegdlnych atrybutow. Natura testéw wykorzystywana — dla ustalenia uwagi
— w s weztach drzewa decyzyjnego czy drzewa utworzonego podczas wykonania algorytmu LC2S
jest analogiczna do natury atrybutéw w zbiorze danych, uzyskanych w czasie obrébki wstepnej
danych. Obrobka ta, majaca na celu redukcje liczby cech, moze by¢ wykonana dwoma metoda-
mi. Pierwsza, gdzie wybrano arbitralnie s atrybutéw do opisu kazdego z obiektow (pierwotnie,
kazdy obiekt byl opisany przez n cech, n > s). Druga, gdzie do wyboru wspomnianych s cech
wykorzystano metode PCA (Principal Component Analysis).

Przeznaczeniem pierwotnym, opisanej w pracy metody tworzenia klasyfikatora hierarchiczne-

go, bylo wykorzystanie tego klasyfikatora zamiast zbioréw odniesienia w metodzie k najblizszych
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sasiadow. Nie jest to jednak jedyna mozliwosé zastosowania. Mozemy bowiem na tworzony przy
wykorzystaniu algorytmu LC2S klasyfikator, spojrzeé nie jak na klasyfikator binarny, lecz tréj-
-decyzyjny: klasa pierwsza—klasa druga—,nie wiem”, gdzie decyzja ,nie wiem” okreslona jest
przez wyznaczane kolejno, podczas tworzenia klasyfikatora, przeswity €. Taki klasyfikator moze
stanowié¢ narzedzie samo w sobie lub by¢ wykorzystanym w konstrukeji narzedzi wspomagaja-
cych wstepna obrébke danych.

W rozprawie do wspolnej pracy zostaly zaprzegniete najpiekniejsze peretki informatyczne, od
wspomnianej juz pieknej zasady dziel i zwyciezaj, po zastosowanie matematyki w celu wykazania
poprawnosci i optymalizacji numerycznej algorytmu.

Liczne fragmenty tej rozprawy zostaly opublikowane jako samodzielne artykuty [10, 11, 13,
14], przy czym praca [12] otrzymala pierwsza nagrode na Miedzynarodowych Warsztatach Dok-
toranckich OWD’05 w kategorii na najlepszy referat!.

Dos$wiadczenia zebrane do tej pory, zwiazane z testowaniem algorytmu LC2S na rzeczy-
wistych zbiorach danych? sugerujg istnienie kilku heurystyk zapewniajacych zoptymalizowanie
liczby niezbednych krokéw, wykonywanych w ramach algorytmu LS2S, ktéry jest elementem ba-
zowym algorytmu LC2S, jednak ze wzgledu na aktualnie prowadzone badania w tym zakresie,

beda one zrédlem przysztych publikacji.

'IEE Best Paper Award.
2 Wine Database, Car Evaluation Database, Iris Plants Database, Cancer Database z zasobéw [45].



Dodatek A

Dowoéd poprawnosci algorytmu SLS2S

Twierdzenie 1 wuzasadnia dotaczenie zZle sklasyfikowanego punktu do listy rozpinajacej.
Poprawno$é¢ algorytmu bedzie w petni udowodniona, gdy wykazemy, ze w przypadku zbioréw
liniowo rozdzielnych, dodatkowe warunki dotyczace uzyskiwanego rozwiazania w postaci max(e)
i 3", a? = 1 sa konieczne i wystarczajace, aby rozwiazanie opisywalo hiperptaszczyzny opty-
malne. Wykazemy takze, ze takie rozwigzanie jest tylko jedno.

Dowdd, ze wzgledow metodycznych, zostanie przeprowadzony dla dwdéch przypadkéw. Po-
dzial ten wynika z faktu, ze pierwsza czes¢ dowodu potwierdza istnienie intuicyjnie poprawnego
rozwigzania. Ze wzgledu na podobny charakter obu czesci dowodu, analiza pierwszego przypadku

czyni tatwiejszym w odbiorze drugi przypadek.

W dowodzie przyjeto, ze zapis Zf:p xi, gdy p >k, jest poprawny i wynosi zero. Wielokrotnie

wykorzystywana jest takze ponizsza tozsamosc.
Tozsamo$¢ 1

<Zn:xl> Zx —I—QZ z": T (A1)

=1 j=i+1
Dowéd:
n 2 n n
b (le> =2 D ww; = Zx +szzwj Zx "’22 Z TiTj =
i=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1 j=i+1
J#i
n-1 n n-1 n
_Zx —1—22 Z Tz + 2 Z Tpkj **Zx —1—22 Z zrix; =P
i=1 j=i+1 J=n+l i=1 j=¢+l

(¥)  ze wzgledu na symetrie wyrazen x;x; i x;x;.

(%) zgodnie z przyjeta notacja.

1.1. Czes¢ pierwsza dowodu — minimalna lista rozpinajaca

W tej czesci dowodu zajmiemy sie krokiem p.4 dla:
e p=20,1 oraz

e p=2 przy zalozeniu, ze card(Kél)) :card(KQ(Q)) =1.
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Wymienione przypadki oznaczaja, ze lista rozpinajaca hiperptaszczyzny optymalne jest lista
minimalng i po wykonaniu krokéw p.1, p.2 i p.3 algorytmu jest spelniony warunek:

card(K U KI(,l) U Kz(?2)) =2
Innymi stowy:
KU K;U U KI()z) = {y(l),y@)} gdzie class(y(l)) # class(y@))
Zakladamy réwniez, ze i f* H(yM) # 1 (y?)
Bez utraty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze:
class(yM)=1 i class(y®)=2
W kroku p.4 algorytm SLS2S nalezy wiec wyznaczyé wektor a*= a1, ag, ... ap, €, Gpi2], zdefi-

niowany we wzorach (1.6 lub 3.2), ktory bedzie spelnial nastepujace réwnania i warunek: opisane

ponizej ograniczenia.

(a*yV) = 0

<a*’y(2)> - 0

n ) (A.2)

> (@) =1

i=1

max(e)
Przy czym, wobec zatozen:

a* = [ af, ceyay, g, Gy o]
v = [ D 0 1]
y(2) = {_‘ng)’ DRI _‘Tg)’ _15 -1 ]

uktad (A.2) mozemy zapisa¢ w ponizej przedstawionej postaci:

Zaf:cl(-l) + ab, = 0
i=1
* (2) *
-> a;x; - & — Gp9 = 0
iz::l [l n (AS)
n
> (a) =1
i=1
max(e)

Wyznaczajac aj, | 5 z pierwszego rownania uktadu (A.3) i podstawiajac do drugiego rownania,

otrzymujemy uktad réwnowazny:

Upyo = _Zafxgl)
i=1
a; (xz(l)—xl(?)) —e =0
i=1 . (A.4)
S = 1
i=1
max(e)
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Dla uproszczenia dalszych obliczen definiujemy:

di=2Y -2 dla i=1,..,n (A.5)

7

i bierzemy k=1, jesli d1#0 lub takie k, przy ktéorym di#0, ale d;=0 dla 0<i<k. Wobec
przyjetych zalozen, takie k istnieje. Wéwczas uklad (A.4) jest réwnowazny:

n
1
ppg = —Zaf%( )
i=1
n
apdy = — Z a;d; — e
=kl (A.6)
k-1 n
Do @)+ (@) + Y () =1 = 0
i=1 i=k+1
max(e)

Mnozac trzecie réwnanie utadu (A.6) przez d% i nastepnie podstawiajac do niego drugie réwnanie,
otrzymujemy ukitad:

n
* * 1
Upt2 = _Zaixz( :
i=1
n
apdy = — Z ajd; — ¢
i=k+1 (A7)
k—1 9 n 2
dodila) + | Y ajdi—e| + Z Ba>—d = 0
i=1 i=k+1 i=k+1
mazx ()

Réwnanie trzecie ukladu (A.7) potraktujemy jako réwnanie kwadratowe ze zmienna aj i pa-

rametrami a3, ..., a;

¥, €. Aby istnialo rozwiazanie ukladu réwnan (A.7) wyréznik tego réwnania

musi by¢ nieujemny. Oznacza to, ze mozemy wyrdznik ten potraktowaé jako nieréwnosé kwadra-
towa ze zmienng a; i parametrami a;, 1, ..., a,, €iobliczy¢ kolejnodlai =2, ..., k—1 odpowied-
nie wyrdzniki. Wykorzystujac lemat 1 wyznaczamy wszystkie wyréozniki A dla i=1, ..., k—1.

Lemma 1 Traktujgc réwnanie postaci:

k—1 9
Zdz(af) +c=0
i=1

*

jako réwnanie kwadratowe ze zmienng a;, jego kolejno obliczane wyrézniki sq réwne:

k—1
Aa; = ; Z di(a}‘)Q

j=iH
Wspolczynnik v; zdefiniowany jest nastepujgco: v; = —4dkvl 1, gdzie vog = —1. Tutaj c jest
wyrazeniem nie zawierajgcym czynnika a; w pierwszej lub drugiej potedze dla i =1, ..., k-1

i moze byé latwo wyliczony z trzeciego rownania ukladu (A.7) tzn.:
2
n

c= Zafdi—s ZdQ ¥2 dz

i=k+1 i=k+1
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Dowéd. Prawdziwosé lematu 1 wykazemy przy pomocy indukcji matematycznej. Sprawdzmy

poprawnos¢ dla =1. Wyrdznik rownania:

iaff + ZdQ =0,

w ktorym jako zmienna potraktujemy aj; réwny jest:

k-1 k-1
_ 2 2 %\2 _ 2 %\2 _
A = —4dj, <z; di(al)” + c) = <z; di(al)” + c) = Ay

Zakladamy, ze lemat 1 jest prawdziwy dla pewnej liczby s (1 < s < k—1). Oznacza to, ze

wyroznik réwnania ze zmienng a} réwny jest:
_ — 2/ #\2
Ay =vs | Y di(a])
j=stl
Traktujemy powyzszy wyréznik jako nieréwnos¢ ze zmienng ajy,;:
k-1 9
2( k)2 2
Agr = v, | di(akyy)” + Z dp(aj)" +c| >0
j=st2
Wowcezas wyroznik tej nierownosci jest rowny:
2 12 2 2 2/ x\2
A = —4uid; Z di(a;)” +c| =vsp Z di(aj)” +c| =ADar,,-
=542 =542

7 prawdziwosci lematu dla wartosci s wynika prawdziwosé¢ dla wartosci s+ 1, wiec na mocy
indukcji matematycznej lemat jest prawdziwy dla i=1, ..., k—1. O

Ostatni z wyznaczonych na podstawie lematu 1 wyréznikéw trzeciego réwnania uktadu (A.7)
ma postac:

n

Agr | = Vg Z a;kdi—e + Z BZal? — (A.8)
i=k+1 i=k+1

Zauwazmy, ze wszystkie v; dla i=1, ..., k—1 sa niedodatnie. Aby uklad (A.7) mial rozwia-
zanie, wyréznik (A.8) musi by¢ nieujemny. Mozemy wiec zapisaé¢ ten warunek jako nieréwnosé

i potraktowac ja jako nier6wnos¢ kwadratowa ze zmienng ay , i parametrami ajy,,, ..., ay,

€.
Analogicznie jak w przypadku sktadowych a] dla ¢=1, ..., k~1 wyznaczamy kolejne wyrézniki
na podstawie lematu 2.

Lemma 2 Traktujgc nierowno$é postaci:

n

> afdi—a + Z d2ai? —

i=k+1 i=k+1
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jako wyrazenie kwadratowe ze zmienng a; przy k+1 < i < n (rozwiniecie lewej strony nieréwnosci
przedstawiono we wzorze (A.9)), jego kolejno obliczane wyrézniki sq rowne:

J=t+l J=t+2 J=t2 l=j+1
7
v oy
Jj=k

Wspotczynnik Y; zdefiniowany jest nastepujgco: ;= —4T12_1 Z; 1k dj, przy Tp=—1.

Ay =T -(Z <Zdl+d2>(*) —2s§:dja;+2ni znjdjdla;a;*) +

Dowéd. Prawdziwosé lematu 2 wykazemy przy pomocy indukcji matematycznej. Nieréwnosé

z lematu 2 rozwiniemy do postaci:

2
(Z dia;‘—a) + > a3 (a})? — d2 =

i=k+1 i=ktl
n n
:ZCF +5+2Z deaa*—Qdeiaf—l—Zd%(af)Q—aﬂ:
i=kHl i=kH j=i+l i=kHl i=kH
n n—1 n n
=3 (#+d) @)’ +2 Y Y didjaja; 2 Y diaf +€* —d} <0 (A.9)
i=kH i=kH j=i+l i=kH

Sprawdzmy poprawnos¢ dla i =k+1. Nieréwnos¢, w ktérej jako zmienng potraktujemy ay,,
ma postac:

(diﬂ + di) (af41)” + 2dipn ( > djaj - 5) Ok

J=k+2

n n—1 n n
+(Z (d2+d2) —1—22 > didja;a) — 25Zdia;‘+€2—dz)<0

i=k42 i=k42 j=+l 1=k42

Wyrédznik A jest réwny:

J=kt2 i=kt2

2
= 4d2,, ( 3 djal - e> —4(dy +d}) ( > (@ +a&) (a;*)2>
n—1 n
4 (dhyy + d}) (2 3 Z didjata —2c Y diaf+€2—d%)

i=kt2 j=itl i=ki2



68

Przesledzmy przeksztalcenia, ktére pozwalaja uprosci¢ wyrazenie i pokazaé prawdziwosé lematu
2 dla wartosci k+1:

A = 4diy, ZdQ +2Z dea —25Zda + &
i=kt2 i=kt2 j=iH i=kt2 -
n—1 n
— Ady, Z di (a7)* + Z di(a)?+ 23 Y didjajal
i=k+2 i=k42 i=k+2 j=%+1

— 4dpy | - 2e Z diai + &2 —dj, | - 4d} (—25 > dia;*_|_52_d%)

1=k+2 i=k42

—4dz(z(d3+dk) +2§ dea ):

i=kt2 i=k42 j=iH

= —4d2,d? ( > (@)’ - 1) — 4d3 (—25 > dia; + &% — dz)

i=k42 i=k42

i=kt2 i=kt2 =i+

n n—1
_4d§(2(d2+dk) P +2 > dea ):
Y dia(a))? - d%—i—l) — 4dj, (—26 > diaj + &% — d%)
=k

i=k42

zn: (@ + ) (a; +2§ zn:dda ):

42 i=kt2 =i+l

i=kt2 j=iH

n—1 n
(di+di+1 +d?> (@)?+2 > > didja;-*a;f)
N—_——
— 4Ad: (—2512 dia +&* —dj — dkﬂ) =
k n k1
= —4(-1)*> _d (Z (Zd2+d2) )7 —2e Z dia; + 2 Z Z didjaia ) +

1=k2 1=k42 i=k2 =+

k k41
+ —4(— 1)2Zd§ (a —Zcﬁ) = =

J=

k1 n n—1 n
= 473 Zd2 ( (Z d2+d2) 0P =20 Y diap+2 Y0 > didja;-ka}k-) +
i=k+2

i=k42 i=k42 j=itl
ktl
+ —4T22d2 (e —Zcﬂ) =
n k41 n n—1 n
= Trn ( > (Z d; +d2) NP—2e Y diap+2 Y Y didja;-ka;f) +

i=kt2 i=kt2 i=kt2 j=itl

kA1
+ Tk;—f—l 62 - Z d? = AQZH.

J=k
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Zakladamy, ze lemat 2 jest prawdziwy dla pewnej liczby s (k+1 < s <n). Oznacza to, ze

wyroznik réwnania ze zmienng a} réwny jest:

n n—1 n
A= (Z (Zd“d2) ()" 22 3 duai 42 3 Zdidj“f“j') '

i=s+1 i=s+1 =5+l j=iHl

T, (52 -> d?)
j=k

Traktujac powyzszy wyréznik jako nieréwnos¢ ze zmienng aj,q:

< (Z d§ + dzﬂ) (a:+1)2 + 2V dop ( Z dja; — e) aty +
j=k

j=st2

(Z (Zd2+d2) 0 —252 dia; +2Z dea*a*—l—s id?)

=512 1=51+2 i=s+2j=1+1

wyréznik tej nieréwnosci jest réwny:

2
A =472d2, ( > diaf — 5)

=52

o) (5 ()]

s n-1 n
— 4r? (Zd%diﬂ) (22 > didjaja —252 dia; +e —Zd2)

i=k 1=s+2j=1+1 1=512

Ponizsze przeksztalcenia pozwalaja uprosci¢ wyrazenie i pokaza¢ prawdziwos$¢ lematu 2 dla s+1:

A =4Y2d%, ZCF +22 dea —25Zda +
=52 =52 j=1+1 1=s2 =
n S n n—1 n
— 41282, | Y Y B @)+ Y E(@)? +2) Y didialal
i=s12 j=k i=s42 i=842 j=i+1
— 4122, | =22 Y dia} + 2 - 7
i=s42 — i=k
S n n—1 n
—4r2> d} (Z (Z d; +d2> @)y’+2> > didjafaj»)
i=k i=5+2 i=s12 j=i+l

— 4T§Zd§( 2 Z diaf +¢ —Zd2) =
i=k

=52
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=512
s n s+l
:—4T§Zd§(z (Zd§+d2) +2Z dea )
i=k i=s+2 \j=k i=s2 j=iH

i=542 i=542 j=i+1

n s+l
:—4T§H(Z ( d§+d2) —2ezda +2Z dea )
1=35+2 \J

7 prawdziwosci lematu dla wartosci s wynika prawdziwosé dla wartosci s+1, wigc na mocy

indukcji matematycznej lemat jest prawdziwy dla i=k+1, ..., n. O

Ostatni z mozliwych do wyliczenia na podstawie lematu 2 wyréznikéw trzeciego réownania uktadu

(A.7) ma postaé:

Agy = —477 <a2 — idf)

i=k

Aby istnialo rozwiazanie uktadu (A.7), wyrdznik ten musi by¢ nieujemny, co oznacza, ze:
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Tym samym Ag.=0.

Wyjsciowy uklad réwnan (A.2) a dokladnie jego réwnowazna postaé (A.7) wobec powyzsze-
go faktu, ze Aq:=0, jak i wobec faktu, ze wszystkie wyrézniki Ay dlai=1, ... k-1, k+1, ..., n
traktowane jako wyrazenia kwadratowe maja ujemne wspélczynniki przy drugiej potedze nie-
wiadomej a;, jest uktadem, ktéry ma doktadnie jedno rozwigzanie, co nalezato wykazac. Konczy
to pierwsza czesé¢ dowodu.

Wartosé parametru € wyznaczona w pierwszej czesci dowodu jest zgodna z intuicja. Maksy-
malna odlegtos¢ miedzy hiperptaszczyznami rozdzielajacymi nie moze by¢ wieksza niz odleglto$é
miedzy dwoma punktami, z ktérych kazdy lezy na odpowiedniej hiperptaszczyznie.

1.2. Cze$¢ druga dowodu dla p=2, ..., n+1

W tej czedci dowodu zajmiemy sie krokiem p.4 dla:
e 2<p < n+l oraz

e p=2 przy zalozeniu, ze albo card(Kél)):Z, albo card(KéQ)):Z.

Po wykonaniu krokéw p.1, p.2 i p.3 algorytmu wymienione przypadki oznaczaja spetnienie

jednego z dwoch warunkow:
card(K U Klgl) U KI(?Q)) =p, gdy card(K) =0

lub
E card(K U Kz()l) U KI(,Q)) = p+1, gdy card(K) =1

Bez utraty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze lista utworzona ze zbioru K U KI(,l) U KI(;z) zawiera:

e p; punktéw, ktore oryginalnie reprezentuja zbior Xy, czyli class(y;) =1 dlai=1, ... ,py

oraz

e py punktéw, ktére oryginalnie reprezentuja zbiér Xs, innymi stowy oznacza to, ze class(y;) =
2dlai=pi+l, ..., (pitp2).

Nalezy wiec pokazaé, ze ponizszy uklad réwnan ma dokladnie jedno rozwiazanie:

<a’*7y1> =0

<a’*7y171> = 0
<a*7y171+1> = 0

: (A.10)

<a*vyp1+p2> =0

S (@) = 1

=1

max ()
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Przy czym, wobec przyjetych zatozen uklad ten mozemy zapisa¢ w ponizej przedstawionej
postaci:

y17 1 e yl,prl-pg e yl,n 0 1 r o -
1
Y2,1 cee Y2, prtp2 s Y2,n 0 1 *
as
Yp1,1 Yp1, prp2 Ypi,n 0 1 .* =0
Q,
Yprl, 1 -+ Yprtl,prtpe -+ YprH,m —1 —1 "
e (A1)
a*
n+2
L Ypitpa,1 -+ Ypripo,prpe -+ Yprpa,n —1 —1 1 -
n
Yo (a)? =1
=1
max(e)

Z pierwszego réwnania uktadu (A.11) wyznaczamy niewiadoma a;,5. Umozliwi to wyrugo-
wanie jej z pozostalych réwnan, poniewaz nie jest ona uwiklana w réwnanie stopnia drugiego.
Z kolejnych (p1+p2)—1 réwnan metoda eliminacji Gaussa wyznaczamy (p;+p2)—1 wspotezyn-
nikéw poszukiwanego wektora a*, czyli af, dlai=1, ..., (p1+p2)—1. Otrzymujemy wéwczas,

zapisany symbolicznie, uktad réwnan:

- - aj
Y1 Y,2 -+ Y1, pripa-1 Y1, prtp2 s Yi,n 0 1 o
2
1 yg: 2 y;7p1+172—1 yg, P1tp2 T yg, n yg, ntl 0
0 1 y§7p1+172—1 yg, pitp2 e yg, n yg, ntl 0 . =0
an
0 0 1 . . * 0 c
L T Yprtpa, piAp2 =+ Yprtpa,n Ypripe, ntl A "
L Ont2 |
n
(a))* =1
i=1
max(e)

(A.12)
w ktorym wyrazy nowej macierzy oznaczono gwiazdkami. Dla zachowania struktury tréjkatnej

macierzy uktadu, dokonano niezbednych przestawien wierszy.

Stosujac metode podstawien wyznaczonych skladowych af dla i = 2, ..., pi1+p2—1, do
odpowiednich réwnan, otrzymujemy pr+po—1 pierwszych wspdétczynnikéw w zaleznosci od pozo-
statych wspétczynnikéw: € i af, dla i= (p1+p2), ..., n. Symbolicznie zaznaczono to w ukladzie
(A.13). Réwnanie stopnia drugiego mozemy rozdzieli¢ na wspo6tezynniki dotychezas wyznaczone
(grupa I) i na te, o ktérych nic jeszcze nie wiemy (grupa II):
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- - aj
Y1 Y1,2 -+ Y1, pripa1 Y1, prtp2 s Yi,n 0 1 o
2
1 0o ... 0 Y3 prtps - Y3 Y5 O :
0 1 ... 0 Y3 e e Ui Y3 O '* =0
a’n
L T Yprtpo,pripe =+ Yprtwe,n Ypripe, ntl J "
an+2
p1tp2—1 n
Yoo@)P+ Y (@)=1
=1 1=p1+p2
S —
grupa I grupa II
max(e)
(A.13)
Jesli punkty y; dla i=1, ..., (p1+p2) nie rozpinajg podprzestrzeni EP1172) to wykonane ope-

racje okreslaja warto$¢ czynnika e =0. Oznacza to, ze wektor a* istnieje i mozna go wyznaczy¢,
stosujac np. ortogonalizacje Grama-Schmidta. W przeciwnym wypadku wyznaczone z réwnania
macierzowego ukladu (A.13) wspélezynniki a} zapiszemy, uzywajac nastepujacej notacji macie-

rzowej dla przedstawienia iloczynu skalarnego:

a;ﬂ:—[a;;m @ e G g}vi dlai=1,2, ..., pripa—1 (A.14)

. T sk skk *%
gdzie v = [y L0 o Ui Yien b

Wykorzystujac notacje (A.14) zapisujemy réwnanie stopnia drugiego, z rozwiazywanego uktadu
(A.13), w postaci formy kwadratowe]j nastepujacej postaci:

r 1| i
Uil
| Gy g 0 0h € 1] s© |0 (A.15)
n
93
i o

gdzie macierz S©) powstala z podstawienia do réwnania (A.13) wyznaczonych dotychczas

(p1+p2—1) pierwszych wspélczynnikéw a:

r 7 0 O
0
v . I Do
S0 — 0 + 0 0 (A.16)
0 00 O
0 --- 0 0
- - O -~ 00 -1
rupa I - -
sp grupa II

gdzie macierz V = Y P2 07,
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Macierz I odpowiada za drugi sktadnik sumy réwnania kwadratowego ukladu (A.13). Jest to
macierz jednostkowa o wymiarach: (n—(p1+p2)+1) X (n—(p1+p2)+1). Wartosé¢ —1 umieszczona
w skrajnym, prawym, dolnym elemencie macierzy bedacej drugim czynnikiem sumy, odpowiada
przeniesionej 1 z prawej na lewa strone réwnania stopnia drugiego uktadu (A.13).

Przedstawiona réwnowazna postaé (A.15) réwnania stopnia drugiego z ukladu (A.13) umoz-
liwia sprawne potraktowanie tego rownania jako réwnania kwadratowego kolejno z niewiadoma

Upripss Qpripotls - -+ 8% do ay, podobnie jak w pierwszej czesci dowodu.

W kontekscie rozwigzywanego réwnania kwadratowego z niewiadoma ay, ,,,, wyodrebnimy w

0) sktadniki odpowiadajace (szkolnej) postaci réwnania kwadratowego az?+bz+c=0,

(AR

W przypadku, gdy réwnanie kwadratowe zawiera dodatkowe czynniki z m parametrami M;

macierzy S
ktora zapiszemy w postaci formy kwadratowej:

o N

1]

vl Q

dla (i=1, 2, ..., m), w co najwyzej drugiej potedze, forme kwadratowa (A.17) bedziemy mogli

zapisa¢ w postaci:

o
a ib" v
1
o M . My 1] . =0 (A.18)
5 C
2 M,
. 1 -

gdzie tylko a pozostaje skalarem, zas %b jest wektorem o (m-+1) skladowych, za$ ¢ macierza
o wymiarach (m+1)x (m+1).

Poréwnanie struktury réwnan (A.15) i (A.18) pozwala na wyodrebnienie odpowiednich sklad-

nikéw w macierzy S©):

SO — (A.19)

2




0]

Wyréznik réwnania kwadratowego (A.15) z pierwsza niewiadoma Upip, JESt TOWNY WyTazeniu,
ktére zapisane jako forma kwadratowa ma nastepujaca postac:

r 7 a;ﬁJszrl
a;ﬁJszrQ
A= | Dot Gpparz 0 Gn €1 s o
n
€
) . 1
Macierz 8™ wyliczono z nastepujacego wzoru dla i=1:
GO pED DT _ 41 o) _ y (bu—l)*b(z‘—l)*T _ a(z‘—nc(z‘—l)) (A.20)

Przyjmujac, ze kazda z macierzy S ma strukture macierzy S© z réwnania (A.19), wektor
b()" jest okreslony nastepujaco:
pA* — 150,

Macierze S® dlai=1, 2, ..., n—(p1+p2)+1 sa macierzami o wymiarach (n—(py4pa)+3—i)x
(n—(p1+p2)+3—1i).

Wyr6znik Aa;m ma by¢ nieujemny, jesli ukltad wyjsciowy (A.10) ma mieé¢ tylko jedno roz-
wigzanie. Nieréwnosé Aa;ﬁm > 0 potraktujemy, tak jak w pierwszej czesci dowodu, jako nieréw-
nosci kwadratowe kolejno z niewiadoma ay . ., dlai=1,2, ..., n—(p1+p2). Wyrézniki tych
nieréwnosci uzyskamy stosujac nastepujacy wzor:

*
Cpripo+it

§iHD) a (A.21)

3 %

* = * . ..
B s = | B ay ¢ 1]

€
1

Uktad wyjsciowy(A.10) ma dokladnie jedno rozwiazanie, jesli wykazemy prawdziwosé przed-
stawionych ponizej dwéch tez, ktére dotycza wartosci niektérych elementéw macierzy SO dla

i=1,...,n— (p1+p2)+1. Prawdziwos$¢ tych tez oznaczaé¢ bedzie, ze ostatnia do rozwiazania

i]Z[g 1}|:5(1) 50]|:i]=(51€2+52>0 (A.22)

pozwala w sposob jednoznaczny wyznaczy¢ maksymalng warto$é € poniewaz 61 jest wartoscia

nieréwnos¢ majaca postac:

A%:{ e 1 } [S(n—(pﬂm)-l-l)}

ujemna, natomiast do jest wartoscia nieujemna.

Teza 1 Wspdlczynniki przy drugiej potedze niewiadomej ay .. o, sq ujemne, w kolejno rozwig-
zywanych nierownosci kwadratowych: Aa;ﬁpgﬂ >0 dlai=0, 1, ..., n—(prtp2) sq ujemne. Innymi

(#1)

stowy, kazdy skrajny lewy, gorny element 51;1 macierzy S jest ujemny.
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Teza 2 Skrajny, dolny, prawy element sgil) kazdej z macierzy S dlai=0,1, ..., n—(prtpz)
jest nieujemny. Warto$é z=n—(p1+p2)+3—(i+1).

W dowodach poprawnosci tez (1) i (2) wykorzystamy nastepujace wlasnosci sktadowych
macierzy S z réwnania (A.16).

Wtasnosé 1 7 faktu, Ze macierz V' jest macierzq dodatnio okreslong wynika, Ze wszystkie mi-

nory gtowne tej macierzy sq dodatnie.

Definicja 7 Niech macierze C; bedg podmacierzami macierzy 8©) wzyskanymi przez skreslenie
z niej wszystkich wierszy @ kolumn, ktorych indeksy sq wieksze od wartosci © dla + =1, ...,
(n=1)=(p1t+p2) +2).

Wtasnosé 2 Dzieki wiasnosci 1 wszystkie elementy znajdujgce na przekgtnych macierzy C; dla
i=1, ..., (n—=1)=(p1+p2) + 2) sq dodatnie.

Wtasnos$é 3 Drzieki wlasnosci 1 i twierdzeniu o wielomianie charakterystycznym, wyznaczniki
wszystkich macierzy C; dlai=1, 2, ..., n—(p1+p2)+2 sq¢ dodatnie.
(k)

Lemma 3 FElementy S;; Mmacierzy S®) dlg k=1, 2, ... n—(p1+p2)+1 majg wartosci okreslone

przez poniziszy wzor:

- O ]
0
s@('?) =V det “ E 2
i 5(%3)%1 5(%8])%2 . sﬂ,k Sz(?k)k,ﬁk _

Wspolczynnik Uy, zdefintowany jest nastepujgco: Wy, :—4\112_1det [Cral, przy ¥ =—4.

Dowéd: Prawdziwosé lematu 3 wykazemy przy pomocy indukcji matematycznej. Na podsta-

wie wzoru (A.20) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ kazdego elementu sgf) macierzy S®) dla k =

1, 2, ... n—(p1+p2)+1. Uwzgledniajac, na podstawie struktury macierzy S polozenie w niej

skalara a*1) | wektora %b(kfl) i macierzy ¢, otrzymujemy nastepujacy wzor:
(k) (k=1) 1 3 (k1) k1) (k1) (k1) (k1) (k=1) (k1)
S0 = 4 (%bz' %bj — )ci,j ) =4 <3H1,1 S14H1 — 511 32‘+1,j+1) (A.24)

Korzystajac z wyprowadzonego wzoru (A.24) sprawdZzmy poprawnosé lematu 3 dla k=1:

(0) (0)

0
L= :4< 0) (0 0) (0) ) _ 4 det{ 511 Siju C, (0)

51,4+
(0) (0)
Sl S gn

(%)
ij Si11,151,501 — S1,1541,51 ) ©) = Uy det

Si,1 S gn

Réwnosé ® zachodzi na podstawie definicji macierzy C; i wspétezynnika ¥, dla i=1.

Zakladamy, ze lemat 3 jest prawdziwy dla pewnego m, gdzie 1 <m<n—(p;+p2)+1.



Wykazemy, ze z prawdziwodci lematu 3 dla wartosci m wynika prawdziwosé¢ dla m+1. Obli-
czajac roznice Ag=s

0]

(mt)

(mt)

~ Siy

7

, gdzie pierwszy skladnik liczony jest ze wzoru definiowanego

przez lemat 3, zas drugi z wyprowadzonego wzoru (A.24), wykazemy, ze jest ona réwna zero.

A, = s(mH) _ mi)

Z7]

i,j
[ 0
55,9)'4%1
C 1 m m
= W(ypp) det " —4 ( z('—kl?lsg,j—)kl 811 S
RON
m—l—l,]—l-m-l-l
(0) (0) o
| Smii,1 Sttmtlmtl Sepml fmtl |

[ 50

1,j+mH

= — 402 det [C,,] det Crntt

RON

m—l—l,]—l-m-l-l

(0) (0) (0)
| Sitm,1 Sivml,mH Sitmt, jmH |
i 0 1 i 0
3%,2%1 85,])'+fm+1
— 472 det Crn det Cn
0 0
Sgn?m—kl Sgn?j—l-‘l n+1
0 0 0 0 0 0
L Siw)ml,l Sz(—kr)n—H,m 5%2%1,%1_ I wa)u,l Sgn-)l-l,m S£rk)k1,7+w&' 1]
50 [ 50
1m+ 1,j4mH
+ 402 det Con det Com
0 0
Sgn?m-l—l 8£n?j+fm+1
o .0 (0) (0) ) (0)
| Smi1 Sm,m SmH,mH | | Sitmtl,1

Sitmt,m Sim, jtm |

(m) _(m)

)

Poniewaz W, jest wartoscia z definicji rézna od zera, dzielimy otrzymane wyrazenie przez 402 .

Macierz C)q przedstawiamy jako macierz zawierajaca macierz C,,, a z pozostalych wyznacz-
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nikéw przy pomocy rozwiniecia Laplace’a usuwamy skrajny, dolny element:

r 0 0
Sg,r)nﬂ Sg,j)umm
Cn
Ag = —det[C,,] det
RO L0
m,m+l m,jml
(0) (0) (0) 0
S 1 Smtm SmHmH SmH, jm
© oo o
L Sétmi1,1 Sttt m Seimttmil Stmtl, fHml |
[ 40
1,mH
— | 89 1 e det [Cra] + det Cm
0
31(71?%1
0 0
_82('+‘r)n+1,1 S(HFZrm,m 0
_ 0
1,4mAL
3523_17. L det [C,] + det Cm
0
an?ﬁwﬂ
0 0
_ng)ﬂ,l wa)u,m 0 |
[ 0
3(1,7)m1
+ | 8 i det [Cr) + det Cm
0
Sgn?m-l—l
0 0
_81(71—)H,1 Sgn—)H,m 0
_ 0 _
Sg,y)umm
S 1 et det [Crn] + det Cn
0
Sgn?jﬁﬂmﬂ
0 0
_82('+‘r)n+1,1 S(HFZrm,m 0 |

Nastepnie stosujemy rozwiniecie Laplace’a usuwajac skrajny, dolny element macierzy w pierw-

szym skladniku otrzymanego wyrazenia, oraz wymnazamy pozostate sktadniki.



0
55,3%1
= — s\ i det [Cry] det Cn
0
Sg’n?rn—}—l
0 0 0
i 31(71—)H,1 Sgn—)H,m 31(71—)H,m+1_
_ 0 0 ;
8(1,7)n+1 Sg,j)umm
Cn
— det [C),] det
(0) (0)
Smomtl  Smjtm
(0) O (0) (0)
S 1 SmH,m SmHmH St et
(0) ) (0) 0
L Sitmi1,1 Sitmt,m Sipmtl,mil i
0 0 0 0
- S'E—I—fr)n-l-l,m-l-lsgn-)l-l,j—l-fm-l-l (det [Cm])2 + 3%1,%13;4)7&1,j+wﬁ1 (det [Cm])2
_ O i,
1,j4+mH
SO det [C] det Crm
0
s;?ﬂmﬂ
0 0
_557%)%1,1 87(71—)|—1,m 0 i
i 0
3(1,7)m1
5O, o det [Cy] det Cn
0
87(71?777,-}—1
0 0
_S;a)ml,l 3;2n+1,m U
i 0 1 i 0
55,7)%1 55,9)4%1
— det Cm det Cm
0 0
an?mm Siﬂ?ﬂm-l—l
0 0 0 0
_82('+‘r)n+1,1 Sz(—kr)n—H,m U _Sin—)H,l Sin—)H,m 0
_ Ao
1,m+l
+ sgi,),ﬁly iy det [Cy] det Cn
0
Sgn?m-l—l
0 0
_ng)ﬂ,l wa)u,m 0 |
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_ o _
35,3‘%1
+ sﬂLMl det [C),] det Cn
0
Sin?j—km—kl
0 0
i 3544)7&1,1 o Sg—l-fr)n-l-l,m 0 |
_ o . o _
Sg,r)n—H Sg,j)'—Fm—H
+ det Cm det Cm
0 0
Sgn?m-kl Sgn?j-l"m‘l-l
0 0 0 0
i 51(7%)#1,1 T Sv(w)H,m 0 | | 52(44)7&1,1 T Sz(—l-gn—l—l,m 0 |

Jeszcze raz stosujemy rozwiniecie Laplace’a usuwajac skrajny, dolny element macierzy w pierw-
szym skladniku otrzymanego wyrazenia. W wyniku tej operacji zaznaczone odpowiednio sktad-
niki zredukuja sie.



0 0
Ay = =50 1 mi St i (det [Cr])?
. o
Sg,q)m—l
— 5 e det [C] det Cn
0
31(71?%1
0 0
_5£n3r1,1”’ 87(71—)|—1,m 0 i
_ 0 0 _
Sg,r)nﬂ Sg,j)umm
Cn
— det [C,] det
(0) (0)
Sm,m—H Sm,j—l—‘m—l—l
(0) 0 (0) (0)
S 1 SmH,m SmHmH St et
(0) ) (0) 0
L Sétm1,1 Sitmt,m Sipmtl,mil i
0 0 0 0
S 1 1 S it (At [Con) 4 5501 881 sy (det [C])?
' Ao
1,j+mH
SO det [C] det Crm
0
sgn?ﬁmﬂ
0 0
_557%)%1,1 87(71—)|—1,m 0
i 0
3(1,7)m1
5O, det [Cy] det Cn
0
87(71?771-}—1
0 0
_S;a)ml,l 3;2n+1,m U
i 0 1 i 0
Sg,q)m—l 55,9)4%1
— det Cm det Cm
0 0
SE%?%H Sin?ﬂwkl
0 0 0 0
_82('+‘r)n+1,1 Sz(—rzrl—kl,m U _Sin—)H,l Sin—)H,m 0 |
[ 5@
1,mil
+s§ﬂ,)n+17. 1 det [C,] det Con
0
51(71?%1
0 0
_Sgn-)l—l,l'” wa)u,m 0 |
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_ o _
35,3‘%1
+ sﬂLMl det [C),] det Cn
0
Sin?j—km—kl
0 0
i 3544)7&1,1 o Sg—l-fr)n-l-l,m 0 |
_ o . o _
Sg,r)n—H Sg,j)'—Fm—H
+ det Cm det Cm
0 0
Sgn?m-kl Sgn?j-l"m‘l-l
0 0 0 0
i 51(7%)#1,1 T Sv(w)H,m 0 | | 52(44)7&1,1 T Sz(—l-gn—l—l,m 0 |

Ponownie stosujemy rozwiniecie Laplace’a usuwajac element znajdujacy sie w kolumnie m+1
i wierszu m—+1 z pierwszego nieredukujacego si¢ sktadnika. W wyniku tej operacji zredukuja sie
kolejne sktadniki.

_ . }
35,3‘%1
Ay = — sﬁLMl det [Cy,] det Cm
0
8£n?j+‘m+l
0 0
_S;Jr)n+1,1 S(HZrm,m 0 |
_ o o }
3(1,71&1 S(l,])'—l-‘m-l-l
Cn
— det [C),] det
FORNO
m,mA+1 m, jHml
0 0 0
31(7%)#1,1 Sv(w)H,m 0 ng)u,wnﬂ
0 0 0
L 52(+2n+1,1 82('+‘I)n+1,m 8@('+9)n+1,m+1 0 i
0 0
S LS et (et [Crn])?
i RO
1, jmH
O det O] det Cn
0
8£n?j+‘m+l
0 0
_Sﬁrk)rm 37(71—)H,m 0 |




[ 0
Sg,r)n—kl
— 352117- L det [C,,] det Con
0
87(71?771-}—1
0 0
_3544)7&1,1 35437&1,771 0 ]
_ o . o _
55,7)7&1 Sg,j)'—Fm—H
— det Cm det Cm
0 0
3£n?w+1 35n?j+%1
0 0 0 0
_5%&1,1 S;Jr)n+1,m U _51(71—)H,1 87(71—)H,m 0 |
[ 50
1,j+metl
+ sﬂLMl det [Cy,] det Con
0
Sﬁn?ﬁnm
0 0
_S;Jr)n+1,1 8§+‘2n+1,m 0 |
[ 0 [ 0
Sg,r)n—H Sg,j)‘w1
+ det Cm det Cm
0 0
Sgn?m-l—l 8£n?j+fm+1
0 0 0 0
_37(7%)#1,1 Sv(w)ﬂ,m 0 | _3544)7&1,1 35437&1,m 0 |
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Analogicznie, po raz ostatni stosujac rozwiniecie Laplace’a, usuwamy z pierwszego niezni-

kajacego sktadnika otrzymanego wyrazenia elementy znajdujace si¢ w kolumnie m-+1 i wierszu

m-+2 oraz w kolumnie m-+2 1 wierszu m-+1.

A

_ O
S T ekl mtl

det [C,]

(0)

St jm

det [C)y,] + det

0
Sg,y)umm
Cn
0
Sgn?j%l
0 0
I Sirk)rm 87(71—)H,m 0
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[ 0
Sg,r)n—kl
+s§211, L det [C,,] det Con
0
Sgn?mq-l
0 0
_Sg-lﬂr)n-l-l,l Sz(w)vm,m U
r 0 0
35,7)7&1 Sg,])‘—l-m-l-l
Cn
— det [C),] det
OB ()
m,mtl “m,Hmtl
0 0
31(71—)H,1 ng)ﬂ,m 0 0
0 0
_Sz(—kr)n—H,l SZ('—FZfb—H,m 0 0 ]
0 0
— St LS et (et [Crn])?
i 0
Sg,g)wm-l
— s e det [C] det Cn
0
Sgn?j—km—kl
0 0
_ng)rm 87(71—)H,m 0 l
- 5
Sg,r)n—kl
— 510 i det [Cpy] det Cm
0
Sgn?mq-l
0 0
_S;Jr)n+1,1 52(44)7&1,771 0 ]
[ 0 [ 0
sgﬂ)n-l-l Sg,j)umm
— det Com det Com
0 0
S;’L?Tn—ﬂ Sgn?r—l-‘l n+1
0 0 0 0
_Sz(—kr)n—H,l 82('+‘i)n+1,m 0 | _Sgn-)i-l,l Sgn-)l-l,m 0
[ 0 1 [ 0
sg,r)n—kl Sg,j)‘w1
+ det Cm det Cm
0 0
Sgn?m-l—l an?ﬁmﬁ
0 0 0 0
_37(7%)#1,1 Sv(w)ﬂ,m 0 | _32(44)7&1,1 3544)7&1,m 0




Ostatecznie w wyniku przeprowadzenia powyzszych operacji otrzymamy wyrazenie:

r 0 0
3(1,71&1 8(1,])'—|-m-|-1
Cn
AS = —det det [Cm]
$O 0
m,ml “m,Hmtl
0 0
322#1,1 Sgn—)H,m 0 0
0 0
Sz('—H)n—H,l S(HFZrm,m 0 0 |
[ 0 T i 0
Sg’j)*_i_?n_l_l 3(1,1)wk1
— det Cm det Cm
0 0
Sv(n?ﬁ%rl Sﬁn?ml
0 0 0 0
i 31(7%)#1,1 Sgn—)H,m 0 ] | 32(44)7&1,1 S'E—I—fr)n-l-l,m 0
_ N _ o _
55,7)%1 Sg,])'—km—kl
+ det Cm det Cm
0 0
Sﬁn?ﬂ’l—l’l Sgn?j—l-‘l n+1
0 0 0 0
i 87(77,-)|—1,1 Sgn-)l-l,m 0 | 52(+2n+1,1 S(HFZrm,m 0
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(A.25)

Aby kazdy ze skladnikéw otrzymanego wyrazenia byl iloczynem wyznacznikéw macierzy
o wymiarach (m+1)x(m+1) i mxm zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem zaznaczonych

wierszy.

Najpierw jednak zapiszemy wyrazenie (A.25), stosujac nastepujaca notacje: dla kazdej ma-

cierzy A zapis A7l

wierszy ri, ..

., Tp 1 kolumn cq, ...

, Cn-

oznaczaé bedzie macierz powstala z macierzy A przez usuniecie z niej

Zdefiniujmy macierz W, ktéra pozwoli zapisaé¢ wyrazenie (A.25) przy pomocy wspomnianej

notacji:

(0)
Smi,1
AC) ..
L Sitmitl,1

(0)
Sm—H,m
RO
Hmt+l,m

HONEN()
1mH S14mH

(0) (0)
Sm,m-l—l 8m,j+fm+1

0 0

(A.26)
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Woéwezas:

A, = —detWdetWWﬁl::é2

Po rozwinieciu wzgledem zaznaczonych wierszy i po podzieleniu przez

Ay = ZSMW (det W, 5 det

Wi,

m+L, mA2
m+2

det Wm‘"1 det W

dtW

+ det Wm+2 det Wn”;ﬁl

(_ 1) (mA2+HH41)

(A.27)

otrzymamy:

J det WHIT™ L + det W det Wy o)

(A.28)

Pokazemy, ze kazdy sktadnik uzyskanej sumy jest réwny zero na mocy tozsamosci Schweinsa, na

ktorej przydatnosé w dowodzie zwrécil mi uwage prof. Stefan Paszkowski!

odwotania do literatury [3, 37]:

Tozsamo$é 2 (Schweinsa)

€1 aiy - Gipa || b oarn

Cp An,1 """ Apn-1 bn Gp-1,1 "

a1.n-=2

an—1,n-2

by ary -

by Gny -

a1

a/nfl,l e

a1 n-1

an,n-1

a1 n-1

Gn—-1,n-1

€1 arn

Cp—1 Gp-1,1 * -

by c1 arq -

by, cn an,1 "

, podajac niezbedne

a1n-=2

an—1,n-2

a1,n-2

an,n-2

Zdefiniujmy macierz W ktéra pozwoli zapisaé tozsamosé Schweinsa przy pomocy uzywanej

notacji:

W*

Tozsamo$é Schweinsa przyjmuje wowczas postaé (macierz W* jest macierza (n+1) x

det W, det W]

b1

bn

— det W*2,; det W* ™) + det Wil det W2 ) =0

C1

Cn

ai,1

an,1

byl Crtl Anig1,1 -

a1,n-2

a1,n-1

Unp,n-2 Gn n—1

WeZmy [-ty skladnik sumy okreslajacej Ag (A.28):

SS)TML . (det Wéﬁz det W,

mA1, mA2
mHl,

1, m+2

dtW

Opd+1,n-2 Ani+1,n-1

S det Wity + det W2 det W1

(A.29)

(n+1)):

(A.30)

I, m+l
1, m+2

(A.31)

Zdefiniujmy macierz W ktéra powstala z macierzy W, przez przestawienie I-tej kolumny na

pozycje pierwszej kolumny, zas (m+1) kolumny na pozycje drugiej kolumny. Wéwczas mozemy

"nstytut Niskich Temperatur i Badaii Strukturalnych PAN, Wroctaw
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zapisa¢ nastepujaca réwnosé:

5{ s (det Wk, det WITEL T — det Wil det W2 o -+ det W det Wil L, )

1, m+2
=50y (et WO det WORT® ) — det WO, det WO 4 det WO det WO L2 L)

W

(A.32)

Roéwnosé &) zachodzi na mocy tozsamosci Schweinsa w postaci A.30, gdzie macierz W* = W
za$ n=m+1. Oznacza to, ze z prawdziwosci lematu 3 dla wartosci m wynika prawdziwos¢ dla
wartosci m—+1, wiec na mocy indukcji matematycznej lemat jest prawdziwy dla k=1, 2, ...,

—(p1+p2)+1. O

Lemat 3 jest wystarczajacy, by stwierdzi¢ prawdziwosé tez 1 i 2.
Wartoséé kazdego skrajnego, lewego, gérnego elementu sﬁl) macierzy S dla i=0, 1, ..

(#41)

— (p1+p2) jest, zgodnie z lematem 3, réwna s11 =Wip det Ciio. Jest wigc ujemna na podstawie

)

definicji w tym lemacie wspotezynnika W,y i wlasnosci 3.
Wartosé¢ kazdego elementu skrajnego, prawego, dolnego s(%F ) macierzy S dlai=0, 1, ...,
—(p1+p2), gdzie z=n—(p1+p2)+3—(i+1) jest zgodnie z lematem 3 i wartoSciami elementéw
macierzy S(©) ze zwiazku ( A.16) réwna:

_ -
0
sgil) =V, det Cin = -V det Cipy
0
| 00...0 ~1]

Oznacza to, ze sg;l) jest dodatnie na podstawie definicji w tym lemacie wspotczynnika W ;)
i wlasnodci 3.
Prawdziwos¢ tez 1 i 2 oznacza, ze ostatnia do rozwiazania nieréwnosé (A.22) staje sie réwno-

Scig, tj. Aqx=0, gdy przyjmiemy maksymalng warto$¢ niewiadomej €. Podobnie jak w pierwszej

czeéci dowodu, wobec faktu, ze na mocy tezy 1 wszystkie wyrézniki AZ R dla
i=0, ..., n—(p1+ p2) traktowane jako nieréwnosci kwadratowe na mocy tezy 1 maja ujem-

ne Wspolezynniki przy drugiej potedze niewiadomej ay ., ;. oznacza to, ze wyjsciowy uklad
réwnan (A.2) a dokladnie jego réwnowazna postaé¢ (A.7) ma dokladnie jedno rozwiazanie, co

nalezato wykazaé. Konczy to tym samym dowdd poprawnosci i wykonalnosci kroku p.4. algoryt-
mu SLS2S.
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Dodatek B

Kod realizujacy algorytm LC2S

Przedstawiony ponizej szkielet kodu implementujacego algorytm LC2S realizuje jego wersje itera-
cyjna. W wyniku nie jest zwracany korzen drzewa binarnego, powstaje natomiast plik tree.log,
ktory zawiera tekstowy opis poszczegdlnych weztéw drzewa, z podaniem zaleznosci miedzy nimi.

Podajac definicje najistotniejszych zmiennych tablicowych wystepujacych w kodzie, podano
wymiary tych tablic w odniesieniu do rozmiaréw danych uczacych (liczba wierszy, liczba atrybu-
téw), z pelna $wiadomoscia, ze taki sposéb ich definiowania w dowolnym jezyku programowania
bytby nieprawidtowy. Wyjatek ten uczyniono ze wzgledu na czytelno$é¢ kodu.

typ nazwa (opis)

double size

liczba cech opisujacych jeden przyktad ze zbioru rozdzielanych danych.

double lines

liczba przyktadéw w zbiorze rozdzielanych danych.

double datal[lines] [size+2]
dwuwymiarowa tablica przechowujaca rozdzielane dane (po zastosowaniu

transformacji opisanej wzorem (3.1).

int pointsAddedSoFar [size+1]
tablica, w ktorej przechowywane sg indeksy punktéw przez, ktére maja prze-
chodzi¢ hiperptaszczyzny rozdzielajace.

double q[size+1] [size+2]

2 ,
), przez ktore ma-

tablica przechowujaca elementy ze zbioru K U Kl(yl) U Kll(2
ja przechodzi¢ hiperplaszczyzny rozdzielajace (okreslone w algorytmie LC2S
w kroku p.5). Elementy tej tablicy sa kopia odpowiednich wierszy tablicy data,
ze wzgledu na fakt, ze w trakcie wyznaczania rozwigzania w kroku p.5 algo-

rytmu LC2S (p.4 algorytmu SLS2S) ulegaja one zmianie.

double h[size+2]
tablica przechowujaca aktualnie wyznaczone rozwiazanie a* okreslajace hiper-

plaszczyzny hi i ho.
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typ nazwa (opis)

double hMem[size+2]
tablica przechowujace kopie wyznaczonego na poziomie p = 0 rozwiazania.
Odpowiednik DB'?

a

w kroku p.9 algorytmu LC2S.

int flags[lines]
wykorzystanie tej tablicy umozliwitlo zapis algorytmu w postaci iteracyjnej
zamiast rekurencyjnej. Wartos¢ elementu o indeksie ¢, oznacza, na ktérym
poziomie p algorytmu LC2S ma byé¢ brany pod uwage, wartos¢ —1 oznacza,
ze punkt nalezy do zbioru Z (p.2 I p.17 algorytmu LC2S).

int idClassl1, idClass2
indeksy elementéw tablicy data, nalezacych do réznych klas, ktérych odlegtosé

od siebie jest minimalna

Ponizsza tabela zawiera zestawienie wybranych krokéw algorytmu LC2S realizowanych przez

poszczegdlne linie kodu zZrédtowego.

linie kodu kroki algorytmu LC2S

11 wyznaczenie indeksoéw najblizej polozonych punktéow nalezacych

do réznych klas.

14-24 p.31ipd

25-28 p.5b — implementacja kroku p.4 algorytmu SLS2S (zgodnie z pod-

rozdziatem 4.2).

40-50 od p.15 przez p.10—p.22, realizacja powrotéw rekurencyjnych, gdy
ZLE, = 0.

71 p.10

95-130 Uzupetnianie pliku wynikowego tree.log.
110 p.20.
112, 124 | p.21.

1 int LC2S(char *name, int parent,int treeNodeNr,int nextNode){

2 int idClassl1, idClass2;

3 int hi1Count=0,h2Count=0,hltmp,h2tmp;

4 int timeToGo=0, doSolve=1,theOLevel;

5 int addedPO, incorrect;

6 int size, lines;

7 readData(name, treeNodeNr,size,lines); //nazwa pliku z danymi: name+treeNode
8 int p=0; //level of algorithm LC2S;

9 for(int i=0;i<lines;i++)

10 flags[i]=p;

11 findTheClosestPair(idClassl,idClass2,size,lines); // w tablicy: data
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14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

while (!'timeToGo){

if (doSolve)d{

if (h1Count==0){
pointsAddedSoFar[p]=idClassl;
hitmp=1;

}

else hltmp=0;

if (h2Count==0){
pointsAddedSoFar [p+hltmp]l=idClass2;
h2tmp=1;

}

else h2tmp=0;

for(i=0;i<h1Count+h2Count+hltmp+h2tmp;i++)
for(int j=0;j<size+2;j++)

qlil [jl=datalpointsAddedSoFar[i]] [j];

int epsilonZero=countSolution(size,hlCount+hltmp+h2Count+h2tmp,q,h,p);

if (epsilonZero==1){
flags[addedP0]=-1;
p=0;
for(i=0;i<size+2;i++)
h[i]=hMem[i];
doSolve=0;
h1Count=h2Count=0;

}
doSolve=1;
do{
incorrect=0;
theOLevel=(p==0 7 1 :0);
if ((incorrect==0) && (p>0)){

if ((int) (datal[pointsAddedSoFar[p-1]] [size+1])==1)

hiCount--;
else
h2Count--;
P~
}
}while ((incorrect==0) && (p>=0) && (!'theOLevel));
if (incorrect==0)
if (p==0)
timeToGo=1;
elseq{

if ((int) (data[pointsAddedSoFar[p-1]] [size+1])==1)

hiCount--;
else
h2Count--;
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62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

if (p==size+1){
flags[addedP0]=-1;
p=0;
for(i=0;i<size+2;i++)
h[il=hMem[i];
doSolve=0;
h1Count=h2Count=0;
}
elseq{
pointsAddedSoFar [p]=getSupportPoint(idClassl,idClass2,p,size,lines);
if (p==0){
addedPO=1i;
for(int z=0;z<size+2;z++)
hMem[z]=h[z];
}
if (hiCount==size+1 || h2Count==size+1){
flags[addedP0]=-1;
p=0;
for(i=0;i<size+2;i++)
h[il=hMem[i];

doSolve=0;
h1Count=h2Count=0;
¥
else pt+;
¥
}
int isl=writeData(name,nextNode,size,lines,1,-1); //nazwa pliku: name+nextNode
// ~ ~ (1) dobre klasa 1,
// ~ (-1) ze klasy 2
int is2=writeData(name,nextNode+1,size,lines,-1,1); //nazwa pliku: name+nextNode
// ~ ~ (-1) zle klasa 1,
// ~ (1) dobre klasy 2
FILE *tree;

if (treeNodeNr==parent)<{
tree = fopen("tree.log", "wt");
fprintf (tree,"ROOT (0): [");
}
elseq{
tree = fopen("tree.log", "at");
fprintf (tree,"parent: (%d) mnode: (%d) [",parent,treeNodeNr);
}
for(int z=0;z<size+2;z++)
fprintf (tree,"%8.15f " ,h([z]);
fprintf (tree,"]\n");
fclose(tree);
int result=nextNode+2;
if (is1){

result=LC2S (name, treeNodeNr,nextNode,result);
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112
113

114

116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130

131

132 }
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if (is2)
result=LC2S (name, treeNodeNr,nextNode+1,result);
elseq{
tree = fopen("tree.log", "at");
fprintf (tree,"parent: (%d) mnode: (%d) klasa 2\n",treeNodeNr,nextNode+1);
fclose(tree);
}
}
elseq{
tree = fopen("tree.log", "at");
fprintf(tree,"parent: (%d) mnode: (%d) klasa 1\n",treeNodeNr,nextNode) ;
fclose(tree);
if (is2)
result=LC2S (name, treeNodeNr,nextNode+1,result);
else{
tree = fopen("tree.log", "at");
fprintf(tree,"parent: (%d) mnode: (%d) klasa 2\n",treeNodeNr,nextNode+1) ;
fclose(tree);

3

return result;
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