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Streszczenie

Rozprawa dotyczy efektywnego wykorzystania procesorow wielordzeniowych i klastra
komputeréw w obliczeniach Metoda Elementéw Skoniczonych (MES) probleméw brzego-
wych z mechaniki ciat tréjwymiarowych i konstrukcji powtokowych.

Celem rozprawy jest stworzenie efektywnych i skalowalnych algorytmow wielowatko-
wych (z uzyciem OpenMP [33]) i rozproszonych (z uzyciem MPI [80]). Przeanalizowano
dotychczasowy stan wiedzy w dziedzinie zréwnoleglenia i zaproponowano ulepszenia w
dwodch obszarach kodu MES - petli po elementach i rozwiazywania uktadu réwnan linio-
wych.

Opracowany algorytm zréwnoleglenia petli po elementach i redukcji macierzy elemen-
towych do macierzy globalnej z wykorzystaniem OpenMP osigga efektywnosé ok. 95%.
Algorytm zostal zaimplementowany w ztozonym pod wzgledem programistycznym ko-
dzie FEAP [25], ktoéry jest wykorzystywany w wielu oSrodkach akademickich na $wiecie.

W ramach rozwigzywania uktadu réwnan na pojedynczym wezle obliczeniowym, naj-
pierw poréwnano zestaw wiodacych solweréow do rozwigzywania rzadkich uktadow réw-
nan liniowych. Dla kazdego z nich przedstawiono czas, skalowalnos¢ i zapotrzebowanie
na pamie¢. Opisano réwniez analize solwerow wg modelu ,,Roofline”. Przeanalizowano
kod Zrédtowy solwera HSL MA86 [13] i zaproponowano kilka ulepszeri, dzieki ktérym
przyspieszono obliczenia o ok. 11.5% i poprawiono skalowalno$é¢ o ok. 6.5%. Opracowa-
no wersje tego solwera wykorzystujaca mieszana precyzja, z faktoryzacja w pojedynczej
precyzji i iteracyjnym poprawianiem w podwojnej precyzji, co przyspieszylo obliczenia
2.17 razy i poprawito skalowalnosé¢ do 10.28 na 12 rdzeniach.

W celu dalszego zwigkszenia efektywnosci rozwigzywania uktadu rownan opracowano
solwer na klaster, bazujacy na dekompozycji obszaru i obliczaniu uzupetnienia Schura za
pomocy czesciowej faktoryzacji (ang. partial factorization), ktéra zaimplementowano w
solwerze HSL MA86. Dzieki temu, obliczenia dla podobszaréw sg bardzo efektywne ale fak-
toryzacja macierzy interfejsowej pozostaje barierg dla skalowalnych obliczen, nawet dla
HSL MA64, ktéry jest najszybszy z przetestowanych solweréw dla macierzy gestych. Aby
przyspieszy¢ faktoryzacje zaproponowano wykorzystanie dwoch innych technik: hierar-
chicznej faktoryzacji oraz mieszanej precyzji i iteracyjnego poprawiania. Wykorzystujac
OpenMP i MPI przys$pieszono obliczenia ok. 36 razy na 8 weztach z 12 rdzeniami kazdy,
co jest wydajnoscia lepsza niz profesjonalnego solwera WSMP [37]. Dodatkowo, do celéw
poréwnawczych, opracowano solwer FETI-DP wykorzystujacy metody bezposrednie na
weztach i iteracyjny solwer PCG do rozwiazania uktadu réwnan dla interfejsow.

Opracowane algorytmy zostaly przetestowane na modelach MES dla jednorodnego
materiatowo sze$cianu i dwéch materiatow o ztozonej mikrostrukturze: piance korundo-
wej i metalowo-ceramicznym kompozycie. Najwiekszy obliczony model zawierat ponad 30
mln niewiadomych. Testy potwierdzity bardzo dobra jakos¢ opracowanych algorytmow.



Abstract

The thesis concerns the effective use of multicore processors and a cluster of computers
in Finite Element (FE) analyses of boundary value problems in mechanics of 3D bodies
and shell-like structures.

The aim is to develop effective and scalable multithreaded (using OpenMP [%3]) and
distributed (using MPI [30]) algorithms. The current state of knowledge about paralle-
lization is analyzed and improvements are proposed in two areas of the FE code - the
loop over elements and the solvers of a linear system of equations.

The proposed algorithm of parallelization of the loop over elements and the reduction
of elemental matrices to the global matrix using OpenMP has effectiveness around 95%.
It was implemented in a complex, in terms of programming, code FEAP [25], used in
many academic centers in the world.

Concerning the solvers for one computational node, first, several well known sparse
parallel solvers are compared. For each of them time, scalability, and the memory usage
are presented. Additionally, the “Roofline Model” for these solvers is provided. Next, the
source code of the solver HSL MA86 [13] is analyzed and several improvements, which
speed up computation by about 11.5% and scalability by about 6.5%, are proposed.
Next, the mixed precision version of this solver is developed, with factorization in single
precision and iterative refinement in double precision, speeding up computations 2.17
times and providing the scalability 10.28 on 12 cores.

To further improve the effectiveness of solving a system of linear equations, a solver
for a computer cluster is developed. It is based on the domain decomposition and the
computation of the Schur complement by partial factorization, which is implemented
in the solver HSL MA86. This makes the domain computations very efficient although
factorization of the interface matrix is a bottleneck even for HSL MA64, which is the
fastest of several tested solvers for dense matrices. To speed up the factorization, the
use of two other techniques is proposed: the hierarchical factorization and the mixed
precision with iterative refinement. The total speedup achieved using OpenMP and MPI,
on 8 nodes 12 cores each, is about 36 times, and is better than of the professional solver
WSMP [37]. Additionally, for comparison, the FETI-DP method, using direct methods
on nodes and the iterative PCG solver for the interface equations, is implemented.

The developed algorithms are tested on FE models of a homogeneous cube and models
of two materials with a complicated microstructure: a corundum foam and a metal-
ceramic composite. The biggest model computed has over 30 mln unknowns. Tests prove
that the implemented algorithms are of a very good quality.



SPIS TRESCI

Spis tresci
Lista pojec¢ i skrotow

1 Wstep

1.1 Wprowadzenie . . . . . . . . . Lo
1.2 Cel rozprawy . . . . . . . e
1.3 ZawartoSC rOZprawy . . . . . . ..o e e e e e

Obliczenia réwnolegte
2.1 Architektura komputeréw . . . . ... .o
2.2 Miary zréwnoleglenia obliczen . . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.2.1 Prawo Amdahla i prawo Gustafsona-Barsisa . . . . ... ... ..
2.2.2 Skalowalnos¢ . . . . ...
2.3 Ograniczenia sprzetowe . . . . . . . ...
2.3.1 Wprowadzenie . . . . . . . . ...
2.3.2 Natezenie operacji . . . . . . . .. ..o oo
2.3.3 Model ,Roofline” . . . . ... ... oo
2.3.4  Wyznaczenie modelu ,Roofline” . . . . ... ... ... ... ...
2.4 Programowanie réwnolegte na maszyny z pamigcia wspolna . . . . . . . .
2.4.1 Wprowadzenie do OpenMP . . . . . . .. ... .. ... .. ...
2.4.2 Dyrektywa ,PARALLEL DO” . . . . ... .. ... ... .....
24.3 Zasieg zmiennych . . . . .. ..o Lo
2.4.4 Synchronizacja . . . . . .. ..o
2.5 Programowanie réwnolegte na maszyny z pamiecia rozproszona . . . . . .
2.5.1 Wprowadzenie . . . . . . . . ...
2.5.2  Programowanie rownolegte z MPI . . . . . . .. ..o
2.6 Podstawowe problemy programowania rownolegtego . . . . . . . ... ..
2.6.1 Zakleszczenie . . . . .. ..
2.6.2 Falszywe wspoétdzielenie . . . . . . . ..o
2.6.3 Jednoczesna wielowatkowos¢ . . . . . . . ..o
2.6.4 Koligacja procesu/watku . . . . .. ...

Zréwnoleglenie petli po elementach w FEAPIe

3.1 Opisproblemu. . . . .. . .. . ... e

3.2 Poréwnanie sekwencyjnego kodu FEAP z réwnolegltym kodem Warp3D . .
3.21 Test kostki. . . . . .o
3.2.2 Metoda sparalelizowania petli w Warp3D . . . . . . ... ... ..

3.3 Roéwnolegla petla po elementach w FEAPie . . . . . .. .. .. ... ...

3.4 Testy numeryczne ompFEAPa . . . . . .. ..o oo
341 Test kostki. . . . . . . o
3.4.2  Test nieliniowej powtoki . . . . . ... ... oo
3.4.3 Model ,Roofline” . . . ... ... ... ...
3.44 Podsumowanie . . . .. ... Lo

11
11
12
13

15
15
16
17
21
23
23
23
24
24
26
26
27
29
30
33
33
34
37
37
37
39
39



SPIS TRESCI 7

4 Roéwnolegle rozwigzywanie ukltadéw réwnan liniowych 58
4.1 Wprowadzenie . . . . . . ... 58
4.1.1 Podstawowe algorytmy rozwigzywania uktadéow réwnan liniowych 58
4.1.2 Inne rozktady macierzy . . . . . . ... oL 59
4.1.3 Przechowywanie macierzy rzadkiej w pamieci komputera . . . . . 60
4.1.4  Algorytmy rozwiazywania rzadkich uktadéw réwnan liniowych . . 61
4.1.5  Grafowy model zadan dla rzadkiej faktoryzacji . . . . . . . . . .. 62
4.1.6 Superwezly . . . .. .. 65
4.1.7 Rzadka faktoryzacja bazujaca na zadaniach . . . ... ... ... 67
4.1.8 Wybdr elementu gtéwnego w réwnolegltych rzadkich faktoryzacjach 69
4.1.9 Algorytm zagniezdzonego podzialtu . . . . .. ... ..o 70
4.1.10 Inne aspekty optymalizacji faktoryzacji numerycznej . . . . . .. 72

4.2 Poréwnanie réznych implementacji . . . . . . ... ..o oL 72
4.2.1 Testowane implementacje . . . . . . .. .. ... ... 72
4.2.2  Jednoczesna wielowatkowos¢ . . . . . ... 75
4.2.3 Koligacja watkéw . . . . ..o 75
4.2.4 Permutacja wierszy macierzy . . . . . .. . ... ... 76
4.2.5 Rezultaty testow . . . . ... L oo L 81

4.3 Paralelizacja w solwerze HSL MA86 . . . . . . . . . . . . ... ... ... 83
4.3.1 Sposéb dziatania . . . .. ... L 83
4.3.2 Czas wykonania i skalowalnos¢ zadan w fazie faktoryzacji . . . . . 86
4.3.3 Przyspieszenie obliczen i poprawa skalowalnosci . . . . . . . . .. 86
4.3.4 Dostosowanie parametrow uporzadkowania . . . . . . .. ... .. 88
4.3.5 Dyskusja innych sposobéw przyspieszenia . . . . . . . . ... ... 88
4.3.6 Podsumowanie przyspieszenia solwera HSL MA86 . . . . . . . . .. 89

4.4  Solwer z mieszang preCyzja . . . . . . o oot e e e e 91
4.4.1 TIteracyjne poprawianie rozwiazania . . . . . . . . . . .. ... .. 91

4.4.2 Iteracyjne poprawianie rozwigzania dla solwera z mieszang precyzja 92

5 Rozproszone rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych 95
5.1 Wprowadzenie . . . . . . . . .. 95
5.2 Ugzupetienie Schura . . . . . . .. .. ... o oo 96

5.2.1 Wprowadzenie . . . . . . ... 96
5.2.2  Uzupelnienie Schura przy réwnolegltym rozwiazywaniu ukltadu

rownan liniowych dla MES . . . . . . .. ... ... ... ... 97

5.2.3 Czesciowa faktoryzacja do obliczania uzupetnienia Schura . . . . . 99

5.2.4 Implementacja czesciowej faktoryzacji w HSL MA86 . . . . . . . . 99
5.2.5 Sekwencyjna czesciowa faktoryzacja na pojedynczym wezle dla

dwéch subdomen . . . ... oL oo 102

5.3 Rozwiazywanie bezposrednie uktadéw rownan na wielu weztach . . . . . 104

5.3.1 Testy WSMP . . . . . . . o o 104

5.3.2 Wilasny solwer na klaster . . . . . . ... ... oL 105

5.3.3 Hierarchiczna faktoryzacja macierzy dla interfejsow . . . . . . .. 110

5.3.4 Hierarchiczna faktoryzacja uzupetnienia Schura na wielu weztach . 114
5.3.5  Solwer hierarchiczny z mieszana precyzja na wielu weztach . . . . 117



SPIS TRESCI

6 Przykltady rozwigzywania ukltadéw réwnan liniowych
6.1 Pianka korundowa . . . .. ... ...
6.1.1 Niesymetryczna macierz konstytutywna . . . . . . . .
6.1.2  Wyniki testow solwera na jednym wezle . . . . . . ..
6.1.3 Wyniki testow solwera na wielu weztach . . . . . ..
6.2 Ceramiczny kompozyt . . . .. ... ... L.
6.2.1 Wyniki testow solwera na jednym wezle . . . . . . . .
6.2.2  Wyniki testow solwera na wielu weztach . . . . . ..
7 Podsumowanie
Literatura
Dodatki
A Dodatek A
Instrukcja dodawania elementu do ompFEAP
B Dodatek B
Algorytm podziatu grafu
C Dodatek C
Program Verde
D Dodatek D
Tréjwymiarowy izoparametryczny element oSmiowezlowy
E Dodatek E
Redukcja macierzy elementowych
F Dodatek F
FGMRES
G Dodatek G
PARFEAP i Warp3D
H Dodatek H
Procedury opakowujace biblioteke PAPI
I Dodatek I

5.4 Tteracyjne rozwigzywanie uktadow rownan na wielu weztach

5.4.1 Wprowadzenie do FETT . . .. ... ... ... ...
5.4.2 Wprowadzenie do FETI-DP . . . .. .. ... .. ..
5.4.3 Implementacja FETI-DP . . . . . ... ... ... ..
544 Wnioski . . ... ... o

Blokowa faktoryzacja macierzy symetrycznej

119
119
122
126
129

130
130
131
133
134
135
137
138

140

143

151

151

153

156

157

160

162

164

169

178



Lista pojec i skrotow 9
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1 Wstep

1.1 Wprowadzenie

Modele obliczeniowe dla zaawansowanych zagadnien inzynierskich osiggaja znaczne roz-
miary, np. nawet miliardéw stopni swobody (ang. giga dofs problems) w przypadku kom-
pozytowych kadtubéw samolotéw, i ich obliczanie a pomoca klasycznych seryjnych algo-
rytméw i pojedynczych komputerow jest niewykonalne. Z tego wzgledu powstat nowocze-
sny dziat informatyki stosowanej dotyczacy algorytmow wielowatkowych i rozproszonych
- niniejsza rozprawa nalezy do tego obszaru badan.

Motywacja do podjecia tematu niniejszej rozprawy wywodzi sie z badan nad wielo-
warstwowymi powtokami kompozytowymi, ktére prowadzi zespot, z ktérym wspotpracuje
autor niniejszej rozprawy. Zespol rozwija metodologie i tworzy oprogramowanie umoz-
liwiajace analize kompozytowych konstrukcji powtokowych, przy czym opracowywane
sg zaréwno elementy skonczone o nieliniowej kinematyce i jak i wieloskalowe modele
materialu, uwzgledniajace wielowarstwowos¢ przekroju i mikrostrukture materiatu.

Analizy tego typu konstrukcji powlokowych najczesciej przeprowadza sie zaklada-
jac sprezyste wlasciwosci materiatéw kompozytowych, patrz np. [33] i [62]. Aby usunaé
to ograniczenie i uzyska¢ mozliwos¢ modelowania zlozonych zachowan materiatu kom-
pozytowego, np. uwzglednienia réznych mechanizméw jego zniszczenia, stosowane jest
wieloskalowe bezposrednie modelowanie Metoda Elementéw Skoniczonych (MES), ktére
polega na:

1. wykorzystaniu trojwymiarowych elementéw skonczonych i trojwymiarowych praw
konstytutywnych do modelowania mikrostuktury materiatu,

2. zastosowaniu elementow powtokowych typu solid-shell, tzn. majacych tylko trans-
lacyjne stopnie swobody, na poziomie warstwy kompozytu. W elementach tego
typu takze uzywane sg trojwymiarowe prawa konstytutywne.

Takie podejscie zapewnia bardzo dobrg doktadno$¢ modelowania jednak prowadzi do
duzych i wymagajacych obliczeniowo modeli, dla ktorych pojedynczy komputer i seryjne
kody sa zbyt mate i zbyt nieefektywne. Dlatego trzeba wykorzystaé¢ wielordzeniowo$é
procesora i wiele weztéw obliczeniowych (klastra), co jednak wymaga specjalistycznego
oprogramowania. W programach MES wykorzystywane sg nastepujace techniki przyspie-
szania obliczen:

1. wielowgtkowos¢ w obliczeniach na pojedynczym wezle obliczeniowym stosowana
jest w celu wykorzystania wielu rdzeni procesora, i dotyczy zarowno petli po ele-
mentach jak i solwera.

Do paralelizacji petli po elementach stosowany moze by¢ np. OpenMP [83], ktory
zostal wykorzystany w ostatnich latach do szerokiej gamy problemoéw, takich jak
np.: symulacja uderzen [35], rozwiazywanie réwnan Navier-Stoke’s [107], kalibra-
cja modelu dla przeptywu wéd gruntowych [105], i wiele innych. Przyspieszenie
uzyskane dzieki wykorzystaniu wielu rdzeni, wynosito w tych pracach ok. 3.5 dla
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4 rdzeni, 10.6 dla 12 rdzeni i 11 dla 16 rdzeni, co ilustruje stopien uzytecznosci
OpenMP.

Rozwiazywanie uktadu réwnan liniowych jest jednym z najbardziej czasochtonnych
proceséw w MES. Ze wzgledu na to, ze uktady réwnan dla problemoéw konstrukeji
powtokowych i nieliniowych materialow sa Zle uwarunkowane, do ich rozwigzania
zwykle wykorzystuje si¢ metody bezposrednie (nieiteracyjne). Dla macierzy rzad-
kich, ktore otrzymujemy w MES, najbardziej popularne sg nastepujace solwery
wielowatkowe: WSMP [37], PARDISO [05], Intel MKL PARDISO [76], HSL MA86 [13].

2. rozpraszanie obliczen na wiele weztéw obliczeniowych, do ktérego stosuje sie me-
tode dekompozycji obszaru i solwery hybrydowe.

Metody dekompozycji obszaru (ang. Domain Decomposition (DD) methods) roz-
wigzujg problemy brzegowe dzielac je na mniejsze problemy i problem interfejsu.
Praca rozdzielana jest na wezly obliczeniowe a komunikacja miedzy procesami
(weztami) jest zrealizowana za pomoca np. MPI [80]. Na weztach obliczeniowych
stosowany moze by¢ np. OpenMP. Powstato wiele réznych metod dekompozycji
obszaru, niektoére zostaly wykorzystane rowniez do rozwigzywania probleméw kon-
strukeji powtokowych, np. [18], [100].

Solwery hybrydowe wykorzystuja wielowatkowos¢, np. OpenMP, i przesylanie ko-
munikatéw, np. MPI; najbardziej popularne to PARDISO, Intel MKL PARDISO, WSMP
i SuperLU_DIST.

Niniejsza rozprawa dotyczy obu powyzszych technik przyspieszania obliczen w celu efek-
tywnego wykorzystania procesorow wielordzeniowych i klastra do przeprowadzania ob-
liczen MES probleméw brzegowych z dziedziny mechaniki cial tréjwymiarowych i kon-
strukcji powtokowych.

1.2 Cel rozprawy

Gléwnym celem niniejszej rozprawy jest stworzenie efektywnych i skalowalnych algoryt-
méw wielowatkowych (z uzyciem OpenMP [83]) i rozproszonych (z uzyciem MPI [80]), w
celu zwigkszenia efektywnosci Metody Elementéw Skoniczonych (MES). Przeanalizowano
dotychczasowy stan wiedzy w dziedzinie zrownoleglania i zaproponowano ulepszenia w

dwdch obszarach kodu MES:

e petla po elementach:

Zostal opracowany algorytm zréwnoleglenia petli po elementach i redukcji macierzy
elementowych do macierzy globalnej z wykorzystaniem OpenMP.

Algorytm zostat zaimplementowany w skomplikowanym pod wzgledem programi-
stycznym kodzie FEAP [25] rozwijanym przez Prof. R. L. Taylora z Uniwersytetu
Kalifornijskiego w Berkeley USA i wykorzystywanym w wielu osrodkach akade-
mickich na $wiecie. Pelny opis opracowanego algorytmu podano w artykule [54]
opublikowanym w Computational Mechanics w 2015 r.



1 WSTEP 13

e rozwiazywanie ukltadu rownan liniowych:

1. W ramach ulepszania rozwigzywania uktadu réwnan na pojedynczym wezle
obliczeniowym, zaproponowano szereg ulepszeni dla solwera HLS MA86 [13],
takich jak dynamiczne okreslenie wielkosci prywatnej puli zadan dla watku,
wytaczenie opcji maksymalizacji lokalnosci pamieci podrecznej podczas fazy
analizy, oraz okreslenie optymalnej liczby separatoréw. Wyniki szczegdtowe
opublikowano w artykule [55] w wydawnictwie Taylor & Francis/CRC Press
w 2016 r.

Nastepnie opracowano wersje tego solwera w mieszanej precyzji, przy czym
faktoryzacje wykonuje sie w pojedynczej precyzji, co istotnie ja przyspiesza, i
iteracyjnie poprawia si¢ rozwiazanie stosujac podwdjna precyzje.

2. Opracowano solwer na klaster bazujacy na dekompozycji obszaru i obliczaniu
uzupetnienia Schura za pomoca techniki czeSciowej faktoryzacji (ang. partial
factorization) - te ostatnia zaimplementowano w solwerze HLS MA86, co jest
zadaniem nietrywialnym z uwagi na jego skomplikowanie i techniki programi-
styczne w nim zastosowane. Dodatkowo zastosowano hierarchiczng faktory-
zacje oraz mieszang precyzje wraz z iteracyjnym poprawianiem. Publikacja
prezentujaca nowy solwer jest obecnie w przygotowaniu [50].

1.3 Zawarto$¢ rozprawy
Rozprawa doktorska sktada sie z siedmiu zasadniczych rozdziatéw:

1. Wstep. Wstep zawiera wprowadzenie do tematyki rozwijanej w rozprawie, cel pracy
oraz metody, dzigki ktérym zostanie on osiggniety.

2. Obliczenia réwnolegle. Przedstawione zostaly podstawowe informacje dotyczace ar-
chitektur komputeréw, na ktérych wykonuje sie obliczenia réwnolegte. Opisana zo-
stala teoria dotyczaca miar zréownoleglenia, a takze dwie wiodace technologie dla
programowania rownoleglego i rozproszonego - OpenMP [33] 1 MPI [80)].

3. Zrownoleglenie petli po elementach w FEAPie. Generowanie macierzy elementowych
i tworzenie macierzy globalnej moze zajmowac wieksza czesé czasu obliczen MES,
dlatego przedstawiono wielowatkowy algorytm obliczajacy macierze elementowe i
redukujacy je do macierzy globalnej wykorzystujacy OpenMP. Implementacja zo-
stata wykonana w programie FEAP [25]. Zamieszczono réwniez przeglad literatury
dotyczacy redukcji macierzy elementowych, oraz umiejscowiono badania wtasne na
tle prac innych badaczy.

4. Rownolegle rozwigzywanie ukladow rownan lintowych. Rozdzial jest poswigcony
solwerom wielowagtkowym do rozwigzywania rzadkich uktadéw réownan liniowych
na jednym wezle obliczeniowym. Przeprowadzono analize efektywnosci oraz zapo-
trzebowania na pamie¢ 5-ciu takich solweréw. Badano wptyw przenumerowania
kolumn i wierszy macierzy na czas faktoryzacji, oraz wybrano najlepszy solwer.
Zaproponowano szereg ulepszeni dla solwera HLS MA86 [13]. Dodatkowo badano
solwer w mieszanej precyzji.



1 WSTEP 14

5. Rozproszone rozwigzywanie uktadow rownan lintowych. Rozdzial dotyczy solwerdéw
dziatajacych na wielu weztach obliczeniowych i korzystajacych z przesytania komu-
nikatéw MPIl. Oméwiono metode dekompozycji obszaru (ang. Domain Decomposi-
tion) oraz obliczenie uzupetnienia Schura za pomoca czesciowej faktoryzacji (ang.
partial factorization). Postuzyly one do stworzenia dwéch algorytméw:

a. wielowatkowego sekwencyjnego algorytmu do redukcji zapotrzebowania na pa-
mie¢ podczas faktoryzacji macierzy na pojedynczym wezle, ktéry zostanie pordw-
nany z algorytmem bazujacym na mieszanej precyzji.

b. rozproszonego algorytmu na wiele weztéw wykorzystujacy hierarchiczng fak-
toryzacje macierzy blokowej, ktéry zostanie poréwnany z solwerem WSMP [37].
Algorytm ten opracowano w podwdjnej i mieszanej precyzji.

Dodatkowo, dla poréwnania, zaprezentowano metode FETI-DP wykorzystujaca
metody bezposrednie na weztach i solwer iteracyjny PCG dla rownania interfejsow.

6. Przyklady rozwigzywania uktadow rownan lintowych. Zaimplementowane algoryt-
my zostaly przetestowane dla wybranych zadan MES, w celu weryfikacji ich efek-
tywnoséci, skalowalnosci oraz zapotrzebowania na pamie¢. Przyktadowe zadania to
obliczenia dla ceramicznego kompozytu i pianki korundowej; wyniki opublikowano
w artykule [55]. Najwiekszy obliczony model zawierat ponad 30 mln niewiadomych.

7. Podsumowanie. Oméwiono rezultaty rozprawy, z podkresleniem elementéw orygi-
nalnych. Podano liste opracowanych implementacji.
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2 Obliczenia réwnolegte

2.1 Architektura komputeréw

Wigkszos$¢ wspotezesnych komputerow opartych jest na tzw. architekturze von Neuman-
na. Sktada sie ona z trzech podstawowych komponentow: procesora, pamieci RAM oraz
urzadzen wejscia i wyjsécia. Kazdy z tych komponentéw moze byé taczony z innymi na
wiele roznych sposobow - tworzac architekture komputera.

Aby sklasyfikowa¢ architektury komputerowe wymyslono rézne taksonomie. Najpo-
pularniejsza jest taksonomia Flynna z 1968 roku. Mimo, ze powstata ponad pot wieku
temu jej prostota i ogdélno$¢ sktania do dalszego wykorzystywania podczas klasyfikacji
architektur komputerowych. Taksonomia Flynna zaktada, ze komputer przetwarza stru-
mien danych i strumien instrukcji. W zaleznosci od tego ile strumieni i jakiego rodzaju
przetwarza, do innej grupy dana maszyna jest zaklasyfikowana. Biorgc powyzsze pod
uwage wystepuja podstawowe cztery grupy [92, s. 28]:

1. SISD - (ang. Single Instruction, Single Data) Klasyczne maszyny PC, juz praktycz-
nie nieprodukowane. Zawieraja jeden procesor i jeden blok pamieci operacyjnej, w
ktorej znajduje sie program - cigg instrukcji wykonywanych sekwencyjnie.

2. SIMD - (ang. Single Instruction, Multiple Data) Maszyny, w ktérych te same ope-
racje wykonywane sg jednoczesnie na réznych danych. W dzisiejszych komputerach
rozwigzanie to, jest stosowane w przypadku rozszerzen strumieniowych dla poje-
dynczych procesoréw, tj. SSE3 (ang. Streaming SIMD Extensions 3)

3. MISD - (ang. Multiple Instruction, Single Data) Maszyny wykonujace rézne ope-
racje na tych samych danych. Taka ceche maja systemy uczace si¢, ktére wyko-
rzystuja metode gradientu stochastycznego, np. sieci neuronowe typu nieliniowego
perceptronu z tzw. ,regula delta” jako strategic uczenia.

4. MIMD - (ang. Multiple Instruction, Multiple Data) Najwazniejszy typ maszyn row-
nolegtych. Poszczegdlne procesory wykonuja rézne operacje na réznych danych.
Dane te stanowia rézne czesci tego samego zadania obliczeniowego. Dzisiejsze ma-
szyny PC z procesorami wielordzeniowymi.

Istnieje takze inny podzial ze wzgledu na dostep do pamieci [92, s. 29]:

e SM - (ang. global, shared memory) Maszyny z pamiecia wspélng (wspotdzielona,
dzielona, globalna), ktére maja ta sama przestrzen adresowa, programista nie wie,
gdzie sa przechowywane poszczegélne struktury danych (obiekty), siegajac do nich
zgodnie z regutami zasiegu obowigzujacymi w stosowanym przez niego jezyku pro-
gramowania.

e DM - (ang. local, distributed memory) Maszyny z pamiecia lokalna (rozproszona),
w ktorych kazdy procesor ma wtasng pamieé. Te klase tworzg rowniez sieci kom-
puterowe. W obu przypadkach to programista dokonuje podziatu danych miedzy
jednostki obliczeniowe.
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Oprocz powyzszych podziatéw istnieje réwniez taksonomia przedstawiona przez Skil-
licorna [101]. Jej podstawowym zalozeniem jest to, ze architektura stanowi potaczenie
pewnej liczby sktadnikéw. Dzieki temu taksonomia Skillicorna nie stuzy do podziatu na
rozne architektury, a do jej syntezy. Wyrdznia ona cztery abstrakcyjne sktadniki:

1. Procesor instrukeji (ang. instruction processor) - jednostka potrafigca interpretowad
instrukcje.

2. Procesor danych (ang. data processor) - jednostka potrafiaca przetwarzaé¢ dane (np.
wykonujac operacje arytmetyczne).

3. Hierarchia pamieci (ang. memory hierarchy) - jednostka przetrzymujaca dane.

4. Przekaznik (ang. switch) - abstrakcyjna jednostka przekazujaca dane.

Rysunek 2.1: Przykladowe architektury wg Skillcorna: a) maszyna SISD b) maszyna
SM-MIMD c¢) maszyna DM-MIMD

W taksonomii Skillcorna jest mozliwych okoto 30 r6znym modeli, ale tylko 6 z nich ma
sensowne znaczenie. Do tej széstki naleza maszyny z taksonomii Flynna (SISD, SIMD,
MIMD, MISD) oraz maszyny dzialajace tylko na danych (instrukcje sa zawarte w rodzaju
przetwarzanych danych) - np. uniprocesory dataflow oraz wieloprocesor dataflow.

W niniejszej pracy beda wykorzystywane dwa rodzaje maszyn SM-MIMD oraz DM-
MIMD. Maszyny SM-MIMD to przede wszystkim wigkszo$¢ dzisiejszych komputerow z
procesorami, ktére posiadaja wiele rdzeni. Z kolei maszyny DM-MIMD to np. klastry
obliczeniowe, czyli zesp6t znajdujacych sie¢ w poblizu maszyn, najczesciej homogenicz-
nych, potaczonych szybka, dedykowang siecig, ktore sa jednolicie zarzadzane i moga by¢
wykorzystywane do wspdlnej pracy ([92, s. 45]). Obecnie klastry najczesciej sktadaja sie
z wielu weztéw obliczeniowych, z ktorych kazdy jest maszyna typu SM-MIMD.

2.2 Miary zréwnoleglenia obliczen

Do oceny algorytmoéw réwnoleglych wykorzystywane sa rozne miary. Podstawowymi mia-
rami dla obliczen réwnolegltych sa: (1) przyspieszenie, (2) efektywnosé, (3) sprawnosé,
i (4) skalowalno$é. W niniejszym podrozdziale zostana przedstawione definicje poszcze-
g6lnych miar zrownoleglenia za [92] 1 [17], a takze pewne wyniki teoretyczne (prawa),
ktore uzyskano dla tych miar do tej pory.
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Pomocne do tego beda pewne oznaczenia:
n - parametr opisujacy wielkos¢ zadania,
p - liczba uzytych procesoréw /rdzeni/proceséw /watkow/,

T(n,p) - czas wykonania algorytmu dla zadania o wielko$ci n na maszynie z p proce-
sorami; zalozenie: algorytm zostal zaimplementowany w optymalny sposéb, tzn.
dla wszystkich par (n,p) czas ten jest mozliwie najkrétszy,

B(n,p) - udzial czasu wykonania czedci sekwencyjnej w algorytmie o wielkosci n na
maszynie z p procesorami.

2.2.1 Prawo Amdahla i prawo Gustafsona-Barsisa

Definicja wspélezynnika przyspieszenia (ang. speedup) dla zadania o wielkosci n, przy
zrownolegleniu na p procesorow jest nastepujaca:

T(n,1)
T(n,p)’

gdzie ze wzgledu na zalozenie o optymalnej implementacji algorytméw musi by¢ spet-
niona nierownosc:

S(n,p) = (2.1)

S(n,p) < p. (2.2)

Gdyby powyzsza nieréwno$¢ nie byta spelniona to znaczytoby, ze T'(n, 1) > pT'(n, p). To z
kolei oznacza, ze wykorzystujac algorytm wykonujacy zadanie dla T'(n, p) i uruchomiajac
go sekwencyjnie p razy, uzyskanoby algorytm, ktérego czas wykonania bytby mniejszy
niz dla T'(n, 1), a to przeczy definicji T'(n, p) zaktadajacej optymalno$¢é implementacji.

Czas wykonania czesci sekwencyjnej jest staty dla wszystkich maszyn, niezaleznie od
liczby procesoréw p, czyli:

B(n,p)-T(n,p) =const, p=1,2,3,... . (2.3)

Teraz zostanie wyznaczony czas wykonania algorytmu po zréwnolegleniu na p pro-
ceséw, przy zatozeniu, ze jest znany czas wykonania programu na jednym procesorze
T'(n,1) oraz udzial w tym czasie czesci sekwencyjnej f(n, 1) (tzn. czesci T'(n, 1), ktorej
nie da sie zréownolegli¢). Dodatkowo zaklada sie, ze czesé réwnolegta 1 — G(n,1) mo-
ze byé¢ zréwnoleglona idealnie, tzn. roztozona réwnomiernie, bez zadnych narzutéw na
synchronizacje i komunikacje miedzy dowolng liczbe procesoréw, czyli

(1=8(n,p))T(n,p) = 1= 5(n,pl))T(n, 1). (2.4)
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Czas wykonania obliczen na maszynie rownolegtej sktadajacej sie z p procesordéw, przy
powyzszych zatozeniach, wynosi:

_ B 1) T(n,1) + _5("’;))T(”’ D} (2.5)

zréwn. (2.3) dlap=1

z réwn. (2.4)

Po przeksztatceniach:

T(n,1) 1
S(n,p) = — = - (2.6)
’ (1-B(n,1))

T(n,p)  B(n,1)+ 2
Roéwnanie (2.6) jest nazywane prawem Amdahla [1], z ktérego wynika, ze dla kazdego
n przy p — 0o

S(n,p) = — (2.7)

n,p —. :
B(n,1)

Oznacza to, ze nawet przy uzyciu dowolnie wielu procesorow, obliczen nie da sie przy-
Spieszy¢ bardziej, niz wynosi odwrotnos¢ udziatu czedci sekwencyjnej w algorytmie wy-
konywanym na jednym procesorze. Na przyktad jesli udziat ten wynosi 0.5, to algorytm
mozna przyspieszy¢ co najwyzej dwukrotnie, jesli 0.10 to co najwyzej dziesieciokrotnie.
Na rys. 2.2 przedstawiony jest wykres zaleznos¢ oczekiwanego przyspieszenia z prawa
Amdahla dla danej liczby watkow. Z rys. 2.2b dla g = 0.10 widaé, ze od ok. 30 watkow
przyspieszenie nie wzrasta i jest state.

12 T T 60
.| B=0.00 -&- T | 8000 -©-
B=0.01 =¥ B=0.01 =¥
i B=0.10 =& A | BT010 e
2o B=020 & ~ s B=0.20 & _—
2 B=0.50 =6~ N B=0.50 -6~ e
Q2 6 230 >
Q. Q.
a4 a 20 /x/
-—_—&
B
2 40 o 10
o . : < = &
2 4 6 8 10 12 10 20 30 40 50
Liczba watkow Liczba watkow
(a) (b)

Rysunek 2.2: Wykres przyspieszenie wg prawa Amdahla. (a) dla 12 watkow i (b) dla
60 watkow.

7 drugiej strony udziat czesci sekwencyjnej czesto zalezy od wielkosci zadania, co za-
uwazyt Gustafson w swoim artykule [10], krytykujac zatozenia prawa Amdahla. W wielu

60
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algorytmach czas spedzony w czesci sekwencyjnej jest staly i réwny fB(n,1) - T'(n,1) =
Bs-T(1,1)Vn (moze by¢ to zwiazane na przyktad z czytaniem danych), za$ czas spedzony
w czesci réwnoleglej jest proporcjonalny do wielkosci zadania n, czyli

n = = — .
’ Bs-T(L,1)+n-(1—0s) -T(1,1)  Bs+n-(1—05) 1+n‘(é—1)
(2.8)
W tym momencie, przy n — oo jest
B(n,1) =0, (2.9)
a to wspdélnie z réwn. (2.6) oznacza, ze:
S(n,p) = p (2.10)

Wida¢ z powyzszych réwnan, ze zwickszajac rozmiar zadania mozna uzyskaé przyspie-
szenie bliskie idealnego. Dlatego obliczenia réownolegle sa stosowane nie tylko w celu
szybszego uzyskania wynikow dla statego wymiaru zadania, ale réwniez w celu rozwigza-
nia duzych (tzn. o duzej wymiarowosci) przyktadéw tego samego zadania i o tym méwi
prawo Gustafsona.

Aby wyprowadzi¢ prawo Gustafsona wykorzystuje sie wlasno$¢ z réwn. (2.3). W
szczegblnosdci wynika z niej, ze:

a to podstawiajac do réwn. (2.5) da

T(n,p) = B(n,p) - T(n,p) + T<Z’ b _ mn’p)]'?T(”’p). (2.12)

Stad po obustronnym przemnozeniu przez p oraz przeniesieniu wyrazéw z T(n,p) na
lewg strone

p-T(n,p) —p-B(n,p)-T(n,p)+ B(n,p)-T(n,p) =T(n,1). (2.13)

Warto$¢ przyspieszenia S(n, p) uzyskanego dzieki zréwnolegleniu, mozna otrzymac, dzie-
lac obydwie strony réwn. (2.13) przez T'(n,p). Bedzie ono zatem réwne

T(n,1)
T(n,p)
Roéwnanie (2.14) nosi nazwe prawa Gustafsona-Barsisa i zostalo ono przedstawione
na rys. 2.3.

Warto tutaj zauwazy¢, ze mimo iz oba prawa sa wyprowadzone z tych samych zalez-
nosci, tylko pozornie prowadzg do rozbieznych wnioskéw. Wedtug prawa Amdahla nasze
przyspieszenie jest ograniczone, a wedtug prawa Gustafsona-Barsisa przyspieszenie jest
nieograniczone. Ale jak juz wczeéniej pokazano w réwn. (2.8) - (2.10), przyspieszenie w

S(n,p) =

=p—(p—1)-B(n,p). (2.14)
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Rysunek 2.3: Wykres przyspieszenie wg prawa Gustafsona-Barsisa. (a) dla 12 watkéw i
(b) dla 60 watkéw.

prawie Amdahl’a jest ograniczone tylko wtedy, gdy czesé sekwencyjna nie dazy do zera
wraz z n — 00, a wiec nie ma tutaj sprzecznosci.

Podsumowujac, prawo Amdahla pokazuje, ze dla danej wielkoSci zadania n istnieje
maksymalne przyspieszenie, a prawo Gustafsona-Barsisa pokazuje, ze dla danego czasu
na wykonanie zadania, mozna wykona¢ zadanie dowolnie duze. Obrazuje to rys. 2.4.

W obu podejs$ciach pomija sie ztozonos¢ zwiazana z prowadzeniem obliczen réwno-
legtych, a takze zaklada sie, ze cze$¢ réwnolegta obliczen da sie przyspieszy¢ w stopniu
maksymalnym, tj. p razy. Wskutek tego przyspieszenia te sa wicksze niz uzyskiwane w
praktyce. Karp i Flatt zaproponowali eksperymentalne wyznaczenie czesci sekwencyjnej
obliczen algorytmu réwnolegtego, ktéra pozwala dokonaé oceny uzyskiwanych przyspie-
szen. W niniejszej pracy nie stosowano tej miary, jej opis mozna znalezé w [58].

Wspotezynnik przyspieszenia czesto podawany jest w wersji przeskalowanej w sto-
sunku do przyspieszenia idealnego. Otrzymuje sie wowczas wzgledny wspotezynnik przy-
spieszenia

E(n,p) = Stp) _ Tin. 1) : (2.15)
p p-T(n,p)
zwany takze wydajno$cig lub efektywnos$cia mocna (ang. strong efficiency). Mocna
poniewaz sprawdzana jest efektywnos¢ dla stalej wielkosci zadania n. Efektywnos$c¢
staba (ang. weak efficiency) jest nazywany zwiazek

T(n,1)
T(p-n,p)
W tym przypadku kazdy procesor (watek, rdzen) dostaje odpowiednio tyle samo obliczen
do wykonania.

Ey(n,p) = (2.16)
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Prawo Amdahl’a - stata wielko$¢ zadania

Czas

Prawo Gustafsona-Barsisa - staty czas na zadanie

Rysunek 2.4: Poréwnanie prawa Amdahl’a i Gustafsona-Barsisa.

2.2.2 Skalowalnosé

Jednym z najwazniejszych poje¢ w dziedzinie obliczen réwnolegltych jest skalowalnosé.
Jest to wlasnos¢ systemu (sprzetu i oprogramowania) polegajaca na elastycznym dosto-
sowaniu sie do zwiekszonej liczby procesoréow (watkow, rdzeni). Elastyczne dostosowy-
wanie sie oznacza tutaj zachowanie tej samej wydajnosci. Niech C(n, p) bedzie kosztem
algorytmu o wielkosci n, realizowanego na maszynie z p procesorami, zdefiniowanym
nastepujaco:

C(n,p) =p-T(n,p). (2.17)

Koszt to czas obliczen wykonywany przez wszystkie procesory. Minimalng wartoscig kosz-
tu jest ztozono$¢ T'(m,p), ktéra mozna uwazaé za koszt obliczen sekwencyjnych przy
uzyciu jednego procesora. Rownomierne rozlozenie operacji miedzy procesory zapew-
nia osiagniecie wydajnosci rownej 1 oraz przyspieszenia rownego p. Uzyskanie réwnosci
kosztow p-T'(n,p) = T'(n, 1) jest jednak trudne. Wszelkie operacje zwiazane np. z komu-
nikacja i synchronizacja procesoré6w nie wystepuja bowiem w koszcie T'(n, 1), a jedynie w
koszcie p-T'(n, p). Rownosé kosztéw moze wiec wystapi¢ wtedy, gdy procesory wykonuja-
ce algorytm réwnolegly nie komunikuja sie ze soba (co zachodzi rzadko) lub komunikacja
jest na tyle szybka, ze jej koszty sa do pominiecia. Poniewaz w praktyce koszty te nie sg
rowne, ich réznice definiuje si¢ jako koszt organizacji obliczen réwnoleglych

C°(n,p) =p-T(n,p) —T(n,1). (2.18)
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W sktad kosztu C°(n,p) wchodza koszty obliczen nadmiarowych, koszty operacji pu-
stych wynikajacych z bezczynnosci procesoréw, zwigkszone koszty odwotan do pamieci
wspolnej oraz koszty komunikacji miedzy procesorami.

Po wyznaczeniu z réwn. (2.18) p - T'(n,p) = C°(n,p) + T'(n,1) i po wstawieniu do
réwn. (2.15) otrzyma sie

T(n,1) 1
E = = ) 2.19
P = o)+ T D) 1y o 219

Poniewaz narzuty na komunikacje rosna ze wzrostem liczby procesoréw p, réwn. (2.19)
pokazuje, ze wydajnos¢ maleje gdy zwieksza sie liczbe wykorzystywanych procesoréw,
nie zmieniajac wielkosci zadania. Przy czym, gdy zwigksza si¢ wielkos¢ zadania, narzuty
C°(n, p) rosna najczesciej wolniej, niz czas T'(n, 1) i wéwezas sprawnosé rosnie.

Przy zatozeniu, ze wydajno$é¢ systemu réwnolegtego powinna by¢ réwna pewnej staltej
e, 0 <e<1,tj:

1
€ = W’ (220)
L+ T(n,lll;
wynika, ze
T(n.1) = +— - C°(n,p) (2.21)
—e

Roéwnanie (2.21) pokazuje, ze aby utrzymaé te sama wydajnos$¢, po zwiekszeniu liczby
wykorzystywanych procesoréw p, nalezy zwiekszy¢ wielko$é zadania n. Dla danej liczby
procesoréw mozna wiec wyznaczy¢ z réwn. (2.21) wielko$¢ zadania, przy ktérej zacho-
wana jest ta sama wydajnosé. Zwiazek ten okresla tzw. funkcje statej wydajnosci (ang.
isoefficiency function), ktéra jest funkcja monotonicznie rosnaca. Na jej podstawie ocenia
sie skalowalnos¢ systemu.

Funkcja izoefektywnosci okresla szybkosé wzrostu wielkosci zadania, tak aby utrzy-
maé stala wydajnoé¢. Jesli funkcja ta ro$nie wolno, to system réwnolegty jest tatwo
skalowalny. Niewielki wzrost rozmiaru zadania wystarcza bowiem do efektywnego wyko-
rzystania mozliwosci obliczeniowych rosnacej liczby procesoréw. Im wiekszy jest wzrost
rozmiaru problemu gwarantujacy stata wydajnosé, tym system jest gorzej skalowalny.
W przypadku skrajnym, przy wykltadniczym wzrodcie rozmiaru problemu, zadana wy-
dajnos¢ uzyskuje sie dla problemoéow o olbrzymich rozmiarach, dla ktérych dane wejsciowe
nie mieszcza sie w pamieciach operacyjnych procesorow. Uwzgledniajac objeto$¢ pamieci,
mozna woéwczas wyznaczy¢ zakres liczby procesoréw, w ktérych system jest skalowalny.
Istnieja takze systemy nieskalowalne, w ktérych nie da sie utrzymacé¢ wydajnosci nieza-
leznie od szybkosci wzrostu rozmiaru problemu.

Na zakonczenie tego podrozdziatu, warto zauwazy¢, ze wielkosci zdefiniowane wcze-
Sniej, tj. zlozono$¢, przyspieszenie, koszt i wydajno$é¢, na podstawie ktérych ocenia sie
algorytmy rownolegte, sg funkcjami dwoch zmiennych - liczby procesoréw p i rozmiaru
problemu n. Poréwnanie algorytmow ze sobg i wybor algorytmu najlepszego odbywa
sie¢ przez porownanie tych funkcji, co generalnie nie jest zadaniem trywialnym. Dlatego
stworzono modele, ktore majg za zadanie utatwi¢ rozpoznanie wydajnosci algorytmow,
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jednym z nich jest model ,,Roofline”; ktéry zostanie przedstawiony w nastepnym pod-
rozdziale i wykorzystany w dalszej czesci pracy.

2.3 Ograniczenia sprzetowe
2.3.1 Wprowadzenie

Maszny réwnolegle sa opisywane za pomoca dwéch zmiennych: (1) maksymalnej do
wykonania liczby operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde (ang. FLOPYS), (2) maksy-
malnej liczby przetransferowanych bajtéw z/do pamieci gtéwnej na sekunde (ang. ban-
dwidth). Obie zmienne wyznaczaja nie tyle mozliwosci sprzetu, ale przede wszystkim jego
ograniczenia. Model ,,Roofline” [113] taczy obie zmienne w sposéb graficzny, dzieki czemu
tatwiej jest zrozumieé, czy badany algorytm wykorzystuje w pelni mozliwosci sprzetu.
Do opisu powyzszego modelu definiuje sie pojecie natezenia operacji (ang. operational
intensity), znanego w literaturze réwniez jako natezenie arytmetyczne (ang. arithmetic
intensity).

2.3.2 Natezenie operacji

Niech W (n, p) bedzie oznaczalo wykonana prace przez dany algorytm na p procesorach
dla rozmiaru zadania n. Praca to liczba operacji, ktore potrzebuje wykonaé procesor aby
ukonczy¢ algorytm dla danego zadania. Operacje moga by¢ rozumiane, jako poréwnania,
operacje arytmetyczne na liczbach catkowitych, czy operacje zmiennoprzecinkowe. W tej
pracy jako operacje uwaza si¢ operacje zmiennoprzecinkowa wykonana przez rdzen pro-
cesora. Z tym, ze jedna operacja dodawania wykonana np. przez AVX (ang. Advanced
Vector Extensions) dla wektora sktadajacego sie z czterech liczb podwdjnej precyzji, jest
liczona jako 4 operacje. Tak zdefiniowana praca W (n,p) odpowiada operacji zmienno-
przecinkowej (ang. F'LOP). Zmienna W (n,p) to wlasno$¢ algorytmu i nie jest zalezna
od platformy na jakiej algorytm jest wykonywany. Wydajnos¢ P(n, p) to praca podzielo-
na przez czas trwania algorytmu, czyli P(n,p) = W(n,p)/T(n,p), co odpowiada liczbie
operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde (ang. FLOPYS).

Niech Q(n,p) bedzie liczba bajtéw, ktora przetransferowano do/z pamieci gtéwnej
w trakcie wykonania algorytmu na p procesorach dla rozmiaru zadania n. W przeci-
wienstwie do W, wartos¢ @) jest silnie zwiazana z platforma na jakiej jest wykonywany
algorytm. W szczegélnosci duzy wplyw ma hierarchia pamieci, jaka jest stosowana na
konkretnej maszynie. Jako B(n,p) oznaczono transfer danych z/do pamieci na sekunde
(ang. bandwidth), wyznaczany z zaleznosci B(n,p) = Q(n,p)/T(n,p).

Mozna teraz zdefiniowaé¢ nate¢zenie operacji, jako

W(n,p)

Q(n,p)’

czyli natezenie operacji jest rozumiane jako liczbe wykonanych operacji na bajt pobrany
lub zapisany do pamieci gléwnej.

I(n,p) = (2.22)
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2.3.3 Model ,,Roofline”

Model ,,Roofline” [1 13] graficznie przedstawia wydajnosé algorytmu P oraz jego natezenie
operacji I dla okreslonej maszyny z pewna maksymalna wydajnoscig P, oraz maksy-
malnym transferem danych B,,... Model ten mozna przedstawi¢ za pomoca zwigzku:

P(n,p) < min{ Pz, [(n,p) X B }- (2.23)

Przedstawienie graficzne modelu zostato zaprezentowane na rys. 2.5. Na osi x w skali
logarytmicznej jest przedstawione natezenie operacji. Na osi y takze w skali logaryt-
micznej oznaczono wydajnosé. Dla pojedynczego wykonania pewnego algorytmu mozna
otrzymac jego wydajnosci P oraz jego natezenie operacji I i bedzie to jednym punktem
na wykresie. Przeciecie ograniczenia wydajnosci Py, z ograniczeniem transferu danych
Binaz, Wystepuje dla wartosci natezenia operacji réwnej lpy = Ppaz/Bmaz. Obliczenia
z ta intensywnoscig sg zréwnowazone w sensie Kunga [64]. Obliczenia, dla ktérych za-
chodzi I < Iy, sa ograniczone pamieciowo, a dla ktorych jest I > I, sa ograniczone
obliczeniowo.

04 T T T T T T T T T
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o 2 . i
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1/8 Ograniczenie pamieciowe . Ograniczenie obliczeniowe -
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Rysunek 2.5: Przyktadowy wykres modelu ,Roofline” dla B, = 2 1 Pnee = 4, dla
ktérych [bal = 2.

2.3.4 Wyznaczenie modelu ,,Roofline”

Nowoczesne maszyny réwnolegle wspieraja sprzetowo monitorowanie jej wydajnosci.
Platformy z procesorami firmy Intel posiadajg specjalnie dedykowang ku temu jednostke
- Performance Monitoring Unit (PMU), ktéra zawiera zestaw rejestréw maszynowych
(ang. machine specific register MSR). Rejestry mozna tak zaprogramowac, aby zliczaty
pewne zdarzenia wystepujace w trakcie pracy procesora, tj. wykonane instrukcje, liczbe
cykli procesora, préby dostepu do pamieci podrecznej itd. Biblioteka PAPI ( Performance
Application Programming Interface) [$0], ktora zostata wykorzystana w tej pracy, jest w
stanie odczytywa¢ wyniki z tych rejestrow i udostepniaé je uzytkownikowi. Biblioteka ta
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zawiera dostep zaréwno do zdarzen predefiniowanych, takich ktore sg obliczane na pod-
stawie zdarzen natywnych procesora, jak rowniez mozna uzyskaé¢ bezposrednio dostep
do zdarzen natywnych i samodzielnie oblicza¢ potrzebne metryki. Autor niniejszej pra-
cy zaimplementowat z wykorzystaniem biblioteki PAPI procedure, ktora zlicza wszystkie
wykonane okreslone operacje dla okreslonego rdzenia. Opis tej implementacji znajduje
sie w dodatku H.

W tej pracy korzystano z klastra obliczeniowego GRAFEN [29], ktéry znajduje sie w
IPPT PAN. Jeden wezetl obliczeniowy zawiera 2 procesory Intel Xeon X5650 2.66 GHz
z 6 rdzeniami i 24GB DDR3 1333MHz pamieci.

Maksymalng mozliwg wydajnos¢ P,., uzyskano za pomocg testu LINPACK, ktory
zostal zaimplementowany w bibliotece MKL [76]. Test ten jest wykorzystywany do two-
rzenia listy najszybszych i najwiekszych maszyn obliczeniowych TOP500 (top500.org).
Natomiast maksymalny mozliwy transfer danych B,,,, uzyskano za pomoca testu STRE-
AM [102]. Oba testy wykonano zaréwno dla wykonania sekwencyjnego oraz wykonania z
12 watkami, po jednym watku na kazdym rdzeniu; otrzymane wyniki przedstawiono w
tab. 2.1.

Tabela 2.1: Wydajnos¢ procesora Intel Xeon X5650.

Liczba watkéw | Prez  Bmae
1 11.62 11.75
12 118.15 27.32

Kazda rodzina procesoréow Intel posiada rézne nazwy zdarzen, dla podobnych ope-
racji, gtéwnie wynika to ze zmian w architekturze samych procesoréw. Dla procesora
Intel Xeon X5650 do wyznaczenia liczby operacji zmiennoprzecinkowych W, wykorzysta-
no nastepujace zdarzenia: FP_ COMP__OPS EXE:SSE__DOUBLE_PRECISION oraz
FP_COMP_OPS EXE:SSE_ FP_ PACKED. Poprawno$é¢ wybranych zdarzen potwier-
dzono za pomoca procedury DGEMM (wykorzystano implementacje z biblioteki MKL
[76]), ktéra jest algorytmem ograniczonym obliczeniowo [31]. Wynik zgadzal si¢ z wyni-
kiem otrzymanym w tescie LINPACK.

Do  wyznaczenia  liczby  przetransferowanych  bajtéw (),  wykorzysta-
no nastepujace zdarzenia UNC_QMC_NORMAL READS:ANY oraz
UNC_QMC_ WRITES:FULL:ANY. Poprawno$¢ wybranych zdarzen potwierdzono
za pomocy testu STREAM, gdzie poréwnano wynik testu z wynikiem otrzymanym za
pomoca powyzszych zdarzen.

Model ,Roofline” dla procesora Intel Xeon X5650 przedstawiono na rys. 2.6. Zamiesz-
czono réowniez punkty dla wykonania procedury DGEMM, DGEMV (implementacja z
biblioteki MKL), dla rozmiaru macierzy 2800, analogiczne testy wykonano w pracy [34].
Otrzymano podobne rezultaty. Uzyskany model postuzy do przedstawienia wydajnosci
algorytmow zaprezentowanych w niniejszej pracy.
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Rysunek 2.6: Wykres ,,Roofline” dla procesora Intel Xeon X5650 : (a) dla 1 watka i (b)
dla 12 watkow.

2.4 Programowanie ro6wnolegle na maszyny z pamiecig wspdlng
2.4.1 Wprowadzenie do OpenMP

OpenMP (ang. Open Multi Processing) to proste, a jednoczesnie silne narzedzie do two-
rzenia aplikacji réwnolegtych na maszynach z pamiecia wspdlna [92, s. 163]. Jest to
standard opracowany pod koniec lat 90. XX wieku przez najwiekszych producentéw ma-
szyn réwnolegtych w USA (IBM, SGI, SUN, HP, Compaq), a nastepnie przejety przez
producentéw oprogramowania (UNIX/LinuX, Windows, kompilatory Intela, kompilatory
gce).

OpenMP implementuje paradygmat programowania réwnolegtego ,rozdziel-tacz”
(ang. fork-join), patrz rys. 2.7, na ktérym przedstawiono podstawy tego paradygmatu.

OpenMP sktadaja sie z trzech elementow:

1. dyrektywy

Instrukcje dla kompilatora, jak przeprowadzi¢ réwnolegltosé w danym fragmencie
kodu. Zaczynaja sie od znaku komentarza (,,¢” lub ,!” w Fortranie), co oznacza,
ze tylko kompilator znajacy dyrektywy bedzie mogt je przetworzy¢, a dla innych
kompilatorow zostanie to uznane za komentarz. Dzigki temu mozna uzywaé tego
samego kodu do uruchomient kodu sekwencyjnego i réwnolegltego patrz [16, s. 6].

2. zmienne srodowiskowe
Cztery zmienne $rodowiskowe stuzace do definiowania $rodowiska pracy dla
OpenMP:

e OMP_SCHEDULE - okresla sposéb przydziatu iteracji dla dyrektywy ,.for”.

e OMP_DYNAMIC - okresla czy srodowisko OpenMP moze zmienia¢ liczbe
watkow, aby lepiej wykorzysta¢ zasoby systemu.

e OMP_ NUM_ THREADS - okredla statycznie liczbe watkéw
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[ e * Watek gtowny wykonuje program
seryjnie
4 S e * Watek gtéwny napotyka dyrektywe

PARALLEL DO, tworzy watki robocze

A i * Watek gtéwny i robocze wykonujg
rownolegle iteracje petli

—————— * Niejawna bariera; po wykonaniu
wszystkich iteracji, watek czeka az
pozostate watki skonczg prace

= e e * Watek gtowny kontynuuje wykonanie
programu seryjnie

Rysunek 2.7: Réwnolegta petla wg OpenMP.

e OMP_NESTED - umozliwia zagniezdzanie wykonania réwnolegtego. Domy$l-
nie ,false”.

3. biblioteke procedur

Procedury biblioteczne stuzg do zmieniania $rodowiska obliczen w trakcie dziatania
aplikacji, identyfikacji maszyny, a takze do pomiaru czasu. Sa uzupetnieniem dla
dyrektyw. Programy nie musza z nich korzystac.

Kod 2.1 przedstawia prosty program z dyrektywami OpenMP. Fragment kodu miedzy
dyrektywami ,PARALLEL” i ,END PARALLEL” bedzie wykonany réwnolegle na wielu
watkach.

Kod 2.1: Prosty program z dyrektywami OpenMP

program hello
print *, "Helloyparallel_world,from,threads:"
! $0MP PARALLEL
print *, omp_get_thread_num()
! $0MP END PARALLEL
print *, "Back_ to,the ;sequential world."
end

2.4.2 Dyrektywa ,PARALLEL DO”

Dyrektywa ,PARALLEL DO” ulatwia tzw. paralelizacje na poziomie petli (ang. loop-
level parallelism), tzn. iteracje petli sa wykonywane wspoétbieznie na réznych watkach
[16, s. 41]. Aby ja zastosowaé, wystarczy petle wyznaczona do zréwnoleglenia obudowaé
w dyrektywe ,PARALLEL DQO”, tak jak zostalo to zrobione w Kodzie 2.2. Korzystanie
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z tej dyrektywy wymusza na uzytkowniku warunek, aby kolejne kroki w iteracjach byty
miedzy soba niezalezne.

Kod 2.2: Réwnolegta petla

program hello

integer index

print *, "Start_of_ parallel_ world"
! $0MP PARALLEL DO

do index = 1, 10

work (index)

enddo
! $0MP END PARALLEL DO

print *, "Back_to,the ;sequential jworld."
end

O © 00 O U Wi~

—_

Kazdy z watkow wykonuje okreslona liczbe iteracji. Po wykonaniu wszystkich przez
dany watek, czeka on na barierze, ktéra jest niejawnie ustawiona na koncu bloku réwno-
legltego. Bariera zatrzymuje wykonanie gtéwnego watku programu do czasu, az wszystkie
watki dotrg do bariery.

Wykonanie réwnoleglej petli jest kontrolowane przez opcjonalne klauzule ([16, s. 43]).
W OpenMP istnieje pie¢ podstawowych rodzajow klauzul dla dyrektywy ,PARALLEL
DO”:

1. Klauzule zasiegu (ang. scoping clauses) - klauzule:

e private - zmienna jest prywatna dla kazdego watku
e shared - zmienna jest wspotdzielona miedzy watkami

e firstprivate - zmienna jest prywatna dla kazdego watku, ale przed wejéciem
do petli zmienna jest inicjalizowana wartoscig z sekwencyjnego wykonania
programu.

e lastprivate - zmienna jest prywatna dla kazdego watku, ale zmienna po wy-
konaniu petli posiada wartosé¢ taka, jaka miataby, gdyby program byt wyko-
nywany sekwencyjnie.

2. Klauzule harmonogramu (ang. schedule clause) - kontroluja w jaki sposob poszcze-
gélne iteracje sa przydzielane poszczegdlnym watkom ([16, s. 86-87]).

e brak klauzuli - liczba iteracji jest dzielona przez liczbe watkow i taka licz-
ba jest przydzielana kazdemu watkowi. Moze to sie rézni¢ w zaleznosci od
implementacji.

e static - statycznie ustala sie¢ wielko$¢ podziatu - liczbe iteracji przydzielana
watkowi.

e dynamic - uzytkownik ustala wielko$¢ podziatu (domyslnie 1), ale podziaty sa
przydzielane watkom dynamicznie na podstawie zuzytych zasobow.
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e guided - uzytkownik ustala minimalng wielko$¢ podziatu. Podczas wykonania
wielko$¢ podziatu maleje ekspotencjalnie od pewnej wartosci (uzaleznionej od
implementacji) do minimalnej.

e runtime - wszystko jest ustalane podczas wykonywania programu na podsta-
wie zmiennych srodowiskowych (,OMP_SCHEDULE”).

3. Klauzule wyboru (ang. if clause) - petla jest wykonywana réwnolegle lub sekwen-
cyjnie w zaleznosci od zdefiniowanego przez uzytkownika testu.

4. Klauzule kolejnosci (ang. ordered clause) - ustala kolejno$¢ w wykonywaniu ite-
racji w przypadku, gdy iteracje nie sg catkowicie od siebie niezalezne. Dzigki tej
klauzuli mozliwe jest umieszczanie regionéw ,ORDERED” w czedci leksykalnej
i dynamicznej (patrz rozdz. 2.4.3 oraz rys. 2.8). Gdy watek ma wykonaé¢ kod z
regionu ,ORDERED?”, czeka az zostanie wykonana iteracja z numerem o jeden
mniejszym. Taki region moze by¢ tylko jeden dla danej petli rownolegtej.

5. Klauzule kopiowania (ang. copyin clause) - kopiuje warto$ci zmiennych prywat-
nych dla watku z watku gtéwnego, tak aby kazdy watek zaczynat z tymi samymi
warto$ciami. Dotyczy tylko zmiennych oznaczonych atrybutem ,threadprivate”.

Tabela 2.2: Poréwnanie rodzajow harmonograméw. N - liczba iteracji, P - liczba watkow.

Typ Wielkosé¢ podziatu  Liczba podziatow — Ztozonosé
none N/P P najmniejsza
static C N/C mata
dynamic C N/C Srednia
guided | N/P i zmniejsza sie N/C < duza
runtime zalezy zalezy zalezy

2.4.3 Zasieg zmiennych

Wiele watkéow w OpenMP wykonuje program réwnolegly w tej samej przestrzeni adre-
sowej, co powoduje, ze kazdy watek posiada dostep do tych samych zmiennych. Wspot-
dzielenie zmiennych powoduje, ze komunikacja miedzy watkami jest bardzo prosta: wat-
ki wysytaja swoje dane podstawiajac odpowiednie wartosci wspotdzielonym zmiennym.
Watek odbiera dane czytajac z takiej zmiennej ([16, s. 49]). Zmienne, ktére sa dostepne
dla wszystkich watkéw nazwane sa zmiennymi wspétdzielonymi (ang. shared). Zmienne
dostepne tylko dla dane watku to zmienne prywatne (ang. private).

Programista musi sam zdecydowac, ktore zmienne powinny by¢ prywatne, a ktére po-
winny by¢ wspotdzielone. Domy$lnie wszystkie zmienne sg zmiennymi wspotdzielonymi.
Za pomocy klauzul zasiegu mozna okresli¢, czy zmienna jest prywatna czy wspoétdzielona.
Okreslenie to ma tylko znaczenie w zasiegu statycznym regionu rownolegtego.
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Zasieg statyczny to miejsce, w kodzie miedzy wywotaniami dyrektyw ,PARALLEL”
i ,END PARALLEL”. Zasieg dynamiczny to zasieg statyczny plus kod, ktéry jest wywo-
tywany z zasiegu statycznego - rys. 2.8. Oznacza to, ze zmienne oznaczone jako prywatne
w bloku ,, common” w Fortranie nie beda prywatne w zasiegu dynamicznym. Aby byty
one rowniez prywatne w zasiegu dynamicznym trzeba skorzysta¢ z dyrektywy , THRE-
ADPRIVATE”. Za pomocy tej dyrektywy mozna oznaczy¢ bloki ,,common”, ktére beda
prywatne dla watku w catym programie. Dlatego tez ta dyrektywa musi pojawic sie wsze-
dzie, gdzie wykorzystano dany blok ,,common”. Stad warto uzywac polecenia ,include”
dla wtaczania bloku ,,common” do kodu programu.

Zmienne przekazywane do subroutine’y w zasiegu statycznym zachowujg swéj atry-
but, tzn. jezeli zmienna byta prywatna w zasiegu statycznym i jest przekazana jako
parametr do subroutine’y to w subroutine’ie pozostanie prywatna, a jesli byta wspot-
dzielona to pozostanie wspotdzielona. Zmienne lokalne dla subroutine’y sg zmiennymi
prywatnymi dla watku. Trzeba pamieta¢, ze zmienne oznaczone atrybutem ,save” w
Fortranie traktowane sg jako zmienne globalne i takie zmienne zawsze sa wspoétdzielone
miedzy watkami, nawet jezeli sg wywolywane wewnatrz subroutine’y.

Kod 2.3: Przyktad dla zasiegu zmiennych

1 | subroutine caller(a, n)

2| integer n, a(n), i, j, m
3

4| m = 3

5| !1$0MP PARALLEL DO

6] do i = 1, n

7 call callee(a(i), m, i)
8 | enddo

9 |end

10

11 | subroutine callee(x, y, z)
12 | common /com/ c

13 integer x, y, z, c, 1i, cnt
14 | save cnt

16 | cnt = cnt + 1
17| do ii = 1, =z
18 X =y +c

19 | enddo

20 |end

Kod 2.3 przedstawia program, dla ktérego w tab. 2.3 przedstawiony jest zasieg zmien-
nych oraz krotkie wyjasnienie.
2.4.4 Synchronizacja

Programowanie wspétbiezne wiaze sie z problem wzajemnego wykluczania (ang. mutual
exclusion lub w skrécie muter), czyli unikania réwnoczesnego uzycia wspélnego zasobu.
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Tabela 2.3: Zasieg zmiennych dla Kodu 2.3.

Zmienna | Zasieg Bezpieczne uzycie? Powdd takiego zasiegu
a wspoldzielona tak zadeklarowana poza obszarem réwnolegtym
n wspoétdzielona tak zadeklarowana poza obszarem réwnolegtym
i prywatna tak indeks réwnolegtej petli
j prywatna tak indeks sekwencyjnej petli wewnatrz petli rownoleglej
m wspotdzielona tak zadeklarowana poza obszarem réwnoleglym
x wspotdzielona tak faktycznym parametrem jest a, ktére jest wspéldzielone
Y wspéldzielona tak faktycznym parametrem jest m, ktore jest wspoldzielone
z prywatna tak faktycznym parametrem jest 4, ktére jest prywatne
c wspotdzielona tak znajduje sie w bloku common
1 prywatna tak lokalna zmienna subroutine’y
cnt wspotdzielona nie lokalna zmienna subroutine’y z atrybutem save
program main
'$omp parallel €7 Static extent
call whoami <
'$omp end parallel <
end i
subroutine whoami < .
external omp_get_thread_num Dy ssin
integer iam, omp_get_thread_num
iam = omp_get_thread_num()
I$omp critical <
print *, "Hello from", iam
'$omp end critical
return
end <«

Rysunek 2.8: Region réwnolegly z wywotaniem subroutine’y. Zasieg statyczny i dyna-

miczny.

OpenMP dostarcza trzy podstawowe mechanizmy dla wzajemnego wykluczania.

1. sekcje krytyczne - podstawowa forma tej sekcji zostata przedstawiona w Kodzie 2.4.
OpenMP zapewnia, ze dostep do tej sekcji bedzie miat tylko i wylacznie jeden watek
w danym momencie. Sekcje krytyczne dzielg sie na nazwane i nienazwane. Sekcja
nienazwana (bez atrybutu ,name”) powoduje wzajemne wykluczenie dla wszyst-
kich sekcji krytycznych znajdujacych sie w programie, tzn. tylko jeden watek moze
znajdowaé sie w sekcji krytycznej nienazwanej. Mozna to poréwnac do sytuacji, w
ktorej sekcje krytyczna nienazwang traktuje sie jako jedng duza sekcje krytyczna.
Sekcje krytyczne nazwane to takie, ktére posiadaja nazwe (atrybut ,name”). W
danym momencie moze by¢ tylko jeden watek w sekcji krytycznej o tej samej na-
zwie, ale to nie powoduje, ze inny watek nie moze trafi¢ do innej sekcji krytycznej
nazwanej (0 innej nazwie).
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Zagniezdzenie sekcji krytycznych nalezy wykonywaé¢ z wielka rozwaga, poniewaz
OpenMP nie zawiera zadnych mechanizméw zabezpieczajacych przed zakleszcze-
niami (ang. , deadlock”).

2. sekcja atomowa - zostala przedstawiona w Kodzie 2.5. Dziala jak sekcja krytyczna,
ale odnosi sie tylko do nastepnej linii kodu. Warto jej uzywaé ze wzgledéw wydaj-
nos$ciowych - jest szybsza i wykorzystuje sprzetowe wspomaganie takich operacji.
Jej dziatanie jest bardzo ograniczone; x musi by¢ skalarem o typie wbudowanym
w jezyk Fortran, operator to jeden z predefiniowanych operatoréw (wiekszosé aryt-
metycznych i logicznych), intrinsic to wewnetrzne funkcje Fortrana (np. min, max
oraz logiczne funkcje), expr to wyrazenie skalarne, ktére nie zawiera w sobie z.
Ponizsza lista zwiera akceptowane operatory dla atomowej sekcji krytycznej: +, *,

-, /, /AND., .OR., .EQV., NEQV., MAX, MIN, IAND, IOR, IEOR.

3. zamki uruchamiane dynamicznie - biblioteka OpenMP wprowadza réwniez funk-
cje, ktére tworzg zamki w sposdb dynamiczny. Funkcje te zostaly przedstawione w
tab. 2.4. Jest to dodatkowe narzedzie dla wzajemnego wykluczania, ktére wprowa-
dza o wiele wieksza dowolnos$¢ uzycia. Przede wszystkim nie muszg znajdowacé w tej
samej subroutine’ie, z tego powodu to na programiscie spoczywa odpowiedzialno$é
za wlaczanie i wylaczanie odpowiednich zamkow.

Kod 2.4: Sekcja krytyczna w OpenMP

!'$omp critical [(name)]
block
!$omp end critical [(name)]

Kod 2.5: Sekcja atomowa

!'$omp atomic

X = X operator expr
!$omp atomic

x = intrinsic (x, expr)
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Tabela 2.4: Funkcje uruchamiajace zamki dynamicznie.

Nazwa funkcji Opis
omp__init_lock(var) Tworzy i inicjalizuje zamek
omp__destroy__lock(var) Niszezy i uwalnia zamek
omp__set_lock(var) Zajmuje zamek jesli jest wolny,

w innym przypadku czeka az zamek bedzie wolny
omp__unset_lock(var) Zwalnia zamek,

uruchamia watki (jesli sa), ktére czekaja na zamku
logical omp__test_lock(var) | Probuje zaja¢ zamek,

zwraca prawde jesli sie udato inaczej falsz

2.5 Programowanie rownoleglte na maszyny z pamiecia rozpro-
szong

2.5.1 Wprowadzenie

Obliczenia rozproszone to dziedzina informatyki, w ktérej rozpatruje si¢ systemy rozpro-
szone, tzn. takie systemy, ktore posiadajg potaczenie miedzy komponentami za pomoca
sieci komputerowej, a komunikujg sie i koordynuja swoje dziatania za pomocg przesy-
tania komunikatow. Moga one by¢ réwniez realizowane w zintegrowanych komputerach
z pamiecig rozproszona [17]. Systemy, w ktérych nie ma jednego wspdlnego systemu
adresowania, ale kazda jednostka posiada swéj system adresowania, nazywa sie syste-
mami z pamiecia lokalna (patrz rozdz. 2.1). Tworzenie aplikacji w takich srodowiskach
jest znacznie trudniejsze niz programowanie na maszynach wielordzeniowych z pamie-
cia wspélna. Przede wszystkim dlatego, Zze konieczne jest jawne przekazywanie danych
miedzy nadawcg i odbiorca. Do przekazywania danych uzywa sie komunikatéw. Obecnie
obliczenia rozproszone prowadzi sie gtéwnie w jezyku C lub Fortran, wzbogaconych o
funkcje umozliwiajace wspotprace réwnolegle wykonywanych proceséw za pomocy prze-
sytania komunikatéw.

Istnieje wiele bibliotek dajacych takie mozliwosci (np. PVM - Parallel Virtual Machi-
ne), ale najpopularniejsza w tym momencie jest biblioteka MPI (ang. Message Passing
Interface). MPI jest standardem interfejsu do przesytania komunikatéw w rzeczywistych
i wirtualnych maszynach rownoleglych z pamigcia lokalng.

Historia powstania biblioteki MPI siega wczesnych lat dziewieédziesigtych ubiegtego
wieku. W kwietniu 1992r. odbyty si¢ warsztaty dotyczace standardéw przesytania wia-
domosci w $rodowiskach z pamiecia rozproszona (Workshop on Standards for Message
Passing in a Distributed Memory Environment, Williamsburg, Virginia), ktére sponso-
rowane byty przez Center for Research on Parallel Computing (CRPC) Uniwersytetu
Rice’a. W warsztatach uczestniczyto ponad 80 oséb z okoto 40 organizacji zaintereso-
wanych rozwojem obliczen rozproszonych, m.in. przedstawiciele producentéw kompute-
réw rownoleglych (IBM, Intel, Cray), naukowcy z uniwersytetow (amerykanskich Rice,
CIT, Yale, ale réwniez europejskich Wiedenski, Bari), laboratoriéw (NASA, Argonne).
W trakcie spotkania przedstawiono wstepne zatozenia do standardu oraz wytypowano
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grupe robocza, ktorej zadaniem byto opracowanie standardu. Grupa przedstawita swoja
propozycje w listopadzie 1992r., ktora byla dyskutowana i ulepszana do maja 1994r.,
kiedy to zostata opublikowana wersja MPI-1 standardu. Grupa robocza w dalszym ciagu
rozwijata standard, w szczegélnosci definiujac mozliwosci réwnolegltego wejécia/wyjscia,
dynamicznego tworzenia zadan oraz powigzan z jezykami Fortran90 oraz C++. Wyni-
kiem tych prac byla wersja MPI-2 przyjeta w lipcu 1997r. oraz wersja MPI-2.2 przyjeta
we wrzesniu 2009 roku [17]. Obecnie najnowsza wersja standardu jest wersja MPI-3.1
opublikowana w czerwcu 2015. Wiaczyta ona do standardu nieblokujace funkcje kolek-
tywne, dodata nowe jednostronne operacje komunikacyjne, a takze wsparta potaczenie z
jezykiem Fortran2008 [30)].

Implementacja biblioteki MPI wchodzi w sktad oprogramowania praktycznie wszyst-
kich komercyjnych komputeréw rownolegtych, réwniez tych ze wspolna pamiecia. Wolne
od optat, przenosne wersje biblioteki dostepne sa w Internecie, m.in. wersje mpich oraz
mpich2 (www.mpich.org ) opracowane w Argonne National Laboratory, wersja Open MPI
(www.open-mpi.org), ktéra zostala opracowana przez konsorcjum jednostek akademic-
kich, badawczych i przemystowych [17]. Z ostatniej z wymienionych wersji korzysta autor
niniejszej rozprawy.

2.5.2 Programowanie réwnoleglte z MPI

Podstawowym pojeciem MPI jest komunikator, ktory moze by¢ rozumiany jako grupa
proceséw plus pewien kontekst [92) s. 199]. Kontekst to pewne dodatkowe informacje o
procesach, np. topologia sieci. Komunikat wystany z danym komunikatorem, moze by¢
odebrany tylko przy uzyciu tego samego komunikatora. Komunikatory sg identyfikowane
przy pomocy uchwytu o typie MPI__Comm. Po uruchomieniu zawsze powstaje komuni-
kator o uchwycie MPI  COMM_ WORLD, ktory zawiera wszystkie procesy mogace sie
komunikowa¢. W MPI istnieje réwniez pojecie grupy proceséw, ktoéra jest zbiorem pro-
cesOw, ale niemajacego kontekstu. W grupie kazdy proces ma swoj indeks, ktéry nalezy
do zakresu od zera do liczby procesow pomniejszonej o jeden. Grupy sg identyfikowane
poprzez uchwyty o typie MPI_Group.

W MPI komunikacja miedzy procesami moze by¢ zrealizowana na kilka réznych spo-
sob6w. Standard MPI rozréznia sposoby komunikacji ze wzgledu na:

1. synchronizacje wzajemna:

(a) komunikacja synchroniczna - nadawca czeka na gotowos$¢ odbiorcy i korniczy
wysyltanie komunikatu, gdy odbiorca potwierdza jego odbiér - MPI_Ssend,
MPI Srecv.

(b) komunikacja asynchroniczna - nadawca wysyta komunikat i nie czeka na po-
twierdzenie odbioru komunikatu przez odbiorce. Odbiorca pobiera go w do-
wolnej, odpowiedniej dla niego chwili - MPI _Send, MPI_Recv.

2. warunek powrotu z funkcji wystania lub odebrania:

(a) komunikacja blokujaca - powrdt z funkeji nastepuje po zakonczeniu operacji
- MPI_Send, MPI Recv.
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(b) komunikacja nieblokujaca - powrét z funkcji nastepuje natychmiast -
MPI_Isend, MPI Irecv.

Standard MPI umozliwia rézne kombinacje trybow wystania i odbierania komunika-
tow, np.: nieblokujace, synchroniczne wysytanie a blokujace odbieranie, albo blokujace,
asynchroniczne wysytanie a nieblokujace odbieranie. To programista ma obowigzek wy-
brania odpowiedniego sposobu w zaleznosci do sytuacji.

Powyzsze sposoby komunikacji odnosza sie do przesytania komunikacji miedzy jed-
nym procesem a drugim. Jeden proces byt odbiorca i drugi proces byt nadawca. Standard
MPI definiuje rowniez komunikacje kolektywng stuzgca do komunikacji miedzy wiecej
niz dwoma procesami. Komunikacja kolektywna zachodzi miedzy jednym wyrdznionym
procesem grupy a pozostatymi cztonkami grupy. Do gtéwnych funkcji stuzacych do ko-
munikacji kolektywnej naleza (rysunki zaczerpnigto z [31]):

1. MPI_ Barrier - stuzy do synchronizacji za pomocg bariery. Kazdy proces, ktory ja
wywola czeka, az wszystkie procesy z danego komunikatora ja wywotaja - patrz
rys. 2.9.

MPI_Barrier() MPI_Barrier()

© S

© S
® ®

" TR

| Barrier|)

OOOO:
olololo

T3 T4

Rysunek 2.9: Zasada dziatania funkcji MPI_ Barrier.

2. MPI_ Bcast - stuzy do wysytania komunikatu do grupy procesow. Funkcja wysyta
dane z procesu lidera, a w pozostatych odbiera te dane - rys. 2.10.

3. MPI_Scatter - stuzy do rozsytania danych miedzy cztonkéw komunikatora. Lider
dzieli dane na réwne czesci (tyle ile jest cztonkow komunikatora) i przekazuje kazda
porcje innemu procesowi. Réznice miedzy MPI Bcast a MPI_Scatter pokazano
na rys. 2.11.
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Rysunek 2.10: Zasada dziatania funkcji MPI__Bcast.
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Rysunek 2.11: Poréwnanie zasady dziatania funkcji MPI Bcast i MPI_Scatter.

4. MPI Gather - stuzy do zbierania danych od cztonkéw komunikatora. Kazdy proces
tacznie z liderem przekazuje liderowi porcje danych - rys. 2.12.

5. MPI_Reduce - shuzy do zbierania danych od cztonkéow komunikatora, wykonania
na tych danych operacji redukeji (jest wiele predefiniowanych operacji, jak suma,
produkt, element maksymalny/minimalny, ale mozna réwniez definiowaé¢ wtasne)
i przekazania wyniku operacji redukcji do lidera - rys. 2.13.

MPI_Gather

@ O O O
@‘

Rysunek 2.12: Zasada dziatania funkcji MPI__Gather.
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MPI_Reduce

OB 07 Ofn OF

MPI_SUM

Rysunek 2.13: Zasada dziatania funkcji MPI Reduce, operacja redukcji jest sumowanie
(MPI_SUM) .

2.6 Podstawowe problemy programowania réwnoleglego
2.6.1 Zakleszczenie

Zakleszczenie lub blokada (ang. deadlock) to sytuacja, w ktérej co najmniej dwa rézne
watki (procesy) czekaja na siebie nawzajem, na skutek czego zaden nie moze kontynu-
owal pracy. Najprostsze zakleszczenie powstaje gdy kazdy z watkow utrzymuje w swojej
wytacznej dyspozycji pewien zaséb i jednocze$nie czeka na zwolnienie innego zasobu
zajetego przez drugi z watkéw. Druga mozliwos¢ wystapienia jest gdy dwa lub wigksza
liczba watkow czeka na zwolnienie zasobu w tancuchu cyklicznym.

Do zakleszczenia dojdzie, jesli spetnione beda cztery warunki:

1. Wzajemne wykluczenie - w danym czasie tylko jedno zadanie moze z niego korzy-
sta¢; w ogolnosci warunkiem do zakleszczenia jest tez sytuacja w ktorej do zasobu
jest mozliwy jednoczesny réwnoleglty dostep wielu zadan, lecz liczba jednoczes$nie
zadanych zadan do zasobu jest wieksza od liczby maksymalnych réownolegtych do-
stepow do zasobu, ktére moga zostac¢ obstuzone;

2. Trzymanie zasobu i oczekiwanie - zadanie utrzymuje jeden z zasobéw, ale do ukon-
czenia pracy niezbedne jest takze zaalokowanie zasobéw innego typu;

3. Cykliczne oczekiwanie - zadania w taki sposéb zadaja zasobow, ze powstaje cy-
kliczny graf skierowany;

4. Brak wywtlaszczania z zasobu - zadania dobrowolnie nie rezygnuja z przydzielonych
im zasobow; zwolnienie zasobow mozliwe jest po zakonczeniu zadania.

Aby unikaé¢ zakleszczen potrzebne sg odpowiednie mechanizmy; mechanizmy ze standar-
du OpenMP zostaly opisane w rozdz. 2.4.4.

2.6.2 Falszywe wspobldzielenie

Falszywe wspotdzielenie (ang. false sharing) to problem wydajnoSciowy na maszynach
wielordzeniowych, w ktérych kazdy rdzen posiada lokalng pamieé¢ podreczng. Problem
ten wystepuje, kiedy watki z réznych rdzeni probuja modyfikowaé¢ zmienne, ktére wyste-
puja w tej samej linii pamieci podrecznej, jak na rys. 2.14. Taka sytuacja jest nazywa-
na falszywym wspotdzieleniem, poniewaz mimo ze uzytkownikowi wydaje sie, ze watki
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wspotdziela dostep do pewnej zmiennej, to przez to, ze dane zmienne rezyduja w tej sa-
mej linii pamigci podrecznej, procesor musi wykona¢ dodatkowe operacje synchronizujace
dostep do obu zmiennych.

W Kodzie 2.6 istnieje mozliwos¢ fatszywego wspotdzielenie tablicy sum_ local. Ta ta-
blica ma rozmiar réwny liczbie watkéw i jej wielkosé jest wystarczajaco mata aby zmiedcic
sie w pojedynczej linii pamieci podrecznej. Gdy kod zostanie uruchomiony réwnolegle,
kazdy watek zmodyfikuje inny, ale przylegly element tablicy, a to spowoduje, ze linia
pamieci podrecznej na ktérej wystepuje tablica sum_ local zostanie uniewazniona dla
wszystkich rdzeni. To z kolei powoduje, ze kazdy rdzen otrzyma komunikat o niekon-
systencji danych miedzy pamiecig podreczna, a pamiecig gtéwng i powstanie potrzeba
przestania pamieci podrecznej do pamigci gtéwnej, nazywa si¢ to pomytka pamieci pod-
recznej (ang. cache miss). W efekcie kod, ktéry mial byé wykonany réwnolegle zostanie
wykonany sekwencyjne.

Kod 2.6: Falszywe wspoétdzielenie

double precision sum, sum_local (NUM_THREADS)
!$omp parallel num_threads (NUM_THREADS)
me = omp_get_thread_num()
sum_local(me) = 0.0
!$omp for
do i =1, N
sum_local(me) += x(i) * y(i)
enddo
!'$omp atomic
sum = sum + sum_local (me)
!$omp end parallel

l Watek 1 I Watek 2

Rdzen 1 Rdzen 2
| |

v Linia pamieci , Linia pamieci
—>h [ [ ]| ] <

Pamie¢ podreczna Pamiec¢ podreczna
| |

Pamiec operacyjna

Rysunek 2.14: Problem fatszywego wspoétdzielenia.
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2.6.3 Jednoczesna wielowgtkowosé

Jednoczesna wielowatkowos¢ (SMT - ang. simultaneous multithreading) to technika stu-
zaca do podniesienia wydajnosci procesoréw z wieloma rdzeniami. W normalnym prze-
biegu kazdy rdzen wykonuje jeden potok instrukcji w danym momencie. W jednoczesnej
wielowatkowosci rdzen moze wykonywac¢ wiecej niz jeden potok instrukeji. Dzieki temu
gdy rdzen wykonuje instrukcje, ktéra powoduje, ze musi czekaé (np. na dostep do in-
nego urzadzenia), moze przetaczy¢ sie na drugi potok, co poprawia ogélng wydajnosé
procesora. Zostato to zaimplementowane np. w procesorach Intel pod komercyjng nazwa
HyperThreading. W rozdz. 4.2.2 zostanie pokazane, ze w przypadku obliczen numerycz-
nych korzystanie z tej funkcjonalnosci pogarsza wydajno$é kodu.

2.6.4 Koligacja procesu/watku

Koligacja procesu lub watku (ang. processor/thread affinity) pozwala na taczenie procesu
lub watku z procesorem (rdzeniem), w taki sposéb ze danych watek bedzie mogl sie
wykonywacé tylko na danym procesorze (rdzeniu).

Poprawnie stworzona koligacja procesu korzysta z faktu, ze pewne dane, ktére proces
poprzednio uzywal moga pozosta¢ w pamieci procesora (np. w pamieci podrecznej),
dzieki czemu mozna zminimalizowaé efekt pomytek pamieci podrecznej (ang. cache miss).

W przypadku OpenMP do koligacji watkow mozna wykorzystaé¢ zmienng $rodowiskowa
GOMP__CPU__AFFINITY, a dla kompilatora Intel mozna réwniez skorzystac z interfejsu
KMP__AFFINITY.

Koligacja watkéw ma istotny wpltyw na wykonanie programu, co zostanie pokazane
w rozdz. 4.2.3.
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3 Zréwnoleglenie petli po elementach w FEAPie

W tym rozdziale omoéwione zostanie zrownoleglenie petli po elementach uzywajac
OpenMP w programie FEAP [25]. Program ten to kod MES, bardzo popularny w osrodkach
akademickich. Nawet dla sekwencyjnej wersji FEAPa (istnieje réwniez wersja na klaster),
taka paralelizacja jest zadaniem nietrywialnym ze wzgledu na istniejaca architekture
kodu, ktéra bardzo utrudnia efektywna paralelizacje.

Najpierw zostanie porownana wersja seryjna FEAPa z rownolegly wersja programu
Warp3D [110]. Poréwnany zostanie czas wykonania i zapotrzebowanie pamie¢ operacyj-
na. Zostanie pokazane, ze Warp3D jest szybszy, ale potrzebuje wiecej pamieci niz FEAP.
Analiza kodu Warp3D pomoze przy tworzeniu wlasnej metody paralelizacji petli po ele-
mentach.

Nastepnie przedstawione zostana zmiany dokonane w kodzie FEAPa, ktére byty nie-
zbedne do zréwnoleglenia petli po elementach uzywajac OpenMP. W szczegdlnosci pro-
cedura tworzenia globalnej macierzy z macierzy elementowych zostata zidentyfikowana
jako kluczowa dla uzyskania dobrej wydajnosci. Poza tym uzyto kilku réznych dyrek-
tyw synchronizacyjnych dla wzajemnego wykluczania z OpenMP, ktére réwniez zostaty
przetestowane.

Na koniec tego rozdzialu pokazano wydajnos¢ zrownoleglonego FEAPa, oznaczonego
jako ompFEAP na numerycznych przyktadach z elementami 3D i elementami powtokowy-
mi, przy czym przetestowano elementy wbudowane FEAPa i elementy uzytkownika (tzw.
user elements). Z przeprowadzonych badan i testéw mozna wyciggnaé¢ wniosek, ze uzywa-
jac dyrektywy ATOMIC do synchronizacji taczenia (redukcji) macierzy elementowych,
mozna osiagnac¢ bardzo dobre przyspieszenie i efektywnos¢.

3.1 Opis problemu

Motywacja do paralelizacji petli po elementach w kodach MES jest fakt, ze w wielu
zaawansowanych zastosowaniach inzynieryjnych, czas obliczenia macierzy stycznej ma
duzy udzial w catkowitym czasie obliczen.

Dla przyktadu w obliczeniach procesu formowania metalu, w ktorym uzywa sie praw
konstytutywnych uwzgledniajacych teksture, czas tworzenia macierzy stycznej jest dtuz-
szy niz czas rozwigzywania uktadu réwnan liniowych, o czym wspomina praca [79].

Dla metod bezelementowych Galerkina (ang. element-free method) stosowanych do
obliczen elektromagnetycznych w [51], czas generowania macierzy stycznej to ok. 40%
catkowitego czasu, 50% czasu to czas rozwigzywania uktadu réwnan liniowych, a 10% to
czas na operacje wejécia/wyjscia i pozostate operacje.

Roéwniez wielowarstwowe kompozytowe modele MES powtok z mikrostruktura, kto-
re s3 w kregu zainteresowan tej pracy, maja podobng charakterystyke. Aby moéc uzy-
waé zaawansowanych tréjwymiarowych praw konstytutywnych potrzebne jest podejscie
bezposrednie, w ktérym elementy trojwymiarowe sa uzyte w najbardziej wytezonych
czeSciach powloki. Sa to obszary gdzie najprawdopodobniej wystapi zniszczenie mate-
riatu, w pozostatych obszarach modelu uzyte sa elementy powtokowe typu ,solid-shells”,
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wykorzystujace takze tréjwymiarowe rownania konstytutywne, podobne podejscie byto
stosowane w [33], [53].

To podejscie prowadzi do duzych, obliczeniowo kosztownych modeli MES, ktore wy-
magaja zréwnoleglonego kodu MES oraz uzycia klastréw, przy czym najbardziej efek-
tywne jest podejscie hybrydowe .

Zréwnoleglenie kodu MES wykonuje sie zazwyczaj poprzez zastosowanie dwdch tech-
nik:

1. uzycie rownoleglych solweréw, takich jak np. PARDISO, MUMPS lub PaStiX,
2. zréwnoleglenie petli po elementach, stosujac OpenMP lub pthread.

W tym rozdziale opisano jak w efektywny sposéb zrealizowaé¢ punkt 2, wykorzystujac
OpenMP.

Od wprowadzenia standardu OpenMP w 1997, cieszyt si¢ on zainteresowaniem spo-
tecznosci tworzacej oprogramowanie inzynieryjne. Znalazt zastosowanie w szerokiej gamie
probleméw, z ostatnich lat np.: jawny kod MES dla symulacji zderzen [35], rozwiazywa-
nie réwnan Navier-Stoke’sa [107], kalibracja modelu przeptywu wéd gruntowych [105],
rozwiazywaniu ukladu réwnan liniowych [26], catkowanie po objetosci w problemach elek-
tromagnetycznych [97], triangularyzacja Delaunay’a [70] oraz optymalizacja topologii w
ograniczeniami naprezeniowymi [38]. W pracach tych uzyskano przyspieszenie rzedu 3.5x
dla 4 watkow, 10.6x dla 12 watkéw i 11x dla 16 watkéw, co udowadnia, ze faktycznie
OpenMP jest uzytecznym narzedziem.

Najwazniejszym problemem przy zrownoleglaniu petli po elementach jest taczenie
lokalnych macierzy w globalng macierz styczna, w niektorych pracach operacja ta jest
okreslana jako ,redukcja”. Podczas tego procesu wystepuje tak zwany ,,wyscig po zasoby”
(ang. race condition), tzn. dwa watki moga nadpisa¢ réwnoczesnie te sama lokalizacje w
pamieci, co prowadzi do btednych rezultatéw. W literaturze przedstawiono kilka metod
unikniecia tego problemu, ale zadne nie prowadzi do skalowalnego kodu.

W pracy [3], zostalo zaprezentowanych kilka sposob6w, a wsrdd nich podejscie z uzy-
ciem dyrektywy ATOMIC z OpenMP i jako usprawnienie metoda bazujaca na podejéciu
wykluczonego posiadania (ang. ezclusive ownership). W tym podejsciu dyrektywa ATO-
MIC jest wytaczana, gdy wezel z modelu MES nalezy tylko do jednego elementu. Dzieki
tym metodom osiggni¢to przyspieszenie odpowiednio 9x i 15x na 32 rdzeniach.

W [109], redukcja byta przeprowadzona uzywajac sekcji krytycznych z OpenMP, prze-
prowadzono testy dla adaptacyjnej metody elementéw skonczonych. Aby ulepszy¢ efek-
tywnos¢ paralelizacji, uzyto hierarchiczne dodawanie macierzy, w ktorym zawsze dwa
watki moga dodawaé¢ swoje macierze. Uzyskano przyspieszenie 5.2x dla 8 rdzeni, ale au-
torzy tej pracy uwazaja, ze technika ta powinna dawac lepsze rezultaty wraz ze wzrostem
liczby rdzeni na procesorze.

W pracy [39], uzyto tzw. zachtanny algorytm (ang. greedy algorithm) kolorowania
grafu do zidentyfikowania niezaleznych zbiorow elementéw, ktore moga by¢ przetwarzane
jednoczesnie. W tej metodzie dwa elementy o wspolnym kolorze nie wspétdzielg zadnego
stopnia swobody. Osiagnieto przyspieszenie 8x dla 12 watkéw i 19x dla 32 watkéw na
maszynie 32-rdzeniowej (2x16 rdzeni).
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W przypadku GPU, proces redukcji spotyka dodatkows trudnosc, jaka jest gospoda-
rowanie pamiecig (globalna, lokalng i wspétdzielona). W [12], zostaly poréwnane cztery
strategie: (a) kolorowanie elementow,(b) uzupetnianie tylko niezerowych cze$ci macierzy
uzywajac pamieci globalnej, (c¢) uzupelnianie tylko niezerowych cze$ci macierzy uzywajac
pamieci wspoéldzielonej, i (d) uzupehianie tylko niezerowych czesci macierzy uzywajac
pamieci lokalnej.

W pracy [73] pokazano, ze dla iteracyjnych metod rozwiazywania réwnan liniowych,
podejscie z lokalnymi macierzami jest bardziej efektywne niz metoda kolorowania graféw.
Przyczyna tego jest fakt, ze metody iteracyjne nie wykorzystuja macierzy, ale iloczyn
skalarny macierzy i wektora, co znacznie przyspiesza wykonanie kodu.

W niniejszym rozdziale omoéwiona zostanie implementacja réwnoleglej petli po ele-
mentach w sekwencyjnym kodzie FEAP [25] za pomoca OpenMP. Gléwna trudno$é to
rozbudowana architektura istniejacego kodu, dlatego kod zostanie zrownoleglony uzywa-
jac standardowych dyrektyw OpenMP.

W rozdz. 3.2, zostala poréwnana wersja seryjna programu FEAP z réwnolegtym ko-
dem Warp3D [I10]. Poréwnano wykorzystanie pamieci i czasu. Dzigki temu, ze Warp3D
to kod typu open-source, mozna byto przeanalizowac jego strukture, co pomoglo w za-
projektowaniu wlasnej metody paralelizacji petli po elementach, innej niz w Warp3D.

W rozdz. 3.3 opisano zmiany jakie wprowadzono w FEAPie, ktore byty niezbedne do
zrownoleglenia petli po elementach z uzyciem OpenMP. W szczegdlnosci opisano kilka
roznych metod redukcji macierzy elementowych do macierzy globalnej, ktore wykorzy-
stuja inne metody wzajemnego wykluczania z OpenMP.

A w rozdz. 3.4 réwnolegta wersja FEAPa, ktéra zostata oznaczona jako ,ompFEAP”,
zostala przetestowana i pokazano: (1) poprawnosé wynikéw obliczenn réwnoleglych (sa
identyczne jak w sekwencyjnym wykonaniu) i (2) skalowalno$¢ obliczen (petli po elemen-
tach). Wydajnos¢ réwnoleglego kodu FEAP jest pokazana na numerycznych przyktadach
z elementami tréjwymiarowymi i powtokowymi; zaréwno wbudowanymi w FEAPa, jak i
tzw. elementami uzytkownika (wtasnymi). Dodatkowo zaprezentowano wydajno$é omp-
FEAPa oraz Warp3D w modelu ,,Roofline”.

3.2 Poréwnanie sekwencyjnego kodu FEAP z réwnoleglym ko-
dem Warp3D

W tym podrozdziale poréwnano sekwencyjna wersje programu FEAP z rownolegtym pro-
gramem Warp3D, w szczeg6lnosci wykorzystanie pamigci i czas wykonania. Nastepnie
przeanalizowano metode zrownoleglenia w Warp3D, co dato podstawy do uzycia innej
metody w FEAPie.

Krétka charakterystyka powyzszych dwoch kodow:

1. FEAP [25] to kod akademicki uzywany w wielu oérodkach na Swiecie, rozwijany
przez prof. R.L. Taylora [119]. Istnieje wersja sekwencyjna i wersja na klaster,
ktora uzywa bibliotek PETSc, ale petla po elementach w zadnej z nich nie zostata
zrownoleglona na maszyny z pamiecig wspolng.
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Ten rozdzial dotyczy paralelizacji petli po elementach tylko w wersji sekwencyjnej.
Wykorzystano FEAP w wersji 8.4, do ktorego podtaczono zrownoleglony na maszyny
z pamiecia wspdlna solwer PARDISO z biblioteki MKL firmy Intel [76] w wersji 11.1.0.

2. Warp3D [110] to wolne oprogramowanie MES z udostepnionym kodem zrédtowym
rozwijane przez grupe prof. R. Doddsa. Moze by¢ skompilowany do nastepujacych
wersji: (1) z watkami OpenMP [33], i (2) hybrydowej, w ktérej wykorzystano row-
niez procesy MPI [30]. Do poréwnan zostala uzyta wersja z watkami OpenMP.
Wykorzystano Warp3D w wersji 17.5.3. Parametry dla solwera PARDISO ustawiono
doktadnie tak samo jak w FEAP.

Oba programy byty skompilowane uzywajac dwéch réznych kompilatoréw dla jezyka For-
tran: Intel Compiler 14.0.0 oraz GCC 4.8.2 z flaga optymalizacyjna 2 (w celu uzyskania
najszybszego kodu wynikowego). Réznica w wydajnosci miedzy oboma kompilatorami
jest bardzo mata (por. tab. 3.1), dlatego w dalszych rozwazaniach, przedstawiono tyl-
ko wyniki dla kompilatora firmy Intel. Wykorzystano najnowszy standard OpenMP w
wersji 4.0. Ponadto kod zostal zweryfikowany narzedziem Intel Inspector 2015 [52]; narze-
dzie to nie raportowalo zadnych btedéow w petli réwnolegtej. Dodatkowo wykorzystano
Thread Affinity Interface dla kompilatoréw Intela, aby zminimalizowaé¢ walke o pasmo
pamieci (ang. memory bandwidth) i do pamieci podrecznej (ang. cache memory) proceso-
ra. Doktadniej, zastosowano technike rozproszenia przydziatow (kazdy watek na innym
rdzeniu), co prowadzi do zwigkszenia tacznego pasma pamieci oraz zwieksza pamieé pod-
reczng dostepna wytacznie dla danego watku.

Implementacje oraz testy zostaly przeprowadzone na klastrze GRAFEN [29]. Wyko-
rzystano jeden wezel tego klastra, ktéry zawiera 2 procesory Xeon X5650 2.66 GHz z 6
rdzeniami i 24GB DDR3 1333MHz pamieci.

Tabela 3.1: Test kostki. Poréwnanie czaséow dla réznych kompilatorow. N = 48

Liczba Czas [s] Przyspieszenie
watkow | Intel GCC | Intel GCC
1 5.18  5.02

12 0.47 0.47 | 11.02 10.68

3.2.1 Test kostki

W tym podrozdziale zostata poréwnana wydajno$é¢ dwoch kodéw na liniowym problemie
tréjwymiarowym z mechaniki.

Kostka wykonana z jednego materiatu zostaje poddana réwnomiernemu obcigzeniu
od goéry oraz utwierdzona u podstawy, patrz rys. 3.1a. Dane materialowe sg nastepuja-
ce: modul Young'a F = 207914.0, wspoétczynnik Poisson’a v = 0.28342. Kostka jest
podzielona na N x N X N elementéw tréjwymiarowych, patrz rys. 3.1b, i w kazdym
wezle na gorze kostki zostata przylozona sita P = 10°/(N + 1)% Warto$¢ N moze by¢
zmieniana. W tym tescie wykorzystano wlasny element tréjwymiarowy 8-weztowy, ktory
zostal zaimplementowany w FEAPie jako element uzytkownika (ang. user element). Opis



3 ZROWNOLEGLENIE PETLI PO ELEMENTACH W FEAPIE 44

tego elementu znajduje sic w dodatku D. W Warp3D wybrano standardowy trojwymia-
rowy element 8-weztowy. Maksymalna liczba watkéw zostata ustalona na 12.

Réwnomierne obcigzenie

C

L

N
Przemieszczenie =0
(a) (b)

Rysunek 3.1: Test kostki. (a) Geometria poczatkowa i obciazenie. (b) Siatka MES.

Powyzszy problem liniowy rozwigzano uzywajac obu programéw, przemieszczenia w
punkcie centralnym na gorze kostki o wspéhrzednych [0.5,0.5,1.0] zaprezentowano na
rys. 3.2. Oba programy daja dokladnie takie same rezultaty, ale wersja sekwencyjna
FEAPa pozwalata uruchomic¢ program réwniez dla N = 72; dla tego przypadku Warp3D
przekraczal dostepna pamieé (24GB). W tab. 3.2 podano liczbe réwnan, elementéw i
weztow dla poszczegdlnych wartosci V.

-4.62 ;
FEAP
46k Warp3D

-4.58 _—
-4.56 /
-4.54

-4.52

Przemieszczenie

-4.5

32 42 52 62 72
N

Rysunek 3.2: Test kostki. Przemieszczenia w wezle C'.
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Tabela 3.2: Liczba réwnan, elementéw i weztéow dla poszczegdlnych wartosci N.

N Roéwnania Elementy — Wezty
30 86 490 27000 29 791
32 104 544 32 768 35937
38 173 394 54 872 59 319
42 232 974 74088 79 507
48 345 774 110 592 117 649
52 438 204 140 608 140 608
54 490 050 157 464 166 375
60 669 780 216 000 226 981
62 738 234 238 328 250 047
64 811200 262 144 274 625
68 971 244 314 432 328 509
72 1151064 373 248 389 017

Nastepnie zostaly poréwnane czasy wykonania dla obu programoéw wykorzystujac
standardowa komende systemu Unix - ,,time”, ktéra zwraca dwie wartosci: (1) czas rzeczy-
wisty (ang. real time), to jest czas miedzy rozpoczeciem a zakonczeniem zadania, zwany
réwniez czasem zegarowym (ang. wall-clock time) oraz (2) czas uzytkownika (ang. user
time), to jest sume czaséw, ktére wykorzystaly rdzenie procesora na wykonanie kodu
programu. Przedstawiono tylko czas w petli po elementach, natomiast czas w PARDISO
i czas w sekwencyjnej czedci programu zostaty wytaczone z dalszych rozwazan.

1. Czas rzeczywisty to czas, ktory jest najistotniejszy dla uzytkownika, zostat przed-
stawiony na rys. 3.3a. Wida¢, ze wersja réwnolegta Warp3D jest zdecydowanie szyb-
sza niz sekwencyjny FEAP, np. dla N = 62 jest 8 razy szybsza.

2. Uzycie watkéw scharakteryzowano jako iloraz czasu uzytkownika przez czas rze-
czywisty i przedstawione na rys. 3.3b. Wida¢, ze Warp3D uzywa watkéw w o wiele
wiekszym stopniu niz sekwencyjny FEAP, dla N = 62 dziewieciokrotnie.

Dobre czasy wykonania rownolegltego Warp3D stanowity dodatkowa motywacje do stwo-
rzenia wersji FEAPa ze zréwnoleglong petla po elementach.

Jednak mozna zauwazy¢, ze Warp3D uzywa wiecej pamieci niz FEAP, patrz rys. 3.4,
i dlatego przypadek N = 72 nie moégt by¢ przeliczony przez ten program. Rysunek ten
uwzglednia rowniez pamieé, ktora zostata uzyta przez PARDISO, ktory zostal urucho-
miony 7z identycznymi parametrami w obu programach. Aby wyjasni¢ réznice w uzyciu
pamieci, sprawdzono kod zrédtowy Warp3D, a wyniki zostaty przedstawione w nastepnym
podrozdziale.
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Rysunek 3.3: Test kostki. Por6wnanie: (a) czasu rzeczywistego, i (b) ilorazu czasu uzyt-
kownika przez czas rzeczywisty, dla petli po elementach.
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Rysunek 3.4: Test kostki. Poréwnanie uzycia pamieci (wraz z PARDISO).

3.2.2 Metoda sparalelizowania petli w Warp3D

Aby wybraé¢ optymalny sposob sparalelizowania FEAPa przeanalizowano kod réwnolegtlej
petli po elementach w Warp3D (Warp3D uzywa OpenMP [33], ktéry zostal opisany w
rozdz. 2.4).

W Warp3D zastosowano interesujacy sposob zréwnoleglenia petli po elementach. Zo-
stata uzyta standardowa dyrektywa PARALLEL DO, ale petla zostala podzielona na
dwie czesci:

1. obliczenie elementowych macierzy sztywnosci element po elemencie, co jest stan-
dardem w kodach MES. Roéznica polega na tym, ze Warp3D przechowuje wszystkie
macierze elementowe w pamieci, aby je p6zniej uzy¢ do tworzenia macierzy global-
nej. Dlatego Warp3D potrzebuje wiecej pamieci niz FEAP, jak pokazano na rys. 3.4.

2. redukcja elementowych macierzy sztywnosci do globalnej macierzy nie jest prze-
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prowadzona element po elemencie ale wiersz po wierszu, gdzie wiersz to pojedynczy
wiersz w macierzy globalnej. Wyglada to tak: jeden wiersz jest wybierany i znajdo-
wane sg wszystkie elementy, ktére powinny dodaé¢ swoje wartosci do tego wiersza.
Na koncu wlasciwy wiersz macierzy elementowej jest dodawany do wiersza macie-
rzy globalnej. W ten sposéb, gdy zostanie wykonane to rownolegle, nie ma problemu
synchronizacji i walki o zasoby przez watki.

Ta metoda jest bardzo podobna do metody opisanej w [8] i nazwana tam ,array
expansion”, w ktorej takze proces redukcji jest roztozony na dwie oddzielne petle. Funk-
cjonalnos¢ pierwszej jest bardzo podobna, ale druga jest inna, poniewaz redukcja jest
przeprowadzona sekwencyjnie w [8]. Druga petla jest réwniez oméwiona dla GPU w
[12], jako ,redukcja po wierszach”, gdzie jeden watek jest odpowiedzialny za jeden wiersz
uktadu réwnan, patrz str. 11 tamze.

3.3 Roéwnolegla petla po elementach w FEAPie

Zaimplementowana przez autora niniejszej pracy petla po elementach w sekwencyjnym
programie FEAP takze uzywa OpenMP, ale w inny spos6b niz Warp3D. Elementowa ma-
cierz lokalna i wektor nie sa dodatkowo przechowywane jak w Warp3D ale redukowane
(agregowane) natychmiast po tym jak zostana obliczone. Inaczej potraktowano réwniez
proces redukcji.

Petle zrownoleglono za pomoca dyrektywy PARALLEL DO w procedurze ,pform”
w nastepujacy sposob:

Kod 3.1: ‘PARALLEL DO’ w ‘pform.f’

C Loop over active elements
c$0MP PARALLEL DO NUM_THREADS( nthreads ),
c$0MPE& PRIVATE( wvv ),
c$OMPE LASTPRIVATE( s ),
c$0MP& COPYIN( ccc )
do n = nnl,nn2,nn3
end do !/ n
c$0OMP END PARALLEL DO

gdzie vovv to lista zmiennych, a ccc to lista blokow ,,common”. Opis dyrektyw PRIVATE
i COPYIN znajduje si¢ w rozdz. 2.4.3. Klauzula LASTPRIVATE, zawiera tylko ma-
cierz styczna ,,s” i jest potrzebna aby komenda ,,EIGE” z programu FEAP wykonala sie
poprawnie.

Petla po elementach w sekwencyjnym programie FEAP jest zorganizowana w naste-
pujacy sposéb: (1) lokalizacja macierzy elementowych, (2) obliczenia lokalnych macierzy
stycznych i wektora residualnego, (3) redukcja lokalnej macierzy elementowej i wektora
do globalnej macierzy i wektora. Redukcja ma najwiekszy wpltyw na wydajno$é rowno-
legltego kodu, dlatego zaimplementowano i przetestowano wszystkie metody synchroni-
zacji bazujace na wzajemnym wykluczaniu (ang. mutual exclusion), ktére sa dostepne w
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Rysunek 3.5: Dwa schematy réznych podejsé do redukeji macierzy elementowych. (a)
ompFEAPcs uzywa OMP CRITICAL i (b) ompFEAP uzywa OMP ATOMIC.

OpenMP. Najbardziej charakterystyczne dwie zostaly przedstawione na rys. 3.5 i opisane
ponizej.

1.

=W N =

Para dyrektyw CRITICAL/END CRITICAL zostala uzyta w wersji programu
oznaczonej jako ompFEAPcs, gdzie przedrostek ,cs” oznacza ,critical section”. W
procedurze ,,pform”, procedura redukcji ,,passble” jest otoczona przez te dyrektywy
w nastepujacy sposob:

Kod 3.2: Sekcja krytyczna w ‘pform.t” dla ompFEAPcs

c Assemble arrays as necessary
c$0MP CRITICAL

call passble( ... )
c$0MP END CRITICAL

Jest to najprostszy sposob zastosowania tej dyrektywy, ale jak zostanie to pokazane
w testach numerycznych, zapewnia on lepsza wydajnos¢ niz wiele matych sekcji
krytycznych (nazwanych) zaimplementowanych prawie w tych samych miejscach
co dyrektywa ATOMIC (opisana ponizej), z tym, ze otaczajacych najblizsza petle.

Dyrektywy ATOMIC sa uzyte w wersji programu oznaczonej jako ompFEAP. Dy-
rektywe te uzyto doktadnie przed liniami, w ktorych wykonuje sie redukcje, co
prowadzi do wielu sekcji krytycznych, ale bardzo krotkich. Wykonanie dyrektywy
ATOMIC' jest wspierane sprzetowo.

W [16, str. 152] wyttumaczono, ze dyrektywa ta zapewnia wylaczny dostep do
danej jednostki pamieci podczas wykonania aktualizacji wartosci w tej jednostce.
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Dodatkowo synchronizacja jest zintegrowana z aktualizacja wspélnych jednostek
pamieci, dzigki temu nie jest potrzebne tworzenie dodatkowych zamkdéw, czy sekcji
krytycznych, co prowadzi do wyzszej wydajnosci.

Na przyktad, dyrektywa ATOMIC zostala uzyta w procedurze ,cassem” (podobnie
w procedurze ,,dasble”) dla redukcji rzadkiej w nastepujacy sposéb:

Kod 3.3: Sekcja krytyczna w ‘cassem.f’” dla ompFEAP

c Assemble including diagonal
if (diagin) then
if( ip(k).ge.ip(n) ) then
inz = inza(jc(n+neq), jc(n+neq+1l)-1,ir,k,n)
c$0MP ATOMIC
ad(inz) = ad(inz) + s(j,i)
if (alfl) then
c$OMP ATOMIC
al(inz) = al(inz) + s(i,j)
endif
endif

endif

Nalezy zaznaczy¢, ze OpenMP zawiera rowniez inne metody synchronizacji, jak
np. procedury opisane w rozdz. 2.4.4. W tym rozdziale wykorzystano procedury
OMP_SET LOCK i OMP_UNSET LOCK, ktére wstawiono w prawie tych samych
miejscach co dyrektywe ATOMIC, z tym ze otaczaja one najblizszg petle. Wszystkie te
metody zostang przetestowane w rozdz. 3.4.1.

Poza tym, aby osiagna¢ poprawnie dziatajaca wersje rownolegtego ompFEAP trzeba
byto rozwiazac kilka innych probleméw:

1. Podstawowym problemem byl wyboér czy zmienna powinna byé¢ prywatna czy
wspotdzielona, tzn. czy powinna by¢ wstawiona do listy ,,vvv” w klauzuli PRIVATE
dla dyrektywy OMP PARALLEL DO. Jesli za duzo zmiennych jest prywatnych
wtedy w czasie inicjalizacji, podczas ktorej OpenMP kopiuje dodatkowe zmienne
dla kazdego watku, wykonana jest dodatkowa i niepotrzebna praca.

2. FEAP przekazuje wiele zmiennych do procedur poprzez bloki ,,common”, wiec trze-
ba zdecydowad, czy dany blok ,common” powinien by¢ prywatny dla kazdego wat-
ku. Jedli tak, to wtedy trzeba doda¢ dyrektywe THREADPRIVATE po definicji
danego bloku w pliku ,include” (,*.h”). Na przyktad zmodyfikowany plik ,elda-
ta.h” wyglada nastepujaco:
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Kod 3.4: Zmodyfikowany plik ‘eldata.h’ dla ompFEAP

real*8 dm

integer n,ma,mct,iel ,nel ,pstyp,eltyp

common /eldata/ dm,n,ma,mct,iel,nel,pstyp,eltyp
c$omp THREADPRIVATE (/eldata/)

= W DN =

Celem jest oczywiscie posiadanie minimalnego zestawu prywatnych parametrow,
aby zapewni¢ minimalny czas inicjalizacji dla kazdego watku. Warto zauwazy¢, ze
jesli blok ,,common” bedzie oznaczony jako THREADPRIVATE, wtedy powinien
on sie znalez¢ na liscie ,,ccc” w klauzuli COPYIN z OMP PARALLEL DO, patrz
Kod 3.1, aby zapewni¢, ze wszystkie watki posiadaja zainicjowang wartos¢ z watku
gtownego.

3. Trzeba réwniez zapewnic, by procedury wywotywane w réwnolegtej czesci kodu by-
ly bezpieczne watkowo (ang. thread-safe). Jest to pojecie stosowane w kontekscie
programéw wielowatkowych. Méowi sie, ze procedura jest bezpieczna watkowo, jesli
ta procedura manipuluje wspélnymi strukturami danych w taki sposéb, ze gwaran-
tuje ona bezpieczne wykonanie przez wiele watkow w tym samym czasie. Atrybut
save z Fortrana nie jest bezpieczny watkowo w OpenMP, dlatego trzeba byto usu-
nac ten atrybut z kodu. OpenMP traktuje zmienne z atrybutem save jako zmienne
globalne, ktore nie moga by¢ prywatne dla watku, dlatego klauzule zasiegu, takie
jak PRIVATE, pracuja w inny sposéb od oczekiwanego.

Przeprowadzono wiele testow zgodnosci, aby zapewnié¢, ze powyzsze zmiany nie wply-
nely negatywnie na wartosci (wyniki) obliczane przez ompFEAPa, ktére powinny by¢
identyczne z tymi obliczonymi przez standardowy sekwencyjny program FEAP. Testy te
przedstawiono w rozdz. 3.4.

3.4 Testy numeryczne ompFEAPa

W tym podrozdziale przedstawione zostang testy ompFEAPa, ktére pokazuja, ze rownole-
gta petla po elementach zostata zaimplementowana poprawnie. Badane sa dwa aspekty:
(1) poprawnosé¢ réwnoleglego rozwiazania, ktére powinno by¢ identyczne z rozwiazaniem
sekwencyjnym oraz (2) skalowalno$¢ obliczenn w petli po elementach.

3.4.1 Test kostki

Najpierw zostang przedstawione wyniki dla testu kostki opisanego w rozdz. 3.2.1 z uzy-
ciem réwnolegtego ompFEAPa i standardowego elementu tréjwymiarowego 8-weztowego
z FEAPa. Dodatkowo poréownano wyniki z tymi uzyskanymi z autorskiej implementa-
cji 8-weztowego elementu tréjwymiarowego, ktora zostata zaimplementowana jako ,user
element”, aby pokazaé¢, ze rowniez ta funkcjonalno$é¢ w réwnolegtym kodzie dziata po-
prawnie.

Najpierw poréwnano czas i pamieé¢ uzyta przez ompFEAP i Warp3D.
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1. Czas rzeczywisty przedstawiono na rys. 3.6a i wida¢, ze ompFEAP jest szybszy
niz Warp3D o ok. 1.2 razy dla N = 62. Iloraz czasu uzytkownika przez czas
rzeczywisty pokazano na rys. 3.6b, i wida¢ réwniez, ze ompFEAP uzywa watkéw
nieznacznie lepiej, tj. ~ 1.2 razy dla N = 62. W obu wypadkach monitorowany
jest tylko czas dla petli po elementach, tzn. czas w PARDISO nie jest uwzgledniony.

2. Uzycie pamiegci przedstawiono na rys. 3.7 i wida¢, ze Warp3D uzywa wiecej pamieci
niz ompFEAP, tj. 1.14 razy wiecej dla N = 62. Dodatkowo zauwazono, ze ompFEAP
uzywa prawie tyle samo pamieci co sekwencyjny FEAP.

Rysunki 3.6a, 3.6b i 3.7 moga by¢ poréwnane odpowiednio z rys. 3.3a, 3.3b i 3.4, gdzie
przedstawiono wyniki dla sekwencyjnego programu FEAP.
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Rysunek 3.6: Test kostki. Poréwnanie czasu rzeczywistego i ilorazu czasu uzytkownika
przez czas rzeczywisty dla petli po elementach.
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Rysunek 3.7: Test kostki. Poréwnanie wykorzystania pamieci (wraz z PARDISO).
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Poprawnos$é. W tym tescie badano czy wersja rownolegta daje identyczne wyniki jak
wersja sekwencyjna. Zostaly przetestowane dwie wersje réwnolegte: (1) ompFEAPcs, ktéra
uzywa dyrektywy CRITICAL i (2) ompFEAP, ktora uzywa dyrektywy ATOMIC. Na
rys. 3.8 przedstawiono przemieszczenia w wezle C i wida¢ wyraznie, ze wszystkie wersje
programu daja doktadnie te same wyniki dla wszystkich przetestowanych elementéw, co
dowodzi, ze rownolegta petla zostata zaimplementowana poprawnie.
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Rysunek 3.8: Test kostki. Przemieszczenia w wezle C. (a) 8-weztowe trojwymiarowe ele-
menty z FEAPa, i (b) wlasne 8-wezlowe elementy tréjwymiarowe.

Skalowalno$é. Skalowalno$¢ zostata zmierzona uzywajac dwéch miar zréwnoleglenia
- przyspieszenia i efektywnosci.

1. Do wyliczenia przyspieszenia uzywa si¢ statlego rozmiaru zadania i sprawdzono jak
czas rozwigzania zmienia sie wraz ze zmiang liczby uzytych watkéw. Przyspiesze-
nie to iloraz czasu dla jednego watku przez zaalokowang liczbe watkéw, idealna
sytuacja jest wtedy gdy przyspieszenie ro$nie liniowo wraz z liczbg watkow.

2. Do wyliczenia efektywnosci uzywa sie zadania o zmiennym rozmiarze. Rozmiar
wzrasta liniowo wraz z liczbg watkéw i wyliczany jest iloraz czasu wykonania dla
jednego watku przez czas wykonania dla wybranej liczby watkéw. W ten sposdb
mozna sprawdzi¢ jak czas rozwigzania zmienia sie wraz ze zmiang liczby watkow,
gdy kazdy watek jest rOwnomiernie obcigzony. Jest to tak zwana staba efektyw-
nos$¢ (ang. week efficiency), patrz rozdz. 2.2.1 oraz [39]. W sytuacji idealnej, czas
wykonania nie zmienia si¢ wraz ze zmiang liczby watkow i rozmiarem zadania.

Badany jest tylko czas dla petli po elementach a uktad réwnan nie jest rozwigzywany.
Przyspieszenie jest mierzone dla N = 64, a efektywnos¢ dla N = 30, 38, 48, 54, 60, 64, 68
(liczbe réwnan, elementéw i weztéw dla wybranych wartosci NV przedstawiono w tab. 3.2).
Wymniki testéow przedstawiono na rys. 3.9a i 3.9b.

Dla ompFEAPcs, tzn. wersji uzywajacej dyrektywy CRITICAL, patrz rozdz. 3.3, wi-
dac, ze przyspieszenie jest ponizej 4. Kod w sekcji krytycznej dziata sekwencyjne i testy
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Rysunek 3.9: Test kostki. Skalowalnos¢ - przyspieszenie (a) i efektywnosé (b).

wykazaly, ze w sekwencyjnej wersji FEAPa, czas redukcji to ~ 0.24 catego czasu wykona-
nia dla uzytego elementu skonczonego. W tym przypadku przyspieszenie ok. 4 potwierdza
prawo Amdahla (patrz rozdz. 2.2.1) ktére méwi, ze przyspieszenie jest ograniczone przez
odwrotnos¢ wspotczynnika sekwencyjnej czesci kodu.

Dla ompFEAP, tzn. wersji z dyrektywa ATOMIC' przyspieszenie wynosi ~ 10.7, i jest
to widoczna poprawa w stosunku do poprzedniej wersji. Warto zauwazy¢, ze przyspie-
szenie dla Warp3D wynosi ~ 6.2.

Podobne efekty mozna zaobserwowac dla efektywnosci, patrz rys. 3.9b. Dla 12 wat-
kéw, ompFEAP pokazuje efektywnos$é ~ 95%, ompFEAPcs ~ 35%, a Warp3D ~ 55%.
Instrukcja uzytkownika dla Warp3D poleca ustawié¢ liczbe watkéw na 2-4, i w tym zakre-
sie program ten faktycznie skaluje sie liniowo, patrz [ 10, str. 86, 110].

Poréwnania wszystkich metod synchronizacji dla procesu redukcji, opisanych w
rozdz. 3.3, zostaly wykonane dla N = 64 z uzyciem 12 watkéw. Przeskalowane czasy
oraz przyspieszenie przedstawiono na dwa sposoby: (A) tylko redukcja (wstawianie ma-
cierzy lokalnych do macierzy globalnej) w tab. 3.3, (B) budowa macierzy lokalnych i
redukcja razem w tab. 3.4. Warto zauwazy¢, ze rezultaty dla A pozostang takie same
bez wzgledu na uzyty rodzaj elementu, podczas gdy rezultaty dla B beda wykazywaé
coraz lepsze przyspieszenie, gdy zostang uzyte bardziej skomplikowane i czasowo ztozone
elementy:.

Widag, ze najlepszy czas i przyspieszenie daje dyrektywa ATOMIC, nastepne sa pro-
cedury LOCK, podczas gdy implementacje z dyrektywa CRITICAL sa gorsze. Dlatego
w dalszych testach wykorzystano tylko wersje kodu z dyrektywa ATOMIC, oznaczona
jako ompFEAP.
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Tabela 3.3: Test kostki. Poréwnanie r6znych metod synchronizacji dla procesu redukcji.
(A) Tylko redukcja. Wyniki dla N = 64 i 12 watkow.

Metoda Przyspieszenie | Przeskalowany czas
ATOMIC 9.21 1.00
LOCK 5.20 1.77
jedna CRITICAL 1.19 7.75
wiele CRITICAL 0.70 13.07

Tabela 3.4: Test kostki. Poréwnanie r6znych metod synchronizacji dla procesu redukcji.
(B) Budowa macierzy lokalnych i redukcja. Wyniki dla N = 64 i 12 watkéw.

Metoda Przyspieszenie | Przeskalowany czas
ATOMIC 10.68 1.00
LOCK 9.12 1.24
jedna CRITICAL 3.47 3.10
wiele CRITICAL 2.22 4.76

3.4.2 Test nieliniowej powloki

Tym nieliniowym testem pokazano, ze zarowno elementy standardowe z FEAPa i ele-
menty uzytkownika dziataja w wersji ompFEAP. Zostaly uzyte dwa nieliniowe powtokowe
elementy skonczone:

1. z rotacyjnymi stopniami swobody. Jest to element z FEAPa z 5 stopniami swobody
w wezle, i

2. typu ,solid-shell”, tzn. tylko z translacyjnymi stopniami swobody zaimplemento-
wany jako element uzytkownika.

Element powlokowy z FEAPa [100] jest oparty na funkcjonale Hellingera-Reissnera, po-
siada 2 rotacyjne stopnie swobody w wezle i 14 wewnetrznych parametréow. (warto za-
znaczy¢, ze to jest inny element niz ten z 6 stopniami swobody w wezle, réwniez dostepny
w FEAPie i opisany w [103]). Element HW43 to element wlasny bazujacy na funkcjonale
Hu-Washizu, ktéry posiada tylko translacyjne stopnie swobody i ma 43 wewnetrzne pa-
rametry; wiecej informacji o elementach powlokowych typu HW mozna znalezé w [114]
i[l15].

Wykorzystano wersje programu ompFEAP, ktora uzywa dyrektyw ATOMIC i obli-
czono przykltad pélsfery z otworem. Pélsfera jest obcigzona przez dwie pary réwnych
ale przeciwnie skierowanych sit zewnetrznych, ktére przytozone sa w ptaszczyznie z = 0
wzdhuz osi X 1Y, wiec jest poddawana silnemu skrecaniu i zginaniu, patrz [114, str. 445].
Dane materialowe: E = 6.825x 107, v = 0.3,h = 0.04 lub h = 0.4. Geometria éwiartki
sfery i obciagzenie przedstawiono na rys. 3.10a. Zdeformowang konfiguracje dla P = 335
pokazano na rys. 3.10b.
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Rysunek 3.10: Pélsfera obciazona dwoma parami sit. (a) Poczatkowa geometria i obcia-
zenie (b) Zdeformowana konfiguracja dla P = 335.

Poprawno$é. Grubo$é powtoki h = 0.04. Wykorzystano siatke 16 x 16 elementéw (z
jednym elementem wzdtuz grubosci) a do rozwiazania nieliniowych réwnan réwnowagi
zastosowano metode Newtona. Wyniki analizy nieliniowej pokazano na rys. 3.11. Widag,
ze obie wersje programu FEAP, sekwencyjna i zréwnoleglona OMP, daja doktadnie takie
same wyniki.

Skalowalno$é. Grubo$é¢ powtoki A = 0.4 i uzyto 10 elementéw po grubosci. Przyspie-
szenie jest mierzone dla siatki 316 x 316 x 10, a efektywnos¢ jest mierzona dla siatek
N x N x10, gdzie N = 91,129, 181, 223, 258, 288, 316. Maksymalnie wykorzystano ponad
3.3 miliona niewiadomych.

Wyniki przedstawiono na rys. 3.12a i 3.12b . Przyspieszenie dla 12 watkéw to 11.38
dla elementéw powtokowych typu ,,Solid-shell” i 11.26 dla elementéw tréjwymiarowych
(Solid 3D). Natomiast wydajnosé to 93.36% dla elementéw powtokowych i 93.33% dla
elementow tréjwymiarowych.
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Rysunek 3.11: Pétsfera obciazona dwoma parami sit. Przemieszczenia w kierunku $rodka
potsfery.
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Rysunek 3.12: Potsfera obciazona dwoma parami sit. Przyspieszenie (a) i efektywnosé
(b) ompFEAP dla elementéw tréjwymiarowych i powlokowych.

3.4.3 Model ,,Roofline”

Na rys. 3.13 przedstawiono model ,,Roofline” dla procesora Intel Xeon 5670 z zaznaczo-
nymi wykonaniami petli po elementach dla programéw Warp3D oraz ompFEAP, z wykona-
niem sekwencyjnym (rys. 3.13a) oraz réwnolegtym (rys. 3.13b). Test kostki dla N = 64
zostal oznaczony jako ,,CUBE”, test nieliniowej powtloki dla elementow 3D jako ,,HEMI
3D7”, a dla elementéw typu ,,Solid Shell” jako ,HEMI SS”.

Mozna zaobserwowaé, ze dla wykonania sekwencyjnego petla po elementach dla
obu programéw jest ograniczona obliczeniowo. Jednak dla wykonania réwnolegtego pro-
gram Warp3D jest ograniczony pamieciowo, co sie zgadza z naszymi obserwacjami w
rozdz. 3.2.2. Wida¢ réwniez, ze o ile dla wykonania sekwencyjnego programy Warp3D
i ompFEAP maja podobng wydajnos¢, to dla wykonania réwnolegtego, wydajnosé omp-
FEAP jest wyzsza o ok. 40%. Elementy typu ,,Solid Shell” wykazujg wieksze natezenie
operacji niz elementy 3D, co wynika z faktu, ze elemeny ,,Solid Shell”, sa o wiele bardziej
ztozonymi elementami niz elementy 3D, a dziataja na podobnych danych wejsciowych.

Natezenie operacji | [FLOP/baijt]
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Natezenie operacji | [FLOP/baijt]

(b)

Rysunek 3.13: Wykres , Roofline” petli po elementach: (a) dla 1 watka i (b) 12 watkdw.
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3.4.4 Podsumowanie

W tym rozdziale przedstawiono podstawowe problemy zwiazane z paralelizacja petli po
elementach w sekwencyjnej wersji programu FEAP [25] uzywajac OpenMP; te implementa-
cje oznaczono jako ompFEAP. Podstawowa trudnoscig byta skomplikowana architektura
kodu oraz uzywanie wielu blokow ,,common”. Zaimplementowana wersja rownolegtej petli
po elementach ma nastepujace wtasnosci:

1. redukcja macierzy elementowych do macierzy globalnej jest wykonywana natych-
miast po ich wygenerowaniu, bez dodatkowego magazynowania ich w pamieci;
postepowanie to jest inne niz uzyte np. w [110], czy np. w metodzie nazwanej
»ekspansja tablic” w [8]. Uzyte zostaly tylko standardowe dyrektywy OpenMP.

2. Najistotniejsza czescig petli jest redukcja macierzy elementowych do macierzy glo-
balnej, dla ktérej zaimplementowano i przetestowano wszystkie dostepne dyrek-
tywy dostepne w OpenMP dla wspoélnego wykluczania. Dyrektywa ATOMIC da-
je najlepsza skalowalnos¢ dla elementu tréjwymiarowego, tj. przyspieszenie 10.7
i efektywno$é 95%. Dla poréwnania, dla Warp3D, otrzymano przyspieszenie 6.5 i
efektywnosé 50%, oba przypadki dla 12 rdzeni. Dla elementéw powlokowych typu
,Solid Shell”, przyspieszenie jest nawet lepsze, ok. 11.38. Bardzo dobra skalowal-
nos¢ ompFEAP pokazuje, ze nie sg potrzebne dodatkowe, bardziej skomplikowane
podejscia do zréwnoleglania petli po elementach.

Podsumowujac zweryfikowano, ze zaréwno standardowe elementy tréjwymiarowe, ele-
menty powlokowe z FEAPa i elementy uzytkownika dziataja w implementacji ompFEAP.
Jednak potrzebna jest dalsza praca, aby sprawdzi¢ inne funkcjonalnosci powyzszego ko-
du.



4 ROWNOLEGELE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 58

4 Roéwnolegle rozwigzywanie ukladéw réwnan linio-
wych

4.1 Wprowadzenie

W tym podrozdziale przedstawiony zostanie krétki wstep do algorytméw rozwigzywania
rzadkich ukladéw réwnan liniowych. Opracowano go na podstawie [3%], uzupelniajac o
aspekty zapisu macierzy rzadkiej w pamieci komputera (opracowanie wlasne), dyskusji
wyboru rozktadu LU (wg ksiazki [104]) oraz opisu algorytmu zagniezdzonego podziatu
(wg ksiazki [90]).

4.1.1 Podstawowe algorytmy rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

Bezposrednie metody rozwigzywania réwnan liniowych w postaci Ax = b, sa gtéwnie
oparte na rozktadzie macierzy A do postaci A = LU, gdzie L i U to odpowiednio
macierz dolna i gérna trojkatna.

Obliczanie wspotczynnikéw dla tych macierzy tréjkatnych jest tez czesto nazywane
rozktadem LU lub faktoryzacja. Po procesie faktoryzacji, pierwotny uktad réwnan li-
niowych jest w prosty sposéb rozwigzywany, poprzez rozwigzanie trojkatnych uktadow
Ly = b oraz Ux = y. Jezeli A jest symetryczna, to proces faktoryzacji do postaci
A = LL” lub A = LDL”, moze byé zrealizowany za pomoca rozktadu Choleskiego,
gdzie L jest dolng macierzg tréjkatna (w przypadku faktoryzacji A = LDL” jest to
macierz jednostkowa dolna tréjkatna, tzn. taka, ktora ma jedynki na przekatnej) a D
jest macierza przekatniowa.

Kod 4.1: Prosty algorytm kolumnowy do rozktadu LU dla macierzy n x n.

1 |subroutine LU_Decomp (A,n)

21 do i =1, n

3 do j =1, n

4 ! krok dztelenia oblicza kolumne 7 w L
5 Alj,i] = A[j,1i1/A[i,1]

6 enddo

7

8 do k =1+ 1 , n

9 do j =i+ 1 ,n

10 ! aktualizacja

11 Alj,k] = A[j,k] - A[j,i] = A[i,kl]
12 enddo

13 enddo

14 | enddo

15 | end

Dwa przyktadowe opisy algorytméw rozktadu LU i rozkladu Cholesky’ego zosta-
ty przedstawione jako Kod 4.1 i 4.2. Oczywiscie mozliwe jest wyprowadzenie innych
sformutowan, ktére beda matematycznie tozsame, poprzez przegrupowanie petli w tych
algorytmach. Dla macierzy rzadkich, w ktorych wiekszos¢ elementow jest rowna zero,
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algorytmy te musza by¢ odpowiednio dostosowane. Widadé, ze jezeli A[j, ] jest zerowe w
kroku dzielenia, to ta operacja nie musi by¢ wykonana, podobnie krok aktualizacji moze
zostaé pominiety, jezeli A[j, 1] lub Ali, k] (Alk,1] jezeli A jest symetryczna) sa zerami.

Kod 4.2: Prosty algorytm kolumnowy do rozktadu Choleskiego dla macierzy n x n.

subroutine LU_Decomp (A,n)
do i =1 , n
Ali,i] = Sqrt(A[i,il)
do j =j+1 ,n
! krok dztelenia oblicza kolumne %2 w L
Alj,i] = A[j,i1/A[i,1]
enddo

do k =i+ 1 , n
do j =k, n
! aktualizacja
ALj,k] = A[j,k] - A[j,i] * Al[k,i]
enddo
enddo
enddo
end

Jezeli macierz A jest rzadka, to zazwyczaj macierze L i U majg wiecej niezerowych
elementéw niz macierz A. Ten efekt nazywa sie wypelnieniem (ang. fill-in) i powoduje on,
ze zapotrzebowanie na pamie¢ oraz czas wykonania wzrasta ponadliniowo (w najbardziej
negatywnym przypadku odpowiednio do O(n?) oraz O(n?) [18], gdzie n to liczba réw-
nan w ukladzie). Takie zachowanie mozna zaobserwowaé dla prawie wszystkich macierzy
rzadkich wygenerowanych losowo [22], ale bardzo rzadko dla macierzy, ktére powstaja w
rzeczywistych zastosowaniach. Dlatego przy badaniu wydajnosci metod bezposrednich
dla macierzy rzadkich, zawsze trzeba odnosi¢ sie do macierzy pochodzacych z rzeczywi-
stych zastosowan. Odwrocenie calej macierzy rzadkiej zazwyczaj prowadzi do wzrostu
wypehienia do rzedu O(n?) i dlatego nie oblicza si¢ macierzy odwrdéconej do rozwigzania
uktadu Ax = b.

Pomimo wysokiego zapotrzebowania na pamie¢, metody bezposrednie sa wykorzysty-
wane w rzeczywistych zastosowaniach ze wzgledu na ich ogdlnosé i niezawodnosé (tzn.
mozna je zastosowaé do wigkszej grupy macierzy niz np. metody iteracyjne). Gdy potrze-
ba rozwigza¢ rownanie z wieloma prawymi stronami ale z tg sama macierza wspotczyn-
nikéw, metody bezposrednie takze pokazuja swoja przydatnosé, poniewaz jednorazowy
koszt faktoryzacji, moze by¢ zamortyzowany poprzez kilkukrotne wykonanie niekosztow-
nych w realizacji rozwigzan trojkatnych uktadow

4.1.2 Inne rozklady macierzy

Oprocz rozktad LU oraz rozktadu Cholesky’ego istnieja rowniez inne rozktady macierzy
stuzace do rozwigzywania uktadéw rownan liniowych. Takim rozkladem jest np. roz-

ktad QR.




4 ROWNOLEGELE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 60

Rozktad QR macierzy rzeczywistej A jest to rozktad na dwie inne macierze ozna-
czone odpowiednio Q oraz R, gdzie macierz Q jest ortogonalna, natomiast R jest gor-
ng macierza trojkatna (nazywana jest réwniez prawg macierza trojkatna - ang. right
triangular matriz), co mozna zapisaé¢ A = QR. Macierz ortogonalna to macierz, ktérej
kolumny to jednostkowe wektory ortogonalne, co oznacza, ze QQ’ = I. Po znalezieniu
takiego rozkladu rozwiazanie uktadu Ax = b réwniez nastepuje w dwéch krokach: (1)
najpierw trzeba rozwiaza¢ réwnanie Qy = b, co sprowadza sie do wyznaczenia iloczynu
y = Q"b = Qb, (2) nastepnie jest rozwigzywany uktad tréjkatny Rx = y.

Poréwnanie ztozonosci powyzszego rozktadu z rozktadem LU jest nastepujace. Jesli
m jest wymiarem macierzy, to faktoryzacja LU wymaga §m3 operacji. Faza rozwigzania
(podstawiania wstecz i w przéd) potrzebuje m? operacji, a wiec caly proces wymaga

§m3 + m? operacji. Z kolei faktoryzacja QR wymaga %m?’. Wyprowadzenia tych osza-

cowan mozna znalezé w [104, s. 151]. Widaé, ze wspdtezynnik 2 jest tutaj podstawowym
argumentem za rozktadem LU - trzeba wykona¢ dwa razy mniej operacji. Niektorzy
autorzy [1041, s. 152] wskazuja réowniez, na fakt, ze eliminacja Gaussa jest znana od
wielu stuleci, a faktoryzacja QR zostata wynaleziona dopiero po powstaniu kompute-
row, co spowodowalto, ze rozktad LU jest pierwszym wyborem dla wickszosci badaczy.
Aby faktoryzacja QR wyparta faktoryzacje LU, musialaby mie¢ istotng zalete, ktéra by
przewazyta na jej korzys¢. Dotychczas jej nie dostrzezono.

4.1.3 Przechowywanie macierzy rzadkiej w pamieci komputera

Dzieki temu, ze macierz A jest macierzg rzadka, nie trzeba zapisywacé wszystkich elemen-
toéw tej macierzy w pamieci komputera. Wystarczy pamieta¢ elementy niezerowe. Istnieje
wiele formatéw, ktére wykorzystuja ten fakt np. format wspéhrzednych (ang. coordinate
format), Skyline itp. - patrz [95].

Podstawowym formatem stosowanym w nowoczesnych algorytmach jest format spa-
kowanych rzadkich kolumn - ang. Compressed Sparse Column (CSC) lub wierszy - ang.
Compressed Sparse Row (CSR). W tym formacie narzuca sie pewna kolejnosé¢ w upo-
rzadkowaniu elementow macierzy - przechowuje je si¢ kolumnami, tak aby wygodnie byto
realizowac np. dziatlanie mnozenia macierzy przez wektor.

Kazda kolumna jest reprezentowana poprzez liste wartosci oraz odpowiadajace im
indeksy wierszy. Do przechowywania powyzszych danych w pamieci komputera stuza
trzy tablice: p (wskazniki - ang. pointers), i (indeksy) oraz v (wartosci - ang. values).

Aby wygenerowaé taks reprezentacje trzeba przejrze¢ macierz dwa razy. Za pierw-
szym razem liczone sg niezerowe elementy w kazdej kolumnie, dzigki czemu mozna wy-
petié¢ tablice wskaznikow, jako kumulowana suma elementéw niezerowych w kolumnie.
W drugim przebiegu odpowiednie indeksy elementéw niezerowych sa zapisywane wraz z
ich wartosciami w odpowiednim miejscu w tablicach i i v.

W formacie CSC macierz rzadka m x n, ktéra zawiera nnz elementéw niezerowych
jest reprezentowana przez tablice liczb catkowitych p o dtugosci n + 1, tablice liczb
catkowitych i o dtugosci nnz oraz tablice liczb zmiennoprzecinkowych v o dtugosci nnz.
Indeksy wierszy dla elementéw niezerowych kolumy j sa przechowane miedzy p[j]], a
plj + 1]] — 1, wartosci tych elementéw niezerowych sa przechowywane w tych samych
miejscach, ale w tablicy v. Jedli liczono elementy tablicy od 1 (tak jak to jest w jezyku
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Fortran), to pierwszy wpis w p[1] jest zawsze réwny 1, a ostatni p[n + 1] pomniejszony o
jeden jest réwny liczbie elementéw niezerowych w macierzy. Przyktadowa macierz oraz
jej reprezentacja w formacie CSC:

3.2 6.7 0.0 1.6
1.2 3.1 2.8 0.0
00 72 0.0 7.3
0.0 0.0 34 5.0

p = (/ 1’ 3) 6, 8: 11 /)
i-= (/ 1: 25 1, 2, 3, 2, 4: 2; 3; 4 /)
v=¢(32,12,6.7,3.1, 7.2, 2.8, 3.4, 1.6, 7.3, 5.0 /)

Format ten umozliwia dostep do kolumn w bardzo szybki sposéb, jednak bardzo kosz-
towne jest uzyskanie catego wiersza z takiej struktury. Podobnie modyfikacja struktury
niezerowych elementow macierzy nie jest trywialna. Usuwanie badz dodawanie pojedyn-
czego wpisu do macierzy moze zaja¢ O(nnz) czasu. Dlatego algorytmy wykorzystujace
ten format musza by¢ odpowiednio dostosowane. Wszystkie, testowane w tej pracy, sol-
wery korzystaja z formatu CSR.

4.1.4 Algorytmy rozwigzywania rzadkich uktadéw réwnan liniowych

Bezposrednie rozwigzanie rzadkiego uktadu réwnan liniowych zazwyczaj sktada sie z pie-
ciu faz. Dwie z nich to fazy obliczeniowe, ktore zostaly wczeéniej opisane - faktoryzacja
numeryczna oraz rozwigzanie uktadéw z macierzami tréjkatnymi. Mozna zauwazy¢, ze
liczba niezerowych elementéw po faktoryzacji i czasami réwniez ich numeryczne wtasci-
wosci, sg funkcja poczatkowej permutacji uktadu wierszy i kolumn w macierzy wspot-
czynnikow. W wielu réwnolegtych algorytmach rzadkiej faktoryzacji, ta poczatkowa per-
mutacja ukladu ma réwniez wplyw na réwnowage obciazenia procesoréw (watkow /r-
dzeni). Dlatego pierwsza faza w bezposredniej metodzie rozwiazania rzadkich uktadéw
rownan liniowych, jest zastosowanie odpowiedniej permutacji do macierzy wspétczynni-
kéw A. Faze ta nazywa sie przenumerowaniem (ang. reordering) i jeden ze sposobow jej
wykonania zostanie omoéwiony w rozdz. 4.1.9.

Na macierz rzadks mozna rowniez spojrzeé jak na macierz sgsiedztwa dla grafu. Algo-
rytmy stuzgce przenumerowaniu zazwyczaj uzywaja grafowego przedstawienia macierzy
i oznaczaja wierzchotki w takim porzadku jaki jest odpowiedni do obliczen permutacji
macierzy wspotczynnikéw z odpowiednimi whasnosciami.

W drugiej fazie zwanej faktoryzacja symboliczng, oblicza sie niezerowy wzorzec
wspotezynnikow. Znajomosé tego wzorca zanim wspotezynniki faktycznie beda oblicza-
ne, jest uzyteczne z kilku powodow. Po pierwsze zapotrzebowanie na pamieé moze by¢
przewidziane przed wykonaniem obliczen. Po drugie znajomosé liczby i lokalizacji nieze-
rowych elementow, moze znaczaco zmniejszy¢ liczbe odwotan do poszczegdlnych elemen-
tow, co ma znaczenie dla wydajnosci podczas faktoryzacji numerycznej. W rownolegtych
implementacjach, faktoryzacja symboliczna pomaga w rozdzieleniu danych i obliczen na
poszczegdlne procesory. Przenumerowanie i faktoryzacja symboliczna czasami jest na-
zywana faza wstepna (ang. preprocessing) lub faza analizy (ang. analysis). Trzecia faza
jest weze$niej omawiana faktoryzacja numeryczna, a czwartg rowniez juz omowiona faza
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rozwigzania uktadéw tréjkatnych. Czasami wystepuje piagta faza zwang iteracyjnym po-
prawianiem (ang. iterative refinement), ktéra jest wykonana po fazie rozwigzania, aby
zwiekszy¢ doktadnosé rozwigzania. Faza ta zostata opisana w rozdz. 4.4.1.

Z wyzej wymienionych faz zazwyczaj faza faktoryzacji numerycznej zajmuje najwie-
cej pamieci i czasu. W wielu zastosowaniach, np. w metodzie Newtona, stosowanej do
rozwigzania nieliniowych réwnan, wielokrotnie faktoryzowana jest macierz o tej samej
strukturze. W takich przypadkach pierwsze dwie fazy moga zosta¢ wykonane tylko raz,
a pozniej ich wyniki wykorzystywane wielokrotnie. Zazwyczaj te dwie fazy sg skalowalne
w mniejszym stopniu. Dzieki wykonaniu tych faz tylko jednokrotnie mozna utrzymac
skalowalno$¢ catego procesu rozwigzania blisks temu jaka ma skalowalnos$¢ faktoryzacji
numerycznej. Z kolei faza czwarta jest bardzo zalezna od zréwnoleglenia trzeciej fazy
faktoryzacji numerycznej. Rownoleglty algorytm fazy numerycznej od razu mowi, jak
wspotezynniki sg rozdzielone pomiedzy poszczegdlne procesory. A czwarta faza rozwia-
zania musi korzystac¢ z takiego schematu réwnolegtego, ktory dziata na tym podziale da-
nych. Z uwagi na to, ze to wtasnie faza faktoryzacji numerycznej ma najwiekszy wpltyw
na wydajnos¢ catego procesu rozwiazania, dalsze podrozdziaty skupia sie na tej fazie.

Algorytmy uzyte dla fazy wstepnej i faktoryzacji rzadkiej macierzy wspotczynnikow,
zalezg gléwnie od wlasnosci tej macierzy, takich jak symetria, dominacja przekatniowa,
dodatnia okreslonos¢ itd. Jednakze w wigkszosci algorytmoéw faktoryzacji istnieja wspol-
ne elementy. Dwa z nich, grafy zadan (ang. task graphs) i superwezly (ang. supernodes)
sg kluczowe w dalszych rozwazaniach.

4.1.5 Grafowy model zadan dla rzadkiej faktoryzacji

Obliczenia réwnolegte zazwyczaj sa najbardziej efektywne jesli zostang uruchomione z
maksymalnie mozliwym poziomem granularyzacji, ktéry zapewni dobry rozktad obcig-
zenia pomiedzy wszystkie rdzenie. Faktoryzacja gestej macierzy jest wymagajaca obli-
czeniowo, tzn. potrzeba O(n?) operacji do sfaktoryzowania macierzy n x n. Faktoryzacja
macierzy rzadkich potrzebuje znacznie mniej operacji w wierszu czy kolumnie. Ponadto,
rzadkos¢ tych macierzy powoduje, ze powstaja dodatkowe wyzwania i mozliwosci przy
paralelizacji.

Wyzwaniem jest znalezienie sposobu na organizacje niestrukturalnych obliczen, w
taki sposob aby zréwnowazy¢ prace wszystkich rdzeni oraz zminimalizowa¢ konieczng
komunikacj¢ miedzy zadaniami przez zapewnienie matej liczby operacji w danym wierszu
lub kolumnie macierzy. Dodatkowe mozliwosci wynikaja z faktu, ze w przeciwienstwie
do standardowych algorytméw (przedstawionych w Kodach 4.1 i 4.2), w algorytmach dla
rzadkich macierzy, kolumny wspétczynnikéw nie musza by¢ obliczane jedna po drugiej. W
Kodach 4.11 4.2, wiersz i kolumna i jest aktualizowana z uzyciem wierszy i kolumn 1... —
1. W przypadku rzadkich macierzy, kolumna ¢ musi by¢ zaktualizowana przez kolumne
J <1, tylko wtedy gdy U[j,i] # 0 dla kolumn 1...i — 1. Ponadto w fazie faktoryzacji krok
dzielenia moze by¢ wykonany réwnolegle dla wszystkich kolumn ¢, dla ktérych Afi, j] = 0
i A[j,i] = 0 dla wszystkich j < i. Podobnie w kazdym momencie faktoryzacji beda
dostepne duze liczby kolumn, dla ktérych mozna wykonaé etap dzielenia. Do tych kolumn
bedzie mozna zaliczy¢ kazda niesfaktoryzowana kolumne i, jesli wszystkie kolumny 7 < ¢
majg niezerowe elementy w wierszu ¢ macierzy L i wszystkie wiersze j < ¢ z niezerowymi
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elementami w kolumnie ¢ macierzy U zostaty juz sfaktoryzowane.

Graf zaleznosci zadan (ang. task dependency graph) to narzedzie do szukania za-
leznosci w procesie faktoryzacji rzadkich macierzy. Jest to skierowany acykliczny graf
(ang. directed acyclic graph DAG), ktérego wierzcholki to zadania, a krawedzie oznaczaja
zalezno$ci miedzy zadaniami. Zadanie jest zwiazane z kazdym wierszem i kolumna (ko-
lumna tylko w przypadku macierzy symetrycznych) macierzy, ktéra podlega faktoryzacji.
Wierzchotek i grafu oznacza zadanie odpowiedzialne za obliczenie kolumny ¢ macierzy
L i wiersza ¢ macierzy U. Zadanie jest gotowe do wykonania, tylko wtedy gdy wszyst-
kie zadania, ktore sa skierowane do tego zadania, zostaly juz ukonczone. Graf zadan
jest jawnie tworzony podczas symbolicznej faktoryzacji, aby wspomoc faze faktoryza-
¢ji numerycznej. To pozwala faktoryzacji numerycznej uniknaé¢ drogich przeszukiwan w
celu znalezienia zadan gotowych do wykonania na kazdym etapie rownolegtej faktoryza-
cji. Grafy zadan, ktore odpowiadaja macierzom z symetryczna struktura sa drzewami i
nazywa si¢ je drzewami eliminacji (ang. elimination trees).

Aby otrzymaé¢ drzewo eliminacji dla macierzy symetrycznej, najpierw nalezy utwo-
rzy¢ macierz z wypetnieniami, przyktady takich macierzy przedstawiono na rys. 4.1a i
rys. 4.2a, na ktorych miejsca niezerowe oznaczono znakiem X. Macierz z wypekieniami
buduje si¢ w nastepujacy sposéb. Dla kazdej kolumny tworzy sie, zbioér wierszy niezero-
wych, zostaja wliczone réwniez wiersze gdzie nastapito wypetnienie. Dla kazdej pary z
takiego zbioru, wiersz o numerze mniejszym oznacza kolumne, a wiersz o numerze wiek-
szym wiersz w macierzy, gdzie nastapi wypetnienie, oznaczono je na rys. 4.1a i rys. 4.2a
kwadratem.

Majac macierz z wypeklieniami, mozna przystapi¢ do budowania drzewa eliminacji.
Algorytm tworzenia drzewa eliminacji dla macierzy symetrycznej jest nastepujacy. Dla
kazdej kolumny macierzy z wypelnieniami nalezy wybra¢ wiersz o minimalnym numerze,
w ktorym znajduje si¢ niezerowy element. Wybrany wiersz bedzie rodzicem dla danej
kolumny w drzewie eliminacji. W ten sposoéb powstaly drzewa eliminacji na rys. 4.1b i
rys. 4.2b.
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Rysunek 4.1: Strukturalnie symetryczna macierz rzadka (a) i jej drzewo eliminacji (b).
X oznacza niezerowy element, a kwadrat dodatkowe wypekienie po faktoryzacji.
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Rysunek 4.2: Spermutowana macierz rzadka z rys. 4.1 - (a) i jej drzewo eliminacji - (b).
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Rysunek 4.3: Niesymetryczna macierz rzadka (a) i graf zadan (b). X oznacza niezerowy

element, a kwadrat dodatkowe wypekienie po faktoryzacji.

(b)

(a)

Rysunek 4.4: Grafy przedstawiajace dualno$¢ miedzy macierzami z rys. 4.1 - (a) i rys. 4.2

- (b).
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Rysunek 4.1. przedstawia przyktad drzewa eliminacji dla macierzy symetrycznej rzad-
kiej, a rys. 4.3 ilustruje graf DAG dla macierzy strukturalnie niesymetrycznej. Gdy graf
zadan jest skonstruowany, problem réwnoleglej faktoryzacji (jak réwniez faza réwnole-
glego rozwiazywania trojkatnego), moze by¢ postrzegana jako problem rozplanowania
zadan na procesory. Dla maszyn z pamiecig lokalng preferowane jest statyczne planowa-
nie, a dla maszyn z pamiecia wspolna planowanie dynamiczne. Ksztatt grafu zadan jest
funkcja poczatkowej permutacji wierszy i kolumn rzadkiej macierzy, a to powoduje, ze
jest on wyznaczony w czasie fazy przenumerowania.

Rysunek 4.2 przedstawia drzewo eliminacji dla tej samej macierzy, co na rys. 4.1, ale
z inna poczatkows permutacja. Struktura grafu DAG ma gltéwny wplyw na to jak sku-
tecznie mozna go rozplanowaé¢ do wykonania rownolegtej faktoryzacji. Wida¢ wyraznie,
ze drzewo eliminacji z rys. 4.2b jest bardziej podatne na paralelizacje niz drzewo dla
tej samej macierzy ale z permutacja z rys. 4.1b. Rysunek 4.4 pokazuje, ze obie macierze
tworzg identyczny graf zaleznosci, r6znig sie tylko oznaczeniem wierzchotkéw, co widaé w
roznej permutacji wierszy i kolumn macierzy, réznym poziomie wypelnienia oraz réznym
wygladzie graféw zadan. W ogdélnosci mozna zauwazy¢, ze dtugie i waskie grafy zadan
skutkuja ograniczonymi mozliwo$ciami zréwnoleglenia i dtugimi Sciezkami krytycznymi.
Kroétkie i szerokie grafy zadan posiadaja wysoki stopien zréwnoleglenia i krétsze Sciezki
krytyczne.

Z uwagi na to, ze ksztalt graféw zadan, a wiec zdolno$¢ do efektywnej paralelizacji,
jest bardzo czuta na odpowiednie przenumerowanie, trzeba wybraé takg heurystyke, kto-
ra bedzie tworzyta réwnomierne i szerokie grafy zaleznosci. Najlepsza znang do tej pory
metoda jest zagniezdzony bipodzial (ang. nested bisection). Zostala ona zaimplemento-
wana w bibliotece METIS [71] i opisana w rozdz. 4.1.9. Numeracja pokazana na rys. 4.2
bazuje na tym algorytmie.

4.1.6 Superwezly

Superweztem nazywa sie zbior kolejnych wierszy lub kolumn, ktore posiadajg taka sama
strukture niezerowych elementéw. W wielu zastosowaniach macierze wspoétczynnikéw
maja naturalne superwezty, np. w MES macierze elementowe czesto beda tworzy¢ jeden
superwezet.

W terminologii grafowej zbiér wierzchotkoéw o identycznej strukturze zaleznosci na-
zywa sie superwierzchotkiem (ang. superverter). Gdy wiekszo$¢ wierzchotkéw w grafie
nalezy do superwierzcholkéw, a te superwierzchotki sa podobnego rozmiaru (kumuluja
podobna liczbe wierzchotkéw) ze érednia m, to mozna pokazaé, ze skompresowany graf
posiada O(m) mniej wierzchotkéw i O(m?) mniej krawedzi niz w pierwotnym grafie.
Mozna réwniez wykazaé, ze z przenumerowania grafu skompresowanego wynika prze-
numerowanie grafu pierwotnego, z zachowaniem wtlasnosci i jako$ci przenumerowania,
poprzez proste oznaczanie wierzchotkow z grafu pierwotnego w porzadku w jakim wy-
stepuja superwierzchotki w grafie skompresowanym.

W ten sposéb zapotrzebowanie na pamieé i czas moze by¢ bardzo zredukowane. Jest
to szczegdlnie uzyteczne dla rownoleglych metod rozwigzywania rownan, poniewaz réw-
nolegte metody przenumerowania czesto daja przenumerowania gorszej jakosci niz ich
sekwencyjne odpowiedniki. Dla macierzy, ktérych grafy zaleznoéci daja sie bardzo skom-
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presowad, jest mozliwe ze faza przenumerowania wykonywana sekwencyjne ma niewielki
wplyw na skalowalnos¢ catej metody, poniewaz przenumerowanie jest wykonane na grafie
7z mniejsza liczbg krawedzi o O(m?).

Ll T2 T3 T4

mmm Kolumny Wiersze Macierz
o tej samej strukturze o tej samej strukturze gesta

Rysunek 4.5: Cztery sposoby definiowania superweztéw.

Oprocz tego, ze superwezty w macierzy wspotczynnikow przydaja sie w procesie prze-
numerowania, to obecno$¢ superweztéw w macierzy po sfaktoryzowaniu ma najwiekszy
wplyw na wydajnosé fazy faktoryzacji numerycznej i rozwigzania. Istnieje kilka sposobdw
na definiowanie superwezléw dla niesymetrycznych macierzy. W pracy [19] przedstawia
sie 4 sposoby i sa one pokazane na rys. 4.5. Najbardziej uzyteczne sposoby to takie, gdzie
grupa indeksow macierzy ma identyczny wzorzec elementéw niezerowych odpowiednio w
kolumnach L i wierszach U. Nawet jesli nie ma superweztow w pierwotnej macierzy, to na
pewno takie superwezlty pojawia po faktoryzacji w wiekszosci rzeczywistych zastosowan.
Wynika to przede wszystkim ze zjawiska wypetnienia.

Przyktadami superweztéw po faktoryzacji sa np. indeksy 6-8 na rys. 4.2, indeksy
2-3 i 7-8 na rys. 4.3 oraz indeksy 4-5 i 6-8 na rys. 4.1. Niektorzy praktycy sztucznie
powickszaja superwezty poprzez dotaczenie wierszy i kolumn, ktore nieznacznie réznia
si¢ pod wzgledem wzorca niezerowych elementéw. Superwezlty po faktoryzacji zazwyczaj
sa znajdywane podczas fazy symbolicznej faktoryzacji. W dalszej czesci tego rozdziatu
jako superwezty bedzie si¢ rozumie¢ superwezty po faktoryzacji.

Jak mozna zauwazy¢ w algorytmach z Kodu 4.1 i Kodu 4.2 sg dwie podstawowe ope-
racje: krok dzielenia i krok aktualizacji. Faktoryzacje bazujace na superweztach posiadaja
takze te dwa kroki, ale teraz sa one operacjami macierzowymi na blokach wierszy /kolumn
na odpowiednich réznych superweztach.

Superwezty podnosza efektywnosé faktoryzacji numerycznej i fazy rozwiazywania
uktadow trojkatnych, poniewaz zawierajg operacje zmiennoprzecinkowe wykonywane na
gestych podmacierzach, a nie na pojedynczych niezerowych elementach, a to usprawnia
hierarchiczne zarzgdzanie pamiecig. Wynika to z faktu, ze wiersze i kolumny w superwe-
ztach maja te samg strukture niezerowych elementow; dodatkowo posrednie adresowa-
nie jest zminimalizowane, poniewaz struktura musi by¢ zapamietana tylko raz dla tych
wierszy i kolumn. Superwezlty pomagaja réwniez zwickszys¢ ziarnistosé obliczen, co jest
uzyteczne przy polepszaniu obliczen réwnolegtych.
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Grafowy model zadan rzadkich macierzy dla faktoryzacji, ktory zostal wczesniej opi-
sany, zaktadatl ze dane zadanie polega na faktoryzacji danej kolumny i wiersza macierzy.
7 superweztami zadanie moze by¢ zdefiniowane, jako faktoryzacja wszystkich wierszy
i kolumn zwigzanych z superweztem. W praktyce grafy zadan sa implementowane w
wiekszosci solweréw jako grafy zadan superweztow.

4.1.7 Rzadka faktoryzacja bazujaca na zadaniach

Istnieje wiele sposobéw na doktadne zdefiniowanie zadan, kazda z definicji bedzie pro-
wadzita do réznej rownolegtej implementacji faktoryzacji macierzy rzadkich. Jednak to
zadanie zwigzane z superweztem jest odpowiedzialne za obliczenie wspotczynnikéw super-
wezta po faktoryzacji. Z drugiej strony zadanie nie posiada wszystkich danych, ktore sa
potrzebne, zeby obliczy¢ wszystkie koncowe wartosci wierszy i kolumn w superwezle. Da-
ne potrzebne do wykonanie kroku aktualizacji w danym superwezle, moga sie znajdowac
w wielu innych superweztach. Mozna wyrézni¢ trzy metody, wedtug ktérych moga dziataé
zadania rzadkiej faktoryzacji LU : (1) lewe-przeszukiwanie, (2) prawe-przeszukiwanie,
(3) Crout.

E Czytanie @ Faktoryzacja i czytanie
@ Aktualizacja i faktoryzacja Aktualizacja

N
N\
\\

__H___
bt b B B
U HHHHE
N
\\\\\\.\
[T HHHHE
THHHHHHK
A HHHH
M4 HHHH
AgEgugEgEgs
XXX‘XIXHX‘XXK‘X!!XXX:&

] el B Bt B B B

— | S— —

Superwezet
(a) (b) (¢

Rysunek 4.6: Trzy metody rzadkiej faktoryzacji LU: (a) lewe-przeszukiwanie, (b) prawe-
przeszukiwanie, (c¢) Crout.

Powyzsze warianty sa przedstawione na rys. 4.6. Tradycyjna pierwsza metoda uzywa
niezgodnych superweztéw utworzonych zaréwno z kolumn macierzy L i U, co nie jest
za bardzo praktykowane. W tym przypadku zadanie jest odpowiedzialne za zebranie
wszystkich potrzebnych danych z innych zadan, za aktualizacje oraz za faktoryzacje.
Z tego powodu jest bardzo rzadko uzywana metoda w obliczeniach na nowoczesnych
komputerach duzej mocy. W drugiej metodzie zadanie faktoryzuje superwezet, ktory
posiada i aktualizuje wszystkie wspotczynniki, do ktérych ma udziat dany superwezet.
W metodzie Crouta zadanie odpowiedzialne jest za aktualizowanie i faktoryzacje tylko
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superwezta, ktéry posiada. Tylko druga i trzecia metoda mozna zastosowaé zarowno do
rozktadéw LU i LL”.

Rysunek 4.7: Macierze frontalne i przesytanie danych w superweztowym multifrontalnym
rozktadzie Choleskyego dla macierzy z rys. 4.2.

Istnieje takze czwarta metoda zwana metoda multifrontalng, zawiera w sobie ele-
menty obu metod - prawego-przeszukiwania i metody Crouta. W tej metodzie zadanie z
danym superwezel oblicza swdj wkiad w aktualizacje reszty macierzy (tak jak w meto-
dzie prawego-przeszukiwania), ale nie wykonuje wtasciwych aktualizacji. Kazde zadanie
jest odpowiedzialne za zbieranie wszystkich odpowiednich aktualizacji i zastosowanie ich
do swojego superwezla (jak w metodzie Crouta), przed faktoryzacja superwezta. Dane
superwezta i ich wkiad do aktualizacji w metodzie multifrontalnej jest zlozony w ma-
le geste macierze nazywane macierzami frontalnymi (ang. frontal matrices). Tablice z
catkowitymi wartosciami przechowuja mapowanie miedzy lokalnymi indeksami macie-
rzy frontalnym, a globalnymi indeksami rzadkiej macierzy po faktoryzacji. Rysunek 4.7
przedstawia rozktad Choleskiego na superweztach metods multifrontalng dla macierzy
rzadkich z rys. 4.2. Z uwagi na to, ze indeksy 6-8 tworza superwezetl to tworza tylko jedno
zadanie odpowiadajace superweztowi w grafie zadan (drzewie eliminacji).

Kiedy zadanie jest gotowe do wykonania, najpierw konstruuje swoja macierz frontalng



4 ROWNOLEGELE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 69

poprzez taczenie udziatéw z macierzy frontalnych swoich potomkéw i z macierzy wspot-
czynnikéw. Wtedy faktoryzuje swoj superwezel, ktory jest zacieniowang czescia macierzy
z rys. 4.7. Po faktoryzacji, niezacieniowana cze$¢ (ta podmacierz macierzy frontalnej jest
nazywana macierzg aktualizacji (ang. update matriz)) jest aktualizowana bazujac na kro-
ku aktualizacji z Kodu 4.1. Nastepnie tak skonstruowana macierz aktualizacji jest uzyta
przez rodzica zadania do stworzenia swojej macierzy frontalne;j.

Rysunek 4.7 przedstawia symetryczng multifrontalng faktoryzacje, dlatego wszystkie
macierze sa trojkatne. W ogélnosci dla dekompozycji LU, te macierzy bytyby kwadrato-
we lub prostokatne. W symetrycznej faktoryzacji multifrontalnej, aktualizacja macierzy
potomka w drzewie eliminacji, ma udzial tylko w macierzy frontalnej jego rodzicéw.
Jednak graf zadan generalnie nie jest drzewem, ale skierowanym acyklicznym grafem
(DAG) jak pokazano na rys. 4.3. Oprocz struktury macierzy frontalnych i aktualizacji,
metoda multifrontalna dla niesymetrycznych macierzy, rozni si¢ jeszcze w dwoch aspek-
tach. Po pierwsze macierz aktualizacji moze by¢ potrzebna dla wiecej niz jednej macierzy
frontalnej. Po drugie dane dla macierzy frontalnej moga pochodzi¢ niekoniecznie od bez-
posrednich przodkéw superwezta, ale réwniez od dalszych przodkéw z grafu zadan.

Metoda multifrontalna jest czestym wyborem przy réwnolegtych implementacjach
faktoryzacji dla macierzy rzadkich. Gléwnie z powodu naturalnej lokalnosci danych
(wigkszos¢ pracy przy faktoryzacji jest wykonywana na bardzo gestych macierzach fron-
talnych) i dzieki temu tatwosci synchronizacji. W ogélnosci kazdy superwezet jest aktuali-
zowany przez wiele innych superweztéw i moze on aktualizowaé wiele innych superweztéw
w procesie faktoryzacji. W przypadku implementacji naiwnej, wszystkie aktualizacje mo-
ga powodowad zakleszczenia i potrzebe synchronizacji na maszynach z pamieciag wspolng,
albo generowa¢ nadmierny ruch komunikatéw na maszynach z pamiecig lokalng. Dodat-
kowo, w metodzie multifrontalnej aktualizacje sa skumulowane i przesytane na $ciezkach
od lisci do korzenia grafu zadan.

W zwyklej superweztowej rzadkiej faktoryzacji graf zadan jest skonstruowany w taki
sposob, ze zadanie zwicksza swojg wielkoS¢ wraz ze zblizaniem sie do korzenia, a liczba
rownoleglych zadan sie zmniejsza. Metoda multifrontalna jest dobrze dopasowana do obu
rodzajéw paralelizacji: zadaniowej (blisko liSci) i na danych (blisko korzenia). Wieksze
zadania, ktére wymagaja duzych macierzy frontalnych blisko korzenia, mogg uzyé¢ wielu
watkow lub procesow aby skorzysta¢ z operacji réwnolegtych na macierzach gestych. Te
operacje maja nie tylko dobrze opracowane réwnolegte algorytmy, ale réwniez ich imple-
mentacje sa bardzo dojrzate, tzn. od bardzo wielu lat sg testowane przez uzytkownikow,
dzieki czemu wiekszo$¢ btedow i problemoéow z wydajnoscia udato sie usunac.

4.1.8 Wybor elementu gtéwnego w réwnoleglych rzadkich faktoryzacjach

Do tej pory oméwiono scenariusz, w ktérym wiersze i kolumny macierzy sa przestawiane
w fazie przenumerowania i to przenumerowanie pozostaje niezmienione w czasie nume-
rycznej faktoryzacji. To zatozenie jest prawdziwe dla bardzo duzej klasy praktycznych
problemoéw, ale sa pewne zastosowania, ktore generuja macierze, ktore posiadaja zera
albo bardzo mate wartosci na przekatnej podczas faktoryzacji. To z kolei powoduje, ze
krok dzielenia w rozktadzie LU moze by¢ niemozliwy do wykonania albo prowadzi¢ do
numerycznej niestabilnosci.
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Problem ten mozna rozwiazac¢ poprzez zamiang wierszy i kolumn w macierzy, metoda
ta jest znana w polskiej literaturze jako czeSciowy wybér elementu gltéwnego (ang. partial
pivoting). Kiedy napotyka sie na element bardzo maly badz bliski zeru w miejscu Ali, i]
przed krokiem dzielenia, wtedy wiersz i jest zamieniany z innym wierszem j (i < j < n),
takim, ze modut A[j, i] (bedzie on zajmowal miejsce Ali, 7] po zamianie) jest odpowiednio
wiekszy poréwnujac do innych elementéw Ak, ] (i < k < n,k # i). Podobnie, zamiast
wiersza i, kolumna ¢ bedzie zamieniona z odpowiednia kolumna j (i < j < n). Zar6éwno
wiersz ¢ jak i kolumna ¢ sg zamieniane rownoczesnie z odpowiedniag para wiersz-kolumna
aby zachowaé symetrie.

Do niedawna sadzono, ze przez nieprzewidywalne zmiany w strukturze spowodowa-
ne czesciowym wyborem elementu gtéwnego, wykonanie na wstepie przenumerowania
i symbolicznej faktoryzacji nie moze by¢ przeprowadzone oraz ze te kroki powinny by¢
potaczone z numeryczng faktoryzacja. Z drugiej strony oddzielne procesy analizy i nume-
rycznej faktoryzacji majg ogromny wplyw na wydajnoscé i duze korzysci przy zréwnolegle-
niu, ktore bytyby stracone gdyby te procesy potaczyé. Nowoczesne algorytmy roéwnolegte
dla macierzy rzadkich potrafig przeprowadzi¢ wybdr elementu gtéwnego z zachowaniem
stabilnosci bez mieszania tych dwoch krokéw. Metoda multifrontalna pozwala efektyw-
nie zaimplementowaé réwnolegly czesciowy wybor elementu gtownego, a zarazem jego
efekty sa widoczne tak bardzo lokalnie, jak to jest mozliwe.

Przed wykonaniem procesu przenumerowania, wiersze i kolumny sa permutowane w
ten sposéb, ze warto$¢ bezwzgledna iloczynu elementéw na przekatnej jest maksymal-
na. Do tego mozna uzy¢ specjalnych algorytméw do znajdowania skojarzen w grafie. Ten
krok daje pewnosé¢, ze elementy na przekatnej maja relatywnie duzg warto$¢ na poczatku
faktoryzacji. Zaobserwowano, ze jesli wykona sie ten krok, w wiekszosci przypadkow, po-
trzebna bardzo mato zmian elementow, zeby utrzymacé numeryczng stabilnosé, w procesie
faktoryzacji. Wtedy faktoryzacja moze by¢ wykonana ze statycznym grafem zadan i sta-
tyczng strukturg superweztéw dla L i U utworzona w trakcie faktoryzacji symboliczne;j.
Kiedy zmiana jest jednak niezbedna, zmiany sg rejestrowane w pewnych strukturach da-
nych. Dzieki temu, ze zmiany sg rzadkie, jest mato wymian, a takze naktad obliczeniowy
nie jest duzy.

W metodzie multifrontalnej cze$ciowy wybor elementu gtéwnego wykonuje sie na po-
ziomie macierzy frontalnej. Wymiana wierszy i kolumn w danym superwezle jest lokalna
i jesli wszystkie wiersze i kolumny superwezta moga by¢ sfaktoryzowane, to przez pro-
sta zamiane kolejnosci, nic nie musi by¢ zrobione poza superweztem. Czasami jednak
nie mozna przeprowadzi¢ tego w ten sposob. Zdarza sie to, gdy wszyscy kandydaci z
wierszy i kolumn do wymiany maja indeksy wieksze niz ostatnia para wiersz-kolumna
w superwezle. W tym przypadku stosowana jest technika opdznionego wyboru elementu
gtownego (ang. delayed pivoting).

4.1.9 Algorytm zagniezdzonego podziatu

Ostatnim aspektem, ktory zostanie poruszony w tym wprowadzeniu, jest sposéb przenu-
merowania wierszy macierzy, tak aby utworzona, w wyniku faktoryzacji, dekompozycja
LU miata najmniejsze mozliwe wypelnienie (ang. fill-in). Niestety proces ten jest NP-
zupelny [118]; a to powoduje ze trzeba uzyé¢ metod heurystycznych, aby uzyskaé dobre
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rozwigzanie w rozsadnym czasie. Najlepszy algorytmem przetestowanym przez autora w
rozdz. 4.2.4 jest metoda bazujaca na zagniezdzonym podziale grafu (ang. nested dis-
section (ND)), w polskiej literaturze znana réwniez jako metoda wlozonych przekrojow
[27]. Tutaj zostanie przedstawiona za [90].

Metoda zagniezdzonego podziatu zostanie opisana za pomocg rekursji oraz pojecia
separatora. Zbior wierzchotkow S w grafie jest nazywany separatorem, jesli po usunieciu
tego zbioru z grafu, graf zostanie podzielony na dwa roztgczne podgrafy. Wtedy metoda
zagniezdzonego podziatu wyglada nastepujaco:

Kod 4.3: Zagdniezdzony podzial grafu - ND(G,nmin)

1]if V]| <= nmin

2 | Ponumeruj wierzcholki w V

3 |else

4| Znajdz separator S dla V

5| Ponumeruj wierzcholki w S

6 | Podziel V na dwa grafy R i L przez usuniecie S
7| ND(R,nmin)

8 | ND(L,nmin)

9 |end

Gléwny krok w tej procedurze to podzielenie grafu na trzy czesci, z ktérych dwie
nie posiadajg ze sobg wierzchotkéw wspolnych. Trzeci zbiér posiada wspélne wierzchotki
z pozostatymi czesciami i jest oznaczony jako separator. W dalszej kolejnosci wykony-
wane jest numerowanie wierzchotkéw w separatorze. Nastepnie proces jest powtarzany
rekursywnie w czesciach, ktore nie majg wspolnych wierzchotkéw. Jesli graf ma niewielka
liczbe wierzchotkéow (w Kodzie 4.3 mniej niz nmin), wierzcholki sa numerowane. Nume-
rowanie wierzchotkéw wykonuje sie po kolei, dzieki temu wierzchotki sa ponumerowane
w pewnym porzadku, tak ze numerowanie przed podziatem grafu zaczyna sie od ostat-
nio ponumerowanego wierzchotka. Wierzchotki separatora zazwyczaj sa numerowane od
konca. Rysunek 4.8 przedstawia podziat grafu i odpowiadajace mu przenumerowanie.

~N N AW -

1 2 3 4 56 7

Rysunek 4.8: Podzial grafu i odpowiadajaca mu przenumerowana macierz. Rysunek za
[96, str. 95].
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4.1.10 Inne aspekty optymalizacji faktoryzacji numerycznej

W pracy [18] zwrécono takze uwage, ze czas i pamieé to nie jedyne zasoby, ktérych wy-
maga algorytm faktoryzacji. Prad to rowniez zasob, ktéry bardzo rzadko jest rozwazany
przez projektantéow algorytmoéw. Praca [13] przedstawia réwnolegta faktoryzacje Cho-
leskiego oparta na superweztach, ktéra ma za zadanie dba¢ o skalowalno$¢ napiecia i
czestotliwodci. Procesor uruchomiony przy nizszej czestotliwo$ci/napieciu jest wolniej-
szy, ale uzywa zdecydowanie mniej pradu, patrz rys 4.9. W ich metodzie procesor, ktory
wykonuje obliczenia na superweztach po krytycznych $ciezkach, pracuje z maksymalng
predkoscia, ale procesory, ktore wykonuja obliczenia poza krytycznymi Sciezkami maja
obnizona czestotliwos$¢ /napiecie. Spowolnienie tych procesoréw, nie podnosi catkowitego
czasu wykonania faktoryzacji, ale obniza zapotrzebowanie na prad.

140 T T

120 } 1 rdzen * N
3 100 2 rdzenie =@=
I’y [ 3 rdzenie ==
g 80 | 4 rdzenie =dpm= 1
S 60 f
©
O 40 }
g S e e Taast
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2000 2500 3000 3500 4000
Czestotliwosé [MHz]

Rysunek 4.9: Pobrana moc procesora Intel Core i7-3770K, opracowanie wtasne na pod-
stawie [110].

4.2 Poréwnanie réznych implementacji
4.2.1 Testowane implementacje

W tym podrozdziale poréwnano pie¢ réznych implementacji algorytméw do rozwigzywa-
nia rzadkich uktadéw réwnan liniowych:

1. PARDISO Solwer PARDISO zostal opracowany przez grupe¢ prof. Schenka z Uni-
wersytetu Szwajcarskiego w Lugano. Zgodnie z zapewnieniami autoréw jest to wy-
soko wydajny, niezawodny, oszczedny pamigciowo i tatwy w uzyciu kod do rozwia-
zywania rzadkich uktadéw rownan liniowych symetrycznych i niesymetrycznych na
maszynach z pamieciag wspélna oraz na maszynach z pamiecig rozproszona. Solwer
uzywa kombinacji prawych i lewych przeszukiwan oraz operacji poziomu 3 (ope-
racje macierz-macierz) biblioteki BLAS dla superweztéw [958]. Réwnolegte metody
wyboru elementu gltéwnego (ang. pivoting) pozwalaja na pelny wybdr elementu
gtownego na superwezle, ktéry ma na celu zréwnowazenie numerycznej stabilnosci
i skalowalnosci faktoryzacji. Dla odpowiednio duzych probleméw, testy numeryczne
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pokazuja, ze skalowalnos¢ wykorzystanych algorytmow jest praktycznie niezalezna
od wykorzystanej architektury (pamie¢ wspdlna, czy lokalna). Autorzy raportuja
przyspieszenie rzedu 7 dla maszyn z 8 rdzeniami. Solwer wykorzystuje dyrekty-
wy OpenMP i MPI dla paralelizacji i byt uzyty przez spotecznosé obliczeniowa na
ogromnej liczbie systeméw z pamiecig wspélng. Dodatkowo solwer ten ma unikalng
wlasnos¢, ktora powoduje, ze wyniki obliczen sa doktadnie takie same z precyzja
kazdego bitu na maszynach wielordzeniowych i na klastrach komputerow.

2. MKL PARDISO Solwer PARDISO z biblioteki Math Kernel Library (MKL) firmy
Intel [37] bazuje na pakiecie z poprzedniego punktu, ale na wersji z 2006 roku,
wiec wiele usprawnien wprowadzonych od tamtej pory nie zostalo w nim ujetych.
7, drugiej strony maszyny, na ktérych zostaty przeprowadzone wszystkie testy w
niniejszej pracy, posiadaja procesory firmy Intel, a ona miata peten dostep do wie-
dzy o architekturze tych procesoréw i mégt stworzy¢ kod w petni zoptymalizowany
pod te procesory.

3. HSL MAS86 Harwell Subroutine Library (HSL) to biblioteka do wieloskalowych
obliczen naukowych, napisana i rozwijana przez Numerical Analysis Group w STFC
Rutherford Appleton Laboratory. Kod zZréodtowy do celéw akademickich udostep-
niany jest bez optat . Solwer (HSL MA86 stanowi metode pierwszego wyboru suge-
rowang przez jego autorow dla macierzy symetrycznych nieokreslonych. Metoda ta
dzieli faze faktoryzacji na zadania, kazde zajmuje sie pojedynczym blokiem albo
blokiem kolumn. Powstaja trzy rézne typy zadan: (1) faktoryzuj kolumne, (2) ak-
tualizuj wewnetrznie, (3) aktualizuj dane miedzy superweztami (patrz rozdz. 4.3).
Pelny opis mozna znalezé w [13]. Gdy wszystkie dane, ktérych zadanie potrzebuje,
sg dostepne, zadanie jest umieszczane w puli zadan do wykonania przez ktory-
kolwiek z dostepnych rdzeni. Caly proces faktoryzacji jest reprezentowany przez
skierowany acykliczny graf, gdzie wierzcholki reprezentuja zadania, a krawedzie
reprezentuja zaleznosci miedzy zadaniami.

4. HSL MA97 To inna metoda z biblioteki HSL dla macierzy symetrycznych. Wyko-
rzystuje ona technike macierzy multifrontalnych (patrz rozdz. 4.1.7). Dodatkowo
zapewnia bitowg kompatybilnos¢ rozwigzania niezaleznie od uzytej liczby watkow.
Wykorzystuje OpenMP do paralelizacji na dwdch plaszezyznach: (1) paralelizacja
na poziomie drzewa (ang. tree-level parallelism) (2) paralelizacja na poziome wezta
(ang. node-level parallelism) W pierwszym przypadku rézne poddrzewa sa faktory-
zowane przez niezalezne zadania i aby zapewni¢ bitowag kompatybilnosé kolejnosé
taczenia rozwigzan od dzieci jest stata w czasie. W drugim przypadku operacje,
takie jak np. gesta faktoryzacja, sa rozbite na wiele zadan. Tutaj bitowa kompa-
tybilnos¢ jest zapewniona dzieki paralelizacji danych (ang. data parallelism), tzn.
kazda suma wyliczana jest sekwencyjnie.

5. WSMP Watson Sparse Matrix Package jest rozwijany przez firme IBM [37]. Do
rozwigzywania uktadéw symetrycznych uzywa zmodyfikowanej wersji metody ma-
cierzy multifrontalnych dla rzadkich rozktadéw Choleskiego oraz wysoko skalowal-
ny rownolegty algorytm rozktadu Choleskiego dla macierzy rzadkich. W przypadku
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wykonania rownolegtego, przypisuje on wszystkie watki do korzenia drzewa elimi-
nacji i rekursywnie przydziela watki kazdego rodzica do ich dzieci w drzewie, aby
uzyskac¢ zbalansowane obciazenie praca. Geste operacje na macierzach frontalnych
w wierzchotkach drzewa sa przydzielane wiecej niz jednemu watkowi i sg réwniez
sparalelizowane. Watki sa zarzadzane poprzez silnik watkow (ang. task-parallel en-
gine), ktory dzieki wykorzystaniu metody ,kradziezy pracy” (ang. work-stealing),
uzyskuje mata ziarnistos¢ obliczen. Solwer uzywa réwniez skalowalnej réwnole-
glej wersji algorytmu rozwigzywania rzadkich uktadéw trojkatnych oraz ulepszo-
ng i sparalelizowang wersje algorytmu wielopoziomowego zagniezdzonego dzielenia
(ang. multilevel nested dissection), podobnego do wykorzystywanego w pakiecie
METIS [74]. Dla macierzy nieokreslonych, solwer uzywa blokéw 1 x 1 oraz 2 x 2,
podobnie jak algorytm w [10)].

Tabela 4.1 zestawia wtasnosci powyzszych implementacji. Pierwsza kolumna tej ta-
beli to nazwa implementacji. Nastepne 3 kolumny opisuja rodzaj faktoryzacji, ktére sg
dostepne: LU, Cholesky oraz LDL” dla macierzy nieokreélonych i symetrycznych. Jesli
faktoryzacja LDL? uzywa blokéw 2 x 2 dla wyboru elementu gtéwnego to wpisano ,,2”,
w przeciwnym przypadku ,,1”. Kolejna kolumna okresla czy solwer wspiera macierze o
wspoétezynnikach zespolonych. W nastepnych dwoch kolumnach oznaczono, czy dostepne
sa obecnie najpopularniejsze metody przenumerowania wierszy /kolumn macierzy, pierw-
sza minimalnego stopnia (MD) jest opisana w rozdz. 4.2.4, druga metoda zagniezdzony
podzial (ND) zostala opisana w rozdz. 4.1.9. Kolejna kolumna opisuje typ pamieci, na
ktorej moze pracowaé biblioteka (,,S” dla pamieci wspdlnej, ,D” dla pamieci rozproszo-
nej). Ostatnia kolumna opisuje, jaka metoda przeprowadzana jest faktoryzacja.

Testy zostaly przeprowadzone na klastrze GRAFEN [29]. Wykorzystano jeden wezet
tego klastra, ktéry zawiera 2 procesory Xeon X5650 2.66 GHz z 6 rdzeniami (lacznie
12 rdzeni) i 24GB DDR3 1333MHz pamieci. Do kazdego solwera podtaczono biblioteke
BLAS z biblioteki MKL [76] firmy Intel.

Tabela 4.1: Zestawienie wtasnosci testowanych implementacji.

2
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& & |38 =
= 2 Q|78 a2
Implementacja |= O =| & | = =z | & metoda faktoryzacji
PARDISO X X 2|X|X X|SD superwezty
z przeszukiwaniem lewym /prawym
MKL PARDISO [ X X 2 | X |X X |SD superwezty
z przeszukiwaniem lewym /prawym
HSL MASG6 - X 21X X X|S superwezty
z przeszukiwaniem prawym
HSL MA97 - X XX X| S multifrontalna
WSMP X X 1 |X|X X|SD multifrontalna
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4.2.2 Jednoczesna wielowagtkowos¢

Przetestowano dziatanie wybranych solwerow pod wzgledem wydajnosci, gdy urucho-
miono jednoczesna wielowatkowosé (SMT - ang. simultaneous multithreading), patrz
rozdz. 2.6.3. Rysunek 4.10 przedstawia czas wykonania, dla réznej liczby watkow, w
tym liczby wigkszej od liczby fizycznych rdzeni. Widaé z niego, ze przy wigkszej liczbie
watkéw niz liczba fizycznych rdzeni (ale nie logicznych rdzeni, patrz rozdz. 2.6.3), sol-
wery rozwigzujace uktady réwnan zwalniajg. Dlatego w dalszych obliczeniach nie bedzie
uzywana wieksza liczba watkéw niz liczba dostepnych fizycznie rdzeni.
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Rysunek 4.10: Czas faktoryzacji dla réznej liczby watkow na maszynie z 12 rdzeniami
fizycznymi. Test kostki N = 64.

4.2.3 Koligacja watkéow

Przetestowano réwniez rézne ustawienia koligacji watkow (patrz rozdz. 2.6.4), ktore sa
dostepne dla procesoréw firmy Intel poprzez interfejs KMP__AFFINITY. Interfejs ten
posiada dwie gtéwne opcje:

1. Rodzaj (ang. type) okresla sposéb rozmieszczania watkéw na rdzeniach. Dostepne
sa dwa sposoby:

(a) kompaktowy (ang. compact) - nowemu watkowi przydziela rdzen, ktory znaj-
duje sie najblizej rdzenia, ktory zostal przydzielony ostatnio utworzonemu
watkowi,

(b) rozproszony (ang. scatter) - przydziela watek do rdzenia tak, zeby watki by-
ty mozliwie najbardziej réwno rozdzielone na rdzenie i inne zasoby procesora
(pamieci podreczne itp.). Jest przeciwnoscia rozmieszczenia typu kompakto-
wego.

2. Ziarnistosé¢ (ang. granularity) okresla mozliwosé przerzucania watku z jednego rdze-
nia logicznego na inny. Ta opcja dotyczy tylko procesorow z wiaczona jednoczesng
wielowatkowoscig (por. rozdz. 4.2.2). Dostepne sa dwa sposoby:
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(a) drobno (ang. fine) - watki nie moga by¢ przerzucane miedzy rdzenie logiczne,

(b) przy rdzeniu (ang. core) - watki moga by¢ przerzucane miedzy rdzenie logiczne
w obrebie rdzenia fizycznego.

Tabela 4.2: Poréwnanie czaséw wzglednych dla réznych koligacji watkow. Test kostki dla
N = 64. Solwer HSL MA86, 12 watkow.

COMPACT SCATTER
FINE 2.13 1.00
CORE 2.14 1.01

Tabela 4.2 przedstawia wyniki dla wszystkich 4 kombinacji powyzszych opcji. Te-
sty wykonano dla solwera HSL MA86 i 12 watkéw. Widaé z niej, ze najwicksze korzysci
przynosi opcja SCATTER oraz FINE i one beda uzywane w dalszej czesci pracy. Wta-
czenie funkcji COMPACT powoduje, ze dwa watki trafiaja na ten sam rdzen fizyczny,
co przektada si¢ na dwukrotnie wigkszy czas wykonania.

4.2.4 Permutacja wierszy macierzy

Jak juz wspomniano wczesniej bardzo duzym problemem przy doktadnym rozwiazywaniu
ukladéw rownan jest efekt wypelnienia (ang. fill-in). Dlatego stosuje sie rézne algorytmy
do przeprowadzenia permutacji wierszy w macierzy wejsciowej, tak aby po wykonaniu
faktoryzacji wspotczynnik wypetnienia byt jak najmniejszy. To powoduje zmniejszenie
kosztéw obliczeniowych, a rowniez w oczywisty sposob zmniejszy uzycie pamieci.

Niestety proces ten jest NP-zupelny (patrz rozdz. 4.1.9), a to powoduje ze trzeba
uzy¢ metod heurystycznych. Kazda z implementacji omoéwionych w rozdz. 4.2.1 sugeruje
uzycie biblioteki METIS [71] do wykonania tego procesu. W bibliotece HSL zaimplemen-
towano takze 3 inne metody przenumerowania. Dodatkowo przez autora rozprawy zostat
zaimplementowany interfejs do biblioteki mtMETIS [75], ktéry jest wielowatkowa wersja
biblioteki METIS. W sumie daje to pie¢ nastepujacych metod, ktére mogty byé¢ uzyte z
tym samym solwerem HSL MA86:

1. Wybér poprzez kryterium Markowitza - oznaczona jako cMark - Ta metoda
wybiera diagonalne pivoty rzedu 1 lub 2 poprzez kryterium Markowitza. Metoda
zastosowana w HSL jest opisana w [21].

2. Minimalny stopien - (ang. minimum degree) oznaczona jako MD. Jest to gra-
fowy sposéb znajdowania odpowiednich permutacji poprzez dzielenie grafu. Graf
jest dzielony poprzez wybor wierzchotka z minimalnym stopieniem w aktualnym
grafie. Kluczowa decyzja jest wybor wierzchotka przy rownych stopniach wielu
wierzchotkéw. Dokladny opis metody zastosowanej w HSL znajduje sie w [23].

3. Przyblizony minimalny stopien - (ang. approximate minimum degree) ozna-
czona jako AMD. Ta metoda rézni sie od poprzedniej tym, ze przybliza minimalny
stopien poprzez obliczaniem jego gérnej granicy i na podstawie tej gornej granicy
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wybiera kolejne permutacje. Testy numeryczne wykazaly, ze ta metoda daje per-
mutacje o jakoSci poréwnywalnej do najlepszej klasycznej metody MD [2]. Metoda
zastosowana w HSL jest opisana w [21].

4. METIS - metoda korzysta z algorytmu zagniezdzonego bipodziatu (ang. nested
bisection) opisanego w rozdz. 4.1.9. Do znajdywania separatora metoda wykorzy-
stuje algorytm wielopoziomowego k-kierunkowego podziatu graféw. Ze wzgledu wy-
korzystanie tej metody réwniez do dekompozycji obszaru, zostala ona opisana w
dodatku B, szczegdtowy jej opis znajduje sie réwniez w [59] 1 [60].

5. mtMETIS - metoda bazujaca na zagniezdzonym podziale grafu, wykorzystujaca
architekture wielowatkowa (METIS jest sekwencyjny).

Na rys. 4.11 przedstawiono struktura macierzy dla testu kostki o N = 10. Wida¢
na nim trzy pasma wzdhuz diagonali. Rysunki 4.12a, 4.12b, 4.13a i 4.13b przedstawiaja
macierz po zastosowaniu poszczegdlnych metod permutacji macierzy. Mozna zauwazy¢,
ze kazda z metod stara si¢ stworzy¢ macierz ,strzatkowa” podczas swojego dziatania.

Na rys. 4.14 pokazano strukture macierzy z rys. 4.11 po zastosowaniu LU dekompozy-
cji. Z kolei rys. 4.15a, 4.15b, 4.16a i 4.16b, przedstawiaja strukture macierzy z rys. 4.12a,
4.12b, 4.13a 1 4.13b po LU dekompozycji. Bez permutacji liczba elementéw niezerowych
to 2 609 288. Najwieksze wypekienie daje metoda MD, ok. 2 mln elementéw niezero-
wych, z kolei najlepszy METIS to 1 647 935 elementéw niezerowych, czyli o ok. 37 %
mniej niz uzyskano dla macierzy niespermutowane;j.
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Rysunek 4.11: Struktura macierzy (bez stosowania permutacji). Test kostki N = 10.
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Rysunek 4.12: Struktura macierzy po zastosowaniu algorytmu permutacji macierzy: (a)

cMark, i (b) MD. Test kostki N = 10.
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Rysunek 4.13: Struktura macierzy po zastosowaniu algorytmu permutacji macierzy: (a)

METIS, i (b) AMD. Test kostki N = 10.
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Rysunek 4.14: Struktura macierzy (bez stosowania permutacji) po LU dekompozycji.
Test kostki N = 10.
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Rysunek 4.15: Struktura macierzy po zastosowaniu algorytmu permutacji macierzy: (a)
cMark, i (b) MD i po LU dekompozycji. Test kostki N = 10.
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Rysunek 4.16: Struktura macierzy po zastosowaniu algorytmu permutacji macierzy: (a)
METIS, i (b) AMD i po LU dekompozycji. Test kostki N = 10.

Tabela 4.3: Poréwnanie metod przenumerowania elementéw w macierzy. Solwer HSL
MAB86. Test kostki dla N = 32.

Liczba watkéw Czas [sekundy] cMark MD AMD METIS mtMETIS

1 permutacji 0.20 0.19 0.10 1.12 1.12
faktoryzacji 133.93 106.32 69.38 25.83 25.83
taczny 133.13 106.51 69.48 26.95 26.95
12 permutacji 0.20 0.20  0.10 1.12 0.72
faktoryzacji 1720  13.94  9.00 3.49 4.05
taczny 1740 14.13  9.10 4.61 4.77
Przyspieszenie
faktoryzacji 7.73 763  7.71 7.40 6.02

lacznie 7.65 754  7.63 5.85 5.65
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W tab. 4.3 poréwnano efekty metod przenumerowania elementow macierzy. Widac z
niej, ze metoda stosowana w pakiecie METIS daje jako$ciowo najlepsze przenumerowania,
pod wzgledem czasu faktoryzacji oraz czasu tacznego faktoryzacji i permutacji. Jest
ona ponad 2 razy szybsza od kolejnej. Widaé¢ réwniez, ze zostato to osiggniete pewnym
kosztem - czas wykonania permutacji jest prawie 6 razy dtuzszy niz dla najszybszej AMD.
Jednak jakos¢ wykonanego przenumerowania zdecydowanie rekompensuje czas, ktory
zostal poswigcony na jego wykonanie. Dlatego w dalszych obliczeniach bedzie stosowana
biblioteka METIS do przenumerowywania wierszy w macierzy. Nie stosowano metody
mtMETIS, poniewaz jest to biblioteka eksperymentalna i nie ma oficjalnej wersji. Zostala
ona zamieszczona tylko dla poréwnania, dodatkowe wyniki mozna znalezé w rozdz. 6.

4.2.5 Rezultaty testow
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Rysunek 4.17: Czas wykonania fazy faktoryzacji przez rozne solwery. Test kostki N = 64.

Na rys. 4.17 przedstawiono czas wykonania fazy faktoryzacji przez rézne solwery przy
zmianie liczby watkow. Dla 12 watkéw najszybszy jest solwer WSMP, w poréwnaniu z
drugim HSL MA97 jest szybszy o ok. 11%. Warto zauwazy¢, ze solwery korzystajace z
metody macierzy frontalnych (WSMP, HSL MAQ7) sa szybsze od pozostatych, co bedzie
miato wplyw na wykorzystanie pamieci (por. z tab. 4.4). Solwer HSL MA86 jest szyb-
szy o ok. 15% od obu solweréw PARDISO. Oba solery PARDISO zachowuja sie bardzo
podobnie z niewielka przewaga solwera MKL PARDISO. Solwer PARDISO jest szybszy od



4 ROWNOLEGELE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 82

12 T T T T

Idealng s
10F PARDISO
MKL PARDISO ==

HSL MA86 ,
HSL MA97
WSMP

(o]
T

Przyspieszenie

2 4 6 8 10 12
Liczba watkow

Rysunek 4.18: Skalowalnos$¢ etapu faktoryzacji. Test kostki N = 64.

solwera MKL PARDISO do 10 watkéw, pdzniej jest nieznacznie wolniejszy o ok. 1%. Po-
twierdza to stowa autoréw, ze solwer PARDISO ma zaimplementowane pewne ulepszone
algorytmy, ale widac tez, ze testowany byt przez nich tylko do 8 watkow, dla ktérego
deklaruja przyspieszenie rzedu ,,do” 7 i takie jest osiggane, patrz rys. 4.18. Jednak przy
wykorzystaniu petnej liczby watkéow mimo, ze przyspieszenie maja lepsze, wiec algoryt-
my zréwnoleglajace réwniez, nie sg w stanie wyprzedzi¢ wspomaganego sprzetowo MKL
PARDISO, roznice sie zacierajg pod wzgledem czasu. Autorzy solwera HSL MA86 deklaruja
przyspieszenie ,,ponad” 6 dla 8 watkow i tutaj réwniez osiggnieto podobny wynik rzedu
6.9 dla 8 watkow. Z rys. 4.18 widac, ze HSL MA86 wyprzedza pozostate implementacje,
ma zdecydowanie lepsze przyspieszenie od pozostalych (z wyjatkiem WSMP) rzedu 8.5
razy dla 12 watkow.

Tabela 4.4: Wykorzystanie pamieci. Test kostki dla N = 64.

Solwer Wykorzystanie pamieci [GB]
PARDISO 15.14
Intel MKL PARDISO 14.97
HSL MAS86 15.45
HSL MA97 18.75
WSMP 20.47

W tab. 4.4 podano wykorzystanie pamieci przez poszczegdlne solwery. Widaé, ze naj-
lepsza predkosé solwera WSMP wigze si¢ z najwickszym wykorzystaniem pamigci. Mozna
takze zauwazy¢, ze solwery korzystajace z metody macierzy frontalnych (WSMP, HSL
MA97) wykorzystuja zdecydowanie wiecej pamieci niz pozostate solwery (oba PARDISO i
HSL MASS).

Na rys. 4.19 przedstawiono model ,, Roofline” dla procesora Intel Xeon 5670 z zazna-
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czonymi wykonaniami faktoryzcji dla poszczegélnych solweréw, z wykonaniem sekwen-
cyjnym (rys. 4.19a) oraz réwnolegltym (rys. 4.19b).

Mozna zaobserwowac, ze dla wykonania sekwencyjnego faza faktoryzacji dla wszyst-
kich solweréw jest ograniczona obliczeniowo a dla wykonania réwnolegtego solwery PAR-
DISO sg ograniczone pamieciowo. Widaé¢ rowniez, ze wydajno$é solwerdéw jest bliska wy-
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Rysunek 4.19: Wykres ,Roofline” dla fazy faktoryzacji: (a) dla 1 watka i (b) dla 12
watkow.

Przetestowane solwery zdecydowanie przyspieszaja rozwigzywanie uktadu réwnan li-
niowych, niestety faza faktoryzacji nie skaluje sie idealnie (patrz rys. 4.18), a przedsta-
wiona wydajnos¢ na modelu ,,Roofline” z rys.4.19b wskazuje, ze wynika to z ogranicze-
nia pamig¢ciowego zastosowanych algorytméw. W nastepnym rozdziale zostana opisane
doktadniej techniki wykorzystywane w wybranym solwerze oraz przedstawione zostana
metody przyspieszenia obliczen.

4.3 Paralelizacja w solwerze HSL MA86

W tym rozdziale badano dlaczego faza faktoryzacji nie skaluje sie odpowiednio w zad-
nym z przetestowanych solweréw, patrz rys. 4.18. Do badan wybrano solwer HSL MA86
ze wzgledu na to, ze jego kod zrédtowy jest dostepny oraz wykazuje on wicksza skalowal-
no$¢ niz solwer HSL MA97. Na poczatku tego rozdziatu przedstawiony zostanie sposéb
dzialania solwera HSL MA86, pdzniej opisany bedzie czas i skalowalnos¢ poszczegdlnych
krokow algorytmu. Na koniec wskazany bedzie sposéb przyspieszenia obliczen, a zarazem
poprawy skalowalnosci.

4.3.1 Sposéb dziatania

Po poczatkowej fazie przenumerowania i analizy powstaje drzewo zadan, ktére musi
wykona¢ solwer podczas fazy faktoryzacji. Zadania w fazie analizy zostaly potaczone

16

32
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w superwezty (patrz rozdz. 4.1.6), tak aby odpowiednie dziatania w fazie faktoryzacji
odbywaty si¢ na macierzach gestych.

W solwerze HSL MA86 superwezet to pewien ciagly zbiér kolumn macierzy, ktory
trzeba sfaktoryzowaé. Kazdy superwezet sktada sie z wielu blokéw kolumnowych (to one
podlegaja faktoryzacji), a one z kolei ztozone sa z blokéw o okreslonej wielkosci (sa one
macierzami) oraz blokéw diagonalnych (sa one macierzami tréjkatnymi dolnymi). Po-
dzial na bloki jest konieczny, aby maksymalnie wykorzysta¢ mozliwosci biblioteki BLAS,
gdy rozmiar samego superwezta jest duzy. Superwezel z podziatem na bloki kolumnowe
o rozmiarze 3 zostal przedstawiony na rys. 4.20.

Superwezet —>

[ 25 N Blok
113 14 15§ 27 28 diagonalny

16 17 18§29 30
19 20 21§31 32

Q2 23 24) 33 SU

Rysunek 4.20: Superwezet i jego podzial na bloki: zwykte, kolumnowe i diagonalne.

Blok
kolumnowy

Faza faktoryzacji macierzy wykonuje trzy rodzaje zadan:
Z1. faktoryzacja superwezta,
72. aktualizacja danych w superwezle,
Z3. aktualizacja danych miedzy superweztami.

Dodatkowo istnieje jeszcze jeden typ zadania oznaczajacy koniec obliczen. Zadanie fak-
toryzacji superwezta sprowadza si¢ do sfaktoryzowania bloku kolumnowego, a pdzniej
dodania do wspdlnej puli zadan, nowych zadan aktualizacji danych w superwezle oraz
miedzy superweztami. Aktualizacja danych w superwezle oraz miedzy weztami odpowia-
da aktualizacji odpowiednich blokéw w superwezle.

Poczatkowo wszystkie zadania to zadania faktoryzacji, ktore sa stworzone z bloku
kolumnowego, zostato to przedstawione na rys. 4.21, gdzie zadania T1, ..., T5 to zadania
faktoryzacji, a rownocze$nie bloki kolumnowe o podobnym rozmiarze. Po wykonaniu
zadania faktoryzacji moze powstac¢ potrzeba aktualizacji danych w superwezle lub miedzy
superweztami, wtedy tworzone sa odpowiednie zadania aktualizacji w superwezle lub
miedzy superweztami, patrz rys. 4.22.

Zadania poczatkowe faktoryzacji, ktére sa lis¢mi w drzewie zadan, sa dodawane do
wspélnej puli zadan dla wszystkich watkéw (oprécz wspélnej puli zadan, kazdy watek
posiada wtasna, prywatna pule zadan). Nastepnie rozpoczyna sie wykonanie réwnolegte
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Rysunek 4.21: Zadania faktoryzacji superwezta na poczatku fazy faktoryzacji, bloki ko-
lumnowe tworzg jedno zadanie.

N

Rysunek 4.22: Zadania aktualizacji w superwezle (kolor niebieski) i miedzy superweztami
(kolor czerwony), zbior blokéw tworzy zadanie.

algorytmu, w ktérym kazdy watek wykonuje nastepujace czynnosci:

1. Pobranie zadania z prywatnej dla watku puli zadan.

2. Jedli w puli zadan watku nie byto zadan, pobranie zadania ze wspdlnej puli (Z0).
3. Wykonanie odpowiedniego zadania (Z1 lub Z2 lub Z3).

4. Sprawdzenie, czy mozna doda¢ zadanie do puli zadan.

Watek powtarza te czynnos$ci w nieskonczonej petli, az pobrane zadanie bedzie miato
typ konca obliczen. Punkt 1 nie wymaga zadnych dziatan synchronizacyjnych miedzy
watkami, gdyz kazdy watek posiada swoja prywatng pule zadan. Natomiast punkt 2 juz
tego wymaga. Operacje wykonywane w punkcie 2 oznaczono jako zadanie Z0.

Solwer HSL MA86 realizuje wspomniang synchronizacje w nastepujacy sposob. Jezeli
dany watek nie ma zadan, to blokuje wspélng pule zadan i pobiera z niej potowe dostep-
nych zadan, tak aby nie musial korzysta¢ ze wspdlnej puli zbyt czesto. W nastepnym
podrozdziale zostanie pokazane, ze ma to bardzo duzy wplyw na czas wykonania tego
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etapu. Punkt 4 polega na sprawdzeniu w drzewie zadan, czy dla rodzica zadania, kto-
re aktualnie zostalo wykonane, wszystkie zadania dzieci zostaty juz wykonane, tzn. czy
wszystkie potrzebne dane do wykonania zadania zostaty juz przygotowane. Dodanie za-
dania do puli zadan polega najpierw na sprawdzeniu, czy liczba zadan w puli prywatne;j
dla watku nie przekracza maksymalnej; jesli nie przekracza to zadanie zostaje dodane do
puli watku. Jesli jednak maksymalna liczba zadan zostata przekroczona, wtedy zadanie
zostanie dodane do wspdlnej puli zadan. Domyslna maksymalna liczba zadan dla puli
prywatnej watku dla solwera HSL MA86 to 100.

4.3.2 Czas wykonania i skalowalnos¢ zadan w fazie faktoryzacji

Rysunek 4.23a przestawia czas sumaryczny dla poszczegdlnych zadan przy czym dla kaz-
dego zadania wybrano najdtuzszy czas wykonania sposrod wszystkich watkéw. Widac,
ze zadania zwiazane tylko z sama faktoryzacja (Z1-Z3) korzystaja na wzroscie liczby
watkéw. Natomiast zadanie Z0, polegajace na pobraniu zadania z puli zadan wrecz prze-
ciwnie, czas wzrasta ponad dziesieciokrotnie.
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Rysunek 4.23: Czas sumaryczny (a) i przyspieszenie (b) poszczegélnych zadan w procesie
faktoryzacji. Solwer HSL MA86. Test kostki N = 64.

Podobnie sytuacja wyglada na rys. 4.23b. Zadania Z1-Z3 nie skaluja sie idealnie, ale
przyspieszenie wzrasta wraz z liczba watkow. Natomiast skalowalno$é zadania Z0 jest
na poziomie 0, tzn. czas wykonania tego zadania bardzo szybko rosnie a nie spada wraz
ze wzrostem liczby watkow. Ten wynik jest zrozumiaty, poniewaz pobranie zadania, jesli
nie nastepuje z puli wtasnej watku, musi by¢ zsynchronizowane z pozostatymi watkami.

Dodatkowo z tab. 4.5 widac¢, ze czas trwania poszczegdlnych zadan jest bardzo krotki,
w porownaniu z liczbg zadan do wykonania, wiec pobranie zadania wystepuje bardzo
czesto.

4.3.3 Przyspieszenie obliczen i poprawa skalowalnosci

Ponizszy pomyst na przyspieszenie obliczen wynika z analizy wykonanej w poprzednim
podrozdziale. Skoro synchronizacja podczas wydobywania zadania trwa tak ditugo, to
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Tabela 4.5: Liczba réznych typéw zadan i sredni czas wykonania pojedynczego zadania.
Test kostki N = 64.

Typ zadania Liczba zadan Czas wykonania
jednego zadania [ms]
71 11098 1.08
72 152378 0.30
73 761065 0.14

trzeba ja robi¢ jak najrzadziej, pamietajac, ze synchronizacja jest potrzebna przy pobra-
niu zadania ze wspélnej puli zadan, a nie z puli prywatnej dla watku.

Przy liczbie zadan ok. 900000, domys$lna maksymalna liczba zadan w puli dla watku
jest za mata (tylko 100), wigc watek musi czesto odwolywaé sie do puli wspdlnej po
zadania. Dlatego wykonano testy, dla r6znej maksymalnej liczby zadan w puli. Wyniki
przedstawia rys. 4.24 widac z niego, ze najmniejszy sumaryczny czas wykonania pobrania
zadania (Z0) przez watek jest wtedy, gdy maksymalna liczba zadain w puli wtasnej watku
zostanie ustawiona na 75 000.

——
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Rysunek 4.24: Maksymalny sumaryczny czas pobrania zadania dla 12 watkow. Test kostki
N = 64.

W tym przypadku liczba wszystkich zadan wynosi 924 541 i jesli podzieli sie te liczbe
przez liczbe watkow (12) to otrzyma sie ok. 77 045. Liczba zadan nie jest znana przed
rozpoczeciem fazy faktoryzacji, ale mozna postuzy¢ sie liczba réwnan do jej przyblizenia.

Dla kostki N = 64 liczba réwnan to 811 200 i po podzieleniu jej na 12 watkdéw
otrzymano 67 600. Mozna przedstawi¢ to wzorem M = %jq, gdzie M to maksymalna
liczba zadan w puli wlasnej watku, IV, to liczba réwnan, a iNtr to liczba watkow.

W tab. 4.6 poréwnano czas i przys$pieszenie dla M = 100 i obliczonego wg zapropono-
wanego wzoru. Widac, ze dzieki zastosowanej zmianie liczby zadan mozna przyspieszy¢

solwer o ok. 5%. Zaobserwowano takze nieznaczny wzrost zapotrzebowania na pamieé o

ok. 1%.
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Tabela 4.6: Poprawa czasu faktoryzacji i przyspieszenia, dzieki zastosowaniu wigkszej
liczby maksymalnej zadan w puli watku. 12 watkow. Test kostki NV = 64.

M=100 M = J = 67600 Poprawa. [%]
Czas [s] Przyspieszenie | Czas [s| Przyspieszenie | czasu przyspieszenia
174.29 8.05 165.66 8.47 4.95 5.21

4.3.4 Dostosowanie parametréow uporzadkowania

W czasie badania kodu Zrédtowego solwera HSL MA86 okazalto sie, ze podczas etapu
analizy wykonuje on pewng optymalizacje. Optymalizacja polega na przenumerowaniu
wierszy macierzy w kazdym superwezle, w taki sposob aby zmaksymalizowaé¢ lokalnosé
pamieci podrecznej w czasie faktoryzacji. Wylaczenie tej opcji powoduje skrocenie czasu
faktoryzacji o 3% z 174.29s do 169.65s.

Wykonano réowniez analize parametréw algorytmu METIS. Jednym z parametréow jest
liczba wybieranych separatoréow. Algorytm METIS moze wybra¢ na kazdym kroku okre-
slong tym parametrem liczbe kandydatéw na separatora i ostatecznie wybrac najlepszego
z nich. Autorzy METIS zaznaczaja, ze sensowne wartosci to od 1 do 5 separatoréw, przy
czym w przypadku 5, ich zdaniem, czas uporzadkowania moze wzrosna¢ 3 razy. Czasy
uporzadkowania, czas faktoryzacji i wykorzystanie pamieci w zaleznosci od liczby wybie-
ranych separatoréw podano w tab. 4.7.

Tabela 4.7: Poréwnanie czasu uporzadkowania, faktoryzacji i pamieci w zaleznoéci od
liczby separatoréow w algorytmie METIS. 12 watkéw. Test kostki N = 64.

Liczba Czas Czas Pamieé [GB]
separatoréw uporzadkowania [s] faktoryzacji [s]
1 5.75 174.29 15.93
2 5.78 175.41 16.03
3 7.79 174.82 15.98
4 9.83 161.18 15.69
) 11.98 161.98 15.71

Wida¢, ze najwieksze korzysci osiaga sie przy wyborze 4 separatorow. Uzyskano pra-
wie dwukrotny wzrost czasu wykonania przenumerowania, ale jest on rekompensowany
poprzez zmniejszony czas faktoryzacji oraz mniejsze wykorzystanie pamieci.

4.3.5 Dyskusja innych sposobdw przyspieszenia

Z rys. 4.23b wynika, ze istnieje jeszcze pewne pole do poprawy skalowalnosci fakto-
ryzacji i zmniejszenia czasu calego procesu. Przebadano trzy typy zadan (Z1-7Z3), aby
sprawdzi¢, czy nie posiadaja punktéw synchronizacyjnych, ktére powodowalyby utrate
skalowalnosci. Niestety takich punktéw nie znaleziono. Natomiast zauwazono, ze wyste-
pujace dziatania na macierzach gestych wykonuja sie dtuzej, gdy uruchomi sie¢ wieksza
liczbe watkéw, co powoduje spadek skalowalnosci. Wydaje sig, ze moze by¢ to spowodo-
wane zblizeniem sie do maksymalnej przepustowosci pamieci (ang. memory bandwith),
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tzn. osiagnieto sprzetowa bariere dalszych optymalizacji, ale nie na poziomie procesora
lecz na poziomie pamieci, co zaobserwowano w modelu ,,Roofline” w rozdz. 4.2.5.

Przebadano réwniez, czy wystepuja efekty zwiazane z falszywym wspotdzieleniem
(ang. false sharing). Zastosowano wszystkie techniki eliminujace falszywe wspotdzielenie
proponowane przez twoércow kompilatora Intel. Miedzy innymi:

1. inicjalizacja danych przez watek,
2. alokacja tablic przez watek,
3. minimalizacja wspolnych tablic.

Niestety nie uzyskano poprawy czaséw wykonania.

Warto réwniez zauwazy¢, ze faktoryzacja zaczyna wyraznie zmniejsza¢ swoja skalo-
wanos¢ przy 6 watkach, patrz rys. 4.18. Z uwagi na to, ze komputer wykorzystywany do
testow posiada dwa 6-rdzeniowe procesory, zbadano czy gdyby podzieli¢ zadanie fakto-
ryzacji na dwa mniejsze, to uzyskano by lepsze przyspieszenie, tzn. czy kazdy procesor
pracowalby ze skalowalnoscia dla 6 watkéw, co mogtoby daé¢ wyzsza skalowalnosci niz
dla 12 watkéw. Z wykorzystaniem interfejsu KMP__AFFINITY (patrz rozdz. 2.6.4), ob-
liczano test kostki dla N = 64 i dla N = 50, tzn. dla o polowe mniejszego zadania (o
potowe mniej niewiadomych). Interfejs KMP__ AFFINITY stuzyl do uruchomienia: (a) 6
watkéw tylko na jednym procesorze (6 x 1) za pomoca parametru COMPACT, lub (b)
3 na jednym i 3 na drugim (3 X 2) za pomoca parametru SCATTER; ten parametr byt
wykorzystany we wszystkich testach do tej pory.

Z tab. 4.8 widaé, ze wariant (b) jest zdecydowanie lepszy niz (a). Oznacza to, ze gdyby
stworzono solwer, ktory dzielitby zadanie na potowe i przydzielit kazdemu procesorowi
jedna cze$¢ i ta cze$¢ bylaby sfaktoryzowana przez solwer HSL MAS86, to skalowalno$é¢
tej operacji, bytaby mniejsza niz skalowalnos¢ dla 12 watkéw na 2 procesorach, patrz
rys. 4.18. Dlatego zaniechano tej proby.

Tabela 4.8: Przyspieszenie faktoryzacji przy réznych koligacjach watkow. Solwer HSL
MAB86. Test kostki.

N Przyspieszenie
6x1 3x2 12

50 4.62 549 891

64 4.62 559 8.66

4.3.6 Podsumowanie przyspieszenia solwera HSL MA86

W rozdz. 4.3.3 i rozdz. 4.3.4 zaproponowano trzy poprawki do solwera HSL MA86:
1. dynamiczne okreslenie wielko$ci prywatnej puli zadan dla watku,
2. wylaczenie opcji maksymalizacji lokalnos$ci pamieci podrecznej w fazie analizy,

3. poszukiwanie optymalnej liczby separatorow.
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Rysunek 4.25: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) faktoryzacji. Test kostki N = 64.

Rysunek 4.25 przedstawia czasy wykonania i skalowalno$é¢ faktoryzacji dla solwera
HSL MAB86 oraz solwera modMA86 z powyzszymi poprawkami. Spowodowaly one przyspie-
szenie solwera HSL MA86 o 11.5%, z 174.29s do 154.37s jesli chodzi o czas faktoryzacji.
Poprawila sie réwniez skalowalnosé solwera o 7% z 8.5 do 9.1 razy.

Na rys. 4.26 przedstawiono model ,,Roofline” dla procesora Intel Xeon 5670 z zazna-
czonymi wykonaniami faktoryzcji dla solwera HSL MA86 oraz dla solwera z poprawkami
modMAB86, dla wykonania sekwencyjnego (rys. 4.26a) oraz réwnolegtego (rys. 4.26b). Moz-
na zaobserwowacé, ze dla wykonania sekwencyjnego nie ma wzrostu wydajnosci, ale dla
wykonania réwnolegtego solwer z zaproponowanymi poprawkami (modMA86) ma wydaj-
nos¢ wiekszg o 5%.
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Rysunek 4.26: Wykres ,Roofline” dla fazy faktoryzacji: (a) dla 1 watka i (b) dla 12
watkow.



4 ROWNOLEGELE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 91

4.4 Solwer z mieszang precyzja

Do tej pory w tym rozdziale przedstawiono wydajnosé solwerow wykorzystujacych obli-
czenia z podwojng precyzja. W tym podrozdziale przedstawiony zostanie modMA86mix,
ktory wykorzystuje pojedyncza precyzje dla najbardziej czasochtonnych operacji, ale za
pomoca metody iteracyjnego poprawiania zostanie uzyskany wynik w podwdéjnej precy-
zji. W potaczeniu z wynikami z rozdz. 4.3 uzyskano o wiele szybszy i bardziej skalowalny
solwer do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych.

4.4.1 Iteracyjne poprawianie rozwigzania

[teracyjne poprawianie rozwigzania (ang. iterative refinement) po raz pierwszy zostalo
zaproponowane przez Wilkinsona [112] w 1963. W niniejszej pracy bedzie przedstawione
wyprowadzenie tej metody za ta praca. Dla réwnania:

Ax =b. (4.2)

D x®2)

zostanie skonstruowany cigg wektoréw xM x® .. ktéry w pewnych warunkach jest
zbiezny do prawdziwego rozwiazania x. Pierwsze przyblizenie x(!) zostanie otrzymane
poprzez wykonanie faktoryzacji za pomoca solwera HSL MA86 w pojedynczej precyzji. W
ten sposob powstang macierze: tréjkatna dolna L i trojkatna gorna U, takie dla ktorych
zachodzi rownos¢:

LU=A+E, (4.3)

gdzie macierz E to macierz btedéw powstatych w wyniku btedéw zaokraglen przy wy-
konywaniu faktoryzacji. Niech wektory r®®) i x(®) bedg okreslone za pomocy zaleznoéci:

r® =b— Ax®) xCHD) = x® L (LU)~® (4.4)

a wiec r®) jest wektorem reszt odpowiadajacym x). Gdyby mozna bylo konstruowaé
ciag x) bez bledéw zaokraglen, to jego wyrazy spelialyby zaleznosci

xC6tD) = x6) 1 (LU) (b — Ax®)) =x) + (LU) ' (Ax — Ax©®). (4.5)
Teraz mozna odjaé¢ obustronnie wektor rozwigzania x:
xCH) —x = x —x + (LU) A (x — x¥) = [T — (LU)'A](x®) — x). (4.6)
Wykonujac takie podstawienie s razy uzyska sie,
x6H) —x = I — (LU) AP (xY — x). (4.7)
Przemnazajac lewostronnie przez A, otrzymamy

rét) = A(x — x6H)) = AT — (LU) A5 (x — xY)
= [A — ALU)'AJI - (LU) AP (x — x) (4.8)
= [I- A(LU) A (x — x¥),

rt) = [T - A(LU) Y| r®. (4.9)
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Jedli E = 0, to w jednym kroku iteracyjnym x(*) stanie sie réwne x, za$ r®) bedzie
wektorem zerowym. Réwnania (4.7) oraz (4.8) pokazuja, ze zbieznoéé badanego ciagu
jest pewna tylko wtedy, gdy zachodzi

I-(A+E)'A]F >0, s— . (4.10)

W pracy [112] pokazano, ze ciag wektoréw x™M), x| .. jest zbiezny jesli macierz A nie jest
bardzo zle uwarunkowana. Wida¢ rowniez, ze przedstawiony ciag wektoréw to nic innego,
jak kolejne wektory metody Newtona dla funkcji F(x) = b — Ax. Metoda Newtona
oblicza zera funkcji F(x) za pomoca nastepujacej zaleznoscei:

Xpi1 = Xn — (F'(x,)) 'F(x,). (4.11)
Procedura wykonania iteracyjnego poprawiania rozwigzania wyglada nastepujaco:
1. Wykonaj faktoryzacje¢ macierzy A, tj. A = LU,

2. Rozwiaz uktad LUx = b, rozwiazanie bedzie pierwszym przyblizeniem ciagu wek-
toréw, tj. x(©

=X,
3. Oblicz wektor r® tj. r® = b — Ax(),

4. Korzystajac z faktoryzacji z punktu 1, rozwiaz réwnanie LUx = r(®),
5. Popraw rozwigzanie x5t = x(s) 4 x,

6. Sprawdz zbieznosé, jesli brak to idz do punktu 3, w przeciwnym wypadku zakoncz.

Zbieznosé jest badana za pomocg nieréwnosci:

B> S (4.12)
= s .
[ Ao [ |o + [loo
gdzie [ to oczekiwana doktadnosé¢, a normy sa zdefiniowane nastepujaco:
| Al :m?XZ’aij" 1V ]| oo :m;le|1)i‘. (4.13)
J

4.4.2 TIteracyjne poprawianie rozwigzania dla solwera z mieszang precyzja

Mimo ze, metoda z poprzedniego podrozdziatu znana jest juz od ponad 50 lat, to dopiero
niedawno badano ja w kontekscie nie tylko poprawy doktadnosci rozwigzania, ale rowniez
w kontekscie wydajnosci catego procesu, tzn. o ile mozna skroci¢ czas wykonywania
faktoryzacji uzywajac pojedynczej precyzji dla krokéw najdrozszych czasowo, tzn. 1,2 i
4, a podwéjnej precyzji dla pozostatych krokéw. W pracy [57, s. 232] udowodniono, ze
takie postepowanie powoduje, ze ciag wektoréw x(M, x(? .. bedzie dazyt do rozwigzania
w podwdjnej precyzji.

Praca [07] badala mieszana precyzje dla macierzy gestych zaimplementowana w pakie-
cie LAPACK. Przebadano wiele typow procesoréw m.in Opteron, Itanium, Cray, PowerPC
oraz Cell. W pézniejszej pracy tej samej grupy [|1] zastosowano mieszana precyzje dla
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macierzy rzadkich. Iteracyjne poprawianie stosowano z sukcesem rowniez taczac zwykte
procesory z jednostkami graficznymi np. w [50].

Warto zauwazy¢, ze w bibliotece HSL istnieje solwer do rozwigzywania réwnan linio-
wych z mieszana precyzja - MA79. Do paralelizacji korzysta on z solwera MA77 (opisany
w pracy [11]), ktéry z kolei korzysta z metody multifrontalnej, a do rozwiazywania ma-
cierzy multifrontalnych korzysta z solwera MA64, ktéry stuzy do rozwiazywania rownan
liniowych dla macierzy gestych. Dopiero solwer MA64 korzysta z paralelizacji na wat-
kach, czyli wystepuje tutaj paralelizacja dopiero na poziomie macierzy multifrontalnych.
Implementacja z niniejszej pracy wykorzystuje paralelizacje na wyzszym poziomie przy
podziale superweztéw miedzy watki, zastosowang w MAS86.

[teracyjne poprawianie rozwigzania zostato zaimplementowane w niniejszej pracy w
programie FEAP [25] uzywajac do tego solwera modMAS86; otrzymany solwer z mieszana
precyzja oznaczono jako modMA86mix.

Strategia rozwiazywania uktadu réwnan liniowych jest nastepujaca: pojedyncza pre-
cyzja zostanie wykorzystana aby przeprowadzié¢ faktoryzacje, a podwdjna precyzja aby
iteracyjnie poprawié¢ rozwigzanie. Jesli nie osiggnie sie wystarczajacej doktadnosci, to
rozwiazanie zostanie poprawione bardziej wymagajaca metoda FGMRES (patrz doda-
tek F). Jedli dalej nie otrzyma sie wystarczajacej doktadnosci, to rozwiazanie zostanie
obliczone w podwdjnej precyzji.

W pracy [3] pokazano, ze jesli iteracyjne poprawianie zawiedzie to FGMRES czesto
prowadzi do rozwiazania i poradzi sobie lepiej niz zwyklty GMRES. Z kolei w pracy [/]
udowodniono zbieznosé¢ rozwiazania, gdy uzyje sie algorytmu FGMRES do odtworzenia
rozwigzania w podwojnej precyzji z faktoryzacji w pojedynczej precyzji. To podstawowa
motywacja do uzycia metody FGMRES gdy zawiedzie iteracyjne poprawianie.

Algorytm rozwigzania w mieszanej precyzji wyglada nastepujaco:

1. Ustaw: Oczekiwana doktadno$¢ v oraz prec = single

2. Petla:

< 7 to konez, wpp przeprowadz procedure FGMRES.
< v to konez.

(f) Jesli prec = single to prec = double i powtorz petle, wpp zakoncz z btedem.

W tab. 4.9 poréwnano bledy i czasy wykonania dwoch metod: (1) iteracyjnego po-
prawiania i (2) FGMRES. Widaé z niej, ze FGMRES potrzebuje wiecej czasu na dojscie
do odpowiedniego rozwigzania, dlatego metoda ta jest uzywana dopiero wtedy gdy za-
wiedzie metoda iteracyjnego poprawiania.

Wartosci przemieszezen otrzymane uzywajac podwéjnej precyzji (Double) i mieszanej
precyzji z iteracyjnym poprawianiem rozwiazania (Mixed) byty identyczne.
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Tabela 4.9: Poréwnanie metod poprawiania rozwigzania. Test kostki N = 64.

Metoda Liczba iteracji Czas wykonania [s]  Btad
[teracyjne poprawianie 2 2.61 1.3E-16
FGMRES 4 5.01 3.2E-17

Wyniki wydajnosciowe fazy faktoryzacji numerycznej zostaly przedstawione w na
rys. 4.27 i widaé, ze faktoryzacja w pojedynczej precyzji jest ok. 2.17 razy szybsza niz
w podwdjnej precyzji. Przyspieszenie w pojedynczej precyzji takze jest wicksze i wynosi
10.28 dla 12 watkow. Warto zauwazy¢, ze iloraz czasu obliczen na 1 watku w podwdjnej

precyzji do czasu obliczen na 12 watkach w pojedynczej precyzji dla faktoryzacji wynosi
19.68 na 12 rdzeniach.
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Rysunek 4.27: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) faktoryzacji. Test kostki N = 64.

Czas wykonania samej fazy rozwigzania jest przedstawiony w tab. 4.10 i widaé, ze
dla mieszanej precyzji wzrdst on o 54%, ale poniewaz warto$¢ wzrostu to mniej nz 1s,
wiec jest ona rekompensowana skroconym czasem faktoryzacji numerycznej.

Dodatkowo warto zauwazy¢, ze dzigki wykorzystaniu pojedynczej precyzji w fazie
faktoryzacji, mozna oblicza¢ wieksze zadania. Dla testu kostki N = 64, wykorzystanie
pamieci wynosi 8.78GB, czyli jest zmniejszone o 43% w poréwnaniu do tej dla podwdjnej
precyzji, patrz tab. 4.4. Najwiekszym zadaniem, ktore mozna byto przeliczy¢ na jednym
wezle obliczeniowym, byto zadanie dla N = 78, co daje ok. 1.5 mln niewiadomych, czyli
prawie dwa razy wigcej niz najwicksze zadanie w podwdéjnej precyzji dla N = 64.

Tabela 4.10: Czas fazy rozwiazania (z iteracyjnym poprawianiem).

Liczba watkéw Czas [s]
Double Mixed
12 1.70 2.61
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5 Rozproszone rozwigzywanie ukladéw réwnan li-
niowych

5.1 Wprowadzenie

Algorytmy na maszyny z pamiecig rozproszong wykorzystuja przesytanie komunikatow i
np. dla faktoryzacji LU na takich maszynach zaproponowano szereg réznych algorytmow
[20]. W pracy [15] przedstawiono algorytm z cze$ciowym wyborem elementu gltéwnego
oraz réwnowazeniem obcigzenia za pomoca metod zorientowanych wierszowo z bezpo-
srednim réwnoleglym algorytmem rozwiazywania macierzy tréjkatnych. W podzniejszej
pracy [06] pokazano, ze podobna wydajnosé¢ mozna otrzymadé za pomoca algorytméw
zorientowanych kolumnowo.

Nastepnie szukano dobrego zréwnowazenia miedzy czasem obliczen oraz czasem ko-
munikacji. W pracy [93] pokazano, ze metoda podziatu kolumnowego jest wysoce efek-
tywna. Blokowy podzial macierzy zostal wprowadzony w [14] i spowodowal znaczna re-
dukcje komunikacji. Nowoczesne solwery na wiele weztéw takie jak WSMP [37], MUMPS
[78], czy SuperLU_Dist [68], wykorzystuja podzial na dwuwymiarowe bloki, ktére moga
by¢ utozone w cykl. Taki podziat zapewnia, ze wiekszosé (jesli nie wszystkie) procesory,
moga uczestniczy¢ w aktualizacji na kazdym kroku blokowej eliminacji, a takze zapew-
nia, ze komunikacja miedzy procesami jest ograniczona do zbioréw wierszy lub kolumn
tych proceséw [69].

Z analitycznego punktu widzenia jest bardzo trudno wyprowadzi¢ wyrazenie na liczbe
arytmetycznych operacji w trakcie fazy faktoryzacji lub wyrazenie na liczbe niezerowych
elementéw macierzy po faktoryzacji macierzy rzadkiej [35]. Dzieje sie tak, poniewaz ob-
liczenia oraz efekt wypelnienia (ang. fill-in) w trakcie faktoryzacji macierzy rzadkiej, to
funkcja liczby oraz pozycji elementéw niezerowych macierzy.

Algorytmy réwnolegle dla faktoryzacji Choleskiego zorientowane kolumnowo, tzn.
takie gdzie przekazywane sg kolumny faktoryzowanej macierzy, mozna podzieli¢ na dwa
rodzaje: (1) algorytmy fan-out - metoda, w ktérej przekazywane miedzy procesorami sa
tylko sfaktoryzowane kolumny, (2) algorytmy fan-in - metoda, w ktérej przekazywane
miedzy procesorami sg tylko kolumny, ktére trzeba zaktualizowaé. Prosty algorytm fan-
out dla macierzy N x N na p procesorach ma objetosé komunikacyjna rzedu O(Nplog N).
Mozna to poprawi¢ za pomocg sprytnych mapowan miedzy kolumnami a procesorami,
co powoduje zmniejszenie objetosci komunikacyjnej do O(Np), patrz np. [30].

Z drugiej strony catkowity koszty obliczen jest rzedu O(N'?), wiec stosunek kosz-
tu komunikacji do kosztu obliczen w algorytmach bazujacych na kolumnowym podziale
jest stosunkowo wysoki. W konsekwencji prowadzi to do tego, ze algorytmy te bardzo
stabo sie skaluja, gdy wzrasta liczba proceséw. W pracy [5] zaproponowano rodzine al-
gorytmow faktoryzacji Choleskiego, ktore posiadajg taczna objetosé komunikacji rzedu
O(N,/plog N). Niestety, mimo ze objetoé¢ komunikacji jest mniejsza od innych algo-
rytméw zorientowanych kolumnowo, funkcja statej wydajnosci (patrz rozdz. 2.2.2) jest
rzedu O(p?), ze wzgledu na to, ze algorytm ten nie jest w stanie efektywnie uzy¢ wigcej
niz O(v/N) proceséw. Pézniej zaproponowane algorytmy (np. [31], [61], [72]) ograniczyty
objeto$¢ komunikacyjng do O(N,/plogp).

Nalezy nie zapomina¢ o tym, ze o ile objeto$¢ komunikacyjng mozna wyznaczy¢
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analitycznie, to jest to tylko dolne ograniczenie catkowitego narzutu komunikacyjnego
(ang. communication overhead). A wlasnie catkowity narzut komunikacyjny ma istotny
wplyw na osiagana wydajno$é oraz przyspieszenie. W pracy [0] pokazano nawet, ze
algorytm fan-in, ktéry ma mniejsza objetos¢ komunikacyjna niz rozproszony algorytm
multifrontalny, posiada wiekszy narzut komunikacyjny i dlatego ma mniejsza wydajnosé.

Dlatego najbardziej popularne rozproszone solwery korzystaja z metod multifrontal-
nych. W pracy [30] pokazano, ze WSMP radzi sobie lepiej od MUMPS oraz SuperLU_Dist, w
zwiazku z tym w dalszej czeSci niniejszej pracy opisano solwer WSMP, przetestowano go,
a pozniej porownano z wlasnym solwerem na klaster. Przedtem jednak opisane zostanie
podstawowe narzedzie dekompozycji obszaru (ang. domain decomposition) - uzupetnienie
Schura oraz sposéb jego wyznaczania uzyty w niniejszej pracy.

5.2 Uzupelnienie Schura
5.2.1 Wprowadzenie

Majac dane cztery macierze A, B,C,D o wymiarach dimA = p x p,dimB = p x
q,dim C = ¢ xp,dim D = ¢ x q oraz zaktadajac, ze D jest odwracalna, mozna zdefiniowac
macierz M, ktéra jest macierza blokowa o wymiarach (p 4+ ¢) X (p + q):

M:Pﬂ.

c D (5.1)

Uzupekieniem Schura bloku D macierzy M jest macierz o wymiarach p X p zdefiniowana
nastepujaco:
S=A-BD'C. (5.2)

Uzupetnienie Schura mozna wykorzysta¢ do rozwiazywania uktadéow réwnan liniowych
w nastepujacy sposob. Dany jest uktad réwnan liniowych:

léaHZM’ (53)

gdzie x oraz a sa wektorami o wymiarach p, natomiast y,b sa wektorami o wymiarach q.
Jesli z drugiego wiersza wyznaczy sie y i wstawi do pierwszego wiersza, to otrzyma si¢

(A-BD 'C)x=a—-BD'b, (5.4)
N————
S S
czyli:
Sx =s. (5.5)

Oznacza to, ze jezeli mozna odwréci¢ macierz D i S (uzupekienie Schura), to mozna
znalezé x 1 uzywajac drugiego wiersza réwn. (5.3) wyznaczy¢ y. W ten sposéb problem
odwracania macierzy (p + q) X (p + q) zostal zredukowany do problemu odwracania
macierzy p X p i g X gq.
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5.2.2 TUzupelnienie Schura przy réwnoleglym rozwigzywaniu uktadu réwnan
liniowych dla MES

Stosujac MES nalezy rozwiaza¢ symetryczny uktad réwnan liniowych Ku = f wyzna-
czony dla catej domeny. Gdy korzysta sie z metody dekompozycji obszaru (ang. domain
decomposition), nalezy podzieli¢ domene na wiele mniejszych domen (tzw. subdomen).
Wtedy dla kazdej subdomeny i (i = 1,...,n) mozna utworzy¢ uklad réwnan liniowych
na innym wezle obliczeniowym klastra:

K; B7| [u f;
lBi Ci] M - lff] | >0
gdzie u! to niewiadome interfejsowe i u; to niewiadome wewnetrzne dla subdomeny i.

Dla kazdej subdomeny mozna wyznaczy¢ uzupekienie Schura dla macierzy K;, tak jak
opisano w poprzednim podrozdziale:

S, = C; - BiK;'B/, (5.7)

s; = I — B;K; 'f.. (5.8)

Po wyeliminowaniu niewiadomych wewnetrznych otrzyma sie:

S;u! =s;. (5.9)
Po agregacji dla wszystkich subdomen, otrzymamy uktad réwnan dla interfejsow,

Su’ =s, (5.10)

gdzie:

S=Y)S, s=>_s, u' =) u. (5.11)
=1 i=1 i—1

Po rozwiazaniu réown. (5.10), nalezy wyznaczy¢ u; z ukltadéw réwnan:

kazdy rozwiazujac na innym wezle obliczeniowym. Kroki z réwn. (5.7), (5.8) oraz (5.12)
mozna wykonac¢ rownolegle na réznych weztach obliczeniowych klastra.

Kluczowe w calym algorytmie jest wyliczenie uzupetienia Schura S; wg réwn. (5.7),
podczas ktérego trzeba najpierw sfaktoryzowaé macierz K; a pdzniej rozwigza¢ uktad
réwnan z wieloma prawymi stronami tak, aby otrzymaé K;'BY. Obliczenie K; 'B! jest
bardzo czasochtonne, co pokaze ponizszy przyktad.

Dla testu kostki N = 64 liczba réwnan wynosi 811 200, a po podzieleniu domeny
na dwie identyczne subdomeny (za pomoca plaszczyzny réwnoleglej do $ciany kostki)
macierz interfejsowa ma wymiar 12 480. Tabele 5.1 oraz 5.2 pokazuja jak skaluje sie
czas wykonania fazy rozwiazania tzn. obliczenia 1, 12 i 24 kolumn z K;'B? dla dwéch
solwerow HSL MA86 i MKL PARDISO. Widzimy, ze faza ta stabo si¢ skaluje, tzn. ok. 3
razy dla 12 watkéw. Podobne rezultaty uzyskano w pracy [12]. Jest to spowodowane
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Tabela 5.1: Skalowalno$¢ fazy rozwiazania dla solweréw HSL MA86 oraz MKL PARDISO z
wypelnionymi prawymi stronami. Test kostki N = 64. T - czas [s], S - przyspieszenie.

Liczba prawych stron
12 24
MKL MKL MKL
Liczba | HSL MA86 | PARDISO | HSL MA86 | PARDISO | HSL MA86 | PARDISO
watkow T S T S T S T S T S T S
1 3.57 1.00 | 3.71 1.00 | 14.41 1.00 | 14.24 1.00 | 22.24 1.00 | 22.85 1.00
6 177 201|160 232| 523 2.75| 515 2.77| 8.09 2.75| 8.03 2.85
12 1.69 212|148 251 | 489 295| 6.93 2.05| 7.55 294 | 6.79 3.36

Tabela 5.2: Skalowalno$¢ fazy rozwiazania dla solweréw HSL MA86 oraz MKL PARDI-
SO z rzadkimi prawymi stronami (0.006%). Test kostki dla N = 64. T - czas [s], S -

przyspieszenie.
Liczba prawych stron
12 24
MKL MKL MKL

Liczba | HSL MA86 | PARDISO | HSL MA86 | PARDISO | HSL MA86 | PARDISO
watkow T S T S T S T S T S T S
1 3.71  1.00 | 3.76 1.00 | 14.37 1.00 | 14.12 1.00 | 22.36 1.00 | 22.49 1.00
6 1.62 230 | 1.52 247 | 510 282 | 515 274 | 810 2.76 | 7.78 2.85
12 1.84 2.01 | 153 246 | 486 296 | 770 183 | 7.45 3.00| 7.63 2.95

tym, ze wiekszos¢ czasu, w trakcie pracy solwera zajmuje faza faktoryzacji i to ta faza
byta poddana intensywnym badaniom numerykéw, a nie faza rozwigzania.

Dla przypadku N = 64 faktoryzacja zajmuje ok. 3 minut, wiec czas rozwigzania
rzedu kilku sekund jest mato istotny w przypadku jednokrotnego wykonania. Jednak
przy obliczaniu uzupetnienia Schura, faze rozwiazania uktadéw tréjkatnych (czwarta
faza rozwigzywania rzadkich uktadéw rownan, patrz rozdz. 4.1.4) trzeba wykonaé¢ 12 480
razy.

Mozna wykonywac faze rozwigzania pojedynczo albo w nieduzych pakietach po 12 lub
24 wektoréw prawych stron, natomiast nie mozna przekazac od razu wszystkich prawych
stron, poniewaz to spowodowatoby bardzo duze zapotrzebowanie na pamieé (rozwiazanie
jest geste, a wymiar wektora prawej strony jest rzedu 400 tysiecy). Z tab. 5.1 oraz 5.2
widaé, ze wyliczenie uzupetnienia Schura dla kazdej kolumny z osobna zajetoby ok. 5 go-
dzin. Jesli obliczenia zrobi¢ w pakietach po 12 prawych stron, to czas zmniejszy sie do 1.5
godziny. Mozna réwniez, zamiast korzysta¢ z wykonania roéwnoleglego fazy rozwiazania,
przydzieli¢ kazdemu rdzeniowi do wykonania jedno rozwigzanie, wtedy czas policzenia
uzupetnienia Schura wyniostby ok. 1 godziny, czyli takze zbyt dtugo. Z tab. 5.1 oraz 5.2
widaé takze, ze wptyw stopnia wypelnienia prawych stron jest mato znaczacy.
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W nastepnym podrozdziale zostanie przedstawiona metoda przyspieszenia obliczen
uzupetnienia Schura, ktéra w rozdz. 5.3 zostanie wykorzystana do rozwigzywania uktadu
rownan na wielu weztach obliczeniwoych. Dodatkowo metoda ta bedzie wykorzystana w
rozdz. 5.2.5 do obnizenia zapotrzebowania na pamie¢é¢ podczas fazy faktoryzacji.

5.2.3 Czesciowa faktoryzacja do obliczania uzupelnienia Schura

W poprzednim podrozdziale pokazano, ze obliczanie uzupelnienia Schura poprzez wie-
lokrotne wykonywanie fazy rozwiazania moze prowadzi¢ do bardzo dtugich czasow wy-
konania oraz bedzie stabo skalowalne na maszynie wielordzeniowej ze wzgledu na czton
K. 'B’. Z drugiej strony wiadomo, ze faza faktoryzacji numerycznej osigga akceptowal-
ne przyspieszenia na maszynach wielordzeniowych. Dlatego warto skorzysta¢ z metody
czesciowej faktoryzacji (CF) do obliczen uzupetienia Schura. Zostata ona przedstawiona

w pracy [39] i polega na obliczeniu dekompozycji LU dla macierzy K; z réwn. (5.6):
K. — K; B/ _ B 0} |Un Uy _ |LuUnp LUy (5.13)
B G Loy Ly | 0 U L21Upp LoiUjg + LgpUss |’ ‘

gdzie L;; i U;; to macierze tréjkatne odpowiednio dolne i gérne. Poréwnujac odpo-
wiednie bloki macierzy K; otrzymuje sie K; = L;; Uy, BZT = L1Uy, B; = Ly Uypy
oraz C; = Ly Uqs 4+ Loy Ugy. Wyznaczajac Up, oraz Loy z drugiego i trzeciego réwnania
uzyska sie:

Ly Uy = C; — B,U;/L;!B] = C;, - BK;'B! =S, (5.14)

gdzie S; to uzupelnienie Schura z réwn. (5.7). Faktoryzacja jest nazwana czeSciowa,
poniewaz nie oblicza sie Loy i Uss. Ponadto, macierze Ly i Uy; sg rozktadem LU dla
macierzy K;, co mozna wykorzysta¢ w dalszych etapach rozwigzywania uktadu. Zatozono
niejawnie, ze K; i K; sa odwracalne.

Trzeba pamietaé¢ réwniez, ze przed faza faktoryzacji jest wykonywana faza przenu-
merowania wierszy i kolumn macierzy, w celu zredukowania efektu wypelnienia. Dla
macierzy K; dochodzi dodatkowe ograniczenie - wiersze i kolumny macierzy C; nie moga
by¢ przestawiane. Z tym ograniczeniem mozna wykonaé¢ przenumerowanie na dwa spo-
soby. Albo znajdowane jest takie przenumerowanie, ze zaden z wierszy i zadna kolumna
macierzy C; nie jest przestawiana, ale struktura (wypelnienie) wierszy i kolumn macie-
rzy B, oraz B] moga wptywaé na przenumerowanie wierszy i kolumn macierzy K;. Albo
znajdowane jest przenumerowanie wierszy i kolumn macierzy K;, a do pozostatych wier-
szy i kolumn macierzy K; nie wykonuje sie przenumerowania. Nie bedzie to réwnie dobre
jak przenumerowanie wszystkich wierszy i kolumn macierzy K;, ale w tym momencie nie
ma dobrych algorytméw dla pierwszego sposobu, dlatego w rozprawie zastosowano drugi
sposob.

5.2.4 Implementacja czesSciowej faktoryzacji w HSL MA86

Powyzszy algorytm zostal zaimplementowany przez autora niniejszej rozprawy w solwe-
rze HSL MA86; zmodyfikowany solwer oznaczono modMA86. Metoda cze$ciowej faktory-
zacji jest takze zaimplementowana np. w solwerze PARDISO [39].
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Implementacja czeéciowej faktoryzacji macierzy K; w modMA86 polegata na wykona-

niu dwéch czynnosci:

O 3 O U W N

S g gy
O UL WD = OO

1. Podziale zadan faktoryzacji na dwie grupy, patrz Kod 5.1. Zadania faktoryzacji
dziatajace na bloku z macierzg K; naleza do pierwszej grupy i beda wykonane
normalnie. Zadania faktoryzacji dzialajace na blokach poza macierzg K; nalezg do
drugiej grupy i ich wykonanie bedzie zmodyfikowane.

2. Implementacji modyfikacji zadania faktoryzacji. Modyfikacja polega na niewyko-

nywaniu faktycznej faktoryzacji, a tylko na redukcji zalezno$ci miedzy superwe-
zlami w drzewie eliminacji, patrz Kod 5.2. Dzieki redukcji zaleznosci uzyskano
pewno$é, ze nieskoriczona réwnolegta petla po zadaniach bedzie zakonczona (por.
rozdz. 4.3.1).

Kod 5.1: Podzial zadan faktoryzacji na dwie grupy. Procedura MA86__analyse double

if (control¥schur.ge.sptr(node) &
.and.controly%schur.lt.(sptr(node+1)-1)) then
1 nb = controly%schur - sptr(node) + 1

if (1 _nb.eq.control’schur) then

keep%nodes (node)%nb = 1_nb

else

sz = 1; cur_1 nb = 1 _nb

do i = 2, 1 nb-1

do while ( MOD(cur_1 nb, i).eq.0)

cur _1 nb = cur_1 nb / i
if (szxi.gt .MIN(nb_default,control)schur)) exit
sz = 1i*sz
enddo
enddo
1 nb = sz; keeplnodes(node)%nb = 1 _nb
endif
endif
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Kod 5.2: Modyfikacja zadania faktoryzacji. Procedura task dispatch

1 if (control¥schur.lt.1lfact(bcol)%sa) then

2 lfact(bcol)%nelim = blkn

3 do i = 1,blkn

4 map(i) = i

) end do

6 else

7 call factor_solve block(blkm, blkn, blkn, &

8 delay_col, colwork, blkmx*blkn, work, lfact(bcol)%d, &
9 map, lfact(bcol)’nelim, tstats, control, flag)

10 endif

11 if (controlYschur.lt.lfact(bcol)%sa) then

12 call add_updates_new_incomp(stack, map, nodes, &

13 blocks, dblk, blocks (dblk)%node, control, info, st)
14 else

15 call add_updates_new(stack, map, nodes, blocks, &

16 dblk, blocks (dblk)%node, control, info, st)

17 endif

Poréwnanie czasu obliczenn uzupetnienia Schura dla podzialu na zadania na dwie
czesci znajduje sie w tab. 5.3, gdzie M1 oznacza rozwiazywanie uktadu w pakietach
po 12 prawych stron, a M2 oznacza czesciows faktoryzacje macierzy; rozrézniono czas
faktoryzacji i tworzenia uzupelnienia Schura dla M1, a w przypadku M2 oblicza sie
jednoczesnie faktoryzacje i uzupetnienie Schura. Uzywajac M2, obliczenie uzupetnienia
Schura a pomocg modMAS86 jest szybsze niz za pomocg PARDISO o ok. 18%. Wynika
to z faktu, ze dzieki modyfikacjom wprowadzonym do solwera modMA86 i opisanym w
rozdz. 4.3 uzyskano skrécenie czasu faktoryzacji.

Tabela 5.3: Czas obliczenia uzupehlienia Schura dla podzialu zadania na dwie czesci.
Test kostki N=32 (104 544 niewiadomych, interfejs - 3 168 niewiadomych, subdomena i
interfejs - 50 688 niewiadomych)

Metoda |  Solver | Faktoryzacja [s] | Uzupel. Schura [s] | Lacznie [s] | M1/M2
M1 PARDISO 0.82 17.27 18.09
modMAS86 0.79 19.20 19.99
M2 PARDISO 1.99 - 1.99 9.09
modMASK6 1.64 - 1.64 12.19

Rysunek 5.1a przedstawia czas wykonania obliczen uzupetnienia Schura w zalezno$ci
od rozmiaru interfejsu. Dla interfejsu o wielkosci 12480 metoda M2 jest szybsza od M1
0 94%. Na rys. 5.1b poréwnano uzycie pamieci, przez metode M1 i M2. Réwniez tutaj
mozna zaobserwowacé zalety metody M2. Z uwagi na fakt, ze z reguty uzupetnienie Schu-
ra jest macierza o wiele bardziej gestg niz macierz, z ktorej jest ono tworzone, trzeba
zaalokowa¢ pelny wektor prawych stron tyle razy ile wynosi rozmiar interfejsu. Ponie-
waz wektor prawych stron jest nieporéwnywalnie wiekszy niz interfejs (ok. 10 razy), skok
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zapotrzebowania na pamie¢ na poczatku jest najwiekszy w przypadku metody M1. W
przypadku metody M2 nie trzeba alokowa¢ dodatkowych wektoréw, dlatego zapotrzebo-
wanie na pamiec¢ rosnie stabilnie wraz ze wzrostem wielkosci interfejsu.
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Wielkos¢ interfejsu Wielkos¢ interfejsu
(a) Czas obliczen. (b) Wykorzystanie pamieci.

Rysunek 5.1: Poréwnanie metod obliczenia uzupetnienia Schura, dla podziatu zadania na
dwie czedci. Test kostki N = 64. Subdomena - 386 880 niewiadomych, solwer modMAS86,
prawa dolna podmacierz macierzy rozszerzonej zerowa.

5.2.5 Sekwencyjna czesciowa faktoryzacja na pojedynczym wezle dla dwéch
subdomen

Wykorzystujac rozumowanie przedstawione w rozdz. 5.2.2 dla dwéch subdomen oraz za-
prezentowana metode M2 do obliczenia uzupetnienia Schura przez solwer mozna stworzy¢
algorytm faktoryzujacy macierz, ktérego zapotrzebowanie na pamie¢ bedzie zdecydowa-
nie nizsze od standardowego. Nastepujacy algorytm wykonuje metode przedstawiong w
rozdz. 5.2.2 sekwencyjnie:

1. Wygeneruj macierz K;,

2. Czesciowo faktoryzuj macierz K, i wylicz uzupetnienie Schura,
3. Wygeneruj macierz Ko,

4. Czeéciowo faktoryzuj macierz K, i wylicz uzupetienie Schura,
5. Rozwiaz réwnanie dla interfejséow z réwn. (5.10),

6. Popraw prawa strone dla i = 2 w réwn. (5.12),

7. Rozwiaz réown. (5.12) dla i = 2,

8. Popraw prawa strone dla i = 1 w réwn. (5.12),
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9. Faktoryzuj macierz Ky,
10. Rozwiaz réwn. (5.12) dla ¢ = 1.

Dzieki temu, ze wypelnienie macierzy K; podczas czesciowej faktoryzacji, bedzie blisko
o potowe mniejsze od wypeknienia macierzy K, uzyskano redukcje pamieci w catym pro-
cesie. Warto zwrécié uwage, ze po czesciowej faktoryzacji macierzy K, trzeba zwolnié
pamieé, co powoduje, ze do rozwiazywania réwn. (5.12) potrzebne jest powtérzenie fak-
toryzacji dla macierzy K; (punkt 9). Macierzy K, nie trzeba ponownie faktoryzowad,
ze wzgledu na fakt wspomniany w poprzednim podrozdziale, tzn. podczas czesciowe]
faktoryzacji macierzy Ks, obliczono réwniez faktoryzacje macierzy Ko, co wykorzystano
przy wyliczeniu réwn. (5.12) dla i = 2 w punktach 6 oraz 7.

Powyzszy sekwencyjny algorytm zostal zaimplementowany w dwéch wersjach: w
pierwszej do wykonania czeSciowej faktoryzacji i rozwigzania réwnania dla interfejséw
wykorzystano solwer PARDISO a w drugiej solwer modMA86; te druga wersje oznaczo-
no modMA86mem. Z tab. 5.4 widaé, ze metoda sekwencyjna jest o ok. 40% wolniejsza
od standardowego wykonania w podwdjnej precyzji, a z tab. 5.5 wynika, ze daje ona
oszczedno$é pamieci 32% poréwnujac do standardowej metody. W zestawieniu podano
takze rezultaty dla sekwencyjnej metody w pojedynczej precyzji (S) (bez poprawiania
wynikéw); jest ona o 12% szybsza i daje ona oszczedno$é pamieci o 55%, poréwnujac do
standardowej metody w podwdjnej precyzji.

Dla poréwnania, dodatkowo badano metode z mieszana precyzja (M) (solver mod-
MA86mix) i jest ona 2.2 razy szybsza i daje oszczedno$é pamieci o 46% , poréwnujac do
standardowej metody w podwodjnej precyzji. Widzimy, ze metoda z mieszang precyzja
jest znacznie szybsza niz metoda sekwencyjna (nawet w pojedynczej precyzji) jednak
redukcja pamieci jest nieco nizsza.

Tabela 5.4: Redukcja wykorzystanej pamieci. Poréwnanie czasu. Test kostki N = 64.

Czas obliczen [s] Zmiana [%]
Metoda Metoda
Standardowa Mieszana  Sekwencyjna | Mieszana Sekwencyjna
Solwer (D) M D) | o (D) ()
PARDISO 210.98 - 288.90 - - +37 -
modMA86mem 156.07 71.03 218.83 138.09 -b4 +40  -12

Tabela 5.5: Redukcja wykorzystanej pamieci. Poréwnanie pamieci. Test kostki N = 64.

Pamiegé [GB] Zmiana %]
Metoda Metoda
Standardowa Mieszana Sekwencyjna | Mieszana Sekwencyjna
Solwer (D) O ) ) ™M D 6
PARDISO 14.16 - 8.71 - - -38 -
modMA86mem 14.47 7.78 991 6.46 -46 -32 -55
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5.3 Rozwigzywanie bezposrednie ukltadéw réwnan na wielu we-
zlach

5.3.1 Testy WSMP

Solwer WSMP (Watson Sparse Matrix Package) firmy IBM [37], stuzacy do rozwiazywania
symetrycznych i rzadkich uktadéw réwnan liniowych, posiada réwniez, oprdcz wersji
wielowatkowej opisanej w rozdz. 4.2.1, wersje rozproszona wykorzystujaca przesytanie
komunikatow (MPI).

Podstawowsa trybem pracy rozproszonego WSMP jest tryb ,,0-master”. Praca w tym
trybie oznacza, ze wszystkie dane, wtaczajac macierz i wektor prawych stron, poczatkowo
sg przechowywane na wezle oznaczonym numerem ,,0”. W tym rozdziale wezet oznacza
wezel obliczeniowy klastra. Wersja rozproszona, podobnie jak wielowatkowa, wykonuje
cztery podstawowe fazy dla réwnolegltych solweréw: (1) przenumerowanie, (2) symbo-
liczna faktoryzacja, (3) numeryczna faktoryzacja, (4) rozwiazanie uktadéw tréjkatnych.
Wszystkie fazy sa wykonywane réwnolegle oprécz symbolicznej faktoryzacji. Faza ta jest
najmniej czasochtonna i jest wykonywana na wezle ,,0”. Wezet |07 jest wykorzystywany
niewspotmiernie mocniej w trakcie fazy przenumerowania niz inne wezlty.

Autorzy WSMP ostrzegaja, ze czas przenumerowania i analizy moze wzrastaé (w po-
réwnaniu do czasu faktoryzacji) wraz ze wzrostem liczby weztéw, gdyz to faza faktoryza-
cji posiada wysoka skalowalno$é¢. Wersja rozproszona moze by¢ uruchomiona na dowolnej
liczbie weztéw ale najlepsza wydajnosé osiaga sie gdy liczba weztow to potegi 2, dlatego
w testach stosowano tylko takie liczby weztow.

Faza faktoryzacji w WSMP bazuje na algorytmie multifrontalnym (patrz rozdz. 4.1.7),
a do zrownoleglenia wykorzystuje sie drzewo eliminacji. Przyktadowy podziat drzewa
eliminacji miedzy wezlami zostal przedstawiony na rys. 5.2.

Wykonanie:
N-0,123 '
na weztach
N-0,1 | | N-2,3
N N.l ””””””” N,z N-3 ””””””””
T-0,1,2,3 T-0,1,2,3 T-0,1,2,3 T-0,1,2,3
na watkach

T-0 . . T-1,23
T-0,1 . 105 ' - ‘ o .
T-0 ' T-1 ' T2 ' T3 A T»l . T23
. ' . . /\ T~I T-2 T-3
TO0 [T-1 |T-2 |T3 A

(2 (Jrs sekwencyjne
A AN NN A A A ANVANVAN A A

Rysunek 5.2: Podzial drzewa eliminacji do wykonania na klastrze z 4 weztami (N) i 4
watkami kazda (7T).
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Przetestowano solwer rozproszony WSMP wykorzystujac test kostki dla N = 64. Do
wszystkich testow w tym i kolejnych podrozdziatach wykorzystano te same wezty obli-
czeniowe klastra GRAFEN [29] oraz 12 watkéw na kazdym wezle. Na rys. 5.3a pokazano
czas wykonania fazy faktoryzacji w zaleznosci od liczby weztéw. Czas dla 8 weztéow jest
ponad dwukrotnie krétszy niz w przypadku jednego wezta. Rysunek 5.3b przedstawia
skalowalnos¢ WSMP, i wida¢, ze uzyskane przyspieszenie znacznie odbiega od idealnego
przyspieszenia. Stanowi to gtéwna motywacja do podjecia dalszych prac w tym podroz-
dziale. Tabela 5.6 zawiera wykorzystanie pamieci przez WSMP. Bylo ono mierzone na
kazdym wezle, a w tabeli zamieszczono wartos¢é maksymalna.

160 8

4 Idealne
WSMP WSMP

o

IS

w

Przyspieszenie

1 2 4 8 1 2 4
Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych

(a) (b)

Rysunek 5.3: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) fazy faktoryzacji, solwer WSMP na
klaster. Test kostki N = 64..

Tabela 5.6: Maksymalne uzycie pamieci na jednym wezle podczas faktoryzacji, solwer
WSMP na klaster. Test kostki N = 64.

Liczba weztéw  Wykorzystanie pamieci[GB]

1 20.47
2 16.61
4 9.65
8 5.72

5.3.2 Wilasny solwer na klaster

W rozdz. 5.2.2 przedstawiono sposéb w jaki mozna wykorzysta¢ uzupetnienie Schura do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych na wielu weztach. Pokazano réwniez w rozdz. 5.2.4,
ze dzieki czedciowej faktoryzacji, mozna wyznaczaé¢ uzupelnienie Schura w efektywny
sposob. Jezeli teraz obie metody zostana potaczone to otrzyma si¢ algorytm na rozwia-
zywanie uktadu rownan liniowych na wielu weztach.

Algorytm wyglada nastepujaco:

1. Kazdy wezet otrzymuje od wezta ,,0” macierz K;,
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(\V)

7.
8.

. Kazdy wezel czesciowo faktoryzuje macierz K;,

Kazdy wezet wylicza uzupetnienie Schura dla prawej strony,

. Wezel 0”7 otrzymuje uzupetnienia Schura od wszystkich weztow,

Kazdy wezet poprawia prawg strone,

Kazdy wezel rozwiazuje réwn. (5.12).

Wezet 0" rozwiazuje réwnanie dla interfejséw z réwn. (5.10),

Kazdy wezet otrzymuje od wezta ,0” rozwigzanie réwnania interfejsow,

Podczas wyznaczania uzupetienia Schura za pomoca czeéciowej faktoryzacji (krok 2),
faktoryzowane sa poszczegdlne macierze K;, co wykorzystano w fazie rozwiazania
(krok 8). Powyzszy algorytm zostal zaimplementowany z wykorzystaniem solwera mod-
MAB86 i oznaczony jako Solwerzel. Jesli zastosuje sie podejécie naiwne i krok 5 bedzie
rozwigzany za pomocg tego samego solwera co krok 2, to uzyska sie czasy wykonania
faktoryzacji pokazane na rys. 5.4a. Widaé, ze czas cze$ciowej faktoryzacji zaimplemento-
wanej w Solwerl skaluje sie zadowalajaco (patrz rys. 5.4b). Jednak taczny czas faktoryza-
cji (czesciowa faktoryzacja i faktoryzacja macierzy interfejséw - kroki 2 i 5), nie skaluje
sie dobrze (patrz rys. 5.4b) i uzyskano czasy gorsze niz przy wykonaniu na jednym wezle.

250

200 |

WSMP ==

Solwer! ==
Solwer1 (tylko CF) =3¢=

50

—

*+

2 4
Liczba weztdw obliczeniowych

(a)

8

Przyspieszenie

8

7

6F

Idealne

WSMP ==

yd

Solwer! =@=
Solwer1 (tylko CF) =3¢=

/

/

)

‘?

2 4

8

Liczba weztéw obliczeniowych

(b)

Rysunek 5.4: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) czeSciowej faktoryzacji i faktory-
zacji macierzy interfejsow. Test kostki N = 64.

Dlatego zbadano strukture macierzy dla interfejsow, ktora zostaje poddana faktory-
zacji w kroku 5. W tab. 5.7 podano charakterystke macierzy dla interfejséw, w zaleznosci
od liczby domen, na ktora podzielono cata macierz. Liczba elementéw niezerowych jest
podana dla czesci tréjkatnej macierzy (dolnej lub gbrnej, poniewaz macierz jest syme-
tryczna). Widaé, ze jest ona macierza gesta; fakt ten zauwazono takze w [63]). Dlatego do
faktoryzacji macierzy dla interfejséw przetestowano takze solwery dla macierzy gestych.
Rysunek 5.5 przedstawia czasy faktoryzacji dla trzech solweréw dla macierzy gestych
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(MKL General - procedura DGESV z biblioteki MKL, MKL Sym. - procedura DSYSV z
biblioteki MKL i HSL MA64) oraz czas faktoryzacji dla solwera rzadkiego (modMA86). (Na
tym rysunku nie ma wynikéw dla jednego wezta, poniewaz dla jednego wezta jest tylko
jedna subdomena, wiec nie ma macierzy interfejsowej.) Najszybciej dziala solwer MA64,
jednak tgczny czas wynosi 204s i faktoryzacja macierzy dla interfejséw wciaz pozostaje
barierg dla skalowalnego rozwiazywania uktadéw réwnan na wielu weztach.

Tabela 5.7: Charakterystyka macierzy dla interfejséw w zaleznosci od liczby subdomen.
Test kostki N = 64.

Liczba Liczba Liczba elementéw Wypelnienie [%]
domen niewiadomych niezerowych [mln]

2 12 480 77.89 100.0

4 25 059 256.21 81.6

8 37 254 295.25 42.5

300

250l  MOdMABE ===
MKL General

200  MKL Sym. ===
HSL MA64

150

Czas [s]

100

50

2 4 8
Liczba weztéw obliczeniowych

Rysunek 5.5: Czas wykonania faktoryzacji macierzy interfejsow uzywajac solverow ge-
stych i solwera modMA86. Liczba weztéw = liczba subdomen. Test kostki N = 64.

Naturalnym kolejnym pomystem, jest wykorzystanie wszystkich weztéw do faktory-
zacji macierzy dla interfejsow, a nie tylko wezta ,0”. Pierwszy sposob, ktéry sie narzuca,
to podzielenie macierzy dla interfejséw na tyle weztéw ile jest dostepnych i wykonanie
tych samych krokéw co dla calej macierzy. Z tab. 5.8 mozna wywnioskowaé jednak, ze
takie dziatanie jest skazane na niepowodzenie. Przy podziale macierzy dla interfejséw na
tyle domen, na ile podzielono macierz poczatkowa, uzyska sie wielko$¢ interfejsu rzedu
wielko$ci macierzy dla interfejsow. To oznacza, ze trzeba bytoby faktoryzowaé¢ macierz
podobna do tej, ktérej czas faktoryzacji chciano skrécié. Prowadzi to do wniosku, ze to
podejscie nie pozwoli skréci¢ czasu wykonania faktoryzacji.

Rysunek 5.6 przedstawia strukture macierzy dla interfejsow w zaleznosci od podziatu
na liczbe domen (Test kostki N = 10). Mozna zauwazy¢, ze macierz dla interfejsow
jest naturalnie podzielona na dwa razy mniej domen, niz zostata podzielona macierz
wejéciowa. Mozna wykorzystac ten fakt i podzieli¢ macierz dla interfejséw miedzy wezty
wladnie wg tego naturalnego podziatu, wynikajacego z podziatu macierzy wejsciowe;j.
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Tabela 5.8: Podziat macierzy dla interfejsow. Test kostki N = 64.

Liczba Wielko$¢ macierzy Wielkos¢ domeny Wielkos¢ domeny  Wielkos¢é

domen dla interfejséw minimalna maksymalna interfejsu
2 12 480 78 102 12 300
4 25 059 51 58 24 840
8 37 254 37 44 36 933

y ) : o

Rysunek 5.6: Struktura macierzy interfejsowej dla podziatu na: a) 2 domeny, b) 4 domeny
i c) 8 domen. Test kostki N = 10.

Algorytm faktoryzacji na wielu weztach przedstawia sie nastepujaco:

1.
2.

Kazdy wezel otrzymuje od wezta ,0” macierz K;,

Kazdy wezel wykonuje czesciowa faktoryzacje macierzy K;,
Kazdy wezet wylicza uzupehienie Schura dla prawej strony,
Wezet ,,0” otrzymuje uzupetnienia Schura,

Faktoryzuj macierz dla interfejséw z réwn. (5.10):

SOW,
(h) Potowa wezléw poprawia prawa strone,

(i) Potowa weztéw wylicza rozwiagzanie réwnania interfejséw,
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(j) Wezet 07 zbiera rozwiazanie réwnania interfejsow,
6. Kazdy wezel otrzymuje od wezta ,0” rozwigzanie réwnania interfejsow,
7. Kazdy wezel poprawia prawa strone,

8. Kazdy wezel rozwiazuje réwn. (5.12).

Kﬂ'-.':@

A\ RN\
NN\ — B K, 'BT

B;* \\\x

Rysunek 5.7: Faktoryzacja macierzy dla interfejséw. Kolor czerwony czes¢ macierzy biora-
cych udzial w czesciowej faktoryzacji. Kolorem zottym zaznaczono cze$¢ macierzy, ktora
zostanie zaktualizowana.

Punkt 5 powyzszego algorytmu zostal przedstawiony na rys. 5.7 i widaé, ze fakto-
ryzacja macierzy dla interfejséw polega na wykonaniu tych samych czynnosci, co przy
faktoryzacji catej macierzy. Czesci macierzy dla interfejséw zostaty oznaczone symbolem
prim (').

Czas wykonania faktoryzacji dla powyzszego algorytmu zostal przedstawiony na
rys. 5.8a i oznaczony jako Solwer2. Dla poréwnania zamieszczono réwniez czasy dla sol-
wera WSMP oraz poprzedni algorytm Solwerl. Czesciowa faktoryzacja oraz faktoryzacja
nowej macierzy dla interfejséw w algorytmie Solwer2 zostala wykonana za pomocg sol-
wera HSL MA64. Z rys. 5.8a wynika, ze czas faktoryzacji dla 2 i 4 weztow jest krétszy dla
Solwer2, ale dla 8 weztow czas faktoryzacji jest dhuzszy niz dla WSMP. Dlatego dla 8 we-
ztéw zastosowano inne podejscie, tzw. hierarchiczng faktoryzacje i zostanie ono opisane
w nastepnym podrozdziale.
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8
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%) Q24
g g
8100 . 33 ]
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Rysunek 5.8: Poréwnanie czasu faktoryzacji (a) i przyspieszenia (b) dla WSMP i dwdch
implementacji wtasnych. Test kostki N = 64.

5.3.3 Hierarchiczna faktoryzacja macierzy dla interfejsow

Przedstawiony ponizej sposéb zostal uzyty w pracy [341] dla solwera wielowatkowego,
ale wzory zostaly podane bez wyprowadzenia. W niniejszej pracy zostana one jawnie

wyprowadzone.

Rysunek 5.9: Przenumerowanie uzupetnienia Schura dla 8 domen.

Hierarchiczna faktoryzacja bazuje na spostrzezeniu, ze macierz dla interfejsow S dla 8
domen mozna tak przenumerowaé (patrz rys. 5.9), aby miata ona nastepujaca strukture:

(K;, 0 BY| 0o o0 o0 |Bj]]

0 K, BLl o o o0 B

K, o BY B, B, C,| 0 0 0 |B}
S=|0 K, B/{=| 0o 0 o0 |K, 0 B} B}]|. (5.15)

B, B, Cj 0 0 0| 0 K, BY| B}

0 0 o0 |B) B, Cj Bj

B}, Bj, By |Bj Bj Bj|C; |

Uzupelnienie Schura dla macierzy K oraz K5 wynosi:
! ’ 1—1p/T / 1—1p/T
S; = C, — B, Ky By, — BpKy, By,

- - (5.16)
Slz = C/Q - B,21K,211B/2:€ - B/22Kl221B/2€'
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Z kolei macierz dla interfejsow dla catej macierzy S wynosi:
S'=C, - B, K/ 'B! - B,K, 'BY. (5.17)

Aby wyznaczyé macierze Ki ' oraz K5 ' bedzie wykorzystany nastepujacy wzor na od-
wrotnos$¢ macierzy blokowej:

[A B] - [A‘l +A'BST'CA™! —A—lBs*]

C D _S'CA™! ! (5.18)

gdzie S = D — CA™'B. Dla macierzy diagonalnej:

[‘3‘ B] o [Aol Do—ll' (5.19)

Po zastosowaniu réwn. (5.18) do macierzy K
-1
< o] [
B, By &

- -1 -1 -1 -1
R I A I | TR L R L 1P
— 12

0 K] [Bf B';

S/—l

s ey [0

0 K

B Kl—l 0 K/—l 0 B/T 3 K/—l 0 K/—l 0 B/T 3
[ 11 ]—F[ 11 11 Sll 1{]3/11 BllQ} 11 _ 11 11 S/11

_ (Lo KR [0 Ky'[Bj 0 Kjp' 0 Kip'| B
_S/—l {B/ B’ } K/ﬁl 0 S/—l
1 11 12 0 K/151 1
r _Klfl O 1 _Klle/T_ B B B Klle/T 3
_ 61 K/151 + KngE S ! {Banlnl B/12K/121] - KngE S’ !
| S By K BLK] s
r _Klfl O 1 _KllelT_ B 3 B B Klle/Tslfl
_ 61 K/lgl + K/i—;lBl]ljli |:S/1 1Blll:[</111 Sll 1B/12K/121:| - Ki_;lBijiSi_l
| [STBLKL STBLKG s
15,8 [OBgs Bk Kimgsrmics ] (ingsr
- /1— !/ /1— — — — — — —
=\l 0 K, | _K12 B1,ST B Ky Ky B,ST BRKY, K, B15S;
~[STBLKG SBLKY s
(i KD B K s
= K, B1,S7 B Ky Ki; + KBS BpKy, K, B15S;
_ ~[STBLKE STBLKG s
Ko +KGBSTUBLKG KBS BLKL KBy ST

KBS 'BuKy' Ky + KBS 'BRpKy,' Ky, B,
_Sl B11K11 _Sl B12K12 Sl
(5.20)
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Przemnazajac ostatnia macierz z réwn. (5.20) obustronnie, tak jak podano ponizej

BIT
!/ / / ?%
B; Bj B33M -] By | (5.21)
B/T
33
otrzymamy

o [RGB B KBTS B K
{Biﬂ By, B33} Ky, B,1_2181/B1,1_Il<11 Ky, +K1/2_1B1/2S1/_]1312K12 -Ki, §11281 B%
—S; B, Ky, =Sy BpKYy, S Bj;

I—1p/T I-1p/ITQ/-11/ I—1p/T I—-1p/TQ/-11p/ 1—1p/T I-1p/ITQ/—-1n/T
KlllBS% + Ifll Bll?l PllKlllB?’% + KlllBl%Sl 1B12K121B372 + _KlllBl%Sl 1B37i§
o / ! / ’— / /— / I— / I— / /— / I— ! /— / /— / I— /
- {B31 B32 BSB} K12 BIQSI B11K11 B311 + K12 1B322F+ K121B12sl 1B1%FK12 Biﬂ2 _’;_Km B12SI B33
’— / ’— / /— / I— / ’— /
_Sl BllKll B31 - Sl B12K12 B32 + Sl B33
o / 1—1p/T / I-1p/ITQ/-11/ I—1p/T / I-1p/ITQ/-11/ I—1p/T
- B31K11 B31 +B31K11 Bllsl BllKll B31 +B31K11 Bllsl B12K12 B32
/ I-1p/ITQ/-1n!/T / I-1p/ITQ/-11/ I—-1p/T / 1—1p/T
- B31K11 Bllsl B33 +B32K12 BIQSl B11K11 B31 +B32K12 B32
! I—1p/T Q-1 I—1p/T / I-1p/TQ/-1p!/T
+B32K12 BlQSl B12K12 B32 - B32K12 B12sl B33
/ -1/ I—1p/T / -1/ I—1p/T / I-1/T
- B33sl BllKll B31 - B33sl B12K12 B32 + B33SI B33'
(5.22)

Teraz mozna przegrupowac ostatnie rownanie i wytaczy¢ przed nawias wspoélne czynniki:

B, K1, "By + B}, K/, B,
+ Bi;ST ! (—B}, K}, ' By, — By, K5 By, + BY)
+ B}, K 'BY ST (B K, ' By + B}, K, By, — Bi;)
+ B, K, 'BY,ST (B K, ' By + B, K, By, — BY;)
1T 1T
= BglKllllBél + B§2K/121B§2
B/ S/—l B/T B/ K/—lB/T B/ K/—lB/T
+ 3357 (Bgz — B, K By — B1,K ), Byy)
ApTa/—1 /T 1T 1T
- B, Ki, By ST (By; — B, Ky By, — B,Ki, BY)
ApTa~1 /T —1p/T 1T
- B}, K1, B,S,(By; — B, K By, — B, K, By).
Nastepnie mozna zauwazy¢, ze w kazdym nawiasie jest ten sam czynnik, ktéry zostat
0ZNaczony pPoprzez Sg,1 i znéw mozna wylaczy¢ wspélny czynnik przed nawias:
B}, K| 'BY + Bi, K/, 'BY,
+ By, ST 'Sy, — By K B ST'Sy, — ByL,K, ' BiLSTIS,
= B}, K}, 'By + By, K, 'BY, + (B — By, K 'BY) — By, K, 'BY,)S|'SE,
- Bé1K/1711B§T1 + B§2K/151B§3T2 + SquS,flsjBT'l-

(5.23)

(5.24)

Gdy analogiczne rozumowanie zostanie powtérzone dla macierzy K5 ', to réwn. (5.17)
na macierz dla interfejséw dla macierzy K’ mozna przeksztalci¢ do postaci:

S'=C; - B/K['BY - B}K; 'BY
= Cé - BélK/ﬁlB/s.Tl - B’32K'151Bg€ - /13'18/1718/37:1 (5.25)

! 1—1p/T ! I—1p/T / 1-1Q/T
- B41K21 B41 - B42K22 B42 - B’QSQ SB’2'
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Rysunki 5.10a oraz 5.10b przedstawiaja odpowiednie czesci réwn. (5.25), aby zobra-
zowac, ktore czesci macierzy dla interfejséw odpowiadaja poszczegdlnym wyrazeniom z
réwn. (5.25).

N

N

N
N\

By K1 By, Spn ST SE Bi K Biy B, K7 B}
(a) (b)
Rysunek 5.10: Wizualizacja macierzy dla interfejsow oraz cze$ci uzupetnienia Schura i
ich odpowiednikéw: (a) z réwn. (5.25); (b) z réwn. (5.23) i (5.24).
Aby otrzymac rozwigzanie zostanie wykonane nastepujace rozumowanie. Trzeba roz-
wigza¢ rownanie:
[, b'=[by by by, (5.26)

Sx=b, gdziee x=[x; Xo X3

a S zdefiniowane jest w réwn. (5.15). Macierz interfejséw dla macierzy S zostata wy-
znaczona i wynosi S’ wg réwn. (5.17). Aby otrzymaé¢ réwnanie dla interfejséw dla
réwn. (5.26), trzeba wyznaczy¢ prawa strone réwnania dla interfejséw, ktéra ma postaé:

b, — B;K/'b) — B{K/ 'b). (5.27)

Dla tego wzoru trzeba wyznaczyé K 'b] = z; i w tym celu nalezy rozwigza¢ réwnanie:

K}z, = b, (5.28)
gdzie
K;;, 0 B Z11 b’
K/ =|0 K, B}, 7, = |Z12]|, b} = |bly| . (5.29)
B}, B, C} 713 bl

Dla macierzy K’ wyznaczono S| w réwn. (5.17). Aby wyznaczy¢ prawe strony réwnania
interfejséw dla macierzy K/ nalezy rozwiaza¢ réwnanie:

Siz13 = by — B/11K/1_11b/11 - B/12K/151b/11- (5.30)
Nastepnie trzeba rozwigza¢ rownania:
K),z11 = b}, — Bllz;3,  Klyz1o = b}, — Bz (5.31)

Stad z11,2z12,213, co daje z;. Analogicznie mozna wyznaczy¢ zs, a majac z; oraz z
mozna wyznaczy¢ prawa strone dla réwnania interfejsow z réwn. (5.27). Nalezy pamietacd,
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ze macierze w réwn. (5.30) oraz w réwn. (5.31) zostaly sfaktoryzowane na wczesniejszym
etapie i teraz wystarczy wykonywaé podstawienie wstecz/wprzod. Mozna przystapié¢ do
rozwigzania réwnania dla interfejséw:

S/X3 = b3 — Bng — BQZQ. (532)
Majac x3 mozna rozwigzaé rownanie:
K/1X1 = b1 - BéTX?) = Cy, (533)

gdzie: ¢; = [c11 c1p ci3]f, x1 = [x11 X2 xi3]7. Ponownie uzupeienie Schura
dla macierzy K/ otrzyma sie z réwn. (5.17) i jest réwne S}. Nastepnie nalezy wyznaczy¢
prawg strone oraz rozwigza¢ rownanie dla interfejséw:

/ !/ —1 !/ —1
Zmajac x13 mozna wyznaczy¢ Xi; oraz Xis z rownan:
K’ _ B/T K’ — B’T 5.35
11X11 = Cu1 — by1Xq3, 12X12 = C12 — Dy5Xy3. (5. )

Znajac Xi1, X1 oraz X3 wyznacza sie Xi. Analogicznie mozna wyznaczy¢ Xs. Stad
bedzie znane x;, Xy oraz X3, czyli x dla réwn. (5.26).

5.3.4 Hierarchiczna faktoryzacja uzupelnienia Schura na wielu weztach

W poprzednim podrozdziale wyprowadzono odpowiednie wzory, ktére moga postuzyé
do faktoryzacji uzupetnienia Schura. W tym podrozdziale zostanie oméwiony podziat
odpowiednich zadan na wezty, tak aby zréwnowazy¢ prace kazdego z nich.

Na podstawie réwn. (5.25) widaé, ze trzeba wykonaé cztery czesciowe faktoryzacje
zwigzane z cztonami BY, K7 'BY, . oraz dwie czeéciowe faktoryzacje zwigzane z czlo-
nami S'5,8,7'S%,.. Ale zeby méc wykonaé czeéciows faktoryzacje cztonu S, S/ 'S,
z réwn. (5.16) oraz réwn. (5.24) nalezy wykonaé jeszcze cztery czeSciowe faktoryzacje
cztonéw Bi K 'B]} oraz cztery wyznaczenia cztonéw Bj, K 'Bl;. Ostatnie cztery
cztony beda wyznaczone w tradycyjny sposéb tzn. metoda M1 (patrz rozdz. 5.2.2), a
nie za pomocy czesciowej faktoryzacji. Trzeba tak uczyni¢, ze wzgledu na fakt, ze czton
B/

I—1Q/T - . .
51 KK; Bjj nie tworzy macierzy symetrycznej.

Powstaja, wiec cztery rodzaje zadan:

s e . 7 !/ —1 "
1. czesciowa faktoryzacja cztonéw By, Kii "By

s . . z !/ —1 T
2. czeSciowa faktoryzacja czlonow B K, B,

. . 2 / I-1p/T
3. wyliczenie cztonow B, K, By,

s . . 2 / 1—1Q/T
4. czeSciowa faktoryzacja cztonéw Sy, S;” Sp,.
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Kroki 1 oraz 3 sg potrzebne do wykonania kroku 4, ale maja podobny koszt oblicze-
niowy, wiec zostana wykonane jako pierwsze na osmiu weztach. Kroki 3 oraz 4 réwniez
moga by¢ wykonane niezaleznie, dodatkowo krok 4 jest drozszy obliczeniowo, wiec koszt
kroku 3 moze by¢ ukryty w trakcie wykonywania kroku 4, co zostanie zrobione na 6
weztach. Na koncu jeden wezet bedzie mogt wykonaé faktoryzacje macierzy dla interfej-
séw S’ dla macierzy interfejsowej S. Rysunek 5.11 przedstawia schematycznie powyzszy
algorytm.

Na rys. 5.12a pokazano czas wykonania faktoryzacji w zaleznosci od liczby weztéw.
Czas dla wlasnego solwera oznaczonego jako Solwer3 jest krotszy niz czas WSMP. Rysu-
nek 5.12b przedstawia skalowalno$¢ i mozna zauwazy¢, ze Solwer3 wykazuje troche lepsza
skalowalno$é¢ niz WSMP, wynosi ona ok. 2.69 razy dla 8 weztéw.

Tabela 5.9 pokazuje wykorzystanie pamieci przez oba solwery oraz réznice procen-
towa miedzy zapotrzebowaniem na pamie¢ solwera WSMP a Solwera3. Wida¢, ze Solwer3
potrzebuje mniej pamieci niz WSMP; dla 8 weztéw o 14% mniej.

, 8 ,
16&\ WSMP —@— ] ,

Solwer3 =©= Idealne /
140 L wsMP —@-
Solwer3 == /

Czas [s]
3 8
Przyspieszenie
£ o

o

w

1 2 4 8 1 2 4 8
Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych

(a) (b)

Rysunek 5.12: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) etapu faktoryzacji. Test kostki
N = 64.

Tabela 5.9: Maksymalne uzycie pamieci na jednym wezle podczas faktoryzacji. Test
kostki N = 64.

Liczba  Wykorzystanie pamieci|GB]

weztéw  WSMP Solwer3 Réznica [%)]
1 20.47 15.45 32.5

2 16.61 10.55 57.4

4 9.65 6.23 54.9

8 5.72 5.03 13.7
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5.3.5 Solwer hierarchiczny z mieszana precyzja na wielu wezlach

W poprzednim podrozdziale pokazano, ze pomimo zastosowania roznych technik, fak-
toryzacja macierzy dla interfejsow nadal jest bariera dla skalowalych obliczen na wielu
weztach. Problem ten dostrzezono takze w innych pracach np. w [117], gdzie prébowano
go oming¢ poprzez stosowanie metody iteracyjnej do rozwigzania uktadu dla interfejséw.
Ze wzgledu na fakt, ze w metodach iteracyjnych wykonuje sie tylko mnozenia macierzy
przez wektor, nie trzeba tworzy¢ jawnie catej macierzy interfejsowej. Mozna wiec wykonaé
mnozenie wektora przez lokalne uzupekienia Schura, dla kazdej subdomeny z osobna, a
na koncu zsumowaé¢ wyniki. Takie podejscie opisano takze w rozdz. 5.4 niniejszej pracy.

W rozdz. 4.4.2 pokazano, ze uzycie mieszanej precyzji i iteracyjnego poprawiania
przyspiesza dziatania solwera na jednym wezle i zachowuje odpowiednia doktadnosé. W
pracach [32] oraz [28] mieszana precyzje stosowano do przyspieszania obliczen dla de-
kompozycji obszaru, jednak zastosowano tam metode iteracyjna, gdzie preconditioner
byt w podwdjnej precyzji a pozostate kroki iteracji w pojedynczej precyzji. W niniejsze;j
pracy stosuje sie mieszang precyzje inaczej; po zbudowaniu macierzy dla interfejséw w
podwdjnej precyzji, zostaje ona sfaktoryzowana w pojedynczej precyzji i aby uzyskac od-
powiednig doktadnos¢ wykonane zostanie iteracyjne poprawianie w podwdjnej precyzji.

Dodatkowa motywacja do zastosowania iteracyjnego poprawiania dla uktadu réwnan
dla interfejséw, jest fakt, ze uzupekienie Schura ma mniejszy wskaznik uwarunkowania
niz cata macierz [9], a iteracyjne poprawianie dobrze dziata dla macierzy, ktérych wskaz-
nik uwarunkowania nie jest zbyt duzy, patrz [77]. Cale podejscie przedstawia nastepujacy
algorytm (oznaczony jako SolwerMIX):

1. Kazdy wezet otrzymuje od wezta ,,0” macierz K;,
Kazdy wezel czesciowo faktoryzuje macierz K;,
Kazdy wezet wylicza uzupetnienie Schura dla prawej strony,

Wezet ,0” otrzymuje uzupelnienia Schura od wszystkich weztow,

SANEE

Wezet 0" rozwiazuje uklad réwnan dla interfejséw z réwn. (5.10):

(a) faktoryzacja jest wykonana w pojedynczej precyzji z wykorzystaniem Solwera3,

(b) rozwiazanie jest w podwdjnej precyzji z wykorzystaniem iteracyjnego popra-
wiania, patrz rozdz. 4.4.2 |

6. Kazdy wezel otrzymuje od wezta ,,0” rozwigzanie uktadu rownan dla interfejsow,
7. Kazdy wezet poprawia prawa strone réwn. (5.12),
8. Kazdy wezel rozwiazuje réwn. (5.12).

W kroku 5 wykorzystano Solwer3, ktory stosuje hierarchiczng faktoryzacje opisang w
rozdz. 5.3.3.

Poréwnano wtasny solwer na klaster oznaczony jako SolwerMIX z rozproszonym solwe-
rem WSMP wykorzystujac dwa testy: test kostki (patrz rozdz. 3.4.1) oraz test dla powtoki
(patrz rozdz. 3.4.2).
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Test kostki Na rys. 5.13a pokazano czas wykonania faktoryzacji w zaleznosci od liczby
weztdéw. Czas dla SolweraMIX jest krétszy o ok. 46% niz czas WSMP dla 8 weztéw. Rysu-
nek 5.13b przedstawia przyspieszenie i mozna zauwazy¢, ze SolwerMIX wykazuje lepsza
skalowalnos¢ niz WSMP, przyspieszenie wynosi ok. 3.63 razy dla 8 weztéw; oba odbiegaja
od idealnego przyspieszenia.

180 8

161 WSMP -e- i 7
SolwerMIX ==9¢= Idealne

- \:e\ o] sovemix o 7

Czas [s]
s 3
Przyspieszenie

Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych
(a) (b)

Rysunek 5.13: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) fazy faktoryzacji. Test kostki
N = 64.

Tabela 5.10 pokazuje wykorzystanie pamieci przez oba solwery oraz réznice wzgledna
zapotrzebowania na pamie¢ WSMP i SolwerMIX. Wida¢, ze SolwerMIX potrzebuje mniej
pamieci niz WSMP; dla 8 weztéw o ok. 39% mniej.

Tabela 5.10: Maksymalne uzycie pamieci na jednym wezle podczas faktoryzacji. Test
kostki dla N = 64.

Liczba  Wykorzystanie pamieci[GB] Réznica
weztéow  WSMP SolwerMIX wzgledna [%)]

1 20.47 15.45 32.5
2 16.61 10.05 65.3
4 9.65 5.64 71.1
8 D.72 4.13 38.5

Test dla powloki N = 212. W tym przypadku obliczono test z rodz. 3.4.2 dla siatki
N x N x 10, gdzie N = 212, co daje ok. 1.5 miliona niewiadomych. Na rys. 5.14a poka-
zano czas wykonania faktoryzacji w zaleznosci od liczby weztow. Czas dla SolwerMIX jest
krotszy ok. 2 razy niz czas WSMP dla 8 weztow. Rysunek 5.14b przedstawia skalowal-
no$¢ i mozna zauwazy¢, ze SolwerMIX wykazuje lepsza skalowalno$¢ niz WSMP; uzyskano
przyspieszenie ok. 3.42 razy dla 8 weztéw.

Tabela 5.11 pokazuje wykorzystanie pamigci przez oba solwery oraz réznice wzgledna
zapotrzebowania na pamie¢ WSMP i SolwerMIX. Wida¢, ze SolwerMIX potrzebuje mniej
pamieci niz WSMP; dla 8 weztéw o ok. 38% mniej.
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Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych

(a) (b)
Rysunek 5.14: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) fazy faktoryzacji. Test powloki
N = 212.

Tabela 5.11: Maksymalne uzycie pamieci na jednym wezle podczas faktoryzacji. Test
powtloki N = 212.

Liczba weztéw  Wykorzystanie pamieci[GB] Réznica
WSMP SolwerMIX wzgledna [%]

1 22.42 18.35 22.2
2 14.38 11.86 21.2
4 8.84 6.69 32.1
8 5.92 4.28 38.3

5.4 Iteracyjne rozwigzywanie ukladéw réwnan na wielu we-
ztach

Gléwnym problemem przy rozwigzywaniu uktadéw réwnan na wielu weztach obliczenio-
wych, jest dtugi czas wykonywania faktoryzacji macierzy interfejsowej. Dlatego powstaty
metody mieszane, ktore faktoryzujg macierze subdomenowe za pomoca solwera bezpo-
sredniego, a uktad rownan dla interfejséw rozwiazujg za pomoca metody iteracyjne;j.

W tym rozdziale zostanie przedstawiona metoda FETI (ang. Finite Element Tearing
and Interconnecting), ktorej rozszerzenie FETI-DP (ang. Dual Primal) jest wlasciwa
metoda dla konstrukeji powtokowych, ktore sg w kregu zainteresowan autora niniejszej
rozprawy. Po przedstawieniu gtéwnej idei metody FETI, zostang przedstawione wnioski,
ktore autor pracy zebral w czasie implementacji tej metody.

5.4.1 Wprowadzenie do FETI

Metoda FETT jest bardzo podobna do metody z wykorzystaniem uzupekiena Schura, ale
zamiast wyrugowania zmiennych dla subdomen, aby uzyskaé¢ macierz interfejsowa, stosu-
je sie mnozniki Lagrange’a aby powiaza¢ zmienne interfejsowe. Po raz pierwszy metoda
zostala zaprezentowana w artykule [106]. Gléwna idea metody FETI zostata pokazana na
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rys. 5.15. Nie beda teraz rozpatrywane tzw. ,pltywajace” subdomeny, zostang one opi-
sane w dalszej czesci tego rozdziatu. Przyjeto wiec zatozenie, ze dla kazdej subdomeny
1 stworzona dla niej macierz sztywnosci K; jest odwracalna. Przez u; beda rozumiane
zmienne dla catej i-tej subdomeny, wlaczajac w to zmienne interfejsowe. Niech macierz

A
[ L] [ e

0,

1

v *>’

A

Rysunek 5.15: Schematyczne przedstawienie metody FETI, interfejsy potaczone za po-
moca mnoznikéw Lagrange’a.

B, bedzie macierza boolowska, ktéra wyznacza, jakie zmienne z wektora u; sa zmiennymi
interfejsowymi z odpowiednim znakiem:

Bi|u; = u’, (5.36)

gdzie przez u! oznaczono zmienne interfejsowe. Dzicki temu mozna zapisa¢ warunek

ciggtodci na interfejsach w nastepujacy sposob:
> Biu; =0, (5.37)
i=1

a uktad réwnan dla subdomen nast¢pujaco:
Ku; = f; + BI ), (5.38)

gdzie A to mnozniki Lagrange’a, ktore wymuszaja warunek ciggtosci przemieszczen na
interfejsach. Jesli wyrugowane zostang zmienne u; z réwn. (5.38) i zostana wstawione do
réwn. (5.37) to uzyska sie:

(=Y BK'B))A=) B/K;'f, (5.39)

i=1 i=1

F g

Pod pewnymi warunkami (patrz [10]), mozna wykazaé, ze macierz F jest suma odwrot-
nosci uzupetien Schura dla subdomen. Warto zaznaczy¢, ze macierz B; jest operatorem



5 ROZPROSZONE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 121

boolowskim, a to oznacza, ze wynik jej zastosowania do macierzy lub wektora, powi-
nien by¢ interpretowany jako proces selekcji, a nie mnozenia macierzy przez macierz lub
macierzy przez wektor.

W oryginalej metodzie FETI, réwn. (5.39) jest rozwiazane za pomoca metody ite-
racyjnej, a doktadniej metody PCG (ang. Preconditioned Conjugate Gradient). Wyko-
rzystujac metode iteracyjna, nie trzeba jawnie tworzy¢ macierzy F, poniewaz potrzebny
jest tylko wynik mnozenia macierzy F przez wektor. Takie mnozenie moze by¢ wykonane
rownolegle na kazdej subdomenie z osobna a wynik moze by¢ uzyty w nastepnej iteracji.

W metodach iteracyjnych czesto stosuje sie tzw. preconditioner, czyli macierz przez
ktorag mnozona jest macierz wejSciowa i dobrang tak, aby uzyskaé¢ macierz o mniejszym
wskazniku uwarunkowania, co prowadzi do mniejszej liczby iteracji w procesie itera-
cyjnego rozwiazywania uktadu. W przypadku metody FETI zazwyczaj stosuje sie dwa
preconditionery:

1. preconditioner Dirichlet’a (ang. Dirichlet preconditioner), tzn. wykorzystuje sie
uzupetnienie Schura S; subdomeny, tak jak zostalo opisane w rozdz. 5.2.2. W pra-
cy [48] pokazano, ze taki preconditioner jest optymalny.

2. obciety preconditioner (ang. lumped preconditioner), gdy wykorzystuje sie macierz
C;. Najwicksza jego zaleta jest niski koszt obliczeniowy, poniewaz macierz ta jest
juz stworzona na kazdej subdomenie. Warto zauwazy¢, ze obciety preconditioner
to zredukowany preconditioner Dirichlet’a, gdyz wykorzystuje on tylko pierwszy
czton S; z réwn. (5.7).

FETI ,,ptywajace” subdomeny. Przyktadowy podzial domeny, w ktérym wystapity
,plywajace” subdomeny (ang. floating subdomains) zostal pokazany na rys. 5.16, gdzie
Qs to ,plywajaca” subdomena. Subdomena ta jest ,ptywajaca”, poniewaz nie zostaly
ustalone zadne warunki brzegowe ani sity dzialajace na nig. Macierz K, ktora zostata
zbudowana dla k-tej ,ptywajacej” subdomeny jest osobliwa. Mozna skonstruowaé¢ ma-
cierz Ry, ktérej kolumny to baza jadra dla macierzy Kj (6 kolumn dla probleméw 3D
i 3 dla probleméw 2D). Dla macierzy K zdefiniuje si¢ macierz K, tzw. macierz pseu-
doodwrotna, tzn. taka, ktéra spetnia warunek K, K;{K; = K. Teraz mozna obliczy¢
rozwigzanie dla uy = Ki (f; + B A) + Ry Ostatnie réwnanie ma rozwigzanie wtedy i
tylko wtedy gdy fi + B;‘f)\ nie ma elementéw z jadra Ky, tzn.:

R (f, + BIA) =0 (5.40)

Fizycznie Ry, reprezentuje ruchy sztywne ciata €2, a A okreéla ich liniowg kombinacje.
Teraz mozna potaczyé¢ réwn. (5.39) oraz réwn. (5.40), z ktérych wynika:

F —BkR,k A o g

gdzie F i g sa zdefiniowane w ten sam sposéb jak w réwn. (5.39), ale dla ,plywajacej”
subdomeny k uzywa si¢ macierzy pseudoodwrotnej K .
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Rysunek 5.16: Subdomena €2, jest subdomeng ,,ptywajaca”

Jednak gdy zostanie uzyta metoda iteracyjna dla probleméw MES, szczegdlnie pty-
towych i powtokowych, to wskaznik uwarunkowania macierzy interfejsowej rosnie bardzo
szybko wraz z liczba elementéw w subdomenie [17]. Aby temu zapobiec w pracy [15] za-
proponowano metode dwupoziomowa FETI 2 (ang. two-level FETI method), ktéra jest
opisana w nastepnym podrozdziale. Wada metody FETI 2 jest poziom jej skomplikowa-
nia, dlatego powstata metoda FETI-DP (ang. FETI Dual-Primal method), w ktérej opis
matematyczny jest prostszy i eliminuje wady metody FETI. FETI-DP zostata opisana
w kolejnym podrozdziale.

5.4.2 Wprowadzenie do FETI-DP

FETI 2. FETI 2 zostala zaprezentowana w pracy [18] jako rozwiazanie probleméw z
uzyciem metody FETI dla zadan ptytowych i powlokowych. Gtéwny pomyst jest naste-
pujacy: w procesie iteracyjnym (gdy rozwiazywany jest uktad réwnan dla interfejséw) po
kazdej iteracji nie ma cigglosci na interfejsach, dlatego trzeba wybraé¢ kilka miejsc gdzie
bedzie wymagana cigglo$é réwniez po kazdej iteracji. Mnozniki Lagrange’a A zostaja
podzielone na dwa zbiory: pierwszy, w ktorym ciaglo$¢ jest zachowana po kazdej itera-
cji A%, tzw. naroza; drugi, gdzie ciagloéé zostaje osiggnieta dopiero po catym procesie
iteracyjnym X\°.

i=1
gdzie CT wybiera sie tak, ze:
C'A=)\°. (5.43)

Na rysunku 5.17 przedstawiono intuicyjnie metode FETT 2. Metoda jest nazywana dwu-
poziomowa (ang. two-level method), poniewaz warunki ciagloéci po kazdej iteracji sa
wymuszane w ten sam sposob, jak warunki ciggtosci dla catego problemu. Naroza sg
wybierane jako punkty wspolne dla co najmniej trzech subdomen sie stykaja, albo gdzie
koncentruja sie sity zewnetrzne.
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Rysunek 5.17: Intuicja metody FETI 2, interfejsy poltaczone za pomocg mnoznikow La-
grange’a, ale w narozach ciggtosc jest wymuszana po kazdej iteracji.

Opis metody FETI 2 w pracy [!8] sugeruje, ze dla probleméw powtokowych, cia-
gtos¢ pola przemieszczen normalnych do powierzchni powtoki powinno by¢ wymuszone
w narozach poprzez iteracje algorytmu PCG. Jeden ze sposobow implementacji tego wy-
magania i ominiecia trudnosci z definiowaniem normalnych do niegtadkiej powierzchni
powtoki wymaga wymuszania cigglodci wszystkich trzech komponentow przemieszczen na
narozach subdomeny. Te podejscie automatycznie prowadzi do wymuszania takze ciggto-
Sci normalnych pola przemieszczen w narozach, z minimalnym zmianami implementacji
metody FETT 2. Taka zmodyfikowana metoda FETI 2 dla probleméw powlokowych jest
nazywana metoda FETI 2-ACD, gdzie ACD (ang. ,,all components of the displacement”)
oznacza wszystkie komponenty pola przemieszcezen w narozach. W pracy [18] bazujac na
intensywnych eksperymentach numerycznych pokazano, ze metoda FETI 2-ACD wraz z
preconditionerem Dirichlet’a jest optymalna dla probleméw powtokowych.

Nie opisywano tutaj metody FETI 2 bardziej szczegdtowo, poniewaz stanowi ona
etap posredni do stworzenia metody FETI-DP, ktéra jest ulepszong wersja FETI 2 a jej
matematyczny opis jest prostszy.

FETI-DP. Gléwna idea metody FETI-DP (ang. FETI Dual-Primal) wywodzi si¢ z
metody FETI 2, ale zamiast wymuszania cigglosci na narozach za pomoca procesu ite-
racyjnego, naroza beda traktowane tak jak zmienne interfejsowe w metodzie z uzupet-
nieniem Schura, ktére nazywa sie zmiennymi podstawowymi (ang. primal). Z kolei na
pozostatej czesci interfejsu zostang zastosowane mnozniki Lagrange’a, jak w oryginal-
nej metodzie FETI; te zmienne beda nazwane dualnymi (ang. dual). Uzycie zmiennych
podstawowych i dualnych ttumaczy nazwe metody.

Na rysunku 5.18 przedstawiono idee metody FETI-DP. Metoda zostata opisana po
raz pierwszy w pracy [19]. Do jej wyprowadzenia dla kazdej subdomeny nalezy zbudowaé
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Rysunek 5.18: Idea metody FETI-DP, interfejsy potaczone za pomoca mnoznikéw La-
grange’a, ale naroza sa traktowane jak interfejsy w metodzie z uzupetieniem Schura.

nastepujacy uktad réwnan:

K, LT [w] [t+B/A
v el [ o
gdzie ograniczenia sa nastepujace:
i=1
a B; jest zdefiniowana jak w rozdz. 5.4.1, tj.:
Bilu; = u’, (5.46)

ale u! sa zmiennymi interfejsowymi bez zmiennych dla narozy. Teraz mozna z réwn. (5.44)
wyciagnaé¢ zmienne u;, ktére nalezy wstawi¢ do réwn. (5.45):

S BK;'(f + B/A —L/u“) =0, (5.47)
=1
Y BK;'fi+> BK;'B/A-> BK;'L/u“ =0, (5.48)
i=1 =1 =1
Y -BK;'B/ A+> BK;'L'u“ =Y BK;'f;. (5.49)
=1 =1 =1
F G. g

Jedli zmienne wewnetrzne zostana wyrugowane dla subdomeny z réwn. (5.44), otrzyma

sie:
LK 'B'A + (C; - LiK;'LHu® = £ — LK 'f;. (5.50)
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Sumujac dla wszystkich subdomen:

STLK;'Bf A+ (C; - LK;'LNu® =Y - LK; 'f;. (5.51)

i=1 i=1 i=1

G’ C f

Po polaczeniu réwn. (5.49) z réwn. (5.51) jest:

[CET ?5] m B [ﬂ | (5.52)

Roéwnanie (5.52) opisuje problem dualno-podstawowy, poniewaz taczy zmienne dualne
mnoznikéw Lagrange’a A ze zmiennym podstawowymi dla przemieszczen u®. Po wyeli-
minowaniu zmiennych u® mozna przeksztatcié¢ réwn. (5.52) do nastepujacego symetrycz-
nego i dodatniego problemu dualnego dla interfejséw:

(F+G.C'GHAx=g-G.C'f. (5.53)

Réwnanie (5.53) jest bardzo podobne do réwnania dla interfejséw z oryginalnej metody
FETI (patrz 5.4.1). W pracy [19] réwnanie (5.53) jest rozwiazywane za pomocg metody
PCG (ang. Preconditioned Conjugate Gradient). W kazdej iteracji k metody PCG , trze-
ba obliczy¢ reziduum, poprzez mnozenia macierzy przez wektor tzn. (F 4+ G.C 'GI)AF,
co mozna wykona¢ w dwoch krokach:

S1 : 6% = FAF = — 3" B;K;'BTAF,
=1

S2 : 6% = 6% + G.C'GI A",

Krok S1 jest podobny do gtéwnego kroku w metodzie FETI (patrz rozdz. 5.4.1). Krok
ten jest rowniez tatwy do zréwnoleglenia, poniewaz zawiera tylko obliczenia lokalne dla
subdomeny - tzn. lokalne rozwiazania i wymaga komunikacji tylko miedzy sasiednimi
subdomenami.

Z kolei krok S2 mozna podzieli¢ na nastepujace trzy podkroki:

(2

S2-1 : yk = GTAF = 3 LK 'BTAF,
=1
S2-2 : Rozwigz CxF = y*,

S2-3 1 zF =G xF = i BiK,;lLiTxk.
i=1

Kroki S2-1 oraz S2-3 zawieraja tylko obliczenia lokalne, ktére mozna tatwo sparaleli-
zowac. Krok 52-2 moze by¢ rozumiany jako rozwigzanie problemu pomocniczego, ktorego
rozmiar jest réwny liczbie narozy pomnozonej przez liczbe stopni swobody na naroze.
Ten pomocniczy problem jest nazywany problemem zgrubnym (ang. coarse problem)
FETI-DP.



5 ROZPROSZONE ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH 126

Z réwnania (5.51), widaé réwniez, ze macierz problemu zgrubnego C jest macierza
rzadka i moze by¢ stworzona w sposob rownolegty. Wazna obserwacja jest takze fakt, ze w
przeciwienstwie do metody FETT lub FETTI 2, kazdy problem subdomenowy w metodzie
FETI-DP jest zawsze nieosobliwy, tzn. ze nie wystepuja ,,plywajace” subdomeny, wiec
nie trzeba ich traktowaé¢ w specjalny sposob. Dlatego ten sam solwer FETI-DP moze by¢
uzyty zaréowno do rozwigzania probleméw statycznych jak i dynamicznych.

W metodzie FETI-DP stosuje sie identyczne preconditionery jak w metodzie FETI
(patrz rozdz. 5.4.1).

5.4.3 Implementacja FETI-DP

Metoda bezposrednia dla problemu interfejsowego. W tym podejéciu wszystkie
macierze potrzebne w metodzie FETI-DP zostana wyznaczone jawnie tzn. macierze po
prawej stronie réwn. (5.53) sa zsumowane, a p6zniej rown. (5.53) jest rozwiazane metoda
bezposrednia. Zostalo to wykonane, aby poréwna¢ FETI-DP z metoda bezposrednia
opracowana w rozdz. 5.3 oznaczona jako Solwer3 oraz z metoda z mieszang precyzja
opracowana w rozdz. 5.3.5 oznaczona jako SolwerMIX.

W takim podejsciu trzeba wykonaé¢ nastepujace kroki:

1. Utworzenie macierzy:

a K B; z rown. (5.49),

B,K;'B} z 16 4

(b) L;K;'L! z réwn. (5.49),

C K TLE z réwn. (5.50).
B,K; 'L} z ré

2. Utworzenie macierzy dla problemu z réwn. (5.53):

(a) G.C'GI,
(b) F.

3. Faktoryzacja macierzy F + G.C™'GI (do rozwiazania réwn. (5.53)).

Po wykonaniu powyzszych krokéw, mozna rozwigzaé¢ caty problem wykonujac tylko pod-
stawienia wstecz i w przéd (ang. back-/forward substitutions).

Krok 1la jest obliczony za pomocg czesSciowej faktoryzacji opisanej w rozdz. 5.2.3.
W trakcie czesciowej faktoryzacji, zostanie rowniez wykonana faktoryzacja macierzy K;,
dzigki czemu mozna obliczyé czeéci K 'L! dla krokéw 1b oraz 1c. Poniewaz liczba naro-
zy jest bardzo mata w stosunku do rozmiaru subdomen, koszt tych obliczen jest rowniez
bardzo maty. Nastepnie krok 1b jest obliczony za pomocg procedury mnozenia macierzy
rzadkiej z biblioteki MKL z macierza L;. Dzieki temu, ze macierz B; jest macierza bo-
olowska, krok 1c sprowadza si¢ do wyciagniecia odpowiednich wierszy z macierzy K; 'L .
Krok 2a jest wykonany z wykorzystaniem procedury do mnozenia macierzy z biblioteki
MKL. Krok 2b to suma z poprzednich krokéw. Faktoryzacja w kroku 3 jest wykonana
tak, jak faktoryzacja macierzy interfejsowej w rozdz. 5.3.

Na rysunku 5.19 przedstawiono poréwnanie Solwera3 oraz SolweraMIX (patrz
rozdz. 5.3.4 i rozdz. 5.3.5) z metoda bezposrednia FETI-DP. Widaé, ze oba solwery
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' ; - 8
160& Solwer3 === 7
140 SolwerMIX === sIdclaalng ;
FETI-DP e 6  Solwer
120 \\\ 2 SolwerMIX =p¢=
100 \l\ S 5[ FETIOP ==
‘% 80 S \\ 2 4
O 60 2 s
a —3
40 2t
20 1
0
1 2 3 4 5 6 7 8 07 2 3 4 5 6 7 8
Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych

(a) (b)

Rysunek 5.19: Poréwnanie czasu wykonania (a) i przyspieszenia (b) Solwera3 i metody
bezposredniej FETI-DP. Test kostki N = 64.

wtasne Solwer3, SolwerMIX sg szybsze od metody FETI-DP dla kazdej liczby weztéw obli-
czeniowych. Jest to zrozumiale, poniewaz w metodzie FETI-DP, trzeba wykonaé¢ podobne
operacje, co w metodzie wykorzystywanej przez wlasne solwery, a problem interfejsowy
w kroku 3 ma podobny rozmiar jak problem interfejsowy w Solwerze3 i SolwerzeMIX, ale
czesciowa faktoryzacja wykonana w kroku la jest wykonywana na wiekszej macierzy, niz
czesciowa faktoryzacja w solwerach wtasnych. Dlatego metoda FETI-DP nie powinna
by¢ implementowana jako metoda bezposrednia. Jej koszt obliczeniowy jest wiekszy niz
metod bezposrednich bazujacych na uzupelieniu Schura.

Metoda iteracyjna dla problemu interfejsowego. Gtéwng zalety rozwiazywania
problemu na interfejsach w metodzie FETI-DP za pomoca metody iteracyjnej, jest fakt,
ze nie trzeba tworzy¢ calej macierzy interfejsowej, poniewaz wystarczy samo mnozenie
macierzy przez wektor, ktére mozna wykonaé¢ réwnolegle, gdyz macierz interfejsowa to
suma macierzy z kazdej subdomeny.

W jednej iteracji algorytmu PCG w metodzie FETI-DP trzeba wykona¢ nastepujace
mnozenia:

1. Mnozenie FAF:
(a) B;K;'BIA\* dla kroku S1.
2. Mnozenie z¥ = G,C'GI\* dla kroku S2:

(a) y* = LK; 'B]v dla kroku S2-1,
(b) x* = C'y* dla kroku S2-2,
(c) z¥ = B,K; 'L} x* dla kroku S2-3.

3. Mnozenie przez preconditioner.

(a) Obciety preconditioner:
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i. CAk, 7z réwn. (5.6).
(b) Preconditioner Dirichlet’a:

i. C;A* z réwn. (5.6),

ii. S;'A* z réwn. (5.6) .

Mnozenie przez macierz boolean’owska B; jest traktowane jako proces wyboru odpo-
wiednich kolumn/wierszy, a wiec praktycznie nic nie kosztuje. Mnozenie przez macierz
K; ' jest wykonane jako rozwiazanie uktadu réwnain K;v' = v. Faktoryzacja uzyta do
rozwigzania takiego uktadu jest wykonana w nastepujacy sposob. Najpierw zostaje wy-
konana blokowa czesciowa faktoryzacja macierzy (patrz dod. I):

Ly Ci Lj,| - (5.54)

Li Lww GC;

K, L’

] K; L) L.

W ten sposéb mozna wykonaé¢ podstawienie wprzod i wstecz dla macierzy K, jak i dla
lokalnych uzupehien Schura S;, ktore sg potrzebne do zastosowania Preconditionera Di-
richlet’a wymaganego w kroku 3(b)ii. Dzieki temu otrzymany zostanie réwniez udzial
subdomeny w problemie zgrubnym C; — L;K;L!. Podsumowujac nalezy wykona¢ naste-
pujace obliczeniowo kosztowne operacje:

1. Blokowa czesciowa faktoryzacja z réwn. (5.54).

2. Trzy podstawienia wstecz/wprzdd - pierwsze dla kroku 1 i kroku 2a, drugie dla

kroku 2c i trzecie tylko wtedy gdy uzywany jest preconditioner Dirichlet’a dla
kroku 3(b)ii.

3. Faktoryzacja problemu gtéwnego dla kroku 2b.

160 i ' 8 Idealne ==
Solwer3 == 71 Solwer3 =@=
140 | SolwerMIX == - SolwerMIX == //
FETI-DP (brak) ==jm= | 6  FETI-DP (brak) == /
120 o :
\ FETI-DP (obciety) S | FETI-DP (obiety) g 7
@, 100 FETI-DP (Dirichlet) =dhe= | %~ [ FETI-DP (Dirichlet)
2 80 24 K
O 60 N\ &3 —
— - M
T o -
40 : 2t — - =
— =
20 et
0 0 ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Liczba weztéw obliczeniowych Liczba weztéw obliczeniowych

(a) (b)

Rysunek 5.20: Poréwnanie czasu wykonania (a) i przyspieszenia (b) Solwera3 i metody
FETI-DP. W nawiasach podano nazwy uzytych preconditionerow. Test kostki N = 64.
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Na rysunku 5.20a pokazano czas poszczegolnych solwerow dla testu kostki N = 64.
Liczba weztéw obliczeniowych jest réwna liczbie subdomen. Wida¢, ze FETI-DP z pre-
conditionerem Dirichleta wypada w tym zestawieniu zdecydowanie najlepiej. Metoda
FETI-DP bez preconditionera wykonuje si¢ w zblizonym czasie do Solwera3. Metoda
FETI-DP z obcietym preconditionerem jest szybsza od metody bezposredniej tylko dla
przypadku 8 subdomen, ale rownoczesnie jest wolniejsza od SolweraMIX. Poréwnanie licz-
by potrzebnych iteracji i czasu wykonania pojedynczej iteracji roznych preconditioneréw
zostato przedstawione w tab. 5.12. Na rysunku 5.20b pokazano skalowalnos¢ zaimplemen-
towanych metod. Solwer FETI-DP z preconditionerem Dirichleta wykazuje skalowalnosé
ok. 7 dla 8 weztéw obliczeniowych.

Tabela 5.12: Poréwnanie preconditioneréw dla metody FETI-DP.

Preconditioner | Liczba iteracji Czas wzgledny
(1.00=Dbrak preconditionera)
Brak 93 1.00
Obciety 80 1.01
Dirichlet’a 30 1.50

5.4.4 Whnioski

W tym podrozdziale zaprezentowano metode FETI-DP zaréwno jako metode bezpo-
srednig, jak i metode iteracyjna. Pokazano, ze implementacja metody FETI-DP jako
metody bezposredniej daje gorsze rezultaty niz solwery wtasne Solwer3 i SolwerMIX bazu-
jace na uzupetnieniu Schura. Metoda FETI-DP z iteracyjnym rozwigzywaniem problemu
interfejsowego dziala szybciej od wtasnego bezposredniego Solwera3 zaprezentowanego w
rozdz. 5.3.4 oraz od SolweraMIX z mieszana precyzja z rozdz. 5.3.5, ale tylko wtedy gdy
zostanie uzyty preconditioner Dirichlet’a. Zaprezentowano réwniez wiele szczegdtéw im-
plementacyjnych, ktore rzadko s opisywane w literaturze.
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6 Przyklady rozwigzywania uktadéw réwnan linio-
wych dla wybranych materiatéw

W tym rozdziale opisano zastosowanie opracowanych we wczesniejszych rozdziatach algo-
rytmow do obliczen efektywnych sztywnosci zastepczych wykorzystujac metode Repre-
zentatywnego Elementu Objetosciowego (ang. Representative Volume Element (RVE)).

6.1 Pianka korundowa

Komérkowa ceramika przebadana w [32] to korundowa pianka z otwartymi porami stwo-
rzona w procesie odlewu zelowego (ang. gelcasting). Taka pianka charakteryzuje sie
wzglednymi gestosciami od 0.5 do 0.9. Korund to minerat bedacy tlenkiem glinu Al,Os.

Aby stworzy¢ model numeryczny, zostata przebadana prébka pianki o 86% porowa-
tosci. Dla pianek, do rekonstrukecji geometrii, najczesciej stosuje sie obrazy z tomografii
komputerowej. Przyktadowy przekrojowy obraz dla wybranego materiatu przedstawiono
na rys. 6.1a. Takie obrazy sa pdzniej konwertowane do obrazéw binarnych. Rysunek 6.1b
przedstawia te same przekrojowe obrazy jak na rys. 6.1a, ale po procesie binaryzacji (se-
paracji fazy matrycy i pustek ). Rozklad materiatu AlyO3 jest zaznaczony biatym kolo-
rem. Skany z tomografii komputerowej za pomoca oprogramowania komercyjnego ScanlP
oraz ScanFE (www.simpleware.com) zostaly przetworzone na model zlozony z elemen-
tow skonczonych. Oprogramowanie to w pelni automatycznie wykonuje dysktretyzacje
objetosciowa na elementy skoriczone. Moze to zrobié za pomoca dwéch algorytméw: (i)
tradycyjny oparty na obrazach algorytm tworzacy elementy heksagonalne i tetragonalne
(FE-Grid), (ii) nowy algorytm, ktéry pozwala na adaptacje siatki i znacznie redukuje
rozmiar siatki (FE-Free). W tej pracy wykorzystano algorytm FE-Grid, ktéry wygenero-
wal bardzo wysokiej jakosci siatke dla tak skomplikowanych segmentacji, patrz rys. 6.2.

Siatka zostata sprawdzona przez autora niniejszej rozprawy w programie VERDE [108]
(opis w dodatku C).

R S,
AL A \..‘r}k\:\“

(a)

Rysunek 6.1: Przekrojowe obrazy: (a) prawdziwej ceramicznej pianki Al,Oz oraz (b)
pianki po procesie binaryzacji. Prébka o porowatosci 86%.
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Rysunek 6.2: Siatka MES dla pianki ceramicznej (3.8 mln niewiadomych).

Dla celow testowych obliczono macierz efektywnych sztywnosci zastepczych dla pian-
ki korundowej, tak by pdzniej mozna ja byto wykorzysta¢ w bardziej skomplikowanej
strukturze. Macierz taka powinna by¢ symetryczna, jednak probka ktéra zostata autoro-
wi udostepniona byta za mata i dlatego otrzymano macierz, ktora nie byta symetryczna.
Dyskusja symetrycznosci macierzy zostanie przeprowadzona w nastepnym podrozdziale.

6.1.1 Niesymetryczna macierz konstytutywna

Pierwszy sposob na uzyskanie symetrycznej macierzy konstytutywnej z macierzy nie-
symetrycznej to wyznaczenie symetrycznej czesci tej macierzy (M1). Drugim sposo-
bem jest wygenerowanie lustrzanych odbi¢ modelu wykorzystujac 3 ortogonalne ptasz-
czyzny (M2, patrz rys. 6.3). Opracowano program MeshSymmetry, ktéry realizuje po-

Y

S

Rysunek 6.3: Metoda symetryzacji macierzy konstytutywnej. Odbicia lustrzane przyktad
dwuwymiarowy. W pracy zastosowano dodatkowo odbicie wzgledem ptaszczyzny rysunku
dla elementow trojwymiarowych.

wyzszy sposoOb, a jego najwazniejszy fragment przedstawiono w Kodzie 6.1. War-
to zauwazy¢, ze przy tworzeniu lustrzanych odbi¢, nie tylko odbijane sa wspotrzed-
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ne punktow, ale rowniez zmienia si¢ kolejno$¢ numeracji wierzchotkow w elemencie.

Kod 6.1: Fragment procedury z programu MeshSymmetry

coor = 3 ! ktora plaszczyzna
s = 1.0d0 ! wspolrzedne plaszczyzny
do i = 1, nnod
x(coor,i) = 2 ¥ s - x(coor,i)
enddo
do i = 1, nelm
do j =1, 8
el(i,j) = 2 * el(i,j) - 1

enddo
if (coor.eq.1) then
eln(1)=el(2); eln(2)=el(1); eln(3)=el(4); eln(4)=el(3)
eln(5)=el(6); eln(6)=el(5); eln(7)=el1(8); eln(8)=el(7)
endif
if (coor.eq.2) then
eln(1)=el(5); eln(2)=el(6); eln(3)=el(7); eln(4)=el(8)
eln(b)=el(1); eln(6)=el(2); eln(7)=el(3); eln(8)=el(4)
endif
if (coor.eq.3) then
eln(1)=el(4); eln(2)=el(3); eln(3)=el(2); eln(4)=el (1)
eln(5)=el1(8); eln(6)=el(7); eln(7)=el(6); eln(8)=el(b)
endif
enddo

Wykorzystujac lustrzane odbicia w programie MeshSymmetry uzyskano 8-krotnie wiekszy
model i zmniejszono btad symetrycznosci macierzy, patrz tab. 6.1.

Na podstawie obrazu z tomografii komputerowej z rozdz. 6.1 wygenerowano 4 modele
MES. Najwigkszy model zostal stworzony na podstawie 400 x 400 pikseli wycietych ze
zdjecia z rys. 6.1a. Kazdy kolejny model otrzymano wykorzystujac odpowiednio 200 x 200,
100 x 100 i 50 x 50 pikseli ze $rodka obszaru 400 x 400 pikseli. W tab. 6.2 podano bte-
dy wzgledne dla elementéw macierzy konstytutywnej dla obu metod generowane przez
zmniejszenie modelu, przy czym za wartosci referencyjne przyjeto te dla najwiekszego
modelu (400 x 400 pikseli). Zauwazmy, ze réznica miedzy btedami wzglednymi otrzyma-
nymi metodami M1 i M2 nie jest duza.

Warto zauwazy¢, ze metode odbi¢ lustrzanych mozna takze wykorzysta¢ do
tworzenia wiekszych modeli obliczeniowych (np. rzedu 30 mln niewiadomych),
patrz rozdz. 6.1.3 1 6.2.2.
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Tabela 6.1: Btad niesymetrycznosci dla metody odbié¢ lustrzanych M2.

Model Btad niesymetrycznosci [%)]
Przed Po

Kompozyt 3.4 x 1072 3.6 x 1074

Pianka 4.4 x 1071 1.6 x 107°

Tabela 6.2: Blad wzgledny dla naiwnej symetryzacji (M1) i metody odbié¢ lustrzanych
(M2) generowany przez zmniejszenie modelu.

Btad wzgledny [%)]

Element 50 x 50 100 x 100 200 x 200

macierzy M1 M2 M1 M2 M1 M2

11 18.03 18.03 12.04 12.04 11.48 11.48
22 19.25 19.25 13.27 13.27 1281 1281
33 38.68 38.68 17.57 17.57 11.20 11.20
44 58.24 57.16 19.42 17.03 14.77 13.36
55 42.95 40.19 20.97 19.28 13.07 11.56
6 6 3.01 051 20.88 17.58 16.26 15.16
12 5.09  5.09 12.62 12.62 15.07 15.07
13 38.43 38.43 16.22 16.22 14.13 14.13
23 36.34 36.34 18.42 1842 13.88 13.88

6.1.2 Wyniki testow solwera na jednym wezle

Na rys. 6.4 rozrézniono dwie fazy rozwiazania: (1) petla po elementach, w tym tworzenie
macierzy sztywnosci (2) faktoryzacja za pomoca zmodyfikowanego solwera modMA86.

Mozna zauwazy¢, ze petla po elementach skaluje sie w ok. 11.27 razy dla 12 wat-
kow, a faktoryzacja skaluje sie ok. 9.05 razy dla 12 watkéw, a oba procesy 9.18 razy.
Zaobserwowano réwniez wzrost zapotrzebowania na pamie¢ o 12%, z 15.45 do 17.68 GB.
W tab. 6.3 przedstawiono czasy wykonan za pomocg réznych metod przenumerowania.
Widaé, ze algorytmy zagniezdzonego podziatu (jedno- i wielowatkowy) przewazaja nad
metodag AMD.
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| Faktoryzacja =&~ 4
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Rysunek 6.4: Skalowalnos¢ réwnolegtych czesci obliczen. 3.8 miliona niewiadomych. Prze-
numerowanie za pomocg METIS.

Tabela 6.3: Czas i przyspieszenie dla réznych metod przenumerowania macierzy. 3.8
miliona niewiadomych.

Watki Faza AMD METIS mtMETIS
Time [secs]
1 Przenumerowanie 7.74 73.98 73.98
Faktoryzacja 1813.78 421.08 421.08
Razem 1821.52 495.06 495.06
12 Przenumerowanie 7.74 73.98 9.00
Faktoryzacja 279.18 46.55 45.09
Razem 286.92 120.53 54.09
Speedup ratio
Faktoryzacja 6.49 9.05 9.34
Razem 6.35 4.11 9.15

6.1.3 Wyniki testéow solwera na wielu weztach

Na rys. 6.5a pokazano czas wykonania w zaleznosci od liczby wezléw obliczeniowych.
Czas faktoryzacji dla Solwera3 jest krotszy ok. 2x niz czas dla WSMP dla 8 weztéw. Rysu-
nek 6.5b przedstawia skalowalnos¢ i mozna zauwazy¢, ze Solwer3 wykazuje lepszg skalo-
walnos¢ niz WSMP; wynosi ona ok. 3.38 razy dla 8 weztow. Dla poréwnania na rys. 6.5a
i 6.5b przedstawiono réwniez wydajnosé metody FETI-DP opisanej w rozdz. 5.4.3, mozna
zauwazy¢, ze metoda FETI-DP wykazuje najkrétszy czas wykonania oraz przyspieszenie
ok. 6.5 razy dla 8 wezléw.

Solwery na wielu weztach wykorzystuje si¢, aby méc oblicza¢ zadania o wigkszych
rozmiarach niz te mozliwe do rozwigzania na jednym wezle. Dlatego obliczono réwniez
efektywnos¢ staba solwera (ang. weak efficiency, patrz 2.2.1 oraz [39]) uzywajac zadania
o zmiennym rozmiarze. W celu uzyskania wiekszych zadan zastosowano technike odbi¢
lustrzanych (patrz rozdz. 6.1.1). W ten sposob otrzymano zadania o rozmiarach 3.8, 7.6,
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Rysunek 6.5: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) etapu faktoryzacji, poréwnanie
wtasnej implementacji z WSMP. 3.8 miliona niewiadomych.

Przyspieszenie

15.2 i 30.4 milionéw niewiadomych. Efektywnos¢ solweréw zostata zaprezentowana na
rys. 6.6. Wida¢, ze efektywno$¢ Solwera3 jest lepsza o ok. 11% od solwera WSMP. Dla
poréwnania pokazano réowniez efektywno$é metody FETI-DP, jest ona najwyzsza (ok.

80%).
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Rysunek 6.6: Efektywnos¢ solweréw na wielu weztach obliczeniowych. Zadania o zmien-
nym rozmiarze: 3.8 mln, 7.6 mln, 15.2 mln i 30.4 mln niewiadomych.

6.2 Ceramiczny kompozyt

Przyktad ten wykorzystuje kompozyt ztozony z chromu, aluminium i renu, mozna go
otrzymac za pomoca réznych metod, najczesciej pod obcigzeniem jednoosiowym spieka-
nia pod ci$nieniem (ang. hot pressing) lub bezci$nieniowego (swobodnego) spiekania (ang.
pressureless sintering). W pracy [ 11] stworzono probki takiego kompozytu za pomoca
metody iskrowego spiekania plazmowego (ang. spark plasma sintering). Do przygotowa-
nia kompozytu uzyto nastepujacych proszkow:

e Cr (F.W. Winter) ze $rednim rozmiarem ziarna 2-5 um,
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o Al,O3 (New Met Koch, 99.99% czystosci) ze érednim rozmiarem ziarna 5 pm,

e Re (KGHM Ecoren S.A., min. 99.9% czystosci) ze srednim rozmiarem ziarna 80
L.

Probki byty poddane spiekaniu w temperaturze 1300 C i pod ci$nieniem 30 MPa. Szcze-
gbly na temat samego procesu tworzenia kompozytu mozna znalez¢é w [111]. We wspo-
mnianej pracy podjeto réwniez probe wyliczenia efektywnego modutu Young’a dla ta-
kiego kompozytu, a w niniejszej pracy zostaly te obliczenia powtérzone i przedstawiono
wydajnos¢ dla algorytmoéw réwnolegtych.

Rysunek 6.7: Skan micro-CT dla kompozytu Cr/25A1,03 z 2% domieszka objetosciowa
renu.

Siatka MES tego kompozytu zostata przedstawiona na rys. 6.8. Zostata ona stworzo-
ny na podstawie zdje¢ mikrostruktury materiatu. Aby ja otrzymaé, prawdziwe probki
kompozytu byly przeskanowane promieniami X tomografii mikrokomputerowej uzywa-
jac Nanotom M (Phoenix - Xray) z rozdzielczoscia voxela 0.9 um. Prébki byty kostkami
szeSciennymi 1 x 1 x 1 mm, tak aby zapewni¢ dobra rozdzielczos¢ skanéw micro-CT,
oraz aby zapewni¢ reprezentatywnos¢ mikrostruktury. Podobnie jak w rozdz. 6.1 wy-
korzystano oprogramowania komercyjne ScanlP oraz ScanFE do przetworzenia skanéw
micro-CT na model ztozony z elementéw skoriczonych. W pracy [111] wykorzystano al-
gorytm FE-Grid, ktéry wygenerowal bardzo wysokiej jakosci siatki dla nawet bardzo
skomplikowanych segmentacji. Siatka zostala dodatkowo sprawdzona przez autora ni-
niejszej rozprawy w programie VERDE [108] (opis w dodatku C).

W tej pracy wykorzystano model MES przekazany przez autoréw pracy [111]. Uzy-
ty zostal przedstawiony model kompozytu z 5% domieszkg renu oraz z 25% wkitadem
aluminium.
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Rysunek 6.8: Siatka MES dla kompozytu Cr/25A1,03 + 5 Re wielko$¢ ziarna 5 mikronéw
(czerwony - chrom, zielony - aluminium, niebieski - ren), 0.4 mln niewiadomych.

6.2.1 Wyniki testow solwera na jednym wezle

Na rys. 6.9 rozr6zniono dwie fazy rozwiazania: (1) petla po elementach, w tym tworzenie
macierzy sztywnosci (2) faktoryzacja za pomoca zmodyfikowanego solwera HSL MA86 -
modMAB86.

Mozna zauwazy¢, ze petla po elementach skaluje sie ok. 10.97 razy dla 12 watkow, a
faktoryzacja skaluje sie ok. 8.08 razy dla 12 watkéw, a dla obu faz 9.13. Zaobserwowano
réwniez wzrost zapotrzebowania na pamieé¢ o 12% z 5.47 do 6.15 GB.

W tab. 6.4 przedstawiono czasy wykonan za pomoca réznych metod przenumerowa-
nia. Widaé, ze algorytmy zagniezdzonego podziatu (jedno- i wielowatkowy) przewazaja
nad metoda AMD.

A
10} Idealne

Petla po elementach —%— / N
sl Faktoryzacja —E—/ ]

)

Przyspieszenie

Liczba watkow

Rysunek 6.9: Skalowalnos¢ réwnoleglych czesci obliczen. 0.4 miliona niewiadomych. Prze-
numerowanie za pomocg METIS.
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Tabela 6.4: Czas i przyspieszenie dla réznych metod przenumerowania macierzy. 0.4
miliona niewiadomych.

Watki Faza AMD METIS mtMETIS
Czas [sek.]
1 Przenumerowanie 0.53 8.33 8.33
Faktoryzacja 1316.06 318.67 318.67
Razem 1316.59 327.00 327.00
12 Przenumerowanie 0.53 8.33 1.70
Faktoryzacja 147.85 36.88 50.20
Razem 148.38 45.21 51.90
Przyspieszenie
Faktoryzacja 8.90 8.64 6.51
Razem 8.87 7.23 6.30

6.2.2 Wyniki testéw solwera na wielu wezlach

Na rys. 6.10a pokazano czas wykonania faktoryzacji w zaleznosci od liczby weztow dla
zadania z ok. 0.4 miliona niewiadomymi. Czas dla wlasnego Solwera3 jest krétszy niz
dla WSMP. Rysunek 6.10b przedstawia skalowalno$é¢ dla tego samego zadania i widac,
ze Solwer3 ma lepsza skalowalnosé niz WSMP; wynosi ona ok. 2.54 razy dla 8 wezlow.
Dla poréwnania na rys. 6.10a i 6.10b pokazano réwniez wydajno$¢ metody FETI-DP
opisanej w rozdz. 5.4.3, mozna zauwazy¢, ze metoda FETI-DP wykazuje najkrotszy czas
wykonania oraz przyspieszenie ok. 7 razy dla 8 weztow.
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Rysunek 6.10: Czas wykonania (a) i przyspieszenie (b) etapu faktoryzacji. 0.4 miliona
niewiadomych.

Podobnie jak w rozdz. 6.1 obliczono réwniez efektywnosé staba solweréw (ang. weak
efficiency, patrz 2.2.1 oraz [39]) uzywajac zadania o zmiennym rozmiarze. Do tego celu
wykorzystano zadanie z rozdz. 6.2.1, ktére zostato symetrycznie odbite wzgledem jednej
plaszczyzny. Postepowanie to opisano w rozdz. 6.1.1. W ten sposob uzyskano dwa razy
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wigksze zadanie, ktére obliczono na dwoch weztach. Wykorzystujac kolejne lustrzane od-
bicia opisane w rozdz. 6.1.1 wygenerowano réwniez siatki dla zadania dla 4 weztéw i 8
weztow. W trakcie testéw wykorzystano siatki o nastepujacych rozmiarach: 0.4 mln, 0.8
mln, 1.6 mln i 3.2 mln niewiadomych. Efektywnosé¢ Solwera3 zostala zaprezentowana na
rys. 6.11. Widaé, ze jego efektywno$é jest lepsza o ok. 2% od solwera WSMP. Dla poréw-
nania na rys. 6.11 pokazano rowniez efektywnos¢ metody FETI-DP, jest ona najwyzsza

(ok. 90%).
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Rysunek 6.11

Rysunek 6.12: Efektywnosc¢ Solwera3, poréwnanie z solwerem WSMP. Zadania o zmiennym
rozmiarze 0.4 mln, 0.8 mln, 1.6 mln i 3.2 mln niewiadomych.
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7 Podsumowanie

Zdaniem autora, w rozprawie otrzymano nastepujace oryginalne rezultaty:

1. Opracowano podstawy teoretyczne obliczen rownolegltych w rozdz. 2. W sposéb
jednolity opisano podstawowe prawa obliczen réwnolegtych (Amdahla i Gustafso-
na) oraz pojecie skalowalnosci. Dodatkowo przedstawiono model ,Roofline” dla
procesoréow klastra GRAFEN.

2. Zréownoleglono petle po elementach w kodzie programu FEAP z wykorzystaniem
OpenMP, patrz rozdz. 3. Zastosowane rozwiazanie charakteryzuje sie: (1) redukcja
macierzy elementowych do macierzy globalnej natychmiast po wygenerowaniu, bez
dodatkowego magazynowania ich w pamieci, (2) uzyciem standardowych dyrektyw
OpenMP, (3) zastosowaniem dyrektywy ATOMIC do redukcji macierzy elemento-
wych do macierzy globalnej, (4) przyspieszeniem rzedu 11 razy na 12 rdzeniach i
efektywnoscig rzedu 95%. Przeprowadzono szereg testéw dla tréjwymiarowych i
powtokowych elementéw skonczonych. Przedstawiono réwniez analize implementa-
cji petli po elementach za pomoca modelu ,,Roofline”.

3. Podjeto szereg kwestii dotyczacych rownolegtego rozwiazywanie uktadu réwnan
liniowych na jednym wezle obliczeniowym, patrz rozdz. 4:

(a) Opracowano zestaw wynikéw odniesienia dla nastepujacych solweréw bez-
posrednich dla macierzy rzadkich: (1) PARDISO, (2) Intel MKL PARDISO, (3)
WSMP, (4) HSL MA86, i (5) HSL MA97. Zaimplementowano interfejs miedzy
programem FEAP a tymi solwerami, przetestowano czasy wykonan i skalowal-
no$¢ oraz analize powyzszych solweréw w modelu ,,Roofline” tworzac zasob
wynikéw odniesienia.

(b) Przeanalizowano strukture zadan wykonywanych w solwerze HSL MA86 i zba-
dano czasy wykonan poszczegélnych zadan podczas fazy faktoryzacji. Zapro-
ponowano wzér na maksymalna liczbe zadan w puli zadan dla watku, dzieki
czemu czas wykonania fazy faktoryzacji zmniejszyt sie o 5%. Dodatkowo za-
proponowano dwie inne zmiany w kodzie solwera, co tacznie skrécito czas fazy
faktoryzacji o 11.5%. Przy$pieszenie wynosi 9.05 dla 12 rdzeni. Zmodyfikowa-
ny solwer oznaczono modMA86.

(c) Zaimplementowano metode iteracyjnego poprawiania rozwiazania uktadu
rownan, ktora umozliwita opracowanie solwera z mieszana precyzja oznaczo-
nego modMA86mix. Faktoryzacja jest wykonywana w pojedynczej precyzji, co
skraca jej czas ponad dwukrotnie, a iteracyjne poprawianie w podwdéjnej pre-
cyzji. Metoda ta skaluje si¢ lepiej niz standardowa metoda w podwdjnej pre-
cyzji - przyspieszenie wynosi 10.28 dla 12 rdzeni, a wykorzystanie pamieci jest
zmniejszone o 43% w poréwnaniu do tej dla podwdjnej precyzji, co umozliwia
obliczanie wigkszych zadan.
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4. W celu zwiekszenia efektywnosci rozwigzywania uktadu réwnan opracowano solwer
na klaster, bazujacy na dekompozycji obszaru i obliczaniu uzupelienia Schura za
pomocy techniki czesciowej faktoryzacji, patrz rozdz. 5:

(a)

Zaimplementowano metode czesSciowej faktoryzacji w solwerze HSL MA86, dzie-
ki czemu skrécono czas obliczenia uzupekienia Schura przeszto 12 razy po-
rownujac do standardowej metody rozwigzywania w pakietach po 12 prawych
stron.

Zaprojektowano i zaimplementowano algorytm sekwencyjnej czesciowej fak-
toryzacji na pojedynczym wezle, ktory zmniejsza zapotrzebowania na pamieé¢
o ok. 32%. Zmodyfikowany solwer oznaczono modMA86mem.

Wyprowadzono wzory dla hierarchicznej faktoryzacji macierzy blokowej, ktére
podane sa tylko w postaci konicowej w pracy [34]. Zaimplementowano Solwer3
wykorzystujacy te hierarchiczng faktoryzacje, ktorego skalowalno$é oraz szyb-
kos¢ jest poréwnywalna z solwerem komercyjnym WSMP. Skalowalnosé fazy
faktoryzacji tego solwera wynosi 2.69 dla 8 weztow obliczeniowych. Uwzgled-
niajac wielowatkowos¢ obliczen na pojedynczym wezle, solwer ten zapewnia
przyspieszenie ponad 25-krotne.

Zaproponowano zastosowanie mieszanej precyzji do rozwigzania macierzy dla
interfejsow w solwerze Solwer3, co poprawito skalowalnos¢ fazy faktoryzacji z
2.69 do 3.63 dla 8 weztéw obliczeniowych. Zmodyfikowany solwer oznaczo-
no SolverMIX. Uwzgledniajac wielowatkowos¢ obliczen na pojedynczym wezle,
solwer ten zapewnia przyspieszenie ponad 36-krotne.

Zaprezentowano metode FETI-DP, z solwerem iteracyjnym wykorzystanym
do rozwigzania réwnania dla interfejséw, jako alternatywe dla obliczen z sol-
werem bezposrednim. Metoda ta wraz z preconditionerem Dirichleta wykazata
skalowalnos¢ 7 dla 8 weztéw obliczeniowych. Uwzgledniajac wielowatkowosé
obliczen na pojedynczym wezle, solwer ten zapewnia przyspieszenie ponad
70-krotne.

Podsumowujac, w pracy zaprezentowano nastepujace wlasne implementacje:

1.
2.

ompFEAP - wielowatkowa wersja programu FEAP - opis w rozdz. 3.

modMAB86 - zmodyfikowana wersja solwera HSL MA86 - opis w rozdz. 4.3.

modMA86mix - zmodyfikowana wersja solwera HSL MA86, ktéra wykorzystuje mie-
szang precyzje - opis w rozdz. 4.4.2.

modMA86mem - zmodyfikowana wersja solwera HSL MA86, ktora korzysta z czescio-
wej faktoryzacji i uzupelnienia Schura do obnizenia zapotrzebowania na pamieé -
opis w rozdz. 5.2.5.

Solwerl - rozproszony solwer wykorzystujacy czeSciowa faktoryzacje i solwer
modMA86 dla macierzy interfejsowej - opis w rozdz. 5.3.2.
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10.

Solwer2 - rozproszony solwer wykorzystujacy czeSciows faktoryzacje i solwer MA64
dla macierzy interfejsowej - opis w rozdz. 5.3.2.

Solwer3 - rozproszony solwer wykorzystujacy czesciowa faktoryzacje i solwer MA64
i hierarchiczng faktoryzacje dla macierzy interfejsowej - opis w rozdz. 5.3.4.

SolwerMIX - zmodyfikowany Solwer3 wykorzystujacy mieszang precyzje w trakcie

faktoryzacji macierzy interfejsowej - opis w rozdz. 5.3.5.

MeshSymmetry - program stuzacy do tworzenia lustrzanych odbi¢ modelu MES -
opis w rozdz. 6.1.1.

wrapPAPI - procedury opakowujace biblioteke PAPI, ktore utatwiaja korzystanie z
niej - opis w Dodatku H.
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Dodatki

A Dodatek A
Instrukcja dodawania elementu do ompFEAP

1. Obliczenia wykonane dla elementu nie moga zaleze¢ od obliczen dla elementu po-
przedniego (poprzedniego w sensie wykonania sekwencyjnego). To znaczy, ze nie-
zaleznie od kolejnosci elementow, obliczenia dadza ta sama macierz wynikows. To
kluczowy warunek, aby mozna byto wykona¢ petle po elementach w sposob réow-
nolegty.

2. Procedura elementu i kazda procedura lub funkcja wywotana z procedury elementu,
nie moze zawiera¢ atrybutu ,SAVE” z jezyka Fortran, patrz Kod A.1. To podsta-
wowy warunek, aby zapewni¢ bezpieczenstwo watkowe dla wywotanej procedury
lub funkcji (ang. ,,thread-safe”).

3. Jedynie tablice ,;s” i ,,p” z parametréw wejsciowych moga by¢ w bezpieczny sposob
modyfikowane. Pozostalych tablic wejsciowych nie nalezy modyfikowac.

4. Jedli potrzebne jest uzycie pliku COMMON (wtasnego badZz wbudowanego w FE-
APa), w ktérym beda przechowywane dane specyficzne dla elementu, tzn. dla kaz-
dego elementu beda w danej zmiennej przechowywane inne dane (nie sa to dane
wspOlne dla danej klasy elementéw), nalezy:

(a) W pliku COMMON oznaczy¢ dany blok COMMON jako THREADPRIVATE,
np. ,c$omp THREADPRIVATE(/eldata/)”, patrz np. plik ,includeOMP /el-
data.h” Kod A.2.

(b) W pliku ,,programOMP /pform.f” nalezy doda¢ linie ,include nazwa.h’ ”

(c) W pliku ,,programOMP /pform.f” w sekcji ,,COPYIN” dyrektywy ,PARAL-
LEL DO” nalezy doda¢ odpowiednia nazwe bloku COMMON (okolice linii nr
208), patrz Kod A.3.

5. Program nalezy skompilowaé z wlaczonym OpenMP, flaga -openmp (Intel)
-fopenmp (GCC).

6. Dla réwnomiernego rozktadu miedzy rdzenie procesora nalezy ustawi¢c THREAD
AFFINITY. W zaleznosci od kompilatora, nalezy ustawi¢ zmienng $rodowiskowa:

(a) Intel - ,KMP_AFFINITY=granularity=fine,scatter”.
(b) GCC - ,GOMP CPU_AFFINITY="0-23:2" ",
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Kod A.1: Zabroniony atrybut ,SAVE”!
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subroutine elem()

real x8 a,b
¢ There should not be any save attribute for variables
c save

compute matrix

end

Kod A.2: Zawarto$¢ pliku ,includeOMP /eldata.h”

real*8 dm

integer n,ma,mct,iel ,nel ,pstyp,eltyp

common /eldata/ dm,n,ma,mct,iel,nel,pstyp,eltyp
c$0MP THREADPRIVATE (/eldata/)

Kod A.3: Fragment pliku ,,programOMP /pform.f”

c Loop over active elements
c$0MP PARALLEL DO NUM_THREADS (nthreads),
c$0MPE PRIVATE (un,dun,ul,zl,tl,ld,temp,erotflg,nov,msflg,
c$0MPE rel ,nrot,jj,t,mdfl,p,nl
c$0MPE ),
c$OMPE LASTPRIVATE (s),
c$0MPE& COPYIN(
c$OMPE /eldata/,/strnum/,
c$0MPE /crotas/,/erotas/,/ddata/,
c$0MPE /npoints/,/pointer/,/cdata/
c$OMPE )
do nl = nnl,nn2,nn3
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B Dodatek B
Algorytm podzialu grafu

Aby zadanie mogto by¢ rozwigzane na wielu weztach obliczeniowych musi zostaé¢ ono
podzielone. Podzial rozumiany jest jako podziat siatki zadania na wiele czesci - doktadnie
tyle, ile jest dostepnych weztow. Do tego celu mozna wykorzysta¢ algorytmy dzielace
grafy na wiele czesci. Siatke na graf mozna zamieni¢ na dwa sposoby:

1. na graf dualny w tym przypadku elementy siatki staja sie wierzchotkami grafu,
a krawedzie sa ustalane na podstawie minimalnej liczby wspélnych wierzchotkdéw
miedzy elementami w siatce. Tzn. jezeli minimalna liczba zostanie ustalona na 2,
to miedzy wierzchotkami grafu bedzie krawedz tylko i tylko wtedy gdy elementy w
siatce posiadaja co najmniej dwa wspdlne wierzchotki.

2. na graf wierzcholkowy (ang. nodal graph) tutaj wierzchotkami w grafie sta-
ja sie wszystkie wierzchotki w siatce, krawedzie natomiast zostaje ustalona dla
wszystkich wierzchotkéw w danym elemencie. Tzn. Wierzchotek w grafie tgczy sie
z innym wierzchotkiem w grafie, jesli wierzchotki na siatce naleza do tego samego
elementu (przynajmniej jednego).

Jednym z najpopularniejszych i najwydajniejszych algorytmoéw do podziatu grafu jest
algorytm , Multilevel k-way partitioning” przedstawiony w pracy Karypisa i Kumara [60].
Algorytm ten zostal zaimplementowany przez jego autor6w w programie METIS [74].

Idea algorytmu jest nastepujaca. Dzielenie grafu tatwiej wykona¢ na mniejszym gra-
fie niz na wigkszym, a wiec graf jest zmniejszany, do tego stopnia, az bedzie mozna
wykorzysta¢ standardowe algorytmy do podzialu grafu. Zmniejszanie grafu polega na
grupowaniu wierzchotkéw i tworzenie z nich jednego wierzchotka. Gdy mniejszy graf zo-
stanie podzielony, to nastepuje powrdt do grafu oryginalnego poprzez odwrdcenie procesu
zmniejszania. Podczas powrotu trzeba jednak sprawdzi¢, czy nie da sie poprawi¢ podziatu
poprzez wymiane wierzchotkéw miedzy réznymi czesciami. Te trzy etapy przedstawiono
na rys. B.1.

1. Etap zmniejszania W tym etapie wykorzystuje sie pojecie ,skojarzenia”. Skoja-
rzenie to taki zbiér krawedzi grafu, z ktorego zadne dwie krawedzie nie majg wspol-
nego wierzchotka. Przyktadowe skojarzenia sg przedstawione na rys. B.2. Kazda
krawedz ze skojarzenia staje sie wierzchotkiem nowego, mniejszego grafu. Jego waga
to suma wag wierzchotkéw nalezacych do krawedzi. Krawedzie, ktore nie nalezaty
do skojarzenia przechodzg do nowego grafu bez zmian. Najprostszym sposobem
na znalezienie maksymalnego skojarzenia jest algorytm losowy. Nalezy wybraé lo-
sowo jeden wierzchotek i jednego z jego sasiadow, ktory takze nie zostal jeszcze
skojarzony. Krawedz miedzy tymi dwoma wierzchotkami zostaje dodana do skoja-
rzenia, a wierzchotki oznaczone jako skojarzone. Losowanie jest kontynuowane, az
nie bedzie wierzchotkow, z ktérych bedzie mozna wybiera¢. Wybrany zbiér krawe-
dzi, to maksymalne skojarzenie. Ten algorytm mozna ulepszy¢ poprzez wybieranie
sasiada na podstawie wag, ktére sa do niego przypisane. Wybieranie najwiekszych
wag powoduje zmniejszenie wag krawedzi, ktore beda docelowo taczyty podziaty w
grafie.
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Rysunek B.1: Etapy algorytmu ,,Multilevel k-way partitioning”.
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Rysunek B.2: Przyktadowe skojarzenia w grafie zostaly oznaczone czerwonym kolorem.

2. Etap dzielenia Ten etap wykorzystuje algorytm ,,Multilevel bisection algorithm”,
ktory jest uproszczeniem opisywanego algorytmu dzielacego graf na dwie czesci.
Algorytm ,Multilevel bisection algorithm” zostal opisany w [59]. Takze posiada
trzy etapy, z tym ze etap dzielenia jest wykonany za pomoca algorytmu bisekcji
widmowej lub heurystycznym powickszaniem grafu z wyborem wagi, badz heury-
stycznym powiekszaniem grafu z wyborem ilosci cie¢. Algorytm bisekcji widmowej
polega na utworzeniu macierzy L = D — A, gdzie macierz D to macierz stopni
(macierz diagonalna, na ktorej i-ty wiersz ma warto$¢ stopnia wierzchotka i-tego),
a macierz A to macierz sasiedztwa (jedynka w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ozna-
cza krawedZ miedzy wierzchotkami i-tym i j-tym). Dla tak utworzonej macierzy
L poszukiwane sg wartosci wiasnych i odpowiadajacym im wektorom wtasnym.
Nalezy wybra¢ druga najmniejszg wartos¢ wtasna i wektor wlasny jej odpowiada-
jacy. Jezeli i-ta wspotrzedna wybranego wektora wtasnego jest dodatnia, to i-ty
wierzchotek nalezy do pierwszego podziatu, jezeli ujemna to do drugiego. Heury-
styczne powiekszanie grafu polega na losowym wybraniu wierzchotka do pierwszego
podziahu i przegladaniu grafu wszerz od tego wierzchotka. Trzeba dodaé¢ kolejne
przegladane wierzchotki, az potowa wartosci wag wierzchotkow zostanie osiggnieta
w przypadku wyboru wag. Z wyborem ilosci cie¢ dobiera sie kolejne wierzchotki w
ten sposob, aby zmniejszy¢ ilos¢ cig¢ miedzy dwoma podziatami.

3. Etap powrotu Ten etap jest wykonywany na podstawie etapu pierwszego, tzn.
wierzchotek, ktory byl stworzony poprzez potaczenie kliku wierzchotkéw zostaje
podzielony. W ten sposéb moze sie okazaé, ze powstaly graf ma lepszy podziat i
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trzeba go znalezé¢. Do tego stosuje si¢ algorytm iteracyjny. Po pierwsze dla kaz-
dego wierzchotka liczony jest zysk (strata), gdyby byt on przeniesiony do innego
podziahu. Z wierzchotkéw wybrany zostaje ten z najwiekszym zyskiem i zostaje
przeniesiony. W tej iteracji juz nie bedzie brany pod uwage. Pdzniej aktualizowane
sa zyski (straty). Powyzsze kroki sa powtarzane, az przez = przesunieé¢ nie byto
zmniejszenia liczby cie¢ (zazwyczaj x = 50). Iteracja zostaje powtérzona, jezeli
spowodowata zmniejszenie liczby cie¢. Liczbe iteracji mozna takze ograniczy¢, au-
torzy algorytmu proponuja stosowanie jednej iteracji. Kluczowe jest liczenie zysku i
jego przechowywanie. Autorzy liczg zysk juz podczas podziatu, a pézZniej aktualizu-
je sie zysk tylko dla tych wierzchotkéw, ktore sa na krawedziach podziatu. Wybor
do ktérego podziatu nalezy przenies¢ wierzchotek mozna robié: albo zachtannie
(wybrany zostaje taki podzial, gdzie waga najbardziej sie zmniejszy), albo poprzez
wybér podziatu gdzie stopien zewnetrzny wierzchotka (taki, ktéry nie jest w danym
podziale) jest najwiekszy i jest zachowany pewien warunek réwnowagi.
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C Dodatek C
Program Verde

Verde (ang. Verification of Discrete Elements) to program zaprojektowany do weryfi-
kowania wtlasnosci siatki elementéw skonczonych w formacie Exodus II [99]. Program
ten zostal wykorzystany w rozdz. 6.1 do sprawdzenia siatki korundowej pianki oraz w
rozdz. 6.2 do zweryfikowania modelu ceramicznego kompozytu. Verde uzywa szerokiej
gamy algorytmow weryfikujacych do zanalizowania indywidualnych i potaczonych wta-
snosci siatki i pomaga uzytkownikowi w detekcji roznych probleméw.

Verde potrafi przeprowadzi¢ weryfikacje siatki w trzech obszarach:

1. Metryki elementéw Charakterystyka pojedynczego elementu moze by¢ zweryfi-
kowana poprzez obliczenie powszechnych metryk w zaleznosci od typu elementu.
Verde wylicza jedna lub wiecej metryk dla kazdego wspieranego typu elementu. Dla
kazdej metryki, minimum, maksimum, srednia wartos¢ i odchylenie standardowe
jest §ledzone, a takze identyfikowane sg te elementy, dla ktérych minimum i mak-
simum jest osiggane. Wszystkie elementy, ktérych wartosci metryk wychodza poza
zakres zdefiniowany przez uzytkownika zostaja oznaczone jako niepoprawne.

2. Sprawdzenie topologii Topologia siatki jest doktadnie analizowana, w poszuki-
waniu btedow w polaczeniach siatki lub ciggtosci, ktore maja wplyw na poprawnosé
siatki. Verde raportuje liczbe zewnetrznych obszaréow siatki, sprawdza czy siatka jest
rozmaitoscia topologiczna, a jesli tak oblicza liczbe Eulera i wyprowadza prawdo-
podobng catosciowa topologie. Dodatkowo, sprawdza potaczone czworokatne po-
wierzchnie w siatce, ktore majg wspolne tylko trzy wezty.

3. Sprawdzenie interfejsu Zewnetrzne powierzchnie siatki sa dokladnie przeba-
dane przez Verde. Elementy zewnetrzne sa sprawdzane pod wzgledem zgodnodci.
W ten sposob potencjalne problemy, takie jak nieprawidtowe potaczenia w siatce i
wielokrotnie zdyskretyzowane obszary moga by¢ znalezione. Mozna réwniez wyeks-
portowaé¢ do pliku (w formacie Exodus IT) informacje, ktére zawieraja zewnetrzne
Sciany siatki, znalezione krawedzie modelu, oraz nieprawidtowe elementy.
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D Dodatek D
Tréjwymiarowy izoparametryczny element
oSmiowezlowy

Rysunek D.1: Tréjwymiarowy element przestrzenny oSmioweztowy i jego reprezentacja
w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

[zoparametryczny element przestrzenny osmioweztowy zostal przedstawiony na
rys. D.1. Okreslenie ,izoparametryczny” oznacza, ze geometria i pole przemieszczen w
elemencie sg zdefiniowane w sposdéb parametryczny i sa interpolowane za pomocg tych
samych funkcji. Funkcje ksztattu uzyte do interpolacji to wielomiany lokalnych wspot-
rzednych &, noraz ¢ (—1<&,n,¢<1):

u = Nq

u = [uvw” (D.1)
q = [u vy wy Uy vy Wy ... ug vz ws |

x = Nx°©

x=[zyz" (D.2)
x° = [1'1?/1213323/222 1‘8?/828]T-

Gdzie u, v, w to przemieszczenia w punkcie o lokalnych wspoétrzednych &, n, (; u;, v;, w;
to warto$ci przemieszczen w weztach; x, y, z to wspétrzedne punktu, a z;, y;, z; to wspodt-
rzedne wezta. Macierz funkcji ksztaltu przedstawia sie nastepujaco:

Ny 0O 0 Ny 0 0 ... Ny 0 0
N=|0 N, 0 0 N, O ... 0 Ng 0]. (D.3)
0 0 N 0 0 Ny ... 0 0 Ny

A poszczegolne funkcje ksztattu sa réwne:

Ni= 51+ &)1+ m)(1+ )
o = &€& Mo = 11, Co = (G-

Wektor odksztatcen e sktada sie z szesciu komponentéw tensora odksztatcen:

(D.4)

€ = [ex €y €2 Yoy Vyz ’sz]a (D5)
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gdzie:
Yoy = 26y Vyz = 2€y; Yoz = 2653 (D.6)

Macierz odksztatceniowo-przemieszczeniowa dla trojwymiarowych elementéw przedsta-
wia sie nastepujaco:

B=DN=[B, B, ... By,

0 0  ON,;/0z (D.7)

ON;/0y ON,/0x 0

Pochodne funkcji ksztattu dla wspotrzednych globalnych sa otrzymywane ze wzordw:

ON; /0y

ON;/0¢
ON;/on
ON; /¢

=J! : (D.8)

a Jakobian jest rowny
J=|0x/0n Oy/On 0z/0n

0x/0C Jy/IC 0z/IC

Pochodne czastkowe dla x, y, z wzgledem &, n, ¢ moga by¢ znalezione poprzez roéznicz-

kowanie przemieszczen wyrazonych za pomocg funkcji ksztaltu i wartosci przemieszczen
w weztach:

(D.9)

dx/0¢ 0Oy/IE 82/85]

ox ON; ox ON; or ON;
875 —Zaigxi, 6777 _28777%“ 87C —Z ac L,

dy —ONi dy —ON, 9y ~ONi

9 = 2 ae ¥ gy =2 ap ¥ ac = 2 e Ui (D.10)
0z ON; 0z  <ON; 0z ON;

GE T oy =y A

Przejscie catki z globalnego uktadu wspotrzednych do lokalnego uktadu jest zrobione
wraz z uzyciem wyznacznika Jakobianu

dV = dxdydz = |J|d&dnd(. (D.11)
Roéwnanie rownowagi dla elementu przyjmuje postaé
Kq =p, (D.12)

gdzie macierz sztywnosci jest réwna

K = / BT CBdV, (D.13)
1%
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a wektor sit (obciazenie objetosciowe i powierzchniowe)
p= / N”pVdV + / NTp3ds. (D.14)
1% s
Macierz sprezystosci jest réwna

A+ 2u
A

A A

+ A

A A2p
A A (D.15)
0 0

0 0

o O >xOoO OO
O > O O OO
> O O O O o

O O O > >

gdzie A oraz u to stale sprezystosci Lame’go, ktére moga byé¢ wyrazone poprzez modut
sprezystosci E i wspotezynnik Poisson’a v:

B vE B E

T arna-20) Moy
Calkowanie macierzy sztywnosci dla elementu izoparametrycznego jest przeprowadzone
w lokalnym uktadzie wspotrzednych &, 7, (:

(D.16)

K=[ [ [ B&nQTCBEn)Tldcandc (D.A7

Aby takie catkowanie przeprowadzié, stosuje sie trzykrotnie jednowymiarowg kwadrature
Gaussa, co prowadzi do nastepujacej procedury catkowania numerycznego:

n n

1= [ [ pen Qdedndc =333 6 ny, Gwanyuy (D.18)

i=1 j=1k=1

W pracy zostala uzyta reguta catkowania 2 x 2 x 2.
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E Dodatek E
Redukcja macierzy elementowych

Mieszane/wzbogacone (ang. mized/enhanced) skonczone elementy powlokowe moga za-
wiera¢ dodatkowe parametry lokalne, ktére musza zosta¢ skondensowane, aby zreduko-
waé wielkoS¢ stycznej macierzy elementowej do standardowej wielkosci.

Liczba parametréw elementowych moze by¢ bardzo duza, czasami przekracza ona
liczbe zmiennych weztowych zwiazanych z elementem. Kondensacja zazwyczaj jest wy-
konana poprzez eliminacje poszczegdlnych typéw parametrow jeden po drugim poprzez
odwracanie odpowiednich podmacierzy. Takie podej$cie musi by¢ dostosowywane do kaz-
dego nowego sformulowania elementu, co jest oczywistg wadg takiego rozwigzania.

Alternatywnym podejsciem jest kondensacja wszystkich parametréw jednoczesnie, co
wymaga obliczenia uzupetnienia Schura. Aby przyspieszy¢ ten proces, zostanie wykorzy-
stana technika czesciowej faktoryzacji opisana w rozdz. 5.2.3, ktéra zastapi standardowe
obliczenia uzupetnienia Schura. W tym dodatku zostata przetestowana ta technika i
porownana wydajnos¢ dla réznych elementow powlokowych, solid-shell oraz elementéw
3D.

Dla rozwazanej klasy elementow skoniczonych, podstawowy funkcjonat F' zalezy od
weztowych przemieszczen i rotacyjnych parametréw wu; oraz od mnoznikéw elemen-
towych q. Dla kinematycznych nieliniowych problemoéw, warunek stacjonarnosci dla
F(ur,q) wyznacza uktad réwnan liniowych dla elementu, r,(u;,q) =0 i r,(u;,q) = 0.
Zlinearyzowana forma tych réwnan jest nastepujaca

K L Au[ r
= | 1
lLT qu]lAq] [rq]’ (B
gdzie K = 0r,/0u;, L =0r,/0q oraz K, = 0r,/0q. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze
K i K, sasymetryczne i w ogélnosci nieokreslone.
Aby wyeliminowa¢ mnozniki na poziomie elementu i aby zredukowa¢ wielkosé macie-
rzy stycznej do standardowej wielkosci, zdefiniowanej jako liczba wezléw w elemencie i

liczba stopni swobody na wezel, trzeba obliczy¢ Aq z drugiego réwnania, i wykorzystac
to w pierwszym réwnaniu, co prowadzi do

K*Au; = —r*,  gdzie K'=K-LK_/L" i r'=r,—LK/r, (E2)

Widaé, ze zredukowana (skondensowana) macierz K* jest zdefiniowana jako uzupet-
nienie Schura dla K, i zazwyczaj jest wyliczane w trzech krokach: (1) triangularyzacja
(faktoryzacja) Kgq, (2) jedno podstawienie wstecz dla kazdej kolumny L” aby uzyskaé
Kq_qlLT, oraz (3) mnozenie L przez Kq_qlLT i odjecie wyniku od K. Aby przyspieszy¢
powyzszy proces kondesacji, zaimplementowano i przetestowano alternatywna metode -
czesciowy faktoryzacje.

Aby zdefiniowa¢ metode czesciowej faktoryzacji dla tego problemu, najpierw nalezy
zamieni¢ kolejnosé podmacierzy u; i q tak ze zamiast macierzy z réwn. (E.1) otrzy-
mano macierz A zdefiniowang ponizej. Dekompozycja LU macierzy A przedstawia
sie nastepujaco:

A= quq LT] _ [Ln 0 ] [Un U12] _ [LllUll LUy

(E.3)

L K N L21 L22 0 U22 L21U11 L21U12+L22U22 '



E DODATEK E REDUKCJA MACIERZY ELEMENTOWYCH 161

Tabela E.1: Przyspieszenia dla poszczegdlnych metod i powigzanych solveréw w stosunku
do czasu dla metody z réwn. (E.3) i solwera z [01].

Elementy powlokowe Elementy ,,solid-shells” Elementy 3D
Solver Metoda EAS10 HW35 HW43 | EAS10 HW29 HWA47 | EADG12 EAS30 HW60
DSYTRF 1RHS | 0.26 0.48 0.68 0.30 0.56 0.60 0.29 0.45 0.75
MAG64 1RHS | 0.57 1.02 1.36 0.72 1.37 1.51 0.84 1.23 1.74
DSYTRF mRHS | 0.97 1.72 2.06 1.04 1.93 1.82 1.12 1.49 2.20
MAG64 mRHS | 0.62 1.04 1.37 0.77 1.39 1.82 0.90 1.26 1.75
DSYTRF ownPF | 1.27 2.47 3.37 1.37 2.64 2.52 1.57 1.86 2.41
MAG64 PF | 0.58 1.41 1.91 0.72 1.90 2.10 0.85 1.49 2.31
Gesto$é macierzy [%] | 91.20 100.00 58.70 | 98.40 4820  29.20 40.60 22.20  13.70
Czas [sek.] 6.77 49.96 129.08 | 10.46  75.19 108.19 13.34 53.88  192.54

Warto zauwaZyé, ze L21U11 = L oraz L11U12 = LT, Wtedy L21U12 =
LU'LL" =LK_'L". Dlatego,

K —-LyUp=K-LK_ L' = K", (E.4)

gdzie K* to macierz zredukowana z réwn. (E.2).

Testy zostaly przeprowadzone na 1 rdzeniu maszyny wielordzeniowej (2 procesory
Xeon X5650 2.66GHz z 6 rdzeniami kazdy, system Linux). Wybrano tylko jeden rdzen, z
uwagi na to, ze autor zaimplementowal réwnolegta petle po elementach (patrz rozdz. 3),
w ktorej kazdy rdzen przetwarza inny element skonczony.

Macierze sztywnosci, ktére zostaly uzyte w obliczeniach, uzyskano dla centralnych
elementéw ,patch” testu [71]. Obliczenia byly powtérzone milion razy dla kazdej ma-
cierzy. Przyspieszenia zostaly zamieszczone w tab. E.1, najlepsze rezultaty dla kazdej
macierzy zostaly pogrubione.

Jako metode referencyjna wybrano metode wyrazona réwn. (E.2) oraz metode
LUDCMP z [91]. Ponadto przetestowano dwie metody bazujace na eliminacji Gaussa:
DSYTRF z biblioteki LAPACK [65] oraz metode MA64 z biblioteki HSL [15]. Do otrzyma-
nia K;qlLT, wykorzystano dwa sposoby wywotania procedur dla podstawiania wstecz:
albo dla kazdej kolumny z L” osobno (,1IRHS”), albo dla wszystkich kolumn z L”
jednoczesnie (,mRHS”). Dodatkowo z uzyciem ,,ownPF” oznaczono metode z wlasnymi
modyfikacjami kodu, do otrzymania czesciowej faktoryzacji.

Przetestowano trzy typy elementéw: czteroweztowe elementy powtokowe, oSmiowezto-
we elementy ,solid-shells”, odmioweztowe elementy tréjwymiarowe. Ich sformutowania sg
oznaczone nastepujaco: HW - opiera sie na funkcjonalne Hu-Washizu i zostat rozszerzony
dla elementéw powtokowych i, solid-shell” [115], EAS - opiera sie na energii potencjalnej
z ulepszonym zalozonym odksztatceniem (ang. Enhanced Assumed Strain), oraz EADG
- opiera sie na energii potencjalnej z ulepszonym zatozonym gradientem przemieszcze-
nia (ang. Enhanced Assumed Displacement Gradient). Liczba dodatkowych parametréw
znajduje sie za powyzszymi akronimami.

Podsumowujac, wykonane testy pokazuja, ze implementacja czesciowej faktoryzacji,
daje zysk czasowy prawie dla wszystkich typéw elementéw, a metoda wykorzystujaca
»DSYTREF” z _ownPF” daje najlepsze przyspieszenia.
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F Dodatek F
FGMRES

FGMRES (ang. Flexible Generalized Minimal Residual Method) to iteracyjna metoda
rozwigzywania niesymetrycznych ukladéow réwnan liniowych. Metoda ta aproksymuje
rozwigzanie za pomocg wektora z przestrzeni Krylova z minimalnym residuum. Do zna-
lezienia tego wektora uzywa sie¢ iteracji Arnoldiego. Metoda FGMRES r6zni si¢ od me-
tody GMRES, tym ze w kazdej iteracji moze by¢ stosowany inny preconditioner, czyli
macierz, za pomoca ktorej zamienia sie podstawowy problem w problem, ktéry mozna ta-
twiej rozwiazaé¢ z punktu widzenia numerycznego. Aby przedstawi¢ algorytm FGMRES,
najpierw zostanie opisany algorytm GMRES na podstawie [94].

1. Start: Wybierz zy oraz wymiar m przestrzeni Krylova. Zdefiniuj macierz H,, roz-
miaru (m+1) X m i zainicjalizuj te macierz ze wszystkimi elementami h; ; réwnymi
Zero.

2. Iteracja Arnoldiego:

(a) Oblicz 19 = b — Az, § = ||rol|2 oraz vy = 1o/
(b) Dla j =1,...,m wykonaj:

e Oblicz z; := M1,

e Oblicz w := z;

hij = (w,v;)

OMM:LMJWWmmy:{w_w b
=W — Ny 0

e Oblicz hjt1,; = ||w||_2 oraz vy = w/hji1;
(c) Zdefiniuj V,,, := [v1, ..., Upy)

3. Utworz przyblizone rozwigzanie: Oblicz z,, = ¢ + M “Wonlm, gdzie y,, =
argmin, ||fe; — Hyyll2 oraz e = [1,0,...,0]".

4. Restart: Jesli warunek stopu zostal osiagniety to konicz, w przeciwnym wypadku
Tg < T, 11dZ do kroku 2.

Iteracja Arnoldiego konstruuje baze ortogonalng do przestrzeni Krylova z precondi-
tionerem:

Span{re, AM'rg, ..., (AM )™ 1ry} (F.1)

za pomocy zmodyfikowanego procesu Grama-Schmidta, gdzie nowy wektor, ktory be-
dzie zortogonalizowany, jest otrzymany z poprzedniego wektora w procesie. Ostatni krok
powyzszego algorytmu tworzy rozwigzanie, ktore jest liniowa kombinacjg wektorow z
preconditionerem: z; = M~tv;, i = 1,...,m. Dzieki temu, Ze wszystkie wektory zostaty
otrzymane poprzez uzycie tego samego preconditionera M !, nie ma potrzeby ich prze-
chowywaé. Trzeba tylko zastosowa¢ M~! do liniowych kombinacji wektora v, tj. Vi, ym.
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Jednak jesli na kazdym nowym kroku algorytmu zostanie wykorzystany nowy precondi-
tioner, tzn. niech z; bedzie zdefiniowany nastepujaco:

Zj = Mj_ll)j (F2)

a nastepnie wektory te beda zachowywane, aby p6zniej mozna bytoby ich uzy¢ w procesie
aktualizacji z,,, w kroku 3, to otrzyma sie elastyczna (ang. flexible) modyfikacje algorytmu
GMRES, w skrécie FGMRES:

1. Start: Wybierz zy oraz wymiar m przestrzeni Krylova. Zdefiniuj macierz H,, roz-
miaru (m+ 1) X m i zainicjalizuj te macierz ze wszystkimi elementami h; ; réwnymi
Zero.

2. Iteracja Arnoldiego:

(a) Oblicz rg = b — Axg, = ||rol|2 oraz vi = ro/B
(b) Dla j =1, ...,m wykonaj:

e Oblicz z; := ]\/[Jflvj

e Oblicz w := z;

hij = (w,v;)

oDlaizl,...,jwykonajy:{w__w b o
= w = hy g

e Oblicz hji1,; = ||w| 2 oraz vj41 = w/hji1
(¢) Zdefinivj Z,, := [z1, ..., Zm]

3. Utworz przyblizone rozwigzanie: Oblicz z,, = %o + ZnYm, gdzie y, =
argmin, ||fe; — Hyyll2 oraz e = [1,0,...,0]".

4. Restart: Jesli warunek stopu zostal osiagniety to koncz, w przeciwnym wypadku
Tg < T, 11dZ do kroku 2.
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G Dodatek G
PARFEAP i Warp3D

Dla duzych zadan metody elementéw skonczonych (rzedu kilku, kilkunastu milionéw
réwnan) zwykle stacje robocze staja sie mato efektywne biorac pod uwage czas obli-
czen, a takze czesto na takiej stacji jest za malo pamieci operacyjnej, aby uruchomic
zadanie. Z pomoca przychodzg tutaj programy wykorzystujace techniki réwnolegtego
programowania, takie jak zréwnoleglanie po watkach (np. OpenMP), czy zréwnoleglanie
za pomoca procesow z przesyltaniem komunikatéw (z wykorzystanie MPI). Ciekawa grupa
programéw sa programy wykorzystujace obie techniki - jest to podejscie hybrydowe. Pro-
gramem metody elementéw skonczonych, ktory wykorzystuje to podejscie jest Warp3D.
Gléwnym celem tego dodatku jest zaprezentowanie wynikéw, jakie mozna uzyskaé za
pomocy tego programu, a takze poréwnanie go z programem, ktéry wykorzystuje tylko
podejscie zréwnoleglania po procesach - réwnolegta wersja programu FEAP - parFEAP.

Sprzet i oprogramowanie wykorzystane do testow Wszystkie testy wykonano na
tych samych weztach obliczeniowych klastra obliczeniowego GRAFEN [29] infrastruktury
informatycznej Biocentrum Ochota [7]. Komputer Grafen to:

1. Klaster

24 identyczne wezty obliczeniowe,

e 2 procesory 6-rdzeniowe Xeon X5650, 2.66 GHz kazdy rdzen,
24GB pamieci RAM DDR3 1333MHz,

Potaczenia miedzyweztowe: InfiniBand 40Gb/s.

2. VSMP - Virtual Symmetric Multiprocessing

e uzytkownik widzi pojedyncza maszyne,
e 72 rdzenie (6 x 2 procesory 6-rdzeniowe Xeon X5650, 2.66 GHz kazdy rdzen),
e 576 GB pamieci RAM.

FEAP - wersja DM-MIMD Program FEAP posiada wersje sparalelizowang, ktora
nazywa si¢ parFEAP. Wersja ta wykorzystuje biblioteke PETSc [90], ktora jest sparalelizo-
wana wykorzystujac interfejs MPI. Wersja sparalelizowana takze po watkach jest na razie
w stanie developerskim. Do wykonania testéw uzyto wersji PETSc 3.3. Przed uruchomie-
niem zadania trzeba takze wykona¢ dekompozycje obszaru. Zostata ona wykonana takze
w programie FEAP, ktéry do tego celu wykorzystuje program METIS [74]. Algorytmy
wykorzystywane przez METIS zostaty opisane w rozdz. 4.2.4 oraz w dodatku B. Dane po-
dawane dla tego przypadku nie zawierajg informacji o procesie budowania zadania, tylko
dane o procesie samego rozwigzania zadania. W przypadku testow liniowych wykorzy-
stano do rozwigzania uktadu rownan metode gradientéw sprzezonych zaimplementowana
w solwerze Hypre [11] oraz uzyto preconditionera BoomerAMG, w wersji 2.9.0b.
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Warp3D - wersja DM-MIMD Jak juz wspomniano wczesniej program Warp3D kom-
piluje sie do dwoch wersji. W tym przypadku testowano wersje hybrydowa, tzn. korzy-
stajaca jednocze$nie z MPI do zrownoleglenia po weztach obliczeniowych i z OpenMP
do zréwnoleglenia po watkach na danym wezle. Do rozwiazania uktadu rownan w tym
przypadku réwniez wykorzystano metode gradientéw sprzezonych z solwera Hypre [14]
z precoditionerem BoomerAMG, w wersji 2.9.0b. Razem z Warp3D jest dostarczony pro-
gram patwarp, ktory potrafi wezytaé siatke w formacie PATRAN Neutral File, a pdzniej
za pomocy programu METIS, wykona¢ dekompozycje tej siatki. Niestety program dziatat
niestabilnie dla wiekszej liczby weztow, dlatego zdecydowano sie na wykorzystanie trzech
weztow oraz czterech watkoéw, co w sumie daje tyle samo procesow, co w przypadku par-
FEAP.

Testowe zadanie Jako test wybrano zagadnienie liniowo sprezyste przedstawione w
rozdz. 3.2.1, gtéwnie z powodu prostoty i aby sam rodzaj zadania nie wptywat na uzy-
skane wyniki porownawcze.

1. FEAP Element wykorzystywany do obliczen to 8-weztowy element sze$cienny. Typ
materiatu: SOLID, ELASTIC ISOTROPIC. Trzeba zaznaczy¢, ze proces budowa-
nia siatki, takze jest wykonywany w trakcie przebiegu programu FEAP za pomoca
procedury BLOCK.

2. Warp3D Typ materiatu to 'deformation’ [1 10, s. 3.4-1], ktéremu ustalono gra-
nice plastycznosci na 10%°, aby modelowaé liniowg sprezystosé. Uzyty element to
"13disop’ [1 10, s. 3.1-1], ktéry odpowiada elementowi wykorzystywanemu w FEAPie.
Wytaczono takze sformutowanie B, ktére domyslnie jest uruchomione dla tego ele-
mentu. Warp3D nie ma domyslnie stworzonej procedury podobnej do BLOCK z
programu FEAP. Dlatego zaimplementowano program, ktory tworzy odpowiednig
siatke w formacie PATRAN Neutral File, ktory to format moze by¢ wezytany przez
dodatkowy program dotaczony do Warp3D - patwarp. W tym przypadku proces bu-
dowania siatki nie jest wtaczony w caly proces rozwigzania zadania.

Przeprowadzone testy skupialy sie na poréwnaniu wydajnosci dwoch programéw FEAP
oraz Warp3D. Wydajno$¢ rozumiana jest tutaj, jako czas potrzebny na zakonczenie za-
dania oraz wykorzystang pamie¢ operacyjng dla danego zadania. Testy podzielono na
dwie grupy - wykorzystujace tylko watki oraz wykorzystujace system komunikatow MPI.
Ponizej znajduje si¢ opis przeprowadzonych testéw dla kazdego z dwdch testowanych
programéw dla kazdej z wyzej wymienionych grup.

Przemieszczenie Przemieszczenia sprawdzano w punkcie C' (tak jak w rozdz. 3.2.1)
niezaleznie od wyboru metody rozwiazania otrzymywano doktadnie te same wyniki. W
przypadku programow tylko z watkami program FEAP policzyt zadanie sktadajace sie
z ponad 1 milionem niewiadomych (1 151 064). Program Warp3D zatrzymat sie na licz-
bie nieco ponad 800 tysiecy niewiadomych (811 200). Warto tez zauwazy¢, ze program
Warp3D ma ograniczong na sztywno liczbe elementéw, ktéra wynosi dwa miliony. Dla-
tego maksymalne N, dla ktérego wykonano obliczenia w przypadku programu Warp3D



G DODATEK G

PARFEAP I WARP3D

166

wynosi 124 (1 906 624 elementéw), co daje prawie 6 milionéw niewiadomych (5 859 375).

Tabela G.1 zawiera informacje ile rownan i ile elementéw odpowiada danemu N.

Tabela G.1: Liczba réwnan i liczba elementéw dla danego N.

N
32
52
54
64
72
76
80
96
124
256
300
322
400

Réwnan
104 544
438 204
490 050
811 200
1151 064
1 351 812
1 574 640
2 709 792
5 859 375

51 000 000
81 700 000
101 000 000
190 000 000

Elementow
32 768
140 608
157 464
262 144
373 248
438 976
512 000
884 736

1 906 624
16 777 216
27 000 000
33 386 248
64 000 000
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Rysunek G.1: Przemieszczenie w punkcie C' dla wersji SM-MIMD (a) oraz wersji DM-

MIMD (b).

Poréwnanie czaséw dla wersji DM-MIMD W tym przypadku poréwnano tylko
rzeczywiste czasy wykonania. Na rys. G.2 wida¢, ze Warp3D jest szybszy, dla N = 124 ok.
1.8 razy. Niestety Warp3D ma ograniczenie do 2 milionéw weztéw i najwiekszym zadaniem
jakie udato sie przeliczy¢ byto wlasnie N = 124, czyli ok. 5.8 miliona niewiadomych. Z
czasoéw tych wida¢ rowniez, ze komunikacja MPl wymaga wiecej czasu, niz komunikacja
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w obrebie jednego wezta obliczeniowego ze wspdlng pamiecia.

Poréwnanie uzycia pamieci

ze Warp3D alokuje statycznie potrzebne tablice do rozwigzania zadania.

90

Rysunek G.3a potwierdza wnioski z rozdz. 3.2, Warp3D
z PARDISO zuzywa wiecej pamieci niz FEAP z PARDISO. Gtéwna tego przyczyna jest fakt,

100
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FEAP 12 weztéw, 1 watek I
30F Warp3D 3 wezty, 4 watki I

Czas rzeczywisty (min)

32 52 54 64 72 76 80 96 124
N

Rysunek G.2: Czasy rzeczywiste wykonywania obliczen.

Na rys. G.3b wida¢, ze Warp3D z Hypre uzywa prawie 3 razy mniej pamieci niz FEAP
z Hypre. FEAP do paralelizacji wykorzystuje biblioteke PETSc, a Warp3D sam obshuguje
komunikacj¢ miedzy poszczegdlnymi procesami.

180,

FEAP 1 wezel, 12 watkéw H 180F FEAP 12 weztow, 1 watek
160f Warp3D 1 wezet, 12 watkéw I 160F Warp3D 3 wezly, 4 watki .
140 140
g120 3120
;%'100 ;%'100
g 80 ‘E 80
© ©
a 60 Q60
40 40
20| 20|
0 32 52 54 64 72 0 32 52 54 64 72 76 80 96 124
N N

(a) (b)

Rysunek G.3: Poréwnanie zapotrzebowania na pamie¢ operacyjna przez oba programy
dla wersji SM-MIMD (a) oraz wersji DM-MIMD (b).

Najwiekszy przeliczony przyklad Podjeto réwniez probe przeliczenia zadan rzedu
200 milionéw niewiadomych, aby sprawdzi¢, czy parFEAP jest w stanie takie zadanie
przetworzy¢. Najwieksze przeliczone zadanie bylo wielkosci N = 400, co stanowi 64
miliony weztéw MES, a to oznacza ok. 190 milionéw réwnan.

Dekompozycja zadania zostata zrobiona na wezle VSMP, ze wzgledu na architekture
parFEAPa, ktéry alokuje wiele tablic o rozmiarze rzedu liczby réwnan, ktére wcale nie sg
mu potrzebne podczas wykonywania dekompozycji. Czas trwania dekompozycji zadania
to ok. 114 minut.

Samo zadanie zostalo rozwiazane na klastrze przy wykorzystaniu 12 weztéw, a na
kazdym wezle utworzono 12 proceséw MPI, co oznacza w sumie 144 procesy MPI. Roz-
wiazywanie trwato 33 min, a czas procesora to ok. 6h. Wykorzystano w sumie 193.4 GB z
576 GB dostepnych pamieci operacyjnej. W tym przypadku korzystano ze standardowego
solwera CG z biblioteki PETSc i preconditionera Jacobi takze z tej biblioteki.
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Dla zadan o N < 400 korzystano z jednego rdzenia na kazdym wezle obliczeniowym.
Rysunek G.4 przedstawia przemieszczenia w punkcie C' dla najwigkszych przeliczonych
zadan. Dla N < 124 uzyskano przemieszczenia identyczne z otrzymanymi w poprzed-
nich testach. Na rys. G.5a mozna zauwazy¢, ze mimo komunikacji poprzez MPI miedzy
watkami, czas wykonania dla zadania dla N = 400 byl mniejszy ponad 2 razy.

Rysunek G.5b przedstawia czasy wykonania dekompozycji zadania na wezle VSMP.
Wejscie jest tutaj rozumiane jako weczytanie pliku Zrédlowego i wygenerowanie weztéw
i elementéw. Wyjscie to czas zapisu zbiorow wyjsciowych, czyli wejsciowych dla zadania
wtasciwego. Widac¢ na rys. G.5b, ze najdtuzszy jest zapis zbioréw wyjsciowych, uzycie
dyskow SSD nie poprawito rezultatéw. Warto zwroci¢é uwage na fakt, ze podziat na 144
domeny przez METIS trwal krécej niz podzial na 12 domen. Wynika to z faktu, ze w
przypadku podziatu na 144 domen liczba krokow w etapie zmniejszania jest mniejsza,
poniewaz szybciej sie uzyskuje graf, ktory mozna podzieli¢. Mniejsza liczba w etapie
zmniejszania, to rowniez mniejsza liczba krokow w etapie zwiekszania, co w konsekwencji
daje nam mniejszy czas wykonania.
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Rysunek G.4: Przemieszczenia w punkcie C dla najwiekszych zadan.
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Rysunek G.5: Czasy wykonania obliczen (a) oraz dekompozycji (b).
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H Dodatek H
Procedury opakowujace biblioteke PAPI

W ramach pracy stworzono zestaw procedur opakowujacych majacych na celu uta-
twienie korzystania z biblioteki PAPI [36]. Procedury te wykorzystano w rozdz. 2.3.4,
rozdz. 3.4.3 oraz w rozdz. 4.2.5 do stworzenia modelu ,,Roofline”. Dzieki tym procedurom
z punktu widzenia uzytkownika koncowego wystarczy zainicjowac¢ biblioteke procedura
wrap_ PAPI_INIT, nastepnie okresli¢, ktorag z dwoch metryk biblioteka ma zmierzy¢
(wydajnos¢, czy uzycie pamieci), potem uzytkownik uruchamia rozpoczecie mierzenia
metryki procedurg wrap_ PAPI__START, a gdy obliczenia zostana zakonczone, uzytkow-
nik wywotuje procedure wrap_ PAPI STOP. Zostato to przedstawione w Kodzie H.1.

Kod H.1: Kolejnos¢ wywotan procedur opakowujacych PAPI

program helloPAPI
type (papiControl) :: control
integer :: operation
! Intt PAPI
call wrap_ PAPI_INIT(control)
controlymetric = operation /1 - FLOP; 2-Bandwidth
!Start PAPI
call wrap_ PAPI_START (control)
!Do calculations
call do_flops ()
!Stop PAPI
call wrap_ PAPI_STOP(control)
!Print results
if (controlymetric.eq.1) then
write (x,*) "gflops", control%flops
elseif (control\)metric.eq.2) then
write (*,*) "bandwidth", control%bandwidth
endif
end

W Kodzie H.2 zostal zaimplementowany typ kontrolujacy dziatanie biblioteki PAPI.
Typ ten zawiera rowniez dane wyjsciowe, na temat badanych metryk.

Kod H.2: Modut z typem kontrolujacym PAPI

module papiTypes
type papiControl

integer ,dimension(:), allocatable :: eventSet
integer*8 :: uso, usn

integer :: threads

double precision :: flops, bandwidth, time
integer :: metric ! 1 for flops, 2 for bandwidth
integer*8 :: flop, bytes

end type papiControl
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end module papiTypes

W Kodzie H.3 zostat zaimplementowana procedura obstugujaca inicjowanie biblioteki
PAPI.

Kod H.3: Procedura inicjujaca PAPI

use papiTypes
use omp_1lib

implicit none
include "f77papi.h"

type (papiControl) :: control
integer :: retval

!$omp parallel
control)threads = omp_get_num_threads ()
!$omp end parallel

allocate(control%eventSet (control%threads))

retval = PAPI VER_ CURRENT

call PAPIf library_init(retval)

if ( retval.NE.PAPI _VER_CURRENT) then
write(*x,*) ’error,’, retval

end if

call PAPIF_thread_init(omp_get_thread_num, retval)
if ( retval.NE.PAPI 0OK) then

write(*x,*) ’error,thread’
end if

W Kodzie H.4 zostal zaimplementowana procedura obstugujaca rozpoczecie mierze-
nia metryk za pomoca bibilioteki PAPI. W zaleznosci, ktora metryke uzytkownik chce
zmierzy¢ (wydajno$é, czy uzycie pamieci), biblioteka musi rozpoczaé¢ dziatanie w inny
sposob.

Kod H.4: Procedura rozpoczynajaca mierzenie za pomocg PAPI

subroutine wrap_ PAPI_START (control)
use papiTypes
use omp_1ib

implicit none
include "f77papi.h"
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type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter ,threadld,i
integer :: eventCode

integer ,dimension(:), allocatable :: events
CHARACTER (len=128) :: eventNAME

if (controlymetric.eq.1) then
call wrap PAPI_START_FP(control)
elseif (controlymetric.eq.2) then
call wrap PAPI_START_UNC(control)
endif

call PAPIf_get_real_usec(controliuso)

end subroutine wrap_ PAPI_START

W  Kodzie H.5 zostal zaimplementowana procedura obstugujaca roz-
poczecie mierzenia wydajnosci. Wydajnos¢ jest mierzona za pomocy zda-
rzenia  predefiniowanego ,PAPI_DP_OPS”  ktore dla procesora bazujace-
go na architekturze Nehalem (np. Xeon 5670), jest wyznaczone za po-
moca zdarzen: FP COMP OPS EXE:SSE DOUBLE PRECISION oraz
FP_COMP_OPS EXE:SSE FP PACKED. Zdarzenia te sa liczone dla kazdego

watku osobno, dla tego trzeba uruchomi¢ mierzenie dla kazdego watku z osobna.

Kod H.5: Procedura rozpoczynajaca mierzenie wydajnosci

subroutine wrap_ PAPI_START_FP(control)
use papiTypes
use omp_1lib

implicit none
include "f77papi.h"

type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter ,threadld,i
integer :: eventCode

integer ,dimension(:), allocatable :: events
CHARACTER (len=128) :: eventNAME
eventsCounter = 1

!$omp parallel private( retval, <, events, threadId)
call PAPIF register_thread(retval)
if ( retval .NE.PAPI 0K) then
write(*x,*) ’error_ thread’, retval
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end if

threadId = omp_get_thread num() + 1
allocate(events (eventsCounter))

events (1) = PAPI DP O0OPS
control’eventSet (threadId) = PAPI_ NULL

call PAPIf create_eventset(controlleventSet (threadld),

1 retval)

if ( retval.NE.PAPI 0OK) then
write(*x,*x) ’error,es’, retval

end if

do i=1, eventsCounter

call PAPIf add_event(control¥%eventSet (threadId),
1 events (i), retval)

if ( retval .NE. PAPI 0K ) then

write(*x,*) ’error_,add event,’, i, retval

end if
enddo

call PAPIf start(controlleventSet(threadId), retval)
if ( retval .NE. PAPI 0K ) then
write(*,*) ’error,start,’, retval

end if

!$omp end parallel

end subroutine wrap_ PAPI_START_FP

W  Kodzie H.6 zostal zaimplementowana procedura obstugujaca roz-
poczecie mierzenia uzycia pamieci. Jest ono mierzone za pomoca zda-
rzen yuncore”: yswsm__unc:UNC_QMC_NORMAL_READS:ANY” oraz
ywsm_unc:UNC_ QMC_ WRITES:FULL ANY”. Zdarzenia te sa liczone dla kaz-
dego procesora osobno, dla tego trzeba uruchomi¢ mierzenie dla kazdego procesora z
osobna.

Kod H.6: Procedura rozpoczynajaca mierzenie uzycia pamieci

subroutine wrap_ PAPI_START _UNC(control)
use papiTypes
use omp_1lib

implicit mnone
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include "f77papi.h"
type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter ,bsocket,i
integer :: eventCode,eventCode2,socketNum
integer ,dimension(:), allocatable :: events
CHARACTER (len=128) :: eventNAME

! for Nehalem
eventNAME = "wsm_unc::UNC_QMC_NORMAL_READS:ANY"

call PAPIF event _name_to_code(eventNAME, eventCode,
1 retval)
if ( retval.NE.PAPI 0OK) then
write (*x,*) ’error_eventCode,’,retval
end if
! for Nehalem
eventNAME = "wsm_unc::UNC_QMC_WRITES:FULL_ ANY"

call PAPIF event_name_to_code(eventNAME ,6 eventCode?2,
1 retval)
if ( retval.NE.PAPI 0OK) then

write (*x,*) ’error_eventCode ’,retval

end if
INehalem

socketNum = 2

do socket = 1, socketNum
eventsCounter = 2
allocate(events (eventsCounter))
events (1) = eventCode
events (2) = eventCode?2

control’,eventSet (socket) = PAPI_NULL

call PAPIf create eventset (controljeventSet (socket),
1 retval)

call papif_prepareuncore(controljeventSet (socket),
1 (socket-1))

do i=1, eventsCounter
call PAPIf add_event (controlleventSet (socket),
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1 events (i), retval)
if ( retval .NE. PAPI 0K ) then
write(*,*) ’error_add event,’, i, retval
end if
enddo

deallocate(events)
enddo

do socket = 1, socketNum
call PAPIf_start(controlleventSet (socket), retval)
if ( retval .NE. PAPI 0K ) then
write(*x,*) ’error,start,’, retval
end if
enddo

end subroutine wrap_ PAPI_START_UNC

W Kodzie H.7 zostal zaimplementowana procedura konczaca mierzenie, podobnie jak
w Kodzie H.4 inaczej trzeba obstuzy¢ mierzenie operacji zmiennoprzecinkowych i inaczej
uzycia pamieci.

Kod H.7: Procedura konczaca mierzenie

subroutine wrap_ PAPI_STOP(control)
use papiTypes
use omp_1ib

implicit none
include "f77papi.h"

type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter ,threadld,i
integer :: threads, sockets

integer*8 :: ops(10)

integer*8 :: values(10), cycles

integer*8 :: ldops,srops

call PAPIf get _real _usec(control¥usn)

control%time = DFLOAT(control’usn-control%uso) / 1.0d6
ops = 0

if (controlymetric.eq.1) then
call wrap_ PAPI_STOP_FP(control)
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elseif (controlymetric.eq.2) then
call wrap PAPI_STOP_UNC(control)
endif

end subroutine wrap_ PAPI_STOP

W Kodzie H.8 zostal zaimplementowana procedura konczaca mierzenie operacji
zmiennoprzecinkowych, podobnie jak w Kodzie H.5 trzeba wykonaé¢ zakonczenie obli-
czen dla kazdego watku z osobna.
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Kod H.8: Procedura koriczaca mierzenie operacji zmiennoprzecinkowych

subroutine wrap_ PAPI_STOP_FP(control)
use papiTypes
use omp_1lib

implicit none
include "f77papi.h"

type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter,threadId,i
integer :: threads, sockets

integer*8 :: ops(10)

integer*8 :: values(10), cycles

integer*8 :: ldops,srops
ops = 0

!$omp parallel private(retwval, i, values, threadId )

threadId = omp_get_thread num() + 1

call PAPIf stop(controlieventSet(threadId), values(1l),

if ( retval .NE. PAPI OK ) then
write(*,*) ’error_stop,’, retval
end if

I$omp ATOMIC

ops (1) ops (1) + values (1)

!'$omp ATOMIC

ops (2) ops (2) + values (2)

threads = omp_get_num_threads ()

retval)
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!$omp end parallel
controly%time = DFLOAT (control’usn-controluso) / 1.0d
if (controlymetric.eq.1) then
controly%flops = ops(l)/(controlitime)

controlyflops controly%flops / 1.0d9
endif

end subroutine wrap_ PAPI_STOP_FP

[}

W Kodzie H.9 zostal zaimplementowana procedura konczaca mierzenie uzycia pa-
mieci, podobnie jak w Kodzie H.6 trzeba wykonaé¢ zakonczenie obliczen dla kazdego
procesora z osobna.

Kod H.9: Procedura konczaca mierzenie uzycia pamieci

subroutine wrap_ PAPI_STOP_UNC(control)
use papiTypes
use omp_1ib

implicit none
include "f77papi.h"

type (papiControl) :: control

integer :: retval, eventsCounter ,threadld,i
integer :: threads, sockets

integer*8 :: ops(10)

integer*8 :: values(10), cycles

integer*8 :: ldops,srops,socketNum
ops = 0

! for Nehalem
socketNum = 2

do threadId = 1, socketNum
call PAPIf stop(controlleventSet(threadId), values (1),
1 retval)

if ( retval .NE. PAPI OK ) then
write (*,x) ’error,stop,’, retval, ’id,’,threadId
end if
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ops (1) + values (1)
ops (2) + values(2)

ops (1)
ops (2)

enddo

ops (1) %64
ops (2)*64

ldops
srops

if (controlymetric.eq.2) then

control¥bandwidth = (ldops+srops)/(controlytime)
control¥bandwidth = controllbandwidth / 1.0d9
endif

end subroutine wrap_PAPI_STOP_UNC
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I Dodatek I
Blokowa faktoryzacja macierzy symetrycznej

Blokowa faktoryzacja macierzy symetrycznej zostata wykorzystana w rozdz. 5.4.3, aby
w trakcie cze$ciowej faktoryzacji uzyskac¢ rowniez precoditionery. Faktoryzacja LU dla
macierzy symetrycznej prowadzi do postaci:

=  ==T

A=1L". (L.1)

Wtedy uktad réwnan Ax = b moze byé¢ rozwiazany w dwéch krokach, podstawianie w
przod:

Ly=b (L.2)
i podstawianie w tyt:
L'x = y. (L.3)
Ale jedli dekompozycja LU zostanie wykonana na blokowej symetrycznej macierzy to
otrzyma sie:
A |A D] _[Lu 0] [Lf, Lgl (1.4)

gdzie L;; to blokowe czesci faktoryzacji dolnej czesci trojkatnej macierzy. Aby rozwigzac
taki system réwniez mozna skorzysta¢, z podstawien w przéd/w tyt. Jednak czasami
potrzebne jest rozwigzanie, nie dla catego uktadu A, a tylko do uktadow Ax = b lub

Sx = b, gdzie S to uzupelnienie Schura macierzy A, tzn. S = C — DA™'D?. Wtedy
mozna wykonaé podstawienie w przéd / w tyl w nastepujacy sposob:

_L11 0 | _Y_ b

_L21 L22_ _y'_ - _0_ (1'5)
-Lﬁ Lgl- x| _ _y_
|0 L] [x¥] |0 (L.6)

co pozwoli na uzyskanie rozwigzania dla uktadu Ax = b. Jest tak poniewaz z pierwszego
réwnania w réwn. (1.5), jest y = Li'b a z pierwszego réwnania w réwn. (1.6) jest
x = (L) ~'y — (LY)~'L2 %/, ale z drugiego réwnania w réwn. (1.6), wiadomo, ze x' = 0,
wiec x = (LT))"'L{'b oraz X jest rozwigzaniem uktadu Ax = b.

Gdy zostana wykonane nastepujace operacje:

_L11 0 | _y/_ 10
_L21 L22_ LY B _b_ (1'7)
7 LI [x] 0]
(;1 L%F1 x|~ (18)
L 2] | Y

mozna otrzymac rozwiazanie dla uktadu Sx = b . Jest tak, poniewaz z drugiego réwnania
w réwn. (1.8), jest x = (Ly, )’y a z drugiego réwnania w réwn. (1.7) jest y = Lo, b —
Ly, Loyy’, ale z pierwszego réwnania w réwn. (1.7), wiadomo, ze y' = 0, wiec x =
(Lsy ) 'Ly b oraz x jest rozwiazaniem uktadu Sx = b.
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