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Panel A: rozklad stacjonarny koncentracji bez oddzialywan hydrodynamicz-
nych. Rozwiazanie stacjonarne analityczne zaznaczone czerwona linia, niebie-
skie kropki oznaczaja wyniki numeryczne. Panel B: blad obliczenn numerycz-
nych unormowany do wyniku analitycznego w kazdym punkcie i wyrazony w
procentach. . . . . . ... L

Zmienna w czasie czesS¢ strumienia pola koncentracji przez powierzchnie reakcji
bez oddzialywan hydrodynamicznych obliczona metoda objetosci skonczonych.
Funkcja f(t) obliczona numerycznie zaznaczona jest niebieskimi kropkami, do-
pasowanie funkcji az® oznaczono czerwona linig. Wynik dopasowania wynosi
a=—0.798124+4 x 107*, b= —0.5+ 1 x 10~°. Wynik teoretyczny przewiduje
wspolezynniki a = 2/v/21r ~ 0.7978 ib=—1/2 . . . . .. ... ... .. ...

Zmienna w czasie czes¢ strumienia pola koncentracji przez powierzchnie reakcji
z oddzialywaniami hydrodynamicznymi obliczona metoda objetosci skonczo-
nych. Czerwona linia jest dopasowaniem rozwiazania bez oddzialywan hydro-
dynamicznych do strumienia obliczonego numerycznie dla czaséw mniejszych
od 0.017p do krzywej, od ktérej odjeto rozwiazanie réwnowagowe (oznaczone
jest czarnymi punktami). Szara, przerywana krzywa jest dopasowaniem do ca-
tego przebiegu czasowego. Niebieskie punkty sg rozwiazaniem numerycznym a
czarne kwadraty rozwigzaniem numerycznym z odjetym strumieniem stacjo-
02117 0 0

Panel A: rozklad stacjonarny koncentracji czastek z oddziatywaniami hydrody-
namicznymi. Rozwigzanie stacjonarne analityczne zaznaczone czerwong linig,
niebieskie kropki oznaczajg wyniki numeryczne. Panel B: btad obliczen nume-
rycznych w stosunku do wyniku analitycznego w kazdym punkcie wyrazony w
procentach. . . . . . . . .. e

Warunki brzegowe Leesa-Edwardsa dla prostego przeptywu $cinajacego: w mia-
re¢ uplywu czasu podstawowa komorka periodyczna deformuje si¢ zgodnie z
przeplywem tak, zeby podstawy komérek periodycznych zawsze sie pokrywa-
ty, a gérna $ciana komorki periodycznej poruszala sie z predkoscia przeptywu
na jej wysokoéci. Poczatkowa komoérka oznaczona jest przerywang linia. Gdy
tylko kat nachylenia komérka 6 bedzie réwny arctan L, /L., komérka podsta-
wowa jest przywracana do stanu poczatkowego, zeby zapobiec nieskonczonemu
wydtuzeniu. . . . . .. L L e e

Kontur wewnatrz ktérego zmniejszany jest krok czasowy. Niebieska kula wy-
znacza sfere reakcji o promieniur =2a . . . . . . ...



3.7

3.8
3.9

3.10

3.11

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Histogram zderzen bez przeplywu i bez oddzialywan hydrodynamicznych z
dopasowang krzywa. Wysokosci stupkéw histogramu oznaczone sa kropkami,
krzywa dopasowana do histogramu oznaczona jest linia ciagta, tréjkatami ozna-
czono wyniki numeryczne z biblioteki OpenFOAM a linig przerywang rozwia-
zanie stacjonarne. Histogram ma przedzialty o szerokoéci At = 4075 i powstat
ze zliczenia 6 x 10° czaséw zderzen. . . . . . . .. ...

Strumien J/Jy obliczony dla réznych t bez oddzialywan hydrodynamicznych.

Strumien J/.Jy obliczony dla réznych 0t uwzgledniajac oddziatywania hydro-
dynamiczne. . . . . . . ... e e e e
Strumien czastek bez oddzialywan hydrodynamicznych. Punkty z zaznaczo-
nym bledem sg wynikami symulacji. Ciagta, czerwona krzywa jest dopaso-
waniem dla otrzymanych wynikéw numerycznych. Szara przerywana jest wy-
nikiem z pracy Mohammadiego i innych [96]. Na obrazku gléwnym dopa-
sowanie jest do duzych liczb Pe i wynosi J o 0.199 + 0.007Pe. Wewnatrz
wstawionego panelu dopasowanie teoretycznego modelu dla matych liczb Pe
J = (0.988 £ 0.004) + (0.26 + 0.2) Pe!/2. Odpowiednie rezultaty z pracy Mo-
hammadiego wynosza J x 0.213Pe dla duzychi J =1+ 0.459Pe!/? 4 0.325Pe
dla matych liczb Pe. Wynik teoretyczny dla matych liczb Pe we wstawce oraz
asymptotyczne nachylenie dla duzych liczb Pe zaznaczone sa pomaranczowsa
linig przerywana z kropkami. . . . . .. ... o000 oo
Strumien czastek z oddzialywaniami hydrodynamicznymi. Punkty z zaznaczo-
nym bledem to wyniki symulacji. Krzywa na gltéwnym obrazku jest dopaso-
waniem dla duzych liczb Pe J  0.14 + 0.01Pe. Wewnatrz dopasowanie teore-
tycznego modelu dla matych liczb Pe J = (0.580 = 0.007) + (0.1 = 0.03) Pe'/2.
Liniag przerywang zaznaczone sa wynik teoretyczne: we wstawce dla matych
liczb Pe, na rysunku gléwnym asymptotyczne nachylenie dla duzych liczb Pe.

Tempa rozpadu par kul k, dla réznej gltebokosci potencjatu Lennarda-Jonesa.
Krzywe mozna podzieli¢ na wyraznie dwa obszary: obszar maltych liczb Pe
(czas rozpadu niezalezny do Pe) oraz obszar duzych liczb Pe (czas rozpadu
liniowo zalezny od Pe o nachyleniu k, o 0.061 4+ 0.001Pe). Przerywana linia
oznacza tempo asocjacji brownowskiej z oddzialtywaniami hydrodynamicznymi
przy utamku objetosciowym ¢ = 0.01 (patrz wzér (3.86)). . . . . . ... ...
Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objetosciowy ¢ = 0.01, pa-
nele: A) Pe = 0 HI-, B) Pe = 0 HI+, C) Pe = 1.5 HI-, D) Pe = 1.5 HI4+ E)
Pe=65HI-, F) Pe=65HI+. . . .. ... ... ...
Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objetosciowy ¢ = 0.05, pa-
nele: A) Pe = 0 HI-, B) Pe = 0 HI+, C) Pe = 1.5 HI-, D) Pe = 1.5 HI+ E)
Pe=65HI-, F) Pe=65HI4+. . . . ... ... ... ...
Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objetoéciowy ¢ = 0.1, panele:
A) Pe = 1.5 HI-, B) Pe = 1.5 HI+, C) Pe = 6.5 HI-, D) Pe = 6.5 HI4-. . . . .
Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 0, HI-. Panel A) wspdlczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji Rg. . . . . . ... ... ..
Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 0, HI4-. Panel A) wspélczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji Rg. . . . . .. ... ... ..
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 0. Panel
A) wspoélczynnik wydluzenia 1, panel B) promien zyracji Ry, przerywana
linia zaznaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz
réwnanie (4.23)). . . ...
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Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 1.5, HI-. Panel A) wspélczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji Rg. . . . . .. ... ... ...
Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 1.5, HI+. Panel A) wspdlczynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Rg. . . . . .. ... ... ... ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 1.5.
Panel A): wspélczynnik wydluzenia v, panel B): promien zyracji Ry, przery-
wang linig zaznaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli
(patrz rownanie (4.23)). . . . . ...
Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 6.5, HI-. Panel A) wspo6tczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji Rg. . . . . ... ... ... ... ..
Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 6.5, HI+. Panel A) wspo6tczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji Rg. . . . . .. .. .. ... ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 6.5.
Panel A): wspétczynnik wydluzenia v, panel B): promien zyracji Ry, przery-
wang linig zaznaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli
(patrz réwnanie (4.23)). . . . . ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu kul o wielkoéci n = 10,n =
40 w zaleznosci od liczby Pe dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01. Panel A)
wspétczynnik wydltuzenia ¢, panel B) promien zyracji Rg. . . . . . . .. ..
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu kul o dtugosci n = 10,n =
40 w zaleznoéci od liczby Pe dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.05. Panel A)
wspolczynnik wydtuzenia 11, panel B) promien zyracji Rg. . . . . . .. . ..
Rozklad prawdopodobienstwa cosinusa kata odchylenia od osi x dla agregatow
on =101 n = 40 dla utamka objetoéciowego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe,
bez oddzialywan hydrodynamicznych (HI-). . . . ... ... ... ... ... ..
Rozktad prawdopodobienstwa cosinusa kata odchylenia od osi « dla agregatow
on =101 n = 40 dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe,
z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+). . . ... ... ... ... ...
Wizualizacje symulacji agregujacych polimeréw: utamek objetosciowy ¢ =
0.05, panele: A) Pe = 0,¢t = 0, N = 510 HI+, B) Pe = 0,t = 48075, N = 510
HI+, C) Pe =0,t = 0, N = 4095 HI-, D) Pe = 0,¢t = 48075, N = 4095 HI-. . .
Wizualizacje symulacji agregujacych polimeréow: utamek objetoéciowy ¢ =
0.05, panele: A) Pe = 1.5,t =0, N = 510 HI-, B) Pe = 1.5,t = 48075, N = 510

Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatéw zlozonych z polimeréw
dla Pe = 0 usrednione po trzech kolejnych rozmiarach agregatéw. Panel A)
wspélczynnik wydtuzenia v, panel B) promien zyracji Ry, przerywang linig
zaznaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réw-
nanie (4.23)). . . . ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatéw ztozonych z polimeréw dla
liczby Pe = 1.5 uérednione po trzech kolejnych rozmiarach agregatéw. Panel
A) wspélczynnik wydluzenia 1, panel B) promien zyracji Ry, przerywana
linia zaznaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz
réwnanie (4.23)). . . ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt ztozonych z polimeréw dla liczby
Pe = 6.5 usrednione po trzech kolejnych rozmiarach agregat. Panel A) wspdl-
czynnik wydiuzenia 1, panel B) promien zyracji Ry, przerywana linia zazna-
czony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie
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Poréwnanie wielkoéci opisujacych ksztalt agregatow ztozonych z p = 5,10 po-
limeréw dla ¢ = 0.01 w zaleznosci od liczby Pe. Panel A) wspélezynnik wy-
dluzenia 11, panel B) promien zyracji Rg. . . . . . .. . ... ... ... ...
Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatow ztozonych z p = 5,10 po-
limeréw dla ¢ = 0.05 w zaleznosci od liczby Pe. Panel A) wspdlczynnik wy-
dluzenia 11, panel B) promien zyracji Rg. . . . . . . ... ... ... ... ..
Rozktad prawdopodobienstwa cosinusa kata odchylenia od osi x dla agregatéw
zlozonych z p = 2(n = 10) i p = 8(n = 40) polimeréw, dla utamka objeto-
Sciowego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe, bez oddzialywan hydrodynamicznych
(HI-). o
Rozktad prawdopodobienstwa cosinusa kata odchylenia od osi x dla agregatéw
ztozonych z p = 2(n = 10) i p = 8(n = 40) polimeréw, dla utamka objetoscio-
wego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe, z oddzialywaniami hydrodynamicznymi

Ruch czastek wewnatrz klastra dla ¢ = 0.01, Pe = 1.5 z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi. Panel A) rzut klastra o rozmiarze n = 64 na plaszczyzne
xz, panel B) rzuty na plaszczyzne zz predkosci kul wzgledem srodka masy
klastra, panel C) zalezno$¢ sktadowej prostopadlej do promienia wodzacego w
funkcji jego dtugosci - czerwona linia oznacza przemieszczenie teoretyczne dla
bryly sztywnej rotujacej z predkoscia katowa /2. . . . . ... ...
Ruch czastek wewnatrz klastra dla ¢ = 0.01, Pe = 3/4 bez oddzialywan hydro-
dynamicznych. Panel A: Rzut klastra o rozmiarze n = 72 na plaszczyzne zz,
panel B: rzuty na plaszczyzne xz predkosci kul wzgledem $rodka masy klastra,
panel C: zaleznos¢ sktadowej prostopadlej do promienia wodzacego w funkcji
jego dlugosci. . . . oL e
Przemieszczanie sie monomeréw w agregacie bez oddzialywan hydrodynamicz-
nych. . . .
Kierunek i natezenie AV - skladowej stycznej do powierzchni agregatu rézni-
cy wzglednej predkosci unoszenia czastki i agregatu oraz czastki, ktora bytaby
przyklejona do powierzchni agregatu. Rysunek przedstawiony jest we wspol-
rzednych 0 i gzg na p6tkuli agregatu (kuli o promieniu b) ponad plaszczyzna yz
wkierunku . . ..o oo
Wizualizacja agregatéw z symulacji kul ¢ = 0.05, Pe = 6 w trzech rzutach
przestrzennych. . . . . . ... L.
Tempa rozpadu matych klastréw ztozonych z n kul. Przerywana linia oznacza
tempo asocjacji z oddzialywaniami hydrodynamicznymi przy utamku objeto-
sciowym ¢ = 0.01 (patrz wzor (3.86)). . . . . . . . ... ...
Glebokoséé @y w zaleznoéci od liczby Pe dla e = 1,3,5k5T, b = 2a, 0 = 2a. .
Tempa rozpadu duzych klastréw zlozonych z n kul w zaleznoéci od liczby Pe.
Przerywana linia oznacza tempo asocjacji brownowskiej przy utamku objeto-
Sciowym ¢ = 0.01. . . . . ..o
Tempa rozpadu duzych klastrow dla danej liczby Pe w zaleznoéci do liczby
kul w klastrze. Przerywana linia oznacza tempo asocjacji brownowskiej przy
utamku objetosciowym ¢ =0.01. . . . . . ... Lo
Zaleznos¢ sity ktora rozrywa sztywny globularny agregat w plaszczyznie xy
przechodzacej przez jego $rodek od n'/3 (n jest liczba budujacych agregat kul).
Sita unormowana jest do sity dzialajacej na nieruchoma czastke w przepltywie
w odleglosci a od poczatku uktadu wspéirzednych 67na?y. Dopasowana linia
ma nachylenie y o< (3.93 £0.05). . . . . . ...
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Poczatek procesu agregacji z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+) dla
liczby Pe = 0. . . . . . .
Poréwnanie agregacji rozrzedzonej zawiesiny (¢ = 0) i o skonczonym utamku
objetosciowym (¢ = 0.01) w zaleznosci od modelu oddzialywan hydrodyna-
micznych (HI-,HI+) dla liczby Pe=0. . . . . ... ... ... .. .......
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Polozenie osi oraz notacja dla obliczenia catek w przypadku przekrywajacych
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Pytanie, na ktore prébuje odpowiedzie¢ niniejsza praca doktorska, brzmi: ,Jak przeplyw cie-
czy zmienia proces agregacji zachodzacy w zawiesinie?” Jednoznaczna odpowiedz dla polime-
row o znaczeniu biologicznym nie jest znana. Warto jej szukaé, poniewaz agregacja polimerow
towarzyszy procesom biologicznym oraz wielu zagadnieniom technologicznym.

Pierwszy rozdzial wprowadza wiekszo$¢ pojeé oraz kontekst w jakim pojawia sie to py-
tanie. Przedstawia takze istotne parametry fizyczne w badanych ukladach oraz typowe ska-
le przestrzenne i czasowe. Drugi rozdzial wyktada opis oddzialtywan hydrodynamicznych w
przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy. Oddzialywania hydrodynamiczne sg klasycznym ele-
mentem teorii osrodkéw ciaglych. Pozwalaja opisaé¢ wzajemny wplyw ruchu i potozen cza-
stek w zawiesinie. Przedstawiona jest metoda obliczenia macierzy mobilnosci, ktére nastepnie
zostang wykorzystane do obliczen teoretycznych i symulacji numerycznych. Rozdzial trzeci
dotyczy w calosci modelu agregacji w rozrzedzonej zawiesinie. Zreferowano istniejace wyniki
teoretyczne dotyczace tempa asocjacji czastek w przeplywie Scinajacym, w granicy stabych
i silnych przeptywow. Nastepnie przedstawiono metody numeryczne oraz wyniki obliczania
tempa asocjacji dla przepltywu o dowolnej sile. Przedstawiono réwniez metody modelowania
procesu agregacji w oparciu o znane tempa asocjacji dla par czastek. Wszystkie powyzsze
zagadnienia rozwazono zaréwno uwzgledniajac, jak i pomijajac oddzialywania hydrodyna-
miczne. Rozdzial czwarty poswiecony jest numerycznym symulacjom agregacji czastek w
przeplywie $cinajacym, dla skoficzonych utamkéw objetosciowych. Przedstawiona jest analiza
dynamiki oraz morfologii zawiesiny w przypadku uwzgledniajacym i pomijajacym oddziaty-
wan hydrodynamiczne. Poréwnane zostaly symulacje dla kul oraz wydluzonych polimeréw
zbudowanych z pieciu kul potaczonych potencjatem harmonicznym. W ostatnim - piatym
rozdziale zawarte jest podsumowanie oraz dyskusja uzyskanych wynikéw w Swietle istniejacej
juz literatury.

1.1 Ptlyny zlozone

Wspodlczesnie istnieje wiele, mniej lub bardziej ogblnych, definicji ptynéw ztozonych. Opiera-
jace sie na ich sktadzie: to mieszaniny, w ktérych wystepuja co najmniej dwie rézne fazy; na
budowie: to mieszaniny, w ktérych wystepuja skale dlugosci inne niz atomowe [1]; na wtasci-
wodciach: to substancje, ktére wykazuja w zaleznosci od skali czasu obserwacji wtasciwosci
ciala statego lub cieczy [2]. Z powodu mnogosci zagadnien dotyczacych ptynéw zltozonych zad-
na z powyzszych definicji catkowicie nie oddaje ich istoty, dopiero wszystkie razem pokazuja
ztozonosé zjawisk, ktére moga zostaé zaobserwowane. Systematyzujac sktad, wsréd ptynow
ztozonych, mozna wyszczego6lni¢ nastepujace uktady wraz z typowymi zagadnieniami, ktére
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ich dotycza:

1. cialo state-ciecz: zawiesiny. W tej tylko kategorii jest wielka réznorodnosé interesujacych
uktadéw, choé naleza do niej takze zawiesiny calkiem ,zwyczajne” np.

e mleko - zawiesina globularnych ttuszczéw, bialek i mineraléw w wodzie,

e popularna zabawka ,,Silly Putty” - mieszanina polydimetylosiloksanu i boraksu,
na krétkich skalach czasu (¢ < min) zachowuje sie jak cialo stale, natomiast na
dlugich (¢ > h) jak ciecz,

e ferrofluid - zawiesina nanoczastek ferromagnetycznych w oleju [3], ktéra wply-
wem pola magnetycznego zmienia lepkosé. Jest wykorzystywana na przyktad do
produkcji ,inteligentnych” amortyzatoréw,

2. cialo stale-gaz: fluidyzacja o$rodkéw granularnych [4],
3. ciecz-gaz: piany sa badane jako rusztowania do wzrostu tkanek kosci [5],
4. ciecz-ciecz: emulsje stosowane w prawie calym przemysle [6],

5. ciecz-ciecz-cialo stale: emulsja Pickeringa [7, 8], w ktorej krople sa stabilizowane me-
chanicznie przez mniejsze czasteczki znajdujace si¢ na ich powierzchni.

Ilosé zjawisk wystepujacych we wszystkich wyzej wymienionych rodzajach ptynéw zlozonych
jest tak ogromna, ze ich dyskusja wystarczy nie na jedna rozprawe doktorska ale na inten-
cyjne ufundowanie duzego instytutu badawczego. Niniejsza rozprawa doktorska, ogranicza
siec do nieco wezszego [2] rozumienia plynu zlozonego - do pierwszego z przedstawionych
podpunktéw. Metody zaprezentowane w tej pracy moga jednak zosta¢ w odpowiedni sposéb
rozszerzone na emulsje, w przypadku gdy krople zawieszone w rozpuszczalniku sa dostatecznie
male, aby napiecie powierzchniowe utrzymywato ich sferyczny ksztatt.

1.2 Charakterystyczne skale przestrzenne i czasowe

Koloidem nazywamy zawiesing, ktérej czastki sa duze w poréwnaniu z czasteczka ptynu, tak
aby plyn mozna bylo opisa¢ jako osrodek ciagly, ale sa jeszcze na tyle mate, by poruszaty
sie ruchem Browna. Wyniki niniejszej pracy moga by¢ takze stosowane do wiekszych cza-
stek, ktore juz nie poruszaja sie ruchem Browna ale sa dostatecznie male by ich bezwtadnosé
byta zaniedbywalna. Charakterystyczne rozmiary czastki brownowskiej mieszcza si¢ pomie-
dzy 5nm (hemoglobina [9]) a 10um (bakteria e. coli 2um), jednak opis brownowski stosuje
sie, z powodzeniem, takze w modelowaniu i opisie czastek mniejszych - nawet o rozmiarach
ponizej Inm (pojedynczy aminokwas). Miedzyczasteczkowe sity pochodzenia elektrostatycz-
nego np. sity van der Waalsa w wodzie maja zasieg rzedu 10nm, ktory zalezy od sity jonowej
rozpuszczalnika. W rozpuszczalnikach organicznych oddziatywania elektrostatyczne moga w
ogole nie byé¢ ekranowane, a tempo ich zaniku wraz z odlegtoscia zalezy od charakteru tych
oddzialywan. Na przyklad oddzialywania tadunkéw punktowych maleja jak (1/7), a dipoli
jak (1/r?%).

Nie uwzgledniajac oddzialywan elektrostatycznych, koloid posiada dwie charakterystyczne
skale dtugosci:

e rozmiar czastki a,

e srednia odleglosé pomiedzy czastkami I.
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7 kazda ze skal przestrzennych zwigzany jest czas unoszenia czastki przez przepltyw
e na odleglod¢ promienia czastki 7. = 7,
e na $rednig odleglos¢ pomiedzy czastkami 7 = %

Dla czastek brownowskich ponadto mamy jeszcze czas zwiazany z dyfuzja (D oznacza wspol-
czynnik dyfuzji)

y . . . 2
e na odlegto$¢ promienia czastki 7 = 4,

e na $rednig odleglo$é pomiedzy czastkami 75; = l2

Miarg stosunku przemieszczenia czastki na skutek przepltywu do przemieszczenia na skutek
dyfuzji jest liczba Pécleta Pe = 72 [10]. Liczba Pe bliska zeru oznacza uklad zdominowany
przez dyfuzje, natomiast dla Wlelklch liczb Pe uklad zdominowany jest przez adwekcje.

1.3 Roéwnania opisujgce ruch plynu

Uktad réwnan opisujacy dynamike ptynu jednosktadnikowego jako osrodka ciaglego sktada
sie z trzech praw zachowania [11]: prawa zachowania masy, prawa zachowania pedu oraz
prawa zachowania energii. Punktem wspélnym dla wypisania praw zachowania w ptynie jest
obserwacja, ze dla dowolnej ustalonej objetosci kontrolnej V o brzegu A i pewnej wielkosci
intensywnej 6 zachodzi

d/ edvz—/ 9v-ndA+/ Qav, (1.1)
de Jy A %

gdzie v(x,t) jest predkoscia ptynu. Calka po lewej stronie oznacza catkowita zmiane wielko-
Sci 0 w czasie w objetosci kontrolnej, pierwsza catka po prawej stronie oznacza naplyw przez
Scianki na skutek unoszenia przez plyn (wektor n jest skierowany na zewnatrz objetosci
kontrolnej), natomiast ostatni czlon po prawej oznacza wklad od Zrédet objetosciowych. Ko-
rzystajac z twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa i faktu, ze réwnanie 1.1 zachodzi dla kazdej
objetosci, prawo to mozna przepisa¢ w postaci rozniczkowej

00

5 V(v =0 (1.2)

1.3.1 Prawo zachowania masy

Prawo zachowania masy opisuje zmiane gestosci p(x,t) w przeplywie. Nazywa si¢ je réwniez
rownaniem ciaglosci i jest postaci

dp
E*V (pv) = 0. (1.3)

Do wypisania praw zachowania w dynamice plyndéw czesto wykorzystuje sie tak zwana po-
chodng substancjalna
D()_9()

B =9 TV V0. (1.4)

ktéra zdefiniowana jest tak, aby opisywaé¢ zmiane pewnej wielko$ci w objetodci elementar-

nej plynu unoszonej w przeptywie [12, 13]. Przy uzyciu pochodnej substancjalnej réwnanie
ciaglosci mozna zapisaé jako

Dp

V.-v=0 1.5

D TPV V= (1.5)
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SSRIAT Dp _ . . . ,
Dla ptynu niescisliwego 1y = 0 i prawo zachowania masy przybiera postac

V-v=0. (1.6)

1.3.2 Prawo zachowania pedu

Zasada zachowania pedu w plynie jest postaci

9 (pv)
P ot

+ V.- (puu) =V 0o+ pf, (1.7)

gdzie o oznacza tensor naprezen, natomiast f gestos¢ objetosciows sil na jednostke masy.
Tensor naprezen opisuje transfer pedu na skutek dzialania ptynu na powierzchnie objetosci
elementarnej

/AO' -ndA. (1.8)

W zaleznosci od materiatu, tensor naprezen moze przyjmowaé rézna forme w funkcji stanu
plynu. W najprostszym przypadku - niedcisliwej cieczy newtonowskiej zaktada sie, ze tensor
naprezen jest proporcjonalny do tensora gradientu predkosci [12, 14]

E = % (VV + (vv)T) _ émf (Vv) (1.9)

i jest postaci
o= —1p+2nE. (1.10)

Pierwszy wyraz po prawej stronie réwnania oznacza ci$nienie ptynu, 1 = 0;; jest tensorem
jednostkowym, a wspotczynnik proporcjonalnodci 1 nosi nazwe lepkosci. W przypadku sta-
tycznym o = —1p. Wykorzystujac prawo zachowania masy i pochodna substancjalna, prawo
zachowania pedu mozna zapisaé¢ jako

D
pD—::V'a%—pf. (1.11)

1.3.3 Rownanie Stokesa

Dalsze rozwazania ograniczajg sie do niescidliwej cieczy Newtonowskiej. Podstawiajac za-
tozenia niedcisliwosci i newtonowskosci cieczy do zasady zachowania pedu oraz przepisujac
wniosek z prawa zachowania masy, w rezultacie otrzymuje sie réwnania Naviera-Stokesa dla
niescisliwego ptynu newtonowskiego

0
p(a‘tI—F(V-V)v) = —Vp+nV3v + pf, (1.12)

Vv = 0. (1.13)

Ten skomplikowany nieliniowy uktad rownan podlega dalszemu uproszczeniu w przypadku,

gdy liczba Reynoldsa

L
Re = 2L 1, (1.14)
U

gdzie L jest charakterystycznym dla przeplywu rozmiarem, V charakterystyczng predkoscia
przeplywu, a p oznacza gesto$é cieczy. Wtedy cztony odpowiadajace ze efekty inercjalne oraz
nieliniowe p (v - V) v w réwnaniu Naviera-Stokesa sa male i pomija sie je.
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Lepkoé¢ wody w temperaturze pokojowej wynosi okoto 1073 [i—i}, a gestos¢ wody to oko-

to 1000 {%} Niech zawiesina znajduje sie w przeplywie Scinajacym v = (z4,0,0), gdzie ¥
jest tempem $cinania. Eksperymentalnie osiggane tempa Scinania wynosza y < 10000 [sfl],
natomiast w eksperymentach, gdzie zawiesiny poddane sa dtugotrwalemu dziataniu przepty-
wu $cinajacego zwykle ¥ < 100 [sfl}. Niech czastki pewnej zawiesiny beda oddalone od siebie
na $rednia odlegtos¢ I = 10pm. Wtedy liczba
9.
Re = 270 101 i<, (1.15)
n
Czlon p%‘t’ pomija sie, poniewaz charakterystyczny czas lepkiej relaksacji pola predkosci
Ty = 12% na odleglosé [, jest duzo mniejszy niz pozostale dwie skale czasu w zagadnieniu: czas
brownownowski 7p i czas unoszenia przez przeplyw 7.. Dla kilku réznych wartoéci promienia
czastki a i charakterystycznej odlegloéci pomigdzy czastkami [ = 10a, wartosci czaséw relak-
sacji zebrane sa w tabeli 1.1. Odlegto$¢ | = 10a odpowiada réwnomiernemu rozmieszczeniu
kul w przestrzeni o utamku objetosciowym ¢ ~ 0.004, co oznacza, ze pole predkosci ptynu
relaksuje na odleglosci poréwnywalnej z odlegloscig pomiedzy czastkami.

alnm] | 7, [s] 1 =10a) | 75 [s] | 7 [s] (v=a%,4=10%[s71])
1 10~10 4% 107 1073
10 108 4 %1076 1073
100 1076 4x1073 1073
1000 107% 4 1073

Tabela 1.1: Charakterystyczne skale czasowe dla zawiesiny w przeplywie Scinajacym.
W rezultacie pomijajac czesci: nieliniowa i zalezng od czasu, otrzymuje sie réwnania Stokesa

nViv —Vp+pf = 0, (1.16)
Vv = 0. (1.17)

Funkcje, ktéra zadaje rozklad predkosci ptynu w kazdym punkcie, na skutek dziatania sity
skoncentrowanej w dowolnym punkcie ptynu, nazywa sie rozwigzaniem podstawowym. Inaczej
jest to funkcja Greena dla pola predkoéci opisanego réwnaniem Stokesa. W nieskonczonej
przestrzeni, catkowicie wypelnionej ptynem rozwigzaniem podstawowym réwnan Stokesa dla

predkosci jest tensor Oseena
1

B 8mnr

To (r) (14 £8). (1.18)

W niniejszym doktoracie rozwazane sg uklady, ktére znajduja sie wewnatrz prébki, a
pomijane sg wszelkie efekty zwigzane ze skonczonym uktadem. Z powodu ograniczonych
mozliwoéci obliczeniowych nieskonczone uktady modelowane sa przy pomocy periodycznych
warunkow brzegowych, dla ktérych odpowiednikiem tensora Oseena jest tensor Hasimoto
[15].

1.3.4 Prawo zachowania energii

Zakladajac, ze lokalnie ptyn znajduje sie w stanie réwnowagi termodynamicznej, mozna wy-
pisaé prawo zachowania energii wewnetrznej v ptynu

p(g::—kv-Vu):Q,ue:e—{—V-(kVT), (1.19)
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gdzie A : B = A;;B;; jest podwdjnym zwezeniem, natomiast ostatni wyraz po prawej stronie
rownania oznacza dyfuzyjny transport ciepta ze wspotczynnikiem przewodnictwa k. Na pod-
stawie rownania stanu i energii wewnetrznej mozna wyznaczy¢ lokalna temperature, ktora
moze wplywaé na takie wlasnosci jak lepkosé, gestos¢ czy przewodnictwo cieplne. Z analizy
wymiarowej wynika, ze na rozwazanych skalach odleglosci i predkosci uktad jest w stanie réw-
nowagi termicznej. Niech charakterystyczna skala czasu wynosi 7, zmiana energii wewnetrznej
na charakterystycznej skali odlegtoéci A u, na charakterystycznej skali czasu Aju, a zmiana
temperatury AT, wtedy z prawo zachowania energii daje zaleznosé

pAu n pVAzu 2uV? kAT

= . 1.2
T L L? * L? (1.20)

Po podzieleniu obustronnie przez k/L? oraz podstawieniu charakterystycznej predkosci zwia-
zana z przeptywem $cinajacym V = L réwnanie przyjmuje postaé
pL?Au n pL?y A u  2uL?4?

= = T FAT (1.21)

Przewodnictwo cieplne wody wynosi okolo & = 0.6 [lfng} Podstawiajac lepkosé i gestosé

wody w temperaturze pokojowej oraz wysokie tempo Scinania 1000 [sfl}, mozna przepisaé

A A
(1666tu + 16662
T ¥

- 3333> x L* = AT. (1.22)
Dla uktadu izolowanego termicznie, w ktérym ilo$é materii sie nie zmienia Au = 0. Oznacza
to, ze uklad na matych skalach przestrzennych L < 1072 [m] jest izotermiczny.

AT ~ 0. (1.23)

Oszacowanie to nalezy konfrontowaé¢ z wynikami do$wiadczalnymi, poniewaz zdarza sie, ze
uktady doswiadczalne maja rozmiary wieksze. Pojawiaé sie moga wtedy dodatkowe efekty
zwigzane z niejednorodna temperatura.

1.4 Przeplywy i pola zewnetrzne

Na zawiesine dziala¢ mozna bezposrednio poprzez przytozenia mechanicznych sit do ptynu, na
skutek oddziatywania na brzegi ptynu na przyktad poprzez ruch scianek lub zadanie gradientu
ci$nienia. Oprécz oddziatywania mechanicznego z ptynem mozemy oddzialywaé objetosciowo
poprzez sity elektromagnetyczne i grawitacyjne. W rezimie stokesowskim dowolny rozktad
sit w plynie natychmiastowo ustala przeptyw - pole predkosci ptynu i ci$nienia, poniewaz w
rownaniach Stokesa nie ma zaleznosci od czasu.

Najprostsza nietrywialng klase przeplywoéw stanowia przepltywy liniowe

v=Ky-x, (1.24)

gdzie K, jest macierza o stalych wspélczynnikach. Przeptyw Scinajacy v = (2%,0,0) (patrz
rozdzial 1.3.3) posiada macierz

Ko = (1.25)

o o o
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Symetryczna czesé tensora gradientu predkosci Eo, = w dla przeplywu $cinajacego
wynosi
0 0 4/2
E, = 0 0 O . (1.26)
4/2 0 0

Wirowos¢ pola przepltywu weo, = %V XV = %e : Koo, gdzie € jest tensorem antysymetrycznym
trzeciego rzedu. Réwnowaznie wo ; = %eijkvjvk. W przypadku przeplywu Scinajacego

0
Woo = | 4/2 | . (1.27)
0

Przeplyw Scinajacy mozna zapisa¢ w postaci sumy przeplywu rotujacego i przeptywu rozcia-
gajacego w plaszczyznie przeptywu $cinajacego

0 %z —%z
Ko r=| 0 | =Ey X+ we XXx= 0 |+ 0 (1.28)
yx 3T I

Bezwymiarowa liczba Pécleta dla kuli o promieniu a w przeptywie Scinajacym wynosi

(2 3

va  a . 6mna

Pe — — — 1.29
“T“ Do Dy kT’ (1.29)

gdzie wspolczynnik dyfuzji dla kuli o promieniu a wynosi Dg = gf—nj;. Gdy liczba Pécleta jest
mniejsza od 1, to ruch czastek zdominowany jest przez dyfuzje, natomiast gdy jest wieksza
od 1, to ruch czastek odbywa sie gléwnie skutkiem unoszenia przez przeptyw.

7 dziataniem sil zewnetrznych, o ile sa dostatecznie silne, wigze si¢ zmiana struktury
zawiesiny. Jesli czas relaksacji brownowskiej na odleglosé réwna $redniej odleglosci pomie-
dzy czastkami jest duzo mniejszy niz charakterystyczny czas zwigzany z unoszeniem przez
przeplyw 7p; < 7, uktad bedzie zachowywal sie, jakby przeptywu nie bylo. Natomiast gdy
Tp; ~ T lub jest od niego wigksze, zaburzony uklad nie zdazy zrelaksowaé¢ do stanu réw-
nowagi. Wtedy wystepuja zmiany struktury i w konsekwencji wlasnosci zawiesiny. Zawiesiny
moga wykazywaé wiele interesujacych zachowan w zaleznosci od budowy i sit wymuszajacych
takich jak

e zeszklenie [16]

e krystalizacja [17]

e dyfuzja kolektywna [18, 19]
e tiksotropia [20, 21]

e sedymentacja [22, 23]

e ferrofluid [3, 24]

e zjawiska elektrokinetyczne [25, 26]
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Czastki w zawiesinie, jesli nie sa natadowane, przyciagaja sie na malych odlegtosciach i
silnie odpychaja, gdy czastki znajduja sie zbyt blisko. Gdy sa natadowane, dodatkowo wy-
stepuje odpychanie elektrostatyczne na duzych odleglosciach. Sita oddzialywania pomiedzy
czasteczkami zalezy tez od skladu rozpuszczalnika. Jedli rozpuszczalnik zawiera dostatecz-
na ilosé soli (jonéw), oddzialywania elektrostatyczne sa prawie natychmiast ekranowane i
w rezultacie otrzyma¢ mozna potencjatl twardych kul. W niniejszej pracy, do modelowania
oddziatywania pomiedzy molekutami, zastosowany zostal obcigty potencjal Lennarda-Jonesa

. o= { el -] s < a0
= 0 250 <r |

ktory zaklada, ze czastki sa obojetne. Potencjal Lennarda-Jonesa chociaz ma krétki zasieg,
jest przyciagajacy - destabilizuje zawiesine. Minimum potencjalu Lennarda-Jonesa —e znaj-
duje w punkcie r = 21/6¢. Czastki przemieszczaja sie gléwnie w skutek dyfuzji i unoszenia, a
dopiero, gdy znajda sie dostatecznie blisko siebie, oddziatuja na skutek potencjatu Lennarda-
Jonesa.

1.5 Sily dzialajgce na czastke w przeplywie

7 potencjalem i sita unoszenia mozna zwiazac liczba bezwymiarowa - stosunek sity unoszenia
przez przeplyw do sity, z jaka czastki przyciagaja sie. Dla potencjatu Lennarda-Jonesa na
odcinku [ = o czgstka zmienia potencjal o €, wiec §rednio dziala na nia sita €/0. Jednoczesnie
site pochodzaca od unoszenia przez przeplyw mozna oszacowaé z prawa Stokesa [14], wyko-
rzystujac najwieksza, wzgledng predkos¢ dwoch stykajacych sie kul 67na - 2a7. Stosunek tych
wielkosci wynosi:
12a’04mn
v —(—— (1.31)
Jedli liczba ta jest mala, przeplyw nie bedzie rozrywal agregatow, natomiast gdy ta liczba
bedzie wigksza lub réwna 1 to przeptyw w istotny sposob bedzie ograniczal tempo agregacje
czastek.

Cze$¢ agregatéw przybiera forme fibryli (wldkien), a nie kulistych lub fraktalnych struk-
tur. Na podstawie dtugosci sztywnosci P = %, gdzie E jest modutem Younga, a I geo-
metrycznym momentem bezwladnosci przekroju, mozna wyznaczyé, czy fibryl w przeptywie
Scinajacym bedzie poruszaé sie jak cialo sztywne, czy tez jak gietka witka. Sztywnosé na
zginanie wiaze sie z dlugoscia sztywnosci [28]

PkpT
K =
L )
gdzie L oznacza dlugosé fibryla. Moment zginajacy dla preta w przeptywie scinajacym mozna
oszacowaé jako [29]

(1.32)

nL3%
3In(L/d)’
gdzie (! jest wspélczynnikiem tarcia preta [30], a d oznacza $rednice przekroju fibryla przy
zalozeniu diugiego, cylindrycznego ksztaltu. Bezwymiarowa liczba

.+ _ 3PkpTIn(L/d)
- qLAmp

(1.34)

okredla, czy fibryl bedzie zginal sie w przeplywie o zadanej sile. Jesli liczba ta jest rzedu 1
lub wigksza, to polimer bedzie poruszal sie jak cialo sztywne [29, 31, 32].
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Zakltadajac model elastyczny fibryla, mozna oszacowaé naprezenia wewnatrz swobodnego
wlékna, ktore poddawane jest momentowi zginajacemu.

_Ey

- (1.35)

Op
gdzie oy, jest naprezeniem, R promieniem krzywizny wygiecia, natomiast ¢y oznacza odlegtosé,
w ktérej mierzone jest naprezenia, od osi witékna. Promien krzywizny mozemy oszacowaé jako

R="—" (1.36)

gdzie I = 677—461l4 jest drugim geometrycznym momentem bezwladnosci kota (przekroju po-
przecznego ciala o ksztalcie walca) a B jest momentem zginajacym wiékno. Odleglosé, w
ktorej wystepuje najwieksze naprezenie to y = d/2. Ostatecznie

_dB . 16 (L/d)®
21 "3 (L/d) (1.37)

Ob

Oszacowanie naprezen wewnatrz wiékna pozwoli ocenié¢, czy prawdopodobne jest, zeby fibryle
tamaly sie pod wplywem przeplywu Scinajacego.

Maksymalne naprezenia wewnatrz preta znajdujacego sie w przeplywie mozna obliczy¢
korzystajac z teorii hydrodynamicznej dla cial o wydluzonym ksztalcie [30, 33]. Tarcie wzdluz
preta w przeplywie rozciagajacym v = (—yxz/2, —yy/2,yz) wynosi

27
L/ 1.38
* In(L/d) ( )
Sita dziatajaca na element preta o dtugosci dz, odleglty o z od érodka preta bedacego rowniez
srodkiem ukltadu wspotrzednych wynosi
1y dz = _2m Y d 1.39
Gl = rya 2 (1.39)
Nastepnie wyznaczy¢ mozna maksymalna site dzialajaca na wiékno, ktéra jest zlokalizowana

doktadnie w potowie fibryla
2t v, L

2
— L2 1.40
* In(L/d) 4( 2) (1.40)
Zwigzane z nig maksymalne naprezenie wynosi zatem
= = —(=)". 1.41
%= = T (L) 2\ d (141)

W zawiesinie czastki sztywne poruszaja si¢ nie tylko translacyjnymi, ale takze rotacyjnymi
ruchami Browna. W zawiesinie nieoddzialujacych czastek bez przeptywu pojedyncza czastka
przypadkowo odwiedza wszystkie kierunki w przestrzeni z réwnym prawdopodobienstwem.
Przeplyw zewnetrzny wprowadza odchylenie od niezaburzonej trajektorii brownowskiej [30].
Miara tego zaburzenia jest rotacyjna liczba Pécleta

Pe, = (1.42)

gdzie D, = (kgT)/(l jest rotacyjnym wspolczynnikiem dyfuzji. Jesli rotacyjna liczba Pe jest
mata w poréwnaniu z 1, to rozkltad jest niewiele odchylony od anizotropowego.
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1.6 Agregacja polimeréw

1.6.1 Proces agregacji

Agregacja to tworzenie sie coraz wiekszych klastréw ztozonych z poczatkowo rozproszonych
czastek. Mechanizm agregacji zazwyczaj wyglada nastepujaco. Czastki w zawiesinie poruszaja
sie brownowsko lub na skutek sit zewnetrznych, lub oddzialywan pomiedzy soba. W rezulta-
cie raz na jakis czas czastki zblizaja sie do siebie. Jesli istnieja miedzy nimi sity przyciagania,
ktére moga by¢ réznej natury, na przyklad elektrostatycznej lub entropowej [18], to czastki
oddalg sie od siebie jedynie na skutek silniejszych niz potencjatl fluktuacji termicznych lub
sil unoszenia przez przeplyw. Agregujace czastki tworzg coraz wigksze klastry, ktore moga
tworzy¢ widoczny golym okiem osad lub platki (flokulacja) [18]. W badaniu zawiesin jest
to czesto zjawisko niepozadane, nazywane rowniez destabilizacja zawiesiny. Badajac koloidy
wykonano duzy wysilek, by zrozumie¢ jak, je stabilizowaé [18, 34, 35, 36] Zawiesiny moga by¢
stabilizowane elektrostatycznie - poprzez dodawanie jonéw lub mechaniczne - poprzez przy-
czepianie na powierzchni czastek koloidu polimeréw, ktére nie pozwalaja sie zblizy¢ czastkom
do siebie. Proces agregacji dokonuje sie w czasie minut, godzin lub dni, a wiec na skalach
czasowych wiele rzedéw wielkosci wiekszych niz skale molekularne (patrz rozdzial 1.2). Ska-
le przestrzenne naczynia lub pojedynczych ptatkéw wytraconych z zawiesiny sa rozmiaréw
makroskopowych, a wiec rowniez rzedy wielkoSci wiekszych niz rozmiary czastek zawiesiny.

Agregacja jest przedmiotem zainteresowania wielu gatezi fizyki, chemii i biologii. W wielu
praktycznych zastosowaniach kontrolowana agregacja czasteczek zawiesiny jest konieczna, na
przyktad w oddzielaniu czastek zawiesiny od plynu lub w produkcji materialéw z dobrze
okreslona morfologia.

Zaburzona agregacja bialek w warunkach fizjologicznych towarzyszy kilku ludzkim choro-
bom takim jak choroba Alzheimera, choroba Parkinsona, choroba prionowa czy amyloidoza.
W przypadku pierwszych trzech, odkladanie si¢ patologicznych zltogéw (agregatéw) jednego
tylko typu bialek nastepuje mozgu towarzyszac jego degeneracji. Wciaz przedmiotem dysku-
sji jest czy to same zlogi sg toksyczne, czy ktéras z form czastek pojawiajaca sie w procesie
agregacji. Pacjenci z zaawansowana choroba Alzheimera moga mie¢ w mdzgu catkowita ma-
se zlogéw wynoszaca ponad jeden kilogram. Amyloidozie towarzyszy odkladanie sie ztogéow
B-amyloidowych w stawach chorego. Powoduja one znaczny bél w trakcie ruchu. W kazdym
przypadku podstawowe i iloSciowe zrozumienie procesu agregacji jest pozadane.

Eksperymenty na polimerach i biopolimerach sa czesto wykonywane w przeplywie hydro-
dynamicznym, ktory nie tylko przyspiesza agregacje, lecz czasem w ogdle ja umozliwia [37].
Przeplyw jest takze wykorzystywany do kontroli maksymalnego rozmiaru klastra, poniewaz
potrafi rozrywaé duze agregaty [38, 39], podobnie jak sonikacja. Jednak w wielu aspektach
to, jak i dlaczego przeplyw zmienia agregacje, wciaz jest przedmiotem dyskusji.

1.6.2 Metody eksperymentalne

Istnieje kilka zupetnie réznych technik badania postepu procesu agregacji w koloidzie, z kto-
rych kazda ma swoje charakterystyczne cechy. Eksperymenty z rozpraszaniem $wiatta [40, 41]
pozwalaja na oszacowanie $redniego promienia zyracji oraz rozktadu rozmiaru czastek. Wy-
magaja one wysokiej przejrzystoséci koloidu oraz dostatecznie duzych rozmiaréw naczynia,
aby pozwoli¢ $wiattu doswiadczy¢ odpowiedniej liczby rozproszen. Dodatkowo w przypad-
ku zawiesin polidyspersyjnych potrzebna jest bardzo trudna i szczegblowa analiza danych,
ktora trzeba przeprowadzié¢, by poprawnie zinterpretowa¢ wyniki do$wiadczen. Zaleta ekspe-
rymentéw rozproszeniowych jest mozliwosé przeprowadzenia ich w trakcie trwania agregacji.
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Mikroskop elektronowy [42, 43] i sil atomowych [44] pozwalaja na precyzyjne zbadanie mor-
fologii probki pobranej z koloidu. Pobrang probke deponuje si¢ na powierzchni substratu i
dopiero wtedy dokonuje pomiaru. Oznacza to, ze podczas pomiaréw préobka znajduje sie w
srodowisku znaczaco innym od wnetrza koloidu. Moze mieé¢ to istotny wplyw na pomiar.
Fibrylizacje prébki mozna zbadaé réwniez w eksperymentach fluorescencyjnych. Wymagaja
one dodania substancji chemicznych lub modyfikowania chemicznego czastek zawiesiny, co
moze wplywaé zaréwno na same czastki, jak i na proces agregacji. Najczesciej do prébki
dodaje si¢ czasteczki tioflawiny-T (ThT), ktéra w poblizu fibryli zmienia swoja konformacje
i staje sig¢ zrédlem fluorescencji [45]. Jednak wciaz nie ma standardowych procedur pomia-
ru fluorescencji, co wiecej, nie jest dokladnie przebadany mechanizm fluorescencji ThT w
kontekécie procesu agregacji. Nie wiadomo na przyktad, jaka jest zalezno$é¢ pomiedzy iloscia
fibryli, liczbg adsorbowanych czastek ThT a fluorescencja. Powszechnie przyjmuje sie zwiazek
proporcjonalny pomiedzy iloscia fibryli w zawiesinie a fluorescencja probki [37].

typ czastki | a[nm] (R,) | masa molowa [kDal Pe ¢ ulamek objetodciowy
amyloid-Fi 0.9 43 36-07 | 4.30-05 [37]
a-synukleina 4 14.5 2.6e-05 | 1.1e-02 [46]
insulina wolowa 1.16 5.7 6.4e-07 | 6.9e-03[47, 42|, 1.4e-04[48]
(-laktoglobulina 1.8 18.4 2.4e-06 | 5.4e-03[44], 1.8e-02[49]
1000-oligomer 9 4300 3e-04 | 4.3e-05 [37]
amyloid-Byo !
polistyren 21.5 0.02-20.0 | 0.02-0.12 [50]
lateks 190 0-1.4 le-05 [51]
lateks 405 0-3.4 le-06-1e-05 [52]

Tabela 1.2: Wielkosci zwigzane z ruchem translacyjnych monomeréw w eksperymentach z
agregacja bialek

Typowa temperatura, w ktorej przeprowadza sie eksperymenty z agregacja to okoto 300K
[37], co dla bialek jest uzasadnione fizjologicznie. W tabeli 1.2 zostaly zebrane charaktery-
styczne rozmiary czastek, na ktorych przeprowadzane sg eksperymenty agregacji w przepty-
wie. Kazdej z substancji towarzyszy, oprécz rozmiaru, liczba Pe obliczona dla tempa $cinania
4 =100[1/s], oraz ulamek objetosciowy zastosowany w poszczegdlnych eksperymentach. Za-
zwyczaj jest on maly, poniewaz wtedy proces agregacji przebiega wolniej.

W eksperymentach [37], [44] przy tempie 4 = 300[1/s] nie obserwuje si¢ juz tworzenia
fibryli, wiec podejrzewa sie, ze jest ono juz zbyt silne, by agregaty sie tworzyly. Liczby Pe sa
bardzo mate dla pojedynczych monomeréw biatek. Przy zatozeniu, ze agregat jest jednorodna
kula o promieniu wynikajacym z catkowitej masy budujacych go monomeréw, liczba Pe rosnie
liniowo z liczba monomeréw. Wiadomo, ze agregaty, ktére poprzedzaja tworzenie si¢ fibryli
moga skladaé sie z setek monomeréw [53, 54, 55, 56], jednak wciaz wplyw unoszenia w
poréwnaniu z dyfuzja jest pomijalny dla globularnych agregatéw.

Fibryle, ktére tworza sie z monomeréw, powstaja w dwdch etapach [57]: najpierw z mo-
nomeréw tworza sie oligomery, ktérych struktura nie jest dobrze okreélona, a rozmiar typowo
siega 10-20 nm. Nastepnie oligomery agreguja w fibryle. Pojedynczy fibryl zbudowany jest z
wysoce uporzadkowanych struktur g-kartek utozonych jedna nad druga wzdtuz wiékna. Typo-
wy promien przekroju poprzecznego fibryli jest w przyblizeniu rowny rozmiarowi oligomerow,
natomiast ich dlugo$é moze dochodzi¢ do mikrometréw [47]. Niezwykla jest sztywnosé fibryli
- ich dtugo$é sztywnosci P, choé jest zalezna od na przyklad poczatkowego stezenia bialtka,

17Zakladam, ze oligomer zlozony z 1000 monomeréw amyloidu-B40 jest kulg o statej gestosci
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typowo jest rzedu mikrometréw [58, 49, 59]. W warunkach wysokiego stezenia poczatkowego
biatka, dlugo$é sztywnosci moze spa$é nawet do 100 nanometréw [60]. B-amyloidy moga by¢
bardzo wytrzymate. Naprezenia, przy ktorych pekaja, zostaly zmierzone i wynosza o, = 0.6
GPal[59], co jest poréwnywalne ze stala. Fibryle moga tworzy¢ jeszcze wigksze struktury -
sieci lub  koltuny” [47].

dlugos¢ fibryli L [nm] | " (réwnanie (1.34)) | Pe, (réwnanie (1.42)) | 2¢ | ==
100 le+4 le-2 3e-7 | 3e-9

500 27 0.7 2e-5 | He-8

1000 2 4.9 2e-4 | le-7

2000 0.14 34 le-3 | Ge-7

Tabela 1.3: Wielkosci zwigzane z ruchem obrotowym fibryli S-amyloidéw o dtugodci sztyw-
noéci P = 10um i szerokosci P = 10nm w eksperymentach z agregacja (¥ = 100 [1/s]).

Z tabeli 1.3 mozna odczytaé, ze fibryle poruszaja sie ruchem ciala sztywnego [29] oraz,
ze ich orientacja w przestrzeni przestaje by¢ izotropowa, dopiero gdy osiagaja dtugosé rzedu
mikrometréw. Oszacowanie stosunku maksymalnego naprezenia, ktére wystepuje w fibrylu
do maksymalnego naprezenia, ktére fibryl moze wytrzymaé, na skutek zginania w przeptywie,
znajduje si¢ w czwartej kolumnie tabeli 1.3. W piatej kolumnie znajduje si¢ stosunek maksy-
malnego naprezenia dzialajacego wzdtuz osi fibryla do naprezenia krytycznego. Na podstawie
modelu fibryla jako preta elastycznego malo prawdopodobne jest, zeby fibryle tamaly sie w
przepltywie. Jeszcze mniej prawdopodobne od tamania sie wldkien jest, by widkna byly roz-
rywane przez przeplyw. W warunkach fizjologicznych istnieja miejsca, gdzie tempa S$cinania
sg ekstremalnie wysokie, W naczyniach wlosowatych moga by¢ one nawet o kilka rzedéow
wielkosci wieksze od przedstawionych w tabeli i tych, ktére spotyka sie w eksperymentach z
agregacja bialek do fibryli. Sa to przeplywy wystarczajace silne, by rozrywaé biatka na tyle
skutecznie, ze istnieje mechanizm tamowania krwotokéw oparty o to zjawisko [61].
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Rozdziatl 2

Dynamika cieczy zlozonej

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana wyniki dotyczace oddziatywan hydrodyna-
micznych, ktoére beda intensywnie wykorzystywane w dalszej czesci doktoratu, zaréwno w
obliczeniach numerycznych jak i w wyprowadzeniach teoretycznych.

W $wiecie dynamiki Stokesa predkosci ruchu czastek sg proporcjonalne do sit dziatajacych
na nie. Zwigzek pomiedzy nimi definiuje tensor - tak zwang macierz mobilnosci. Posta¢ ma-
cierzy mobilnosci zalezy od chwilowego potozenia wszystkich czastek w uktadzie. Zawiera ona
kompletng informacje o oddziatywaniach hydrodynamicznych. Dla niektérych uktadéow, na
przyktad twardych kul, wiadomo w jaki spos6b numerycznie z dowolng doktadnoscia obliczy¢
macierz mobilnosci. Ze wzgledu na wielocialowa nature oddziatywan hydrodynamicznych jest
to procedura bardzo kosztowna obliczeniowo - zbyt kosztowna, by uzywaé jej w symulacjach
dynamiki brownowskiej dla potrzeb biologicznych lub technologicznych. Dlatego wprowadza
sie rozmaite przyblizenia, ktore pozwalaja znacznie skréci¢ czas obliczen kosztem doktadnosci.

Przyblizeniem najpowszechniej obecnie stosowanym, jako kompromis pomiedzy czasem
obliczeniowym a doktadno$cia, jest przyblizenie Rotne-Pragera-Yamakawy. Istotg jest dwu-
ciatowos¢ - kazda czastka oddzialuje z pozostaltymi czastkami w parach oraz fakt, ze ogranicza
si¢ jedynie do oddzialtywan jednokrotnych. Jesli poruszy¢ pierwsza czastke z pary, to przeptyw
przez nia wywolany poruszy czastke druga. Nastepnie to poruszenie drugiej czastki wywolta
kolejne zaburzenie pola predkosci, ktore poruszy czastka pierwsza i tak nieskoniczong ilosé
razy. Jednokrotno$¢ oznacza, ze uwzglednia sie tylko pierwsze zaburzenie a wptyw kolejnych
,0dbi¢” pomija.

Zaleta przyblizenia Rotne-Pragera-Yamakawy jest dodatnia okreslonos¢ macierzy mobil-
nosci. To szczegdlnie wazne dla symulacji dynamiki brownowskiej, gdzie jednym z podsta-
wowych elementéw jest obliczanie pierwiastka z macierzy mobilnosci. Pierwiastek z macierzy
mobilnosci pozwala wylosowaé przypadkowe ruchy czastek tak, by ich korelacje byly wyzna-
czone przez oddzialywania hydrodynamiczne (patrz rozdzial 3.4.2), co pozwala na spelnienie
twierdzenia fluktuacyjno-dyssypacyjnego.

W literaturze znalez¢é mozna wyrazenia na obliczenia macierzy mobilnoéci w ramach przy-
blizenia Rotne-Pragera-Yamakawy dla kul o réznym rozmiarze, ktore nie przekrywaja sie.
Znane sg takze wyrazenia na macierz mobilnosci dla przekrywajacych sie kul o réwnym
promieniu, dla translacyjnych stopni swobody. W niniejszej pracy wyprowadzono posta¢ ma-
cierzy mobilnosci w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy dla przekrywajacych sie kul o
roznych promieniach w przypadku translacyjnych, rotacyjnych i dipolowych stopni swobody.
Zachodzace na siebie kule sg szczegélnie istotne w modelowaniu makromolekut, gdyz pozwa-
laja na przyblizanie skomplikowanych ksztaltéw rzeczywistych czastek poprzez uktad kul o
réznych promieniach. Poza tym, mozliwosé obliczania macierzy mobilnosci dla przekrywa-
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jacych sie kul jest istotna z technicznego punktu widzenia. W symulacjach o dyskretnym
kroku czasowym zdarza sie, ze kule zachodza na siebie. Jedli nie mozna poprawnie wyznaczy¢
macierzy mobilnosci, to nalezy taki krok odrzucié i wykonaé nastepny tak, zeby czastki nie na-
chodzity na siebie. Jest wiele technik, ktére stuza do zapobiegania przekrywaniom sie czastek
ale wszystkie, z wyjatkiem adaptacyjnego kroku czasowego, sa ,sztuczkami” numerycznymi.
Gdy przekrywanie si¢ kul jest dopuszczalne, mozna zarzuci¢ wykrywanie przekrywania sie
kul i procedury pokonywania tej przeszkody w kazdym kroku czasowym. Jedli spontanicznie
czastki najda na siebie, wyprowadzane sg z tej konfiguracji w kolejnym kroku czasowym na
skutek oddziatywan odpychajacych.

Rozdziat ten jest usystematyzowaniem i przedstawieniem najwazniejszych wynikéw ze-
branych w trzech publikacjach [62, 63, 64], ktérych autor rozprawy jest wspoétautorem.

2.1 Oddziatywania hydrodynamiczne

Z liniowoéci réwnan Stokesa wynika, ze sity oraz momenty sit wywierane na ptyn przez czastki
(F; 1T ;) zaleza liniowo od predkodci liniowych i obrotowych czastek zawiesiny (U;, €2;). Ten
zwigzek jest definicja macierzy tarcia ¢

7 ot ptd Voo(Ri) — U
T :—Z B a || wee(Re) Q| (2.1)

i Jt Jt Ju Eoo

gdzie ¢P? (zp =t,riq =t,r,d) sa tensorami we wspo6irzednych kartezjanskich, a dolny indeks
t, 7 i d oznacza odpowiednio sktadowe translacyjne, rotacyjne i dipolowe. Tensor E, jest sy-
metryczna czescia tensora Koo a weo jest wirowoscia zewnetrznego przeptywu (patrz rozdzial
1.4). W koncu, R; oznacza polozenie czastki i. Relacja odwrotna, ktéra wyznacza predko-
Sci czastek poruszajacych sie pod wplywem zewnetrznych sit/momentéw sil w zewnetrznym
przeplywie vo, = Ko - 1, nazywa sie zagadnieniem mobilnosci. Jest postaci [65]

(8)- () 5108 ) ()5 ()= o

Wklad do predkosci C! oraz do predkosci katowych C! czastek, pochodzacy od zaburzenia
przeptywu Scinajacego, definiuje sie jako zsumowane elementy macierzy mobilnosci, ktore
zawierajg dipolowe stopnie swobody

ZM,@:zw. (2-3a)
J

Jednoczastkowa macierz mobilnosci jest postaci

Pl =t W= ol = = (24)
i i
ze wspotezynnikami tarcia dla sferycznej czastki (It = 6mna; oraz (/" = 8mna;.

Tensory oddzialywan hydrodynamicznych mozna obliczy¢ z dowolng precyzja, wykorzy-
stujac na przyklad rozwiniecie multipolowe lub metode catek powierzchniowych [14, 66]. W
praktyce doktadne obliczanie macierzy mobilnosci jest bardzo kosztowne numerycznie, wiec
wykorzystuje sie rozne przyblizenia. Najczedciej wykorzystywanym jest przyblizenie Rotne-
Pragera-Yamakawy [67, 68]. W nastepnym rozdziale zostanie przeprowadzona systematycznie
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i opisana procedura obliczenia elementéw macierzy mobilnosci dla translacyjnych, rotacyjnych
i dipolowych stopni swobody. Jest ona oparta na nastepujacym pomyéle, ktéry szczegdtowo
zostanie przedstawiony w kolejnym rozdziale: gdy sita (lub moment sit) dziata na czastke i, to
czastka zaczyna poruszaé sie, wzbudzajac przeptyw w otaczajacym ja ptynie. Wplyw tego za-
burzenia na ruch czastki (j) oblicza sie z praw Faxéna [14], ktére wiaza predkos$é czastki, site
dziatajaca na czastke i pole przeptywu, w ktorym czastka si¢ znajduje. W ten sposéb pomija
sie nie tylko oddzialywania wielocialowe (pomiedzy trzema lub wiecej czastkami) i wyzsze
rzedy oddzialywan par (to znaczy nie uwzglednia sie¢ wplywu ruchu czastki j z powrotem na
czastke 7).

Oryginalne rozumowanie zaproponowane przez Rotne i Pragera [67] opiera sie na zasa-
dzie wariacyjnej. Poszukiwana jest macierz dyfuzji, ktéra zminimalizuje dyssypacje energii
w uktadzie. Najmniejsza mozliwg dyssypacje otrzymuje sie dla prawdziwej macierzy dyfu-
zji. W rezultacie otrzymane zostalo kryterium na konstrukcje funkeji prébnych (przyblizen)
macierzy dyfuzji. Rotne i Prager zaproponowali mozliwe proste rozwiazanie, ktére spetnia
kryteria zasady wariacyjnej: naprezenia w dowolnym punkcie ptynu sa suma naprezen pocho-
dzaca od poszczegdlnych kul. W rezultacie otrzymali znang posta¢ macierzy mobilnosci dla
translacyjnych stopni swobody.

2.2 Macierze hydrodynamiczne

2.2.1 Macierz mobilnosci p

Przeplyw spelniajacy rownanie Stokesa wywolany punktowym zZrodiem sily w pustej prze-
strzeni jest dany przez tensor Oseena [14] (réwnanie (1.18)). Tq (r) jest funkcja Greena dla
rownania Stokesa, ktora mozna wykorzystac¢ do obliczenia przeptywu wokot czastki, do ktorej
przyltozona jest sita lub moment sity. Jesli na kule o promieniu a znajdujaca sie w srodku
uktadu wspélrzednych dziala sita F lub moment sity 7, to przepltyw vq (r) powstajacy poza
czastka mozna obliczy¢ jako [14]

vo (r) = (1 + “;v2> To(r)-F, vo(r)= %V x To(rj) - T. (2.5)

Wnetrze kuli porusza sie jak bryla sztywna. Pole predkosci mozna wyznaczyé réwniez w
inny sposéb. Procedura polega na zastapieniu kuli gestoscia sit indukowanych na powierzchni
kuli, ktére zapewnig ruch ptynu wewnatrz obszaru ograniczonego kula i poza tym obszarem
identyczny z przeptywem, ktéry wywoluje rzeczywista kula [69, 70]. Translacyjny vj(r) i
rotacyjny vi(r) przeptyw wytworzony przez kule o promieniu a; polozong w R, do ktérej
przykladamy sile F; lub moment sity 7 ;, wyrazone w formie rézniczkowej [14] i calkowej
WYnosza

v (r) = /g_TO(r_rI)'4f;2dU/
J J

2 a? a2\ . .
(1+%V2) T (p)) - Fj = 57 Kl + 3§2> 1+ (1 - pé) Pjpj] Fi P> 4y,



5 %VXTO (pj).TjZS%np?Tj X pPj, pj > aj,
v (r) = / To(r—1')-—=T;xn'do’ =
S; 87raj LT,XpA pi < a;
arti ) j 3>
(2.7)
gdzie p; = r — R jest odlegloscia do $rodka kuli, r’ oznacza niema zmienng catkowania,
n’ jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni kuli w punkcie r/, a [, 5, ozna-
cza catke¢ po calej powierzchni kuli znajdujacej si¢ w punkcie R;. Dyskusja réwnowaznosci
wzoru rézniczkowego i catkowego w przypadku translacyjnym znajduje sie w dodatku B. W
pozostatych przypadkach nalezy postapi¢ analogicznie. Rotacja tensora jest zdefiniowana w
nastepujacy sposob
(V X T)aﬁ = emC&,TCB. (2.8)

gdzie greckie symbole oznaczaja wspélrzedne kartezjanskie.

Prawa Faxéna w postaci rézniczkowej [14] lub catkowej, pozwalaja wyrazi¢ predkosé U;
oraz predkos¢ katowa €; kuli ¢ o promieniu a; znajdujacej sie w zewnetrznym przeplywie v
w punkcie R; jako

bl

r=R;

U, = L /V (r') do’ = 1+a42v2 v
! 4ra? Js, 0 6 0

3 1
/ n' x vo(r')de’ = =V x vq
S; 2

i T Srad (2.9)

r=R;
Calkowanie odbywa sie po powierzchni kuli S;. Podstawiajac (2.6,2.7) do réwnan (2.9), otrzy-

muje si¢ wklad do predkosci U}, oraz predkosci katowej €2, kuli ¢ na skutek sit lub momentéw
sit dziatajacych na czastke j

1 1
U, = 747m12 /SL vh (r')do’ + — /SL vy (r') do’

4ra?
1 F 3
— - d // d //T U/ I 77’ 1 2.10
4ra? /51 7 S; o"To (' =) 471'@? + 87Ta§? o ( )
Q = 3/ n' x vj (r') do’ + 5 / n' x v{ (r') do’
! 8mras Js, 8ma3 Js,
3

F 3
— - d / d "_1 T U/ S 77" iz . 211
8mwa? /sl 7 o"n’ x To (x' —x7) [47@? - 87ra:j3» o ] ( )

Whprowadzone zostang tensory

0, W)= e i - 00, (212
gdzie (€ - pPj)ag = €apyPjy- POWyzsze tensory pomnozone przez sile w! - F lub moment sity
w’ -7 maja interpretacje gestosci sit powierzchniowych na powierzchni kuli indukowanych na
skutek sity lub momentu sity dzialajacej na kule. W dodatku A znajduje si¢ wyprowadzenie
tensoréw wP, p € (t,r,d) dla translacyjnych, rotacyjnych i dipolowych stopni swobody. Przy
uzyciu tensorow wP zwiezle mozna wypisa¢ elementy macierzy mobilnosci

Tolwi), wiy = (Wi To|W5),  pij = (Wil To |w)) . gy = (w]

Ty ’w§> .
(2.13)

tt t
K5 = <Wi
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Notacja nawiasowa (bra-ket) zdefiniowana jest nastepujaco
T
pii = (wi|To ’W?> = /dr’/dr” [wi ()] - To (' =) - wi (r") . (2.14)

Gorny indeks T oznacza transpozycje tensora. Metoda obliczania catek po sferach z row-
nan (2.10)-(2.11) jest zaprezentowana w dodatku B. Calki po sferach sa poprawna metoda
wyznaczania elementéw macierzy mobilnoéci dla dowolnej odlegtoéci pomiedzy czasteczkami.
Jednak gdy sfery si¢ nie przekrywaja, wykorzystaé¢ mozna wzory rézniczkowe, ktére daja iden-
tyczne rezultaty, a sa istotnie latwiejsze do zastosowania (patrz dodatek B). Na tym pomysle
opiera sie metoda przedstawiona dokladnie w rozdziale 2.3. Wzory na wszystkie elementy
macierzy mobilnosci w pustej przestrzeni znajduja sie¢ w rozdziale C.1.

Jednoczastkowe (diagonalne) elementy macierzy mobilnosci w przyblizeniu Rotne-Pragera-
Yamakawy mogg zosta¢ wyznaczone przez przejscie do granicy I;; — 0 z postaci obliczonych
dwuczastkowych (pozadiagonalnych) elementéw macierzy mobilnosci, gdzie R;; = R; — R,;
jest lacznica dla czastek i,j. Przejscie graniczne w réwnaniach (C.1)-(C.2) daje

1 1
tt . tt rr ; T o_
plt = lim ptt = —1 p = lim pll = 1. 2.15
" Rilj —0" " Cf b " Rii -0 " G ( )

2.2.2 Tensor zaburzenia przeplywu Scinajacego C

Postac tensora trzeciego rzedu C mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob. Dodatkowy prze-
plyw vg (r) wywolany przez swobodng czastke kulista, ktéra znajduje sie w punkcie Rj, w
zewnetrznym przeplywie Scinajacym K - r wynosi [14]

20
vir)=v(r) Ky -r= 37r17a3{

a2
(1 + 16v2> To (p;)

V}:Em, (2.16)

—
gdzie [T(r)V} b = 0yTop(r). Jest to réznica pomiedzy calkowitym przeplywem v (r) a
afy
przeplywem zewnetrznym v,. Wktad do gestosci sit powierzchniowych na skutek naprezen
w przepltywie wynosi: 510 (p; — aj) Ew - p; (patrz dodatek A), zatem wprowadzajac tensor
d
w (r)

W? (r) : Eoo = =56 (pj — aj) Exs - pj, (2.17)

i korzystajac ze wzoru Greena, mozemy wyrazi¢ dodatkowy przeplyw stanowiacy naddatek
ponad zewnetrzny przeptyw écinajacy Koo -

20,3 a3 o2 ol
TTNa {[(1 + 5V > Ty (pj)] V} ‘B, pj > aj,
vl (r) = 57]/5 Ty (r —1')-Eoon’do’ =
! _Eoo'pja pj <aj.
(2.18)
Z praw Faxéna (2.9) wktad do predkosci i predkosci katowej kuli i znajdujacej si¢ w takim
przeplywie wynosi

1
U} = (wi| Ty [w) : Boo = m/s vi (1) do’ = piff : B, (2.19)
7 7
3
Q) = (w]| Ty ‘W?> cEo = W/S n' x v{ (r') do’ = p : Eu. (2.20)
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W przypadku gdy R;; > a; + aj, posta¢ macierzy “w’ ”m wyraza sie (2.9) oraz (2.18) przy
pomocy operatoréw rézniczkowych

20
,utd B = gwna? {

5a? + 3a?
<1 + 30]V2> Ty (RZ])] <€} :Eo, (2.21)

oraz

?Wna;’ {[V x To (Ryy)] %} : Eno, (2.22)

wl By =

gdzie V oznacza rézniczkowanie po kartezjanskich wspoélrzednych zmiennej R;;, natomiast

{TO(R@)‘G} iy 0yTo op(Ri;). Nalezy zauwazyé, ze ani p'?, ani p"¢ nie sa zdefiniowane jed-

noznacznie, poniewaz definiuja jedynie symetryczng i bezsladows czesé¢ macierzy mobilnosci.

Z uwagi na ta dowolno$é, réwnania (C.4)-(C.7) wypisano w najprostszej formie algebraicznej.
Jedno czastkowe elementy macierzy mobilnosci wynosza

tr _ td __ , rd __
Hi; = Mi; = Mg =0

poniewaz w przyblizeniu Rotne-Prager-Yamakawa efekty hydrodynamiczne nie pojawiaja sie
na tym poziomie.

2.2.3 Dodatnia okreslono$¢ macierzy mobilnosci

Dodatniej okreslonosci macierzy mobilnosci w przyblizeniu Rotne-Prager-Yamakawa moz-
na dowiesé écisle (2.14). Cichocki i inni [71] proponuja dowdd dodatniej okreslonosci formy
kwadratowej postaci (2.14), ktéry zostanie tu zacytowany. Rozwazmy nastepujaca forme kwa-
dratowg

(81 Tolg) = [ dr [ drg (1) To(r— 1) - (1), (22

gdzie g(r) jest funkcja o wartosciach zespolonych a gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone.
7 dodatniej okreslonosci operatora Ty wynika, ze uP? jest dodatnio okreslona. Niech

r) = ZW? (r)-d?, (2.24)

gdzie d¥ oznacza dowolny wektor. Mozna zapisa¢

< (d|Told) = > > i - gy - d, (2.25)

L,p J,q

co konczy dowdd.

Nalezy zauwazyé¢, ze powyzszy dowdd nie dziata dla przyblizenia czastek punktowych
(2.37). W tym przypadku pozadiagonalne (i # j) elementy macierzy mobilnosci moga zostaé
zrzutowane na postaé (2.14) wykorzystujac w!(r) = 15(r — R;). Diagonalne elementy jednak
beda nieskonczone na skutek nieokreslonosci w punkcie R;; = 0. Aby rozwiazac ten problem w
przyblizeniu czastek punktowych (2.37) wykorzystuje sie jedno czastkowe mobilnosci 1/¢* na
diagonali. Jednak tak zbudowana macierz mobilnosci nie jest dodatnio okreslona dla kazdej
konfiguracji i nie nadaje sie do symulacji dynamiki brownowskiej.
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2.3 Uogoblnienie na inne funkcje Greena

Wyniki uzyskane rozdziale 2.1 mozna wykorzystac takze w przypadku czastek, ktére znajduja
sie w geometrii innej niz pusta przestrzen, na przykilad w poblizu Scianki lub Scianek czy dla
uktadéw periodycznych.

Niech istnieje dla zadanych warunkéw dodatnio okreslona funkcja Greena T(r,r’). Takie
funkcje istnieja na przyklad dla ukladu ograniczonego przez cylinder i sfere [72, 73, 74], dla
ukltadu periodycznego [75] dla ukladu w poblizu jednej $ciany [76] oraz dwdch Scian [77].

Macierz mobilnosci w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy jest zdefiniowana w sposéb
analogiczny do (2.14)

p2t = (wi|Tjw!) = / / dr' dr” [w? ()T T, x) - wi(x). (2.26)

Ponizsza notacja zostata wprowadzona by zwiekszy¢ przejrzysto$é rozumowania
o ai o haw o2

1 0 1 0
-
= —— — DI(R =- —.
ap 2°PT9R, [Di( )]aﬁ 2P HR,
gdzie strzalka pokazuje na kierunek dziatania operatora rézniczkowania. Réwnania (2.6) oraz
(2.7) przy uzyciu wprowadzonej notacji sa postaci

Di®)] (2.28)

— —

V(r) = To(x — Ry)}-DLR,)-Fj,  vi(r) = Tolr — Ry)}DJ(R,) Ty, |r— Ryl > a;. (229)
Dla przeplywu zewnetrznego vo(r), ktéry jest regularny (nie ma zrédel wewnatrz kuli ), przy
uzyciu operatora w? (2.12), prawa Faxéna moga by¢ wypisane w sposéb analogiczny do (2.9)

l toon] T / I i NS / I _ o
U, = /S W) vo(x')do’ = DI(R)vo(Ri), €, = /S w! ()] " vo(r')do’ = D} (R:)vo(Ry).

(2.30)
Elementy macierzy mobilnodci w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy dla pustej przestrze-
ni (dla propagatora Oseena Ty) for R;; > 2a zapisane przy uzyciu operatoréw rézniczkowych
sa postaci

" — DI(R;) - To(R;—R;) - DU(R; 2.31
My = i (Ri) - To(R;—R;) ]( i) (2.31)
Dowolny propagator moze zostaé¢ roztozony T(r’,r”) w nastepujacy sposéb

T(r',r") = [T, ") — To(r' —")] + To(xr' — ") = T'(r',x") + To(r' — 1"). (2.32)

Operator T/ = T — Ty nie ma osobliwoéci w punkcie r' = r”, zatem zgodnie z réwnaniem
(2.30), ma wlasnosc¢

(W2 T (") [wi(x) ) = DE(Ry) - T'(Ri, Ry) - DI(R,). (2.33)

Wykorzystujac tozsamosci (2.32) oraz (2.33) macierz mobilnosci u%q moze zostaé zapisana w
nastepujacy sposob

pq =P 7 p q iy N

pll = DI(R)-T(R;R;) DIR,)+ [<wi | To|w?) — DI (Rs) - To(R,~R;) - DI(Ry)
(__

— DI(R,)-T(R;,Ry) DI(R,) + Y(R,)). (2.34)
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Poprawka
P q P g
YP(R,) = <wi |T0|w]-> ~ D!(R;) - To(Ri~R;) - DY(R;), (2.35)

jest niezerowa jedynie gdy |Rij| < a; + a; i jest niezalezna od propagatora T(r, rj). Peten
zestaw poprawek do komponentéw macierzy mobilnosci podany jest rozdziale C.2.

2.4 Dyskusja wynikow

Dla poréwnania z wynikami tego rozdziatu przedstawione zostang macierze mobilnosci w
dwoch prostszych przypadkach. Bez oddzialywan hydrodynamicznych macierz mobilnosci
jest postaci diagonalnej

1 .,
i =@l WG=0, i) (2.36)
7
W przyblizeniu czastek punktowych (model Stokesletéw) macierz mobilnosci jest postaci

1
tt _
Ml] N 8 77R¢j

P o, 1
(1 + Rz‘ij’j) , iF T M= it (2.37)

Jest ona czesto uzywana do modelowania dynamiki zawiesin [78] jako najprostszy model
oddziatywan hydrodynamicznych. Nie zachowuje ona jednak dodatniej okreslonosci nie tylko
dla kul, ktére sie przenikaja lecz takze dla specjalnych konfiguracji kul, ktére sie dotykaja.
Co wiecej, nie ma wlasnosci (2.38), ktéra w granicznym przypadku R;; — 0, daje mobilnosé
jednoczastkowsq

. 1

Wzory C.1-C.7 odtwarzaja mobilnosci jednoczastkowe réwniez w przypadku, gdy mniejsza
kula jest catkowicie zanurzona w wiekszej. Zachowanie to jest oczekiwane, poniewaz w takiej
sytuacji jedynie wieksza kula oddzialuje ze $wiatem zewnetrznym. Proponowane uprzednio w
literaturze wzory na macierze mobilnoéci w przyblizeniu Rotne-Prager-Yamakawa dla prze-
krywajacych sie kul o r6znych promieniach [79, 80, 81] polegaly na wykorzystaniu istniejacego
juz wzoru dla przekrywajacych sie jednakowych kul. Zamiast promienia wstawiany byt pro-
mien efektywny. Zipper i Durchschlag [79] zaproponowali, zeby promien efektywny dawal ob-
jetosé réwna sumie objetosci kul sktadowych ac = [(a$ + a3) /2] 13, Zaproponowano tez $red-
nia arytmetyczna [80] ae = (a1 +a2)/2 oraz érednia kwadratowa [81] aeg = [(a? + a3)/2] V2
ktora na styku kul odtwarza wzér dla kul nie przekrywajacych sie. Proponowane wzory nie
daja ani gladkiego, ani ciaglego przejScia w punktach granicznych: na styku kul i przy cal-
kowitym przekryciu. Wyjatkiem jest érednia kwadratowa, ktéra daje ciggle (nie gladkie)
przejécie na styku kul. W przypadku symulacji dynamiki brownowskiej nieciagto$ci w ma-
cierzy mobilnosci powoduja zachowania niezgodne z druga zasada termodynamiki oraz sa
zrodlem niefizycznych rozktadéw czastek.

Macierze mobilnosci dla przekrywajacych sie kul znane byly tylko dla translacyjnych stop-
ni swobody. Chcac obliczy¢ rotacyjna czeéé macierzy mobilnosci dla makromolekuty, nie moz-
na bylo wziaé¢ pod uwage spinowego (pochodzacego od rotacji indywidualnych sktadowych)
wkladu poszczegdlnych czastek - jedynie ruch obrotowy catosci powstaly z translacyjnego ru-
chu poszczegodlnych sktadowych. To wazny element w modelowaniu sztywnych makromolekut.
Obliczenie macierzy mobilnosci dla ciata sztywnego wykonuje sie przez usztywnienie wszyst-
kich stopni swobody sktadowych elementéw tak, by poruszaly sie jak bryla sztywna. Gdy nie
wiadomo jak uwzgledni¢ spinowe rotacyjne stopnie swobody, mozna je jedynie pominaé.
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Uogdlnienie metody na geometrie inne niz pusta przestrzen pozwala na tatwe (stosujac je-
dynie rézniczkowanie) obliczanie macierzy mobilnosci w pozostaltych przypadkach. Dla perio-
dycznych warunkéw brzegowych wzory na elementy macierzy mobilnosci zostaly wyznaczone
i przedstawione w pracy [64].
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Rozdziat 3

Agregacja rozrzedzonej zawiesiny w
przeplywie Scinajagcym

Pierwsze prace nad dyfuzja prowadzone byly réwnolegle przez Einsteina [82] i Smoluchowskie-
go [83]. Dziesieé¢ lat pdzniej agregacje czastek w rozrzedzonej zawiesinie po raz pierwszy opisat
Marian Smoluchowski [84]. W swojej pracy rozwazal czastki zawiesiny o rozmiarach rzedu
mikrometra, ktére poruszaja sie ruchem Browna w nieruchomym ptynie na skutek fluktuacji
uderzen czasteczek pltynu w czastke zawiesiny. Ruch stalych czastek w zawiesinie na skutek
tych ,uderzen” opisany jest réwnaniem dyfuzji. Polaczenie réwnania dyfuzji z ruchem Brow-
na jest kamieniem milowym wspotczesnej fizyki. Na cze$¢ Mariana Smoluchowskiego jego
nazwiskiem zostalo nazwane réwnanie Fokkera-Plancka, ktore opisuje gestosé¢ prawdopodo-
bienstwa znalezienia czastki w zawiesinie oddziatujacych czastek poruszajacych sie ruchami
Browna [65].

W fizyce i chemii koloidéw rownanie Smoluchowskiego szeroko wykorzystywane jest zgod-
nie z oryginalna praca Smoluchowskiego [84] - do opisu kinetyki reakcji, ktérych tempo ogra-
niczone jest dyfuzja substratow. W swojej pracy Smoluchowski rozwazal koagulacje czastek
na skutek ruchéw Browna. Czastki taczyty sie¢ w jedna, gdy na skutek dyfuzji ich powierzchnie
zetknely sie. W ten sposéb otrzymal tempo reakcji, ktore nastepnie wykorzystal w makro-
skopowym réwnaniu opisujacym zmiane populacji czastek o réznych rozmiarach. Opis ten
jest szeroko wykorzystywany w doswiadczalnym i numerycznym badaniu proceséw asocjacji
czastek, agregacji, flokulacji i wielu innych zagadnien, w ktérych dominuja efekty zwigzane z
dyfuzja czastek.

Roéwnanie Smoluchowskiego znajduje zastosowanie w badaniu stabilnosci wiazan chemicz-
nych oraz badaniu tempa reakcji [85]. W tym przypadku réwnanie Smoluchowskiego opisuje
dyfuzje w abstrakcyjnej przestrzeni parametréw reakcji chemicznej. Pytania o tempa reakcji
wygodnie zadaje sie w jezyku Sredniego pierwszego czasu przejScia pomiedzy roztacznymi
zbiorami w tej abstrakcyjnej przestrzeni. Rozumowanie takie zostanie wykorzystane w roz-
dziale 4 w rozwazaniach o stabilnosci pojedynczego agregatu.

Coraz szerzej wykorzystuje si¢ réwnanie Smoluchowskiego w biologii. Zaréwno w biolo-
gii molekularnej, makroskopowej (odzywanie sie planktonu [86]), czy abstrakcyjnej biologii
systemowej, ktéra opisuje sieci reakcji chemicznych zachodzacych w zywych komoérkach [87]

W zastosowaniu do wzajemnego ruchu czastek w zawiesinie praca Smoluchowskiego byta
wielokrotnie uogdlniana. Zajmowano sie zagadnieniem wpltywu oddziatywan hydrodynamicz-
nych i ruchu cieczy na wzajemny ruch czastek. Jako pierwsze uogélnienie rozwiazane zostato
zagadnienie ruchu czastek bez oddzialtywan hydrodynamicznych w jednorodnym polu prze-
plywu [88]. Acrivos i Taylor szukali tempa, w jakim cieplo i materia unoszone sa ze sfer w
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jednorodnym zewnetrznym przeplywie, w zaleznosci od natezenia przeplywu.

Kolejne uogélnienie zostalo wykonane przez Frankela i Acrivosa [89]. Zastosowali oni me-
tode rozwinie¢ asymptotycznych aby uwzgledni¢ przeptyw Stokesa wokét sfery z warunkami
przylegania oraz slabym, w poréwnaniu z dyfuzja, przeplywem $cinajacym (matle liczby Pe).
Zagadnienie to, podobnie jak w poprzedniej pracy Acrivosa, dotyczylo transportu materii
oraz ciepta z matych kul i cylindréw w przeptywie. Nie bylo wiec potrzeby uwzgledniania
oddzialywan hydrodynamicznych pomiedzy znajdujacymi sie w cieczy czastkami, a jedynie
oplyw pojedynczej czastki przez plyn.

Batchelor [12] przy pomocy teorii warstwy granicznej uogélnil problem Smoluchowskiego
na zagadnienie dyfuzji czastek w dowolnym przeptywie liniowym. Przeprowadzil nastepnie
analize dla przeplywu rozciagajacego w granicy matych i duzych liczb Pe dla przypadku
dwoch kul. Poniewaz badal wzajemny ruch czastek w zawiesinie, po raz pierwszy uwzglednit
oddziatywania hydrodynamiczne.

Wplyw ruchéw Browna na tempo asocjacji kul oddziatujacych w przepltywie Scinaja-
cym dla duzych liczb Pe zbadali Feke i Showalter [90]. Kule oddzialywaly hydrodynamicznie
i elektrostatycznie poprzez tadunki oraz dipole. Wplyw dyfuzji na tempo asocjacji zostal
uwzgledniony poprzez rozwiniecie w odwrotnosciach liczby Pe.

Numeryczny algorytm, ktory wykorzystuje metode Galerkina i przedtuzen analitycznych
do rozwigzania rownania Smoluchowskiego dla par sferycznych kropel i dowolnej liczby Pe
zaproponowali Zinchenko i Davies [91]. Twarde kule potraktowali jako graniczny przypadek w
swojej pracy. Uwzglednili pelne oddzialywania hydrodynamiczne pomiedzy para czastek [14].

Dla duzych liczb Pe w przeplywie $cinajacym, analiza wplywu oddzialywan hydrody-
namicznych na tempo asocjacji kul zostala przeprowadzona przez Mizerskiego [92]. Prze-
prowadzil szczegdlows analize warstw granicznych na podstawie ktorej wyznaczone zostaty
poprawki wyzszych (niz liniowe) rzedéw do tempa asocjacji kul w zaleznosci od liczby Pe.

Powyzsze prace sktadaja sie na klasyczne podejécie do rozwigzania zagadnienia wzajem-
nego ruchu kul w zawiesinie w przeplywie Scinajacym. Przez Zaccone i innych [93, 94] zapre-
zentowana zostala alternatywna metoda obliczenia wplywu potencjalu oddzialywan miedzy
czastkami i przeplywu na tempo agregacji. Opiera sie ona na uérednieniu przeptywu wokot
sfery. Wynikom tych prac poswiecony jest osobny krytyczny akapit w rozdziale 3.3.1.

Numeryczne prace na temat asocjacji kul w przeplywie $cinajacym powstawaly przy uzy-
ciu metod, ktére mozna podzieli¢ na trzy klasy. Pierwsza sa analizy trajektorii par kul ob-
liczonych metodami, gdzie w kazdym kroku czasowym rozwiazuje sie rownanie Stokesa w
calej przestrzeni dookota czastek. Dopiero na podstawie obliczonych pél predkosci i cisnienia
oblicza sie ewolucje czastek zawiesiny. Postepujac w ten sposéb duzy wysitek numeryczny
wktada sie w rozwiazanie réwnan opisujacych przeptyw. Praktycznie niemozliwe jest zebra-
nie dostatecznie duzych statystyk, by szczegélowo przebadaé przestrzen parametréw liczb Pe
lub oddziatywan miedzyczasteczkowych.

Druga metoda sa podejscia ,,potanalityczne”, gdzie przeplyw rozwiazuje sie korzystajac
z wlasnosci réwnan Stokesa i pomija fluktuacje termiczne. Problem jest zdefiniowany $cisle i
numerycznie mozna rozwiazaé¢ go z dowolna dokladnoscia. Przyktadowo Pozrikidis [95] badat
trajektorie kul o r6znym rozmiarze w przeptywie $cinajacym. Rozwigzywal numerycznie réw-
nania catkowe na rozklad sit dzialajacych na kazda z kul, a nastepnie przesuwal je wzgledem
siebie. Innym podejsciem poélanalitycznym jest metoda multipolowa [96, 14]. Dzigki nim czas,
ktory jest potrzebny do obliczenia przeplywu jest wielokrotnie mniejszy niz w przypadku
rozwigzywania rownan Stokesa explicite.

Trzecia klasa sa statystyczne analizy trajektorii otrzymanych w skutek symulacji brow-
nowskich, ktore uwzgledniaja oddzialywania hydrodynamiczne albo je pomijaja. W ten spo-
sob analize dla catego spektrum liczb Pe wraz z pelnymi dwuczastkowymi oddziatywaniami
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hydrodynamicznymi w pustej przestrzeni [97, 14] oraz z r6znymi modelami oddzialywan mie-
dzy czastkami przeprowadzili Mohammadi i inni [98]. W szczeg6lnym przypadku bez oddzia-
lywan hydrodynamicznych, dla umiarkowanych przeptywéw analize symulacji brownowskich
przeprowadzili takze Sheng-Hua i inni [99]. Ich wyniki koncentrowaly sie gtéwnie na dyskusji
braku addytywnosci efektéw dyfuzji i unoszenia w procesie asocjacji kul.

Numeryczna analiza zawarta w tym rozdziale bedzie wykorzystywac trzecie podejscie, a
praca Mohammadiego i innych zostanie skomentowana krytycznie w rozdziale 3.4.5.

Niniejszy rozdziatl podzieli¢ mozna na dwie czesci: analityczna i numeryczna. W cze-
Sci analitycznej zebrane i usystematyzowane zostaly metody obliczania tempa agregacji bez
przeplywu oraz w granicy stabych i silnych przeplywoéw. Przedstawione zostaly wyniki zalezne
od czasu bez oddziatywan hydrodynamicznych i przeptywu Scinajacego oraz wyniki stacjo-
narne uwzgledniajace przeptyw i oddzialywania hydrodynamiczne Dodatkowo, rozwigzane
zostalo numerycznie zalezne od czasu zagadnienie asocjacji kul z oddzialywaniami hydrody-
namicznymi bez zewnetrznego przepltywu. Rozwiazanie przeprowadzono przy uzyciu otwartej
biblioteki do rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych metoda objetosci skonczo-
nych [100] OpenFOAM [101, 102]. Rozwiazanie to wykorzystano w pdzniejszej statystycznej
analizie wynikéw symulacji brownowskich.

W cze$ci numerycznej przedstawione zostaly metody, przy pomocy ktérych przeprowa-
dzono symulacje stochastyczne. Na podstawie symulacji stochastycznych wyznaczone zostaty
stacjonarne tempa asocjacji twardych kul dla réznych temp $cinania. Wyznaczone zosta-
ty zakresy stosowalnosci przyblizen analitycznych oraz pokazano, ze istnieje pomiedzy nimi
gladkie przejscie. Zreferowano, w jaki sposéb znajac tempa asocjacji kul w modelu rozrzedzo-
nej zawiesiny bada¢ mozna tempo jej agregacji. Zaproponowano jak obliczy¢ wspoélezynnik
dyfuzji agregatu i pokazano jakosciowa réznice pomiedzy dyfuzja agregatu bez oddziatywan
hydrodynamicznych oraz z oddzialtywaniami hydrodynamicznymi.

3.1 Podstawowe réwnania

Réwnania na rozktad potozen kul w zawiesinie, dla translacyjnych stopni swobody, na ktére
nie dzialaja momenty sil, zostana przytoczone za klasycznym podrecznikiem [18]. Dla cza-
stek, ktére nie posiadajg sferycznej symetrii, opis nalezy rozszerzy¢ takze o rozktad polozen
katowych czastek. Prawdopodobienstwo, ze w ukladzie o objetosci V zawierajacym N kul,
kule znajduja si¢ w polozeniach (xi,...,xy) zadaje funkcja Py (x1,...,xn,t). Jesli kule sa
nierozréznialne to otrzymuje sie normalizacje [103]

/ PNdxl...dXNZN! (31)
\%4
Koncentracja czastek, ktorych rozktad w przestrzeni dany jest funkcjg Py wynosi

1

W przypadku jednorodnego rozmieszczenia kul ¢ = N/V. W calym rozdziale 3 kluczowy jest
rozktad prawdopodobienstwa znalezienia okreslonej konfiguracji pary kul

1

rozwazany w rozrzedzonej zawiesinie. Rozrzedzona zawiesina to taka, w ktorej poczatkowa,
jednorodna koncentracja, unormowana do objetosci pojedynczej kuli MTGC < 1.
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Zawiesina kul w przestrzeni catkowicie wypelnionej ptynem jest translacyjno-niezmiennicza.
Oznacza to, ze rozklad prawdopodobienstwa konfiguracji dla pary kul zalezy jedynie od
wzglednego polozenia kul Pa(x1,x2,t) = Pa(r,t), r = xo — x3. Wzgledny ruch pary cza-
stek opisuje uogdlnione rownanie Smoluchowskiego

P
%_l_v.[pQV_pQw.VQ—kBTw-VPQ] =0, (3.4)

gdzie wzgledna mobilno$é¢ dwdéch kul o rownych promieniach wiaze sie z macierza mobilnosci
poprzez réwnosé

w (r) =2 (ph (r) - pih (v)) (35)

natomiast wzgledna predkos¢ unoszenia dwéch kul wynosi

V(1) = Koo v — (i (r) - pl (r)) : Bec. (3.6)

W powyzszym réwnaniu @ jest potencjatem oddzialywan pomiedzy czastkami, natomiast
V& liczony jest wzgledem zmiennej r. Macierz mobilnosci p (r) wiaze sie z macierza dyfuzji
poprzez twierdzenie fluktuacyjno-dyssypacyjne

D = kT (3.7)

W przypadku braku oddzialywan hydrodynamicznych translacyjno-translacyjna czesé macie-
rzy mobilnoéci pu't = él natomiast translacyjno-dipolowa cze$é macierzy mobilnosci pt® = 0.
Oddziatywania hydrodynamiczne beda od tej pory rozumiane jako przyblizenie Rotne-
Pragera-Yamakawy, dla ktérego macierze mobilnosci zostaly obliczone jak w rozdziale 2.
Macierze Ko, oraz Ey sg dobrze okreslone dla dowolnego przeplywu liniowego jednak w
niniejszej pracy beda one zwiazane z prostym przeplywem $cinajacym (patrz rozdzial 1.4)

W uktadzie wspotrzednych, ktory zwiazany jest z jedng ze sfer, gestosé¢ prawdopodobien-
stwa znalezienia drugiej sfery z pary jest proporcjonalna do pola koncentracji czastek wokot
pierwszej kuli P> (r) = (N — 1) ¢(r). Zatem réwnanie Smoluchowskiego opisuje ewolucje pola
koncentracji czastek wokoét wyrdznionej czastki.

Aby rozwazy¢ problem asocjacji kul o promieniu a, jako warunek poczatkowy nalezy
wybrac¢ rozktad jednorodny. Reakcje chemiczna po zetknieciu sie kul interpretuje sie jako wa-
runek znikania pola koncentracji na styku kul. Powierzchnia styku kul nazywana jest takze
powierzchnia reakcji. Natomiast w duzej odleglosci od kuli pole koncentracji nie jest zabu-
rzone

c(|r] > 2a,t =0) = coo
c(|r] = 2a,t) =0 (3.8)
c(r| = 00, t) = ceo

Tempo agregacji, czyli strumien czastek przez powierzchnie reakcji wynosi

J = k:BT/n “w- V| _y, dA, (3.9)

gdzie catke wykonuje sie po powierzchni sfery o promieniu » = 2a, a n jest wektorem nor-
malnym do jej powierzchni skierowanym na zewnatrz powierzchni kuli.
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3.2 Brownowska asocjacja twardych kul bez przeplywu Scina-
jacego

Wiyniki analityczne i numeryczne przedstawione w tym rozdziale sa kluczowe dla interpretacji
danych z symulacji stochastycznych. Na ich podstawie z poczatkowego, zmiennego w czasie
przebiegu strumienia koncentracji czastek przez powierzchnie reakcji, zostanie wyznaczona
wartos¢ stacjonarna.

Sferycznie symetryczne réwnanie Smoluchowskiego w swojej pierwotnej formie (bez prze-
plywu i bez potencjatu oddzialywan pomiedzy czastkami) jest postaci

0 (re) B 9?2 (rc)
5 =D (3.10)
gdzie
B kT kT
D=2Dy = =37 (3.11)

oznacza wzajemny wspélczynnik dyfuzji dwoch kul z warunkami brzegowymi (3.8). W tym
szczegdlnym przypadku mozna analitycznie znalezé zalezny od czasu przestrzenny rozktad
czastek [84, 104]

B 2a 4a T/%;Zt 9
c(ryt) = coo [1—70—1—“/7?/0 exp (—z )dz , (3.12)
ktory w przypadku stacjonarnym wynosi
2
co (1) = coo [1 - :} . (3.13)

Gradient pola koncentracji obliczony na powierzchni reakcji wynosi

de 1 1
g(t) = 5‘7:2(1 = Cxo |:2a + m:| y (314)

a strumien pola koncentracji przez powierzchnie kuli jest postaci

J(t) = 47 (2a)2Dg(t) = 87 Daco [1 + %} . (3.15)

Zwiazane z rozkladem stacjonarnym tempo asocjacji wynosi
Jo = 16mDyace. (3.16)

Dodanie oddzialywan hydrodynamicznych nie zmienia sferycznej symetrii problemu. Tensor
dyfuzji rozklada sie na cze$¢ rownolegta i prostopadta do wektora r

w(r) = D[G (r) it + H (r) (1 — it)]. (3.17)

Dla przyblizenia oddziatlywan hydrodynamicznych Rotne-Pragera-Yamakawy funkcje skalar-
ne maja postaé

3a a*
3a 1a°
H(T)_l_z;_§r73 (3.18b)



Uzywajac funkcji G sferycznie symetryczne réwnanie Smoluchowskiego z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi mozna zapisaé¢ jako

Oc 10 Oc
— =D—— (rG(r)=— ). 3.19
ot r2 Or <r (r) 87’) (3.19)
Réwnanie powyzsze z warunkami brzegowymi 3.8 posiada stacjonarne rozwiazanie postaci
o i dr’!
c(r)y=c % (3.20)

o0 oo IE
f2a T‘/ZG(T‘/) dT

dla ktérego stacjonarne tempo asocjacji wynosi

Jo Jo
J= -0 3.21
2a [y, 7T,2é(T,) dr’ Wy ( )
gdzie
o0 1
Wy=2 ————dr’. 3.22
° “/2a 2G () (3.22)

Zaniedbujac oddzialywania hydrodynamiczne otrzymuje si¢ G(r) = 1 oraz Wy = 1 i w rezul-
tacie poprawne rozwiazanie bez oddzialywan hydrodynamicznych. Dla oddziatywan hydro-
dynamicznych w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy

x
Wy = 2a/ L dr~ 1655, (3.23)
2a T4 — ZCLT — 5,
oraz
1/Wo ~ 0.604. (3.24)

Nie jest znana analityczna postaé zaleznego od czasu rozwiazania rownania 3.19. Korzy-
stajac z metod numerycznych mozliwe jest jednak obliczenie strumienia pola ¢ i zbadanie
wlasnosci rozwiazania réwnania zaleznego od czasu. Réwnanie 3.19 z oddziatywaniami hy-
drodynamicznymi zapisa¢ mozna w réwnowaznej postaci

2 3

6;; - D;r <<r2 - gar + i) g:) . (3.25)
Jest ona dogodniejsza do rozwigzania numerycznego. Numerycznie rownanie rozwigzano przy
pomocy otwartego oprogramowania do rozwiazywan rownan rézniczkowych czastkowych me-
toda objetosci skonczonych [100] OpenFOAM [101, 102]. Jest to nowoczesna i w pelni otwarta
biblioteka do obliczen numerycznych, ktéra wywodzi sie z obliczeniowej mechaniki ptynow.
Obecnie z powodzeniem stosowana jest w wielu projektach naukowych i komercyjnych. W
programie OpenFOAM rozwiazane zostalo réwnanie na zmienny w czasie rozklad cp (dolny
indeks F' zostal uzyty, by podkresli¢, ze to rozwiazanie pochodzi z programu OpenFOAM).
7 pola cr nastepnie wyznaczono numerycznie gradient pola koncentracji na powierzchni re-
akcji

gr (t) = %Lf r=2a (1) - (3.26)
Z rozwazan teoretycznych wiadomo, jakie jest stacjonarne rozwiazanie réwnania 3.19 ¢ (r)
oraz stacjonarne tempo asocjacji Js. Zalezne od czasu tempo asocjacji wygodnie jest zapisac
w postaci: stala plus pewna, zalezna od czasu poprawka

Jo

J(t) = J(1+ (1) = W0(1+f(t))- (3.27)
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Strumien koncentracji przez powierzchnie reakcji wiaze sie¢ z gradientem pola koncentracji
poprzez

Jr (t) = 47(2a)2DG (2a) gr (t) = Jo2aG (2a) gF (1), (3.28)

gdzie DG(2a) jest wspélezynnikiem dyfuzji na styku czastek. Poréwnujac powyzsze dwie
zaleznosci na strumien koncentracji otrzymuje sie wyrazenie na zalezna od czasu poprawke

postaci
f(t) =2aWpG (2a) gr (t) — 1. (3.29)

Jako test procedury numerycznego rozwiazania w pakiecie OpenFOAM rozwiazane zostato
klasyczne zagadnienie Smoluchowskiego bez oddziatywan hydrodynamicznych. Unormowany
strumien pola koncentracji przez powierzchnie reaktywna dla czasu mierzonego w czasach
brownowskich 75 = a?/D wynosi

JO _ 2 1
T T amvi

a unormowane rozwiazanie stacjonarne J/Jy = 1. W obliczeniach numerycznych, ktére wy-
konywane sa dla skoniczonego uktadu, nieskoniczono$é przyblizona jest przez duza odlegtosé
r = 402a. Z postaci analitycznej rozwigzania stacjonarnego wynika, ze blad systematyczny
rozktadu stacjonarnego, ktory jest rezultatem takiej implementacji warunkéw brzegowych,
polega na przeszacowaniu i jest na poziomie 0.5%, poniewaz rozklad zmienia si¢ jak 2a/r.
Btad oszacowania strumienia przez powierzchnie reaktywna, na poczatku procesu, bedzie jed-
nak zdecydowanie mniejszy, poniewaz dyfuzyjny wpltyw z tak duzej odlegtosci jest powolny i
niewidoczny na poczatku procesu.

(3.30)
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Rysunek 3.1: Panel A: rozklad stacjonarny koncentracji bez oddziatywan hydrodynamicznych.
Rozwigzanie stacjonarne analityczne zaznaczone czerwona linia, niebieskie kropki oznaczaja
wyniki numeryczne. Panel B: blad obliczen numerycznych unormowany do wyniku analitycz-
nego w kazdym punkcie i wyrazony w procentach.

Rozktad stacjonarny obliczony numerycznie i analitycznie pokazany zostal na panelu A
rysunku 3.1. Oszacowanie btedu rozktadu stacjonarnego przedstawione na panelu B poka-
zuje, ze istnieje systematyczny blad przeszacowania o okolo 0.5% rozwigzania analitycznego
przez rozwigzanie numeryczne. Wielko$¢ btedu bardzo dobrze zgadza sie z przewidywaniem
teoretycznym, ktére wynika ze skonczonosci uktadu numerycznego i warunku brzegowego na
koncentracje. Na rysunku 3.2 znajduja sie wykresy zaleznego od czasu oszacowania numerycz-
nego tempa reakcji. Dopasowanie funkcji postaci az? do rozwiazania numerycznego z duza
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dokladnoscig odpowiada rozwigzaniu analitycznemu. Potwierdza to teze, ze wplyw przybli-
zenia nieskonczonego uktadu przez uklad skonczony, ale dostatecznie duzy, na rozwiazanie
jest stosunkowo niewielki.

4, -
2, -
S o ~
o L
— L
2t J
_4t J
1 1 1

-10 -5 0 5
Log[t/tg]

Rysunek 3.2: Zmienna w czasie cze$¢ strumienia pola koncentracji przez powierzchnie reakcji
bez oddzialywan hydrodynamicznych obliczona metoda objetosci skonczonych. Funkcja f(t)
obliczona numerycznie zaznaczona jest niebieskimi kropkami, dopasowanie funkcji az® ozna-
czono czerwong linig. Wynik dopasowania wynosi a = —0.798124+4x1074, b = —0.5+1x107°.

Wynik teoretyczny przewiduje wspélczynniki a = 2/4/27 ~ 0.7978 i b= —1/2

W oparciu o poréwnanie rozwiazania analitycznego i numerycznego bez oddziatywan hy-
drodynamicznych mozna stwierdzi¢, ze metoda numeryczna jest dostatecznie doktadna, by
przybliza¢ rozwiazanie Sciste. Korzystajac z identycznych parametréw numerycznych wy-
konane zostaly obliczenia uwzgledniajace oddzialywania hydrodynamiczne w przyblizeniu
Rotne-Pragera-Yamakawy. Wyniki symulacji wraz z dopasowanymi krzywymi przedstawione
sa na rysunku 3.3. Rozwiazanie numeryczne zalezne od czasu posiada szereg interesujacych
wlasnoéci. Okazuje sie, ze dla malych czaséw (t < 0.01tp) funkcja jest postaci f(t) = at®.
7 dopasowania wynika, ze b = 0.5087 £+ 0.0002. Jest to bardzo podobna zaleznos¢ jak przy
braku oddzialtywan hydrodynamicznych. Réwniez stata a = 0.756 + 0.001 jest bardzo bliska
tej z przypadku bez oddziatywan (2/v/2m =~ 0.797). Oznacza to, ze dla krétkich czaséw, kie-
dy rozklad gestodéci wokot czastki jest jeszcze bardzo bliski do jednorodnego, oddziatywania
hydrodynamiczne nie zdaza istotnie zmieni¢ tempa asocjacji. Wynika to z proporcjonalnosci
tempa dyfuzji do gradientu przestrzennego koncentracji i faktu, ze na poczatku procesu (po-
czatkowy rozklad jednorodny) zmiany pola koncentracji wystepuja na odlegtoéciach matych
w poréwnaniu z odlegtosciami, na ktérych wystepuja zmiany oddzialywan hydrodynamicz-
nych. Dopasowaé¢ mozna réwniez funkcje postaci f(t) = at® do calego przebiegu funkcji wtedy
otrzymujemy b = 0.5337 £ 0.0003 oraz a = 0.663 £ 0.001.

Sprawdzenie jakoSci rozwiazania wykonano przez poréwnanie z teoretycznym rozwiaza-
niem stacjonarnym. Wykorzystano kryteria identyczne jak bez oddzialywan hydrodynamicz-
nych (patrz rysunek 3.4). Wyniki sa réwniez zgodne i obarczone systematycznym bledem
wynikajacym ze skonczonego rozmiaru uktadu w rozwiazaniu numerycznym.
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Rysunek 3.3: Zmienna w czasie cze$¢ strumienia pola koncentracji przez powierzchnie reakcji
z oddzialywaniami hydrodynamicznymi obliczona metoda objetosci skonczonych. Czerwo-
na linia jest dopasowaniem rozwigzania bez oddzialywan hydrodynamicznych do strumienia
obliczonego numerycznie dla czaséw mniejszych od 0.017p do krzywej, od ktérej odjeto roz-
wiazanie réwnowagowe (oznaczone jest czarnymi punktami). Szara, przerywana krzywa jest
dopasowaniem do calego przebiegu czasowego. Niebieskie punkty sa rozwiazaniem numerycz-
nym a czarne kwadraty rozwiazaniem numerycznym z odjetym strumieniem stacjonarnym.
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Rysunek 3.4: Panel A: rozklad stacjonarny koncentracji czastek z oddzialtywaniami hydro-
dynamicznymi. Rozwigzanie stacjonarne analityczne zaznaczone czerwona linia, niebieskie
kropki oznaczaja wyniki numeryczne. Panel B: btad obliczen numerycznych w stosunku do
wyniku analitycznego w kazdym punkcie wyrazony w procentach.

3.3 Tempo asocjacji w przeplywie Scinajgcym

W niniejszym rozdziale zreferowane zostanie analityczne rozwiazanie rownania Smoluchow-
skiego w przypadkach, w ktérych da sie je uzyskaé. Z oddzialywaniami hydrodynamicznymi,
w przeplywie Scinajacym, dla pary kul, znane jest jedynie stacjonarne asymptotyczne rozwig-
zanie w granicy stabego (Pe < 1) i silnego (1 < Pe) przeplywu. Nie jest znana analityczna
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postaé¢ rozwiazania dla umiarkowanych liczb Pe. Nie wiadomo takze, jak rozwigzaé problem
zalezny od czasu.

Stacjonarne rownanie Smoluchowskiego, ktore uwzglednia przeptyw, oddziatywania hy-
drodynamiczne oraz oddzialywania pomiedzy czastkami mozna zapisa¢ w postaci bezwymia-

rowej
PeU-VP, =V - [RQ- VU + Q- VP =0, (3.31)
gdzie
6mnya’ . 1 1
Pe — V=0U, ¥=—90 Q= : 32
¢ kgT ’ “ae kT 671'77aw (3.32)

Przez ® oznaczony jest potencjal oddzialywan pomiedzy czastkami.

3.3.1 Asymptotyka malych liczb Pe

W granicy maltych liczb Pe istnieja w literaturze dwie rézne metody rozwigzania réwnania
Smoluchowskiego: klasyczna - przy pomocy asymptotycznego rachunku zaburzen, ktéra po
raz pierwszy zostala wykorzystana w tym kontekécie przez Frankela i Acrivosa [89], i ktéra
zostanie tutaj przedstawiona, oraz wyprowadzona niedawno przez Zaccone i innych [93].
W opinii autora niniejszej pracy drugi wynik zostawia pole do dyskusji i merytorycznych
zastrzezen, ktére zostana przedstawione.
Wynik klasyczny mozna uzyskaé¢ w nastepujacy sposéb. Przeplyw Scinajacy (patrz réw-
nanie 3.6) zawiera skladowa
V, = Pez. (3.33)

Oznacza to, ze w réwnaniu na rozklad par czastek wystapi wyraz
Pez0, Py, (3.34)

ktéry w nieskoniczonosci osigga nieskonczona warto$é i réwnanie (3.31) staje sie osobliwe ze
wzgledu na ten wyraz. Odlegtoéé, na ktérej czlon adwekcyjny jest porownywalny z pozosta-
tymi, wyznacza sie wprowadzajac skalowanie odleglosci wraz z liczba Pe

¥ = Pelr, (3.35)
po ktérym réwnanie 3.31 przyjmie postaé
PePePU -V, Py — Pe?PV, - [PQ -V, U +Q -V, Py = 0. (3.36)
Dominujacy na duzych odlegtosciach od czasteczki czlon adwekcyjny jest postaci
Pez 0, Ps. (3.37)

Aby czlony réwnania zwiazane z dyfuzja i oddzialywaniami byly poréwnywalne z czlonem
adwekcyjnym, w sensie rzedu wielko$ci mnozacych je liczb Pe, wykladnik 5 musi byé réwny

1
=_. 3.38
p=; (339)
Oznacza to, ze dyfuzja dominuje nad adwekcja gdy
r < Pel/? (3.39)
a jest poréwnywalna gdy
r o Pe /2, (3.40)
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W ten sposéb wyznaczone zostaly dwa obszary: wewnetrzny r < Pe1/2 - zdominowany
przez dyfuzje i oddziatywania miedzyczasteczkowe oraz zewnetrzny r o Pe 1/ 2 gdzie dyfuzja
i adwekcja sa poréwnywalne. W obszarze wewnetrznym rozwiazane zostanie réwnanie

VT/ . [pQQ . V,,,/\I/ —+ Q . VT/pQ] — 0 (341)

z warunkiem brzegowym znikajacej koncentracji na powierzchni reakcji. Rozwiazanie pro-
blemu bez przepltywu i bez oddzialywan miedzy czasteczkami znajduje sie w poprzednim
rozdziale. Stacjonarne rozwiazanie uwzgledniajace potencjat oddzialywan pomiedzy czastecz-
kami (metoda rozwiazania jest identyczna jak bez potencjalu oddzialywan) jest postaci [18]

xp[¥]
exp [~ U] f5, A0
p2(r) = coo ool (3.42)
2a 72G(r /)d'r
Zwiazane z nim stacjonarne tempo asocjacji kul wynosi
Jo Jo
J = = —, 3.43
2a [y bk W (3.43)
gdzie
Jo < exp[¥]
W=—=2a — o dr 3.44
J 2a TG (1) ( )

Gdy nie ma potencjatu oddziatywan pomiedzy czasteczkami W = W,. W obszarze zewnetrz-
nym - dalekim od czastki - mozna przyja¢ zatozenie, ze ani oddzialywania hydrodynamiczne
ani miedzyczasteczkowe nie maja juz wplywu na ruch czastek a zatem zagadnienie przybiera
forme

ZOxPy — V2P, =0, (3.45)
gdzie R = Pe'/?r. Dla tego problemu istnieje funkcja Greena [105]
ds X —sY/2)?  v?4 22
P (R) = / 7z exp | — ( 2/ ) + (3.46)
2V Jo (14 52/12)1/2 $3/2 4s (1 + s2/12) 4s

Funkcja ta dazy do 0 gdy R — oo natomiast, gdy R — 0 zachowuje sie jak [91]

1 _I(3/4) _
Py(R)= =8, f=— 15 ~ 02568 (3.47)

Rozwiazania w tych dwéch obszarach zszywa sie w obszarze 1 < r < Pe /2, Rozwiniecie po
oraz P, w szereg potegowy z niekoniecznie catkowitymi potegami liczby Pe daje w obszarze
wewnetrznym

p2 = P9+ paPet + ... (3.48)

i w obszarze zewnetrznym
Py =P+ PJPeft ... (3.49)

Podstawiajac rozwiniecie w szereg w obszarze wewnetrznym do réwnania 3.41 otrzymuje sie
0="V-[(p}+psPe? +...) Q- VU +Q-V (p§ +piPe +... )] (3.50)
Pogrupowane wyrazy wedlug potegi liczby Pe mozna zebraé¢ do postaci

0=V [p§Q VU + Q- Vph| +Pe V- [phQ- VU + Q- Vph| + ... (3.51)
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Kazda z poteg liczby Pe mnozy réwnanie rézniczkowe czastkowe bez przeplywu, ktorego
rozwigzanie zostalo przedstawione. Z postaci rozwiazanie problemu stacjonarnego 3.20 wy-
znaczy¢ mozna zachowanie gdy r — oo

1 1
0_ 0(71__+ 1_ 14
Py = ¢} (1 " ), P =€ (1 " ) (3.52)

Nastepnie podstawienie rozwiniecia w szereg w obszarze zewnetrznym do réwnania 3.45 daje
0=2Vp (P + PjPef +...) = V(P + PiPe™ ) + .., (3.53)

gdzie indeks R przy operatorach rézniczkowych oznacza rézniczkowanie po przeskalowanych
zmiennych, ktére oznaczone sa wielkimi literami. Po pogrupowaniu wyrazéw zawierajace
rowne potegi liczby Pe mozna zapisaé

0= (2VrP§ — VEP)) + P (ZVrP) — VEP) ) + ... (3.54)

Rozwiazanie w obszarze zewnetrznym dla matych R wyrazone w zmiennych wewnetrznych

jest postaci
Pel/? Pel/?
:C?+C§< c —B) p§=011+03< c -3 (3.55)

Z warunkéw brzegowych dla r — oo wiadomo, ze C) = c,, natomiast z warunkéw brzegowych
dla obszaru wewnetrznego wiadomo, ze py (r = 2a) = 0. Aby zszy¢ rozwiazania nalezy wybraé
€1 = 1/2 i poréwnaé wspoélczynniki przy odpowiednich potegach liczby Pe dla PY i p§ +
Pel/ Qp%. Ostatecznie strumien koncentracji czastek przez powierzchnie w wiodacym rzedzie
w liczbie Pe jest postaci

J P 1/2
J = wg <1+0257 ;V ) (3.56)

Alternatywne podejscie prezentowane przez Zaccone [93] wykorzystuje dodatkowe zato-
zenie, ze predkos¢ i funkcja rozkladu par sa stabo skorelowane. Jest to prawda jednie dla
bardzo cienkiej warstwy na powierzchni kuli, gdzie rozktad jest zdominowany przez dyfuzje.
Zaltozenie o braku korelacji pozwala uérednié¢ predko$é¢ v dla kazdego ustalonego r dookota
czastki i rozwigzywaé w rezultacie problem sferycznie symetryczny. Upraszcza to zagadnie-
nie do jednowymiarowego réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Na poziomie tego rownania
autor wykonuje operacje analogiczne do tych z metody rozwinie¢ asymptotycznych. Roz-
ktada zagadnienie na bliskie i dalekie a nastepnie zszywa na brzegu warstwy granicznej.
Grubosé warstwy granicznej dobrana zostala na podstawie analizy wymiarowej, ktéra brata
pod uwage zasieg oddzialywan miedzy czasteczkami, $rednice czastek, tempo Scinania oraz
wspoélezynnik dyfuzji. Na podstawie tego rozumowania bezwymiarowa grubo$é¢ warstwy gra-
nicznej, poza ktora przeptyw zupelnie dominuje wzajemny ruch czastek zostala ustalona na
d o v/(A/a) /Pe. Zaleznoéé od liczby Pe ma poprawny charakter, jednak pojawia sie tam
dodatkowy czynnik A, ktéry zwiazany jest z charakterystyczna skala odleglosci dla poten-
cjalu oddzialywan pomiedzy czasteczkami. Czynnik A bedzie pojawial sie w ostatecznym
rozwigzaniu. Jak wiadomo z teorii rozwinie¢ asymptotycznych grubosé warstwy granicznej
powinna wynikaé¢ bezposrednio z uktadu réwnan rézniczkowych, w przeciwnym przypadku
rozumowanie moze by¢ obarczone systematycznym bledem.

Ostatecznie wynikiem jest catkowity strumien koncentracji czastek przez powierzchnie

postaci
1 V ape d r dv
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Powyzszy wzér w przypadku podstawienia liczby Pe réwnej zero odtwarza wynik klasyczny.
Niezbyt rygorystyczne wyprowadzenie skutkuje tym, ze w granicy matych liczb Pe wynik ten
nie jest jednoznaczny. Gdy pominaé¢ oddzialywania hydrodynamiczne (G(r) = 1) i miedzycza-
steczkowe (¥ = 0), to przechodzac do granicy malych liczb Pe otrzymuje sie po rozwinieciu
w szereg wyraz staly zalezny od A (przedstawiony jest zerowy i pierwszy wyraz rozwiniecia)
2 2
1 2 aeﬁ ( 27T%€I‘ﬁ (ﬁ) — 26322)

T = o N Pel/2 4o (Pel/Q) : (3.58)

Wyraz ten dla A\ = a proponowanego przez autoréw nie jest rowny 1 jak to powinno mieé
miejsce. W oryginalnej pracy [93] rezultaty tej metody zostaly poréwnane z wynikami nume-
rycznego rozwiazania réwnania Smoluchowskiego przez Melisa i innych [106], ktére zostalo
wykonane dla osiowosymetrycznego przeplywu rozciagajacego.

3.3.2 Asymptotyka duzych liczb Pe

Dla duzych liczb Pe problem jest zdominowany przez konwekcje z wyjatkiem cienkiej warstwy
granicznej na powierzchni kuli. Rownanie 3.31 w wiodacym rzedzie w liczbie Pe jest postaci

OyPo=0 lub v -Vh. (3.59)

Oznacza to, ze rozwiazanie jest stale na liniach pradu. Wynik nazywa sie balistycznym,
poniewaz przedstawia scatkowany po powierzchni kuli strumien koncentracji nadlatujacej
deterministycznie z nieskorniczonosci. Szczegdlowa analiza tempa asocjacji sfer z dokladnym
przebadaniem warstw granicznych i wptywu oddzialywan hydrodynamicznych zostata prze-
prowadzona przez Mizerskiego [92]. W niniejszej pracy wykorzystane zostana starsze rezulta-
ty, ktore pochodza jedynie od pierwszej warstwy granicznej. Po raz pierwszy tempo asocjacji
pochodzace od samego unoszenia obliczyl Smoluchowski [84], a wyprowadzenie znalezé mozna
w klasycznym podreczniku [35]. Tempo asocjacji bez oddzialywan hydrodynamicznych jest
postaci

2 2
J = %PGD()COOCL = 3—J0Pe ~ 0.212JyPe. (3.60)
T

7 oddzialywaniami hydrodynamicznymi w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy wynik po-
dat Mizerski i wynosi on

20 )

J = —PeDycsoa = — JoPe =~ 0.133JyPe. (3.61)

3 127
Réznice te wynikaja z przebiegu trajektorii, po ktérych poruszaja sie czastki. Oddziatywania
hydrodynamiczne odksztalcaja linie pola w taki sposéb, ze cze$é¢ tych linii, mimo iz przebie-
gaja przez ten sam punkt daleko od kuli, co bez oddzialywan hydrodynamicznych, to w nia
nie trafia. Tempo asocjacji obliczone z rozwigzania zaproponowanego przez Zaccone i innych
[93] dla duzych liczb Pe roénie wolniej niz liniowo. W rozwinieciu w szereg w Pe istnieja
niezerowe wyrazy wyzszego rzedu niz Pe o ujemnych wspoétczynnikach.

3.4 Wyniki numeryczne

3.4.1 Model numeryczny

We wszystkich nastepnych rozdziatach metody przeprowadzania symulacji stochastycznych
sa takie same. Do obliczenia oddzialywan hydrodynamicznych w symulacjach wykorzystany
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zostal zmodyfikowany program HYDROMULTIPOLE [107, 96, 108]. W programie wyko-
rzystane sa oddzialywania hydrodynamiczne opisane w rozdziale 2 w periodycznych warun-
kach brzegowych [64], Zeby uwolnié sie od efektéw przys$ciennych i symulowaé zachowanie
wewnatrz probki. W tym celu nalezy wykorzysta¢ periodyczne warunki brzegowe Leesa-
Edwardsa [109, 110], gdzie wystepuje periodyczna siatka, ktéra deformuje sie w czasie (patrz
rysunek 3.5). Dla prostego przeplywu Scinajacego v = §ze, kat nachylenia siatki (kat pomie-

Z A - -

yL,t mod L, O O

L ===zt : ~=’ ~-
/ O |
L

Rysunek 3.5: Warunki brzegowe Leesa-Edwardsa dla prostego przeplywu Scinajacego: w mia-
re uplywu czasu podstawowa komoérka periodyczna deformuje sie zgodnie z przeptywem tak,
zeby podstawy komoérek periodycznych zawsze sie¢ pokrywaly, a goérna $ciana komorki perio-
dycznej poruszata sie z predkoscia przeptywu na jej wysokoéci. Poczatkowa komoérka ozna-
czona jest przerywana linia. Gdy tylko kat nachylenia komorka 6 bedzie réwny arctan L, /L.,
komorka podstawowa jest przywracana do stanu poczatkowego, zeby zapobiec nieskonczone-
mu wydluzeniu.

dzy chwilowym kierunkiem z siatki a poczatkowym) zmienia si¢ wraz w miare uplywu czasu
[110]

(3.62)

YLt dL
0 — arctan <72m0w> ,

L.

gdzie mod oznacza dzielenie modulo. Dodanie oddziatywan hydrodynamicznych do symulacji
w komorce periodycznej typu Leesa-Edwardsa przedstawia wiele probleméw, zaleznie od za-
stosowanego modelu numerycznego. Znane jest doktadne rozwigzanie problemu oddziatywan
hydrodynamicznych przy uzyciu metody multipolowej w periodycznych warunkach brzego-
wych, ktére wykorzystuje sumy Ewalda w prostopadtej siatce [111, 112, 113]. Dla przyblizenia
Rotne-Pragera-Yamakawy komplet wzorow, ktére réwniez wykorzystuja sumy Ewalda na sko-
$nej siatce (niezbedne do uwzglednienia przeplywu $cinajacego), zaproponowal Mizerski i inni
(w tym autor niniejszej rozprawy) [64], Kobayashi i inni [114] dla hydrodynamiki ,wygtadzo-
nej” (smoothed), Wagner i inni [115] dla metody lattice Boltzmann a Kikuchi i inni [116] dla
wieloczastkowej dynamiki zderzen.

3.4.2 Dynamika brownowska

W modelu rozwazany jest rezim brownowski. Oznacza to, ze rozpatrywane skale czasu sa
duzo wieksze niz czas lepkiej relaksacji predkosci rozpuszczalnika oraz czas lepkiej relaksacji
predkoéci ruchu czastki. W rezultacie bezwladno$¢ czastek mozna zaniedbaé.

W symulacjach sledzone sa tylko potozenia czastek. Na pojedyncze kule w rozwazanym
modelu nie dzialaja momenty sit, zatem rotacyjne ruchy nie majg wplywu na ruchy trans-
lacyjne czastek (patrz réwnanie 2.2). Nie sa takze Sledzone orientacje pojedynczych kul,
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poniewaz potencjal oddzialywan jest sferycznie symetryczny i orientacja poszczegdlnych kul
nie zmienia dynamiki uktadu. Ostatecznie rotacyjne stopnie swobody pomija sie.

Roéwnanie opisujace ruch czastek brownowskich nosi nazwe réwnania Langevina w rezimie

nadtlumionym [117]. Dla polozen R; czastek ¢ =1, ..., N mozna je zapisaé jako [118]
R, =U{ +> plh-F;+> v;-Dll + B;, (3.63)
J J
gdzie
U =K-R;+ > pl¢:E, (3.64)
J#i

tensor E, oznacza symetryczna czeéé tensora K., macierz D = kpTpu't jest macierza
dyfuzji, a losowe przemieszczenie B jest gaussowska zmienng ze érednia rowng zero i wariancja
dana przez

(B(t)B(t')) =26 (t —t') D" = 2kpT6 (t — t') p'. (3.65)

Czlon odpowiadajacy za unoszenie jest podzielony na dwie czesci: K-R; (t) At - niezaburzony
przeplyw zewnetrzny 1 3, uf? : EAt - zmiane przeplywu zewnetrznego na skutek obecno-
Sci czasteczek w zawiesinie. W przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy dywergencja macierzy
mobilnosci V; - ;LZ znika.

3.4.3 Metoda catkowania réwnania ruchu

Najprostsza metoda catkowania w czasie réwnania ruchu jest schemat Eulera pierwszego
rzedu. Zapisaé¢ go mozna jako

R; (t + At) = R, (t) + UY (R (1)) At + Z pis (R(1) - Fj (R (1) At + T (At),  (3.66)
gdzie

US(R(t) =K -Ri(t)+>_ pf (R(t)) : Ex (3.67)
J#i

a losowe przemieszczenie I'* (At) ma nastepujace wlasnosci
<rt (At) T (At)> = 2D" (R (t)) At = 2kpTp' (R (1)) At, (3.68)

co mozna zrealizowaé przyjmujac

It (At) = V2ALE - g, (3.69)
gdzie
£-&" =kpTp" (R (1) =D (R(), (g:95) = dij- (3.70)

W powyzszych réwnaniach wektor g zawiera 3 x N zmiennych gaussowskich o $redniej 0 i
wariancji 1.
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W symulacjach wykorzystany zostal schemat Heuna, ktory rézni sie od schematu Eulera
przez dodanie kroku poséredniego

Ri(t+A) = Ri(t)+ 5 [UF(R(5) M+ 3 plf (R(1) - F5 (R (1) At

+UT (R (1) At + 3 i (R (1) - F5 (R (1)) At| +T5 (A1),
Ri(t+A1) = Ri(t)+ U7 (R(1) AL+ s (R(1)) - Fj (R () At +T7 (A1),
] (3.71)

W powyzszych réwnaniach stosuje sie to samo przemieszczenie losowe I (At) w kroku pod-
stawowym i posrednim.

W przypadku, gdy szum w réwnaniu Langevina jest addytywny p!’ (R (t)) = const., me-
tody catkowania Eulera i Heuna maja ten sam rzad zbieznosci w sensie $redniej kwadratowej
(L?), natomiast metoda Heuna ma szybciej zbiegajace momenty rozkladu [119]. Gdy jed-
nak szum jest multiplikatywny u'® (R (t)) # const., metody Heuna i Eulera maja taka sama
zbieznosé [120, 121].

Obliczeniowy koszt catkowania metodami Heuna i Eulera jest bardzo podobny. Jedyna
operacja o ztozonosci N3 (N - liczba czastek) w catym algorytmie jest obliczanie rozktadu
Choleskiego macierzy mobilnoéci. Czynnosé ta trzeba wykona¢ w obydwu tych metodach
jednokrotnie w kazdym kroku czasowym. Dodatkowy koszt w metodzie Heuna wiaze sie z
dwukrotnym obliczeniem macierzy mobilnosci ale jest to operacja o ztozonoéci N2. W zamian
za to otrzymuje sie schemat, ktéry posiada lepsza zbieznoéé¢ gdy czastki znajduja sie daleko
od siebie i zmiana macierzy mobilnosci z potozeniem jest bardzo mala.

3.4.4 Symulacje rozrzedzonej zawiesiny

Problem rozrzedzonej zawiesiny jest zagadnieniem dwucialowym (patrz rozdzial 3.1), dlatego
symulacje wykonuje sie z wykorzystaniem dwoch kul, ktérych potozenie losuje sie z rozktadu
jednorodnego. Kazda z symulacji jest realizacja pojedynczej trajektorii opisanej réwnaniem
Smoluchowskiego. Na podstawie wielu takich trajektorii otrzyma¢ mozna érednie wtasnosci
uktadu.

Symulacje rozrzedzonej zawiesiny w przeplywie Scinajacym przeprowadzane zostaly w
periodycznych warunkach brzegowych Leesa-Edwardsa (patrz rozdzial 3.4.1). Podstawowa
komérka periodyczna ma wymiary wyznaczone w zaleznosci od tempa $cinania 4 wedlug
nastepujacego algorytmu. Przeplyw $cinajacy jest postaci (4z,0,0). Podstawowa komorka w
chwili poczatkowej jest kwadratowa w przekroju prostopadlym do osi z. Diugos¢ L, = L,
zadana jest jako parametr modelu. Czas potrzebny, aby front dyfuzji przebyl odleglosé L, /2,

2
wynosi 7 = (LQZ) / (2Dgp). W tym czasie czastka oddalona o L,/2 w kierunku z, na skutek

unoszenia z predkoscia L, /2, przebywa odleglosé T%% Ostatecznie wymiar L, obliczony
jest jako
L\? 1 L,%
L,=1L — ] —=—== 3.72
T z+cl<2) 2D022, ( )

gdzie ¢; jest wspoOlczynnikiem, ktorego warto$¢ zostata ustalona arbitralnie. Wspdtezynnik
c; ma za zadnie utrzymaé zaleznosé¢ potegowa trzeciego stopnia, jednakze mozliwie skrécié
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dtugos$é¢ pudla. Bardzo dlugie pudlo skutkuje wieloma symulacjami, w ktérych czastki w
ustalonym czasie nie spotkaja sic. W symulacjach ustalone zostato ¢; = (1/3)3.

Podstawowa komérka periodyczna ma tak zdeformowany ksztalt, zeby zminimalizowaé w
symulacji efekt ,,cienia” jaki rozciaga sie za czastka w przeplywie Scinajacym. Efekt ,cienia”
wyraznie wida¢ gdy pudlo symulacyjne jest karykaturalnie krétkie L, = 2a. W takiej sytu-
acji nie wystepuja praktycznie zadne zderzenie z czastkami ptynacymi wzdtuz L,. Czastka
przeplywajac przez pudio nie zdazy dyfundowaé¢ do przestrzeni pomiedzy druga czastka a
jej obrazem periodycznym. Numeryczng analize wplywu dlugosci pudta na jakosé symulacji
przedstawili niedawno Mohammadi i inni [98]. Zasadniczy wniosek méwiacy o proporcjach
dtugosci bokdéw jest ten sam. Czastka powinna zdazyé dyfundowaé w poprzek pudla w trak-
cie jak jest unoszona wzdtuz na tyle, zeby zgubi¢ korelacje w plaszczyznie prostopadlej do
kierunku x miedzy jednym a drugim przeplynieciem przez komorke periodyczna.

Istotne jest takze, zeby poprzeczny rozmiar komérki byt dostatecznie duzy ze wzgledu na
zalezno$é tempa agregacji od czasu 1/v/t (patrz rozdziat 3.2). W przeciwnym przypadku ob-
serwowane bedg efekty skonczonego uktadu na czasach krotszych niz potrzebne do estymacji
tempa agregacji.

Bez przeplywu Scinajacego krok czasowy jest modyfikowany skokowo w zaleznosci od
odlegtosci r pomiedzy kulami, zeby ograniczy¢ stosunek wielkos$ci wariancji przemieszczenia
losowego w kroku czasowym do odlegtosci pomiedzy kulami. Jest to najprostsza realizacja
adaptacyjnego kroku czasowego i stuzy przyspieszeniu symulacji przy zachowaniu kontroli nad
jej doktadnoécia. W szczegdlnosci bardzo dokladnie prébkowany jest najcienszy pierscien. Dla
pewnego bazowego kroku czasowego dt

ot r<3X2a
1006t 3x2a<r<10 x 2a
dt = ¢ 10 x 1004t 10 x 2a < r <20 X 2a (3.73)
20 x 10 x 1006¢ 20 X 2a < r < 33 X 2a
33 x 20 x 10 x 1004t 33x2a<r

W przypadku z przepltywem Scinajacym na powyzsze nalozony jest dodatkowy warunek.
Krok czasowy redukowany jest tylko wtedy gdy czastki znajduja sie ,przed” zderzeniem
wedlug nastepujacego rozumowania. Niech uklad wspétrzednych bedzie zwigzany z jedna z
czastek. Jesli w $rodku ukladu wspédlrzednych umieszcze liniowe zrédlo czastek wzdluz osi
y, to front dyfuzji bedzie oddalal sie w kierunku z na odlegtoéé¢ +/2Dgt. Kontur ten jest
unoszony w przeplywie Scinajacym z predkoscia /2Dyt w kierunku przeptywu. Zatem jego
wspolrzedna na osi x wynosi

t 2
/O V2Dotdt = g\/2D07t3/2. (3.74)

W rezultacie ksztalt jest krzywa trzeciego stopnia

1, 4

z(z) = ﬁ'yz . (3.75)

Nastepnie kontur odbity jest symetrycznie wzgledem ptaszczyzny yz, co jest réwnowazne ze
zmiang kierunku predkosci unoszenia.

1.

x(2) =

Czastka znajduje sie ,przed” zderzeniem, jesli jest pomiedzy obwiednia skonstruowang z
obrotu tej krzywej wokdl osi x (patrz rysunek 3.6) a plaszczyzna zy dla wspoélrzednych z,
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dla ktérych przepltyw unosi czastki ku sobie. Oznacza to, ze dla x > 0,z < 0 natomiast dla
x < 0,z > 0. Wykonane zostaly dodatkowo przesunigecia wzdtuz osi z, tak by obwiednie
przecinaly kule w plaszczyznie yz

1/3 1/3

z(2) = ———=9(z — <a6,DO> / ¥or>0, z(2)=—s—A(z+ (aGZ,)O) / ¥ <0

! (3.77)
Na konicu kontur obwiedni jest odbity na dolna pdéiplaszczyzne symetrycznie wzgledem po-
czatku uktadu wspéirzednych. Poza tym ksztaltem stosowany jest krok czasowy jak dla bar-
dzo duzych odlegtosci. Krok czasowy jest wybrany w taki sposéb, ze w bezposrednim oto-
czeniu kuli, nawet gdy punkt znajduje sie poza obwiednia $rednia dlugosé kroku jest duzo
mniejsza niz $rednica kuli (patrz rozdzial 3.4.5) W ten sposob ograniczona zostaje przestrzen
w ktérej krok czasowy jest zmienny i skraca sie czas symulacji. Doktadna analiza wptywu
wielkosci kroku czasowego na wynik symulacji przeprowadzona jest w kolejnym rozdziale.

Rysunek 3.6: Kontur wewnatrz ktoérego zmniejszany jest krok czasowy. Niebieska kula wy-
znacza sfere reakcji o promieniu r = 2a

Symulacje, w ktérych ma zostaé¢ zminimalizowany wplyw periodycznych warunkéw brze-
gowych, przeprowadzane sa nie dtuzej niz do pewnego czasu krytycznego t.. Jest to wartos¢,
ktéra wynika z kompromisu pomiedzy doktadnoscia wyniku a czasem symulacji. Jesli komérka
periodyczna ma wymiar wzdtuz osi z réwny L, to pojedyncza czastka aby przeby¢ ja w wyniku
dyfuzji potrzebuje érednio czasu L2/Dy. Srednio po czasie wiekszym niz t. = L?/ (2Dy) para
czastek ,dowie si¢”, ze jest w skonczonym uktadzie. Aby otrzymaé t. = 100075 = 1000a?/Dy
nalezy oszacowaé¢ v/2000a =~ 45a < L,. W symulacjach dla ¢, = 100075 ustalony zostal roz-
miar pudta L, = 100a. Pozwala to stwierdzi¢, ze dla wybranych rozmiaréw pudta i przedziatu
czasowego, wpltyw skonczonych rozmiaréw uktadu na wynik jest maty.

W swojej pracy Mohammadi i inni [98] analizuja wplywu ksztaltu pudla na wynik sy-
mulacji. Zauwazaja potrzebe zastosowania wydtuzonego pudla i przeprowadzaja numeryczng
analize zaleznosci tempa asocjacji od jego ksztattu.
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3.4.5 Analiza wynikéw numerycznych

Do wyznaczenia tempa asocjacji dla pojedynczej wartoéci tempa $cinania potrzebne jest wie-
lokrotne obliczenia czasu t;, ktory uptywa od uwolnienia pary czastek z potozenia wylosowa-
nego z rozkladu jednorodnego do ich spotkania. Jesli czas ¢; spelnia warunek ¢; < t., to czas
zderzenia jest rejestrowany. Niezaleznie od tego, czy warunek ten jest spelniony, dodatkowo
rejestrowana jest calkowita liczba przeprowadzonych symulacji Nio. Wszystkie zarejestrowa-
ne czasy nastepnie sa wykorzystane do stworzenia histogramu. Histogram czasow H| [t,t+At)
jest wyznaczonym numerycznie $rednim strumieniem czastek zderzajacych sie w przedziale
czasowym [t,t + At), gdzie At jest szerokoscia kubelka w histogramie

t+At

Aby otrzymaé¢ warto$é strumienia czastek z rozwigzania réwnania Smoluchowskiego J (1),
wysoko$¢ stupkéw histogramu nalezy podzieli¢ przez stezenie

Ntot
= ot 3.79
“T L.L,L. (3.79)

czyli catkowita liczbe rozpoczetych symulacji Nyoy podzielona przez objeto$é podstawowej
komérki periodycznej i dodatkowo podzieli¢ przez szeroko$é stupka At. Wtedy érednia wartosé
strumienia w czasie [t,t + At) wynosi

JEEAL J(1)dt L,L,L.

At = H[t,t+At) m (3.80)

W granicy malego At otrzymuje si¢ J(t).

Do obliczenia stacjonarnego strumienia czastek przez powierzchnie reakcji Jy nie wystar-
czy wzial éredniego czasu oczekiwania na zderzenie ze wszystkich czaséw zderzen, tak jak
to zrobili Mohammadi i inni [98]. Wtedy wynik obarczony bedzie systematycznym bledem,
ktory wynika z istotnej zmiennosci strumienia czastek na poczatku procesu asocjacji, gdy
rozktad zaczyna dopiero relaksowaé z rozktadu jednorodnego. W ocenie autora niniejszej roz-
prawy takie postepowanie prowadzi do systematycznych btedéw. Wynik stacjonarny osiaga
sie dopiero po bardzo dtugim czasie a wyniki Srednie, wziete z kazdego czasu skonczonego
beda systematycznie przeszacowane, w stosunku do strumienia stacjonarnego.

Obliczanie w prosty sposob Sredniego czasu zderzenia prowadzi do artefaktu numerycz-
nego dla bardzo wydtuzonych komorek periodycznych. Dla matych liczb Pe $redni czas ocze-
kiwania na zderzenie ros$nie wraz ze stosunkiem L,/L.. Efekt ten zostal opisany w pracy
Mohammadiego i innych [98], lecz nie zostal wyjasniony. Wzrost $redniego czasu oczekiwania
na zderzenie wynika z degeneracji rozwigzania tréjwymiarowego rownania Smoluchowskiego
przez niewlasciwe uzycie periodycznych warunkéw brzegowe. Naplyw czastek z ograniczo-
nych przestrzennie kierunkow z,y jest mniejszy w stosunku do naptywu czastek z kierunku
x. Polozenie poczatkowe czastek moze zostaé¢ wylosowane w taki sposéb, ze znajda sie dale-
ko do siebie w kierunku z. W rezultacie wielokrotnie beda przeplywaé¢ podstawows komorke
periodyczna w kierunkach y, z, zanim spotkaja si¢ ze soba. W istocie znaczne wydluzenie
podstawowej komorki periodycznej w jednym kierunku jest przesunieciem sie w kierunku
jednowymiarowego rownania Smoluchowskiego. Dla uproszczenia zatozone zostanie, ze nie
ma przeptywu

2
% _opy 2. (3.81)
ot Ox?
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Jesli ograniczy¢ sie do przestrzeni na ,,prawo” od pierwszej z kul, to warunki brzegowe wyno-
sza ¢ = 0 na powierzchni kuli (x = 0) i ¢ = ¢oo W nieskonczonosci. Warunkéw tych rozwiazanie
stacjonarne nie moze spelnié¢ jednoczesnie. Zalezne od czasu rozwiazanie jest postaci [104]

¢ = coerf ( (3.82)

X
2\/2D0t> ’

Strumien z nim zwiazany wynosi

0 T 2DgcCoo —x?
J =2Dg—erf = . 3.83
92" <2\/2D0t> V2Dt T <8D0t> (3.83)

Ostatecznie czas oczekiwania na kolizje t = 1/J rozbiega do nieskonczono$ci w miare uptywu
czasu.

Poprawne oszacowanie stacjonarnego tempa asocjacji wymaga nastepujacej procedury.
W przypadku braku przeptywu nalezy do histogramu H; ;4 Ay dopasowac funkcje zalez-
nosci strumienia od czasu (por. rozdz. 3.2). Dla malych i $rednich przeplywéw Pe < 10
zostanie wykorzystana zalezno$é¢ funkcyjna od czasu jak w przypadku braku przepltywu
J=A (1 + Bt~V 2), gdzie stale A i B wyznacza sie dopasowujac krzywa do histogramu.
Parametr A przektada sie bezposrednio na wyznaczone numerycznie stacjonarne tempo aso-
cjacji par czastek. Dla silnych przeptywdw, choé nastepuje szybsza relaksacja do rozktadu
stacjonarnego (dyfuzja ma wplyw na rozklad jedynie w cienkiej warstwie dookota kuli), to
przyjete zostalo zalozenie, ze charakter relaksacji réwniez posiada tg samag postaé funkcyjng.
Z analizy numerycznej zmiany tempa asocjacji w czasie wynika (por. rozdz. 3.2), ze z od-
dzialywaniami hydrodynamicznymi nie bedzie znacznym bledem przyjaé¢ identyczng postaé
funkeji J (¢) jak w przypadku ich braku. Wspétezynniki A, B beda mialy rézne wartosci nie
tylko dla réznych modeli oddzialywan hydrodynamicznych ale takze dla réznych liczb Pe,
poniewaz w zaleznosci od tych parametréw inne jest stacjonarne tempo asocjacji oraz tempo
relaksacji rozktadu z jednorodnego do stacjonarnego.

1.20 1

1.15 = dopasowanie ]
A OpenFOAM

110 . histogram

1o
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t[7p]

Rysunek 3.7: Histogram zderzen bez przeptywu i bez oddzialywan hydrodynamicznych z
dopasowana krzywa. Wysokosci stupkéw histogramu oznaczone sa kropkami, krzywa dopaso-
wana do histogramu oznaczona jest linia ciagla, tréjkatami oznaczono wyniki numeryczne z
biblioteki OpenFOAM a linig przerywang rozwigzanie stacjonarne. Histogram ma przedzialy
o szerokoéci At = 407p i powstal ze zliczenia 6 x 10° czaséw zderzen.
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Na rysunku 3.7 pokazane zostato, w przypadku braku przeptywu i oddzialtywan hydrody-
namicznych, poréwnanie bardzo doktadnego wyniku z programu OpenFOAM (patrz rozdziat
3.2) z dopasowaniem do histogramu otrzymanego w wyniku symulacji brownowskich. W tym
szczegblnym przypadku znany jest teoretycznie wspélezynnik, ktéry wystepuje przy t—1/2,
wiec dopasowana zostala jedynie stala A = 0.999 £ 0.004 [Jo], ktéra z dokladnoscia do bledu
wynosi tyle, co teoretyczne, stacjonarne tempo asocjacji. Btad dopasowania krzywej do histo-
gramu wyznaczany jest w standardowy sposéb z odchylen punktéw histogramu od krzywej.
Gdyby mozliwe bylo wykonanie dowolnie duzej liczby symulacji, z ktorych mozna by wykonaé
dowolnie cienkie i doktadne stupki histogramu, powinien on odwzorowaé krzywsa teoretyczna.
Zaproponowana metoda analizy danych z symulacji pozwala praktycznie doktadnie odtworzy¢
wyniki teoretyczne w przypadku bez przeptywu i oddziatywan hydrodynamicznych.

Wyniki numeryczne znaczaco zaleza od wyboru podstawowego kroku czasowego w proce-
durze catkowania. Jesli krok czasowy jest dostatecznie maly, jego zmniejszanie nie bedzie mia-
o dalszego wplywu na wynik symulacji. Analiza wplywu kroku czasowego na wynik zostala
przeprowadzona bez oddzialywan hydrodynamicznych oraz z oddzialywaniami hydrodyna-
micznymi. Krok czasowy 5 x 10~°7p, zapewnia dostateczna zbieznos$é dla zliczenia 6 x 10°
czaséw zderzen. Gdyby zliczyé wiecej zderzen, blad zwiazany z dopasowaniem krzywej do
histogramu zmniejszylby sie, wtedy systematyczny btad zwiazany z krokiem czasowym bytby
dominujacy i widoczny dla jeszcze mniejszych wielkoéci podstawowego kroku czasowego. Dla
wykonanej liczby symulacji jest on wystarczajaco drobny, by dominujaca niepewnos¢ pocho-
dzita od liczby wykonanych symulacji. W symulacjach bez oddzialtywan hydrodynamicznych
wybrany zostal krok czasowy 6t = 2 x 10~°7g (patrz rysunek 3.8), natomiast w symulacjach
z oddziatywaniami hydrodynamicznymi 6t = 4 x 10~*7p (patrz rysunek 3.9).
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Rysunek 3.8: Strumien J/.Jy obliczony dla réznych 6t bez oddzialywan hydrodynamicznych.

Bez oddzialywan hydrodynamicznych wyniki symulacji stochastycznych dobrze odpowia-
daja rozwazaniom teoretycznym w granicy malych i wielkich liczb Pe (patrz rysunek 3.10).
Wyniki zostaly poréwnane z rezultatami z pracy Mohammadiego i innych [98]. Dla duzych
liczb Pe wyniki sa zgodne, natomiast dla matych liczb Pe wida¢ istotne réznice. Po odjeciu
jednosci siegaja 100% dla Pe = 0.1. Jest to konsekwencja réznych metod wyznaczania tempa
asocjacji. Bez oddzialywan hydrodynamicznych wartosé teoretyczna J/Jy dla matych liczb Pe
wynosi 1 + 0.257Pe!/? a dla duzych liczb Pe 0.212Pe. Te zaleznosci zostaly odtworzone przy
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Rysunek 3.9: Strumien .J/Jy obliczony dla réznych dt uwzgledniajac oddziatywania hydrody-
namiczne.

pomocy metody zaproponowanej w niniejszej rozprawie, podczas gdy metoda zaproponowana
przez Mohammadiego i innych daje wyniki odbiegajace od przewidywan teoretycznych.
Dodatkowego komentarza wymaga dopasowanie krzywej opisujacej stacjonarne tempo
asocjacji dla malych liczb Pe. Latwo jest manipulowaé wspélczynnikiem przy nachyleniu
pierwiastkoidy dopasowanej do matych liczb Pe. Dopasowywane jest rozwiniecie asympto-
tyczne dla malych liczb Pe, natomiast charakter rozwiazania zmienia sie wraz z rosnaca
liczbg Pe. Kolejna komplikacje stanowi fakt, ze im blizej znajduje sie punkt poczatku uktadu
wspoéirzednych, tym mniejszy jest jego wplyw na ksztalt krzywej. Oznacza to, ze trzeba do-
pasowaé krzywa wraz z zakresem w jakim dopasowuje si¢ dane. W tym sensie jest to takze
wyznaczenie zakresu stosowalnosci przyblizenia dla matych liczb Pe. Badajac na wykresie
logarytmiczno-logarytmicznym dostepne punkty z danymi ustalone zostalo, ze dla liczb Pe
mniejszych od 0.1 dane leza na prostej o nachyleniu 0.49 £ 0.7. Dopasowanie dalszych punk-
téw zwiekszato odleglo$é¢ dopasowania od pierwiastkoidy oraz pogarszalo jakosé¢ dopasowania
(zwiekszalo niepewno$¢). Dopasowane byly jednoczeénie obydwa parametry pierwiastkoidy:
stala (0.988 + 0.004) i wspélezynnik (0.26 + 0.2) mnozacy Pe'/2. Jest to metoda alternatywna
do przyjecia J (Pe =0) /Jy = 1 i dopasowanie jedynie wspétczynnika przy pierwiastkoidzie.
W ten sposéb nie jest wyrézniony zaden punkt z serii pomiaréw, z ktérych kazdy obarczony
jest podobnym bledem. Gdyby dopasowaé jedynie nachylenie pierwiastkoidy otrzymany stru-
mient wyniesie J/Jy = 1+ (0.21 £ 0.02) Pe'/2, co gorzej zgadza sie z wynikami teoretycznymi.
W przypadku uwzgledniajacym oddzialywania hydrodynamiczne (patrz rysunek 3.11)
takze pojawia si¢ dobra zgodno$é z modelem teoretycznym zaréwno w granicy matych jak
i duzych liczb Pe. Unormowany (do Jy) wynik teoretyczny w przyblizeniu Rotne-Pragera-
Yamakawy dla duzych liczb Pe wynosi 0.133Pe, a dla matych liczb Pe wynosi 0.604+0.09Pe!/2
(patrz rozdzial 3.3). Dla malych liczb Pe dopasowanie zostalo wykonane dla Pe < 0.2. Jest
ono przesuniete o okoto 4% w stosunku do wyniku teoretycznego. Przesuniecie wynika z za-
stosowanych periodycznych warunkéw brzegowych dla oddzialywan hydrodynamicznych. W
rezultacie zastosowania sum Ewalda wzajemny wspotczynnik dyfuzji zmienia sie w stosun-
ku do tego z nieskoniczonej przestrzeni. Na skutek oddzialywania z periodycznymi obrazami
zmienia tensor zaburzenia przeplywu C a zatem przeptyw dookola czastki. Dodatkowo nie
jest okreslone co dzieje sie z rozkladem czastek w nieskonczonosci a jest on niezbedny do
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Rysunek 3.10: Strumien czastek bez oddzialywan hydrodynamicznych. Punkty z zazna-
czonym bledem sa wynikami symulacji. Ciagta, czerwona krzywa jest dopasowaniem dla
otrzymanych wynikéw numerycznych. Szara przerywana jest wynikiem z pracy Mohamma-
diego i innych [96]. Na obrazku gléwnym dopasowanie jest do duzych liczb Pe i wynosi
J o 0.199 £ 0.007Pe. Wewnatrz wstawionego panelu dopasowanie teoretycznego modelu dla
malych liczb Pe J = (0.988 4 0.004) + (0.26 = 0.2) Pe'/2. Odpowiednie rezultaty z pracy Mo-
hammadiego wynosza J o 0.213Pe dla duzych i J =1+ 0.459P¢'/? 4 0.325Pe dla matych
liczb Pe. Wynik teoretyczny dla matych liczb Pe we wstawce oraz asymptotyczne nachylenie
dla duzych liczb Pe zaznaczone sa pomaranczowa linia przerywana z kropkami.

obliczenia wspoélczynnika skalowania W. Linows zaleznosé tempa asocjacji w zaleznosci od

30 o 0.1 0.2
0.64f ‘ I‘
2.5-0.63
[ 0.62
o
— 200059
=  [058
1.5F
[ e symulacje
1.0} — dopasowanie
[ = = teoria
[
05, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12

Rysunek 3.11: Strumien czastek z oddzialywaniami hydrodynamicznymi. Punkty z zaznaczo-
nym bledem to wyniki symulacji. Krzywa na gtéwnym obrazku jest dopasowaniem dla duzych
liczb Pe J o 0.144+0.01Pe. Wewnatrz dopasowanie teoretycznego modelu dla matych liczb Pe
J = (0.580 £ 0.007) + (0.1 & 0.03) Pe'/2. Linia przerywana zaznaczone sa wynik teoretyczne:
we wstawce dla matych liczb Pe, na rysunku gléwnym asymptotyczne nachylenie dla duzych
liczb Pe.
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liczby Pécleta dla bardzo duzych liczb Pe z pelnymi dwucialowymi oddziatywaniami hydro-
dynamicznymi [97, 14] numerycznego wykazali Mohammadi i inni [98]. Jest to pelniejszy
model oddzialywan hydrodynamicznych, poniewaz zawiera takze oddzialywania o krotkim
zasiegu - w szczegolnosci lubrykacje. Lubrykacja sprawia, ze twarde nieoddzialujace kule nie
zetkng sie ze soba w skonczonym czasie na skutek oporu wypychanej spomiedzy nich cie-
czy. W przypadku przyblizenia Rotne-Pragera-Yamakawy czastki na skutek czystej adwekcji
moga sie ze soba zderzy¢ - nie oplyna sie w kazdej sytuacji. Aby poradzi¢ sobie z tym za-
gadnieniem Mohammadi i inni rozwazajg dwa przypadki: dodaja osobliwe oddzialywanie van
der Waalsa albo wprowadzaja odleglo$¢ (5% a), dla ktérej czastki uwazane sa za polaczone.
Metoda obliczania Sredniego czasu zderzen zaproponowana przez Mohammadiego i innych
jest tym dokladniejsza, im wieksza liczba Pe, poniewaz warstwa graniczna, w ktorej istotne
sa efekty zwiazane z dyfuzja zmniejsza sie jak Pe™! [92]. Nalezy sie zatem spodziewaé, ze
dla wigkszych liczb Pe zgodno$é¢ z wynikiem balistycznym bedzie lepsza. Symulacje w ni-
niejszej pracy zakonczone zostalty dla liczby Pe = 12 poniewaz juz od Pe = 4 uzyskuje sie
poprawny trend, a sa one wielokrotnie bardziej zlozone obliczeniowo niz w przypadku braku
oddzialywan hydrodynamicznych.

Wyniki numeryczne wskazuja na gltadkie przejscie z asymptotycznego zachowania jak
pierwiastek z liczby Pe do liniowego zachowania. Uzasadnione jest zatem uzycie wzoru feno-
menologicznego [86, 98] postaci

J =1/W + APe!/? + BPe, (3.84)

ktory gtadko zszywa te dwa obszary i ktorego wspotczynniki beda wyznaczone z dopasowania
do calego przebiegu punktéw symulacji. Na podstawie symulacji wykonanych w niniejszym
doktoracie mozna zaproponowaé¢ w przypadku bez oddzialywan hydrodynamicznych

J =1+ (0.27 £ 0.02)Pe'/? + (0.16 4 0.01)Pe (3.85)
oraz z oddzialywaniami hydrodynamicznymi
J = 0.575 + (0.2 + 0.06)Pe'/2 + (0.05 + 0.03)Pe. (3.86)

Jest to przyblizenie ale w obszarze umiarkowanych liczb Pe nie istnieja wyniki teoretyczne.

3.4.6 Agregacja w modelu rozrzedzonej zawiesiny

W ramach modelu rozrzedzonej zawiesiny rozwaza¢ mozna makroskopowa dynamike procesu
agregacji w oparciu o prawo dzialania mas (patrz réwnanie 3.99) i znane tempa agregacji
(zwane tez jadrami agregacji) dla par agregatow o rozmiarach n,m [84, 18]. Istnieja dwa
gléwne podejscia. Pierwsze to agregacja jako proces Markowa [122], ktérego w przestrzen
standéw stanowi liczba czastek i agregatéw o zadanych rozmiarach. Drugie podejécie moz-
na zastosowad, jesli zawiesina spelnia odpowiednie warunki: czastek jest bardzo duzo i sa
,dobrze wymieszane” ze soba. Wtedy operowa¢ mozna na stezeniach stosujac rownania roz-
niczkowe zwyczajne [117] (patrz réwnanie (3.99)). Wartos¢ jadra agregacji dla pary agregatéw
o rozmiarach n, m zalezy miedzy innymi od wspoélczynnika ich wzajemnej dyfuzji, rozmiaru
czastek, oddziatywan pomiedzy czastkami czy sily przeptywu zewnetrznego. Na przyktad w
literaturze wérdd wielu innych, opisane sg modele agregacji, ktére nie uwzgledniaja dyfuzji a
jedynie unoszenie przez przeplyw. W szczegdélnosci Babler i inni [123] obliczyli jadra agregacji
w oparciu o model kolizji fraktalnych czastek na skutek unoszenia przez zaburzony oddzialy-
waniami hydrodynamicznymi przeptyw. Smoluchowski [84] natomiast zastosowal jako jadra
agregacji stacjonarne tempo asocjacji otrzymane z rozwigzania réwnania Smoluchowskiego.
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Aby nastepnie rozwigzaé otrzymany uklad rézniczkowych na koncentracje agregatéw o po-
szczegblnych rozmiarach zatozyl, Ze iloczyn wspolczynnika dyfuzji i rozmiaru czastki jest
staly niezaleznie od ich rozmiaru.

Modele rozrzedzonej zawiesiny uwzgledniaja rézne zaleznosci funkcyjne efektywnego pro-
mienia a, od liczby monomeréw, z ktérych agregat sie sktada. W ogoélnosci

ap, = Cf’l’Ll/f, (3.87)

gdzie f jest wymiarem fraktalnym a cy staly zalezng od szczegbtéw budowy fraktala. Gdy-
by czastki, z ktorych agregat jest zbudowany, wypelnialy przestrzen réwnomiernie, wymiar
fraktalny wynositby f = 3. W praktyce dla agregatéw f € (2,3) [124, 125]

Wspdlezynnik dyfuzji agregatu D,, mozna wyznaczy¢ przy uzyciu wspotczynnikow dyfuzji
poszczegdlnych sktadowych agregatu. Dla wielu sztywnych ksztaltéw wspolczynniki zostaty
policzone analitycznie [126] lub podany zostal przepis jak je obliczyé¢ [127]. Ponizsze rozu-
mowanie nie zawiera zalozenia o sztywnosci agregatu. Dla zwiekszenia przejrzystosci rozu-
mowania zalozone zostanie, ze wszystkie kule, ktore buduja agregat, maja ten sam promien.
Podstawa rozumowania sa réwnania, ktére realizuja brownowska trajektorie czastki (3.66) bez
przeplywu i jedynie dla translacyjnych stopni swobody. Przemieszczenie czastki o indeksie 4
w danym kroku czasowym At wynosi

AR; =R, (t+ At) =R, (t) = > _ i - FjAt + T} (AL). (3.88)
J

Niech czastki o indeksach ¢ € (1..n) naleza do jednego klastra. Calkowite przesuniecie klastra
AR na skutek losowych fluktuacji klastra zdefiniowane zostanie jako zmiana polozenia srodka
masy klastra

> AR,

n

AR = (3.89)

Wypadkowa sita powstata w skutek oddziatywan wewnatrz klastra jest rowna zeru. Nie ozna-
cza to jednak, ze wypadkowe przemieszczenie klastra na skutek sil wewnetrznych bedzie
wynosi¢ zero. Gdy klaster jest wewnetrznie sfrustrowany, to podczas relaksacji, na skutek
oddzialtywan hydrodynamicznych, moze nastapi¢ przesuniecie srodka masy klastra pomimo
wypadkowej sit wewnetrznych réwnej zeru. Catkowity site dzialajaca na czastke Fj; = >, F i
mozna rozbi¢ na sume sit pochodzacych od pozostalych czastek o indeksach k, ktére maja te

wlasnos¢, ze Fj, = —F};. Nastepnie mozna rozpisac
1 - ARdet > i, . > i, F.
A ARFT 2T 2k Myt Tk
At n n n
1
= X my Tt D mFpet D iy Fue | (3.90)
ij=ik i,j70,k=i i, kA

Dla kul o identycznym promieniu pierwszy czlon znika poniewaz plf = uz»t»

; dla dowolnych i, j.
Drugi czton znika tozsamo$ciowo z powodu symetrii macierzy mobilnosci ,uf; = ,uztl i antysy-
metrii sit dzialajacych na czastki. Trzeci czlon znika w bardzo szczegdlnych symetrycznych
potozeniach czastek, lub gdy sily dzialajace na czastki zeruja sie. Gdy czastki wewnatrz kla-
stra znajduja sie¢ w poblizu swoich potozen réwnowagi mozna stwierdzi¢, ze przemieszczenie
na skutek sil deterministycznych wynosi zero.

Sity sa krétkozasiggowe w poréwnaniu z odleglosciami pomiedzy poszczegdlnymi klastra-
mi, zatem znika calkowite przemieszczenie na skutek sil pomiedzy klastrami.
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Przemieszczenie klastra na skutek przesunie¢ brownowskich jego poszczegdlnych sktado-
wych jest dane przez
> T5 (At)

n

AR = (3.91)

Jako miare dyfuzji klastra wzieto érednie przesuniecie kwadratowe pochodzace od przesunieé
losowych w pojedynczym kroku czasowym

2kBT

MSD (AR) = (|AR?) 22 ! At] I (At} Z"ﬁ LAL, (3.92)

gdzie Tr oznacza $lad macierzy, a dolny indeks a oznacza wspolrzedne kartezjanskie. W
zaleznodci od wybranego modelu oddzialywan hydrodynamicznych wariancja przesunigcia
klastra ma rézna postaé. Dla kul o jednakowej wielkoSci wspdlczynnik tarcia jest taki sam
¢t = ¢". Bez oddzialywan hydrodynamicznych macierz mobilnosci jest diagonalna (réwnanie
(2.36)) a wariancja przesuniecia wynosi

2kBT " 6kpT 3
ZT At = = AL (3.93)

n

MSD (AR) =

Takie samo skalowanie wspoélczynnika dyfuzji z rozmiarem polimeru otrzymuje sie¢ w mode-
lu Rousea [128, 28]. W przypadku oddzialywan hydrodynamicznych w przyblizeniu Rotne-
Pragera-Yamakawy lub Oseena (2.37)

MSD (AR) = QkBTZT tar = 2ol (ZTW -3 Tept )
i#£]
QkBT 3a
- + At (3.94)
n2 (Ctt #ZJ Cttle)

Po prawej stronie réwnosci pierwszy wyraz jest identyczny jak w przypadku bez oddziaty-
wan hydrodynamicznych (patrz réwnanie (3.93)). Drugi wyraz wymaga osobnego rozwazenia.
Czlony rzedu 1/ R, ’; upraszczajg si¢ podczas obliczania Tru . W wiodacym rzedzie (patrz do-
datek D)
Ri = Cn'tF +o (nH%) (3.95)
iy
ostatecznie 2, 2,
MSD (AR) = 2kpT (Cn7 " + 0 (n7 7)) At (3.96)

W szczegbélnym przypadku, gdy wymiar fraktalny agregatu wynosi f = 3 okazuje sie, ze

wspoélezynnik dyfuzji zmienia sie w wiodacym rzedzie jak n='/3 co jest zgodne ze znana
zaleznoscia
2kgT
. (3.97)
6mnan,

gdzie a,, jest promieniem kuli ztozonej z n sktadowych. W przypadku f = 3 skalowanie z roz-
miarem jest takie samo jak w modelu Zimma [129, 28] polimeru w dobrym rozpuszczalniku.
W oparciu o model Zimma, i zalozenie, ze wspotczynnik dyfuzji jest odwrotnie proporcjo-
nalny do promienia zyracji mozna zaproponowa¢ wspoélczynnik dyfuzji, ktéry skaluje sie z
rozmiarem czastki jak D, oc =1/ [130, 131, 28].

Wzgledna dyfuzja agregatéw zmienia sie z rozmiarem agregatéw inaczej jesli uwzglednié
albo pominaé oddziatywania hydrodynamiczne. Zmieniaja si¢ takze wzgledne przemieszczania
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czastek na skutek unoszenia i dyfuzji w zaleznosci od wielkosci agregatu - liczba Pe obliczona
dla agregatu o rozmiarze n. Dla zawiesin rozrzedzonych niezaleznie czy uwzglednia sie oddzia-
lywania hydrodynamiczne, mozna zalozy¢, ze w przeptywie liniowym agregat unoszony jest
z taka predkoscia, z jaka unoszony bytby punkt potozony w jego srodku masy. W wybranym
momencie wzgledna predko$é¢ dwoéch agregatéw na skutek unoszenia nie zalezy od oddziaty-
wan hydrodynamicznych. Oznacza to, ze wykonujac symulacje agregacji nie mozna pomijaé
oddziatywan hydrodynamicznych bez zaburzania calej dynamiki procesu, a oddzialywania
hydrodynamiczne moga prowadzi¢ do zmian jakosciowych w wynikach symulacji.

W swojej pracy Smoluchowski [84] zalozyl, Ze agregacja jest nieodwracalna i uklad agregu-
je az wszystkie czastki zlepig sie w jedna. Rowniez taka sytuacja opisana jest w klasycznych
podrecznikach [18]. Dla zawiesin czastek silnie oddzialujacych jest to prawda, gdy nie ma
przeplywu $cinajacego lub gdy jest on bardzo staby. Wtedy dla kazdej pary zlozonej z cza-
stek o rozmiarach n i m o znanych wspotczynnikach dyfuzji D,,, D,, oraz promieniach a,, @,
mozna wyznaczy¢ jadro agregacji knn,,. Na przykitad korzystajac z wynikéw rozdziatu 3.2 w
sytuacji bez przeplywu i podstawiajac Dy = (D,, + D) /2 oraz a = (am, + a,,) /2 otrzymuje
sie jadro agregacji

kmn = 47 (Dy, + Dp,) (am + ay) - (3.98)

Prawo dzialania mas dla stezen X, czastek jest postaci

dX,
dt

= > kgXiX; =D (kin + ki) Xi X, (3.99)

i,j:i+j=n i>1

gdzie k;; sa jadrami agregacji - oznaczaja tempo agregacji par czastek o rozmiarach 7, j. Gdy
czastki oddziatuja ze sobg stabo, tak jak w przypadku niespecyficznych oddzialtywan miedzy
biatkami lub znajdujg sie w przeptywie Scinajacym, klastry mogg sie rozpadaé. Odpowiada-
jacy za to czlon w prawie dzialania mas nazywa sie jadrem rozpadu. Do wyznaczenia tempa
rozpadu agregatu k. ;;, ktore opisuje zdarzenie, ze agregat sktadajacy si¢ z m = i + j czg-
stek rozpadnie si¢ na agregaty ztozone z ¢ oraz j czastek, potrzebne sa odrebne modele lub
wyniki doswiadczalne. W rezultacie taczenia sie i rozpadu czastek powstaje pewien rozktad
stacjonarny klastréw inny niz catkowicie zagregowany uktad.

3.4.7 Podsumowanie

Teoretyczne badania nad tempem asocjacji kul i agregatéw w rezimie rozrzedzonej zawiesiny
siegaja swoja historia poczatkéw XX wieku i prac Smoluchowskiego. Badano rézne modele
wspélezynnikéw dyfuzji, rozmiaréw czastek, oddzialywan pomiedzy czasteczkami i oddzia-
ltywan hydrodynamicznych. W przeplywie Scinajacym analitycznie rozwiaza¢ mozna jedy-
nie graniczne przypadki bardzo stabych i bardzo silnych przepltywéw. Zebrane opracowania
teoretyczne mozna znalezé w klasycznych podrecznikach, jak na przyklad [18, 28]. Nume-
rycznie problem préobowano rozwiagzywaé na wiele réznych sposobéw jednak pierwsze, pelne
numeryczne opracowanie tempa asocjacji kul w przeptywie écinajacym, z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi, dla calego spektrum liczb Pe, wykonane zostato dopiero ostatnio przez
Mohammadiego i innych [98]. Wprowadzili oni takie usprawnienia do protokotu symulacji jak
prostokatna podstawowg komoérke periodyczna o ksztalcie wyznaczonym w funkcji przepty-
wu. Zauwazyli, ze tylko wydtuzony ksztalt podstawowej komorki periodycznej pozwala zgubié
korelacje pomiedzy kolejnymi przeplynieciami kul przez podstawowa komérke periodyczna.
Uwzglednili pelne dwucialowe oddzialywania hydrodynamiczne [14, 97], jednak nie zasto-
sowali periodycznych warunkéw brzegowych dla oddzialywan hydrodynamicznych, jedynie
warunki Leesa-Edwardsa na periodyczne przemieszczenie kuli. Nie jest to podejscie spdjne.
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Aby pokonaé opory zwigzane z lubrykacja, gdy czastki sa bardzo blisko siebie, wprowadzili
wiekszy niz promien czastki promien agregacji lub uwzglednili elektrostatyczne oddziatywania
pomiedzy czastkami. Réwniez oszacowanie tempa agregacji z czasu zderzen jest przyblizone.
Srednie czasy obliczone byly jedynie z dwéch tysiecy zderzen. Podejscie takie jest obarczone
systematycznym bledem dla maltych i Srednich przeptywoéw, poniewaz symulacje startowaty z
rozkladu jednorodnego, ktéry dopiero musi zrelaksowaé do rozkladu stacjonarnego. W trakcie
tej relaksacji strumien czastek przez powierzchnie jest wiekszy niz dla rozktadu stacjonarnego
i maleje jak t~/2. Biorac érednie czasy zderzefi stacjonarne tempo asocjacji zawsze zostanie
przeszacowane. Autor jednak skupia sie na przeptywach érednich i duzych. W przypadku
silnych przeplywéw - w rezimie balistycznym, ten btad nie musi by¢ duzy, poniewaz obszar,
w ktorym relaksacja rozkladu na skutek dyfuzji jest istotna jest bardzo maty.

W niniejszym doktoracie zaproponowana zostala alternatywna metoda obliczania cza-
sow zderzen kul, ktora daje doktadne wyniki dla calego spektrum liczb Pe. Po raz pierwszy
wykorzystano periodyczne warunki brzegowe zaréwno dla ruchu kul, jak i dla obliczenia od-
dziatywan hydrodynamicznych. Wykorzystano wydtuzona podstawowa komorke periodyczna,
ktérej rozmiary zostaly wyznaczone wedlug przejrzystego rozumowania. Przeanalizowano wy-
niki numeryczne i omoéwiono je w kontekscie zreferowanych wynikéw teoretycznych. Metoda
wykazata dobra zgodno$¢ w granicach matych i duzych liczb Pe. Zaproponowano fenomeno-
logiczne wspotczynniki dla umiarkowanych liczb Pe. Omoéwiono tez wplyw rozmiaru agregatu
na wspolczynnik dyfuzji i krétko przedstawiono model populacyjny dla agregacji polimerow.
Przedyskutowane zostalo, jaka role odgrywaja oddzialywania hydrodynamiczne dla dyfuzji
klastrow, a co za tym idzie, dla catej dynamiki agregacji.
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Rozdziat 4

Agregacja zawiesin o skonczonym
ulamku objetosciowym

Niniejszy rozdzial w calosci poswiecony jest agregacji zawiesin o skonczonym ulamku objeto-
Sciowym. Zawiera wyniki nowe i oryginalne, dzigki zastosowanemu po raz pierwszy tak ztozo-
nemu algorytmowi numerycznemu. Model zastosowany w symulacjach uwzglednia oddziaty-
wania hydrodynamiczne w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy w periodycznych warun-
kach brzegowych Leesa-Edwardsa zaréwno dla translacyjno-translacyjnej czeéci macierzy mo-
bilnosci, ktora odpowiada za wzajemny ruch czastek na skutek sit, jak i translacyjno-dipolowej
czeSci macierzy mobilnosci, ktéra opisuje zmiane przepltywu zewnetrznego na skutek obec-
noéci czastek. Obydwa te elementy sa kluczowe dla opisu zaréwno dynamiki pojedynczych
klastrow, jak i catego uktadu. Koniecznosé uwzglednienia oddziatywan hydrodynamicznych w
opisie agregacji zostata pokazana, poprzez poréwnanie wynikéw symulacji, ktore we wszyst-
kich parametrach byly identyczne a réznity sie jedynie uwzglednieniem oddziatywan hydro-
dynamicznych. Kazda z klas symulacji zostata powtérzona dla dwoch klas czastek: dla kul i
wydltuzonych, liniowych polimeréw, zbudowanych z pieciu kul potaczonych bardzo sztywnym
potencjatlem harmonicznym na rozcigganie i zginanie, zeby sprawdzié, czy ksztalt monomerow
moze zmieni¢ zachowanie uktadu.

W pierwszej, krétkiej czesci technicznej, dookreslone zostaly szczegdly symulacji, o kto-
rych nie byto mowy w rozdzialach poprzednich, a ktére dotycza symulacji wieloczastkowych,
takie jak na przyklad wymiary podstawowej komoérki periodycznej w zaleznosci od utamka
objetosciowego, czy glebokodé¢ potencjatu Lennarda-Jonesa. Nastepne dwie czesci opisuja za-
chowanie uktadu w miare postepu procesu agregacji. W pierwszej czedci znajduje sie analiza
ksztaltow agregatéw, a w drugiej - dynamiki procesu agregacji. Kazda z czesci podsumowana
jest proba teoretycznego zrozumienia zaobserwowanych zachowan uktadu.

Motywacja do niniejszej pracy byla agregacja biopolimeréw, ktérych oddzialywania po-
miedzy soba sa wyjatkowo skomplikowane. Mozna jednak podzieli¢ je na dwie klasy: stabe
oddzialywania niespecyficzne oraz silne oddzialywania specyficzne. W warunkach fizjologicz-
nych stezenia soli sa dostatecznie duze, by oddzialywania elektrostatyczne pomiedzy przy-
padkowymi biatkami nie tworzyly trwalych komplekséw. Tylko niektére biatka ,pasuja”’ do
siebie i tworza trwale struktury. Na przykitad agregaty (-amyloidéw w modzgach pacjentow
chorych na chorobe Alzheimera sg stabilne przez czas dluzszy, niz zycie chorych. Taka trwa-
tos¢ wymaga czesto zmiany konformacji bialek na ,korzystna” dla agregacji. Na pierwszym
etapie agregacji monomery oddziatuja niespecyficznie i dopiero, gdy oligomery sg dostatecz-
nie duze (rzedu setek monomeréw) zachodzi chemiczne przebudowanie do struktur (3, ktére
tworza fibryle (patrz rozdzial 1.6.2). Wyniki w niniejszym rozdziale dotycza gléwnie pierw-
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szego etapu agregacji. Pojawienie sie oddzialywan specyficznych zupelnie zmienia zachowanie
uktadu. Wykazane réwniez zostalo, ze sita oddzialywan pomiedzy czastkami ma zasadniczy
wplyw na ksztalt i stabilno$é¢ agregatu. Agregaty zbudowane z czastek stabo oddzialujacych
jesli juz sie tworza, beda tym stabilniejsze im wieksze. Ich wewnetrzna struktura pozwala na
biezace przebudowanie sie¢ i relaksowanie naprezen. Inaczej zachowuja si¢ agregaty zbudowane
z czastek oddzialujacych silnie. Powstajg one dla kazdego natezenia przeptywu ale ich roz-
miar ograniczony jest przez bilans sily przepltywu i wytworzonych wewnetrznych naprezen.
Ta druga sytuacja jest powszechnie opisywana w literaturze, poniewaz czesto wystepuje w
zastosowaniach technologicznych.

Na konicu przedstawiona zostata dyskusja podsumowujaca otrzymane wyniki numeryczne
w kontekscie wynikow eksperymentalnych oraz istotne wnioski dla agregacji biopolimerow.

4.1 Parametry modelu numerycznego

W symulacjach agregacji czastek o skonczonym utamku objetosciowym ustalone sa: liczba
czastek N o jednakowych promieniach a, utamek objeto$ciowy ¢ oraz tempo Scinania +.
Oznacza to, ze podstawowa komorka periodyczna ma ustalona objetosc¢

Ndra?
3¢

Ksztalt komoérki periodycznej musi spelnia¢ dwa nastepujace warunki.

Pierwsze kryterium wymaga by w plaszczyznie prostopadtej do kierunku przeptywu, pod-
stawowa komoérka byla nie mniejsza niz charakterystyczny rozmiar najwiekszego mozliwego
do uzyskania w symulacji agregatu.

V =

(4.1)

L,=L,> 2N =aVN. (4.2)

Przyjete zostalo zalozenie, ze wymiar fraktalny agregatéw wynosi f = 3, a ksztalt jest sfe-
ryczny.

Drugie kryterium jest podobne jak w przypadku symulacji rozrzedzonej zawiesiny (patrz
rozdzial 3.4.4) - zminimalizowanie korelacji pomiedzy polozeniami czastki w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku przeplywu, w czasie gdy przeplywa przez podstawowsg komoérke pe-
riodyczng unoszona przez przepltyw. Jako wymiar L, wziete zostalo maksimum L, = V'1/3
dla szesciennej komorki periodycznej i czeéci proporcjonalnej do L? réwnania (3.72) z uzna-
niowym wspélezynnikiem ¢; = (1/2)?

Ly =YL}/ (8Dy), (4.3)
Gdy L, > L, wymiary podstawowej komérki periodycznej mozna wyznaczy¢ z réwnosci
V =4L%/(8Do). (4.4)

Graniczne 41, dla ktérego L, = L, wynika z réwnosci

8Dy [ 3¢ \/3
_y1/3 S 0
Vil e =y <N47r> (45)

Zaproponowane kryteria czesto nie moga by¢ spetnione jednoczesnie. Takim przypadkiem
jest sytuacja, gdy dla wybranego N i ¢ wykonuje si¢ symulacje o bardzo duzym . Wtedy
wymiar L, « ¥ jest rowniez bardzo duzy. Poniewaz komoérka periodyczna ma mie¢ ustalona
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objetosd¢, to jej wymiar poprzeczny bedzie stosunkowo maty: L, = L, (V/"y)l/ 2. Konse-
kwencja tego jest, ze dla ¥ wickszego niz

81 Do

"~ 32rta2NZ/3 (46)

gp
wymiar prostopadty do przeptywu bedzie mniejszy niz Srednica najwiekszego mozliwego agre-
gatu. Pierwszy warunek jest mocniejszy, wiec dla duzych przepltywéw dtugosé L, zostata ogra-
niczona do tej, ktora koresponduje z rozmiarem najwiekszego agregatu. Ostatecznie mozliwe
sa trzy sytuacje, ktére okreslaja wymiar podstawowej komoérki periodycznej

. 2/3

 \2/5 1/5 2/3 4

3. L, = (ﬂNL?/f“ Ly=1L,= aN'/3 w pozostalych przypadkach.

Kazda symulacja startowala z rozktadu jednorodnego $rodkéw kul. Nastepnie wykona-
ne byto 1000 krokéw czasowych ze zmodyfikowanym potencjalem Lennarda-Jonesa, tak by
czastki jedynie odpychaly sie

/ 4e (g)12 r < 2.50
V'(r) = r : 4.
) { 0 2.50 <r (4.7)

Jest to rownowazne przedzialowi czasowemu dlugosci 8m,. W przypadku, gdy jakies dwie
kule nachodzily na siebie jest to wystarczajacy czas, zeby oddalily si¢ na skutek oddziatywa-
nia odpychajacego oraz nieznacznie losowo odsunely sie od swojego polozenia poczatkowego.
Wstepna relaksacja ma na celu uzyskanie ukladu catkowicie rozproszonego (bez zadnych
agregatow), co odpowiada eksperymentalnym warunkom po procesie sonikacji ultradzwigko-
wej. Gdyby symulacje rozpoczyna¢ po prostu od rozkladu jednorodnego potozen srodkow
kul, istnieje szansa, ze juz na poczatku symulacji w uktadzie znajdowalyby sie agregaty. Po-
czatkowy rozklad jest zblizony do jednorodnego (czas relaksacji rozkladu z jednorodnego do
stacjonarnego w przypadku asocjacji par kul jest rzedu 1037p - patrz rozdziat 3.4.5), jed-
nak blizszy rozkladowi poczatkowemu z eksperymentéw, w tym sensie, ze nie ma zadnych
agregatéw na poczatku. Wstepne rozproszenie kul odbywa sie w takich samych warunkach
jak cala nastepujaca symulacja, zaréwno jesli chodzi o przeptyw, jak i model oddzialywan
hydrodynamicznych.

W trakcie symulowania procesu agregacji, kule oddzialywaly ze sobg obcietym poten-
cjalem Lennarda-Jonesa (réwnanie 1.30), w ktérym o = 2a. Oznacza to, ze jesli dwie kule
znajduja w odlegtodci wiekszej niz = 5a, to nie oddzialuja ze soba bezposdrednio. Poruszaja
sie wzgledem siebie na skutek dyfuzji, unoszenia przez przepltyw oraz oddzialywania z innymi
kulami.

Glebokosé potencjalu Lennarda-Jonesa zostala ustalona na € = 5kgT. Jest to wartosé
duza w sensie fluktuacji termicznych, jednak zaleznie od sity przeptywu moze byé¢ zbyt ma-
ta, zeby agregat tworzyl sie lub byl stabilny w sensie ksztaltu czy rozmiaru. W kontekscie
do$wiadczalnym gltebokos¢ studni potencjalu bardzo rézni sie zaleznie od badanego materia-
tu. Gleboko$é potencjalu oddzialywania pomiedzy aminokwasami w biatkach ma glebokosé
na poziomie kilku kpT' [118]. Dla modelowych uktadéw agregujacych kul, czyli na przyktad
czastek lateksu lub polistyrenu, sa to wartosci na poziomie co najmniej kilkuset kg7 [132].
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Numerycznie wyznaczono jadra rozpadu k., dla par kul z oddzialtywaniami hydrodyna-
micznymi, w zaleznosci od natezenia przeptywu i glebokosci potencjatu. Zostaty one przed-
stawione na rysunku 4.1. Pary kul byly umieszczane w przeplywie w losowej orientacji w
przestrzeni, a poczatkowa odlegtosé pomiedzy srodkami kul wynosita 2a. Kule oddziatywaty
ze soba obcietym potencjalem Lennarda-Jonesa (réwnanie (1.30)). Nastepnie wielokrotnie
przeprowadzana byla symulacja brownowska, w ktorej zliczany byl czas do rozpadu klastra.
Rozpadem klastra nazwane zostalo zdarzenie, ze po raz pierwszy pojawila si¢ minimalna od-

0.30
r 0.03 .
0.25 ' o © °
0.20 L [ ) [ ] =1
I ERE + 1o A €=3
= 0.15F0b _
Z o 03°® €=5
0.10] ¢ . v .~ oe=t
. ST L v e=10
0.05 e L A v
"o N
v
o.ooz- Y S I / ‘ ‘
0 2 4 6 8
Pe

Rysunek 4.1: Tempa rozpadu par kul &, dla réznej gltebokoéci potencjatu Lennarda-Jonesa.
Krzywe mozna podzieli¢ na wyraznie dwa obszary: obszar matych liczb Pe (czas rozpadu nie-
zalezny do Pe) oraz obszar duzych liczb Pe (czas rozpadu liniowo zalezny od Pe o nachyleniu
k, o 0.061 £ 0.001Pe). Przerywana linia oznacza tempo asocjacji brownowskiej z oddziaty-
waniami hydrodynamicznymi przy ulamku objetosciowym ¢ = 0.01 (patrz wzér (3.86)).

legltos¢ miedzy dowolna kula, a wszystkimi pozostalymi w klastrze, wigksza niz 4a. Z tych
czaséw wyznaczony zostal sredni czas rozpadu klastra dla zadanych parametrow.

Wyraznie zaznaczaja sie dwa obszary: pierwszy - bardzo matych liczb Pe zdominowany
przez dyfuzje, gdy tempo rozpadu praktycznie nie zalezy od liczby Pe oraz drugi, zdominowa-
ny przez przepltyw, gdy tempo rozpadu rosnie liniowo z tempem przeptywu z takim samym
nachyleniem niezaleznie od glebokosci potencjatu Lennarda-Jonesa. Przesuwa si¢ natomiast
granica pomiedzy tymi obszarami: im silniejsze oddzialywanie, tym silniejszy przeptyw po-
trzebny jest do istotnego przyspieszenia tempa rozpadu agregatow. Odpowiada za to druga
bezwymiarowa liczba w ukladzie. Dla kul o promieniu a z potencjalem Lennarda-Jonesa
bezwymiarowa liczba v (réwnanie 1.31) moze zostaé zapisana jako

4Pe
v 7 (haT)’ (4.8)
Dla € = 5kpT liczba v = %Pe. Zatem, gdy Pe = 1, przeplyw bedzie juz istotnie wpltywat
na stabilno$é¢ agregatu, co mozna zaobserwowa¢ na rysunku 4.1 jako istotne odchylenie od
plateau dla matych liczb Pe.

Dodatkowo, na rysunku 4.1 linia przerywana zaznaczone jest tempo asocjacji brownow-
skiej pary czastek z oddzialywan hydrodynamicznych (réwnanie (3.86)), dla utamka objeto-
Sciowego ¢ = 0.01. Jest to najmniejszy utamek objetoéciowy, dla ktorego zostaly wykonane
pelne symulacje. Tempo asocjacji bez przeplywu wynosi okolo 0.6.Jy (patrz rozdzial 3.2).
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Na podstawie przebiegu krzywych mozna zauwazy¢, ze tempo agregacji nie bedzie monoto-
niczna funkcja tempa $cinania. Dla stabych przepltywéw bedzie nastepowato przyspieszenie
agregacji, natomiast dla duzych przeplywéw jej spowolnienie. Niestety, aby znalezé poloze-
nie maksimum, potrzebna jest znajomos¢ jader dla calego procesu agregacji a nie jedynie
dla poczatkowych dwoéch rozmiaréow agregatéw. Punktem wyznaczajacym maksimum agre-
gacji w przyblizeniu powinien by¢ punkt réwnowazenia sie tempa asocjacji i rozpadu. W
rzeczywistych eksperymentach (tabela 1.2) utamki objetosciowe moga by¢ 10 lub 100 krotnie
mniejsze. Oznacza to, ze czas oczekiwania na agregacje znacznie si¢ wydluza. Dla matych
liczb Pe agregaty srednio rozpadaja sie wolniej niz wynosi charakterystyczny czas asocjacji
oszacowany przez wynik Smoluchowskiego. W miare wzrostu sily écinania wzgledne tempa
asocjacji i rozpadu agregatéw zmieniaja sie w sposéb niemonotoniczny. Dla matych liczb Pe
tempo asocjacji rosnie, podczas gdy tempo rozpadu pozostaje takie samo. Dla duzych liczb
Pe tempo rozpadu rosnie szybciej niz tempo asocjacji. Na tej podstawie mozna spodziewaé
sie maksimum tempa agregacji, gdy stosunek ten jest mozliwie najwickszy.

W pracy przeprowadzone zostaly cztery klasy symulacji. Symulacje agregacji kul w prze-
plywie $cinajacym uwzgledniajace (HI4) i pomijajace (HI-) oddzialywania hydrodynamiczne
oraz analogiczne symulacje wydluzonych polimeréw. Na pojedynczy polimer sktada sie pie¢
kul o $rodkach w r;,r;y1...r;44 polaczonych ze soba potencjatem harmonicznym na rozcia-
ganie

Ve = ks (Irig1 — vi —lo)” (4.9)

o dlugosci rownowagowej o = 2a i potencjalem harmonicznym na zginanie

Vi = ki (0 — 00)° = kg (arccos ((I'i—l —r;) - (rip1 — ri)) _ 00>2’ (4.10)

[ri1 — 1] [rip1 — 1

gdzie kat 0; jest katem pomiedzy wektorami taczacymi kolejno kule 7,7 — 1 oraz 4,7 + 1
w polimerze. W symulacjach g = m wigc réwnowagowo polimery maja prosty, wydtuzony
ksztalt. Wartosci parametréow ks = 150kpT/a oraz ky = 50kpT zostaly wybrane tak, by
polimery pozostawaly wyprostowane oraz o okre$lonej dlugoéci niezaleznie od tego z iloma
sasiednimi polimerami oddziatuja. Pomiedzy soba, polimery oddzialuja poprzez potencjat
Lennarda-Jonesa (réwnanie 1.30) tak, ze kazda kula, z ktorej sktada sie polimer jest osrodkiem
oddzialtywania o parametrach identycznych jak pojedyncze kule w symulacjach agregacji kul.

W tabeli 4.1 przedstawiono liczbe symulowanych trajektorii dla kul w zaleznosci od para-
metréow symulacji. Uklady o utamku objetosciowym ¢ = 0.1 agregowaly znacznie szybciej niz
w przypadku mniejszych utamkow objetoéciowych. Dlatego, aby otrzymacé lepsze statystyki
dla wczesnych proceséw agregacji, nalezalo wykonaé¢ symulacje dla wickszego uktadu. W sy-
mulacjach dynamiki brownowskiej niezbedne jest obliczenie rozktadu macierzy mobilnosci na
iloczyn pewnej macierzy i jej macierzy transponowanej (patrz rozdzial 3.4.2). Procedure ta
realizuje si¢ jako poprzez rozktad Choleskiego na macierze dolnotréjkatna i gérnotrdjkatna.
Jej zlozonosé obliczeniowa wynosi N3. Procedura ta nie da sie przeprowadzi¢ wielowatkowo,
zeby ja przyspieszy¢. Bez oddzialywan hydrodynamicznych symulacje trwaly wielokrotnie
krécej, poniewaz macierz mobilnosci jest wtedy diagonalna i najbardziej kosztowny nume-
rycznie element algorytmu - obliczenie sit, ma zlozono$é N2. Typowa symulacja dla 512 kul z
oddziatywaniami hydrodynamicznymi z krokiem czasowym At = 0.0167p na obliczenie jed-
nego 7p potrzebowala okoto 1h czasu rzeczywistego na CPU taktowanym o czestosci 3GHz.
Oznacza to, ze czas symulacji pojedynczej trajektorii to okoto 5 tygodni. Dla kazdego utamka
objetosciowego ¢ = 0.01,0.05,0.1 symulowane sa trajektorie z 20 réznymi liczbami Pe. Iden-
tyczny komplet symulacji przeprowadzony jest dla polimeréw. Oznacza to, ze otrzymanie
jednego kompletu danych zajmuje 120 procesoréw przez okoto 5 tygodni.
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HI- HI+

N N
¢ | 512 | 1024 | 2048 | 4096 0] 128 | 256 | 512 | 1024
0.01] 2 1 1 1 001 1 3 2 0
0.05 | 2 1 1 1 0.05 | 2 3 2 0
0.1 2 1 1 1 0.1 0 1 3 2

Tabela 4.1: Liczba obliczonych trajektorii dla symulacji kul w zaleznosci od liczby kul N i
ulamka objetoéciowego ¢

W tabeli 4.2 przedstawiono liczbe symulowanych trajektorii dla polimeréw. Kazdy polimer
skladatl sie z pieciu kul a zlozonos¢ obliczeniowa nie zmienita sie¢ w poréwnaniu do symulacji

kul.

HI- HI+
N N
¢ | 510 | 4095 ¢ | 510
0.01| 1 1 001 | 5
005 1 1 0.05| 5
0.1 1 1 0.1 )

Tabela 4.2: Liczba obliczonych trajektorii dla polimeréw zaleznosci od liczby kul N i ulamka
objetosciowego ¢

Aby przeanalizowaé¢ wyniki symulacji na kazdej trajektorii, niezaleznie czy uwzgledniata
ona oddziatywania hydrodynamiczne, nalezalo wykonaé algorytmy klastrowania hierarchicz-
nego, ktére maja zlozonoéé N3. W przypadku trajektorii o 4096 kulach bez oddzialywan
hydrodynamicznych te procedury trwaly okolo miesigca na kazdej z trajektorii.

Trajektoria w procesie agregacji moze by¢ $ledzona tym dtuzej, im wiecej jest kul w ukta-
dzie. Gdy w uktadzie pozostaje jedynie kilka duzych klastrow periodyczne warunki brzegowe
silnie zaburzaja proces dalszej agregacji. Dodatkows zaleta wiekszych ukladéw jest samo-
usrednianie sie wynikéw dla jednej symulacji. Na przyktad gdy sredni klaster jest wielkosci
50 kul to w uktadzie o 512 kulach jest ich okoto 10, co dla dwéch trajektorii daje rozsadna
probke statystyczna wielkosci 20.

Dla polimeréw liczba symulacji musi by¢ odpowiednio wieksza, poniewaz na jeden polimer
sktada sie pie¢ kul, zatem dla tej samej liczby kul w ukladzie czastek jest pie¢ razy mniej.

Idealnie symulacje nalezaloby przeprowadzaé¢ w wiekszych uktadach i w wigkszych ilo-
Sciach. Niestety, kampania obliczeniowa w obecnej postaci zajeta wszystkie dostepne podczas
przygotowania niniejszej rozprawy zasoby obliczeniowe na okoto rok.

4.2 Morfologia ukladu

7 trajektorii symulacji mozna wyznaczy¢ wielkosci charakteryzujace agregaty dla kazdego
kroku czasowego i dla calej symulacji. W tym rozdziale przedstawione zostaty wielkosci opi-
sujace wlasnosciami poszczegélnych agregatéw. Usrednienie zostalo wykonane po czasie oraz
po wszystkich dostepnych trajektoriach o tych samych wartosciach liczby Pe, ¢ i o tym samym
modelu oddziatywan hydrodynamicznych.

Ksztalt agregatu mozna opisaé¢ przy pomocy unormowanego tensora bezwtadnosci wzgle-
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dem srodka masy agregatu r¢p,

1
ZZ‘ ms;

I= z:mZ [L(r; — vem) - (5 — Teom) — (5 — Tom) (Ti — Tom)] (4.11)

lub tensora zyracji

S = N Z (ri —reg) (ri —1eq), (4.12)
(2
gdzie r., oznacza geometryczny srodek agregatu.

Unormowany tensor bezwladnosci jest wielkodcia intensywna w tym sensie, ze jesli wy-
dhuzymy dwukrotnie agregat wzdluz osi obrotu to jego unormowany tensor bezwladnosci nie
zmieni sie. Bez normalizacji bezwladnosé wzrostaby dwukrotnie. Wektory wtasne tensora bez-
wladnosci wyznaczaja jego osie gléwne. We wspoétrzednych wyznaczonych przez osie gtéwne
tensor momentu bezwladnosci jest diagonalny. Jedli ciato posiada symetrie obrotowe, to osie
gtéwne momentu bezwladnosci pokrywaja si¢ z nimi.

Tensor momentu bezwladno$ci nie ma bezposredniego przelozenia na geometryczny ksztalt
ciata, jednak jego wektory wlasne Iy, I, I3 odzwierciedlaja rozklad masy ciata wzdluz osi
gloéwnych. Z wartosciami wiasnymi tensora momentu bezwladnosci wigze sie elipsoida Poin-
sota

La? 4 Ly? + 322 = 1. (4.13)

Jej powierzchnia wyznaczona jest przez dlugo$¢ wektora predkosci obrotowej brylty sztywnej,
przy ustalonej energii ruchu obrotowego w ukltadzie wspoélrzednych wyznaczone przez osie
gltéwne tensora bezwladnodci. Jesli elipsoida Poinsota jest wydluzona w jakims kierunku,
to predkosé katowa w tym kierunku przy zadanej energii ruchu obrotowego jest najwicksza.
Jednoczesnie wzdluz tego kierunku moment bezwladnosci ciata jest najmniejszy. Dla ciata o
jednorodnej gestosci nalezy spodziewad sie w takiej sytuacji ksztaltu wydtuzonego. Podobnie,
gdy wzdluz jakiego$ kierunku elipsoida jest sptaszczona - dla ciala o jednorodnej gestosci
nalezy spodziewaé sie splaszczenia ciata. Na przyktad elipsoida Poinsota dla otéwka bytaby
silnie wydtuzona podczas gdy dla monety silnie splaszczona. Osie gtéwne elipsoidy maja
dhugosci
1 1 1

B S Y 4.14
Vi T BT Un (4.14)

Wygodnie jest uporzadkowaé je w kolejnosci rosnacej hy > ho > hs. Na ich podstawie mozna
wyznaczy¢ wspolezynniki ksztaltu ciata

hy =

hi ha

Y1 = N Yo = — (4.15)

hs

Srednia geometryczna odzwierciedla pole przekroju poprzecznego elipsoidy. Wspolezynniki
ksztaltu przyjmuja wartosci 1 jesli ksztalt jest kulisty a wspdlczynnik vy = 1, jesli cialo ma
symetrie obrotowa wzdluz kierunku najwiekszego wydtuzenia. Wektory wtasne niosa infor-
macje o utozeniu elipsoidy w przestrzeni. W przeplywie $cinajacym wyroézniony jest kierunek
wzdluz przepltywu a

cos (w) =11 -(1,0,0), (4.16)

- cosinus kata jaki tworzy wektor wlasny odpowiadajacy najwigkszemu wydtuzeniu ciata
I (najmniejsza wlasno$¢ wlasna) z osia x, opisuje ulozenie agregatu w przestrzeni. Bez
przepltywu rozktad ulozen agregatu w przestrzeni powinien byé¢ réwno prawdopodobny dla
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kazdego kata brylowego. Gestoé¢ prawdopodobienstwa znalezienia agregatu odchylonego o
kat 8 od osi & wynosi

P(6) = %sin (6)d8, 6€[0,7). (4.17)

Nie rozrézniajac skierowania agregatu a jedynie patrzac na jego o$ nachylenia i korzystajac
z symetrii

P(0) =sin(0)ds, 0e {0, 727) . (4.18)
W rezultacie rozktad
Pcos (0)] =sin(0)df =dcos(f), cos(f)e€[0,1) (4.19)

jest jednorodny.

Wektory wlasne tensora zyracji moga réwniez by¢ interpretowane jako miara rozlozenia
masy wzdtuz trzech osi gléwnych ciata - przyblizaja sredni przestrzenny rozktad atomow
wzgledem srodka masy. Suma wartoéci wlasnych Si, Sa, S5 definiuje kwadrat promienia zyracji
ciata

Rg =51+ 59 + 55. (4.20)

Ogoélnie promien zyracji dla dowolnego ksztattu zdefiniowany jest jako

2
r —re|”dr
R? = “—”g, 4.21
= (4.21)
Dla kuli o promieniu a kwadrat promienia zyracji wynosi %aQ. Promien zyracji jest wielkoscia
mierzona w eksperymentach z rozpraszaniem promieniowania. Natomiast dla zbioru n czastek
punktowych o jednakowych masach

2
o 2oilTi — Iegl
R? = #g (4.22)
Jesli agregat byltby kulisty i posiadal wnetrze o stalej gestosci, to promien zyracji powinien
zachowywac si¢ jak R, o nl/3. W szezegblnosei w modelu polimeru zlozonego z kul, ktérego
czastki przyciagaja sie i tworza globule, mozna wyznaczy¢ promien zyracji jako [133]

R, = \/%dnl/g, (4.23)

gdzie d jest charakterystyczng odlegloécia pomiedzy polimerami. Dla kul oddzialujacych po-
tencjalem Lennarda-Jonesa odleglosé d = 21/65 jest zwigzana z minimum potencjatu pomie-
dzy kulami. Nie jest to prawda dla malych agregatéow ani dla agregatéw silnie wydtuzonych.
Jednorodny pret o dtugosci L i Srednicy d posiada promien zyracji Rf] = d%/8 + L?/12.
Odchylenie od kulistego ksztaltu oznacza wzrost promienia zyracji.

W szczegbdlnym przypadku, gdy masy wszystkich czastek, z ktérych sklada sie agregat
sa takie same (lub jednorodna gestos¢ w przypadku ciaglym) oraz punkt, wzgledem ktérego
obliczany jest tensor bezwladnosci pokrywa sie z geometrycznym centrum agregatu, istnieje
prosty zwiazek pomiedzy wartosciami wlasnymi tensoréw zyracji i bezwladnosci [134]

I :m(SQ+Sg), I :m(S1+Sg), I3 :m(51+S2) (424)
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Rysunek 4.2: Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objetosciowy ¢ = 0.01, panele:
A) Pe = 0 HI-, B) Pe = 0 HI+, C) Pe = 1.5 HI-, D) Pe = 1.5 HI4 E) Pe = 6.5 HI-, F)
Pe = 6.5 HI+.

4.2.1 Kule - morfologia agregatéow.

Wizualizacje typowych stanéw symulacji przedstawione sa na trzech rysunkach pogrupowa-
nych ze wzgledu na utamek objetosciowy: rysunek 4.2 dla ¢ = 0.01, rysunek 4.3 dla ¢ = 0.05
oraz rysunek 4.4 dla ¢ = 0.1. Na kazdym z rysunkéw przedstawione sg panele pokazujace
wyglad symulacji w chwili t = 4807p dla trzech liczb Pe = 0,1.5,6.5 w dwoch kolumnach. W
lewej oznaczonej przez (HI-) bez oddzialywan hydrodynamicznych oraz w prawej z oddzia-
lywaniami hydrodynamicznymi (HI4). Wyjatkiem jest rysunek 4.4 dla ¢ = 0.1. Nie ma na
nim przypadku Pe = 0. W chwili ¢t = 48075 uktad nie zrelaksowal jeszcze do pojedynczego
zblizonego do kulistego ksztaltu na skutek ruchéw brownowskich a monomery tworzg przebu-
dowujaca sie sieé¢, ktéra po odpowiednio dlugim czasie powinna zrelaksowaé do ostatecznego,
sferycznego ksztaltu na skutek ruchéw Browna.

Poréwnujac panele A i B na rysunkach 4.2 oraz 4.3 widaé, ze jesli nie ma przeplywu to
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Rysunek 4.3: Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objetosciowy ¢ = 0.05, panele:
A) Pe = 0 HI-, B) Pe = 0 HI+, C) Pe = 1.5 HI-, D) Pe = 1.5 HI4 E) Pe = 6.5 HI-, F)
Pe = 6.5 HI+.

wizualizacje z symulacji uwzgledniajacych i pomijajacych oddzialywania hydrodynamiczne
nie réznig sie od siebie. Brak przeptywu powoduje, ze ruch czastek jest jedynie dyfuzyjny.
Pomimo oczekiwanych zmian w dynamice agregacji ksztalty agregatéw pozostaja globular-
ne. W pozostalych przypadkach jednak odpowiadajace sobie wizualizacje réznia si¢ znacznie.
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Wyjatkiem jest sytuacja z paneli C oraz D rysunku 4.4, gdzie widnieja wizualizacje uktadu o
duzej gestosci w silnym przeptywie. Wtedy monomery ukladaja si¢ w pionowe (w kierunku
z) $ciany, ktére suna w kierunku przeplywu. Warto jednak podkreslié, ze dla umiarkowanych
przeplywow réznice wizualne réwniez wystepuja. W przypadku braku oddziatywan hydro-
dynamicznych widaé¢ powtarzajacy sie, takze dla mniejszych utamkéw objetosciowych, obraz
fibryli skierowanych wzdluz przeplywu, natomiast jesli uwzgledni¢ oddzialywania hydrody-
namiczne pojawiaja sie fibryle utozone w poprzek przeptywu i ,toczace” sie jego kierunku.
W uktadach periodycznych, jesli korelacje konfiguracji czastek wystepuja na odlegloséciach
porownywalnych z wielko$cig uktadu, to o ksztalcie tej konfiguracji moga decydowaé wtadnie
warunki brzegowe, wiec do uzyskanych rezultatéw symulacji nalezy podejéé¢ odpowiednio kry-
tycznie. Takie konfiguracje pojawiaja sie jednak zaréwno w uktadach o 512 jak i 1024 kulach,
w calym zakresie umiarkowanych liczb Pe.

A

Rysunek 4.4: Wizualizacje symulacji agregujacych kul: utamek objeto$ciowy ¢ = 0.1, panele:
A) Pe = 1.5 HI-, B) Pe = 1.5 HI+, C) Pe = 6.5 HI-, D) Pe = 6.5 HI+.

Rysunki 4.5-4.13 pogrupowane sa trdojkami dla trzech temp $cinania Pe = 0,3.5,6.5.
Pierwszy z kazdej tréjki zawiera usredniony po calej trajektorii wspotczynnik wydtuzenia
(panel A) oraz promien zyracji R, (panel B) dla malych i érednich agregatéw bez oddziaty-
wan hydrodynamicznych w zaleznosci od utamka objeto$ciowego. Na drugim przedstawione sa
te same wielkosci, jedli symulacje uwzgledniaja oddziatywania hydrodynamiczne, natomiast
ostatni z trojki poréwnuje wspotezynnik wydtuzenia i promien zyracji zaleznie od uwzgled-
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nienia oddzialtywan hydrodynamicznych dla symulacji o utamku objeto$ciowym ¢ = 0.01.
Kazdy punkt na wykresie reprezentuje warto$¢ uéredniona dla pieciu poprzedzajacych go
wielkosci agregatéw. To znaczy, ze punkt n = 5 jest rednia wartoscia obliczona dla agre-
gatow sktadajacych sie z n = 1,2,3,4,5 kul. Btad oznaczony na wykresach zostal wziety z
rozktadu zmierzonych wartosci jako 25 i 75 kwantyl. Wewnatrz przedziatu znajduje sie potowa
wszystkich zaobserwowanych wynikéw.

A B

. { *{

il ]

1.0
0 10

W1
o [l N w N (6)]
([ 2]
-
»

n n

® ¢=001 = ¢=0.05 & ¢=0.1

Rysunek 4.5: Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 0, HI-. Panel A) wspolczynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Ry.
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Rysunek 4.6: Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 0, HI+. Panel A) wspdlczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji R,.
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Rysunek 4.7: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 0. Panel
A) wspoélezynnik wydltuzenia 11, panel B) promien zyracji Ry, przerywana linia zaznaczony
jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).

Gdy nie ma przeplywu, zar6wno wspélczynnik wydluzenia (panele A na rysunkach 4.5,
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4.6, 4.7), jak i $redni promien zyracji (panele B na rysunkach 4.5, 4.6, 4.7) zachowuja sie
podobnie niezaleznie od uwzglednienia oddzialywan hydrodynamicznych. Dla ulamkéw ob-
jetosciowych ¢ = 0.01,0.05 wykresy sa bardzo podobne jesli uwzgledni sie blad. Ksztalt
agregatéw jest nieznacznie wydluzony w stosunku do globularnego, a promien zyracji dobrze
opisany modelem przyciagajacego sie polimeru (réwnanie (4.23)). Dla utamka objetosciowe-
go ¢ = 0.05 zauwazy¢ mozna wydluzenie w stosunku do mniejszego utamka objetosciowego.
Ten wzrost jest skorelowany ze wzrostem wspélczynnika wydtuzenia Wy i oznacza, ze $rednio
ksztalty agregatow sa bardziej wydtuzone. Wydtuzenie jest skutkiem tempa w jakim po-
stepuje agregacja. Agregaty tacza sie w wieksza jednostke zanim ich ksztalt zrelaksuje do
globularnego.

Caltkowicie inaczej wyglada sytuacja gdy oprocz dyfuzji w uktadzie pojawia sie przeptyw.
Jakosciowo nowe zachowania pojawiaja sie dla umiarkowanych przeplywéw i nasilaja w mia-
re wzrostu tempa Scinania. Rysunki 4.8-4.10 ilustruja zachowanie agregatéw dla agregacji w
przypadku liczby Pe = 1.5, gdy dyfuzja i adwekcja czastek maja podobne znaczenie. Ina-
czej zachowuje sie wspdélczynnik wydtuzenia zaleznie tego, czy w symulacjach uwzglednione
sg oddzialywania hydrodynamiczne. Odchylenie od sferycznego ksztaltu jest zdecydowanie
wieksze w przypadku braku oddzialywan hydrodynamicznych (rysunek 4.10). Wraz ze wzro-
stem wielkoSci agregatu roénie jego wydluzenie, gwaltowniej dla ulamkéw objetosciowych
¢ = 0.01,0.05 a stabiej dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.1 (rysunek 4.8 panel A). To kolejny
efekt rywalizacji pomiedzy czasem potrzebnym na zrelaksowanie ksztaltu agregatu a czasem,
ktory uptywa do kolejnego przylaczenia czastek. W gestym uktadzie przeptyw nie zdazy ,,wy-
dhuzy¢” agregatu zanim nie polaczy sie z kolejnymi czastkami. Ta réznica jest wskazdwka, ze
bez oddzialywan hydrodynamicznych zmienia sie stacjonarny ksztalt agregatu w zaleznosci
od tempa przeptywu. Gdy przeptywu nie ma, ksztalt jest globularny, a gdy jest, to ksztalt
agregatu staje sie¢ wydluzony. Liniowy wzrost wspotczynnika wydtuzenia z liczba polimeréw
dla klastréw wickszych niz n = 20 wskazuje na obecnos¢ wydtuzonych agregatow o pewnej
grubodci, ktére rosna wzdtuz kierunku wydtuzenia. Jest to obserwacja zgodna z wizualnym
ogladem paneli C na rysunkach 4.2, 4.3 oraz panelu A na rysunku 4.4. Gdy uwzglednié¢ oddzia-
tywania hydrodynamiczne okazuje sie, ze wspdétczynnik wydluzenia agregatéow przypomina
ten z sytuacji, gdy nie ma przeplyw. Podobnie promien zyracji wciaz dobrze opisywany jest
poprzez model globuli.

Jakosciowo identyczne zachowanie widoczne jest w przypadku agregacji zdominowanej
przez przepltyw w przypadku liczby Pe = 6.5 na rysunkach 4.11-4.13. Réznice sa iloéciowe. Bez
oddzialtywan hydrodynamicznych szybciej pojawia sie liniowy wzrost agregatu, co oznacza
smuklejsze agregaty w poréwnaniu z liczbg Pe = 1.5.

Oddziatywania hydrodynamiczne jakosciowo zmieniaja wydhuzanie sie agregatéw w sytu-
acji, gdy istnieje przeplyw Scinajacy. Gdy oddzialywania hydrodynamiczne sa uwzglednione,
agregat rosnac staje sie bardziej kulisty (panele A rysunkéw 4.9 i 4.12), natomiast bez od-
dzialywan bardziej wydluzony (panele A rysunkéw 4.8 i 4.11). Bardzo dobrze wida¢ réznice
pomiedzy wspbélczynnikiem wydhuzenia w zaleznosci od uwzglednienia oddziatywan hydrody-
namicznych na rysunku 4.10. Efekt ten staje si¢ tym wyrazniejszy, im silniejszy jest przeplyw.
Na rysunku 4.13, ktéry ilustruje sytuacje dla liczby Pe = 6.5 i dla utamka objetosciowego
¢ = 0.01, w przypadku agregatéw o wielkosci n = 30 brak oddzialywan hydrodynamicz-
nych wydluza agregaty czterokrotnie. W tej samej sytuacji oddzialywania hydrodynamiczne
utrzymujg sferyczny ksztalt agregatu.

JakoSciowo innym zjawiskiem jest brak wydluzenia agregatéw w uktadzie o ¢ = 0.1 dla
symulacji z przeptywem. Wytlumaczy¢ ten efekt mozna faktem prawie natychmiastowego
zlepienia si¢ malych agregatéw w duze. Jest to proces na tyle szybki, ze mate i érednie agre-
gaty nie zdazaja odchyli¢ sie od sferycznego ksztattu. Agregacja do wiekszych struktur takich
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Rysunek 4.8: Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 1.5, HI-. Panel A) wspolczynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Ry.
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Rysunek 4.9: Wielko$ci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 1.5, HI+. Panel A) wspolczynnik
wydtuzenia 1)1, panel B) promien zyracji R,.
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Rysunek 4.10: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 1.5.
Panel A): wspétczynnik wydtuzenia v, panel B): promien zyracji Ry, przerywana linig za-
znaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).

jak fibryle (rysunek 4.4 panel A) czy Scian (rysunek 4.4 panel C) nastepuje prawie natych-
miast. Sktadowe o wielkosci nawet n = 50 monomeréw moga mieé niezaburzony przeptywem
globularny ksztalt, gdy lacza si¢ w wigksze struktury.

Wspdlezynnik wydtuzenia oraz promien zyracji w zaleznosci od tempa przeptywu i mode-
lu oddziatywan hydrodynamicznych dla dwoch rozmiaréow agregatu n = 10, 20 przedstawiony
jest na rysunku 4.14 dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01 oraz na rysunku 4.15 dla utam-
ka objetosciowego ¢ = 0.05. Dla malego agregatu n = 10 zaréwno promien zyracji jak i
wspolczynnik wydtuzenia sa zblizone niezaleznie od uwzglednienia oddziatywan hydrodyna-
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Rysunek 4.11: Wielko$ci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 6.5, HI-. Panel A) wspolczynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Ry.
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Rysunek 4.12: Wielkosci opisujace ksztalt agregatu dla Pe = 6.5, HI+. Panel A) wspolczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji R,.
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Rysunek 4.13: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu dla ¢ = 0.01, Pe = 6.5.
Panel A): wspélczynnik wydluzenia 11, panel B): promien zyracji Ry, przerywana linig za-
znaczony jest przewidywany teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).

micznych. Agregat rozmiaru n = 40 wyraZnie rozréznia czy oddziatywania hydrodynamiczne
sa uwzglednione w symulacji czy nie. Oznacza to, ze dominujacy wplyw na ksztalt malych
agregatow w przebadanym zakresie liczb Pe maja oddzialywania miedzyczasteczkowe a nie
przeplyw, czy oddzialywania hydrodynamiczne pod warunkiem, ze agregaty tworzg sie. Agre-
gat o wielkoSci n = 40 podobnie jak na poprzednich ilustracjach przyjmuje ksztalt znacznie
wydluzony jesli pominaé¢ oddziatywania hydrodynamiczne, natomiast ksztalt ledwie odbiega-
jacy od sferycznego gdy uwzgledni sie oddzialywania hydrodynamiczne. Wydtuzenie agregatu
bez oddzialywan hydrodynamicznych maleje gdy gesto$é¢ uktadu wzrasta, co wida¢ poréwnu-
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Rysunek 4.14: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatu kul o wielkosci n = 10,n =
40 w zaleznosci od liczby Pe dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01. Panel A) wspdlczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji R,.
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Rysunek 4.15: Porownanie wielkoSci opisujacych ksztaltt agregatu kul o dtugoséci n = 10,n =
40 w zaleznosci od liczby Pe dla utlamka objetosciowego ¢ = 0.05. Panel A) wspodlczynnik
wydluzenia 1)1, panel B) promien zyracji R,.

jac rysunki 4.14 oraz 4.15. Z oddzialywaniami hydrodynamicznymi wydtuzenie agregatu jest
zblizone dla obydwu utamkéw objetosciowych. Zmniejszanie sie wydtuzenia agregatéow bez
oddziatywan hydrodynamicznych ze wzrostem utamka objeto$ciowego mozna wyttumaczyé
skréceniem sie czasu istnienia takich agregatow. Zlepiaja si¢ one na tyle szybko, ze przeptyw
nie zdaza ich przeorganizowaé. Reorganizowanie si¢ agregatow w przeplywie w zaleznosci
od tempa $cinania zauwazono doswiadczalnie jako wzrost wymiaru fraktalnego agregatow
poddanych przeplywowi $cinajacemu [51, 52, 135] i badano numerycznie ze wzgledu na ich
stabilno$¢ jako bryl sztywnych na poziomie kilkudziesieciu kul [136] oraz kul polaczonych
sztywnymi w poréwnaniu z fluktuacjami termicznymi potencjalami [137]. Ze wzgledu na sil-
ne oddzialywania liczby Pe w tych pracach, ktére prowadza do rozrywania klastréw sa o wiele
wieksze niz 100, a siegaja nawet dziesigtek tysiecy. Oznacza to, ze sama liczba Pécleta nie jest
dobra charakterystyka rozrywania agregatow i potrzebna jest druga bezwymiarowa liczba v
(patrz réwnanie 1.31), ktéra uwzgledni glebokosé potencjalu przyciagania.

Wymiar fraktalny nie jest dobra miarg w przypadku uktadu analizowanego w niniejszej
pracy. Kule na skutek drgan termicznych i przeptywu wciaz reorganizuja sie szukajac mini-
mum energii i zawsze agregaty w ramach swojego ksztaltu sa gesto upakowane wewnatrz.
Gdyby potencjatl oddzialywan pomiedzy kulami byt na tyle silny, ze ani fluktuacje termicz-
ne, ani przeptyw nie przesuwalyby czastek wzgledem siebie, tworzace si¢ struktury moglyby
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Rysunek 4.16: Rozktad prawdopodobiefistwa cosinusa kata odchylenia od osi = dla agregatow
on = 10 1in = 40 dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe, bez oddzialywan

hydrodynamicznych (HI-).
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Rysunek 4.17: Rozklad prawdopodobienstwa cosinusa kata odchylenia od osi x dla agregatow
on =10 i n = 40 dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01, dla réznych liczb Pe, z oddzialywa-

niami hydrodynamicznymi (HI+).

Rysunki 4.16-4.17 pokazuja histogram cos (w) - odchylenia od kierunku = najdluzszej osi
gltéownej elipsoidy momentu bezwtadnosci dla symulacji z utamkiem objetosciowym ¢ = 0.01.
W tym aspekcie agregaty zachowuja sie podobnie, niezaleznie od gestosci uktadu czy uwzgled-
nienia oddzialywan hydrodynamicznych. Jesli nie ma przeptywu, wydluzenie agregatu, o ile
wystepuje, ma kierunek losowy, rownomiernie roztozony w przestrzeni. Gdy przeplyw staje sie
coraz silniejszy wydtuzone ksztalty chetniej skierowane sa wzdtuz osi x. Widoczne jest silniej-
sze skoncentrowanie wydluzen agregatéw bez oddzialywan hydrodynamicznych w kierunku
osi z. Gdyby agregaty byly sztywne, mozna by oszacowaé rozktad katowy w przeptywie, ko-
rzystajac z teorii ruchu cial wydluzonych [30]. Niestety, ciagta ich reorganizacja nie pozwala

zastosowad tej teorii.

4.2.2 Polimery - morfologia agregatow.

Symulacje polimeréw zostaly przeprowadzone wedlug protokohu identycznego jak symulacje
kul dla utamkéw objetosciowych ¢ = 0.01,0.05,0.1. Wyniki z symulacji dla utamka objeto-
Sciowego ¢ = 0.1 zostaly pominiete w przedstawionej analizie, poniewaz od samego poczatku
wiele polimeréw znajduje sie blisko siebie i duze agregaty wystepuja niemal od samego po-
czatku procesu agregacji. Zakres liczb Pe byl taki sam jak w symulacjach kul.

Bez oddzialywan hydrodynamicznych symulacje zawieraly 4095 kul (819 polimeréw) i 510
kul (102 polimery) natomiast z oddzialywaniami hydrodynamicznymi 510 kul (102 polimery)
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(patrz rozdzial 4.1). Uklad o wielkosci 510 kul odtwarza zjawiska zachodzace w ukladzie o
rozmiarze 4095 na odpowiadajacych sobie stadiach agregacji. Jakodciowo wszystkie zjawiska
opisane juz dla kul daja sie zaobserwowaé¢ réwniez w agregatach zbudowanych z polimeréw.

Na rysunku 4.18 przedstawione sa wizualizacje uktadu o utamku objetosciowym ¢ = 0.05
bez oddziatywan hydrodynamicznych i bez przeptywu zrealizowanym przy pomocy 510 kul
(102 polimery) z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (panele A i B) i 4095 kul (819 polime-
réw) bez oddzialywan hydrodynamicznych (panele C i D). Lewa kolumna pokazuje sytuacje
na poczatku symulacji natomiast w prawej zobrazowana jest sytuacja po czasie t = 4807p.
Wizualizacje nie wykazujg réznic pomiedzy sytuacja bez oddzialywan hydrodynamicznych i
z oddzialywaniami, co zostalo zaobserwowane réwniez w przypadku kul. Panel B przedstawia
agregat o ksztalcie, ktéry w przyblizeniu mozna znalez¢é wsrod agregatéw na panelu D. Gdy
wprowadzi sie przeplyw, sytuacja zmienia sie¢ w analogicznie jak w przypadku symulacji kul.
Mozna to zobaczy¢ na rysunku 4.19, ktéry przedstawia wizualizacje konfiguracji z symulacji
510 kul o utamku objetosciowym ¢ = 0.05 w przeplywie o liczbie Pe = 1.5 bez oddziaty-
wan hydrodynamicznych (panel A) oraz z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (panel B).
Widoczne sa struktury - wydtuzone fibryle bez oddzialywan hydrodynamicznych i globule z
oddzialywaniami hydrodynamicznymi.

Wspdtezynnik wydtuzenia oraz promien zyracji dla agregatéw utworzonych z liniowych
polimeréw przedstawione sg na rysunkach 4.20-4.22. Podobnie jak w przypadku kul, kaz-
dy punkt na wykresie reprezentuje usrednienie trzech kolejnych rozmiaréw agregatéow. W
przypadku braku przeplywu, niezaleznie od wystepowania oddzialywan hydrodynamicznych,
agregaty przybieraja ksztalt nieznacznie tylko wydtuzony. Jest to konsekwencjg losowego
utozenia polimeréw wewnatrz agregatu. Gtéwnym czynnikiem wplywajacym na ksztalt agre-
gatow w sytuacji bez przeplywu jest cheé¢ zminimalizowania energii, wiec agregat bedzie
dazyl do ksztaltu globularnego. Wyjatkiem sg najmniejsze agregaty o n < 5, ktére z powodu
sztywnosci polimeréw nie sg w stanie przyjaé¢ ksztaltéw globularnych.

W obecnoéci przepltywu widoczna jest réznica w wydluzeniu ksztattu. Oddzialtywania hy-
drodynamiczne utrzymuja ksztalt kulisty, podczas gdy ich brak sprawia, ze agregaty zlozone
z polimeréw wydtuzaja sie, podobnie jak agregaty ztozone z kul. Efekt ten jest tym silniejszy
im mocniejszy przepltyw. Widaé takze, w przypadku z oddzialywaniami hydrodynamicznymi,
efekt zwiekszania sie kulistoéci ksztattu wraz ze wzrostem agregatu w przeptywie $cinajacym.

Rysunki 4.23 i 4.24 ilustruja zalezno$¢ wspotczynnika wydluzenia i promienia zyracji
od liczby Pe. Przedstawione sa wyniki symulacji dla agregatu zbudowanego z 5 i 10 poli-
merdw, z i bez oddzialywan hydrodynamicznych, dla symulacji o utamkach objetosciowych
¢ = 0.01,0.05. Widoczne jest znaczne wydluzenie ksztattu jedli nie uwzglednia sie oddzia-
tywan hydrodynamicznych. Podobnie jak w przypadku kul im wickszy utamek objeto$ciowy
tym mniejsze odchylenie od kulistosci dla matych i $srednich polimeréw.

Na rysunkach 4.25 i 4.26 znajduja sie histogramy, ktére odzwierciedlaja srednie odchylenie
od osi x najdluzszej osi gtownej elipsoidy momentu bezwladnosci dla pojedynczego polimeru
oraz dla agregatu zbudowanego z o$miu polimeréw. Podobnie jak w przypadku agregatow
zbudowanych z kul, gdy nie ma przeplywu rozktad jest jednorodny w przestrzeni natomiast
im silniejszy przeptywu tym wigksze ustawienie wzdtuz osi x.

W ksztalcie nie wystepuja jakosciowo znaczace réznice pomiedzy agregatami utworzonymi
z liniowych polimeréow a agregatami z kul. Roznice sg tym mniejsze im wieksze sa agrega-
ty. Istnieje pewien zakres rozmiaréw agregatéw, gdy ksztalt monomeru jest decydujacy dla
ksztaltu calego agregatu. Sa to agregaty, ktére skladajace sie z nie wiecej niz 25 kul (lub 5
liniowych polimeréw). Powyzej tego rozmiaru nie ma juz wielkiej réznicy czy agregat sklada
sie z 4 polimeréw po 5 czy z 20 kul. Ksztalt agregatu bez oddzialtywan hydrodynamicznych w
przeptywie jest silnie wydtuzony natomiast oddzialywania hydrodynamiczne nadaja ksztalt
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Rysunek 4.18: Wizualizacje symulacji agregujacych polimeréow: utamek objetoéciowy ¢ =
0.05, panele: A) Pe = 0,t = 0, N = 510 HI+4, B) Pe = 0,t = 48075, N = 510 HI+, C)
Pe =0,t =0, N = 4095 HI-, D) Pe = 0,t = 48075, N = 4095 HI-.

globularny. Bez przeptywu te réznice zanikaja. Oznacza to, ze agregat ma pewne kolektywne
wilasnosci niezalezne od ksztaltu budujacych go monomeréw w przypadku, gdy oddzialuja
one ze sobg stabo i moga sie swobodnie reorganizowac.

Dla duzych utamkéw objetosciowych (¢ > 0.1) nie sposéb poréwnaé symulacje kul i po-
limeréow wedtug zaprezentowanej metody. Losowy warunek poczatkowy dla polimeréw nawet
po wstepnej relaksacji numerycznej posiada usieciowanie. Klastry istnieja juz w pierwszej
chwili symulacji i nierzadko rozpinaja sie na cata komodrke podstawowa. W tej samej sytuacji,
kule oddalone sa od siebie dostatecznie daleko by nie tworzyty klastrow, mozna wtedy sledzié¢
ewolucje procesu agregacji
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Rysunek 4.19: Wizualizacje symulacji agregujacych polimerow: utamek objetoéciowy ¢ =

0.05, panele: A) Pe = 1.5,t = 0, N = 510 HI-, B) Pe = 1.5, ¢ = 48075, N = 510 HI+.
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Rysunek 4.20: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatéw ztozonych z polimerow
dla Pe = 0 usrednione po trzech kolejnych rozmiarach agregatéw. Panel A) wspolczynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Ry, przerywana linia zaznaczony jest przewidywany

teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).

84



5 5
4t 4t *
4 3L
< 3 o o) +* Ji 2%
D Taaapiiies
2 ® T _emmT
iE o il ! 1’/’
1 =0 0.8 .4 0
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
n n
® ¢=001HI- = $=0.01HI+ & ¢=0.05HI- $=0.05 HI+

Rysunek 4.21: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatow ztozonych z polimeréw dla
liczby Pe = 1.5 usrednione po trzech kolejnych rozmiarach agregatéw. Panel A) wspolezynnik
wydluzenia 11, panel B) promien zyracji Ry, przerywana linia zaznaczony jest przewidywany
teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).
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Rysunek 4.22: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt zlozonych z polimeréw dla liczby
Pe = 6.5 usrednione po trzech kolejnych rozmiarach agregat. Panel A) wspdlczynnik wy-
dluzenia 11, panel B) promief zyracji Ry, przerywana linig zaznaczony jest przewidywany
teoretycznie promien zyracji globuli (patrz réwnanie (4.23)).
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Rysunek 4.23: Poréwnanie wielko$ci opisujacych ksztalt agregatéw ztozonych z p = 5,10
polimeréw dla ¢ = 0.01 w zaleznosci od liczby Pe. Panel A) wspélczynnik wydluzenia 1,
panel B) promien zyracji Ry.
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Rysunek 4.24: Poréwnanie wielkosci opisujacych ksztalt agregatéw zlozonych z p = 5,10
polimeréw dla ¢ = 0.05 w zaleznosci od liczby Pe. Panel A) wspélczynnik wydtuzenia 1)1,

panel B) promien zyracji R,.
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Rysunek 4.25: Rozklad prawdopodobiefistwa cosinusa kata odchylenia od osi = dla agregatow
ztozonych z p = 2(n = 10) i p = 8(n = 40) polimeréw, dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01,

dla réznych liczb Pe, bez oddzialywan hydrodynamicznych (HI-).
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Rysunek 4.26: Rozklad prawdopodobiefistwa cosinusa kata odchylenia od osi = dla agregatow
ztozonych z p = 2(n = 10) i p = 8(n = 40) polimeréw, dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01,

dla réznych liczb Pe, z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+).
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4.3 Ksztalt i stabilno$é agregatow w przeplywie

Ksztalt i stabilno$¢ agregatow w przepltywie moga byé zrozumiane w wyniku analizy roz-
ktadéw sit i przeptywow, ktore dziataja na kule znajdujace sie w agregacie oraz Sledzenia
trajektorii symulacji. Szczegdlnie interesujace okazuja sie wyniki analityczne, ktore mozna
uzyskaé, przy zalozeniu, ze agregat w odpowiednich warunkach mozna zastapi¢ pojedyncza
kula o stosownej Srednicy.

4.3.1 Ksztalt agregatow

Uwzglednienie oddziatywan hydrodynamicznych wplywa na ksztalt agregatéow poprzez zmia-
ne przepltywu zewnetrznego na skutek obecnosci czastek. Na trajektoriach symulacji widocz-
na jest zupelnie inna dynamika wewnetrzna agregatéw. W symulacjach z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi agregaty tworza zwarta calo$é, ktéra przypomina zachowaniem bryte
sztywna - rotuje w przeplywie z pewna predkoscia katowa zwiazana z przeplywam Scinaja-
cym. Na rysunku 4.27 przedstawiony zostal rzut polozen kul wewnatrz agregatu na ptasz-
czyzne xz. Agregat sktada sie z 64 kul. Jest to losowo wybrany moment z ewolucji uktadu z
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.
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Rysunek 4.27: Ruch czastek wewnatrz klastra dla ¢ = 0.01, Pe = 1.5 z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi. Panel A) rzut klastra o rozmiarze n = 64 na plaszczyzne xz, panel B)
rzuty na plaszczyzne xz predkosci kul wzgledem srodka masy klastra, panel C) zaleznosé

sktadowej prostopadlej do promienia wodzacego w funkcji jego dtugoéci - czerwona linia
oznacza przemieszczenie teoretyczne dla bryly sztywnej rotujacej z predkoscia katowa /2.

oddziatywaniami hydrodynamicznymi dla liczby Pe = 1.5. Ksztalt jest globularny z wyjat-
kiem ,narosli”, ktoéra dokleja sie do wickszego agregatu. Na sgsiednim panelu przedstawiony
jest rzut na plaszczyzne xz wektoréw przemieszczen Ax kazdej z kul po At = 1.575. Wi-
doczne jest, ze ruch wykonywany przez czastki nadladuje obrét. Na panelu C znajduje sie
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wykres skladowych przemieszczen Ax, prostopadlych do promieni wodzacych (do geome-
trycznego centrum agregatu) przemieszczen kul w funkeji dlugosci promienia wodzacego 7.
Dla poréwnania wykreslona zostala predkosé punktéw wewnatrz bryly sztywnej, ktéra ro-
tuje swobodnie w przeplywie Scinajacym o tempie $cinania y. Teoretycznie poruszajac sie
ruchem bryty sztywnej predkos$¢ katowa kulistego agregatu powinna wynosié¢ ) = %"y [14].
Punkty uktadaja sie na i ponizej prostej. Ich pionowy rozktad wynika ze wzglednych ruchéw
czastek wewnatrz klastra. Rozrzut punktéw ponizej prostej wyznaczajacej ruch obrotowy
bryly sztywnej oznacza, ze czastki przesuwaja sie wzgledem siebie i reorganizuja strukture
wewnetrzng agregatu.

Bez oddziatywan hydrodynamicznych czastki slizgaja sie po sobie w kierunku przeptywu
a generyczne zachowanie agregatu da sie opisaé nastepujaco. Agregat ma pewna grubos$é w
kierunku z - prostopadlym do kierunku przeptywu z. Znajdujac geometryczny Srodek agre-
gatu w plaszczyznie yz mozna przyjac, ze z predkoscia tego punktu bedzie poruszala sie
cato$é¢ agregatu. Czastki znajdujace sie nad srodkiem agregatu beda poruszaly sie szybciej
niz agregat wzdluz osi x a czastki znajdujace sie ponizej érodka agregatu beda poruszaly sie
wolniej niz agregat. Ta réznica predkoéci powoduje przesuwanie sie czastek wzgledem siebie
tym szybsze, im dalej znajduja sie od srodka agregatu w kierunku z. Na koncu agregatu mono-
mer przytrzymywany oddzialywaniami Lennarda-Jonesa nie oderwie sie, lecz jak po ,tasmie”
przejdzie na druga strone agregatu ,, popychany przez przeplyw” i czastki znajdujace sie w tej
samej warstwie. W centrum agregatu mozna réwniez zaobserwowaé drobne przemieszczenia
czastek na skutek fluktuacji termicznych i pociggania przez rotujace warstwy. Na panelu A
rysunku 4.28 przedstawiony jest rzut wszystkich 72 kul wchodzacych w sklad agregatu na
ptaszczyzne zz, panelu B rzut przemieszczen kul w czasie At = 37 na plaszczyzne xz, a na
panelu C sktadowa rzutu prostopadia do promienia wodzacego do centrum geometrycznego
agregatu.
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Rysunek 4.28: Ruch czastek wewnatrz klastra dla ¢ = 0.01, Pe = 3/4 bez oddzialywan
hydrodynamicznych. Panel A: Rzut klastra o rozmiarze n = 72 na plaszczyzne zz, panel
B: rzuty na plaszczyzne xz predkosci kul wzgledem érodka masy klastra, panel C: zaleznosé
sktadowej prostopadlej do promienia wodzacego w funkcji jego dtugosci.

Jedli agregat nie rozciaga sie na catg dlugosé komérki periodycznej, a tak jest w przy-
padku utamka objetosciowego ¢ = 0.01, to bedzie minimalizowal swoja grubosé do trzech
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nawet warstw (patrz rysunek 4.2 panel C,E). Jesli natomiast jest tak dlugi jak wymiar
komoérki periodycznej, to bedzie robit sie coraz grubszy w miare mozliwoéci réwnomiernie
(patrz rysunek 4.3 panel C,E). Warunkiem takiego zachowania sie agregatu bez oddzialywan
hydrodynamicznych, sa na tyle stabe oddzialywania pomiedzy czasteczkami, ze agregaty nie
tworzg sztywnych struktur. Gdyby powstawaly sztywne struktury, ich ruch bylby réwniez
rotacyjny jak w przypadku z oddzialywaniami hydrodynamicznymi. Schematycznie ruch ten
zostal zilustrowany na rysunku 4.29.

Rysunek 4.29: Przemieszczanie si¢ monomeréw w agregacie bez oddzialywan hydrodynamicz-
nych.

Najprostszy model monomeru w poblizu agregatu to dwie kule. Jedna o malym promieniu
a reprezentuje monomer, a druga o duzym promieniu b > a reprezentuje agregat. Dalej
rozwazany bedzie jedynie przypadek z oddzialywaniami hydrodynamicznymi, poniewaz model
dwoéch kul nie znajduje zastosowania w przypadku bez oddzialywan hydrodynamicznych.

Aby wyjaéni¢ ksztalt, jaki osiagaja agregaty w symulacjach uwzgledniajacych oddzia-
lywania hydrodynamiczne nalezy wzia¢ pod uwage nie tylko zmiane przeplywu na skutek
obecnosci agregatu ale takze jego ruch obrotowy. Zalozone zostanie, ze czastka oddzialuje z
agregatem potencjalem centralnym, ktoéry nie wplywa na zmiane polozenia czastki na po-
wierzchni kuli. Jest natomiast na tyle silny, ze czastka nie oderwie sie od powierzchni. W
rzeczywistosci kula znajdujaca si¢ na powierzchni agregatu odczuwa szorstkosé powierzchni
zwigzang z oddzialywaniami z kulami tworzacymi powierzchnie agregatu. Dziala ona jak ,tar-
cie” wzgledem powierzchni agregatu i zostanie pominieta w dalszym rozwazaniu. Wzgledna
predkosé unoszenia przez przepltyw zewnetrzny kul o promieniach a,b oddalonych od siebie
o wektor R mozna wyznaczy¢ jako (patrz rozdzial 3.1)

V(R) = K™ R+ (plf (R) - uft (R)) : B, (4.25)

gdzie indeksy a,b oznaczajg odpowiednie promienie, ktére nalezy podstawi¢ do wzoréw na
macierz mobilnosci. Gdyby czastka o promieniu a byta przyklejona do agregatu w punkcie
R, to poruszalaby sie z predkoscia € x R, gdzie Q, = (0,7/2,0) oznacza predkosé kato-
wa zwigzana z przeplywem Scinajacym. Réznica predkosci unoszenia czgstki o promieniu a
wzgledem agregatu przez przepltyw i kuli, ktéra obracataby sie przyklejona do powierzchni
wynosi

AV (R) = (K R+ (ulf (R) - pji (R)) : E® — @, x R) . (4.26)

Réznice predkosci mozna roztozyé na sktadows prostopadla do powierzchni agregatu AV-+: =
R (AV . R) oraz skladowa styczng do powierzchni AVI = AV — AV+. Skladowa styczna do
powierzchni agregatu bedzie odpowiadata za modyfikacje ksztaltu agregatu, przesuwajac mo-
nomer po jego powierzchni. W zmiennych sferycznych (z,y, z) = (rsin @ sin ¢,  sin 6 cos ¢, r cos 6)
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(kat ¢ liczony od osi y), mozna wykresli¢ rzut AV na kierunki 6 oraz QAS (patrz rysunek 4.30).
Analizie poddana zostanie pétkula agregatu ponad plaszczyzna yz w kierunku x. Po drugiej
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Rysunek 4.30: Kierunek i natezenie AV - sktadowej stycznej do powierzchni agregatu réznicy
wzglednej predkosci unoszenia czastki i agregatu oraz czastki, ktora bytaby przyklejona do
powierzchni agregatu. Rysunek przedstawiony jest we wspélrzednych 6i ¢2 na po6tkuli agregatu
(kuli o promieniu b) ponad plaszczyzna yz w kierunku z.

stronie plaszczyzny yz sytuacja jest symetryczna (wzgledem poczatku ukladu wspdlrzed-
nych).

Monomer na obracajacym sie agregacie poddany unoszeniu przez przeplyw bedzie chciat
przemiesci¢ sie w kierunku wyznaczonym przez strzatki na rysunku 4.30. Przeplyw bedzie
przesuwaé go do ¢wiartki (6,¢) € (0,7/2) x (—7/2,7/2) a wypychaé z ¢éwiartki (6,¢) €
(w/2,m) x (=7 /2,7/2). Dla § = /4 linie pola réznicy predkosci prowadza do punktu, nato-
miast dla § = 37 /4 prowadza od punktu. Ta tendencja bedzie wydluzala agregat w kierunku
(1,0, 1), jednak jego ruch obrotowy bedzie sprawial, ze co raz to inny obszar agregatu bedzie
w chetnie wydtuzanym obszarze. Ksztalt agregatu beda wigc determinowaly te dwie tenden-
cje konkurujac ze soba. W konsekwencji ksztalt agregatu bedzie dazyt do zachowania symetrii
obrotowej w plaszczyznie prostopadtej do kierunku y - osi obrotu. Dla stabych przeptywdow
bedzie dazyt do sferycznego, podczas gdy dla silnych przeplywéw bedzie dazyt do dysku lub
spastylki” (patrz rysunek 4.31).
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Rysunek 4.31: Wizualizacja agregatow z symulacji kul ¢ = 0.05, Pe = 6 w trzech rzutach
przestrzennych.

4.3.2 Wytrzymalo$é agregatow

Przeprowadzono symulacje, ktore mialy na celu zbadanie stabilnosci agregatu w funkcji prze-
plywu dla agregatéw malych (n < 6) i dla agregatéw duzych (n > 27). Poniewaz symulacje
dotyczyly tylko jednego agregatu, zastosowano warunki brzegowe dla oddziatywan hydrody-
namicznych jak w nieskoficzonej przestrzeni, a uklad odniesienia znajdowal sie w centrum
geometrycznym agregatu. Dla maltych agregatéw o rozmiarze n warunkiem poczgtkowym
bylo umieszczenie pierwszej kuli w §rodku ukltadu wspoélrzednych i wylosowanie z rozkla-
du réwnomiernego n — 1 kul w odlegtosci 2a. Dla duzych agregatow losowano przypadkowo
upakowane N kul o duzym utamku objeto$ciowym i ekwilibrowano uktad poprzez symulacje
brownowskie. Za rozpad agregatu uznany zostal taki moment w symulacji, ze po raz pierwszy
istnieje kula, dla ktérej najmniejsza odlegtosé do wszystkich pozostatych kul, jest wigksza niz
4a (poréwnaj rozdzial 4.1). Procedura numeryczna polega na obliczeniu macierzy odleglosci,
na podstawie ktorej oblicza sie macierz kontaktéw pomiedzy kulami. Klaster rozpada sie, gdy
graf z macierza kontaktéw przestaje by¢ spdjny. Zastosowany zostal algorytm przeszukiwania
grafu w szerz. Jest to jeden ze sposobow odwiedzenia wszystkich wierzchotkéw spdjnego grafu.
Polega on na przechodzeniu z wybranego wierzchotka do wszystkich najblizszych wierzchot-
kéw. Jedli po wykonaniu przeszukiwania grafu nie wszystkie wierzchotki zostaly odwiedzone,
oznacza to, ze graf nie jest spojny.

Dla malych agregatéw tempo rozpadu w zaleznosci od liczby Pe zaprezentowane jest na
rysunku 4.32. Dodatkowo przedstawiona jest krzywa wyznaczajaca tempo asocjacji par kul w
przyblizeniu rozrzedzonej zawiesiny obliczona dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01 dla zerowej
liczby Pe. Czas rozpadu klastra jest wypadkowa jego rozmiaréw i intensywnosci przeplywu.
Dla maltych przeplywéw wieksze klastry sa stabilniejsze. Przestrzenny uktad kul dazy do
minimalnej energii - wysyca dostepne miejsca na sity przyciagajace kule. Dla pary kul kazda
kula przyciagana jest przez jedna, dla trzech kul kazda przez pare, dla czterech kazda przez
trzy, dla pieciu sytuacja jest juz o wiele bardziej skomplikowana. Kazda nastepna kula na
,powierzchni” przyciagana jest przez trzy kule, natomiast wewnatrz klastra sasiadéw moze
by¢ az 12 dla kul gesto upakowanych w agregacie. Interesujace jest, ze wystepuje bardzo
niewielka réznica pomiedzy stabilnoscia agregatu ztozonego z czterech i pieciu kul.

W przeptywie umiarkowanym Pe < 2 sposéb w jaki zmienia sie stabilnosé agregatéw jest
zachowany, natomiast dla silnych przepltywow widoczna jest zmiana wzglednej stabilnosci
agregatow. Agregat ztozony z pary kul ma najmniejsze tempo rozpadu, agregat zltozony z
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trzech kul najwieksze, natomiast agregaty o rozmiarach cztery i pie¢ sa zndéw bardzo blisko
siebie. Ten efekt mozna zrozumieé jako konsekwencje przestrzennego utozenia kul w agregacie
na poczatku symulacji. Gdy przeplyw jest bardzo silny, to on decyduje o przemieszczeniu
kul i niemal natychmiast unosi kule ze soba. Wskazuje na to linowy wzrost tempa rozpadu
z tempem Scinania. Gdy agregat ma dwie kule istnieje wiele potozen mato odchylonych od
plaszczyzny xy, w ktorej przeplyw $cinajacy znika. Dla trzech kul taka przestrzen konfiguracji
poczatkowych znacznie si¢ zmniejsza, poniewaz do pary kul trzeba dodaé jeszcze jedna. Z kolei
czwarta kula stabilizuje agregat niewiele pogarszajac sytuacje po losowaniu. Agregat ztozony
z pieciu kul ma plaszczyzne symetrii nad i pod ktéra, znajduja sie agregaty zbudowane z
czterech kul.
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Rysunek 4.32: Tempa rozpadu matych klastréw ztozonych z n kul. Przerywana linia oznacza
tempo asocjacji z oddzialywaniami hydrodynamicznymi przy ulamku objetosciowym ¢ = 0.01
(patrz wzor (3.86)).

Stabilno$¢ agregatu w przepltywie $cinajacym, dla duzych agregatoéw, mozna zbadaé nie
tylko przy pomocy symulacji ale takze za pomoca modelu teoretycznego, ktéry pordéwna
site oddzialywania pomiedzy pojedyncza czastka i agregatem z unoszeniem przez przeplyw
zewnetrzny. Agregat reprezentowany jest przez duza kule o promieniu b, a monomer przez
malg kule o promieniu a. Sredni czas rozpadu klastra obliczony zostal jako éredni pierwszy
czas oddalenia sie kuli [85, 117], ktéra znajduje sie przy powierzchni agregatu na odleglosé
4a od kul, z ktérymi oddzialuje. Jest to rownowazne ze znalezieniem si¢ po raz pierwszy w
odlegtosci b+ 3a od srodka agregatu. Na powierzchni agregatu typowo kazdy nowy monomer
tworzy kontakt z trzema monomerami znajdujacymi sie pod powierzchnia agregatu. Razem
ulozone tworzg wierzchotki czworoscianu foremnego. Oznacza to, ze nowy monomer przebywa
w minimum potencjatu trzech czastek. Wypadkowy potencjat oddzialywania dla uproszczenia
bedzie sumg trzech potencjatléw Lennarda-Jonesa wtasciwych oddzialywaniom pomiedzy para
kul i jest sferycznie symetryczny wzgledem agregatu. Jego ,centrum” jest zlokalizowane w
odleglosci b — a od Srodka agregatu

Dy, (R) = 3 X 4e [(R_?b“_a))m - (R_?b“_a))m] : (4.27)

Roéwnanie Smoluchowskiego w przeptywie dla pary kul o réznych promieniach, ktore opi-
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suje wzgledny ruch agregatu i monomeru jest postaci (patrz rozdzial 3.1)

P
667 +V [PV = Pw V4, — kgTw - VP] =0, (4.28)

a wzgledna mobilnoéé¢ czastek wynosi

w (1) = g (r) + pa, (r) — gy (1) — pig (1) (4.29)

Kolejne uproszczenie polegaé bedzie na zalozeniu, ze uwzgledniany jest jedynie przepltyw
zewnetrzny odrywajacy monomer od agregatu. Pozwala to wyznaczy¢é goérne ograniczenie
na stabilno$¢ agregatu. Przepltyw odrywajacy skierowany jest prostopadle do powierzchni
agregatu

Vi=n(V-n), (4.30)

gdzie V jest jak we wzorze (4.25) a n jest wektorem normalnym do powierzchni agregatu.

Maksymalny przeplyw odrywajacy znajduje sie w punktach (6, ¢) = (0,7/4),(37/2,37/4) i

wynosi

. 3a® + 5a® (b* — R?) + 5a?b® + 3b° — 5b3R* + 2R° Do, (4.31)
2R a?

Dla monomeru na powierzchni agregatu (w odleglosci R = (a + b)) wyrazenie to redukuje sie

do

20a?b*> D
Vi(a+b) = Na TP 720
i posiada maksimum ze wzgledu na promien b w punkcie b = 2a. Dla ustalonego a, gdy b
dazy do nieskoniczonoéci, wartoéé pola predkoéci maleje do zera jak b~'. Powyzsza zaleznoéé
oznacza, ze im wiekszy jest agregat, tym jest bardziej stabilny. Jedli tylko agregat bedzie w
ogdle sie tworzyt dla jakiejs ustalonej liczby Pe, to dalszy jego wzrost nie bedzie ograniczany
przez jego rozmiar.

Site, ktéra prébuje rozwinaé zwiniete w globule biatko badali Alexander-Katz i Netz [138].
Zalozyli oni, ze maly element biatka wystaje ponad powierzchnie globuli i dziala na niego
przepltyw zaburzony jedynie przez jego globularna czesé. Otrzymali funkcyjna zaleznosé sity
rozwijajacej bialko od promienia globuli jak b~!, a wiec analogicznie jak w réwnaniu (4.32).

Z przeplywem zewnetrznym mozna zwiazaé sztuczny potencjal [85]

Pe (4.32)

1 R
Ppg = —— VidR, (4.33)
Ho Ja+b

gdzie R’ jest zmienng catkowania wzdluz promienia laczacego $rodki agregatu i monomeru,

natomiast pug = ﬁ. Catkowity potencjal, ktory odpowiada za stabilno$¢ agregatu wynosi

(I)tot = (I)do + (bod- (434)

Rysunek 4.33 przedstawia zaleznos¢ maksymalnej gltebokosci potencjalu Adyy, ktory musi
pokonaé¢ monomer, zeby oddali¢ sie od agregatu w zaleznoéci od liczby Pe, dla parametrow
wykorzystanych w symulacjach, dla agregatu o promieniu b = 2a. W tym miejscu znajduje
sie najwieksza ze wzgledu na promien agregatu mozliwa wartosci przeptywu odrywajacego
czastke. Energia termiczna staje sie poréwnywalna z gltebokoscia studni ®4,; dla Pe ~ 3. Dla
wigkszych liczb Pe potrzebne sa bardziej stabilne struktury do rozpoczecia agregacji - na
przyktad spontaniczne spotkanie si¢ tréjki monomerow. Jest to obserwowane w trajektoriach
symulacji.
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Rysunek 4.33: Glebokosé ®4,; w zaleznoéci od liczby Pe dla e = 1,3,5kgT, b = 2a, 0 = 2a.

Tempa rozpadu duzych agregatéw obliczone zostaly na podstawie symulacji w zaleznosci
od liczby Pe (patrz rysunek 4.34) i w zaleznosci od rozmiaru agregatu (patrz rysunek 4.35).
W symulacjach dla duzych agregatéw warunkiem poczatkowym byta losowa konfiguracja n
kul o utamku objetosciowym ¢ = 0.53. Geste uporzadkowanie twardych kul pozwala na uzy-
skanie ulamka objeto$ciowego okolo 0.74 natomiast losowe geste upakowanie na 0.64 [139].
Kule majg mniejszy promien niz odlegtos¢ minimum potencjalu od srodka kuli, ktéra wy-
nosi (1/ 2)1/ 624 ~ 2.24a. Przygotowane w ten sposéb agregaty umieszczane byly w przeply-
wie $cinajacym. Obserwuje si¢ przewidywany rozwazaniami teoretycznymi wzrost stabilnosci
agregatu z rozmiarem i spadek stabilnosci agregatu ze wzrostem liczby Pe.
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Rysunek 4.34: Tempa rozpadu duzych klastréw ztozonych z n kul w zaleznosci od liczby Pe.
Przerywana linia oznacza tempo asocjacji brownowskiej przy utamku objetosciowym ¢ =
0.01.

Wozrost stabilnosci agregatu ze stabo oddzialujacych czastek moze by¢ jednym z aspektéw
faktu, ze kula z bardzo lepkiej cieczy jest stabilna w przeplywie $cinajacym [140, 141]. Jesli
w ukladzie tworzy sie agregat, to za jego rozpad moga by¢ odpowiedzialne wytacznie fluktu-
acje termiczne. Podobne wnioskowanie przeprowadzili Alexander-Katz i inni [142] analizujac
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Rysunek 4.35: Tempa rozpadu duzych klastréw dla danej liczby Pe w zaleznosci do liczby kul w
klastrze. Przerywana linia oznacza tempo asocjacji brownowskiej przy utamku objeto$ciowym

¢ = 0.01.

rozwijania sie w przeplywie polimeréw zwinietych w globule. W swojej pracy pokazuja, ze
aby bialko zostalo rozwiniete przez przeplyw najpierw na skutek losowych fluktuacji musi
pojawi¢ sie wystajaca poza globule biatka pewna jego czesé. Dopiero ta wystajaca czesé jest
wyciggana przez przeplyw.

Jest to sytuacja inna od obserwowanej dla zawiesin z silnie oddzialujacymi czastkami.
W takim przypadku agregaty maja stabilny i sztywny ksztalt, ktéry jednak w miare prze-
bywania w przeplywie $cinajacym i do$wiadczania naprezen zmienia sie dazac do bardziej
kompaktowego - ro$nie wymiar fraktalny [143]. W agregatach stabo oddziatujacych kul, kto-
re zachowuja sie bardziej jak krople niz sztywne fraktale wymiar fraktalny caly czas jest
zblizony do 3.

Dla poréwnania obliczona zostala catkowita sita, ktora rozrywata by agregat, gdyby jego
elementy potaczone byty ze soba sztywno. Agregaty byly losowane identycznie jak dla symu-
lacji z rozpadaniem sie stabo oddziatujacych czastek. Nastepnie zalozone zostalo, ze agregat
jak bryla sztywna obraca sie z predkoscia katowa 5/2 zgodnie z przepltywem. W oblicze-
niach zostaly uwzglednione oddziatywania hydrodynamiczne w przyblizeniu Rotne-Pragera-
Yamakawy. Dla takiego ruchu obliczona zostala z praw Faxéna sila dzialajaca na kazda kule
w agregacie. Powierzchnia wzdluz, ktérej wystepuja najwicksze naprezenia przechodzi przez
srodek agregatu i jest réwnolegla do plaszczyzny zy. Na czastki ponad ta plaszczyzng dziata
sita od przeptywu w kierunku x natomiast pod ta ptaszczyzng sita w kierunku —x. Nastepnie
zostaly zsumowane wszystkie sity ponad ptaszczyzng FT i pod plaszczyzng F~. Calkowita
sita, ktéra chce rozerwaé agregat wzdluz powierzchni xy przechodzacej przez jego srodek wy-
nosi F = Ft — F~ i w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy jest proporcjonalna do n*/3,
gdzie n jest liczba czastek, z ktorej zbudowany jest agregat (patrz rysunek 4.36). Sita, ktéra
przeciwstawia sie rozerwaniu agregatu w tej ptaszczyznie pochodzi od pierwszej warstwy kul
nad i pod plaszczyzna. Wiec jest ona proporcjonalna do powierzchni przekroju a zatem do
n?/3. Dla takich skalowan zawsze znajdzie sie takie n, ze sila rozrywajaca agregat bedzie wiek-
sza niz jego wytrzymalos¢ i agregat zostanie rozerwany. Oznacza to, ze maksymalny rozmiar
agregatu jest ustalony przez przepltyw.

Stabilno$¢ agregatéw w zaleznoéci od glebokoéci potencjatu DLVO zostata numerycznie
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zbadana przez Rena i innych [144]. Symulacje rozpadu 30-215 czastek o wymiarach frak-
talnych 1.8-3.0 byly przeprowadzane uzywajac dynamiki stokesowskiej [145] dla liczb Pe
10* — 105. Glebokoéé studni potencjalu DLVO zmieniala sie od 700 do 1400 kg7 na odle-
gloéci ok 10 nm. Sa to bardzo silnie przyciagajace sie czastki w bardzo silnym przeptywie
Scinajacym. Model byl przygotowany dla zawiesiny kul lateksu lub polistyrenu, ktére maja
rozmiary rzedu lum. W rezultacie autorzy otrzymali rozklad czastek w zawiesinie ze wzgle-
du na ich rozmiaru, ktéry posiada maksimum w potozeniu zaleznym od sity przeptywu oraz
oddziatywan, a nastepnie maleje. Bezwymiarowa liczba v w rozwazanym uktadzie jest rzedu
1, wiec efekty pochodzace od przeptywu i sit rywalizuja ze soba na podobnym poziomie jak w
niniejszej pracy doktorskiej. Natomiast z powodu silnych oddzialywan pomijany jest wpltyw
ruchéw Browna.

Stabo oddzialujace czastki maja zupelnie inny mechanizm ustalania si¢ maksymalnego
rozmiaru klastra. Klaster nie jest ograniczony poprzez naprezenia mechaniczne powstajace w
wyniku przeplywu jak w klastrach sztywnych [146, 137, 147, 148] Ze wzgledu na bilans tempa
asocjacji i odrywania sie czastek klastry albo powstaja albo nie powstaja. Jesli juz powstaja,
to sa stabilne i rosna. Potwierdzenie takiej tezy mozna znalezé w eksperymentach agregacji
biatek [37, 44, 42], gdzie powyzej pewnego tempa Scinania klastry nie powstaja, a jest ono w
sensie liczby Pe bardzo matle.

4.4 Dynamika agregacji

Wprowadzone zostaly cztery miary zagregowania. Dwie, ktére sg dogodne w analizie wyni-
kéw numerycznych oraz dwie, ktore maja swdj bezposredni eksperymentalny odpowiednik.
Najproéciej jest poréwnywadé liczby agregatow i,, ktére sktadaja sie n czastek. Sa to dane
dostepne wprost z symulacji ale takze mierzone we wspdlczesnych eksperymentach z za-
awansowang analiza obrazu [50, 132, 147]. Na ich podstawie obliczy¢ mozna Srednia wielko$é
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agregatu jako odwrotnosé liczby agregatow w danej chwili pomnozong przez liczbe czastek

N
N = —. 4.35
S (4.35)
Druga wielkoscia jest érednia wielko$¢ agregatu wazona jego rozmiarem
Na =" Pyip, (4.36)
n
gdzie prawdopodobienstwo znalezienia agregatu o n sktadowych wynosi
n X1
Po=—5 = (4.37)
Prawdopodobienstwo jest bezposrednio zwigzane z stezeniem czastek
4.3
Cn3TQ
P,="13 (4.38)

¢

Mozna wyznaczy¢ rowniez $redni drugi moment rozktadu, ktéry mierzy sie w eksperymentach
rozproszeniowych jako sygnal od zerowego kata

N3 =Y Pui2 (4.39)
n
oraz $redni promien zyracji [52, 149, 150]
G — | 2nDninpn (4.40)

gdzie p, oznacza promien zyracji klastra o rozmiarze n. W rozdziale 4.2 pokazano, ze promien
zyracji dla agregatéw o danym rozmiarze zalezy od tempa Scinania i utamka objetosciowego.
Dla kazdych ustalonych parametréw ¢, Pe obliczany jest wiec osobno. Nastepnie, dla kazdego
rodzaju klastra jako $rednia po calej trajektorii, a dopiero ten wynik wykorzystywany jest
do wyznaczenia $éredniej dla kazdej chwili symulacji.

4.4.1 Kule - dynamika agregacji
Liczba Pe =0

Na rysunku 4.37 przedstawione zostaly wartosci miar zagregowania N7, N3, N3,G w ciggu
pierwszych 607 symulacji z oddzialywaniami hydrodynamicznymi. Agregacja dla utamka ob-
jetosciowego ¢ = 0.1 nastepuje w duzo wickszym tempie niz dla dwdéch pozostatych utamkéw
objetosciowych ¢ = 0.01,0.05. Bez oddziatywan hydrodynamicznych rozbieznosci pomiedzy
utamkami objetoéciowymi sa jeszcze wigksze. Aby wartosci dla dwéch mniejszych utamkéw
objetosciowych byly czytelne, na kolejnych wykresach pominiety zostanie uktad o najwiekszej
gestosci. Garb w rozkladzie klastréw wedtug prawdopodobiefistwa Ny przy gtadkim wzroscie
odwrotnosci liczby klastrow N dla utamkéw objetosciowych ¢ = 0.05,0.1 wskazuje na rozpad
duzych klastrow, ktore powstaly na samym poczatku procesu agregacji. Zjawisko to mozna
wyttumaczy¢ rozrywaniem powstajacych gwaltownie ze wzgledu na gesty rozktad przestrzen-
ny przypadkowych, rozlegltych agregatéw. Sa one rozdzielane przez przeptyw na mniejsze,
nim zdaza sie wewnetrznie zreorganizowac.

Zakladajac, ze agregaty maja ksztalt sferyczny, mozna poréwnaé¢ miary zagregowania dla
modelu nieskoficzenie rozrzedzonego (patrz rozdzial 3.4.6) z modelem o skonczonym utamku
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Rysunek 4.37: Poczatek procesu agregacji z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+) dla
liczby Pe = 0.

objetosciowym w najprostszym przypadku - bez przepltywu. W modelu rozrzedzonej zawiesiny
wszystkie parametry odpowiadaja tym z symulacji o skonczonym utamku objetosciowym, a
tempa asocjacji par czastek wyliczone zostaly w oparciu o wartosci teoretyczne zaréwno
w przypadku uwzgledniajacym, jak i pomijajacym oddzialywania hydrodynamiczne. Model
rozrzedzonej zawiesiny musi zaktadaé pewien wspdtczynnik dyfuzji monomeru i agregatu. Bez
oddziatywan hydrodynamicznych wspoétezynnik dyfuzji agregatu skaluje sie jak 1/n z liczba
monomerow, poniewaz agregat porusza sie jak érednia wszystkich budujacych go czastek.
Wsp6lezynnik dyfuzji agregatu o tej samej objetoéci skaluje sie jak n'/?. Tempa rozpadu
zostaly przyjete zgodnie z wynikami symulacji w rozdziale 4.1. Dla agregatéw o rozmiarze
wiekszym niz n = 5 przyjete zostalo tempo rozpadu na dowolng sktadowa konfiguracje takie
samo i réwne tempu dla rozpadu agregatu o rozmiarze n = 5. Jest to pewne przeszacowanie
tempa rozpadu, poniewaz wiadomo, ze stabilno$¢ agregatu rosnie z rozmiarem (patrz rozdzial
4.3.2). Ostatecznie dla € = 5kpT' bez przeplywu, tempo rozpadu jest co do wartosci bardzo
male w poréwnaniu z tempem asocjacji (patrz rysunek 4.32), wiec nie bedzie to proces o
dominujacym znaczeniu.

Uktad réwnan rézniczkowych dla agregatéw o rozmiarach od n = 1 do n = 200 (200
réwnan rézniczkowych) zostal rozwiazany numerycznie przy pomocy oprogramowania bio-
NetGen [151]. Miary agregacji N7, N2, N3 zostaly wyznaczone bezposrednio z rozwigzania
numerycznego, natomiast sredni promien zyracji przy pomocy teoretycznego wzoru dla poli-
meru zapadlego do globuli (wzér (4.23)).

Tlustracja miar zagregowania w przypadku symulacji w granicy zerowej koncentracji oraz
w przypadku symulacji dla utamka objeto$ciowego ¢ = 0.01 znajduje sie na rysunku 4.38.
Aby poréwnaé model o zerowej koncentracji z modelem o skonczonej koncentracji nalezy
przeskalowaé go przez koncentracje, z ktéra bedzie poréwnywany (odpowiadajaca utamkowi
objetosciowemu ¢ = 0.01). Uwzgledniajac oddzialywania hydrodynamiczne model rozrzedzo-
nej zawiesiny w kazdej z miar agregacji dobrze odzwierciedla zachowanie ukladu o utamku
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Rysunek 4.38: Poréwnanie agregacji rozrzedzonej zawiesiny (¢ = 0) i o skonczonym utamku
objetosciowym (¢ = 0.01) w zaleznoséci od modelu oddzialywan hydrodynamicznych (HI-
JHI+) dla liczby Pe = 0.

objetosciowym ¢ = 0.01. Widoczne jest nieznaczne przeszacowanie Sredniego rozmiaru agre-
gatu wedlug miar N7 i A5 oraz sygnatu dla kata zerowego N3. Najmniejsze réznice wystepuja
w przypadku promienia zyracji, ktory bardzo dobrze pokrywa sie dla odpowiadajacych sobie
modeli. Rozbieznosci nie sa duze na obserwowanym etapie agregacji. Pomimo iz bez od-
dzialywan hydrodynamicznych wzajemne wspoétczynniki dyfuzji pojedynczych monomerow
sa wieksze niz z oddziatywaniami hydrodynamicznymi, to agregacja bez oddzialywan hydro-
dynamicznych nastepuje wolniej. Jest to zwigzane bezposrednio ze wspétczynnikiem dyfuzji
agregatu w jednym i w drugim modelu. Pomimo identycznego éredniego promienia zyracji
moga wystepowaé rozbieznoéci w strukturze klastrow w miare agregacji. Mozliwa jest sy-
tuacja, w ktérej rézne rozklady majg rézng ilo$é klastréw Ns oraz dwa pierwsze momenty
(N2, N3) a ich promien zyracji jest podobny ze wzgledu na funkcje, ktéra pozwala obliczyé
sredni promien zyracji w funkcji liczby agregatéw. Fakt, ze zachowania modelu rozrzedzo-
nego odtwarzaja zachowania symulacji brownowskich, swiadczy o tym, ze zaproponowane
skalowania wspétczynnikéw dyfuzji (patrz rozdzial 3.4.6) sa poprawne. Ulamek objetosciowy
¢ = 0.01 w symulacjach brownowskich zachowuje si¢ bardzo podobnie jak rozwiazanie réw-
nania bilansu mas, cho¢ systematyczne przeszacowanie miar zagregowania wskazuje, ze moze
byé¢ wciaz zbyt duzy na przyblizenie zerowej gestosci.

Wiele interesujacych informacji mozna znalez¢é poréwnujac agregacje dla liczby Pe = 0 w
zaleznodci od gestosci i uwzglednienia oddziatywan hydrodynamicznych.

Dla utamka objetosciowego ¢ = 0.05 bez przepltywu, odwrotnosé liczby agregatéw N7 (ry-
sunek 4.39 panel A) zachowuje sie podobnie jak dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01. Model
z oddzialywaniami hydrodynamicznym wykazuje wicksze zagregowanie. Ciekawy jest prze-
bieg w czasie $redniej liczby agregatéw i sygnatu dla kata zerowego. Do pewnego momentu
t =~ 4507p nie jest widoczna réznica w Sredniej wielkosci agregatéw. Dla rozproszonych gestych
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Rysunek 4.39: Poréwnanie agregacji zawiesiny kul o utamkach objetosciowych (¢ = 0.01,0.05)
w zaleznoéci od modelu oddzialtywan hydrodynamicznych (HI-,HI+) dla liczby Pe = 0.

uktadéw bez przeptywu, na poczatku procesu agregacji oddzialtywania hydrodynamiczne nie
odgrywaja duzej roli. Dominujacy jest potencjal oddzialywan pomiedzy czastkami. Rozréz-
nienie nastepuje dopiero pézniej, pomimo iz catkowita liczba agregatéw z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi jest wicksza. Wskazuje to na inny rozklad agregatéw w danej chwili w
zaleznosci od ich rozmiaru. Model bez oddzialywan hydrodynamicznych ma ogdlnie wieksza
liczbe agregatéw ale o mniejszych rozmiarach niz model z oddzialywaniami hydrodynamicz-
nymi. Interesujace sa oscylacje sredniego rozmiaru agregatu w symulacjach bez oddzialywan
hydrodynamicznych, ktére pojawiaja sie, gdy miary zagregowania Ny, N3 zaczynaja si¢ roz-
ni¢. Skorelowane sg one z oscylacjami Sredniego promienia zyracji. Proces tworzenia sie agre-
gatow bez przeplywu jest rézny w zalezno$ci od modelu oddzialtywan hydrodynamicznych.
Na poczatku procesu agregaty tworza sie skupiajac swobodne monomery, ktére sa rozmiesz-
czone rownomierne w przestrzeni. W miare ro$niecia agregaty traca mobilno$é¢ w réznym
tempie zaleznie od modelu oddzialywan. Gdy nastepnie zaczynaja sie taczyé bez oddzialy-
wan hydrodynamicznych tworzg rozciggle struktury przez dltugi czas, zanim ruchy Browna
zrelaksuja ich ksztalt, lub roztacza si¢ tworzac dwa mniejsze agregaty obok siebie. W ten
sposéb powstaja oscylacje promienia zyracji i Sredniego rozmiaru klastra w symulacjach bez
oddzialywan hydrodynamicznych (rysunek 4.39 panel D). W przypadku z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi widoczny jest spadek sredniego promienia zyracji na samym poczatku
procesu agregacji przy jednoczesnym wzroscie Sredniego rozmiaru klastra; oznacza to relak-
sacje ksztaltow agregatéw z rozciagltych do globularnych. Oddzialywania hydrodynamiczne
natomiast sprawiaja, ze dynamika jest raczej podobna do kropel, ktore po kontakcie chca dy-
namicznie zlaé¢ sie w jedna catoéé. Ruchy Browna dzieki oddzialywaniom hydrodynamicznym
staja sie bardziej efektywne w relaksowaniu ksztaltu agregatu do kulistego.

W przypadku utamka objetosciowego ¢ = 0.05 wida¢ wiele cech trajektorii znacznie
rézniacych sie od symulacji o utamku objetosciowym ¢ = 0.01. Uklad o takiej gestosci nie
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jest poprawnie opisywany przez model rozrzedzonej zawiesiny.

Liczba Pe > 0

Zmiany miar agregacji N1, N2, N3,G w czasie, dla trzech réznych liczb Pe = 0,1.5,6.5, dla
ustalonego utamka objetosciowego ¢ = 0.01 pokazane sg na rysunkach 4.40,4.41, a dla utamka
objetosciowego ¢ = 0.05 na rysunkach 4.42 i 4.43. Na wszystkich panelach i wedtug wszyst-
kich zaprezentowanych miar, symulacje o umiarkowanym przeplywie agreguja najszybciej.
Wskazuje to na istnienie optymalnego przeplywu écinajacego, przy ktérym agregat powsta-
je najszybciej. Dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01 czas 45075 nie jest wystarczajacy aby
nastapita znaczaca agregacja dla liczby Pe = 6.5. Wynika to ze zwigkszonego tempa odry-
wania sie czastek od agregatu przy tak duzym przeplywie. Mimo to agregacja nastepuje,
cho¢ powoli. Z rozwazan w rozdziale 4.3.2 wynika, ze powyzej pewnej liczby Pe agregacja nie
nastapi w ogole. Mozna zaobserwowaé bezwzglednie wieksze tempo agregacji w symulacjach
uwzgledniajacych oddziatywania hydrodynamiczne, Sredni promien zyracji agregatow pozo-
staje jednak zdecydowanie mniejszy niz w symulacjach bez nich. Jest to zwiazane z réznica
morfologii agregatéw w tych dwéch przypadkach (parz rozdzial 4.3.1). Zjawiskiem, ktore o
wiele silniej wystepuje w symulacjach bez oddzialywan hydrodynamicznych jest oscylacja
sredniego rozmiaru agregatu i promienia zyracji. Gdy agregaty przeptywaja obok siebie nie
zlewajg sie w jedna krople jak nastepuje to w przypadku z oddzialywaniami hydrodynamicz-
nymi. Na chwile stykaja sie i pltyna dalej osobno, poniewaz przeplyw, ktory je unosi nie jest
modyfikowany przez obecnos¢ czastek w przepltywie. W trakcie takiego zderzenia nastepuje
przeplyw czastek z jednego agregatu do drugiego.

W symulacjach o utamku objetosciowym ¢ = 0.05 (rysunki 4.42 i 4.43) miary zagrego-
wania w przypadku najsilniejszego przeplywu majg wartosci wyraznie wyzsze w porownaniu
z symulacjami o ulamku objetoéciowym ¢ = 0.01. Zaréwno odwrotnoéci liczby agregatow,
jak i Srednie wielkosSci agregatu w symulacjach z oddzialywaniami hydrodynamicznymi maja
znaczaco wieksze wartoéci. Odwrotna tendencja obserwowana jest dla $redniego promienia
zyracji, ktéry w przeplywie jest wielokrotnie wiekszy bez oddzialywan hydrodynamicznych.
Zauwazy¢ mozna w przypadku symulacji bez oddzialywan hydrodynamicznych wysycenie
miar agregacji w chwili, gdy w podstawowej komérce pozostaje wciaz kilkanascie agregatow
(symulacje bez oddzialywan hydrodynamicznych przeprowadzane byly dla catkowitej liczby
kul N = 4096). W symulacjach z oddzialywaniami hydrodynamicznymi ten wzrost nie za-
trzymuje si¢. R6znice wyjasnia ksztalt agregatéw opisany juz w poprzednim rozdziale. Bez
oddzialywan uktad tworzy fibryle wzdluz przeptywu. Z oddziatywaniami hydrodynamicz-
nymi otrzymuje sie globule, ktére ptynac sklejaja sie az wszystkie monomery znajda sie w
agregacie.

Ze zmiana utamka objetoSciowego zmieniaja sie proporcje pomiedzy iloscia agregatéow o
danych rozmiarach w zawiesinie. Zjawisko to moze mie¢ znaczenie dla ewolucji chemicznej i
konformacyjnej (zmiana oddzialywan pomiedzy czastkami na specyficzne), jesli taka wystepu-
je. Wskazdwka, ze kinetyka agregacji moze mie¢ znaczenie dla wlasnosci agregatéw pokazuja
wyniki doswiadczen z agregacja B-amyloidow. Zaleznie od stezenia zawiesiny powstaja agre-
gaty o réznych wlasnosciach [60]. Od widkien dtugich i sztywnych w matych stezeniach (wolna
agregacja) do bardzo gietkich w wysokich stezeniach (szybka agregacja). Mozna postawié¢ te-
ze, ze ta réznica ma podloze miedzy innymi w zmieniajacej sie wraz z koncentracja dynamice
procesu.

Charakter wykreséw $redniej liczby klastréw N7 zmienia si¢ w zaleznie czy uwzgledni sie
oddziatywania hydrodynamiczne, czy nie. Bez oddzialywan hydrodynamicznych klastry tacza
sie ze soba w podobnym tempie niezaleznie od sity przeptywu. Oddziatywania hydrodyna-
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Rysunek 4.42: Agregacja zawiesiny kul bez oddzialywan hydrodynamicznych (HI-) dla ulamka
objetosciowego ¢ = 0.05 w zaleznoéci od tempa przeplywu.
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ulamka objetoéciowego ¢ = 0.05 w zaleznosci od tempa przeptywu.
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miczne wprowadzaja wyrazne zroznicowanie w tej statystyce. Mozna to wyjasni¢ w oparciu
o nastepujacy mechanizm. Agregaty tworzone w przeplywie Scinajacym z oddzialywaniami
hydrodynamicznymi sg globularne i ich Srednica ro$nie wraz z liczba monomeréw, ktore bu-
duja agregat. Zatem liczba czastek, ktora naplywa do agregatu unoszona przez przeplyw
zwieksza sie wraz z rozmiarem agregatu - ro$nie ,,przekrdj” czynny na zderzenia powstale w
skutek unoszenia czastek przez przepltyw. Bez oddzialywan tworza sie natomiast wrzeciona
rozciagajace sie na cala komoérke periodyczna. W takiej sytuacji promien czynny na przeptyw
Scinajacy nie rosnie a czastki docieraja gtéwnie na skutek dyfuzji od bokéw, ktéra nie zmie-
nia sie wraz z natezeniem przepltywu. Sytuacje te mozna zaobserwowacé ogladajac wizualizacje
trajektorii z symulacji brownowskich szczegélnie na panelach C i E rysunku 4.3.

Niezaleznie od zastosowanego modelu oddzialywan hydrodynamicznych w symulacjach
zaobserwowaé mozna wystepowanie maksymalnej predkosci agregacji w zaleznosci od tempa
Scinania. Maksymalna predko$é¢ agregacji mozna zaobserwowaé poprzez najwicksze wartosci
miar zagregowania dla wybranej chwili. Na rysunkach 4.44 i 4.45 przedstawiona jest zmiana
stopnia zagregowania dla symulacji o utamku objetosciowym ¢ = 0.01 zaleznie od liczby Pe
dla czterech momentéw wybranych z symulacji 75,150,225, 30075. Zaréwno z oddzialywa-
niami hydrodynamicznymi jak i bez, redni rozmiar agregatu N7 przedstawiony na panelach
A posiada maksimum okoto Pe = 1 dla t = 757p, a nastepnie przesuwa si¢ w ku mniejszym
liczbom Pe dla pdézniejszych czaséw.

Sredni rozmiar agregatu Ny w symulacjach bez oddzialywan hydrodynamicznych jest
mniejszy, a jego maksimum przesuniete jest w strone stabszych przepltywéw w poréwnaniu
z symulacjami uwzgledniajacymi oddzialywania hydrodynamiczne (panele B na rysunkach
4.44 i 4.45). Takie samo zachowanie w miare uplywu czasu obserwuje sie dla drugiego mo-
mentu rozkladu (panele C). Oddzialywania hydrodynamiczne wplywaja na liczbe agregatéw
dla umiarkowanych przeplywoéw zaréwno poprzez zmiane wzglednej mobilnosci czastek jak
i zmiane przeplywu wokét nich. Czastki, ktére oddzialuja miedzy sobg hydrodynamicznie
maja mniejsza wzgledna mobilnosé i ostabiaja przepltyw w swoim otoczeniu. Ich agregaty sa
stabilniejsze niz czastek nie oddzialujacych hydrodynamicznie.

Sredni promien zyracji bez oddzialywan hydrodynamicznych jest wiekszy i na pewnym
etapie ewolucji uktadu ma dwa wyrazne maksima. Podwdjne maksimum to efekt wielkiego
wydhluzenia agregatéw bez oddzialywan hydrodynamicznych w przeplywie Scinajacym. Pro-
mien zyracji dla agregatu o ustalonej wielkosci dla ustalonego ulamka objetosciowego jest
rosnaca funkcja tempa $cinania - agregat jest tym bardziej wydtuzony im silniejszy przeplyw.
Waga, z jaka agregat o danym rozmiarze wchodzi do réwnania na $redni promien zyracji, to
z dokladnoscia do unormowania - N3 (patrz rozdzial 4.2). Jesli polaczyé ze soba wykres N
i odpowiednio szybko rosnaca wraz z tempem Scinania postacia funkcyjna promienia zyracji,
mozna otrzymac rozklad promienia zyracji z dwoma maksimami. Oddzialywania hydrody-
namiczne zapewniajg agregatom ksztalt globularny i promien zyracji dla globul, ktéry jest
monotoniczng funkcja rozmiaru agregatu niezalezna od tempa Scinania. W rezultacie obser-
wuje si¢ jedno maksimum w zaleznosci od liczby Pe, ktére zlokalizowane jest w tym samym
miejscu, w ktérym maksima pozostalych miar zagregowania.

Dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01 czas t = 3007 oznacza wczesny etap ewolucji (patrz
rysunek 4.42), natomiast dla utamka objetosciowego ¢ = 0.05 uklad jest na znacznie bardziej
zaawansowanym etapie. Wraz ze wzrostem utamka objetosciowego zmienil si¢ znacznie cha-
rakter wykreséw, szczegélnie dla duzych liczb Pe. W gestym uktadzie, dla silnych przeptywéw
wartosci poszczegblnych miar zagregowania sg istotnie odlegte od 0, a jednak pomiedzy 22575
a 3007p nie ma wielkich réznic na zadnym z paneli rysunkow 4.46 i 4.47. To sytuacja inna
niz w przypadku ukltadu o utamku objetoéciowym ¢ = 0.01, gdzie agregacja jest zdecydo-
wanie wolniejsza i kolejny argument za tym, ze wzrost gestosci uktadu znaczaco wpltywa na
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Rysunek 4.44: Wartosci Srednie miar zagregowania kul po czasach ¢t = 75,150, 225, 30075, dla

utamka objetosciowego ¢ = 0.01, bez oddzialywan hydrodynamicznych (HI-) w zaleznosci od
tempa przepltywu.
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Rysunek 4.45: Wartosci érednie miar zagregowania kul po czasach ¢ = 75, 150, 225, 30073, dla

ulamka objetosciowego ¢ = 0.01, z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+) w zaleznosci
od tempa przeptywu.
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Rysunek 4.46: Wartosci érednie miar zagregowania kul po czasach ¢ = 75,150, 225, 30073, dla
ulamka objetosciowego ¢ = 0.05, bez oddzialywan hydrodynamicznych (HI-) w zaleznosci od
tempa przepltywu.
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Rysunek 4.47: Wartosci érednie miar zagregowania kul po czasach ¢ = 75,150, 225, 30073, dla
ulamka objetosciowego ¢ = 0.05, z oddzialywaniami hydrodynamicznymi (HI+) w zaleznosci
od tempa przeptywu.
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rozktad wielkosSci agregatéw w czasie. Dla wigkszych stezen maksima agregacji przesuniete sa
w kierunku mniejszych liczb Pe.

Zmiane tempa agregacji w zaleznosci od tempa przepltywu mozna przedstawié jeszcze
w inny sposéb. Na rysunku 4.48 przedstawiona jest réznica pomiedzy wartosciami miary
zagregowania N3 (do$wiadczalnie - sygnal rozproszenia $wiatla dla kata zerowego pomiedzy
promieniem padajacym a rozproszonym) w dwédch chwilach podzielona przez czas, ktory
uptynatl pomiedzy tymi chwilami

N3 (t+ At) — N3 (t
Vy = 3(+AZ 3().

(4.41)

W ten sposob otrzymuje sie miare tempa agregacji w zadanym przedziale czasowym. Analo-
giczng miare tempa agregacji dla natezenia fluorescencji ThT wprowadzita Hill i inni [44] dla
procesu agregacji O-laktoglobuliny. Hill i inni zaproponowali znalezienie mozliwie liniowego
fragmentu krzywej N3 (t) i obliczenie predkosci na nim. Dane przedstawione na rysunku 4.48
powstaly w oparciu o podobne kryterium z tg réznica, ze zostal ustalony jednakowy czas po-
miaru dla wszystkich symulowanych liczb Pe. Nastepujace jakosciowe cechy zaobserwowane
w eksperymencie zostaly odtworzone w numerycznie: tempo agregacji wzrasta dla matych
liczb Pe potem nasyca sie a nastepnie maleje (panel A), dla bardzo malych liczb Pe < 0.1
przyspieszenie jest niewielkie i subliniowe (panel B), a nastepnie dla pewnego przedziatu liczb
Pe nastepuje przyspieszenie liniowe (panel C).
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Rysunek 4.48: Tempo agregacji w zaleznosci od tempa przeptywu dla utamka objetosciowego
¢ = 0.01. Panel A: caly zakres liczb Pe, panel B: subliniowy wzrost tempa agregacji dla
bardzo matych liczb Pe, panel C: liniowy wzrost tempa agregacji dla matych liczb Pe.

Proces agregacji jako cato$é¢ jest bardzo ztozony. Z wyjatkiem kilku szczegdlnych przy-
padkéw, w ktorych na poziomie prawa dzialania mas mozna zredukowaé liczbe parametrow
[84, 152], nie da sie go prosto analizowaé. Nawet w przypadku rozwiazywania ukladu réw-
nan opisujacego bilans populacji, odpowiedzi na pytania o maksymalne tempo agregacji w
ogllnym przypadku udzieli¢ mozna dopiero po numerycznym rozwigzaniu modelu. Modele
uwzgledniajace calg fizyke zjawiska sa pod tym wzgledem jeszcze trudniejsze do analizowania.
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Nalezy systematycznie eksplorowaé przestrzen parametréw i obserwowaé pojawiajace sie roz-
wiazania, ktére mogg by¢ bardzo rézne w zaleznoéci od zaproponowanych modeli oddziatywan
pomiedzy czastkami.

4.4.2 Polimery - dynamika agregacji
Pe=0

Dynamika agregacji polimeréow dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01 nie wykazuje réznic
jakosciowych w stosunku do dynamiki agregacji kul. Na rysunku 4.49 przedstawione jest po-
réwnanie unormowanego (wyrazonego w liczbie kul) §redniego rozmiaru klastra dla agregacji
kul i polimeréw. Wyniki dla agregatéow ztozonych polimeréw obliczane sa w sposéb identycz-
ny jak dla agregatow ztozonych z kul - w oparciu o liczbe kul budujacych agregat tak, ze
klaster ztozony z p polimeréw sktada sie z n = 5p kul. W ten sposéb mozna bezposrednio
poréwnaé¢ wyniki dla agregatéw zbudowanych z kul i polimeréw. Pojedyncza kula jest tez
naturalng podstawowa jednostka, ktéra pojawia sie we wzorach na $redni promien zyracji.
Zaréwno dla kul jak i polimeréw nastepuje szybsza agregacja w przypadku z oddzialywaniami
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Rysunek 4.49: Poréwnanie miar agregacji (wyrazonych w liczbie kul) dla zawiesiny polimeréw
ztozonych z 5 kul (p) z miarami agregacji dla zawiesiny zlozona z kul (k) w zaleznosci od mo-
delu oddziatywan hydrodynamicznych (HI-,HI+) dla liczby Pe = 0 i utamka objetosciowego
¢ = 0.01. Panel A) Vi, panel B) Na.

hydrodynamicznymi.

Dla wiekszych utamkéw objetoéciowych (¢ > 0.05) nie sposéb jest liczbowo poréwnaé
agregacje kul i polimeréw, poniewaz agregacja polimeréw nastepuje znacznie (rzedy wielko-
Sci) szybciej. Réznice w tempie agregacji mozna zobaczy¢ na rysunku 4.50, jesli poréwna sie
stopien zagregowania polimeréw dla utamkéw objetosciowych ¢ = 0.01 i ¢ = 0.05. Dazieje sie
tak na skutek wigkszego zasiggu przestrzennego oddzialywan (pie¢ kul dlugosci) oraz wiek-
szej stabilnosci agregatéw. Uproszczony obraz w przypadku bez przeptywu, ktory jednak
jakosciowo wyjasnia to ogromne przyspieszenie jest nastepujacy. Pojedyncza kula eksploruje
przestrzen na skutek ruchéw Browna jedynie translacyjnych. Polimer oprécz ruchéw trans-
lacyjnych ma takze ruchy rotacyjne, wiec mozna wyobrazi¢ sobie ze efektywnie zachowuje
sie jak kula o érednicy takiej, jak dtugo$é¢ polimeru. Na przyktadzie kul pokazane zostalo,
jak bardzo tempo agregacji ro$nie z gestoscia uktadu. Interesujace jest prawie natychmia-
stowe utworzenie sie olbrzymich agregatéw jedli nie mamy ani przeptywu ani oddziatywan
hydrodynamicznych (rysunek 4.50 panel B). Agregaty te nastepnie maleja rozpadajac sie na
mniejsze. W tych samych warunkach z oddziatywaniami hydrodynamicznymi agregaty sa kil-
kakrotnie mniejsze. Zjawisko to mozna zrozumieé¢ na podstawie obserwacji z symulacji kul:
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Rysunek 4.50: Poréwnanie agregacji (wyrazonych w liczbie kul) zawiesiny polimeréw zlozo-
nych z 5 kul, o utamkach objetosciowych ¢ = 0.01, 0.05, w zaleznosci od modelu oddziatywan
hydrodynamicznych (HI-,HI+) dla liczby Pe = 0.

oddzialtywania hydrodynamiczne wprowadzaja do ukltad efektywne napiecie powierzchniowe.
Agregaty bez oddzialywan hydrodynamicznych relaksuja do ksztaltu globularnego o wiele
wolniej niz uwzgledniajac oddzialtywania hydrodynamiczne. Ponadto na podstawie rozwa-
zan o efektywnej dyfuzji wiadomo, ze polimery bez oddzialywan hydrodynamicznych maja
mniejszy efektywny wspélezynnik dyfuzji (prawie trzykrotnie dla n = 5). Oznacza to, ze
uktad agregatéow dluzej pamieta swéj ksztalt i znacznie wolniej przebudowuje si¢ na skutek
ruchéw Browna do ostatecznego ksztattu.

Podobne, choé¢ bardziej gwaltowne, zjawisko nagltej agregacji a nastepnie redukcji agre-
gatéw do mniejszych wystepuje w ukladach o wigkszej gestosci (¢ = 0.1). Stopien agregacji
zmniejsza sie w pierwszych chwilach symulacji. Jest to rezultat réwnomiernego rozlozenia
polimeréw w przestrzeni na poczatku symulacji. Polimery tworza wtedy rozlegte sieci pota-
czonych jedna czy dwoma kulami agregatéow, ktére nastepnie sa rozrywane na skutek przy-
ciggania sie wiekszej iloéci kul w polimerze, tak ze w nastepstwie powstaje wieksza ilos¢
mniejszych globularnych polimeréw.

W poréwnaniu z agregatem ztozonym z kul agregat zbudowany z polimeréw jest wielo-
krotnie stabilniejszy, poniewaz zbudowany jest z pieciu potaczonych ze soba kul. Aby oderwaé
polimer potrzebna jest energia w przyblizeniu réwna energii potrzebnej do oderwania pieciu
kul.

Pe >0

Tempo agregacji polimeréw w przeplywie Scinajacym zmienia sie podobnie jak w przypadku
zwyktych kul. Dla malych przepltywéw agregacja przyspiesza w stosunku do tempa agrega-
cji bez przeptywu. Dla pewnego, krytycznego tempa Scinania jej tempo osigga maksimum,
a nastepnie spada. Unormowane miary agregacji dla trzech réznych liczb Pe obliczone na
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trajektoriach symulacji uwzgledniajacych oddzialywania hydrodynamiczne przedstawione sa
na rysunku 4.51. Poréwnanie bezwzglednych wartosci z agregacja kul (patrz rysunek 4.41)
pokazuje, ze agregacja polimeréw nastepuje szybciej odtwarzajac sytuacje przedstawiong na
rysunku 4.49. Dodatkowo zwickszona stabilno$é agregatéw zlozonych z polimeréw powoduje
szybsza agregacje dla wysokich temp $cinania Pe = 6.5. Rozklad agregatéw w zaleznosci od
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Rysunek 4.51: Unormowane miary agregacji dla zawiesiny polimeréw z oddzialywaniami hy-
drodynamicznymi (HI+), dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01, dla trzech réznych sit prze-
plywu.

liczby Pe dla kolejnych krokéw czasowych takze wyglada jak w przypadku kul. Na rysunkach
4.52 i 4.53 przedstawione sg miary zagregowania dla symulacji z utamkiem objetosciowym
¢ = 0.01. W poréwnaniu z agregacja kul dostrzec mozna réznice iloSciowe natomiast, ja-
kosciowe zjawiska sg identyczne. Bez oddzialywan hydrodynamicznych maksymalne tempo
agregacji jest wyraznie zlokalizowane po stronie matych liczb Pe. Oddziatlywania hydrodyna-
miczne sprawiaja ze maksymalne tempo agregacji jest przesuniete w strone wiekszych liczb
Pe a wykres, na ktérym przedstawione sa miary zagregowanie dla wybranych chwil w funkcji
liczby Pe bardziej rozmyty. Sredni promiefi zyracji G w sytuacji bez oddzialywan hydro-
dynamicznych, tak samo jak dla kul, posiada dwa maksima. Na rysunku 4.54 znajduja sie
analogiczne wykresy dla utamka objetosciowego ¢ = 0.05, wykonane na podstawie symulacji
z oddziatywaniami hydrodynamicznymi. Obserwuje sie zachowanie jak w przypadku symula-
cji kul. Maksimum tempa agregacji przesuneto sie w strone maltych liczb Pe dla zwigkszonej
gestosci.

Zmiana tempa agregacji polimeréw wraz z tempem Scinania w poréwnaniu do tempa
agregacji kul, na wybranym odcinku czasu, przedstawiona jest na rysunku 4.55. Przedzial,
na ktérym zostato ono zmierzone zostal wybrany tak samo jak w przypadku agregacji kul. Z
powodu wiekszej stabilnosci agregatow zlozonych z polimeréw niz z kul, pojawia sie szerszy
zakres liczb Pe, gdy obserwuje sie przyspieszona agregacje w poréwnaniu z symulacjami kul
(panel A). Tempo agregacji polimeréw dla liczb Pe < 0.3 praktycznie jest na tym samym
poziomie (panel B), a dopiero na odcinku do Pe = 1 obserwowane jest liniowe przyspieszenie
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Rysunek 4.52: Unormowane wartosci srednie miar zagregowania polimeréw po czasach
t = 75,150,225,3007s, dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01, bez oddziatywan hydrody-
namicznych (HI-) w zaleznosci od tempa przeplywu.
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Rysunek 4.53: Unormowane warto$ci Srednie miar zagregowania polimeréw po czasach
t = 75,150,225,30073, dla utamka objetosciowego ¢ = 0.01, z oddzialywaniami hydrody-
namicznymi (HI4+) w zaleznosci od tempa przepltywu.
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Rysunek 4.54: Unormowane wartosci srednie miar zagregowania polimeréw po czasach
t = 75,150, 225,30075, dla utamka objetosciowego ¢ = 0.05, z oddziatywaniami hydrody-
namicznymi (HI4) w zaleznosci od tempa przeplywu.

agregacji (panel C).
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Rysunek 4.55: Unormowane $rednie tempo agregacji polimeréw (p) i érednie tempo agregacji
kul (k) zaleznosci od sily przeptywu dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01 dla takich samych
przedzialéw czasowych. Panel A: caly zakres liczb Pe, panel B: subliniowy wzrost tempa
agregacji dla bardzo matych liczb Pe, panel C: liniowy wzrost dla malych liczb Pe.



Analiza miar zagregowania i ich zmienno$ci w czasie wskazuje, ze nie ma jakosciowych
roznic pomiedzy agregacja polimerow liniowych i kul pod warunkiem, ze oddziatywania po-
miedzy czastkami sg stabe i niespecyficzne. Agregaty sktadajace sie z wielu polimeréw i réw-
nowaznej liczby kul maja podobne wlasnoéci zaréwno morfologiczne jak i dynamiczne. Gdy
oddziatywania hydrodynamiczne sa obecne agregaty maja ksztalt globul, natomiast gdy nie
ma oddzialywan hydrodynamicznych, ksztalt cienkich wydluzonych w kierunku przeptywu
fibryli.

Od pewnego, krytycznego momentu w procesie agregacji, gdy znaczaca cze$é¢ czastek zta-
czyla sie w agregaty, fakt, czy agregat zbudowany jest z polimeréw, czy z rownowaznej im
iloéci kul nie powinien mie¢ znaczenia dla dalszego procesu agregacji. Potwierdzenie tej tezy
mozna znalez¢ poréwnujac predko$é agregacji w sensie Vi na odpowiadajacych sobie eta-
pach agregacji. Dla agregacji kul nalezy wybraé przedzial czasu o takiej samej dlugosci ale
pdzniejszy, poniewaz polimery na poczatku procesu agreguja szybciej. Nalezy wybraé taki
moment, w ktérym pojedyncze czastki prawie catkowicie zagreguja w wieksze struktury. Na
rysunkach 4.55 i 4.56 odpowiadajace sobie panele, przedstawiaja sytuacje dla tego samego
przedziatu czasowego i przedzialéw czasowych przesunietych wzgledem siebie o 12075. Punk-
ty, ktére dla tego samego przedziatlu czasowego znajdowaly sie daleko od siebie na panelach
B i C (r6zne tempa agregacji), przesuwaja sie tak, ze leza prawie na tej samej prostej (to
samo tempo agregacji). Szersze plateau na panelu A jest konsekwencja wiekszej stabilnosci
agregatéw zbudowanych z polimeréw i wlasnosé ta nie zalezy od czasu.
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Rysunek 4.56: Unormowane $rednie tempo agregacji polimeréw (p) i érednie tempo agregacji
kul (k) zaleznosci od sity przeplywu dla ulamka objetosciowego ¢ = 0.01 dla przesunietych
przedzialéow czasowych. Panel A: caly zakres liczb Pe, panel B: subliniowy wzrost tempa
agregacji dla bardzo malych liczb Pe, panel C: liniowy wzrost dla matych liczb Pe.

4.5 Wyniki numeryczne w Swietle eksperymentow

Najbardziej jaskrawym wnioskiem, ktéry plynie z przeanalizowanych rezultatow jest jako$cio-
wa réznica wynikéw pomiedzy symulacjami uwzgledniajacymi i pomijajacymi oddziatywania

113



hydrodynamiczne. Ta konstatacja jest istotna dla spolecznosci naukowej badajacej dynamike
uktadéw czastek w polach zewnetrznych. Pomijanie oddziatywan hydrodynamicznych w roz-
wazaniach i symulacjach dotyczacych zaréwno morfologii, jak i dynamiki proceséw, prowadzi
do sztucznych i niefizycznych wynikéw. Na przyktad zaniedbujac oddzialywania hydrodyna-
miczne mozna stwierdzié, ze to fibryl jest preferowanym ksztaltem w procesie agregacji w
przeplywie Scinajacym. Nie jest to prawda. Ksztalt agregatéw bez specyficznych oddziaty-
wan chemicznych jest globularny. Aby otrzymacé agregaty o innym niz globularny ksztalcie
-na przyktad fibryli, niezbedne jest dodanie odpowiedniego modelu oddzialywan pomiedzy
czastkami.

W przypadku stabo i niespecyficznie oddzialujacych czastek ich ksztalt nie ma wiekszego
wplywu ani na dynamike agregacji ani na morfologie agregatow. Analiza procesu agregacji
prowadzona dla kul i liniowych polimeréw pokazata, ze najwigksze zmiany wynikajg ze zmiany
stabilnosci agregatéw i efektywnych rozmiaréw czastek, z ktérych te agregaty sie sktadaja.

Czas brownowski 75 dla kilku charakterystycznych wielkoéci czastek zawiesiny w wodzie o
temperaturze 300K zaprezentowany zostal w tabeli 4.3. Symulacje zaprezentowane w niniej-
szej rozprawie trwaly okoto 60075. Trzecia kolumna pokazuje, w jaki sposéb przektada sig¢ to
na czas rzeczywisty. Niestety przeprowadzenie dluzszych symulacji wymaga wiekszego uktadu
w sensie liczby czastek, zeby proces agregacji mégl postepowaé dalej niz zostato to obliczone
do tej pory. Ze zwickszeniem uktadu wiaze sie wzrost zlozonosci obliczeniowej, wiec obliczenie
trajektorii dla dwa razy wigkszego uktadu N = 1024 trwaloby okolo osiem razy dluzej. Nie-
stety, w zastosowanym podejsSciu numerycznym, z powodu koniecznosci obliczania rozktadu
LU macierzy mobilnoéci dla catego uktadu, nie poddaje sie on popularnym dzi§ metodom ob-
liczen rownolegtych. Istnieja inne metody uwzgledniania oddzialywan hydrodynamicznych,
w ramach ktérych obliczenia moga by¢ przeprowadzane rownolegle takie jak na przyktad
Lattice Boltzmann, gdzie oddzialywania hydrodynamiczne pojawiaja sie niejako samoistnie.
Autor niniejszej dysertacji nie znalazl w literaturze podobnego studium wykonanego w innym
modelu oddziatywan hydrodynamicznych.

ajnm| | 7p[s] | 60075 [s]
1[2x107]12x10°C
102x107%[1.2x1073
100 | 2x 1073 | 1.2
1000 2 1200 =~ 20 min

Tabela 4.3: Charakterystyczne czasy brownowskie dla czastek o réznej wielkosci.

Dla czastek poréwnywalnych rozmiarami z amyloidem-3 (1 nm) catkowity czas symulacji
przektada sie na niecata mikrosekunde. Natomiast dla oligomeru - agregatu bez wewnetrznej
struktury 5 (N = 1000) na niecala milisekunde. Opisane w tej pracy eksperymenty agregacji
biatek przeprowadzane sa w czasie rzedu godzin. W tym czasie nastepuje wielostopniowy
proces agregacji. Od monomeréw, przez oligomery do fibryli. Pomimo takiej rozbieznosci
skal czasowych, ktora zwigzana jest miedzy innymi z sita oddzialywan pomiedzy czastkami
(niespecyficzne oddzialywania pomiedzy biatkami moga mieé gleboko$é potencjatu niewiele
wieksza niz energia fluktuacji termicznych), niniejsza praca wyjasnia nastepujace obserwowa-
ne doswiadczalnie zjawiska dotyczace agregacji bialek w przeplywie:

e liniowy wzrost tempa agregacji dla maltych temp $cinania,
e istnienie maksymalnego tempa agregacji w funkcji écinania,

e brak agregacji, gdy przeplyw Scinajacy jest zbyt szybki.
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Interesujace w $wietle wynikéow do$wiadczalnych jest, ze o ile czasteczki oddzialuja ze soba
stabo, to jakoSciowe zachowanie agregujacego ukladu nie zalezy od ksztaltu czastek, ponie-
waz symulacje agregacji kul i wydtuzonych polimeréw dajg jakoSciowo podobne rezultaty.
Dostatecznie duzy agregat luzno zwigzanych czastek nie rézni sie ,z zewnatrz” niezaleznie
od typu budujacych go czastek. Mozna si¢ spodziewaéd, ze zjawiska opisane w niniejszej roz-
prawie beda zachodzity na réznych skalach czasowych i przestrzennych, a zatem na réznych
stopniach agregacji pod warunkiem, ze czastki oddzialuja stabo. Na przyklad dla agregacji
G-amyloidéw opisane w niniejszej rozprawie procesy powinny by¢ obserwowane zaréwno gdy
monomery staja sie oligomerami a oligomery wiekszymi obiektami, ktére dopiero przebudu-
ja sie w fibryle. Rezultaty powinny tez mieé¢ jakosciowe zastosowanie do agregacji czastek o
roznych ksztattach. Wyjatkiem sa sytuacje o bardzo duzych utamkach objeto$ciowych, gdy
dtugie czastki moga tatwo tworzyé przypadkowe sieci. Te jednak sg w polu zainteresowania
odrebnych do$wiadczen.

Pokazano, ze dla bardzo malych przeplywoéw przyspieszenie w tempie agregacji jest subli-
niowe, a nastepnie liniowo rosnie az do pewnej sity przeptywu. Dla wiekszych temp przeptywu
tempo agregacji zaczyna spadac¢ az do zupelnego ustania, co réwniez zostalo zaobserwowane
do$wiadczalnie. Uktad agreguje z rézna, zalezna od sity przeptywu predkoscia albo nie agre-
guje wcale. Jest to zwiazane z niewielka sita oddziatywan pomiedzy monomerami i moze by¢
wazna wskazoéwka dotyczaca oddzialywan pomiedzy czasteczkami tworzacymi agregaty. W
przypadku sztywnych agregatéw przeplyw rozrywa i modyfikuje agregaty. Obserwowany jest
w zaleznoéci od tempa Scinania stacjonarny rozklad wielkosci agregatow, ktéry silny przeplyw
przesuwa ku mniejszym agregatom o wiekszych wymiarach fraktalnych.

Protokét doswiadczalny, ktory moze byé bezposrednio poréwnany z wynikami symulacji
zostal zastosowany w analizie wezesnych etapéw agregacji [132]. Agregujace czastki polisty-
renu o $rednicy 20 nm byty kilkakrotnie przepuszczane przez urzadzenie, w ktérym liczba
Pe =~ 10. Zawiesina znajduje sie¢ w takim przeplywie przez dziesigtki mikrosekund. To ska-
le czasu podobne do przebadanych w niniejszej pracy. Niestety, czastki oddziatuja ze soba
potencjalem DLVO o zasiegu kilku nm ze studnia potencjatu rzedu 50-500 kpT'. Z poprzed-
nich rozdzialéw wiadomo, ze pojawia sie zachowania jakosciowo rézne, gdy na skutek silnego
potencjalu agregaty staja sie sztywne i nie mogg sie tatwo reorganizowac.

115






Rozdziatl 5

Podsumowanie

Agregacja polimeréw znajduje sie¢ w centrum wielu proceséw technologicznych i biologicznych.
Towarzyszy ludzkim chorobom neurodegeneracyjnym takim jak choroba Alzheimera (agre-
gacja [-amyloidéw) czy choroba Creutzfeldta-Jakoba (agregacja prionéw). Jest przyczyna
powstawiania dokuczliwych ztogéw u ludzi przyjmujacych insuling, ktérej agregaty moga od-
ktadaé sie w poblizu miejsc iniekcji. Zrozumienie mechanizméw towarzyszacych agregacji jest
nie tylko ciekawe ale i wazne.

Jednym z niezrozumialych mechanizmoéw, ktére moga daé¢ nowe informacje o agregacji,
jest wplyw przeplywu w zawiesinie na jej agregacje. Doswiadczenia pokazuja, ze umiarkowa-
ny przeplyw przyspiesza agregacje, silny natomiast moze catkowicie jej zapobiec. Agregaty
powstajace w przeplywie maja rézne wtasciwosci zaleznie od sity przepltywu. Zmienia sie ich
ksztalt, wymiar fraktalny, sztywnos¢ i rozklad agregatéw w zawiesinie. Na wiele z tych wia-
snosci decydujacy wplyw maja wlasnosci chemiczne zawiesiny, lecz istnieja zachowania od
tych wlasnosci niezalezne.

Dwie duze klasy agregujacych czastek, ktére mozna wyszczegdlnié, to czastki oddziatujace
ze sobg stabo w poréwnaniu z energia fluktuacji termicznych oraz czastki oddziatujace silnie w
poréwnaniu z energiag fluktuacji termicznych. Agregaty czastek oddzialujacych silnie sg znane
w literaturze i badane zaréwno do$wiadczalnie, teoretycznie, jak i poprzez modelowanie nu-
meryczne ze wzgledu na swoje zastosowania w technologii. Agregaty czastek oddzialujacych
stabo i niespecyficznie, ktére obecne sa w organizmach zywych, zostatly przebadane teoretycz-
nie i numerycznie w niniejszej rozprawie. Wiekszos¢é agregatéw w kontekscie biologicznym,
zanim czastki bedace w kontakcie zmienig konformacje i zaczna oddzialywaé specyficznie
i silnie, najpierw musi oddzialywa¢ ze soba stabo i niespecyficznie. Zachowania agregatow
dwbch powyzszych typow w wielu aspektach réznia sie jako$ciowo.

5.1 Nowe rozwigzania metodologiczne

Oddzialywania hydrodynamiczne stanowig kluczowy element w problemie agregacji w prze-
plywie. W rozwazaniach teoretycznych i symulacjach numerycznych uwzglednione zostaty
poprzez macierze mobilnosci. Macierz mobilnosci wyznacza liniowg relacje pomiedzy sitami
dziatajacymi na wszystkie czastki w zawiesinie oraz przeplywem zewnetrznym a ich ruchem.
Wéréd wielu mozliwosci wybrane zostato przyblizenie Rotne-Pragera-Yamakawy - obecnie
zloty standard w symulacjach, ktéry jest kompromisem pomiedzy doktadnoscia a czasem
obliczen. Pomija ono co prawda sity lubrykacyjne dla malych odlegtodci pomiedzy powierzch-
niami kul, ale szczegély mikroskopowe w ukladach biologicznych (ksztalt czastek, geometria
oddziatywan, uwodnienie) sa tak zlozone, ze przyblizanie ksztaltéw przez kule na odlegto-
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Sciach, w ktérych obserwuje sie wpltyw lubrykacji traci sens. Wyprowadzone zostaly macierze
mobilnosci dla kul o réznych rozmiarach, ktére mogg sie przekrywaé. Zaproponowany zostal
sposéb, w jaki nalezy poprawnie wykorzystaé te macierze w réznych geometriach nie tylko w
nieskonczonej przestrzeni ale tez w periodycznych warunkach brzegowych. Wyniki te maja do-
nioste znaczenie w dziedzinie obliczeniowej mechaniki ptynéw w skali mikro, poniewaz po raz
pierwszy zaprezentowane zostalo i systematycznie wytozone pelne sformutowanie oddziaty-
wan hydrodynamicznych w przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy ze wszystkimi stopniami
swobody, dla rozlacznych i przekrywajacych sie kul. Dzigki nim poprawnie mozna badaé¢ dy-
namike cial sztywnych, ktérych ksztalt przybliza sie przy pomocy modeli ztozonych z kul o
réznych rozmiarach.

Na podstawie programu HYDROMULTIPOLE [108] powstal program do obliczania ma-
cierzy mobilnosci w nieograniczonej przestrzeni oraz w periodycznych warunkach brzegowych.
Napisany zostal program do symulacji dynamiki brownowskiej procesu agregacji kul w prze-
plywie Scinajacym, ktéry wykorzystuje obliczone macierze hydrodynamiczne.

Program ten zostal wykorzystany do symulacji agregacji kul w granicy zerowej koncentra-
cji (para kul w pustej przestrzeni) oraz pelnego procesu agregacji dla skonczonych utamkéw
objetosciowych ¢ = 0.01,0.05,0.1. Dla skonczonych utamkdéw objetosciowych przeprowadzo-
ne zostaly réowniez symulacje agregacji wydtuzonych polimeréw. Polimery zbudowane by-
ly z pieciu kul potaczonych sztywnym potencjalem harmonicznym. Wykorzystano spéjne
warunki brzegowe Leesa-Edwardsa dla ruchu czastek i oddzialywan hydrodynamicznych w
przyblizeniu Rotne-Pragera-Yamakawy, ktére uwzglednity wptyw obecnosci kul na przeptyw
zewnetrzny.

Przeprowadzono analize ksztalttu oraz stabilnosci agregatéow dla stabo oddziatujacych cza-
stek w przeplywie écinajacym. Analiza zostalta przeprowadzona na podstawie réwnania Smo-
luchowskiego i modelu oddziatywan hydrodynamicznych. Analitycznie wyznaczono jak tempo
Scinania modyfikuje efektywny potencjal trzymajacy czastke na powierzchni agregatu. Poka-
zano przy pomocy symulacji i rozwazan teoretycznych, ze, o ile agregat bedzie sie tworzyl, to
jego stabilnos$¢ bedzie rosta wraz z rozmiarem. Jest to wynik jako$ciowo inny od zachowania
agregatow silnie oddzialujacych czastek, ktére tworza sie zawsze ale ich rozmiar jest ogra-
niczany przez przeplyw i wywolane nim naprezenia wewnatrz agregatu. Powyzej pewnych
rozmiaréw agregaty takie sa rozrywane na mniejsze.

Do rozwigzania zmiennego w czasie rownania Smoluchowskiego z oddzialywaniami hy-
drodynamicznymi wykorzystano otwartg biblioteke do rozwiazywania rownan rézniczkowych
czastkowych OpenFOAM. Réwnania dynamiki populacji opisujace ewolucje uktadu agrega-
tow zostaly rozwiazane przy pomocy programu BioNetGen, ktéry stuzy do deterministycz-
nych i stochastycznych obliczen stanéw uktadéw dynamicznych w biologii systemowej.

5.2 Symulacje numeryczne

Zostala usystematyzowana wiedza teoretyczna o wplywie przeplywu Scinajacego oraz od-
dziatywan hydrodynamicznych na tempo asocjacji twardych kul. Przeprowadzono symulacje
dynamiki brownowskiej asocjacji twardych kul w rozrzedzonej zawiesinie zaréwno z jak i
bez oddzialywan hydrodynamicznych. Obliczone tempa asocjacji porownano z wynikami teo-
retycznymi w granicy malych (tempo asocjacji o Pel/ 2) i duzych liczb Pe (tempo asocjacji
x Pe). Wyznaczone zostaly zakresy, kiedy przyblizenia dla matych oraz duzych liczb Pe moga
by¢ stosowane. Analiza numeryczna potwierdzita, ze stosowanie fenomenologicznego wzoru,
ktory w sposob gtadki taczy oba asymptotyczne zachowania jest uprawnione.

Wykonane zostaly symulacje rozpadu malych agregatéow, zeby oszacowaé wplyw gltebo-
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kosci potencjatu przyciagania miedzy czasteczkami na agregacje. Symulacje rozpadu duzych
agregatéw wykorzystane zostaly do numerycznego zbadania stabilnosci w zaleznoéci od tempa
Scinania i wielkosci agregatu. Dla potencjatu Lennarda-Jonesa o gtebokosci 5kpT wykonano
serig symulacji agregacji kul i liniowych polimerow sktadajacych sie z 5 kul kazdy w przypad-
ku uwzgledniajacym i pomijajacym oddzialywania hydrodynamiczne. Pokazane zostalo, ze
agregaty czastek o stabym i niespecyficznym potencjale oddzialywania, majg zupelnie inne
wlasnosci niz agregaty silnie zwiazanych monomeréw znane z eksperymentéw w kontekscie
technologicznym: kul lateksu czy polistyrenu.

Wyniki symulacji zostaly poddane analizie zaréwno pod katem morfologii agregatow jak
i dynamiki procesu agregacji ze wzgledu na obecnosé oddziatywan hydrodynamicznych. Wy-
kazano, ze ksztalty agregatéw nie réznia sie od siebie jedynie gdy nie ma przeptywu. Jesli
w uktadzie wystepuje nawet maly przeptyw, bez oddzialywan hydrodynamicznych agregaty
maja ksztalt wydtuzonych fibryli. Gdy uwzgledni sie oddzialywania hydrodynamiczne ksztalt
jest globularny i przewaznie zblizony do sferycznego. Wplyw oddzialywan hydrodynamicz-
nych na ksztalt zostal wyjasniony w oparciu o prosty analityczny model. Pokazane zostalo, ze
dynamika agregacji jest jakoSciowo inna zaleznie od przyjetego modelu oddziatywan hydrody-
namicznych. To konsekwencja relacji pomiedzy wspdtczynnikami dyfuzji agregatéw o réznej
wielkoéci w stosunku do siebie i do predkoéci unoszenia. Dla agregatéw bez oddzialywan
hydrodynamicznych krétkoczasowy wspélezynnik dyfuzji skaluje sie jak 1/n, gdzie n ozna-
cza liczbe monomeréw, z ktorych zbudowany jest agregat. Oddzialywania hydrodynamiczne
zmieniaja te zaleznosé na 1/n'/3.

Pokazane zostato, ze agregaty, ktorych wnetrza moga sie reorganizowaé, raczej nie rozry-
waja sie w przeplywie. Zmiana tempa agregacji w miare wzrostu przeptywu wynika z cha-
rakterystycznego czasu oczekiwania na przybycie nowej czastki i czasu jaki nalezy czeka¢ na
oderwanie sie czastki od agregatu. Tempa te majg inna zmiennos¢ wraz ze wzrostem tem-
pa $cinania. W rezultacie istnieje optymalne tempo przeptywu $cinajacego w ktérym uktad
agreguje najszybciej.

5.3 Wplyw przeptywu Scinajgcego na agregacje

Przeptyw Scinajacy modyfikuje proces agregacji zaréwno na poziomie morfologii agregatow
jak i dynamiki ich powstawania. Morfologia agregatéw zalezy od charakteru koloidu. Z jednej
strony sa koloidy, ktére maja potencjal typu DLVO odpychajacy na duzych odlegtosciach a
przyciagajacy na malych o bardzo glebokiej studni potencjatu (setki razy silniejszy od energii
fluktuacji termicznych), ktéry realizowany jest na przyktad przez kule z lateksu lub polisty-
renu zawieszone w wodzie. Agregaty utworzone z takich czastek majag sztywna strukture o
wymiarach fraktalnych mniejszych niz 3, ktére moga by¢ rozrywane przez silny przeptyw, a
wlozone do umiarkowanego przepltywu zmieniaja swoja strukture na bardziej kompaktowsa -
o wiekszym wymiarze fraktalnym. Z drugiej strony sa uklady czastek, ktére oddziatlujg ze
soba stabo (kilka kpT) realizowane przez niespecyficznie oddzialujace biatka. Agregaty takie
przybieraja ksztalt na ogdl globularny a przeplyw utrwala ten ksztalt. Zachowuja sie one
bardziej jak krople niz ciata state. Ich wewnetrzna struktura wciaz sie reorganizuje, a czastki
sa gesto upakowane. Wymiar fraktalny agregatéw stabo oddziatujacych czastek jest zblizony
do 3.

Dynamika agregacji zmienia sie takze w zaleznosci od charakteru oddziatywan. Na ogdt
przeplyw do pewnego stopnia przyspiesza agregacje jednak jesli jest zbyt duzy, czastki stabo i
silnie oddziatujace zachowuja sie inaczej. Czastki silnie oddziatujace tworza agregaty, ktorych
wielkos¢ ograniczona jest przez ich wytrzymalto$é mechaniczna. Czastki stabo oddzialujace
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nie agreguja, a jesli juz zaczynaja agregowac, to przeplyw nie ogranicza ich rozmiaru.

Agregacja czastek o stabym oddzialywaniu przebiega podobnie niezaleznie od tego czy
monomery sg sferyczne czy tez maja wydtuzony ksztalt. Agregaty staja sie sferyczne lub w
ksztalcie sptaszczonych sferoid o najmniejszym wymiarze w kierunku wirowosci przepltywu.
Oznacza to, ze dla osiagniecia ksztaltéow, ktore nie sg sferyczne niezbedne sa oddziatywania
specyficzne, ktére zapewnia pozadany ksztalt [153]. W przypadku S-amyloidéw wiadome jest,
ze przed pojawieniem sie fibryli pojawiaja sie oligomery, w ktérych monomery przebywaja
dostatecznie dlugo by powstaly specyficzne wiazania, ktére buduja struktury 3 [57]. Dopiero
one buduja fibryle.

Przyspieszenie agregacji przez przeplyw Scinajacy zaobserwowane w symulacjach, w za-
leznosci od tempa Scinania, podlega takiemu samemu zachowaniu dla niespecyficznie oddzia-
tujacych kul, jak dla tworzacych sie fibryli zaobserwowane eksperymentalnie. Bardzo maty
przeplyw przyspiesza agregacje w stopniu znikomym, nastepnie wystepuje faza liniowego
przyspieszenia az wreszcie agregaty i fibryle przestaja sie tworzy¢ [44]. Prawidlowosé ta jest
istotnym argumentem, ze w procesie fibrylogenezy nie wystepuje proces samo-zasiewania,
ktory postulowany jest na podstawie doswiadczen [154] jak i zaproponowany zostal do mo-
delowania tworzenia sie fibryli na poziomie réwnan M (prawa dzialania mas) [122]. Proces
ma polegaé na tworzeniu si¢ fibryli, ktére nastepnie rozpadaja sie i stuza jako jadra agregacji
dla kolejnych fibryli. Wspélcezynniki odezytane przez Knowlesa i innych [122] na podstawie
pracy Hill i innych [44] nie daja w efekcie liniowej zaleznosci tempa agregacji od sily prze-
plywu zaobserwowanej w eksperymencie. Kolejnym argumentem przeciwko jest wyjatkowa
mechaniczna trwatosé fibryli. Jest mato prawdopodobne by rozpadaly sie czy to ze wzgledu
na stosowane przeptywy czy w skutek fluktuacji termicznych. Co wiecej, gdyby tak rzeczy-
widcie bylo tempo wzrostu fluorescencji powinno mieé charakter nie liniowy a wyktadniczy,
gdyz przyrost liczby fibryli Ny powinien by¢ proporcjonalny do liczby fibryli

dNy

D Cle — Nf(t) = Cyexp [Clt] . (5.1)

Przeciwko tezie o samo-zasiewaniu $wiadcza takze eksperymenty na a-synukleinie [46]. Zawie-
sina byta cyklami przepuszczana przez membrane, gdzie doswiadczala przeptywu Scinajacego.
Przyrost fluorescencji ThT byl proporcjonalny do liczby przeptynieé przez membrane a wiec
do czasu, ktéry zawiesina spedza w przeplywie.

Ograniczenie wzrostu fibryli mozna wyjasni¢ bez argumentéw o tamaniu sig fibryli. Nawet
bardzo dhugie fibryle w eksperymentach sa rozmieszczone w przestrzeni rownomiernie jesli
chodzi o kierunek osi fibryla (patrz rozdzial 1.6.2). Gdy fibryl jest dostatecznie dlugi liczba
Pe na jego koncach ma duzo wyzsza warto$é, poniewaz liniowy wymiar fibryla jest bardzo
duzy. Oznacza to, ze stabo oddzialujace czastki nie zdaza sie ,przebudowac” i dotaczyé¢ do
fibryla nim przeplyw nie uniesie ich ze soba.

Wiegkszo$é eksperymentow badajacych tempo powstawania fibryli to eksperymenty flu-
orescencyjne z wykorzystaniem ThT. Mierzona jest fluorescencja przytaczony do fibryli czg-
steczek ThT a nie samych fibryli. Mozliwe, ze takie eksperymenty nie sa dobra miara tempa
tworzenia sie fibryli, poniewaz to wtasnie dynamika przyczepiania sie molekut do gotowych
juz fibryli jest decydujaca dla pomiarow. Taka wtasnie dynamike niespecyficznego przytacza-
nia si¢ do istniejacych juz fibryli bardzo dobrze modeluje rozwazany w niniejszej rozprawie
proces agregacji.
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Dodatek A

Gestosci sil indukowanych

Czastka sferyczna o promieniu a w plynie o lepkoséci p, na ktora dziata sita F, zgodnie z
prawem Stokesa [155] porusza sie z predkoscia

F

= . Al
6mua (A1)

Na czastce obowiazuja warunki przylegania a zatem
v(ir)=U, res, (A.2)

gdzie S oznacza powierzchnie czastki a v (r) jest polem predkosci w ptynie. Ptyn musi spelniaé
warunki brzegowe na czastce. W celu uproszczenia rozwigzania wprowadza sie konstrukcje
sit indukowanych. Zamiast rozwazaé stala czastke w plynie, mozna zastapié¢ czastke ptynem
oraz rozkladem sil indukowanych tak, aby przepltyw w miejscu gdzie znajdowata si¢ granica
czastki i ptynu byl dokladnie taki sam jak gdyby znajdowala si¢ tam czastka [156, 69, 70].

W nastepujacych wyprowadzeniach, dla klarownosci rozumowania, bede uzywal podwdj-
nej notacji: wektorowej i z greckimi indeksami, ktére oznaczaja wspolrzedne kartezjanskie.
Wybér rozktadu gestosci sit indukowanych f nie jest jednoznaczny. Dla twardych kul z wa-
runkiem brzegowym przylegania wygodnie uzywac jest rozkladu, ktéry skoncentrowany jest
na powierzchni sfery

f=—-0(r—R|—a)o(r) n. (A.3a)
[flo = =0 (r = R[ = a) [0 (r)],5 [0l (A.3b)

A.1 Gestosé sit indukowanych zwigzana z silg zewnetrzng dzia-
lajacag na czastke

Pole predkosci, ktére wytwarza sfera poruszajaca sie z predkoscig U pod wplywem sity F =
6muaU jest postaci

v(p) = (1 + C;QV?) Ty (p) - F. (Ada)
v (o), = (1 + 6v) (o) (7, (A1)
o

W powyzszym rownaniu p jest odlegtoscia od srodka sfery. Nalezy wyznaczy¢ tensor naprezen
w plynie wokot sfery. Wprowadzony zostanie operator pomocniczy

V=V (1 + ‘fvz> To (p) (A.5a)
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2
Vay = 0o (1 4 Cgvz) T () (A.5h)
By
Nastepnie tensor naprezen mozna zapisaé jako
c=n(V-F+V-F")-w.F (A.6a)
Oap =1 (VaﬁA,]:fY + Vﬁowf’y) — WapyFy. (A.6b)

W powyzszych réwnaniach zwiazany z wkladem cisnieniowym do tensora naprezen tensor
trzeciego rzedu W jest postaci

1 2np
8\ p?
adnet 877'77 pQ vy Y
Wektorowa czeéé sit indukowanych jest postaci
ocn=n(V-F+V-F")n-(W-F)-n (A.82)
Tapns = 1N (VapyFynp + VoarFynp) = WapynpFy (A.8Db)

Nastepnie po zrézniczkowaniu i uproszczeniu tensora V

a? 1 I
Vopy = Oa (1 + 68x8x> 87?717/) (0 + Pphy) (A.9)

1|1 . ) R .. a? ) R . o
= & lPQ (=031Pa + dappy + 0y Pp = 3PaPppy) = 7 (3Pa + Sappy + darps = SPalpr)

Na powierzchni sfery |p| = a wiec

1

Vagyl,es = ~ dmna? (Pabpy — PaPppr) - (A.10)

Wapsylpes = Srna? (2775&5/37 + 5a573$°) (A.11)

Wektor normalny do powierzchni n = p, wiec

Olpes b=n(V-F+V-FI")| o= W -F)l,cs-p. (A12)

peS

Podstawiajac posta¢ tensora ¥V mozna przepisaé¢ jako

T L 1 .
n(V-F+v-F )’pes-p——4ﬂa2 (1-pp)-F (A.13a)
. 1 o
N VapyFy + Vﬁa’y]:W)’pGS PB = T Ara? (Sary = Papry) Fry (A.13b)
natomiast tensora W jako
W Flyes o= gorog (2000 + PP™) - F (A-14a)
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1

Srna? (277%)57 + ﬁﬁP:;O) Fy (A.14b)

Wapy Fy) |pes Ps =

Dodajac wktad predkosciowy i ciSnieniowy otrzymuje sie tensor naprezen na powierzchni kuli

postaci
. 1 .
Oles P = il 1-— Sa? PP (A.15)

Wyznaczone zostana wktady do catki od cisnienia i od sity. Wktad od ci$nienia zewnetrznego
P> wynosi

/ pP>dA = / pP a2 sin 0dpdd = 0. (A.16)
S S

Wynika to z bezposredniego obliczenia dla kazdej sktadowej. Ostatecznie zostaje wkiad od
delty i gestos¢ sit indukowanych na sferze przez zewnetrzna site mozna zapisac jako

1

Wtedy catkowita sila dzialajaca na sfere dla obliczonego tensora naprezen wynosi

/ fdA = F (A.18)
S

A.2 Gestosé sil indukowanych zwigzana z zewnetrznym mo-
mentem sity dzialajagcym na czastke

Wyznaczona zostanie gestos¢ sit pochodzaca od czastki rotujacej pod wplywem momentu
sit 7 w spoczywajacej cieczy. Predkoéé obrotowa czastki wynosi w = 77/(87na) a pole
predkosci woké! niej [14]

a®  a?
v(p):wxp—?)zﬁ(e-p)-w (A.19a)
a3
v (p)] = Gaﬁvwﬁpvﬁ (A.19b)
Podobnie jak poprzednio wprowadzony zostanie pomocniczy operator
a3
V=V 3 (e-p) (A.20a)
CLS
Vogy = Oa | €pror5 75 | (A.20b)

W przypadku przeptywu spowodowanego punktowym momentem sity wktad cinieniowy do
tensora naprezen jest staly. Aby sie o tym przekonaé nalezy rozwiazaé ze wzgledu na cidnie-
nie réwnanie Stokesa (patrz rownanie 1.16) podstawiajac pole predkosci z réwnania A.19a.
Okazuje sie, ze

Viv =0 (A.21)

wiec Vp = 0 a zatem ciSnienie jest stale. Catkowity tensor naprezen mozna zapisaé¢ jako
c=n(V-w+V-w")-1p (A.22a)
Oap =1 (Vaﬂ'yww + Vﬁa’yw'y) - pdaﬁ (A.22b)
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Cze$¢ pochodzaca od cisnienia mozna zaniedbaé, poniewaz nie bedzie od niej wktadu po
catkowaniu po sferze. Nastepnie

a3 a3 CL3
Vopy = O rors s | = _3E€ﬁ’yép6pa g (A.23)
Na powierzchni sfery

Vaprlpes = —3€ay506Pa + €apy (A.24)

Wektor normalny do powierzchni n = p, wiec

A T . .

Ulpes'Pzn(V-er[V-w] )‘pes-p:—?ﬂ?(e-p) (A.25a)
n (Vaﬁ'y + Vﬁav)‘pes pp = —377ﬁa6575/36l55 - 377€a»y5ﬁ5 = —3776a75ﬁ5 (A.25b)

W ostatnim réwnaniu pierwszy czton znika poniewaz zwezane sa dwa indeksy tensora an-
tysymetrycznego z tensorem symetrycznym. Ostatecznie gestosé sit indukowanych na sferze
przez zewnetrzng site mozna zapisac jako

f=6(r—R|—a) (e-p)-T. (A.26)

8mad

A.3 Gestosé sil indukowanych pochodzaca od przepltywu ze-
wnetrznego

Pozostato wyznaczy¢ gestosé sit indukowanych na czastce w przeptywie zewnetrznym. W
ponizszym wyprowadzeniu pominiety zostanie dolny indeks oo przy Eo w rachunkach w
konwencji sumacyjnej, zeby wyprowadzenia byty klarowne. Zmiana pola predkosci wokdt kuli
w przeplywie zewnetrznym [14], ktéra wywoluje obecno$é kuli w centrum ukladu wspdlrzed-
nych, wynosi

2 2
v(p)=Ewx-p+ Eoﬂna?’ (Ex - V) - (1 + %vz‘) To (p) (A.27a)
5 4 a? 1 1
[V (P)lo = SappyEsy + 6% Epy0y | 1+ Eaxax ;5015 + Eﬂaﬂﬁ (A.27b)

pierwsze rownanie mozna w postaci wektorowej przepisa¢ w nastepujacej postaci

20 2
v(p) =1p: B + T a® l<1 + TOW) To(p) V| : Exo (A.27¢)

Pole ci$nienia, ktére jest zwiazane z tym przeplywem mozna obliczy¢ z réwnania Stokesa i
Wwynosi ono

5 2 6
5 2 6. .
p = 60,377 <p3575 - Epypg + P,85) : Efyg, (A28b)

gdzie P° jest stalym tensorem drugiego rzedu. Jak poprzednio wprowadzony zostanie po-
mocniczy operator zwiazany z polem predkosci

a2 =
(1 + 10V2> To (p) VD (A.29a)

V=V <2307r77a3
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5 a® 1 1
Vg = gai‘saaaé (1 + 108X6X> (pém + pgpgpw) : (A.29D)

oraz pomocniczy operator zwiazany z polem ci$nienia

5 4 2 6 . 0
W = 5% nl (p?’l — Epp%— P ) , (A.30a)
54 (2 6 . 0
Wozﬁfy& = 6(1 n Eéaﬁ575 — E(Lgp,ypg + 5a13P,Y§ . (ASOb)
Wtedy tensor naprezen mozna zapisaé jako
_ __ T T
0 =00 B+ [00:Ex| +5(ViBu+[V:EL]")-W:E (A.31a)
a8 = 00508y Eys + 08500y Eqs +1 (Va,g»y(;E,y(s + Vgo,ygE,y(;) — WagsysEvs (A.31Db)

Operator zwiazany z przeplywem jest postaci

5 4 1 3a? 3 a?
Vapys = 6“ [(‘pg - 5p5> 0ad08y + <p5 + 3p7> PaPsO8y

1 a? 1 3ad? A
+ 15? - 21? PsPaPpPy + B 55 (0580ya + 5v08a) (A.32)

3 a?
+ <—p5 + 3p7> (Papy0s8 + Pappdsy + PpPyOsa + Pspydas + Pwﬁ(sm)]
Na sferze tensor zwigzany z przeptywem redukuje sie do
57 8 . . A A A 2
Vagilpes = g |~ 50808y + 60apsdsy — 6pspapppy + ¢ (955070 +05y0pa) |- (A.33)
natomiast tensor zwigzany z ci$nieniem
Wagss| 5 (26058.5 — 60 s + a*Sus PO (A.34)
aBylpes = 677 aB9~5 aBPyPs aplys ) - .
Po zwezeniu z wektorem normalnym do powierzchni sfery

A~

U’pes'ﬁ: {(55;}300+[&S:EW}T>+77<V:EOO—I—[V:EOO]T>—(W:Eoo)}

P
peES
(A.35a)
Oappp = (0as0syErs + 0p50ar Ers) pp + 1 (VaprsErys + Voars Ers) s — Wapys Evsdp
= [5a6/3’y + 6a7ﬁ5] EW(S
57 6. 24 . . 4. . P
+- [_5a5p7 + 75704/)5 + *676/304 - 6po¢/76p7:| E'y6
61 5 ) 5
D (2505 — 6panps + a*paPYy] E A.35b
677 Pa0~6 PaP~Ps§ + a° pa ~8 ~6 ( . )
Pierwsze dwa czlony po zwezeniu z symetrycznym tensorem daja ten sam wynik
5a6ﬁ'yE'yé = E’yaﬁy = Eavﬁ'y = Eaéﬁé = 6’\111/36E'y§ (A-36)
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Czlon zawierajace d,5 po zwezeniu z tensorem bezsladowym dajg 0
Oyspatsy = palyy, =0 (A.37)

Ostatni czton zawierajacy wktad od stalego ci$nienia a® ﬁaP,95 daje 0 po usrednieniu po sferze.
Ostatecznie otrzymuje si¢
T|pes P =511p: Ex (A.38a)
TaBPB = DMbasP~y : Eys (A.38b)
Zatem caltkowita gestosé sit indukowanych na powierzchni sfery pochodzaca od przepltywu

liniowego wynosi

f=-5mi(lr—R|—a)(1p) : Ex (A.39)
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Dodatek B

Metoda catkowania gestosci sit
indukowanych po powierzchni kuli

Czes¢ nizej zaprezentowanego obliczenia zostalo opublikowane jako suplement do artykutu,
ktorego autor dysertacji jest wspotautorem [62]. Dla klarownosci procedura catkowania ge-
stosci sit indukowanych po powierzchni kuli ¢, ktéra znajduje sie w przeplywie wytworzonym
przez kulg j, zostanie zademonstrowana dla kul o identycznym promieniu a; = a; = a. Wyko-
nanie catkowania dla kul o réznych promieniach jest analogiczne. Potozenie dwoch kul ¢ oraz
J oraz notacja zaprezentowana jest na rysunku B.1. O$ z wybrana jest w kierunku wektora
R;; = R; —R; taczacego érodki kul (tacznicy). Zmienna r; jest wektorem polozenia wzgledem
$rodka kuli 7 natomiast r’ - wektorem polozenia wzgledem Srodka kuli j. Zostana wykonane
obliczenia dla réwnania (2.10).

Najpierw pokazana zostanie rownowaznos¢ catkowego i rézniczkowego wzoru na pole pred-
kosci woké! czastki, na ktora dziala sila F (réwnanie (2.6)). Calka bedzie obliczona po sferze
J. Ze wzgledu na symetrie problemu uktad wspétrzednych zostanie wybrany tak, by punkt,
w ktorym obliczona bedzie predko$é ptynu znajdowat sie na osi z. Wtedy wektor taczacy sro-
dek kuli j z wybranym punktem mozna zapisaé¢ jako R’ = (0,0, R,). Wektor taczacy Srodek
kuli j z jej powierzchnig R” = a (sin 6 cos ¢, sin §sin ¢, cos§). W rezultacie wektor taczacy
element powierzchni kuli z wybranym punktem wynosi R = R’ — R”. Jego dlugo$¢ wynosi

R = (R?—2aR,cosf + a2)1/2. Calka

1 RR} B1)

1 9 T 2
a2 absine / dp | = +
3271'277a2a /0 St 0 ¢ {R + R3
moze zostaé obliczona bezposrednio. Wynik bedzie réznit sie zaleznie od stosunku R, i a.
Pierwszy wyraz dla R, < a

1a2/ﬁdﬁsin9/2wd¢1— ! (B.2)
32m2na? 0 0 R 8mna’ ’
natomiast dla R, > a
1 L, 2 1 1 a
. dfsind dp= = — —. B.3
327r217a2a /0 St /0 ¢R 8mn R, (B-3)

Ze wzgledu na catkowanie po kacie ¢ uproszcza sie wszystkie wyrazy poza diagonala macierzy
RR. W rezultacie po wykonaniu catkowiania otrzyma sie dla R, < a

1,/ . [ RR 1 1
— dfsind dp—z = = B4
327r2?7a2a /0 S /0 ¢ R3  8mna3’ (B4)
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adla R, >a

m  RR 1 ma’ 1 &\ RFR
o —a® [ dfsind [ d 1 ) =) B.5
3271' na?" / s / i n( SRS (RZ R§> R” ) (B:5)

Wzér catkowy pozwala otrzymaé¢ wynik w dwdch przypadkach: gdy R > a igdy R’ < a. W
przypadku wzoru rézniczkowego, ktory obowigzuje jedynie dla R’ > a réwniez niezbedne jest
wykonanie bezposredniego obliczenia

1 2\[1 , RR 1 R'R/ a? I’
8 6 = 1+ —5 1- —R R B.6
871) ( V ) {R’ e ] 8R! ( T pe T3pelT pa (B.6)

Poréwnujac wyniki otrzymuje sie dowdd réwnowaznosci postaci catkowej i rozniczkowej. Na-
stepnie obliczony zostanie posta¢ macierzy mobilnosci. Caltke,

ut (R”) = L /; V6 (I‘I) dO'Z'. (B.7)

4dma?

wykonuje sie po powierzchni kuli 4, zatem r; wyrazony jest we wspolrzednych sferycznych

Az

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!

Rysunek B.1: Polozenie osi oraz notacja dla obliczenia calek w przypadku przekrywajacych
sie kul.

0o 2
dfsind dgb

s = 3272

(r,0,¢) zwiazanych z kula i co prowadzi do
——1(1--2
" 2¢" ( 2a ) ’
(

a? a? ~
<1+ R,2>1+<1_R,2)
B.8)

gdzie 0 jest katem poludnikowym przecigcia kul (patrz rysunek B.1), zdefiniowanym jako
2a

cosbp = — (B.9)
Wektor r' = R;j + r; we wspéirzednych kartezjanskich jest postaci
r' = asinf cos ¢pé,+asinfsin pe,+(R;; + acosb) é,, R"? = R?j +2R;;a cos 6+a>. (B.10)
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Ostatni czton w (B.8) wynika z calkowania po r < a wyrazenia (2.6) od 6y do 7. Calki wzdtuz
katéw réwnoleznikowych (B.8) sa tatwe do policzenia

1 1 R %o a3 a’ a®
tt
3 ad a®
o 16Ctt RZJ RZJ / df sin ¢ (R’3 R/5>

natomiast dla uktadu wspotrzednych wybranego jak na rysunku (B.1)

Rij 2
2( ) +cos€) — sin? 9] , (B.11)
a

o O O

0
0. (B.12)
1

Obliczenie MZ nie stanowi juz zadnego ktopotu. W rezultacie

6o 3 0
9 asm 5 =1 (B.13)
0 (Rfj + 2R;jacos 6 + a2)
0o 3
40 a’sind = R“a 7 (B.14)
0 (R?j +2R;jacosf + a2) ij +a
%o a3 sin® 6 8a — 3Rij
A de 2= 1og (B.15)
(R?j + 2R;jacos 6 + a2)
/ " a6 a”sin0 _ Ry~ Ryat s (B.16)
5/2 . ) )
0 (R7j2j +2R;jacosf + a2) / 12a (Rij +a)
fo asing (R;; + acosf)? 3Rij +4a
A do ; 2T 12q (B.17)
(Rij + 2R;jacos 0 + a2)
% 40 a®sinf (Ry; + a cos §)* B R, + Rija + 4a? (B.18)
5/2 - ’ :
0 (jo +2R;jacosf + a2) / 12a (Rij +a)
i sktadowa tt translacyjno-translacyjna macierzy mobilnosci jest postaci
1 9R;; 3R;
M = om [(1 - 32;]) 1+ S50 RuRu| (B.19)

jak w szczegblnym przypadku (C.1) z réwnymi promieniami kul.
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Dodatek C

Elementy macierzy mobilnosci

C.1 Elementy macierzy mobilnosci w nieskonczonej przestrze-
ni

Ponizej zaprezentowane zostaty elementy macierz mobilnosci dla kul o réznych promieniach,
ktore mogg si¢ przekrywa¢. W ponizszych wyrazeniach R;; = R; — R; wektorem odleglosci
pomiedzy kulami (lacznica), a~ (a<) oznacza promien mniejszej (wigkszej) czastki w parze
i-j natomiast ©(x) jest funkcja Heaviside’a.

Translacyjno-translacyjna czesé macierzy mobilnosci:

a3 L4 2t o
(1 + =g V2> To (Rij) = g [(1 + a3R§jJ> 1+ (1 - ajoj> Rz‘ij‘j] , aita; <Ry

tt
Hij = 16R3 (ai+a;)—((ai—a;)2+3R2,)’ 3((ai—a;)2—R2)’ & 4
1 % ¢ ° i e i
6mnaia; . ; 3§R§j ; 2 1+ ( 32JR§]. 2 RijRij|, a>—ac <Ry <aita;
1 1
ez 1 = @l Rij<as —ac
(C.1)
Rotacyjno-rotacyjna cze$¢ macierzy mobilnosci:
—ivao (R”) = 7167”17}%3. (3Rinij — 1) s a; +a; < Rij
ij
_ 1 5 1
M:jr = W (.Aijl + BinZ'jRZ'j) , a> — ac < Rij <a; + a; (02)
1 _ 1 -
Wl_fl’ Rij < as —ac

gdzie
2
e 5RY, — 27RY (a2 + a2) + 82RY, (a? + a?) = 9RY, (a2 — a2)" — (@i — a;)* (a? + 4aja; + a2)
v 64RY, ’
oraz

3 ((az — (Ij)2 — R%)Q ((IZ2 + 4ajai + (I? — RZQJ)

Bij = GAR?,
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Rotacyjno-translacyjna czes¢ macierzy mobilnodci:

~

2
%V X <1 + agV2> To (R’U) = %V X To (Rl]) = 787”711%2%6 . Rijv a; + a; < Rij

rt __
p’z] - 1 (aifaj+Rij)2(a?+2aj(ai+Rij)*3(ai RU)Q)
167‘(?70,?0,]' SR?].

R;; A
H(ai — aj)cTﬂe . Rz‘j, RZ

‘Rjj,a> —ac < Rjj < a; +aj
<a

—ac

(C.3)
Ze wzgledu na symetrie Lorentza [14], translacyjno-rotacyjna komponenta macierzy mobilno-
Sci ma te sama postac co uf]t z zamienionymi promieniami a; oraz a;. Translacyjno-dipolowa
czes$¢ macierzy mobilnoéci:

6 5R4 R} 7

iy = e e (C.4)
(] {Cileij + Dinininij} , > —ac < RZ] a; + a;
—0(a; —a;))Rij1R;j, Rij <as —ac

2 3 5a2+3 273R2
§aj {( a + % )1].:{ZJ + ]( aitda ZJ)].:{U].:{”].:{U a; + a; < Ri]’

gdzie
Co IOR% - 24aiR5 15R4 (a; — ai)(a; + a;) + (aj — a;)5(a; + 5a;) (©5)
E 40aiaijL}j ’ '
2
o (0=~ RE)" ({0 — alas + 507) + ) o
Yo 16aiaijj ’ ’

Rotacyjno-dipolowa cze$¢ macierzy mobilnosci:

3 A\
5[ 9
-3 [Rfj} (6 : Rij) Rij, ai+aj < Ry
qu g ( 2 2 ) ( 2 2 2 )
o 5((a;—a;)°—R; +4a;a; +a? —R? A o
B : (77— (6 : Rij) Rij, a> —a< <Rjj<a;ta;

i ig
0, R’L] < a> — Q<

(C.7)

gdzie {11%1']} by = (5016 {RU]’Y

C.2 Uniwersalne poprawki

Ponizej zebrane zostaly wzory na uniwersalne poprawki do macierzy mobilnoéci wprowadzone
w rozdziale 2.3

Y = O((ai+aj) - Ryj){

((az a;)? —R2,)2 N

16R? (ai+a;)—((a;—a;)>+3R2,)*
] 1 V] .. ..
14 ) )RRy,

+9(Rij - (a> - (1<)) !

6mna;a; 32RY, ij
+0((a> — <) — Rij) gk — ML},
(C.8)
Y5 = O((ai+ay) - By
+O(Ry; ~ (as — a >>Sm a [Aifl + ByRy R (C.9)
+0((a- — )~ Ry - My},
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Yl = O((ai+a;) - Riy){

(aifa'+R¢')2 a2.+2a'(a¢+R¢')73(ai7R¢')2 ~
+@(RZ’]’ — (CL> — CL<)) 167”71&?% |: J J ( j 8ij2], J J ) €- Rij
Rij » r
+0((a> —a<) — Rij)b(a; — aj)mre - Rij — MJ} 7
(C.10)
tr __ Tt

Y4 = O((ai+aj) — Rij){
+@(Rz‘j — (a,> — a<))%aj {Cileij + Dz‘jRininij] (0.12)
— O((as — a<) — Rij)0(a; — a;)Rij1R;; — M%i}’

R ) — OG- 1)

. A\ .y (C.13)
—@(Rij - (CL> — a<))&?8ij (6 . Rij) Rij — Mij } s

{e . Rij]aﬂ = €aBy {Rij]v’ PRULM = 0ap [RUL, as (a<) oznacza promien wickszej (mniej-
szej) czastki z pary i lub j natomiast ©(x) jest funkcja Heaviside’a. Sktadowe pochodzace od
rozniczkowania tensora Oseena sg czeSciami wzorow z rozdziatu C.1 dla nie przekrywajacych

sie kul
2 2
o L1024 4 (2 om, : (C.14)
Y 8myr 3R} RZ; Y
Tr __ 1 » .. » ..
1 .
T~ e Ry C.16
ij 87’[‘77R?]€ YR ( )
5a? [ 16 4% _ . 1 AN 5 on
td _ O%j %) )
M;§ = 5 [_51%?]- 1R;; + —SR—% + 8R§1j RijRi;jR;; (C.17)
5a3 A N
rd __ J .. ..
Mij = _ZR% (e . R”) R;;. (C.18)
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Dodatek D
Wspodtczynnik dyfuzji agregatu

Interesowac¢ nas bedzie skalowanie wspoélczynnika dyfuzji w najwyzszym rzedzie z liczba kul
budujacych agregat n, a nie doktadna postaé¢ stalych multiplikatywnych. Dla uproszczenia
rozumowania zatozone zostanie, ze agregat posiada gesto$¢ zadang gtadka funkcja. Gestosé w
agregacie o wymiarze fraktalnym f zmienia sie w zaleznoéci od odlegtoséci pomiedzy punktami
jak [125]

p(r)=crl=3, (D.1)

wiec

1 1
ZR—:/dr/dr/ —p(jr—1'|). (D.2)
i#j ij ‘I‘ —r ‘
Jest to wyrazenie, ktorego forma jest identyczna jak w modelu wspétezynnika dyfuzji zapro-

ponowanym przez Kirkwooda [130], ktéry zastosowal podobne rozumowanie wykorzystujac
model oddzialywan hydrodynamicznych w przyblizeniu Oseena [157]. Oznaczenia przyjeto

0

Rysunek D.1: Polozenie osi oraz notacja dla obliczenia calek

jak na rysunku D.1. Dla oszacowania calki nalezy wykona¢ catke po wnetrzu agregatu ale
na zewnatrz pojedynczej kuli o promieniu 2a (kule nie moga si¢ przekrywad), a nastepnie po
wszystkich potozeniach czastki wewnatrz agregatu. Odlegtosé

2

A [ a?
x:Acos(9)+\/a%+2(cos(29)—1):)\ cos (0) + 1/ —=

2 + % (cos (20) — 1) (D.3)
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mozna obliczy¢ z twierdzenia kosinuséw. Ostatecznie sume, ktéra jest potrzebna od obliczenia
wspotczynnika dyfuzjia agregatu mozna obliczy¢ jako

1 1
= [dr [dr —r
Ri]’ / I‘/ r|r—r’|p(‘r I'D
an—2a T x T 27 27 1
_ / X / a6 / dr / a6’ / dg [ d¢' = p(r)r2\2sin (6) sin (¢')
0 0 a 0 0 0 r
an—2a I x 1
= 8n? / dA / do / dr —p(r)r?A?sin ()
0 0 a r
an—2a T x
= 8n’c / dA / do / dr r/=2\%sin (6)
0 0 a

2 an—2a IS
= ?”_61/0 dA/O a9 (/71 = af 1) \sin (6) (D.4)

Otrzymanie doktadnego wyniku dla dowolnego f mozliwe jest jedynie numerycznie. Mozna
wyznaczy¢ charakter zaleznoéci od a,,, jesli zauwazy¢, ze wykonanie catki po 8 w wiodagcym
rzedzie w A\ zmieni jedynie wspdtczynnik. Wtedy mozna oszacowaé

i#]

1 an—2a é
o= 5/ dA M1 = T Qaii” +o (aﬁ”) (D.5)
i#j T 0

Ostatecznie podstawiajac 3.87 w wiodacym rzedzie

iz T

gdzie C jest staly zalezng od szczegdtéow budowy fraktala.
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