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Streszczenie

W niniejszej pracy zaproponowano i eksperymentalnie zweryfikowano niskoczestotli-
wosciowa metode identyfikacji zmian masy i sztywnosci konstrukcji. Zaproponowa-
na metoda wykorzystuje nieparametryczny model konstrukeji referencyjnej w postaci
zbioru jej doswiadczalnie zarejestrowanych odpowiedzi. Takie podejscie pozwala unik-
na¢ ktopotliwego i podatnego na btedy etapu budowy i kalibracji parametrycznego
modelu konstrukcji referencyjnej, a jednoczeénie — co jest charakterystyczng cecha
zaproponowanej metody — umozliwia modelowanie i identyfikacje jej parametrycznie
wyrazonych modyfikacji i obcigzen.

W celu formalizacji metody wykorzystana zostata ogdlna metodologia metody
dystorsji wirtualnych, a gtéwng ideg jest zastgpienie zmian parametréw masowych
i sztywnosciowych konstrukeji réwnowaznym im pseudo obcigzeniem, ktorego wplyw
na odpowiedz konstrukcji modelowany jest w sposéb nieparametryczny. Takie ogélne
postawienie problemu pozwolito na opracowanie szczegdétowych sformutowan w dzie-
dzinie czasu i w dziedzinie Laplace’a, w tym problemu wprost i problemu odwrotnego.
Gradient i hesjan funkcji celu zostaly wyznaczone w formie analitycznej, co umozliwito
zastosowanie do rozwigzania zadania odwrotnego klasycznych gradientowych metod
optymalizacyjnych pierwszego i drugiego rzedu. Podstawowe sformutowanie zostato
rozszerzone na przypadek identyfikacji parametréw uderzenia idealnie niesprezystego.

Weryfikacje doswiadczalng opracowanej metody przeprowadzono w zakresie iden-
tyfikacji zmian masy, sztywnosci i obciazenia dynamicznego przy wykorzystaniu prze-
strzennej konstrukcji 70-elementowego wspornika kratowego.

Abstract

This thesis proposes and experimentally verifies a low-frequency method for identi-
fication of modifications of structural mass and stiffness. The proposed method is
based on a nonparametric model of the unmodified structure, which is constituted
by a set of its experimentally recorded responses. Such a nonparametric approach
avoids the troublesome and error-prone stage of parametric model updating, while
it allows parametrically expressed structural modifications and loads to be modeled
and identified.

The approach was formalized by means of the general methodology of the vir-
tual distortion method. The main idea is to model parametric modifications with
the equivalent pseudo load, whose effect on the structural response is modeled non-
parametrically. Such a general idea was developed into two specific formulations in
time domain and in Laplace domain, including the direct and inverse problems. The
gradient and the Hessian of the objective function were expressed analytically, which
allowed the inverse problem to be solved by means of classical, gradient-based optimi-
zation methods of the first and second order. The basic formulations were extended
to include the case of identification of an inelastic impact.

In the experimental verification, a 70-element space cantilever truss was used in
the tasks of identification of mass and stiffness modifications and of dynamic loads.



Wykaz wazniejszych oznaczen
i skrotow

B(?) - macierz wpltywu

C - macierz ttumienia
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F - macierz Fouriera
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F(p) - funkcja celu
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ViF () - hesjan funkcji celu
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m - masa

M - macierz mas

AM - zmiana macierzy masy

N — liczba prébek czasowych

N, — liczba parametréw uszkodzenia
p°(t) - pseudo obcigzenie

u; - lewostronny wektor szczegolny
u(t) - odpowiedz konstrukeji zmodyfikowanej
ul(t) — odpowiedz konstrukeji referencyjnej
ul() - odpowiedz rezydualna konstrukeji
v — predkosé

Vi - prawostronny wektor szczegdlny
w; - wspotezynnik wagowy kwadratury
AXper — btad zaburzenia

AXpeg — btad metody regularyzujacej

Q - macierz wymuszenia



a;(t),B:(t),y(t),A(t) — wektory zmiennych sprzeznoych

Vi - funkcja wagowa

d(t) - delta Diraca

dij — delta Kroneckera

K(A) - krzywizna krzywej

A - parametr regularyzujacy

nw - wektor parametrow uszkodzenia
o(t) - niewiadoma funkcja jednej zmiennej
O — wartosci szczegdlne

w — czestosé kotowa

AVM - adjoint variable method

BFGS - Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
CG - conjugate gradient

CGLS — conjugate gradient least square
CoMAC - coordinate modal assurance criterion
DDM - direct differentation method

DFP - Davidon-Fletcher-Powell

FDM — finite difference method

FFT - fast Fourier transform

LTI - linear time invariant

MAC - modal assurance criterion

NDT - non-destructive testing

PR - pattern recognition

SHM - structural health monitoring

SR1 - symmetric rank one

SVD - singular value decomposition

SVE - singular value expansion

TSVD - truncated singular value decomposition
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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Metody monitorowania stanu technicznego kon-
strukcji

Systemem monitorowania stanu technicznego konstrukeji (ang. structural health mo-
nitoring, SHM) nazywa si¢ uklad laczacy ze soba sie¢ czujnikow, system transmisji
i przetwarzania sygnaléw oraz jednostke centralna (lub szereg jednostek rozproszo-
nych), ktérego zadaniem jest analiza danych pomiarowych w celu wykrycia, lokalizacji
w obrebie monitorowanego obiektu i oszacowania wielkosci defektu konstrukcyjnego,
mogacego by¢ przyczyna wystapienia awarii [1-6]. Systemy SHM stosowane sa gtow-
nie w obiektach inzynierii ladowej [7] oraz w przemysle lotniczym [8].

W pracy [9], Anders Rytter zaproponowal nastepujaca czterostopniowa klasyfika-
cje metod SHM:

e Poziom 1 — detekcja uszkodzenia;

e Poziom 2 — lokalizacja uszkodzenia;

e Poziom 3 — kwantyfikacja uszkodzenia, tj. identyfikacja jego typu i wielkosci;
e Poziom 4 — oszacowanie pozostatego czasu zycia konstrukcji.

Podziat ten grupuje metody SHM na podstawie stopnia identyfikacji uszkodzenia,
nie daje jednak pelmego obrazu réznorodnosci oraz liczby metod stosowanych w tym
celu. Z tego powodu na rys. 1-1 oraz w Czesci 1.1.1 przedstawiono ogélny podziat
metod SHM ze wzgledu na zastosowang metodologie wraz z dyskusja cech metody
zaproponowanej w niniejszej pracy. W Czedci 1.1.2 przedstawiono natomiast ogdlny
podziat metod SHM ze wzgledu na identyfikowany czynnik.

1.1.1 Podzial metodologiczny

Ogélny podzial metodologiczny metod monitorowania stanu technicznego konstruk-
¢ji przedstawiono na rys. 1-1. Ze wzgledu na obszerny zakres tematyczny dziedziny



Metody SHM

Globalne Lokalne
Ultrasonografia
Dynamiczne Statyczne Pradéw wirowych
Rozpoznawania wzorca Parametryczne Emisja akustyczna
Parametryczne Inne Radiografia
Nieparametryczne Termowizja

Metody magnetyczne

Rysunek 1-1: Ogélny podzial metodologiczny metod monitorowania stanu technicz-
nego konstrukcji

monitorowania stanu technicznego konstrukceji oraz liczbe dostepnych publikacji po-
Swieconej tej tematyce, ponizej zamieszczono jedynie ogdlny opis wybranych grup
metod, pozwalajacy na kwalifikacje i umieszczenie w szerszym kontekscie podejscia
opracowanego w niniejszej pracy.

Podstawowym podziatem metod SHM jest podzial na metody lokalne i metody
globalne.

Metody lokalne

Metody lokalne, nazywane tez metodami wysokoczestotliwosciowymi, wywodza sie
z badan nieniszczacych (ang. non-destructive testing, NDT') i stosowane sa do wykry-
wania lokalnych uszkodzen relatywnie niewielkich i zwykle tatwo dostepnych obszardw
konstrukeji, kluczowych z punktu widzenia zachowania jej integralnosci. Metody te
bazuja na zjawiskach fizycznych takich jak propagacja fal ultradzwiekowych, kto-
re swoim zasiegiem obejmuja niewielki obszar konstrukecji wokot urzadzenia, ktorym
przeprowadzane jest badanie (zestawu wzbudnikéw i czujnikéw).

Metody lokalne charakteryzuja sie duza doktadnoscia w lokalizowaniu i oszacowa-
niu wielkosci uszkodzenia; ponadto w ogélnosci nie wymagaja one znajomosci charak-
terystyk konstrukeji referencyjnej (nieuszkodzonej). W praktyce najczesciej stosowane
sg nastepujace metody lokalne:

o Defektoskopia ultradzwiekowa. Metody tej grupy wykorzystuja zjawisko propa-
gacji fali sprezystej w osrodkach statych, ktora na skutek wystapienia niecia-
glosci materiatu ulega rozpraszaniu, odbiciu lub ostabieniu. Identyfikacja uszko-
dzenia jest przeprowadzana na podstawie analizy zarejestrowanych zaburzen
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fali. Metody ultradZwickowe sa szeroko stosowane do kontroli potaczen spawa-
nych [10]; inne przyklady ich zastosowan mozna znalez¢ w publikacjach [11-14].
W pracy [15] przedstawiono propozycje zautomatyzowanej procedury identyfi-
kacji wykorzystujacej sztuczng sie¢ neuronows. Obszerny przeglad pozycji lite-
raturowych dotyczacych wykrywania uszkodzen przy zastosowaniu fal Lamba
w konstrukcjach kompozytowych zamieszczono w pracy [16].

Metody prqadow wirowych sa bezdotykowymi metodami badania materiatéw me-
talowych, przeznaczonymi do wykrywania nieciggtosci zlokalizowanych na po-
wierzchni badanego obiektu lub w strefie podpowierzchniowej. Metody te oparte
sa na zjawisku indukcji elektromagnetycznej; pozwalaja one na wykrycie defek-
tow na podstawie analizy zmian amplitudy, przesuniecia fazowego i natezenia
pola elektromagnetycznego. W przegladowej pracy [17] zamieszczono przyklady
zastosowania metod pradow wirowych miedzy innymi do wykrywania pekniec
zmeczeniowych.

Metody emisji akustycznej (ang. acoustic emission, AE) sa pasywnymi meto-
dami wykorzystujacymi sie¢ czujnikéw mierzacych fale sprezyste generowane
spontanicznie w wyniku powstania i ewolucji mikrorys, proceséw korozyjnych,
pekania strun w konstrukcjach sprezonych itp. Lokalizacja uszkodzenia odby-
wa sie na podstawie analizy roznic czasu rejestracji fali sprezystej pomiedzy
czujnikami [18]. Metody emisji akustycznej sa stosowane miedzy innymi do wy-
krywania defektéw w elementach kompozytowych [19] i wykonanych z betonu
zbrojonego [20].

Metody radiograficzne sa metodami wolumetrycznymi, pozwalajacymi na bada-
nia wewnetrznej struktury osrodka statego za pomoca promieniowania jonizu-
jacego lub promieniowania gamma. Identyfikacja uszkodzenia przeprowadzana
jest w oparciu o zdjecie radiograficzne badanego obiektu, na ktérym przedsta-
wione sg obszary o réznym poziomie absorpcji promieniowania. Metody te s
stosowane w roéznych galeziach przemyshu, miedzy innymi do wykrywania de-
fektéw potaczen spawanych [21] lub topat sitowni wiatrowych [22].

Metody termograficzne bazuja na analizie gradientéw rozkladu temperatury
na powierzchni badanego obiektu spowodowanych wystapieniem uszkodzenia.
Techniki termograficzne mozna podzieli¢ na pasywne i aktywne. Metody pasyw-
ne nie wymagaja dostarczenia energii do monitorowanego obiektu z zewnatrz.
Natomiast w metodach aktywnych energie dostarcza si¢ na przyktad poprzez
ogrzanie powierzchni zewnetrznej monitorowanego obiektu zrédtem ciepta ta-
kim jak lampy halogenowe lub poprzez wzbudzenie go do drgan. Obszerny prze-
glad metod termografii stosowanych do wykrywania defektow w potaczeniach
spawanych, w inzynierii ladowej oraz w monitorowaniu stanu technicznego urza-
dzen mechanicznych mozna znalezé w pracy [23].

Metody magnetyczne stanowia relatywnie nows grupe metod opierajacych sie
na analizie zjawisk magnetycznych. W ogélnosci mozna je podzieli¢ na meto-
dy aktywne, wykorzystujace efekt Barkhausena, oraz pasywne (metoda pamieci
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magnetycznej). Przeglad metod magnetycznych oraz zjawisk fizycznych, na kto-
rych one bazuja, zawarty jest w pracy [24].

Zestawienie publikacji dotyczacych lokalnych metod nieniszczacych uzywanych
w celu wykrywania uszkodzen w elementach sitowni wiatrowych mozna znalez¢é w pra-
cy [25].

Pomimo ich zalet, stosowanie metod lokalnych do monitorowania rozlegtych ob-
szaroOw konstrukcji o ztozonej geometrii jest bardzo czasochtonne i kosztowne, albo
z uwagi na koniecznos¢ wytaczenia badanego obiektu z uzytku i wysokie wymagania
dotyczace kwalifikacji personelu testujacego, albo — w wypadku zautomatyzowane-
go wykorzystania czujnikow osadzonych — z uwagi na wymagana duzg gestos¢ sieci
takich czujnikow.

Metody globalne

Metody globalne, inaczej nazywane metodami niskoczestotliwosciowymi, bazuja na
analizie zaobserwowanych zmian globalnej, strukturalnej odpowiedzi konstrukcji, wy-
wotanych powstaniem lokalnych uszkodzen w jej elemencie lub w grupie elementow.
W poréwnaniu do metod lokalnych, istotng zaleta metod globalnych jest mozliwosé
identyfikacji uszkodzen znajdujacych sie w znacznej odlegtosci od czujnikéw rejestru-
jacych odpowiedz konstrukeji, a zatem relatywnie niewielka sie¢ czujnikéw umozli-
wia monitorowanie duzych obiektéw o skomplikowanej geometrii. Z drugiej strony,
metody te odznaczaja sie relatywnie niska czutoscig detekeji i lokalizacji uszkodzen
w ich poczatkowej fazie rozwoju, co zwiazane jest z niewielka wrazliwoscig global-
nych, niskoczestotliwosciowych charakterystyk konstrukcji wzgledem matych zmian
parametrow masowych i sztywnos$ciowych jej elementéow sktadowych. Zmienne czyn-
niki sSrodowiskowe, takie jak temperatura i wilgotnos$¢, moga mie¢ znaczacy wptyw na
zmiang parametréow modalnych [26-29], co dodatkowo utrudnia identyfikacje matych
uszkodzen. Dla przyktadu, zmiany pierwszych trzech czestotliwosci wlasnych mostu
Alamosa Canyon Bridge spowodowane zmienng temperaturg w przeciggu 24 godzin
wynosity odpowiednio 4.7%, 6.6%, 1 5.0% [30].

Globalne metody SHM mozna podzieli¢ na dwie gltéwne grupy ze wzgledu na
charakter odpowiedzi konstrukeji uzytej w procesie identyfikacji uszkodzenia. Wedtug
takiego kryterium podziatu, metody globalne dzielg sie na metody statyczne i metody
dynamiczne.

Metody statyczne opieraja sie na pomiarach i analizie przemieszczen i/lub od-
ksztatcen konstrukecji poddanej znanemu obcigzeniu statycznemu. Metody te stoso-
wane sa gtéwnie do monitorowania stanu technicznego mostéw [31-33], choé znajduja
zastosowania rowniez w innych dziedzinach, na przyktad w pracy [34] zaproponowana
zostata metoda identyfikacji statycznych obcigzen skrzydta samolotu. Z uwagi na cze-
sto wystepujaca koniecznos¢ wytaczenia obiektu z eksploatacji na czas wykonywania
prac zwigzanych z obcigzaniem i pomiarem odpowiednich wielkosci fizycznych, me-
tody statyczne w ogdélnosci nie moga by¢ stosowane w celu ciggltego monitorowania
konstrukeji.
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Metody dynamiczne. W procesie identyfikacji uszkodzenia metody dynamiczne
korzystaja z przebiegdéw czasowych dynamicznych odpowiedzi konstrukeji lub z cha-
rakterystyk konstrukcji wyznaczonych na ich podstawie. Pobudzenie konstrukeji do
drgan realizowane jest najczesciej przy uzyciu wymuszenia o charakterze impulsowym,
harmonicznym lub srodowiskowym. Rodzaj charakterystyk odpowiedzi wykorzysty-
wanych w procesie identyfikacji zalezy od specyfiki przyjetej metodologii, niemniej
najczesciej opierajg sie one na analizie zmian zaobserwowanych w charakterystykach
modalnych konstrukeji lub charakterystykach od nich pochodnych [35]. W szczegél-
nosci, najczesciej wykorzystuje sie metody identyfikacji uszkodzen oparte o analize
zmian nastepujacych czynnikéw:

o (zestotliwosci wlasne. Prawdopodobnie najbardziej naturalnym wyborem cha-
rakterystyk uzytych w procesie identyfikacji uszkodzenia sg czestotliwosci wta-
sne, ktérych wartosci w bezposredni sposéb zalezg od sztywnosci i masy kon-
strukcji, co oznacza, ze kazde uszkodzenie wplywa na ich zmiane. Niemniej takie
same zmiany czestotliwosci wlasnych moga by¢ spowodowane wystapieniem kil-
ku mniejszych lub jednego wiekszego uszkodzenia.

G. Hearn i R. Testa wykazali w pracy [36], ze dla niewielkich uszkodzen, stosu-
nek znormalizowanych zmian dwoch czestotliwosci wlasnych jest niezalezny od
wielko$ci uszkodzenia i jest funkcja wytacznie jego potozenia. Autorzy pracy [37]
prezentuja natomiast metode umozliwiajacg lokalizacje pojedynczego uszkodze-
nia w oparciu o iloraz zmian dwoch czestotliwosci whasnych. Identyfikacja miej-
sca wystapienia defektu opiera si¢ na minimalizacji btedu miedzy wartosciami
ilorazu wyznaczonego na podstawie zmian zmierzonych czestotliwosci wtasnych
i uzyskanego z numerycznego modelu konstrukcji. Zaprezentowane podejscie
zostalo zweryfikowane na prostych elementach konstrukcyjnych. J.—T. Kim ze
wspélautorami pracy [38] proponuja dwie metody, bazujace na analizie zmian
czestotliwoéci wlasnych oraz modalnej energii odksztatcenia, do identyfikacji
wielkosci i lokalizacji uszkodzenia. Poréwnanie przeprowadzone jest z wykorzy-
staniem modelu parametrycznego zbrojonej betonowej belki, w ktérej rozpatruje
si¢ przypadek wystapienia pojedynczego uszkodzenia. Wyniki uzyskane meto-
da oparta o analize zmian modalnej energii odksztalcenia charakteryzuja sie
wigksza doktadnoscia w lokalizacji uszkodzenia.

Jednakze, jak powyzej wspomniano, zmiany czestotliwo$ci wlasnych moga byé
spowodowane rowniez czynnikami zewnetrznymi. Ponadto w wielu wypadkach
wrazliwos¢ wartosci praktycznie mierzalnych czestotliwosci wlasnych wzgledem
nawet istotnych uszkodzen jest relatywnie niska (na przyktad uszkodzenie stalo-
wego zbrojenia konstrukceji zelbetonowych czesto nie powoduje zadnych znacza-
cych zmian tych parametrow [39]). Ze wzgledu na trudnosci praktyczne zwiaza-
ne z estymacja wyzszych czestotliwosci wlasnych posiadajacych czesto jedynie
lokalny charakter i niskie amplitudy, funkcjonalno$¢ metod opartych o analize
zmian czestotliwosci wlasnych jest mocno ograniczona i w wielu zastosowaniach
sprowadza sie wylacznie do wykrywania wystapienia uszkodzenia (poziom 1
wedtug klasyfikacji Ryttera).
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e Postaci drgan wlasnych. W wyniku pojawienia sie uszkodzenia konstrukcji,
oprocz czestotliwosci drgan wlasnych, zmianom ulegaja réwniez ich postaci.
W pordéwnaniu do czestotliwo$ci wtasnych, postaci drgan wlasnych charaktery-
zuja sie mniejsza wrazliwoscia na warunki atmosferyczne [40], a ponadto zawie-
rajg bezposrednig informacje o lokalnych wtasnosciach konstrukeji. Opracowane
zostaly metody monitorowania i identyfikacji uszkodzen bazujace na postaciach
drgan wtasnych w sposob zaréwno bezposredni, jak i posredni.

Najbardziej znanymi metodami bezposrednio bazujacymi na postaciach drgan
wlasnych s metody kwantyfikujace korelacje postaci drgan wtasnych miedzy
konstrukcja referencyjng i konstrukcja uszkodzong przy wykorzystaniu wspot-
czynnikéw MAC (ang. modal assurance criterion) lub CoOMAC (ang. coordinate
MAC). Przyktadowo, wymienione wspélezynniki zostaly zastosowane w pra-
cach [41,42] do zbadania zmian w postaciach drgan konstrukcji mostéw wywo-
tanymi pracami remontowo-naprawczymi. Innym przyktadem bezposredniego
wykorzystania postaci drgan wlasnych sa badania przedstawione w pracy [43].
Jej autorzy, korzystajac z liniowego, laserowego skanera dopplerowskiego, prze-
prowadzili w warunkach laboratoryjnych odcinkowy pomiar postaci drgan wta-
snych trzech elementéw konstrukcyjnych: stalowej belki wspornikowej, cienkiej
stalowej ptyty utwierdzonej na jednej krawedzi i belki wykonanej z betonu zbro-
jonego podpartej na obu konicach. Dla kazdego z wymienionych elementéw roz-
wazano wystapienie pojedynczego uszkodzenia w postaci pekniecia, a pomiar
postaci drgan wtasnych wykonywany byt w otoczeniu wprowadzonego defektu.
Z uzyskanych wynikéw pomiarowych, na podstawie nieciaggtosci wyznaczonych
postaci drgan wlasnych, mozliwe byto wykrycie uszkodzenia zaréwno w stalowej
plycie, jak i w belce ze zbrojonego betonu. W przypadku stalowej belki wsporni-
kowej wykrycie wprowadzonego naciecia byto mozliwe dopiero wtedy, gdy jego
glebokos¢ byta wicksza niz 50% wysokosci belki. Postacie drgan wlasnych wy-
kazuja mata wrazliwo$¢ na uszkodzenia w poczatkowej fazie ich rozwoju, nawet
w przypadku zastosowania duzej liczby pomiaréw [44].

Postaci drgan wtasnych w sposob posredni wykorzystywane sa najczesciej w scha-
rakteryzowanych ponizej metodach bazujacych na analizie krzywizny modalne;j
lub modalnej energii odksztatcenia.

e Krzywizna modalna. Liczna grupa prac dotyczy metod identyfikacji uszkodzen
na podstawie analizy krzywizny modalnej [45-48]. Jako pierwszy analize zmian
drugiej pochodnej postaci drgan wzgledem wspotrzednych w celu identyfikacji
uszkodzenia wykorzystal A. K. Pandey i in. [45]. Oryginalng metode, oparta
o analize krzywizny modalnej i nie wymagajacg informacji o stanie referen-
cyjnym konstrukeji, zaproponowali autorzy pracy [49]. Gtéwna idea, na ktorej
bazuje zaproponowana przez nich metoda, w jezyku angielskim nazwana gap-
ped smoothing method, jest zalozenie, ze uszkodzenie uwidacznia si¢ w postaci
nieciggtosci krzywizny modalnej. Metoda ta poréwnuje krzywizne modalng wy-
znaczong dla konstrukceji uszkodzonej z jej krzywizng odcinkami aproksymowana
wielomianem trzeciego stopnia wygtadzajgcym niecigglosci. Punkty, w ktérych
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wystepuje najwiekszg warto$¢ roznicy, sa utozsamiane z miejscami wystapienia
uszkodzenia. Rozszerzenie metody na elementy powtokowe zostato zaprezento-
wane w pracy [50]. Mozna zauwazy¢, ze w wypadku prostych konstrukeji, takich
jak belka wspornikowa poddana zginaniu, zgodnie z teorig Eulera—Bernoulliego,
odksztatcenie zewnetrznej warstwy jest proporcjonalne do krzywizny belki, a za-
tem w tym wypadku mozliwy jest bezposredni pomiar krzywizny modalnej.

Modalna energia odksztalcenia. Metody oparte na analizie modalnej energii od-
ksztalcenia [51,52] korzystaja z obserwacji, ze uszkodzenie lokalnie zmienia jej
wartos¢ w sposob istotny. Jedna z pierwszych takich metod zostata zapropono-
wana w pracach N. Stubbs i in. [53, 54].

Modalny wspétczynnik tlumienia. C. Modena ze wspdtautorami pracy [55] opra-
cowali nowg metode, wykorzystujacg analize zmian ttumienia modalnego, do
identyfikacji uszkodzen w prefabrykatach wykonanych ze zbrojonego betonu.
Wykazano, ze nawet niewielkie uszkodzenia, powodujace jedynie nieznaczne
zmiany czestosci wlasnych, moga powodowac¢ zmiany ttumienia modalnego sie-
gajace okoto 50%. Inne przyktady metod opartych o analize zmian parametréw
ttumienia mozna znalez¢é w pracach [56,57).

Metoda filtrow modalnych. Celem dziatania filtru modalnego [58-60] jest wy-
odrebnienie ze zmierzonej odpowiedzi konstrukcji jej sktadowej odpowiadajacej
wybranej postaci drgan wtasnych. W wypadku wystapienia uszkodzenia, filtr
modalny traci dopasowanie do wybranej postaci drgan wtasnych i w jego charak-
terystyce wyjsciowej pojawiaja sie dodatkowe piki odpowiadajace pozostatym,
niezupehie odfiltrowanym postaciom drgan. Autorzy pracy [61], korzystajac
z parametrycznego modelu ramy aluminiowo-stalowej (ok. 10 tys. elementéw
skonczonych), badali wplyw lokalnego uszkodzenia (pekniecie) oraz globalnych
i lokalnych zmian temperatury na wyjsciowe charakterystyki filtréw modalnych.
Wyniki uzupetnia laboratoryjny eksperyment wykonany z wykorzystaniem trzy-
elementowej ramy stalowej. Analogiczne przyktady numeryczne i laboratoryjne
oraz przyktad polowego zastosowania metody filtrow modalnych do monitoro-
wania ktadki dla pieszych mozna znalezé w pracy [62].

Wektory Ritza. W pracy [63] autorzy poréwnali wartosci wspotezynnikow MAC
wyznaczonych odpowiednio dla wektorow postaci drgan wtasnych oraz wekto-
row Ritza w celu wykrycia uszkodzenia ramowego stanowiska laboratoryjne-
go. Wspoétezynniki obliczone dla wektoréw Ritza wykazaty sie znacznie wieksza
wrazliwo$cig na uszkodzenie w poréwnaniu do wspotezynnikow wyznaczonych
na podstawie wektoréow postaci drgan wtasnych. Inne przyktady zastosowan
metody mozna znalez¢é w pracach [64,65].

Dynamiczna macierz podatno$ci. Dynamiczng macierz podatnosci, w odroznie-
niu od dynamicznej macierzy sztywnosci, mozna relatywnie doktadnie aproksy-
mowaé za pomocg niewielkiej liczby pierwszych czestotliwosci i postaci drgan
wtasnych konstrukcji. Eksperymentalny przyktad zastosowania metody mozna
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znalez¢ w pracy [66]. Jej autorzy z dobra doktadnoscia zidentyfikowali naciecie
o glebokosci 13 mm wykonane w stalowej belce o wysokosci 102 mm, posiada-
jacej przekr6j poprzeczny dwuteownika. Autorzy pracy [67] prezentuja wyniki
zastosowania metody w celu identyfikacji uszkodzen numerycznie modelowanej
przestrzennej konstrukcji kratowej. Identyfikacje mozna przeprowadzi¢ rowniez
na lokalnym poziomie kluczowych podstruktur konstrukcji, na podstawie ana-
lizy lokalnej macierzy podatnosci [68]. W pracach [69, 70| przedstawiono na-
tomiast metody identyfikacji wykorzystujace dynamiczng macierz podatnosci
otrzymana w wyniku operacyjnej analizy modalnej, co potencjalnie umozliwia
opracowanie metod monitorowania ciggtego z wykorzystaniem wymuszenia sro-
dowiskowego.

Niezaleznie od powyzszych metod opartych o analiz¢ zagregowanych, gtéwnie mo-
dalnych, charakterystyk konstrukcji, istnieje liczna grupa metod dynamicznych, kto-
re bezposrednio przetwarzaja sygnaly w dziedzinie czasu (analiza szeregdéw czaso-
wych [71], analiza gtéwnych sktadowych [72]) lub w dziedzinie czasowo-czestotliwos-
ciowej (analiza falkowa) i analizuja wyniki za pomoca metod inteligencji obliczeniowe;
takich jak sieci neuronowe. Autorzy pracy [73] stosuja analize falkowa w celu wykrycia
nieciggtosci postaci drgan wtasnych wywotanych uszkodzeniem. Metoda zostata zwe-
ryfikowana eksperymentalnie na belce wspornikowej oraz na prostokatnej, stalowej
plycie utwierdzonej na wszystkich krawedziach. Miejsca uszkodzenia zostaty doktad-
nie oszacowane z niewielkimi bledami wzglednymi wynoszacymi odpowiednio 9.1%
i 1.25%. Inny do$wiadczalny przyklad zastosowania analizy falkowej w wykrywaniu
defektéw mozna znalezé w pracy [74].

Obszerne przeglady prac poswieconych dynamicznym metodom identyfikacji uszko-
dzen mozna znalez¢é w publikacjach [75-78]. W 2003 r., H. Sohn wraz z wspdtautora-
mi [79] opublikowali uaktualniona wersje pracy [75] zawierajaca przeglad prac opu-
blikowanych w latach 1996-2001. E. P. Carden i P. Fanning zamiescili w pracy [80]
przeglad publikacji z lat 1996-2003. Natomiast przeglad publikacji ze szczegdlnym
uwzglednieniem metod stosowanych w celu identyfikacji uszkodzen elementow kom-
pozytowych przedstawil D. Montalvao i in. w pracy [81].

Wszystkie powyzej wymienione metody dynamiczne mozna podzieli¢ na trzy ogol-
ne grupy: metody parametryczne, metody rozpoznawania wzorca (ang. pattern reco-
gnition, PR) i metody nieparametryczne; krétka charakterystyke poszczegélnych grup
zamieszczono ponizej.

Metody parametryczne bazujg na parametrycznym modelu konstrukcji referen-
cyjnej, ktory w wiekszosci przypadkow tworzony jest w oparciu o metode elementow
skoficzonych [82-85], cho¢ z powodzeniem stosowane sa tez inne metody, takie jak
metoda elementéw brzegowych [86,87], metoda elementéw spektralnych [88-93] lub
bezposredni opis analityczny [94]. Proces identyfikacji uszkodzenia poprzedzony jest
procedura kalibracji modelu parametrycznego konstrukeji referencyjnej, przeprowa-
dzanej na podstawie danych pomiarowych. Celem tej procedury jest dopasowanie wy-
branych charakterystyk modelu, na przyktad czestotliwosci i postaci drgan wlasnych,
do charakterystyk fizycznej konstrukeji referencyjnej wyznaczonych na podstawie po-
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miaréw, poprzez optymalny dobor jego parametrow. Przeglad technik stosowanych
w celu tak rozumianej kalibracji modelu (ang. model updating) mozna znalezé w pra-
cach [95,96].

Identyfikacja uszkodzenia w metodach parametrycznych formulowana jest zwy-
kle w postaci zadania odwrotnego, rozwigzywanego z zastosowaniem procedur opty-
malizacyjnych minimalizujgcych warto$¢ funkcji celu bedacej pewng liczbowg miarg
dopasowania wybranych fizycznych charakterystyk modelu do analogicznych charak-
terystyk konstrukeji uszkodzonej. Funkcja celu zalezy i jest optymalizowana wzgledem
wartod$ci wybranych parametréw zastosowanego modelu, o ktorych zaktada sie, ze mo-
ga modelowaé¢ potencjalne uszkodzenie (np. sztywnosé wybranych elementéw skon-
czonych). Procedury optymalizacyjne bazuja na klasycznych, analitycznych metodach
gradientowych pierwszego i drugiego rzedu [97] lub na metodach inteligencji oblicze-
niowej (algorytmy genetyczne lub ewolucyjne, sztuczne sieci neuronowe itp.) [98].

Podstawowym problemem specyficznym dla metod bazujacych na modelu para-
metrycznym sg trudnosci w otrzymaniu dostatecznie wiarygodnego modelu duzych
obiektéw o ztozonej konstrukeji, co przektada sie na pogorszenie doktadnosci identy-
fikacji uszkodzenia.

Metody rozpoznawania wzorca opieraja sie na analizie wzorcow wyodrebnio-
nych z odpowiedzi dynamicznej konstrukcji referencyjnej oraz, ewentualnie, konstruk-
cji poddanych réznym scenariuszom uszkodzenia [99-103]. W odréznieniu od powyze]
opisanej grupy metod parametrycznych, metody rozpoznawania wzorca nie wymagaja
modelu parametrycznego konstrukcji, a etap jego kalibrowania jest zastgpiony proce-
sem budowania bazy wzorcow. Proces wyodrebnienia wzorcow przeprowadzany jest
zazwycza] metodami inteligencji obliczeniowej takimi jak sztuczne sieci neuronowe,
ktore z zatozenia abstrahuja od bezposredniej fizycznej interpretacji przetwarzanych
danych. W efekcie wyodrebnione wzorce sg pozbawione bezposredniego sensu fizycz-
nego, co jest charakterystyczna cechg catej grupy metod rozpoznawania wzorca. Iden-
tyfikacja uszkodzenia przeprowadzana jest poprzez poroéwnanie wzorcéw wyodrebnio-
nych ze zmierzonej odpowiedzi konstrukcji monitorowanej z bazg wzorcow referen-
cyjnych, ktore rowniez jest przeprowadzane zwykle w oparciu o metody inteligencji
obliczeniowej, w szczegblnosci sztuczne sieci neuronowe.

Metody rozpoznawania wzorcoOw sa w naturalny sposob ograniczone do poziomdow
1, 2 i czesciowo 3 wymienionej wyzej klasyfikacji Ryttera: stwierdzenie istotnej roz-
bieznosci pomiedzy wzorcami jest rownoznaczne z wykryciem uszkodzenia (poziom 1),
jego ewentualna przyblizona lokalizacja (poziom 2) jest mozliwa poprzez powiazanie
wzorcow z konkretnymi czujnikami, a zgrubne oszacowanie wielkosci uszkodzenia (po-
ziom 3) — poprzez analize stopnia rozbieznosci. Rozszerzenie funkcjonalnosci metod
o dodatkowy mechanizm opisujacy ewolucje uszkodzenia, a w rezultacie umozliwiaja-
cy predykcje pozostatego czasu zycia konstrukeji (poziom 4), jest znacznie utrudniony
z uwagi na brak bezposredniej fizycznej interpretacji wzorcoéw. Z tego samego powodu
zazwyczaj niemozliwa jest rowniez pelna identyfikacja typu uszkodzenia (poziom 3),
cho¢ czesto mozliwe jest oszacowanie jego wielkosci, rozumianej jednak nie wprost,
lecz jako pewien odpowiednik rozbieznosci poréwnywanych wzorcow.
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Metody nieparametryczne. Trzecia grupa dynamicznych metod SHM nie wyma-
ga parametrycznego modelu monitorowanej konstrukeji, podobnie jak metody rozpo-
znania wzorca. Jednak w odréznieniu od nich, metody nieparametryczne bazuja na
analizie zmian wielkosci posiadajacych bezposrednig fizyczng interpretacje i wyzna-
czonych wprost na podstawie zarejestrowanych odpowiedzi konstrukcji referencyjnej
i uszkodzonej. Niektére metody, pierwotnie zaliczane do grupy metod parametrycz-
nych, zostaty przystosowane do identyfikacji uszkodzen z wykorzystaniem wytacznie
danych pomiarowych. Podejscie takie z reguly wymaga wykonania znacznie wiek-
szej liczby pomiaréw w celu zastgpienia w sposob nieparametryczny informacji, ktore
w modelu parametrycznym zawarte sg wprost. Metody nieparametryczne, podobnie
jak parametryczne, bazuja najczesdciej na analizie zmian czestotliwosci wlasnych [37],
postaci drgan whasnych [104-106], energii odksztalcenia [107,108], krzywizn modal-
nych, widmowych funkcji przejscia, macierzy podatnosci [109,110], wykladnikéw La-
punowa [111] itp.

Metoda proponowana w niniejszej pracy nie wymaga modelu parametryczne-
go, a konstrukcja referencyjna modelowana jest bezposrednio przez zbiér jej ekspery-
mentalnie zarejestrowanych odpowiedzi, przechowywanych w uporzadkowanej struk-
turze zwanej doswiadczalng macierza wptywu. W przeciwienstwie jednak do me-
tod rozpoznawania wzorca, mozliwe jest wyznaczenie pelnej odpowiedzi konstrukeji
uszkodzonej (w dziedzinie czasu, czestosci lub Laplace’a) w zaleznosci od uszkodzenia
definiowanego w spos6b parametryczny, a wiec posiadajacy bezposrednig interpreta-
cje fizyczng. Takie podejscie pozwala uniknaé¢ klopotliwego i podatnego na btedy
etapu budowy i kalibracji parametrycznego modelu konstrukcji referencyjnej, a jed-
noczesnie utatwia fizyczng interpretacje wynikow i analize na wszystkich czterech po-
ziomach klasyfikacji Ryttera. Proponowang metode nalezy zatem zaliczy¢ do grupy
nieparametrycznych metod monitorowania stanu technicznego konstrukeji.

1.1.2 Podziat ze wzgledu na przedmiot identyfikacji

Monitorowanie stanu technicznego konstrukcji w wiekszosci przypadkéw utozsamiane
jest z wykrywaniem uszkodzen jako potencjalnie jedynej przyczyny prowadzacej do
zniszczenia konstrukeji . Niemniej réwniez inne czynniki, takie jak zmiany obcigzenia
statycznego (dodatkowa masa) lub dynamicznego konstrukeji, moga doprowadzi¢ do
jej uszkodzenia lub zniszczenia i czesto podlegaja monitorowaniu.

Identyfikacja defektow jest pierwotnym zadaniem systemoéw monitorowania sta-
nu technicznego konstrukcji. Defekt moze by¢ postrzegany jako zmiana parametrow
materiatlowych i/lub geometrycznych jednego lub kilku elementéw sktadowych obiek-
tu. W przypadku obiektéw inzynierii ladowej, takich jak mosty, uszkodzenie moze by¢
rozumiane jako pekniecie zmeczeniowe, korozja lub tez utrata statecznosci elementu
na skutek ponadnormatywnego obciazenia eksploatacyjnego. W badaniach SHM, de-
fekty sa czesto modelowane w sposob parametryczny jako utrata sztywnosci wybra-
nych elementéw monitorowanej konstruke;ji.
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Identyfikacja zmiany masy. Na przestrzeni lat wiele obiektow inzynierii ladowe;j
uleglo zniszczeniu na skutek ponadnormatywnego obcigzenia statycznego spowodowa-
nego oblodzeniem lub warstwa, $niegu zalegajaca na dachu [112-114]. W zaleznosci od
rodzaju rozpatrywanej konstrukeji, obciazenie takie mozna traktowac jako dodatkowa
mase¢ roztozong w sposob ciagly lub dyskretnie roztozona miedzy weztami struktury
nosnej. Inny praktyczny problem zwigzany z identyfikacja zmian masy zostat przed-
stawiony w pracy [115], gdzie metodami globalnymi identyfikowana jest masa dodat-
kowych urzadzen zamocowanych na masztach telekomunikacyjnych, bez koniecznosci
ich demontazu. Problem identyfikacji masy i jej lokalizacji na swobodnie podpartej
plycie prostokatnej metodami parametrycznymi rozwazany jest w pracy [94]. W pra-
cy [116] autor rozwigzuje podobny problem odwrotny, jednak przy wykorzystaniu
techniki kaskadowych sieci neuronowych. W Rozdziale 6 niniejszej pracy zaprezen-
towano wyniki identyfikacji masy odwaznikow mocowanych w wybranych weztach
konstrukeji, ktorych dodatkowa masa moze by¢ utozsamiana z obciazeniem pocho-
dzacym od oblodzenia.

W praktyce eksperymentalnej tymczasowe zamocowanie masy skupionej w celach
testowych jest znacznie prostsze w realizacji niz wprowadzenie odwracalnego uszko-
dzenia zwigzanego ze sztywnoscig elementow konstrukcyjnych. Z tego powodu masa
skupiona czesto pojawia sie w polowych badaniach metod SHM w roli czynnika wpro-
wadzajacego lokalne zaburzenie parametrow bezwladnosciowych, prowadzacego do
zmian globalnych charakterystyk dynamicznych konstrukeji utozsamianych z wysta-
pieniem uszkodzenia. W rezultacie takiego podejscia opracowane metody sa testowane
w zastepczych zadaniach identyfikacji zmian masy zamiast rzeczywistego uszkodze-
nia. Podejscie takie jest szeroko stosowane w konstrukcjach lotniczych [117,118]. In-
nym podejsciem proponowanym w literaturze jest wprowadzenie dodatkowych mas
do uktadu w celu zwigkszenia wrazliwosci jego mierzonej odpowiedzi wzgledem iden-
tyfikowanego uszkodzenia [119,120].

Identyfikacja obcigzen dynamicznych. Monitorowanie dynamicznych obcigzen
konstrukeji jest istotne z punktu widzenia niezawodnosci, czyli analizy procesu zme-
czeniowego postepujacego w konstrukeji i ewentualnej predykcji jej pozostatego czasu
zycia, oraz w celu wstepnej lokalizacji i kwantyfikacji uszkodzen konstrukcji zwiaza-
nych z obciazeniami o charakterze udarowym. W wypadku wielu konstrukeji inzynier-
skich, takich jak mosty, ktadki, wiadukty itp., celem systemu identyfikacji obcigzen
moze by¢ réwniez monitorowanie ruchu pojazdéw lub pieszych.

Zadanie identyfikacji sit wymuszajacych konstrukcje nalezy do klasy zadan od-
wrotnych identyfikacji danych wejsciowych i, jako takie, jest zasadniczo odmienne
od zadan identyfikacji uszkodzen lub innych modyfikacji konstrukeji, ktore naleza do
klasy zadan odwrotnych identyfikacji systemu. Przeglad metod stosowanych w celu
rozwiagzywania zadan odwrotnych tego typu mozna znalezé w pracach [121,122]. Wigk-
sz0s¢ podejs¢ wykorzystuje numeryczny model monitorowanej konstrukcji i sprowa-
dza si¢ do zadania rozwiktania splotu jej zmierzonej odpowiedzi wzgledem obliczonej
odpowiedzi impulsowej, co wykonywane jest bezposrednio [123], za pomoca technik
zaczerpnietych z teorii sterowania [124], takich jak obserwatory lub filtry odwrotne
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(ang. inverse structural filter), lub metod inteligencji obliczeniowej [125]. Nalezy jed-
nak zauwazy¢, ze w niektorych wypadkach mozliwa jest parametryzacja nieznanego
obcigzenia dynamicznego, co upodabnia zadanie jego identyfikacji do zadan identy-
fikacji parametrycznie wyrazonych uszkodzen i modyfikacji konstrukeji. Wypadki te
obejmujg wymuszenia masami ruchomymi takimi jak pojazdy, gdzie identyfikowana
jest masa pojazdu, oraz rozwazane w niniejszej pracy uderzenia niesprezyste, gdzie
identyfikowana jest masa i predkos¢ obiektu uderzajacego.

1.2 Cele pracy

Gtownym celem dysertacji jest

e opracowanie niskoczestotliwosciowej metody monitorowania stanu technicznego
konstrukeji, wykorzystujacej nieparametryczny model konstrukeji referencyjnej,
ale jednoczesnie umozliwiajacej identyfikacje parametrycznie wyrazonych mody-
fikacji tej konstrukcji, oraz

e cksperymentalna weryfikacja opracowanej metody w obszarze identyfikacji zmia-
ny masy, sztywnosci i niesprezystych obcigzen ustrojow pretowych.

Szczegotowe cele pracy obejmuja:

1. Opracowanie metodologii nieparametrycznego modelowania konstrukeji referen-
cyjnej przy wykorzystaniu ogélnego podejscia metody dystorsji wirtualnych [126].

2. Opracowanie sposobow wprowadzania parametrycznie wyrazonych modyfikacji,
uszkodzen lub obcigzen do takiego modelu konstruke;ji.

3. Opracowanie efektywnych numerycznie technik obliczania odpowiedzi konstruk-
¢ji zmodyfikowanej lub obcigzone;j.

4. Opracowanie sposobu identyfikacji modyfikacji, uszkodzen lub obciazen rzeczy-
wistej konstrukcji poprzez porownanie wybranych charakterystyk odpowiedzi
zmierzonej z odpowiedzia modelowana nieparametrycznie.

5. Opracowanie efektywnych numerycznie technik analizy wrazliwosci.

6. Weryfikacja doswiadczalna opracowanej metodologii identyfikacji zmian ma-
sy, sztywnodci i obcigzenia dynamicznego przy wykorzystaniu 70-elementowego
wspornika kratowego.

1.3 Koncepcja pracy

Praca sktada si¢ z niniejszego wstepu, pieciu rozdziatéw merytorycznych, w ktorych
opisano sformutowanie proponowanej metody, odpowiednie algorytmy numeryczne
i uzyskane wyniki doswiadczalne, oraz z zakonczenia. Ponizej zamieszczono zwiezta
charakterystyke rozdziatow merytorycznych.
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Modelowanie zmian masy i sztywnosci konstrukcji. W rozdziale przedstawio-
no teoretyczne sformutowanie opracowanej metody modelowania nieparametrycznego
w dziedzinie czasu (dla czasu ciagtego i czasu dyskretnego). Wychodzac z dynamicz-
nego rownania ruchu konstrukcji referencyjnej, wykazano, ze zmiana masy i sztyw-
nosci elementéw sktadowych konstrukcji moze by¢ efektywnie modelowana za po-
moca rownowaznego, dodatkowego obciazenia (tzw. pseudo obciazenia) przytozonego
w odpowiednich stopniach swobody. W rozdziale przedstawiono ponadto koncepcje
do$wiadczalnej macierzy wpltywu oraz catkowg reprezentacje pseudo obcigzenia. Roz-
dziat konczy opis modelowania parametrow obcigzenia dynamicznego konstrukeji za
pomoca pseudo obcigzenia.

Identyfikacja zmian masy i sztywnos$ci konstrukcji. W rozdziale przedstawio-
no metodologie rozwigzania problemu odwrotnego identyfikacji zmiany masy i sztyw-
nosci konstrukcji za pomoca procedury optymalizacyjnej. Procedura minimalizuje
funkcje celu bedaca pewna liczbowa miara dopasowania nieparametrycznie mode-
lowanej odpowiedzi konstrukcji uszkodzonej do jej odpowiedzi zmierzonej. Ponadto
wyprowadzono Sciste, analityczne zaleznosci na gradient i hesjan funkcji celu stosu-
jac metode rozniczkowania bezposredniego i gradientow sprzezonych, a otrzymane
zaleznosci porownano pod katem ich ztozonosci numerycznej.

Sformutowanie w dziedzinie Laplace’a. W rozdziale zaprezentowano teoretycz-
ne sformutowanie opracowanej metody nieparametrycznego modelowania i identyfika-
¢ji w dziedzinie Laplace’a. Podobnie jak w Rozdziale 2, zaleznos¢ na pseudo obcigzenie
modelujace rownowaznie zmiany parametréw masowych i sztywnos$ciowych konstruk-
c¢ji uzyskano na podstawie dynamicznego rownania ruchu. W rozdziale sformutowano
rowniez problem odwrotny identyfikacji zmiany parametréw i zaproponowano metode
jego rozwigzania przy uzyciu procedur optymalizacyjnych minimalizujacych przyje-
ta funkcje celu. Wyprowadzono zaleznosci wyrazajace gradient i hesjan funkcji celu
w sposob analityczny.

Techniki numeryczne. Pseudo obcigzenie rownowazne rozwazanym modyfikacjom
konstrukcji dane jest w postaci rozwigzania pewnego liniowego rownania catkowe-
go. W rozdziale przedstawiono klasyfikacje liniowych rownan catkowych i omoéwiono
ich najwazniejsze wtasciwosci. Stosujac metode rozktadu macierzy wedtug wartosci
szczegolnych, wyjasniono przyczyny niestabilnosci rozwigzan rownan zle uwarunko-
wanych i przesledzono wybrane bezposrednie i iteracyjne mechanizmy regularyzacji
numerycznej. Opisano réwniez sposob optymalnego doboru parametrow metod regu-
laryzujacych w oparciu o metode krzywej L. Ponadto oméwiono proces dyskretyzacji
liniowych réwnan catkowych oraz korzysci numeryczne wynikajace z otrzymania dys-
kretnego jadra catkowego o strukturze macierzy Toeplitza.

Weryfikacja doswiadczalna. Rozdzial zawiera opis stanowiska laboratoryjnego,
urzadzen pomiarowych oraz sposobu wprowadzenia zmian masy, sztywnosci i obcig-
zenia konstrukecji badanego wspornika kratowego. Przeprowadzona nastepnie wery-
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fikacja opracowanej metody obejmuje stworzenie doswiadczalnej macierzy wplywu
sktadajacej sie ze zmierzonych odpowiedzi konstrukcji referencyjnej oraz przeprowa-
dzenie identyfikacji w dziedzinie czasu i w dziedzinie Laplace’a:

e masy dodatkowych odwaznikow mocowanych w wybranych weztach konstrukeji,
e zmiany sztywnosci osiowej wybranego elementu,

e parametréw symulowanego uderzenia niesprezystego.
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Rozdziatl 2

Modelowanie zmian masy
i sztywnosci konstrukcji

W niniejszym rozdziale przedstawiono nieparametryczne rozwigzanie problemu wprost
modelowania czasowego przebiegu odpowiedzi konstrukcji o zmodyfikowanych para-
metrach masowych i sztywnosciowych [127]. Problem rozwiazywany jest w dwdch
etapach: w pierwszym, dla parametrycznie wyrazonych zmian masy i sztywnosci ele-
mentéw sktadowych konstrukeji, wyznacza sie rownowazne im pseudo obcigzenie kon-
strukeji niezmodyfikowanej. W drugim etapie oblicza sie odpowiedz konstrukeji zmo-
dyfikowanej jako sume zmierzonej doswiadczalnie odpowiedzi konstrukeji niezmodyfi-
kowanej na rozwazane wymuszenie testowe oraz jej odpowiedzi na wyznaczone pseudo
obcigzenie. W obu etapach wykorzystywany jest nieparametryczny model konstrukeji
niezmodyfikowanej dany w postaci zbioru jej odpowiedzi impulsowych.

Niniejszy rozdzial mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze czesci. W pierwszej z nich
sformutowano zagadnienie dla czasu ciggltego. Wychodzac od réwnania ruchu kon-
strukcji referencyjnej, wyprowadzono zaleznos¢ na pseudo obcigzenie w formie cal-
kowego réwnania Volterry drugiego rodzaju (Czesé 2.2), a nastepnie przedstawiono
sposdb wyznaczania odpowiedzi konstrukeji zmodyfikowanej (Czesé 2.3). Druga czesé
rozdziatu zawiera analogiczne zaleznosci dla czasu dyskretnego (Cze$¢ 2.4). Dodatko-
wo w rozdziale wprowadzono i oméwiono koncepcje doswiadczalnej macierzy wplywu
(Czes¢ 2.5) 1 metodologie modelowania uderzenia idealnie niesprezystego (Czesé 2.6).

2.1 Odpowiedz rezydualna konstrukcji
Odpowiedzig rezydualng konstrukcji nazywamy jej odpowiedZ u®(¢) na wymuszenie
pseudo obciazeniem p°(t) réwnowaznym modelowanej modyfikacji masy lub sztyw-
nosci konstrukeji. W niniejszej czesci wyprowadzone zostana zaleznosci (2.12) wy-
razajace odpowiedz rezydualng za pomoca splotu impulsowych funkcji odpowiedzi
konstrukeji z pseudo obciazeniem. Réwnowaznosé modyfikacji ze specyficzng posta-
cia pseudo obciazenia wykazana zostanie w kolejnej czesci rozdziatu (Czesé 2.2).
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Rysunek 2-1: Uktad zachowawczy o jednym stopniu swobody
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Rysunek 2-2: Przyblizenie (2.2) funkcji delta Diraca

2.1.1 Uktad zachowawczy o jednym stopniu swobody

Wymuszenie impulsowe. Rozpatrzmy uktad zachowawczy o jednym stopniu swo-
body obcigzony sitg pY(t). Pogladowy schemat takiego ukladu zostal przedstawiony
na rys. 2-1. Drgania uktadu opisane sg nastepujacym réwnaniem ruchu:

mii () + ku(t) = p°(2), (2.1)

gdzie m i k oznaczaja odpowiednio mase i sztywnos¢ ukladu. Zatdzmy, ze sita p®(¢)
przytozona do masy m opisana jest wzorem (2.2) i przedstawiona na rys. 2-2,

0 dlat< —e,
P(t) = 2% dla —e <t <, (2.2)
0 dlat>e,

gdzie € jest dowolnie malg liczba dodatnia. Funkcja definiujaca site pU(t) przyjmuje
wartosci niezerowe tylko w zakresie —e < t < ¢; gdy € dazy do zera, amplituda sity
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p°(t) dazy do nieskoniczonosci. Impuls sity I funkcji p¥(¢) mozna zapisa¢ w formie:

I= / PO(t) dt = p. (2.3)
Funkcja p°(t) o jednostkowym impulsie, opisana réwnaniem (2.2), dazy dla € — 0 do
funkcji znanej w literaturze jako delta Diraca i oznaczanej symbolem ¢§(t). Funkcja
delta Diraca posiada nastepujaca wlasnosc:

[e.o]

(a%0)(t) = [ a(r)ot - 7)dr = q(0), (2.4)
gdzie ¢(t) jest dowolna funkcja ciagla i ograniczona, a * oznacza operacje splotu. Ko-
rzystajac z przytoczonej wlasciwosci, wartosé funkeji ¢(t) w dowolnej chwili czasowej
t mozna przedstawi¢ w postaci catkowej.

Przyjmijmy jednorodne warunki poczatkowe, réwne u2(07) = 4%(07) = 0, w chwi-
li poprzedzajacej przyltozenie impulsowego wymuszenia sita p°(t) dziatajaca na roz-
wazany uktad. Zgodnie z zasada zachowania pedu, impuls sity I dzialajacy na uktad
mozna zastapi¢ predkoscia poczatkowa rowna:

R (0) = i. (2.5)

Korzystajac z powyzszej zaleznosci, uktad dynamiczny opisany réwnaniem ruchu (2.1)
mozna dla ¢ > 0 przedstawi¢ w postaci nastepujacego zagadnienia poczatkowego:

mii(t) + ku(t) = 0, u(0) = 0, u®(0) = f;. (2.6)

Odpowiedz uktadu opisanego powyzszym réwnaniem i danymi warunkami poczatko-
wymi mozna dla ¢t > 0 przedstawi¢ w formie:

1
R(t) = p—— sinwt = ph(t 2.
u'(t) p——sinwt =p (t), (2.7)

gdzie w = y/k/m oraz h(t) jest impulsowa funkcja odpowiedzi uktadu,

0 dlat <0
h(t) = ’ 2.8
(®) {1 sinwt dlat > 0. (28)

mw

Funkcja h(t) jest odpowiedzia uktadu na jednostkowe wymuszenie impulsowe, tj. wy-
muszenie opisane funkcja delta Diraca, przytozone w czasie t = 0. Jedli wymuszenie
impulsowe jest przytozone w czasie t = 7, odpowiedz uktadu dla ¢ > 7 ma postaé

Bt —7) = —— sinw(t — ), (2.9)

mw

natomiast dla ¢t < 7 funkcja h(t — 7) przyjmuje wartosci zerowe.
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Dowolne wymuszenie. W przypadku ogélnym, gdy sita p°(¢) dziatajaca na uktad
poczawszy od momentu t = 0 ma dowolng posta¢, odpowiedz uktadu przy zero-
wych warunkach poczatkowych mozna przedstawi¢ jako sume jego odpowiedzi na
elementarne wymuszenia impulsowe z ktérych, zgodnie z (2.4), sklada sie funkcja
wymuszajaca p°(t):

R () = /Ot PRt —7)dr = (2° % h) (1) (2.10)

W literaturze powyzsza zalezno$¢ znana jest jako catka Duhamela.

2.1.2 Konstrukcja o wielu stopniach swobody

Réwnanie ruchu konstrukeji o wielu stopniach swobody, wymuszanej wektorem do-
wolnych sit p°(¢), mozna zapisa¢ w formie macierzowej:

Mii®(t) + Ca(t) + Ku®(t) = p°(t), (2.11)

gdzie M, C, K sa odpowiednio macierzami mas, ttumienia i sztywnosci, a wekto-
ry ul(t), a®(t), it(t) zawieraja sktadowe odpowiedzi uktadu wyrazone w formie
przemieszczen, predkosci i przyspieszen. Przy zatozeniu zerowych warunkéw poczat-
kowych, odpowiedz konstrukcji mozna wyznaczy¢ za pomoca przytoczonej w poprzed-
nim paragrafie catki Duhamela (2.10):

u(o) = | "Bt — )p(r) dr, (2.12a)
i) = | "Bt — 1)p(r) dr, (2.12b)
() = M p(0) + [ "Bt — r)p(r) dr, (2.12¢)

gdzie macierze B(t), B(t) i B(t) zawiecraja impulsowe funkcje odpowiedzi konstruk-
cji, tzn. ich kolumny sa wektorami odpowiedzi konstrukeji (we wszystkich stopniach
swobody) na wymuszenia opisane funkcja delta Diraca przytozone w kolejnych stop-
niach swobody. W zgodzie z ogblna terminologia metody dystorsji wirtualnych [128],
macierze te dalej beda nazywane macierzami wplywu. Prawdziwosé (2.12) mozna w
prosty sposéb potwierdzi¢ poprzez ich podstawienie do réwnania ruchu (2.11). Jesli
pierwszy czton po prawej stronie réwnania (2.12¢) zostanie wlaczony pod znak calki,
otrzymamy nastepujaca zaleznoscé:

i) = | "Byt — 1)p°(r) dr, (2.124)

w ktorej Bg(t) jest przyspieszeniowg macierza wpltywu zawierajaca czton impulsowy
w chwili ¢ = 0, . .
Bs(t) = M1(t) + B(t). (2.13)

26



2.2 Pseudo obcigzenia r6wnowazne zmianom masy
i sztywnosci

Roéwnanie ruchu konstrukcji referencyjnej. Zatozymy, ze konstrukcja referen-
cyjna (niezmodyfikowana) jest liniowa i ze jej dynamike mozna zapisaé w postaci
nastepujacego réwnania ruchu:

Mii"(t) + Ca"(¢) + Ku™(t) = f(t), (2.14)

gdzie f(t) jest wymuszeniem testowym, M, C i K sa macierzami odpowiednio mas,
thumienia i sztywnosci konstrukeji referencyjnej, a u(t) nazywane jest odpowiedzia
referencyjna.

Réwnanie ruchu konstrukcji zmodyfikowanej. W dalszej czesci pracy zatozo-
no, ze rozwazane uszkodzenia lub modyfikacje elementéw konstrukeji mogg wplywaé
na ich mase i sztywnos¢, natomiast nie maja wptywu na ttumienie konstrukeji. Row-
nanie ruchu konstrukecji uszkodzonej, poddanej dzialaniu tego samego wymuszenia
testowego f(t), mozna zatem zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(M + AM) ii(t) + Ca(t) + (K + AK) u(t) = £(£), (2.15)

gdzie AM, AK oznaczajg odpowiednio zmiany macierzy mas oraz sztywnosci zwigza-
ne z rozwazanym uszkodzeniem lub modyfikacjg konstrukcji. Poprzez proste przenie-
sienie na prawg strone cztonéw modelujacych modyfikacje, powyzsze rownanie mozna
przeksztatci¢ do postaci rownowaznej:

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) + p°(t), (2.16)

ktora — poréwnaj z (2.14) — jest faktycznie réwnaniem ruchu konstrukeji referencyj-
nej, oproécz wymuszenia testowego f(t) poddanej dziataniu réwniez pewnego pseudo
obciazenia p°(t). Pseudo obcigzenie to modeluje rozwazane modyfikacje AM i AK
oraz jest z nimi zwigzane nastepujaca zaleznoscia:

p’(t) = —AMii(t) — AKu(t). (2.17)

Zgodnie z (2.16), odpowiedZ u(t) konstrukcji zmodyfikowanej zalezy od pseudo ob-
ciazenia, a wiec (2.17) wyraza je w sposéb uwiktany.

Pseudo obciazenie. OdpowiedZ u(t) konstrukeji uszkodzonej zalezy zar6wno od
wymuszenia testowego f(t), jak i od dziatajacego na konstrukcje pseudo obciazenia
p’(t) modelujacego uszkodzenie. Zgodnie z zalozeniem liniowosci konstrukeji spel-
niajacej réwnanie ruchu (2.16), odpowiedZ u(t) konstrukeji uszkodzonej na sume
wymuszeni f(¢) i p¥(t) mozna przedstawi¢ w postaci sumy odpowiednich odpowie-
dzi konstrukeji niezmodyfikowanej, czyli odpowiedzi odpowiednio referencyjnej u®(¢)
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i rezydualnej ul(t):

u®(t) +u(t), (2.18a)
ii(t) = i (t) + it (). (2.18Db)

Po podstawieniu zaleznosci (2.18) do (2.17), wykorzystaniu (2.12) i po przeprowa-
dzeniu prostych algebraicznych przeksztatcen, mozna otrzymaé¢ nastepujace réwnanie
z pseudo obcigzeniem p°(t) w roli niewiadomej:

[T+ AMM | p°(t) + /0 t [AMB(t — 7) + AKB(t — 7)| p°(7) dr
= —AMii*(t) — AKu"(t). (2.19a)

Powyzsze rownie jest réwnaniem catkowym Volterry drugiego rodzaju. Réwnania te-
go typu sa zle uwarunkowane, jednakze z twierdzen Riesza [129] wynika, ze réwnanie
(2.19a) jest dobrze postawione w sensie Hadamarda, jesli macierz I + AMM ™ jest
nieosobliwa. Innymi stowy, réwnanie to posiada jednoznaczne rozwigzanie, jesli mo-
dyfikacja masy AM jest na tyle mata, ze macierz mas konstrukcji zmodyfikowanej
AM + M pozostaje dodatnio okreslona. Warunek ten jest zawsze spetniony dla kon-
strukcji inzynierskich, jesli zmiana masy AM nie jest na tyle duza, by powodowaé
oddzielenie fragmentéw konstrukeji. Korzystajac z (2.13), réwnanie (2.19a) mozna
zapisa¢ w nastepujacej formie:

b0+ [ [AMB(t - 7) + AKB(t - 7)| p°(r) dr
= —AMii"(t) — AKu"(t). (2.19b)

W powyzszym réownaniu wszystkie elementy sa znane (tj. moga by¢ bezposrednio
zmierzone eksperymentalnie) z wyjatkiem pseudo obciazenia p°(t). Nalezy zwrdcié
uwage, ze wektor p°(¢) moze posiadaé niezerowe wartosci tylko w stopniach swobody
bezposrednio zwigzanych ze zmiang masy AM lub sztywnos$ci AK. Przy zlokalizo-
wanym uszkodzeniu oznacza to, ze liczba nieznanych elementéw wektora p°(t) jest
znacznie mniejsza niz liczba stopni swobody. A zatem réwnanie (2.19b) ma w takiej
sytuacji znacznie mniej niewiadomych, niz petne réwnanie ruchu konstrukeji uszko-
dzonej (2.15).

2.3 Odpowiedz konstrukcji zmodyfikowane}j

Odpowiedz konstrukeji zmodyfikowanej u(t) zgodnie z réwnaniami (2.18) jest suma
odpowiedzi referencyjnej u®(¢) na wymuszenie testowe f(t) oraz odpowiedzi rezydual-
nej ul(t) konstrukeji referencyjnej na pseudo obciazenie p°(t), okreslonej zaleznoscia-
mi (2.12). A zatem sygnal x(¢) pewnej liczby liniowych czujnikéw (przemieszczenia,
odksztalcenia, predkosci, przyspieszenia itp.) mierzacych odpowiedz konstrukeji zmo-
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dyfikowanej na wymuszenie testowe f(¢) mozna zapisa¢ w postaci:
t
x(t) = x“(t) + [ Bt - 7)pl(r)dr, (2.20)
0

w ktérej pseudo obciazenia mozna obliczy¢ poprzez rozwiazanie réwnania (2.19b),
xU(t) jest sygnatem czujnikéw mierzacych odpowiedZ konstrukcji niezmodyfikowanej,
a B*(t) jest macierza wpltywu zwiazana z czujnikami i zawiera odpowiedzi czujnikéw
na impulsowe wymuszenia w kolejnych stopniach swobody (jej wiersze odpowiadajace
ewentualnym akcelerometrom moga zawiera¢ sktadniki impulsowe dla chwili ¢ = 0).
Nalezy zauwazy¢, ze x“(t) i B¥(t) charakteryzuja konstrukcje referencyjna (niezmo-
dyfikowana), a wiec moga by¢ zmierzone doswiadczalnie i sa znane.

2.4 Dyskretyzacja w dziedzinie czasu

Przedstawione powyzej sformutowanie problemu wprost wykorzystuje ciagle zmienne
czasowe; takie podejscie jest uzasadnione z teoretycznego punktu widzenia, poniewaz
pozwala na prawidtowa charakteryzacje matematycznej struktury problemu (catkowe
réwnanie Volterry rodzaju drugiego). W niniejszej czesci rozdziatlu zostanie przed-
stawione sformutowanie opracowanej metody wykorzystujace czas dyskretny. Podej-
Scie dyskretne jest praktyczniejsze i blizsze eksperymentalnej rzeczywistosci, gdyz w
praktyce sygnaty analogowe z czujnikéw sa wpierw przetwarzane przez przetworni-
ki analogowo-cyfrowe na sygnaly dyskretne i dopiero w takiej postaci przetwarzane
potem cyfrowo.

Odpowiednikami macierzy wptywu B(t) i Bg(t) zawierajacych ciggle funkcje od-
powiedzi impulsowych sg dyskretne macierze wptywu oznaczane D(t) i D(t), ktore
zawieraja wartosci chwilowe odpowiedzi w dyskretnych chwilach czasu, zwane prob-
kami:

D(t) = B(t)At, (2.21a)
5(1) ~ M~ +B(0)At dlat =0, 2.21b)
(t) B(t)At dla t > 0. 2

Korzystajac z dyskretnych wersji macierzy wptywu D(t) i D(t), réwnanie (2.19b) po-
zwalajace obliczy¢ pseudo obcigzenie rownowazne rozwazanej zmianie masy i sztyw-
nos$ci mozna zapisa¢ w nastepujacej formie zdyskretyzowanej:
t .o
> [0-1+ AMD(t — 7) + AKD(t — 7)| p°(t) = —AMii"(t) — AKu"(t), (2.22)

7=0

gdzie symbol d,,; oznacza delte Kroneckera,

1 gdyt=
-:{ sV =T (2.23)

" 0 gdyt#r.
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Nalezy zwréci¢ uwage, ze liczba niewiadomych funkeji w rownaniu (2.19b) jest réwna
liczbie stopni swobody bezposrednio zwigzanych z modyfikacjami, podczas gdy liczba
niewiadomych w jego dyskretnej wersji (2.22) jest wieksza N; razy, gdzie Ny jest liczba
probek czasowych.

Zapis powyzszego réwnania mozna uprosci¢, grupujgc wyrazenia znajdujace sie
po lewej stronie réwnania w pojedyncza macierz blokowg A

Ap’ = ~AMii* — AKu", (2.24)

gdzie wektory p°, u® i ii* zawieraja odpowiednio pseudo obcigzenie, przemieszczenia
i przyspieszenia we wszystkich rozpatrywanych stopniach swobody konstrukeji refe-
rencyjnej i dla wszystkich probek czasowych. Macierz A posiada strukture blokowa
o wymiarze nN x nN blokéw, gdzie liczba N odpowiada liczbie weztow zwigzanych
z uszkodzonymi elementami, a n jest liczbg stopni swobody w wezle. Przyjmujac mo-
del uktadu pretowego (rama przestrzenna), wymiar macierzy A jest rowny 6N x 6N
blokéw (trzy przemieszczenia wzdluz osi kartezjanskiego uktadu wspétrzednych i trzy
obroty wokét tych osi dla kazdego wezta). W zatozeniu opracowana metoda ma mieé
charakter doswiadczalny, a przyjecie modelu ramy przestrzennej moze okazac si¢ trud-
ne w realizacji z powodu (1) koniecznosci dynamicznego pomiaru katéw obrotu wokéh
trzech ortogonalnych wzgledem siebie kierunkéow oraz (2) koniecznosci przylozenia
impulsowego wymuszenia momentami w celu wygenerowania eksperymentalnych ma-
cierzy wptywu. W przeprowadzonych do$wiadczeniach przyjeto zatem model kratow-
nicy przestrzennej, posiadajacej po trzy stopnie swobody (przemieszczenia) w kazdym
wezle, dzigki czemu blokowy wymiar macierzy A zostal zmniejszony do 3N x 3N blo-
kow. Kazdy blok tej macierzy posiada wymiar Ny x Ny i jest macierza tréjkatna dolna
typu Toeplitza. Wymiar N, (liczba probek czasowych) uzalezniony jest od dtugosci
eksperymentalnie zarejestrowanej odpowiedzi i od czestosci jej probkowania. Struk-
tura przyktadowej macierzy jest zilustrowana na rys. 6-7.

Ze wzgledu na duzy rozmiar i zle uwarunkowanie numeryczne [130] réwnania
(2.24), efektywne numerycznie obliczenie jego wiarygodnego rozwigzania wymaga za-
stosowania szeregu specjalnych technik numerycznych opisanych w Rozdziale 5. Ob-
liczone rozwigzanie, obrazujgce wartosci pseudo obcigzenia w dyskretnych chwilach
czasu, pozwala na wyliczenie dyskretnego czasowo sygnatu czujnikow umieszczonych
w konstrukcji uszkodzonej za pomocy zdyskretyzowanych odpowiednikéw zalezno-
Sci (2.20),

t
x(t) =x"(t) +>_D*(t — 7)p°(7) (2.25a)
=0
lub, po pogrupowaniu sygnatow z réznych chwil czasowych w jeden wektor, analo-
gicznie jak w (2.24),
x = x" + D*p’. (2.25b)

Analogiczng dyskretyzacje czasowa odpowiedzi konstrukeji (2.12) mozna przedstawi¢
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W postaci:

u® = Dp°, (2.26a)
u® = Dp”, (2.26h)
i = Dp, (2.26¢)

gdzie macierze D, DiD majag strukture blokows analogicznag do macierzy A wyste-
pujacej w zaleznosci (2.24).

2.5 Doswiadczalne macierze wplywu

W dotychczasowych rozwazaniach zakladano, ze impulsowe macierze wpltywu B(t),
B(t) i BX(t) oraz odpowiadajace im dyskretne macierze wptywu D(t), D(t) i D*(t)
zawieraja odpowiedzi konstrukeji na wymuszenie opisane funkcjg delta Diraca. Z przy-
czyn technicznych pobudzenie rzeczywistego uktadu takim wymuszeniem jest trudne
do realizacji lub wrecz niemozliwe. W przeprowadzonych do$wiadczeniach wymusze-
nie byto realizowane przy uzyciu mtotka modalnego wyposazonego w przetwornik sity.
Zarejestrowany przebieg sity w czasie ¢(t) odbiega w znacznym stopniu od zatozonego
w rozwazaniach wymuszenia impulsowego. Bezposrednie zbudowanie macierzy wpty-
wu ze zmierzonych odpowiedzi konstrukeji doprowadzitoby do uzyskania btednych

wynikéw. Problem ten mozna rozwigzaé¢ na dwa sposoby:

Rozwiktanie splotu. Zmierzona odpowiedz konstrukeji u;(f) na wymuszenie ¢;(t)
jest réwna splotowi jej funkeji odpowiedzi impulsowej h;;(t) z wymuszeniem ¢;(t),

wlt) = @+ i) () = [ a5t = )by dr, (2.27)

gdzie i jest indeksem stopnia swobody, w ktérym wykonywany jest pomiar, a j jest in-
deksem stopnia swobody, w ktérym jest przytozone wymuszenie. Funkcje impulsowe]
odpowiedzi konstrukeji h;;(¢) mozna obliczyé¢ rozwigzujac powyzsze rownanie.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze (2.27) jest liniowym réwnaniem catkowym Volterry
pierwszego rodzaju. Takie réwnania sa Zle postawione w sensie Hadamarda [129].
Wartosci osobliwe operatora splotu zbiegaja do zera, a jego wersji zdyskretyzowanej
do poziomu wyznaczonego przez doktadnos¢ arytmetyki zmiennopozycyjnej, co ozna-
cza, ze dyskretna wersja réwnania (2.27) jest skrajnie zle uwarunkowana [131,132],
i w przypadku gdy dane wejsciowe obarczone sg pewnym bledem, a w praktyce wszyst-
kie pomiary obarczone sg btedem wynikajacym np. z niedoskonatosci urzadzen po-
miarowych, obliczone rozwiazanie h;;(t) moze nie by¢ wiarygodne. W takim wypadku
rozwigzania nalezy szukaé stosujac odpowiednie metody numeryczne posiadajace wta-
Sciwosci regularyzujace (np. regularyzacja metoda Tichonowa lub iteracyjna metoda
CGLS [130, 132], patrz rowniez Rozdziat 5). Niezaleznie od wybranej metody, pro-
blem opisany rownaniem (2.27) nalezy rozwiaza¢ osobno dla kazdej pary wymuszenia
i odpowiedzi.
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Catkowa reprezentacja pseudo obcigzen. Pseudo obcigzenie w i-tym stopniu
swobody p?(t) mozna przedstawi¢ w postaci splotu wymuszenia eksperymentalnie
przytozonego do konstrukeji ¢;(t) (na ktére odpowiedz jest zmierzona, a wiec znana)
z pewna niewiadoma funkcja p;(t),

p(t) = /Ot ¢i(t — 7)pi(7)dr (2.28a)

lub, w postaci wektorowej,

p(t) = /0 'Q(t — r)p(r) dr, (2.28D)

gdzie Q(t) jest macierza diagonalng zawierajaca na przekatnej eksperymentalnie za-
stosowane wymuszenia ¢;(t),

Q(t) = diag [q1(?), ¢2(1), - -, an (1)] - (2.28¢)

Bezposrednie podstawienie zaleznosci (2.28b) do réwnania (2.19b) prowadzi, po
prostych operacjach zmiany kolejnosci catkowania i zamiany zmiennych, do nastepu-
jacej zaleznosci

[ Q=i ar
N /Ot [AM /O” By(t — 7 — #)Q(x) dr + AK /0” B(t — r — 1)Q(k) dr| p(r) dr
= —AMii"(t) — AKu"(t). (2.29)

Zauwazmy, ze wystepujace w powyzszym rownaniu macierze

/OtTB(;(t—T—R)Q(R)dK i /OtTB(t—T—/ﬁ)Q(/i)d/ﬁ (2.30)

zawieraja wartosci odpowiedzi konstrukeji referencyjnej w chwili t — 7 (we wszyst-
kich rozwazanych stopniach swobody) na eksperymentalnie zastosowane wymuszenia
opisane funkcjami ¢;(t) (przyltozone kolejno we wszystkich rozwazanych stopniach
swobody). A zatem macierze (2.30) sa eksperymentalnymi odpowiednikami macierzy
wplywu. Jedli zalozymy, ze symbole B(t) i B5(t) oznaczaja nie tyle idealne funkcje
odpowiedzi impulsowych konstrukcji, co raczej zmierzone odpowiedzi konstrukcji na
eksperymentalnie zastosowane wymuszenia quasi-impulsowe ¢;(t), tzn. jesli wykona-
my podstawienie

By(0) — [ "Bt — 1)Q(r) dr, (2.31a)

B() — | "B(t - 1)Q(r) dr, (2.31b)
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to (2.29) przyjmie nastepujaca postac:

/Ot [Q(t — ) + AMB;(t — 7) + AKB(t - 7)| p(r) dr
= —AMii“(t) — AKu"(t), (2.32)

w ktorej B(1) i B(g(t) oznaczajg eksperymentalnie zmierzone macierze wplywu i ktéra
jest eksperymentalnym odpowiednikiem (2.19b). Nalezy zauwazy¢, ze (2.32) i (2.19b)
staja sie formalnie identyczne, jesli zastosowane wymuszenie jest faktycznie wymu-
szeniem impulsowym (funkcja delta Diraca), tj. jesli ¢;(t) = d(t).

Rozwiazanie réwnania (2.32) prowadzi do obliczenia funkcji p(t), bedacej eks-
perymentalnym odpowiednikiem pseudo obcigzenia p°(t). Sygnal czujnikéw umiesz-
czonych w konstrukeji zmodyfikowanej mozna nastepnie wyliczy¢ stosujac analogon
zaleznosci (2.20):

x(t) =x-(0) + [ "BY(t — 7)p(r) dr. (2.33)

w ktorym, analogicznie jak w podstawieniu (2.31), macierz B*(t) jest eksperymen-
talnie zmierzona macierza wpltywu zwiazana z rozwazanymi czujnikami i zawiera od-
powiedzi czujnikéw na eksperymentalnie zastosowane wymuszenia ¢;(t) przytozone
kolejno we wszystkich rozwazanych stopniach swobody.

Zastosowanie catkowej reprezentacji pseudo obciazenia (2.28b) pozwala na bezpo-
srednie wykorzystanie zarejestrowanych odpowiedzi konstrukeji do budowy ekspery-
mentalnych macierzy wplywu i pominiecie etapu kosztownych numerycznie obliczen
zwigzanych z koniecznoscig rozwiktania splotu (2.27), co jest niewatpliwa zaleta ta-
kiego podejscia. Z teoretycznego punktu widzenia jego wada jest natomiast fakt, ze
réwnanie (2.32) jest catkowym réwnaniem Volterry pierwszego rodzaju, ktorego roz-
wigzanie, w odr6znieniu od réwnan Volterry drugiego rodzaju, takich jak (2.19b), jest
zadaniem formalnie 7le postawionym w sensie Hadamarda [129], a wiec jego rozwiaza-
nie moze by¢ znacznie bardziej wrazliwe na btedy pomiarowe i wymagac¢ zastosowania
wyzszego poziomu regularyzacji numerycznej.

2.6 Modelowanie uderzenia niesprezystego

Zaleznosé (2.14) przedstawia ogdlng postaé réwnania ruchu konstrukeji referencyjne;j
poddanej dzialaniu pewnego wektora sit f(¢). W analizie przedstawionej w poprzed-
niej czesci niniejszego rozdziatu, wektor sit f(t) reprezentowal zewnetrzne, powtarzal-
ne wymuszenie testowe. W rozwazanym w tej czesci rozdziatu problemie identyfikacji
zewnetrznego obciazenia, wektor f(t) jest zwiazany z identyfikowanym obciazeniem
i wobec tego pozostaje nieznany. W podstawowych przypadkach obcigzenie to mo-
ze byé¢ utozsamiane z wymuszeniem sitowym, pochodzgcym na przykltad od wiatru,
uderzenia obiektu lub innych oddziatywan zewnetrznych, ktore nie wywohujg zmia-
ny w parametrach masowych i sztywnosciowych konstrukcji. Istnieje niemniej klasa
zewnetrznych obcigzen, takich jak na przyktad obcigzenie mostu wywotane przejaz-
dem pojazdu lub pochodzace od poruszajacego sie ttumu, ktorych analiza powinna
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uwzgledniaé¢ rowniez inercyjne efekty interakcji pomiedzy konstrukcjg a obiektem ob-
ciazajacym.

Rozwazmy scenariusz uderzenia idealnie niesprezystego, w ktérym obcigzenie kon-
strukcji jest wywotane uderzeniem w jeden z weztéow konstrukeji obiektu o masie m
i predkosci v = [v,, vy, v,]. W takim scenariuszu:

1. Obiekt uderzajacy w chwili uderzenia zostaje efektywnie przytwierdzony do
konstrukeji i porusza si¢ razem z nig jako jeden uktad, co powinno by¢ modelo-
wane za pomocg modyfikacji macierzy sztywnosci AM odpowiadajgcej masie m.
Réwnanie ruchu nalezy wiec zapisa¢ w postaci (2.16), gdzie wektor pseudo ob-
cigzenia pY(t) modeluje jedynie zmiang masy:

p’(t) = —~AMii(t), (2.34)

co jest odpowiednikiem zaleznosci (2.17) w wypadku braku modyfikacji sztyw-
noséci (AK = 0) i co dla pojedynczego uderzenia weztowego upraszcza sie do
wyrazenia

po(t) = —Amyii(t), (2.35)

gdzie ¢ indeksuje stopnie swobody oraz

Am; = (2.36)

m dla stopni swobody ¢ zwigzanych z uderzanym weztem,
0 dla pozostaltych stopni swobody.

2. Wektor sil wymuszajacych f(t) wystepujacy w rozwazanym réwnaniu ruchu
(2.16) reprezentuje jedynie sity kontaktowe w chwili uderzenia obiektu i nie
uwzglednia inercyjnych efektéw interakcji pomiedzy nim a konstrukcja. Skta-
dowe wektora f;(t) znikaja w stopniach swobody niezwiazanych bezposrednio
z uderzanym weztem, natomiast dla stopni swobody z nim zwigzanych sa one
proporcjonalne do masy obiektu i odpowiedniej sktadowej jego predkosci, to jest

fi(l) = muv;0(t) dla stopni swobody i zwiazanych z uderzanym weztem,
' 0 dla pozostatych stopni swobody,

(2.37)
gdzie 6(t) oznacza jednostkowe wymuszenie impulsowe (funkcje delta Diraca).

Po uwzglednieniu w réwnaniu catkowym (2.19b) powyzszych zaleznosci, specyficznych
dla wypadku uderzenia idealnie niesprezystego, mozna stwierdzi¢, ze pseudo obciaze-
nie p?(t) jest zerowe w stopniach swobody 4 niezwiazanych bezposrednio z uderzanym
weztem, natomiast w stopniach swobody bezposrednio z nim zwigzanych dane jest
w postaci rozwiazania nastepujacej prostej wersji réwnania (2.19b):

P8 + /0 "Byt — )P0 (r) dr — —milk(2). (2.38)

W poprzednich czedciach niniejszego rozdziatu il (t) oznaczato zmierzona, a wicc
znana, odpowiedz konstrukcji referencyjnej na wymuszenie testowe. Natomiast il (¢)
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wystepujace w (2.38) nie jest bezposrednio mierzone i znane, poniewaz oznacza odpo-
wiedz konstrukeji niezmodyfikowanej jedynie na wektor wymuszajacych sit kontakto-
wych (2.37), bez uwzglednienia inercyjnych efektéw interakcji pomiedzy konstrukcja
a uderzajacym obiektem, ktore sg modelowane modyfikacja macierzy mas AM. Taka
odpowiedz mozna jednak wyznaczy¢ jako liniowa kombinacje zmierzonych odpowiedzi
ik (t), i (t) i ik*(¢) na jednostkowe wymuszenie impulsowe §(t) przytozone w stop-
niach swobody zwiazanych z weztem, w ktory uderzyt obiekt:

iR (1) = mu, il (1) + muy i (t) + mu, il (t). (2.39)

Zaktadajac znajomos¢ wartosci masy m i predkosci v obiektu uderzajacego oraz miej-
sca uderzenia, mozliwe jest wyznaczenie réwnowaznego pseudo obciazenia p?(t) po-
przez rozwiazanie réwnania (2.39). Odpowiedz konstrukeji niesprezyscie uderzone;
mozna wowczas obliczy¢ na podstawie zaleznosci (2.20).

Nalezy zauwazy¢, ze powyzsze rozwazania mozna uog6lni¢ do przypadku wymu-
szen quasi impulsowych i doswiadczalnych macierzy wpltywu w sposéb catkowicie
analogiczny do opisanego w Czedci 2.5.
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Rozdziat 3

Identyfikacja zmian masy
i sztywnosci konstrukcji

Problem odwrotny identyfikacji zmian masy i sztywnosci zostat sformutowany w po-
staci zadania optymalizacyjnego, tzn. zadania minimalizacji funkcji celu F'(u) beda-
cej pewng liczbowa miara réznicy pomiedzy zmierzong odpowiedzia x™(¢) czujnikéw
umieszczonych na konstrukeji zmodyfikowanej (uszkodzonej) a ich odpowiedzia x(t)
nieparametrycznie modelowana za pomoca (2.20), patrz Rozdziat 2. Minimalizacja
jest wykonywana ze wzgledu na wektor parametréw uszkodzenia p, w sposéb jedno-
znaczny charakteryzujacy uszkodzenie.

Optymalne wartosci ¢ minimalizujace funkcje celu mozna znalezé stosujac meto-
dy gradientowe pierwszego lub drugiego rzedu. Efektywna grupa metod gradiento-
wych pierwszego rzedu, okreslanych w literaturze jako metody quasi-Newtona, korzy-
sta z doktadnej wartosci gradientu funkcji celu VF(u) oraz z iteracyjnie wyznacza-
nej aproksymacji jej hesjanu V2F(u). Najbardziej popularnymi metodami tej grupy
sa metody BFGS (Broyden—Fletcher-Goldfarb—Shanno), DFP (Davidon—Fletcher—
Powell) oraz SR1 (ang. symmetric rank one); szczegdtowe informacje o ich efektyw-
nosci oraz o innych metodach wyznaczania aproksymacji Hesjanu mozna znalez¢é np.
w pracy [97]. Metody gradientowe drugiego rzedu, okreslane jako metody Newtona,
korzystajg podczas optymalizacji z doktadnych wartosci zaréwno gradientu funkcji
celu VF(p) jak i hesjanu V2F ().

W niniejszym rozdziale przedstawiona jest ogdlna postaé funkcji celu (Czesé 3.1),
nastepnie pokrotce oméwione sa najczeSciej stosowane metody analizy wrazliwosci
(Czes¢ 3.2) oraz szczegdlowo przeprowadzona jest analiza wrazliwosci pierwszego
i drugiego rzedu w wypadku czasu ciagtego (Czesci 3.3 1 3.4) oraz w wypadku czasu
dyskretnego (Czes¢ 3.5).

3.1 Funkcja celu

Proces identyfikacji parametréw uszkodzenia sprowadza si¢ do minimalizacji funkcji
celu F(p), ktora jest miara dopasowania modelowanej odpowiedzi czujnikéw x(t),
wyznaczonej za pomocg réwnania (2.20), do zmierzonej odpowiedzi czujnikéw xM (¢)
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na znane wymuszenie testowe f(t). Za miare dopasowania przyjeto norme 2 réznicy

odpowiedzi czujnikéw:
1 T
Flw) =3 [ ld@)Pat, (3.1)

gdzie wektor d(t) jest réwny réznicy miedzy zarejestrowana czujnikami odpowiedzia
konstrukeji uszkodzonej x™(¢) na znane testowe wymuszenia f(¢) a modelowana od-
powiedzia x(t) czujnikéw na to samo wymuszenie testowe dla przyjetych parametréw
uszkodzenia p,

d(t) == xM(t) — x(1). (3.2)

Wektor parametréw uszkodzenia g w sposob jednoznaczny okresla uszkodzenie; inter-
pretacja jego poszczegdlnych elementow zalezy od rozwazanego scenariusza uszkodze-
nia/modyfikacji. W rozwazanym w tej pracy wypadku uszkodzenia dotyczacego masy
AM(p) lub sztywnosei konstrukeji AK(u), elementy wektora g moga kwantyfikowaé
albo mase dodang, albo redukcje sztywnosci elementéw,

i = T 3.3
pi= g (3.3)

gdzie E; oraz E; oznaczaja moduty Younga i-tego elementu konstrukcji odpowiednio
po oraz przed modyfikacja lub uszkodzeniem. W wypadku zmiany sztywnosci (3.3)
zachodzi zaleznos¢ 0 < p; < 1, gdzie wartos¢ u; = 0 odpowiada catkowitej redukeji
sztywnosci elementu.

Normalizacja funkcji celu Funkcja celu opisana réwnaniem (3.1) zakltada identy-
fikacje wektora parametréw uszkodzenia elementéw konstrukeji g na podstawie bez-
posrednio zarejestrowanych wartosci sygnatéow czujnikow. W wypadku wykorzystania
wiekszej liczby czujnikéw o liczbowo istotnie réznigcych sie zakresach pomiarowych
(np. przyspieszeniomierzy oraz czujnikow przemieszczen lub odksztalceri), pozadana
moze okazaé sie normalizacja wartosci pomiarowych poszczegélnych czujnikéw w celu
wyrownania wptywu ich sygnaléw na funkcje celu i wynik identyfikacji. Brak takiego
normowania moze w skrajnych wypadkach doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej sygnat
jedynie jednego z czujnikéw (o najwiekszej amplitudzie) bedzie dominujacy w proce-
sie identyfikacji parametréw uszkodzenia p. Przy uwzglednieniu normalizacji, ogolna
posta¢ normalizowanej funkcji celu mozna zapisa¢ nastepujaco:
1 T |a) — ai(0)] at
A 2 e o

i

gdzie 7 indeksuje sygnalty kolejnych czujnikow oraz

o=/ [ e 35
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Poprzez wprowadzenie czynnika normalizujacego pod znak catki, normalizowang
postaé funkcji celu (3.4) mozna przedstawi¢ w postaci réwnowaznej standardowej

funkcji celu (3.1),
=33 (- ) e

[Eer I (K

w ktérej normalizacja jest przeprowadzona na poziomie zmierzonych sygnaléw czujni-
kéw konstrukeji uszkodzonej 2} (t) oraz, zgodnie z (2.20), konstrukcji nieuszkodzonej
z(t) 1 Bj(t). Oznacza to, ze normalizowang funkcje celu (3.4) mozna zastapic¢ stan-
dardowa funkcja celu (3.1) oraz wczesniejsza normalizacja sygnaléw pomiarowych
czujnikéw przeprowadzong zgodnie z nastepujacymi podstawieniami:

) — T,

2l (1) — ﬁiﬁfﬁ, (3.7b)
B0 — T 570

(3.7a)

ktore mozna wykonac jeszcze na etapie wstepnej obrébki sygnatéw pomiarowych czuj-
nikéw. Z uwagi na réwnowaznosé¢ normalizowanej (3.4) i standardowej (3.1) postaci
funkcji celu, w dalszej czesci pracy rozwazana bedzie jedynie jej standardowa po-
sta¢ (3.1).

3.2 Metody analizy wrazliwosci

Wigkszo$¢ metod stosowanych w celu przeprowadzenia analizy wrazliwosci mozna
zaliczy¢ do jednej z trzech grup:

1. aproksymacji réznicami skoniczonymi (ang. finite difference method, FDM),
2. rézniczkowania bezposredniego (ang. direct differentiation method, DDM),
3. zmiennej sprzezonej (ang. adjoint variable method, AVM).

Niewatpliwie najprostsza metoda z powyzszych jest metoda FDM, ktéra bazuje na
przyblizeniu pochodnej funkcji celu F(u) wzgledem parametru p;, kwantyfikujacego
uszkodzenie i-tego elementu konstrukeji, za pomoca ilorazu roéznicowego. Schemat
aproksymacji pochodnej funkcji przy uzyciu schematu réznic przednich (ang. forward
differences) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

OF (p) _ F(p+ Apei) — F(p)

T A , (3.8)

gdzie e; jest wersorem jednostkowym zawierajacym zera wszedzie oprocz i-tego ele-
mentu rownego jednosci. Doktadnosé przyblizenia zalezy od wielkosci perturbacji Ap

39



i wynosi O(Ap). Nalezy jednak zauwazy¢, ze proba zwiekszenia doktadnosci metody
przez przyjecie nadmiernie maltej wartosci Ay moze powodowaé problemy natury nu-
merycznej zwigzane ze zmiennoprzecinkowg reprezentacja liczb rzeczywistych. Innym
sposobem zwigkszenia doktadnosci jest przyjecie schematu aproksymacji o wigkszej
doktadnosci, takiego jak np. schemat réznic centralnych (ang. central differences),
ktorego doktadnosé wynosi O(Ap?):

OF (p) _ Flp+ 3Apei) — F(p — 5Ape;)

Opi Ap '

(3.9)

Przyjmujac, ze wektor p zawiera N, elementow, obliczenie V F'(p) metoda FDM wy-
maga, w zaleznosci od uzytego schematu, N, lub 2N, -krotnego obliczenia wartosci
funkeji celu, a wiec rowniez tylokrotnego rozwiazania rownania (2.19b). Zwazywszy,
ze przy dos¢ wysokiej ztozonosci obliczeniowej mozliwe jest uzyskanie jedynie aproksy-
macji gradientu, w dalszej czesci rozdziatu szczegdtowo oméwiono jedynie zastosowa-
nie metod DDM i AVM umozliwiajacych wyprowadzenie doktadnych, analitycznych
postaci gradientu VF(u) i hesjanu V2F(u) funkcji celu. W literaturze mozna zna-
lez¢ dyskusje czterech mozliwych kombinacji metod DDM i AVM w celu wyznaczenia
hesjanu [133,134]:

e bezposredniego rézniczkowania — bezposredniego rézniczkowania (ang. direct—
direct),

e bezposredniego rézniczkowania — zmiennej sprzezonej (ang. direct—adjoint),
e zmiennej sprzezonej — zmiennej sprzezonej (ang. adjoint—adjoint),
e zmiennej sprzezonej — bezposredniego rézniczkowania (ang. adjoint—direct).

Kazda z wymienionych metod prowadzi do réznych, cho¢ (w doktadnej arytmetyce)
réwnowaznych sobie wzajemnie, postaci hesjanu V2F (), jednak przy réznej ztozono-
Sci obliczeniowej. Ich zastosowanie do problemu identyfikacji rozwazanego w tej pracy
omoéwiono w Czesci 3.4; analize ich zastosowan w problemie innego typu (optymali-
zacja ksztattu w aerodynamice) mozna znalezé w [133].

3.3 Gradient funkcji celu

W niniejszej czedci przedstawiono wyprowadzenie analitycznych zaleznosci pozwalaja-
cych obliczy¢ gradient funkcji celu metodami bezposredniego rézniczkowania (DDM)
oraz zmiennej sprzezonej (AVM). Po zrézniczkowaniu réwnania (3.1) wzgledem pa-
rametru uszkodzenia p;, uzyskujemy nastepujaca posta¢ pochodnej funkeji celu:

8];/5’;‘) - /0 ' dT(t)a;(Z)dt, (3.10)
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gdzie 0x(t)/0u; jest pochodna odpowiedzi czujnikéw konstrukeji, wyrazona nastepu-
jacym wzorem powstatym poprzez zrézniczkowanie (2.20):

/ B*(t LEGI (3.11)

8,uz aﬂz

Powyzsza zalezno$é zawiera pochodng pseudo obcigzenia p°(t) wzgledem parame-
tru p;. Przedstawione ponizej metody DDM i AVM odpowiednio albo obliczaja te
pochodng wprost, albo ja ruguja wykorzystujac w tym celu tzw. zmienna sprzezona.

3.3.1 Metoda bezposredniego rézniczkowania (DDM)

Pochodna funkgji celu (3.10) wzgledem parametru p;, po uwzglednieniu (3.11), zalezy
od pochodnej pseudo obcigzenia. Metoda bezposredniego rézniczkowania oblicza te
pochodng poprzez wielokrotne rozwigzanie odpowiednio zrézniczkowanej zaleznosci
definiujacej pseudo obciazenie (2.19b),

0
ag()+AM/ Bs( )a%f 8§MM/ Bs(t — 7)p°(r)dr
Hi i t
op®(7) 0AK 0
+AK/0 B(1— 1)y T+ /0 B(t — 7)p’(r)dr
OAM IAK

ktora po przeniesieniu czlonow zawierajacych pod znakiem catki nierézniczkowane
pseudo obciazenie na prawg strone i uwzglednieniu (2.12) przyjmuje posta¢ réwnania
catkowego Volterry drugiego rodzaju (podobnie jak (2.19b)),

ap°(t) e op°(7) t op°(7)
- +AM/0 Byt -7, dT+AK/O B(t —7) g
OAM . OAK
= - = TS (313)

3.3.2 Metoda zmiennej sprzezonej (AVM)

W poprzedniej czesci przedstawiono sposéb wyprowadzenia analitycznych zaleznosci
pozwalajacych obliczy¢ gradient funkcji celu metoda bezposredniego rézniczkowania.
Uzyskana zalezno$¢ zalezy bezposrednio od pierwszych pochodnych pseudo obcia-
zenia, ktore musza by¢ obliczone niezaleznie dla kazdego parametru uszkodzenia.
Alternatywnym podejsciem jest wyprowadzenie analitycznych zaleznosci na pierw-
sza pochodng funkcji celu w oparciu o metode zmiennej sprzezonej. Wprowadzmy
dodatkowe zmienne ~(t) i A(t), zwane zmiennymi sprzezonymi, i pomnézmy przez
nie skalarnie odpowiednio zaleznosci na pochodna odpowiedzi (3.11) i na pochodna
pseudo obciazenia (3.13). W rezultacie, po przeniesieniu wszystkich cztonéw na jedna
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strone i scatkowaniu wzgledem czasu ¢ od 0 do 7', otrzymamy:

0:/0T7 [auz /BX 8u(z )dT‘| dt (3.14)
o_/OTA ()[agu( ) +AM/ Bs( )8150(7)dr
+AK /0 B(t—T)aI;(;f:)dT—kaaAMl:/I (t)+5£<u(t)1 dt. (3.15)

Powyzsze réwnania sa spetnione niezaleznie od wartosci przyjmowanych przez zmien-
ne A(t) i y(t), dzieki czemu mozliwe jest dodanie ich stronami do pochodnej funkcji
celu (3.10) bez wptywu na jej wartosé¢. W wyniku takiej operacji otrzymujemy naste-
pujaca zaleznosé:

aF(IJ’) — /OT dT(t) 8X(t) dt

Opi
+/T7T(t)l o /BX p(r )dfl dt

(3.16)
T ) _ op°(1)
+/A [(M +AM/B5t ) g T
op°(r)  OAM. . OAK
+AK /0 B(t— )y S S5 () + ()| dr

Celem dalszych przeksztalcen jest wyrugowanie z powyzszego wyrazenia cztonow za-
wierajacych pochodne odpowiedzi czujnikéw oraz pochodne pseudo obcigzen, tak by
uniknaé¢ kosztownej numerycznie koniecznosci wielokrotnego rozwiazywania catkowe-
go réownania (3.13). Po pogrupowaniu tych cztonéw oraz, w wypadku pochodnych
pseudo obcigzen, po zmianie kolejnosci catkowania, powyzsze réwnanie mozna zapi-
sa¢ w rownowaznej formie:

OF(p) —/OT AT (t) laaA::/Iﬁ(t) + aaA:fu(t)] dt

+ [ b - a5 ar

+/OT [)\T(t)—l—/tT}\T(T)AMB(;(T—t)dT

(3.17)

op°(t)

dt.
O

+ /tT A(T)AKB(1 — t)dr — /tT ~H(1)B*(1 — t)dT

Nalezy zauwazy¢, ze warto$ci zmiennych A(¢) i «(¢) mozna dobraé tak, by wyraze-
nia stojace przed pochodnymi odpowiedzi czujnikéw i pseudo obciazen, 0x(t)/du;
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i Op°(t)/0u; réwne byty zero. Dzieje sie tak, gdy

7(t) = d(1) (3.18)

oraz gdy zmienna sprzezona A(t) spetnia rownanie sprzezone:

AT (1) + /tT AT (1) AMB, (7 — £)d7 + /tT AT(7)AKB(r — t)dr
- /t LB — )dr. (3.19)

Powyzsze réwnanie, podobnie jak (2.19b) i (3.13), jest réwnaniem catkowym Volterry
drugiego rodzaju, ktére posiada jednoznaczne rozwigzanie, jesli macierz M + AM
jest nieosobliwa, co wynika z podstawowych twierdzen teorii Riesza [129]. Na uwage
zastuguje fakt, ze réwnanie (3.19), a zatem i zmienna sprzezona A(t), nie zaleza od
parametru y;. Ostatecznie wyrazenie (3.16) na pochodna funkcji celu redukuje sie do
postaci:

u(t)| dt, (3.20)

OF(n) T .. [0AM. . OAK
o~ M|

O i) + O

ktéra jest analitycznie réwnowazna (3.10), ale nie zawiera bezposrednio pochodnych
odpowiedzi czujnikéw i pseudo obcigzen.

3.3.3 Koszt numeryczny

Obie przedstawione powyzej metody prowadza do doktadnych, analitycznych postaci
gradientu funkcji celu. Obie wyprowadzone zaleznosci sa sobie réwnowazne, jednak
majq istotnie rézny koszt numeryczny. W obu metodach gtéwnym kosztem nume-
rycznym jest koszt rozwiazania catkowego réwnania (3.13) lub catkowego réwnania
sprzezonego (3.19):

e Obliczenia metodg DDM wymagaja wielokrotnego rozwiazania réwnania (3.13)
w celu obliczenia pochodnych pseudo obcigzen wzgledem wszystkich rozwaza-
nych parametréw uszkodzenia p;. Koszt numeryczny jest zatem liniowo zalezny
od liczby elementéw wektora p i wynosi O(N,,). W przypadku metody FDM,
koszt numeryczny réwniez wynosi O(N,,), jednak metoda DDM pozwala uzy-
ska¢ analityczny (doktadny) gradient funkeji celu, podczas gdy metoda FDM
prowadzi jedynie do aproksymacji gradientu.

e Zaleta metody AVM jest fakt, ze zalezno$é (3.20) nie zalezy bezposrednio od
pochodnych 0x(t)/0u; i Op(t)/Op;, a zatem nie jest wymagane wielokrotne
obliczanie rozwiazania (3.13). Gloéwny koszt numeryczny jest tutaj zwiazany
z koniecznoscia obliczenia zmiennej sprzezonej, a zatem jedynie jednokrotnego
rozwiazania (3.19), i wynosi O(1).
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3.4 Hesjan funkcji celu

W tej czedci rozdzialu przedstawiono wyprowadzenie analitycznych zaleznosci po-
zwalajacych obliczy¢ hesjan funkcji celu metodami bezposredniego rézniczkowania
(DDM-DDM), zmiennej sprzezonej (AVM-AVM) i dwiema mozliwymi kombinacjami
tych metod (DDM-AVM i AVM-DDM) oraz analize ich efektywnosci numeryczne;j.
Pierwszy czton oznaczenia metody koduje zaleznos¢ wyjsciows:

e W metodach DDM-DDM i DDM-AVM zalezno$cia wyjsciows, jest bezposrednio
zrézniczkowana zalezno$é (3.10) wzgledem parametru uszkodzenia i,

PF(p) [T (ox(t)\ " ox(t) T 0%x(t)
= dt — [ d"(t dt 21
OpiOp; /0 O Opi /0 ( )3%8% ’ 321

gdzie 9*x(t)/0pOp; jest druga pochodng odpowiedzi czujnikéw konstrukeji,

wyrazong nastepujacym wzorem powstaltym poprzez zrézniczkowanie (3.11):
0%x(t)
OO,

t 62 0
- / Bt — 2P g (3.22)
0 OpiOf,
e W metodach AVM-DDM i AVM-AVM zaleznoscia wyjéciowa jest bezposred-
nio zrézniczkowana zalezno$¢ na pierwsza pochodna (3.20) otrzymana meto-

da AVM,

PF(p)  (TONT(t) [DAM .., . OAK
= t t)| dt
OO /0 Oy | Op ae) + Opi ut)
T OAM 8ii(t)  OAK Ou(t)
ATt dt
“ ), ”[aui Oy o o |

(3.23)

gdzie przyjeto zalozenie, ze zmiany macierzy mas i sztywnosci zaleza liniowo od
parametrow uszkodzenia, tzn.

2 2
OpiOf, OpiO;

oraz gdzie pochodne odpowiedzi konstrukeji 01i(t)/Op; 1 Ou(t)/Opu; zaleza wprost
od odpowiednich pochodnych pseudo obciazenia, patrz (2.12),

8(;1/50 _ /;B(t B T)ag)/fﬂdT’ (3.25&)
a;ét) - [ B - T)a%ifj)dr. (3.25D)

Powyzsze zaleznosci zawieraja albo druga pochodna pseudo obciazenia, albo pochod-
ng zmiennej sprzezonej. Drugi czton oznaczenia metody koduje sposob traktowania
tych pochodnych, ktére moga by¢ albo obliczone bezposrednio (metody DDM-DDM
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i AVM-DDM), albo wyrugowane za pomoca zmiennej sprzezonej przy uzyciu techniki
analogicznej jak w wypadku gradientu (metody DDM-AVM i AVM-AVM).

3.4.1 Metoda DDM-DDM

ZaleznoScia wyjsciowa jest (3.21), z ktérej wynika, ze Hesjan funkcji celu zalezy zarow-
no od pierwszej, jak i od drugiej pochodnej pseudo obciazenia, przy czym pierwsza po-
chodna zostata obliczona przy wyznaczaniu gradientu funkcji celu poprzez N,-krotne
rozwiazanie (3.13). Druga pochodna pseudo obciazenia jest obliczana w sposéb ana-
logiczny, to jest poprzez wielokrotne (oddzielnie dla kazdej kombinacji indeksow i
i j, a zatem N-krotne) rozwiagzanie dwukrotnie zrézniczkowanego réwnania (2.19b).
Przy uwzglednieniu zatozenia (3.24), ma ono nastepujaca posta¢ réwnania catkowego
Volterry drugiego rodzaju:

*p(t)
il

e () 9p°(7)
+AM/O Bs(t — 7 >ama dr +AK/ =D G
OAM dii(t) OAK du(t) OAMAii(t) OAK du(t)

= - — - — , (3.26
Opi  Opj Opi O Opj  Op; Oy Opi ( )

dr

gdzie pochodne odpowiedzi konstrukeji zaleza wprost od odpowiednich pochodnych
pseudo obciazenia, patrz (3.25).

3.4.2 Metoda DDM-AVM

Podobnie jak w metodzie DDM-DDM, zaleznoscia wyjsciowa jest (3.21). Wystepujace
w niej drugie pochodne pseudo obcigzenia pochodne sa rugowane za pomoca techniki
zmiennej sprzezonej, podobnie jak w wypadku gradientu. W pierwszym kroku zalez-
nosci (3.22) i (3.26) sa skalarnie mnozne przez zmienne sprzezone y(t) i A(t), oraz
catkowane od 0 do T" wzgledem czasu, co prowadzi do

0= g [82"(” -/ "B - PP ] g (3.27)

OiOp OO

oraz

0— /OTAT(t) [82p°(t) +AM/t1§5(t—T)82po<T)dT

OpiOp OO
t 0?p°(7) OAM 9ii(t)
AK | B(t d 3.28
" /o )8u18uj T J e (3.28)

OAK du(t) OAMOaii(t) OAK du(t)
+ + -

dt.
i Op; Op; O O Op

Powyzsze réwnania sa spetnione niezaleznie od wartosci przyjmowanych przez zmien-
ne A(t) i y(t), dzieki czemu mozliwe jest dodanie ich stronami do drugiej pochodnej
funkcji celu (3.21) bez wptywu na jej warto$¢. W wyniku takiej operacji otrzymujemy
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nastepujaca zaleznosc:

Ay (ax<t>>T Oxlt) gy [ arn X0,

OpiOp; O O Doy,
+ / laﬂzﬁﬂi /Ot B*(t - T)de] dt
+/ A B;;M]) +AM / B )%2;:;(;; dr (3.29)
2.0 .
+HAK /0 B(t —7) g; a(;j) dr + aﬁgx %ﬁ)

L OAK du(t) L 0AM Bii(t) A 8u(t)] "
Opi Oy Opj O Opy Owi |

Podobnie jak w wypadku metody AVM, celem dalszych przeksztalcen jest wyrugo-
wanie z powyzszego wyrazenia cztondéw zawierajacych drugie pochodne odpowiedzi
czujnikoéw oraz pseudo obcigzen, tak by unikna¢ kosztownej numerycznie koniecznosci
wielokrotnego rozwiazywania catkowego réwnania (3.26). Po pogrupowaniu tych czto-
néw oraz, w wypadku pochodnych pseudo obciazen, po zmianie kolejnosci catkowania,
powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w rownowaznej formie:

2 T T
O°F () :/ <8x(t)> 8X(t)dt
OO 0 O Opi

OAM 0ii(t) OAKOu(t) OAMOii(t) OAK du(t)
+ [ AT [ + + + dt
/ Opi Oy Opi Oy Oy O O Op
0°x(t)
T
+ / S (3.30)

+ /0 l,\T(t)+ /t AT(r)AMB;(r — t)dr + /t " AT(HAKB(r — t)dr

. T T X o a2p0(t)
/t'y (1)B*(1 — t)dr amaujdt.

Zauwazmy, ze jesli zmienne A(t) 1 v(t) spelniaja zaleznosci (3.18) 1 (3.19), to wyrazenia
stojace przed drugimi pochodnymi odpowiedzi czujnikéw i pseudo obcigzen sg rowne
zero. W takim wypadku wyrazenie (3.30) na druga pochodna funkcji celu redukuje
sie do postaci

PF(p) (T (ox(t)\ " ox(t) T . [0AM dii(t)
= dt t
OpiOpe; /0 Oy Opi +/o A Ops Oy

OAK du(t) L 0AM Bii(t) | 0AK dul(t)
Opi O, Oy Ops Op;  Opi

dt, (3.31)
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ktora jest analitycznie rownowazna (3.21), ale nie zawiera bezposrednio drugich po-
chodnych odpowiedzi czujnikéw i pseudo obciazen. Nalezy jednak zauwazy¢, ze (3.31)
zawiera pierwsze pochodne odpowiedzi i sygnatoéw czujnikow, zalezace wprost od
pierwszych pochodnych pseudo obciazen, ktore (zgodnie z oznaczeniem metody, DDM-
AVM) nalezy obliczy¢ metoda bezposredniego rézniczkowania poprzez wielokrotne
rozwiazanie réwnania (3.13).

3.4.3 Metoda AVM-AVM

Zaleznoscia wyjsciowa jest (3.23), czyli zrézniczkowane wyrazenie na pierwsza pochod-
na funkcji celu otrzymane metoda zmiennej sprzezonej (AVM). Wyrazenie to zawiera
pierwsze pochodne zmiennej sprzezonej A(t) oraz, uwzgledniajac zalezno$é (3.25),
réwniez pierwsze pochodne wektora pseudo obciazeni p°(t). Metoda AVM-AVM wy-
korzystuje dwie dodatkowe zmienne sprzezone, a;(t) i B;(t), zalezne od indeksu i,
w celu wyrugowania powyzszych pochodnych. Pomnézmy skalarnie przez te zmien-
ne odpowiednio zalezno$¢ na pochodng pseudo obcigzenia wzgledem p; (3.13) oraz
bezposrednio zrézniczkowana wzgledem pi; zaleznosé (3.19) definiujaca zmienng sprze-
zona A(t),

OA() + /tT aAT(T)AMBg(T —t)dr

Op; O,
T T
+ / 8)(; ") AKB(r — 1)dr
I
3.32)
INNY P NN S (
+ /t N ()%, Balr )T + /t X! ()%, Blr — 1)dr
T op’(k) . 1"
— BX(r — BX(r —
/t Vo (7= )75, x| B = f)dr,

gdzie uwzgledniono (3.18), (3.2) i (3.11). W rezultacie, po przeniesieniu wszystkich
cztonéw na jedna strone i scatkowaniu wzgledem czasu ¢ od 0 do T otrzymamy
dla (3.13)

0= /OT ol (t) [8p0(t) + AM /Ot B;(t — 7')8150(7—)(17'

' O, 14
t op°(1)
AK [ Bt — )Py
+ /0 (4= 1),
OAM OAK
ii(t) + u(t)|dt (3.33
ORI O] RONEED
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oraz, dla (3.32),

e [
+/tT [/OT B¥(r — m)agﬁff)d”] B*(r —t)dr

OAM ...

T OAK
B o T
o s(r — t)dr + /t AT(7)

O,

T
+ / AT (1) B(r — t)dT] Bi(t)dt. (3.34)
t
Powyzsze réwnania sa spetnione niezaleznie od wartosci przyjmowanych przez zmien-
ne sprzezone a;(t) i B;(t), dzieki czemu mozliwe jest dodanie ich stronami do drugie;
pochodnej funkcji celu (3.23) bez wplywu na jej wartosé:

L
# x| 250 [ Bt -0 s
+88A;f /OtB(t - r)agjf:)dr] dt
+ [ el [ag;(;) +aM [ Byt - ) 818’2(:) dr (3.35)
+AK /0 "Bt - T)a‘;jf;)df + ag‘:;dii(t) + a((ii{u(t)] dt
+ [ : szﬂ + [ ' 8227)AM1§5(T — t)dr
+ ' 8>(;ZiT)AKB(T ~{)dr
+ /tT (/0 B*(r — r) ag(:ff) dKL)TBX(T _hdr
+ [ Xt 5311:41‘35(7 —dr

+ /t ' AT(T)%B(T - t)dT] Bi(t) dt.

Zgodnie z ogblnag metodologia metody zmiennej sprzezonej, celem dalszych prze-
ksztalcen jest wyrugowanie z powyzszego wyrazenia cztondéw zawierajacych pochodne
zmiennej sprzezonej OA(t)/0p; oraz pochodne pseudo obciazen dp°(t)/du;, tak by
unikna¢ kosztownej numerycznie koniecznosci wielokrotnego rozwigzywania bezpo-
srednio zrézniczkowanej zaleznosci (3.19) oraz réwnania catkowego (3.13). Po pogru-
powaniu cztonéw zawierajacych pochodne oraz ewentualnej zmianie kolejnosci catko-
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wania, powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w rownowaznej formie:

PF(u) T o [0AM, =~ OAK
Oy _/0 o (t)l 3uj iu(t) + o u(t)] dt
+/ [/ 3% Ba(T —t)d7+/tT )\T(T)aaA/fB(r—t)dT] Bi(t) dt
A 83,5 ) Pﬁﬁw + aﬁf (t) + Bi(t)

+ [ AMBy (- ﬂ@(ﬂdf + [ AKB(t =78, (r)ar]

[ o f o

8AK
T —
+ /t AT(7)%, ~Blr — t)dr

+/ P)AMB, (7 — t)dr + / )AKB(r — t)dr

+/t /0 B/ (k) B*(r — r)]" BX(r — t)dw dT] agu(jt)dt'

Bs(T — t)dr (3.36)

Wartosci zmiennych sprzezonych oy (t) i 3;(t) nalezy dobraé tak, by wyrazenia sto-
jace przy pochodnych zmiennej sprzezonej A(t) i pseudo obciazen réwne byly zero.
W wypadku zmiennej sprzezonej 3;(t) dzieje sie tak, gdy spelniona jest nastepujaca
zaleznos¢:

Bi(t) + AM /Ot By(t — 7)8:(r)dr + AK /Ot B(t — 7)B,(r)dr
OAM IAK

- O i)~ Opi

(3.37)

u(t),

ktora jest formalnie identyczna z zaleznoscia (3.13), co potwierdza, ze B;(t) rzeczywi-
Scie zalezy od indeksu ¢ oraz oznacza, ze

Bi(t) = o (3.38)

Ostatni czton (3.36) jest natomiast réwny zero, gdy zmienna sprzezona a;(t) spetnia
nastepujaca zaleznosc:

+/ AMBs(r — ) d7'+/ 7)AKB(r — t)dr

_ _/ AT(r agM (r—t)dr—/t AT(T)aaA;B(T—t)dT (3.39)

) <8Mz ) t)dkdr,
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gdzie wykorzystano (3.11). Zauwazmy, ze celem zaleznosci (3.39) jest eliminacja po-
chodnej pseudo obciazen z (3.36). Jednakze pochodne pseudo obciazen musza byé
i tak obliczone, poniewaz sa one réwne zmiennej sprzezonej (3;(t), zgodnie z (3.37)
i (3.38), co poddaje w watpliwos¢ sens proby eliminacji pochodnej pseudo obciazen za
pomoca zmiennej sprzezonej «;(t) oraz efektywnos$é samej metody AVM-AVM. Pré-
ba natomiast eliminacji jedynie pochodnych zmiennej sprzezonej A(t), tzn. przyjecie
a;(t) = 0, prowadzi do sformulowania réwnowaznego metodzie DDM-AVM.

3.4.4 Metoda AVM-DDM

ZaleznoScia wyjsciowa jest (3.23), czyli zrézniczkowane wyrazenie na pierwsza po-
chodng funkcji celu otrzymane metoda zmiennej sprzezonej (AVM). Wyrazenie to
zawiera pierwsze pochodne zmiennej sprzezonej A(t) oraz, uwzgledniajac (3.25), réw-
niez pierwsze pochodne pseudo obcigzen. Pochodne te, zgodnie z oznaczeniem metody,
sg obliczane metoda rézniczkowania bezposredniego, a zatem poprzez bezposrednie
rozwiazanie réwnan odpowiednio (3.32) i (3.13).

3.4.5 Koszt numeryczny

Wszystkie cztery przedstawione powyzej metody prowadza do doktadnych, analitycz-
nych postaci macierzy drugich pochodnych (hesjanu) funkcji celu. Zaleznosci te sa
sobie réwnowazne, jednak majg istotnie rézny koszt numeryczny. We wszystkich me-
todach gtéwnym kosztem numerycznym jest koszt rozwigzania rownan catkowych,
w ktorych niewiadomymi sg odpowiednio:

e pseudo obcigzenia p°(t), co wymaga jednokrotnego rozwigzania réwnania cal-
kowego (2.19Db),

e zmienna sprzezona A(t), co wymaga jednokrotnego rozwigzania réwnania cal-
kowego (3.19),

e zmienne sprzezone o (t), co wymaga N,-krotnego rozwigzania réwnania catko-
wego (3.39),

e pochodne pseudo obciazen Op°(t)/du; lub réwne im zmienne sprzezone 3;(t), co
wymaga N,-krotnego rozwigzania réwnania catkowego (3.13) lub identycznego

z nim réwnania catkowego (3.37),

e pierwsze pochodne zmiennej sprzezonej dX(t)/0p;, co wymaga N,-krotnego roz-
wigzania rownania catkowego (3.32),

e drugie pochodne pseudo obciazen 9*p°(t)/dpip;, co wymaga %NM(NM + 1)-
krotnego rozwiazania rownania catkowego (3.26),

gdzie przez N, oznaczono liczb¢ nieznanych parametréw definiujacych uszkodzenie,
to jest dlugos¢ wektora pu. W szczegélnosci analiza wrazliwosci drugiego rzedu
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Tabela 3.1: Calkowita liczba najbardziej kosztownych numerycznie operacji (rozwia-
zanie rownania catkowego) w zaleznosci od zastosowanej metody analizy wrazliwosci.
Przez N, oznaczono liczbe elementéw wektora parametréow uszkodzenia p

metoda liczba rozwigzan ztozonosé

funkcja celu 1 o)

gradient DDM N,+1 O(N,)
gradient AVM 2 o)

hesjan DDM-DDM (N, +1)(N,+2) O(N?)
hesjan DDM-AVM N, +2 O(N,)
hesjan AVM-AVM 2N, + 2 O(N,)
hesjan AVM-DDM 2N, + 2 O(N,)

e metodg DDM-DDM wymaga obliczenia pseudo obciazen oraz ich pierwszych
i drugich pochodnych, czyli sumarycznie (N, + 1)(N,, + 2) rozwigzai réwnail
catkowych,

e metodg DDM-AVM wymaga obliczenia pseudo obciazen i ich pierwszych po-
chodnych oraz zmiennej sprzezonej A(t), czyli sumarycznie N, + 2 rozwigzain
rownan catkowych,

e metodg AVM-AVM wymaga obliczenia pseudo obcigzen i ich pierwszych po-
chodnych (lub réwnych im zmiennych sprzezonych 3;(t)) oraz zmiennych sprze-
zonych A(t) i ay(t), czyli sumarycznie 2N, 4+ 2 rozwigzan réwnan catkowych,

e metodg AVM-DDM wymaga obliczenia pseudo obcigzen i ich pierwszych po-
chodnych oraz zmiennej sprzezonej A(t) wraz z jej pierwszymi pochodnymi,
czyli sumarycznie 2N, + 2 rozwigzan réwnan catkowych.

Powyzsze dane przedstawiono w formie tabeli 3.1. Najefektywniejszg numerycznie
metodg analizy wrazliwosci drugiego rzedu jest metoda DDM-AVM. Nalezy rowniez
zauwazy¢, ze w wypadku analizy metodami DDM-AVM i AVM-DDM konieczne jest
obliczenie zaréwno pierwszych pochodnych pseudo obcigzen, jak i zmiennej sprze-
zonej A(t), co oznacza, ze analize wrazliwosdci pierwszego rzedu mozna przeprowa-
dzi¢ obiema metodami przedstawionymi w Czesci 3.3, to jest zgodnie z zaleznosciami
(3.10) i (3.20), co moze by¢ przydatne w celu weryfikacji poprawnosci implementacji
wykorzystywanych metod.

3.5 Dyskretyzacja w dziedzinie czasu

Zgodnie z dyskusja przedstawiong w Czesci 2.4, poprawne sformutowanie i analiza
zadania z czasem cigglym sg istotne z teoretycznego i poznawczego punktu widzenia.
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Wobec koniecznosci dyskretyzacji sygnatéw czasowych czujnikéw w procesie pomia-
rowym, w praktyce wykorzystywane jest jednak sformutowanie z czasem dyskretnym.
W niniejszej czesci przedstawiona zostanie dyskretna wersja zadania identyfikacji oraz
analizy wrazliwosci. W ramach analizy wrazliwosci drugiego rzedu omdéwione zostanie
jedynie sformutowanie DDM-AVM (bezposredniego r6zniczkowania — zmiennej sprze-
zonej), ktére, zgodnie z analiza przedstawiona w poprzednich czesciach rozdziatu, jest
numerycznie najbardziej efektywne.

3.5.1 Funkcja celu

W sformulowaniu z czasem dyskretnym funkcja celu (3.1) przyjmuje nastepujaca
postac:

F(p) = ;de. (3.40)

Wektor d jest zdyskretyzowana wersja wektora d(t),
d:=xM—x, (3.41)

gdzie oraz wektory x™ i x zawieraja wartoci sygnatéw czujnikéw (odpowiednio zmie-
rzone i modelowane dla danego wektora parametréw uszkodzenia p), w odpowiedzi
na rozwazane wymuszenie testowe f, zebrane dla wszystkich czujnikéw i chwil cza-
sowych. Podobnie jak w sformutowaniu z czasem cigglym, identyfikacja uszkodze-
nia/modyfikacji polega na minimalizacji funkcji celu (3.40) wzgledem wektora para-
metréw p w sposob jednoznaczny definiujacego uszkodzenie/modyfikacje.

3.5.2 Gradient

Podobnie jak w wypadku sformutowania z czasem ciagtym, gradient funkcji celu (3.40)
mozna obliczyé¢ za pomoca metody rézniczkowania bezposredniego (DDM) lub me-
tody zmiennej sprzezonej (AVM). Efektywniejsza numerycznie (o rzad wielkosci) jest
metoda zmiennej sprzezonej, poniewaz nie wymaga obliczen pochodnych zdyskrety-
zowanych czasowo wektorow pseudo obcigzen. Ponizej przedstawione sg jednak obie
metody, poniewaz dla przeprowadzenia analizy wrazliwosci drugiego rzedu metoda
DDM-AVM i tak konieczne jest ich obliczenie, co pozwala na wykorzystanie dwoch
alternatywnych metod obliczenia gradientu funkcji celu.

Metoda rézniczkowania bezposredniego (DDM). Bezposrednie zrézniczko-
wanie funkeji celu (3.40) wzgledem i-tego parametru uszkodzenia p;, po uwzglednie-
niu (2.25b), prowadzi do réwnania

OF(p) Ty 0P’
= —d D~
Opi Opti’

(3.42)

ktore jest wprost zalezne od wektora dp°/0u; pierwszych pochodnych pseudo obcig-
zenia. Metoda bezposredniego rézniczkowania oblicza te pochodne poprzez N,-krotne
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rozwiazanie zrézniczkowanej wersji rownania (2.24),

op° 0AM 0AK
A = — u— 4
O O " O u, (3 3)

gdzie uwzgledniono definicje macierzy A, patrz (2.22). Rozwiazanie powyzszego réw-
nania jest najkosztowniejsza numerycznie operacja, a zatem koszt numeryczny ob-
liczenn gradientu metoda DDM wynosi O(N,). Zauwazmy, ze podczas obliczenn po-
chodnych wzgledem kolejnych elementéw wektora p zmienia si¢ jedynie prawa strona
réwnania (3.43), podczas gdy macierz uktadu A pozostaje niezmienna. Jesli rozmiary
ukltadu (3.43) sa na tyle niewielkie, ze umozliwiaja zastosowanie metody bezposred-
niego rozwiazania, prowadzi to do znacznego skrécenia czasu obliczen: wymagany jest
wowczas jednokrotny kosztowny numerycznie wstepny rozktad macierzy A. Przy cze-
stych w praktyce znacznych rozmiarach uktadu konieczne jest jednak zastosowanie
metod iteracyjnych, przy ktorych takie skrocenie czasu obliczen nie jest mozliwe.

Metoda zmiennej sprzezonej (AVM). Celem metody jest wyeliminowanie po-
chodnych pseudo obciazen z wyrazenia (3.42) za pomoca dodatkowej zmiennej sprze-
zonej, co pozwala uniknaé¢ koniecznosci wielokrotnego rozwiazywania uktadu (3.43).
Podobnie jak w wypadku sformutowania z ciggta zmienna czasowa, zaleznosé (3.43)
mnozymy skalarnie przez dodatkowa zmienna sprzezona A (wektor dyskretnych war-
tosci), a wynikowa zaleznosé, po przeniesieniu wszystkich cztonéw na jedna strone,

0
op°  9AM 8AKu> | (3.4

_\T o
=2 (Aaui+ O 4 O

dodajemy stronami do zr6zniczkowanej funkcji celu (3.42) i grupujemy czlony zawie-
rajace pochodng pseudo obcigzenia,

op®
i

OF(1) _ 41 <8AM o OAK (3.45)

O "

o o ) + (ATA - d"DY)

Warto$¢ zmiennej sprzezonej mozna dobraé¢ tak, by czton stojacy przy pochodnych
pseudo obciazenia stawal si¢ réwny zero. Wowcezas

(3.46)

o Opi Opi

oF 0AM, 0AK

(l’l’) AT ( i+ u) ’
gdzie A dana jest w sposob niejawny w postaci rozwigzania nastepujacego liniowego
rownania sprzezonego:

ATA =d"D* (3.47)

Zauwazmy, ze (3.47) nie zalezy od zmiennej p; wzgledem ktoérej zachodzi réznicz-
kowanie, a zatem obliczenie gradientu metoda zmiennej sprzezonej wymaga jedynie
dwukrotnego rozwiazania catkowego rownania Volterry, co jest operacja najkosztow-
niejsza numerycznie: (2.24) w celu obliczenia pseudo obciazen oraz (3.47) w celu
obliczenia zmiennej sprzezone;j.
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3.5.3 Hesjan

Najefektywniejszg numerycznie metoda analizy wrazliwosci drugiego rzedu jest me-
toda DDM-AVM. Punktem wyjscia jest dwukrotnie zrézniczkowane wprost wyraze-
nie (3.40) definiujace funkcje celu,

OPF(p) (DX3PO>TDX8PO o*p°

= — —d'D* :
O Op Opi O, OO

(3.48)

Metoda bezposredniego rézniczkowania oblicza te pochodne poprzez wielokrotne roz-
wiazanie podwdjnie zrézniczkowanej wersji réwnania (2.24),

2.0 AN AR 0 0
A OP° _ OAMOp’ OAM.0p’ OAK_ 9p’ OAK 0p

OpiOp; — Ops — Opy  Opy  Ow  Op - Opy Opy O

. (3.49)

gdzie przyjeto zalozenie (3.24) o liniowej zaleznosci zmian macierzy mas i sztywnosci
od parametrow uszkodzenia. Takie podejscie ma nieefektywna, kwadratowa ztozonosé
obliczeniowy. Metoda DDM-AVM natomiast eliminuje drugie pochodne pseudo ob-
ciazen z (3.48): réwnanie (3.49) mnozone jest skalarnie przez zmienna sprzezona A,
wszystkie czlony sa przenoszone na jedng strone i wynikowsa zaleznosé,

2.0 AN AR 0 0
0’p° | DAM 0p° | OAM0p’ | OAK 0p’  OAK 0p

OpiOp; — Opi — Op; — Opy  Ows O Opy — Opy axzi ’)
3.50

dodaje sie do (3.48). Pogrupowanie razem czlonéw zawierajacych drugie pochodne
pseudo obcigzen prowadzi do

OzAT<A

*F(p) T T 0*p’ ( 8p0>T op’
=(ATA — d"D* + [ D* D*—— 3.51
OpiOf, ( ) OpiO, Opi O (3:51)
OAM .. 9p° OAM..0p° OAK_0p® OAK ap0>
+ AT < B— + B— + B— + B .
Ows ~ Opy — Owy — Oy Owg  Opy — Opy — Opy

Jesli zmienna sprzezona A spelnia réwnanie sprzezone (3.47), to czton przy drugich
pochodnych pseudo obcigzen staje sie rowny zero i ostatecznie:

0*F () < 8p°>T op°
= | D* D*— 3.52
OO Opi O (3.52)
OAM .. 0p° O0AM..0p° OAK_op’ 0OAK 8p0>
+ AT ( B— + B— + B— + B ,
Opi O O Op; Ops Oy Opg Oy

gdzie A jest rozwiazaniem (3.47) a pierwsze pochodne pseudo obciazen otrzymuje
si¢ przez N,-krotne rozwiagzanie (3.43). Koszt obliczenia hesjanu funkcji celu wynosi
zatem O(N,), podobnie jak w wypadku sformutowania z czasem ciggtym.
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Rozdziat 4

Sformulowanie w dziedzinie
Laplace’a

W poprzednich rozdziatach przedstawiono sformutowania problemu wprost i odwrot-
nego w dziedzinie czasu wykorzystujace metode nieparametrycznego modelowania
czasowego przebiegu odpowiedzi konstrukeji zmodyfikowanej. Pomimo efektywnych
technik numerycznych przedstawionych w Rozdziale 5, analiza w dziedzinie czasu jest
kosztowna numerycznie i czasochtonnal. Zwigzane jest to znacznymi numerycznymi
kosztami rozwiazania réwnania catkowego (2.19b), ktére po dyskretyzacji zmienne;
czasowej przyjmuje forme duzego uktadu réwnan liniowych (2.24). Rozwiazanie takie-
go uktadu jest czasochlonne z powodu jego znacznych rozmiaréw?, gestoéci macierzy
uktadu i jej blokowej struktury, w ktorej kazdy blok ma posta¢ dolnej trojkatnej ma-
cierzy typu Toeplitza, patrz rys. 6-7. Takie wtasnosci i struktura macierzy uktadu
wynika z faktu, ze pierwotne rownanie catkowe jest rownaniem macierzowym typu
Volterry, a zadanie jego rozwigzania sprowadza si¢ w istocie do zadania rozwiktania
szeregu splotow, co jest zadaniem ze swojej istoty zle uwarunkowanym numerycz-
nie [129,131].

Przeprowadzenie procesu rozwiazania problemu wprost w dziedzinie czasu jest ko-
nieczne, jesli celem analizy jest otrzymanie wiarygodnej postaci przebiegu czasowego
modelowanej odpowiedzi konstrukcji zmodyfikowanej lub uszkodzonej: zastosowany
iteracyjny algorytm regularyzujacy (CGLS) pozwala na precyzyjna kontrole stopnia
regularyzacji rozwiazania. Jesli jednak celem obliczen jest uzyskanie jedynie pew-
nych cech odpowiedzi konstrukeji zmodyfikowanej w dziedzinie czestosci, obliczenia
mozna wielokrotnie przyspieszy¢ (2 do 3 rzedéw wielkosci razy) poprzez rozwiazanie
uktadu (2.24) w dziedzinie czestosci [135]. Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozwiazanie
uzyskane w dziedzinie czestosci bedzie wiarygodne jedynie w pewnych zakresach cze-
stosci. Ponadto regularyzacja numeryczna w dziedzinie czestosci nie jest rownowazna
regularyzacji numerycznej w dziedzinie czasu, a wiec odtworzenie na podstawie takie-

"W wypadku modyfikacji dwéch mas weztowych konstrukeji rozwazanej w eksperymentalnej cze-
$ci niniejszych badan, problem wprost jest rozwiazywany na komputerze klasy PC w czasie ok.
2 minut, a problem odwrotny w czasie ok. 1 godziny.

2Przykladowa macierz rozwazana w przykladzie eksperymentalnym w Rozdziale 6 (modyfikacja
dwdéch mas wezlowych, ok. 15000 tys. krokéw czasowych) ma wymiary ok. 90000 x 90 000.
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go rozwigzania wiarygodnych postaci czasowych przebiegéw odpowiedzi konstrukceji
(tzn. powrdt z dziedziny czestosci w dziedzine czasu) jest zadaniem nietrywialnym,
ktorego z reguty nie mozna przeprowadzi¢ poprzez bezposrednie wykorzystanie stan-
dardowych technik szybkiej odwrotnej transformacji Fouriera.

W zwiazku z dyskretnym charakterem danych eksperymentalnych oraz ograniczo-
nym czasem pomiaréw, analiza w dziedzinie czestosci wymaga zastosowania wyktad-
niczego okna czasowego do danych pomiarowych przed wykonaniem szybkiej trans-
formacji Fouriera (FFT). W praktyce spektrum odpowiedzi obliczone w dziedzinie
czestosci (jak réwniez jego wiarygodno$é zwiazana z numerycznym uwarunkowaniem
zadania sformutowanego dla danej czestosci) moze wykazywaé znaczng wrazliwosé
wzgledem przyjetego wspotezynnika zanikania wyktadniczego okna czasowego. Jed-
noczesna analiza przy wykorzystaniu catego szeregu roznych wspoétczynnikow zani-
kania, poprzez efektywne usrednienie wynikow, pozwala na istotne uniezaleznienie
ich doktadnosci od szczegodlnej wartosci przyjetego wspotezynnika. Taka analiza jest
w praktyce rownowazna analizie w dziedzinie Laplace’a, ktorej jest poswiecony ni-
niejszy rozdzial.

4.1 Transformacja Laplace’a

Sformutowanie przedstawione w tym rozdziale wykorzystuje transformacje Lapla-
ce’a L, ktéra jest jedng z transformacji catkowych [136]. Standardowo definiuje sie ja
w nastepujacy sposob:

(Lh) ()= [T e peyar

(4.1)
= f(s),
gdzie s jest zmienng zespolona,
s=n+iw e C, (4.2a)
oraz
n=ReseR, (4.2)

w=ImseR

sg odpowiednio rzeczywistymi i urojonymi czesciami zespolonej liczby s. W zwigz-
ku ze znanym faktem jednoznacznoséci® odwrotnej transformacji Laplace w wypadku
funkeji odcinkami ciggtych i wyktadniczo ograniczonych (twierdzenie Lercha [136]),
w niniejszym rozdziale funkcje i ich transformaty Laplace’a dla uproszczenia notacji
sa oznaczane tymi samymi symbolami i r6znig sie jedynie argumentami. A zatem, tam
gdzie nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, transformata funkcji f(¢), w miejsce
(Lf) (s), bedzie po prostu oznaczana f(s), podobnie jak w (4.1).

37 dokladnoécia do zbioru miary zero, czyli w praktyce z dokladnoscia do wartoéci funkeji w po-
jedynczych izolowanych punktach.
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7 punktu widzenia efektywnosci obliczeniowej, podstawowsq zaleta transformacji
Laplace’a, podobnie jak transformacji Fouriera, jest fakt, ze operacja splotu w dziedzi-
nie czasu odpowiada w dziedzinie Laplace’a operacji mnozenia. Innymi stowy trans-
formata splotu jest iloczynem transformat, czyli

(L(f*9))(s) = (Lf) (s) (Lg) (s), (4.3)

gdzie f % g oznacza splot funkcji f i g,

(Feo) )= [ e =r)g(r)dr, (1.4

oraz f(t) i g(t) sa dowolnymi funkcjami odcinkami ciaglymi i wyktadniczo ograniczo-
nymi okreslonymi dla ¢ > 0.

4.2 Problem wprost

4.2.1 Rownania ruchu

Transformacja Laplace’a (4.1) przeksztalca sformutowane w dziedzinie czasu réwna-
nia ruchu konstrukeji oryginalnej (2.14) i zmodyfikowanej (2.15) w nastepujace ich
odpowiedniki:

Mii"(s) + Cu"(s) + Ku"(s) = f(s), (4.5)

(M + AM)ii(s) + Cu(s) + (K + AK) u(s) = f(s), (4.6)

gdzie modyfikacje/uszkodzenia konstrukeji sa kwantyfikowane poprzez zmiany macie-
rzy mas AM i sztywnosci AK, czton f(s) jest transformata Laplace’a wymuszenia

testowego f(t), a ul(s) i u(s) sg transformatami Laplace’a odpowiednio odpowiedzi
konstrukeji oryginalnej i zmodyfikowanej, u®(t) i u(t).

4.2.2 Pseudo obcigzenie

Przeniesienie w zaleznosci (4.6) cztonéw odpowiadajacych modyfikacji na prawa stro-
ne réwnania prowadzi do nastepujacej zaleznosci, ktora jest odpowiednikiem sformu-
towanego w dziedzinie czasu réwnania ruchu konstrukeji oryginalnej (2.16) z modyfi-
kacjami modelowanymi pseudo obcigzeniem p°(s):

Mii(s) 4+ Cu(s) + Ku(s) = f(s) + p°(s). (4.7)

Poréwnanie (4.6) i (4.7) prowadzi do nastepujacego odpowiednika (2.17), w spo-

sob uwiktany wyrazajacego pseudo obcigzenia p°(s) réwnowazne modyfikacjom masy
i sztywnosci AM i AK:

p’(s) = —AMii(s) — AKu(s). (4.8)
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Zgodnie z zaleznoscia (4.3), operacji splotu w dziedzinie czasu w dziedzinie Lapla-
ce’a odpowiada operacja mnozenia. A zatem, w zwiazku z (2.18) i (2.12), odpowiedz
konstrukeji zmodyfikowanej w dziedzinie Laplace’a wyraza sie w nastepujacy sposob:

u(s) = u(s) + B(s)p°(s), (4.9a)
ii(s) = ii"(s) + Bs(s)p’(s), (4.9b)

gdzie u(s) i ii(s) oraz u(s) i i¥(s) sa przemieszczeniows i przyspieszeniowa odpo-
wiedzig konstrukcji odpowiednio zmodyfikowanej oraz oryginalnej w dziedzinie La-
place’a, B(s) i Bs(s) sa impulsowymi funkcjami odpowiedzi w dziedzinie Laplace’a,
a p’(s) jest pseudo obciazeniem réwnowaznym rozwazanym modyfikacjom. Podsta-
wienie zaleznosci (4.9) do (4.8) prowadzi do nastepujacego odpowiednika catkowego
réwnania (2.19b):

[T+ AMB;(s) + AKB(s)| p°(s) = ~AMii"(s) — AKu"(s). (4.10)

Nalezy zauwazy¢, ze (4.10) jest zwyklym dyskretnym ukladem réwnan liniowych,
ktory nalezy rozwiaza¢ oddzielnie dla kazdej rozwazanej wartosci zmiennej zespolo-
nej s; rozwigzania dla danego s s niezalezne od postaci réwnania i jego rozwigzan
dla innych wartosci zmiennej s. Jest to istotna zaleta sformutowania w dziedzinie
Laplace’a: réwnanie (2.19b) nalezy rozwiazaé jedynie jednokrotnie, ale ma ono forme
rownania catkowego, ktorego bezposrednie rozwiazanie w dziedzinie czasu jest bardzo
czasochlonne.

4.2.3 Odpowiedz konstrukcji zmodyfikowanej

Pseudo obcigzenie p°(s) modelujace rozwazane modyfikacje sztywnosci AK i ma-
sy AM konstrukeji znajduje sie poprzez rozwigzanie (4.10) dla kazdej istotnej war-
tosci zmiennej s. Odpowiednia odpowiedz konstrukeji mozna znalezé wykorzystujac
nastepujacy odpowiednik zaleznosci (2.20):

x(s) = x"(s) + B*()p"(s), (4.11)

ktorego cztony sa transformatami Laplace’a odpowiednich czltonéw (2.20).

4.2.4 Obszar wiarygodnosci

W teorii, obszar absolutnej zbieznosci transformacji Laplace’a ma posta¢ Re s > nuyin
lub Re s > i, patrz (4.2). W praktyce jednak funkcja podcatkowa f(¢) dana jest
jedynie dyskretnie, w postaci szeregu jej wartosci spréobkowanych w skonczonej dtugo-
Sci odcinku czasowym [0, T'], a warto$¢ jej transformaty Laplace’a mozna wiarygodnie
obliczy¢ jedynie w pewnym ograniczonym podzbiorze teoretycznego obszaru absolut-
nej zbieznosci. Wiarygodnosé numerycznie obliczonej wartosci transformaty zalezy od
szeregu czynnikow, w tym od:
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e Uwarunkowania numerycznego réwnania (4.10): wiarygodng warto$¢ wektora
pseudo obciazen mozna uzyska¢ jedynie jesli wspotczynnik numerycznego uwa-
runkowania ukltadu (4.10) nie jest zbyt duzy.

e Wiarygodnosci nieparametrycznego modelu konstrukeji dla rozwazanej czesto-
sci w = Im s: wiarogodne obliczenia sg mozliwe jedynie jesli eksperymentalne
wymuszenia quasi impulsowe (wykorzystane w celu pomiaréw eksperymental-
nych macierzy wplywu B(t) i Bs(t), patrz Czes¢ 2.5) zawieraja istotng czedé
energii w poblizu linii spektralnej w.

e Dlugosci T' czasu pomiaréw: w praktyce czas pomiaréw jest skonczony, co jest
przyczyng efektu rozmycia widmowego. Wspotezynnik n = Re s zanikania okna
wyktadniczego powinien by¢ wiec dodatni i dostatecznie duzy, by zminimali-
zowaé rozmycie widmowe, a jednoczesnie nie na tyle duzy, by uniemozliwiac¢
analize sygnalu w catej dtugosci okna czasowego.

e Czestotliwosci probkowania: rzeczywisty sygnat pomiarowy jest dyskretny i cze-
stotliwos¢ jego probkowania ogranicza zakres czestosci w = Im s, dla ktorego
mozna przeprowadzi¢ wiarygodne obliczenia.

4.3 Problem odwrotny

Problem odwrotny w dziedzinie Laplace’a jest metodologicznie sformutowany w spo-
s6b analogiczny do sformutowania problemu odwrotnego w dziedzinie czasu, patrz
Rozdzial 3: jako zadanie minimalizacji (wzgledem parametréw modyfikacji) pewne;
miary rozbieznos$ci pomiedzy eksperymentalnie zmierzona odpowiedzig konstrukeji
zmodyfikowanej a jej modelowana odpowiedzia na pewne wymuszenie testowe. Jed-
nak, z powodéw wymienionych we wstepie do niniejszego rozdziatu i zwigzanych z nu-
merycznym ztym uwarunkowaniem zadania i regularyzacja numeryczng rozwiazania
w obu dziedzinach, rozwigzanie otrzymane w dziedzinie Laplace’a zwykle nie moze po-
stuzy¢ do obliczenia wiarygodnego czasowego przebiegu odpowiedzi konstrukeji zmo-
dyfikowanej. Oznacza to, ze problem identyfikacji modyfikacji w dziedzinie Laplace’a
musi wykorzystywaé inna postaé¢ funkcji celu niz (3.1). Odpowiednio zmodyfikowana
musi by¢ rowniez analiza wrazliwosci.

4.3.1 Funkcja celu

Funkcja celu (3.1) w sformutowaniu w dziedzinie czasu jest sredniokwadratowa miara
(norma ¢?) rozbieznosci pomigdzy zmierzonymi i modelowanymi przebiegami czaso-
wymi odpowiedzi konstrukeji zmodyfikowanej na wymuszenie testowe f. Funkcja celu
zaproponowana w niniejszym rozdziale mierzy rozbieznosé pomiedzy transformatami
Laplace’a tych odpowiedzi za pomoca wazonej normy ¢2,

F(p|w, f) = ;// w?(w) d¥(s)d(s) dn dw, (4.12a)
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gdzie p jest wektorem parametrow kwantyfikujacych modyfikacje, n i w sg odpowied-
nio rzeczywistymi i urojonymi cze$ciami liczby s, patrz (4.2), indeks gorny H oznacza
sprzezenie hermitowskie macierzy lub wektorow (transpozycje sprzezenia), d(s) jest
réznica poréwnywanych odpowiedzi na wymuszenie testowe f(s),

d(s) :=xM(s) — x(s), (4.12b)

a w?(w) jest rzeczywista, nieujemna funkcja wagowa, rézng od zera jedynie w obszarze
wiarygodnosci odpowiedzi, ktory nalezy wyznaczy¢ w oparciu o kryteria wymienione
powyzej w Czesci 4.2.4.

W celu utatwienia analizy poréwnawczej wielu funkeji celu odpowiadajacych roz-
nym modyfikacjom, pomocna moze by¢ normalizacja funkcji celu poprzez podzielenie
jej przez kwadrat wazonej normy transformaty zmierzonej odpowiedzi konstrukeji
zmodyfikowanej. W takim wypadku, podobnie jak w (3.4),

) f2f w?(w) df(s)d(s) dn dw
S = . (4.13)
2 [J w?(w) xM(s)]" xM(s) dn dw

R2

Fplw, ) :=

4.3.2 Gradient funkcji celu

Bezposrednie rézniczkowanie funkcji celu (4.12a) wzgledem i-tego parametru mody-

fikacji p; prowadzi do
OF (p|w, £) // x(s)
dnd 4.14
o (M 1 dw, (4.14)

gdzie 0x(s)/0p; jest odpowiednia pochodna odpowiedzi czujnikow, ktora poprzez bez-
posrednie rézniczkowanie (4.11) mozna wyrazi¢ w terminach analogicznej pochodnej
pseudo obcigzenia,

op°(s)

O

0x(s)
O

— B¥(s) (4.15)

Metoda bezposredniego rézniczkowania. Metoda ta oblicza pochodng pseudo
obciazenia wystepujaca w (4.15) poprzez rozwiazanie analogicznie zrézniczkowanego
réwnania (4.10),

) op’(s)  OAM, OAK
[I+AMB5(5)+AKB(3)] = o ii(s) — o

u(s), (4.16)

gdzie wykorzystane zostaly zaleznosci (4.9). Nalezy zauwazy¢, ze (4.16) stanowi in-
ny uktad réwnan liniowych dla kazdej odrebnej zmiennej rézniczkowania p;, a wiec
musi by¢ rozwigzane tyle razy, ile jest nieznanych parametrow modyfikacji. Po roz-
wiagzaniu (4.16), wynikowe pochodne pseudo obcigzenia podstawia si¢ w (4.15) w celu
obliczenia odpowiedniej pochodnej sygnatu czujnikow, ktoérg nalezy nastepnie wyko-
rzystaé w (4.14), aby ostatecznie obliczy¢ pochodna funkcji celu.
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Metoda zmiennej sprzezonej. W odrdéznieniu od metody bezposredniego roz-
niczkowania, metoda zmiennej sprzezonej nie wymaga wielokrotnego rozwigzywania
réwnania (4.16), lecz przenosi wszystkie jego cztony na jedna strone i skalarnie mnozy
wynik (z waga w?(w)) przez wektor zmiennych sprzezonych A(s),

Ip°(s)
O

O0AM ii(s) + 0AK
O Opi

O—//w “IjLAMB(;( ) + AKB(s)]

u(s)] dndw, (4.17)

oraz, w podobny sposéb, wszystkie cztony (4.15) przenosi sie na jedna strone i catosé
skalarnie mnozy (z tg samg waga w?(w)) przez wektor zmiennych sprzezonych ~(s),

0= / / la;‘/il) BX(s)a‘;;fis)] dny dw. (4.18)

Po lewych stronach obu powyzszych rownan stoi zero. Oba réwnania mozna dodaé
stronami do (4.14), co prowadzi do

OF (p|w, £) 0x(s)
;s // i dndw
e I .
n / / w “IJrAMB(;( ) + AKB(s)| agjfj)
OAM ., OAK
o i(s) + o u(s)] dn dw.

Cztony zawierajace pochodng sygnatu czujnikéw oraz pochodng pseudo obciazenia
nalezy zgrupowac razem,

OF (plw, 1) //w 5 — d(s)]" 0x(s) dip o

O Opi
+ / / w

(s) [T+ AMB;(s) + AKB(s)|

) (4.20)
—'yH(s)BX(s)] 8?9’“(18) dn dw
+ //w [aaAlul:/Iu(s) + a{ilfu(s)] dn dw.

7 powyzszej zaleznosci zostang catkowicie wyeliminowane pochodne sygnatéw czuj-
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nikow i pseudo obciazen, jesli wektory zmiennych sprzezonych ~(s) i A(s) przyjma
takie wartosci, ze czlony podcatkowe dwoch pierwszych catek beda rowne zero. Ma
to miejsce wtedy, gdy

~v(s) = d(s) (4.21a)

oraz gdy A(s) jest rozwigzaniem réwnania
A(s) [T+ AMB;(s) + AKB(s)| = d"(s)B*(s), (4.21b)

ktore nazywane jest rownaniem sprzezonym i jest odpowiednikiem réwnania sprzezo-
nego (3.47) sformutowanego w dziedzinie czasu. Przy takich wartosciach zmiennych
sprzezonych, pochodna funkcji celu wzgledem i-tego parametru modyfikacji jest dana
prosta zaleznoscia:

OF (p|w, 1) OAM IAK
(M // o, (s) + 5 uls) | dndw, (4.22)

gdzie wektor zmiennych sprzezonych A(s) jest rozwigzaniem réwnania (4.21b).

Podobnie jak w wypadku sformutowania w dziedzinie czasu, nalezy zauwazy¢, ze
réwnanie (4.21b) nie zalezy od indeksu i, co oznacza, ze nalezy je rozwiazaé jedynie
raz (dla kazdej wartosci zmiennej s). W poréwnaniu do obliczenn metoda bezposred-
niego rozniczkowania, ktora dla kazdej wartosci zmiennej s wymaga wielokrotnego
rozwigzania réwnania (4.16), pozwala to na istotne skrécenie czasu obliczen gradien-
tu funkcji celu.

4.3.3 Hesjan funkcji celu

Podobnie jak w wypadku analizy wrazliwosci drugiego rzedu w dziedzinie czasu,
przedstawionej w Czesci 3.4.2, hesjan funkcji celu mozna obliczyé¢ za pomoca jed-
nej z czterech metod bedacych kombinacjami metody bezposredniego rézniczkowania
i metody zmiennej sprzezonej. Obliczeniowo najefektywniejsza z nich jest metoda
DDM-AVM (bezposredniego rézniczkowania — zmiennej sprzezonej) i jedynie ona zo-
stanie przedstawiona w niniejszym rozdziale.

Podobnie jak w wypadku analizy wrazliwosci pierwszego rzedu, podwojne réznicz-
kowanie funkcji celu (4.12a) wzgledem i-tego i j-tego parametru modyfikacji p; 1 p;
prowadzi do zaleznosci

PF(plw,f) (s) | 9x(s)
aﬂzaﬂj // [ 8“1 ‘| alu’j dn v

. / / 6/2;;;)] dpdw, (4.23)

gdzie 9?x(s)/Ou;0u; jest odpowiednia druga pochodng odpowiedzi czujnikéw, ktora
poprzez bezposrednie podwdjne rézniczkowanie (4.11) mozna wyrazi¢ w kategoriach
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analogicznej drugiej pochodnej pseudo obcigzenia,

O*x(s) _ gy P°(5)
OpiOp; Oy

(4.24)

Druga pochodna pseudo obcigzenia jest rozwigzaniem podwdjnie zrézniczkowane-
go réwnania (4.10),

9*p°(s)
OpiOp;

_ 0AMii(s) 9AMii(s) 9AK du(s) 9AK du(s) (4.25)

O Ou; Ouj O Owi  Opj Oy Opi

[T+ AMB;(s) + AKB(s)|

gdzie zalozono, ze rozwazane modyfikacje AM i AK zalezg liniowo od parametrow
modyfikacji, to jest
PAM  0PAK

Opidp; Oy

(4.26)

Metoda DDM-AVM ruguje druga pochodna pseudo obciazenia z zaleznosci (4.24)
za pomocy takiej samej techniki, jak w wypadku pierwszej pochodnej oraz metody
zmiennej sprzezonej, analogicznej do techniki przedstawionej w Czesci 3.4.2: powyzsze
réwnanie jest przemnozone skalarnie (z waga w?(w)) przez wektor zmiennych sprzezo-
nych i dodane stronami do (4.23) w celu uzyskania zaleznosci analogicznej do (4.19).
Nastepnie cztony zawierajace druga pochodng pseudo obcigzenia sg grupowane razem,
uwzgledniajac (4.24), i wynikowy czlon jest ostatecznie rugowany poprzez odpowied-
ni dobér zmiennej sprzezonej, ktéra powinna spelniaé¢ réwnanie sprzezone (4.21b).
Zaleznos¢ na druga pochodna funkceji celu przyjmuje ostatecznie postac:

O*F(pl|w, £) ox(s)
fmaug /2/ [ Opi ] O, dn oo
OAM 0ii(s) = OAM Oii(s)
4.27
+//w [8/@ O " Op; O (427)

| OAK u(s) | OAK du(s)
Oui Oy Ouj O

dn dw,

gdzie wektor zmiennych sprzezonych A(s) jest rozwiazaniem réwnania sprzezone-
go (4.21b).

Podobnie jak w wypadku analizy wrazliwosci drugiego rzedu metoda DDM-AVM
sformutowanej w dziedzinie czasu (patrz Cze$¢ 3.4.2), przedstawiona tutaj wersja
metody ma liniowa czasowa ztozonos$é¢ obliczeniows, poniewaz wymaga tylukrotnego
rozwiazania zrozniczkowanego réwnania sprzezonego (4.21b), ile jest identyfikowanych
parametrow modyfikacji.

Nalezy ponadto zauwazy¢, ze w wyniku rozwigzania rownania sprzezonego znane
sg pochodne pseudo obciazen wzgledem parametréw modyfikacji, co pozwala na obli-
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czenie gradientu funkcji celu rowniez za pomoca zaleznosci (4.14) i (4.15), niezaleznie
od obliczen metoda zmiennej sprzezonej i zaleznosci (4.22). Umozliwia to poréwnanie
numerycznych wartosci gradientu i weryfikacje poprawnosci obliczen.

4.3.4 Dyskretyzacja

W praktycznych zastosowaniach, catkowa postaé funkeji celu (4.12a) oraz pozostatych
istotnych wyrazen wykorzystywanych w celu analizy wrazliwosei, takich jak (4.13),
(4.14), (4.22) i (4.27), nalezy zastapi¢ postacig wykorzystujaca sumowanie wzgledem
dyskretnych wartosci zmiennej Laplace’a s. W niniejszej pracy wykorzystano regular-
ng prostokatna siatke punktéw, co prowadzi do nastepujacej zdyskretyzowanej postaci
funkcji celu:

Flulw,£) = 5 0 3 [x%(s) — x(s)|Pdn d, (4.28)

wGLw ne€Ly,

gdzie s = 1 + iw, zgodnie z (4.2), oraz zbiory

L, ={wi,ws,...,wn,}, (4.29a)
L, ={m,m,....nn,} (4.29b)

pokrywaja obszar wiarygodnosci wyznaczony w oparciu o kryteria wymienione powy-
zej w Czesci 4.2.4. Pozostate wyrazenia catkowe nalezy zdyskretyzowaé¢ w analogiczny
sposob.

4.4 Optymalne wymuszenie testowe

Przy wykorzystaniu definicji (4.12b), funkcje celu (4.12a) mozna przedstawi¢ w na-
stepujacej rownowaznej postaci:

F (o, £) = ; J[ N (5) — wiw)x(s)| dnd. (4.30)

Poniewaz xM(s) oraz x(s) sa odpowiedziami konstrukcji na to samo wymuszenie te-
stowe f(s), modyfikacja funkcji wagowej w(w) jest réwnowazna modyfikacji amplitudy
spektrum wymuszenia testowego, czyli

F (plw(w),£(s)) = F (1, ww)(s)), (4.31)

gdzie, zgodnie z (4.2), s = n + iw.

Przy przyjeciu odpowiedniego kryterium doktadnosci identyfikacji, optymalizacja
funkcji wagowej jest wiec rGwnowazna optymalizacji wymuszenia testowego, a doktad-
niej optymalizacji jego widma amplitudowego. Tego typu podejscie mozna wykorzy-
sta¢ w celu projektowania wymuszen testowych o optymalnych widmach amplitudo-
wych. Niech S oznacza zbior przypadkow identyfikacji, a puf, ¢ € S, odpowiadajace
im faktyczne wektory parametrow uszkodzenia. Jako typowe kryterium doktadnosci
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identyfikacji mozna przyjac¢ kryterium kwantyfikujace sredniokwadratows doktadnosé
identyfikacji za pomoca nastepujacej miary:

R(ulS) = 3 (i = mlw)". (4.82)

€S

gdzie wektor p;(w) oznacza wynik identyfikacji uszkodzenia w i-tym wypadku otrzy-
many przy wykorzystaniu funkcji wagowej w, to jest drogg minimalizacji funkcji ce-
lu F(p|w,f).

Optymalne wymuszenie testowe mozna znalezé przy wykorzystaniu procedury
wzorowanej na procesie nadzorowanego uczenia sztucznych sieci neuronowych [137,
138]. W zaleznosci od ilosci danych, to jest liczby niezaleznych przypadkéw identyfi-
kacji, ich zbiér S mozna podzieli¢ na dwa lub trzy roztaczne zbiory:

e zbiér trenujacy Sg,
e zbiér testowy St
e i ewentualnie zbior walidujacy Sy.

Optymalne widmo amplitudowe wymuszenia testowego mozna wtedy zidentyfikowaé
w procesie minimalizacji miary doktadnosci identyfikacji R(w|Sgr) wzgledem funk-
¢ji wagowej w, a nastepnie zweryfikowa¢ wynik za pomocg zbioru testowego, to jest
poprzez poréwnanie z R(w|St). Jesli okreslony jest zbior walidujacy, nalezy go wy-
korzysta¢ w kryterium stopu podczas procesu minimalizacji R(w|Sgr), ktéra powinna
by¢ kontynuowana tak dtugo, jak dtugo R(w|Sy) maleje.
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Rozdziatl 5

Techniki numeryczne

Literatura naukowa bogata jest w publikacje oraz podreczniki szczegdtowo opisujace
zagadnienia poruszone w niniejszym rozdziale, dotyczace m.in. teorii liniowych réw-
nan catkowych, metod ich dyskretyzacji i rozwigzywania oraz metod regularyzacji
numerycznej stosowanych podczas rozwigzania zadan odwrotnych, ktore czesto sa in-
herentnie Zle uwarunkowane. Z tego powodu w niniejszym rozdziale oméwiono jedynie
wybrane zagadnienia, istotne z punktu widzenia autora, ktérych znajomosé jest nie-
zbedna dla rozwiazania zaleznosci przedstawionych w poprzednich rozdziatach oraz
analizy danych eksperymentalnych.

5.1 Liniowe réwnania calkowe

Jednym z pierwszych rownan catkowych, ktére trwale zapisato sie w historii mate-
matyki, bylo rownanie sformutowane przez norweskiego matematyka Nielsa Henrika
Abela w 1825 r., opisujace krzywa bedaca rozwigzaniem tzw. problemu tautochrony.
Natomiast sam termin “réwnanie catkowe” zostal wprowadzony w 1888 r. przez nie-
mieckiego matematyka Paula du Bois-Reymonda. Obecnie liniowe réwnania catkowe
sg szeroko stosowane w roznych dziedzinach nauki, m.in. w przetwarzaniu sygnatow
i obrazéw, i sa one tym bardziej istotne, ze wiele waznych zagadnien brzegowych lub
poczatkowych moze by¢ przeksztatconych do rownowaznej postaci rownan catkowych
(np. réwnanie przewodnictwa ciepta). Niewatpliwie jednymi z najbardziej znanych
i najszerzej stosowanych réwnan catkowych sg transformacje Fouriera.

5.1.1 Klasyfikacja liniowych réwnan catkowych

Ogolna postac¢ liniowych rownan catkowych, odpowiednio pierwszego i drugiego ro-
dzaju, mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

£(£) = A /A Y Kt T)e(r) dr, (5.12)
F(£) = (1) + A /A YKt 1)e(r) dr, (5.1b)
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gdzie znana funkcja dwoch zmiennych K (t,7) jest nazywana jadrem réwnania cal-

kowego, A jest pewng stala, ktora zazwyczaj posiada interpretacje fizyczna, f(t) jest

znang funkcja jednej zmiennej, a ¢(t) jest niewiadoma funkcja jednej zmiennej.
Formalna klasyfikacja rownan catkowych opiera si¢ na kilku cechach réwnania:

e Rzad réwnania catkowego zalezy od miejsca wystapienia nieznanej funkcji ¢(t).
Jezeli funkcja ta w rownaniu wystepuje tylko i wylacznie jako funkcja pod-
catkowa, to takie rownanie klasyfikowane jest jako réwnanie pierwszego rzedu.
W przypadku gdy funkcja ¢(t) w réwnaniu catkowym pojawia sie zaréwno pod
znakiem calki, jak i poza nig, to takie rownanie jest nazywane réownaniem dru-
giego rzedu. Alternatywnie zamiast o rzedzie réwnania mozna méwié o jego
rodzaju.

e Klasa rownania jest uzalezniona od granic catkowania. Jezeli granice A1 B w
réwnaniu sg state, to takie réwnanie zaliczamy do rownan catkowych klasy Fre-
dholma. Natomiast gdy co najmniej jedna granica calki jest wyrazona poprzez
zmiennag t (najczesciej A jest stala oraz B = t), to takie réwnanie zaliczamy do
klasy rownan Volterry.

e Kolejna charakterystyczna cecha rownania wigze sie z wystapieniem w réwnaniu
catkowym dowolnej funkcji f(¢): jezeli f(t) = 0, to takie réwnanie nazywamy
rownaniem jednorodnym, w przeciwnym przypadku rownanie jest niejednorodne.

Jedna z wazniejszych cech réwnan catkowych pierwszego rzedu (5.1a) o ciaglych
jadrach sg ich wtasciwosci wygtadzajace: im wyzsza jest sktadowa harmoniczna funk-
cji ¢(t), tym bardziej jest ona tlumiona i tym gladsza jest funkcja f(t). Ceche te
mozna zilustrowaé¢ za pomoca znanego twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a: zatézmy
dla przyktadu, ze dane jest niejednorodne réwnanie catkowe pierwszego rzedu klasy
Volttery, w ktorym funkcja ¢(t) jest znana i réwna:

o(t) = sin 27kt, k=1,2,.... (5.2)

Zgodnie z twierdzeniem Riemanna-Lebesque’a [139], dla dowolnego ciaglego jadra
K(t,7) réwnania catkowego zachodzi nastepujaca zaleznosé:

£(t) = )\/AB K(t,m)o(r)dr — 0 dla k — oco. (5.3)

Cecha ta jest odpowiedzialna za inherentne zte uwarunkowanie zadan odwrotnych, to
jest takich zadan w ktorych poszukiwana jest funkcja podcatkowa ¢(t), a pozostate
funkcje sg dane. W wypadku takich zadan wystepuje efekt wzmocnienia wyzszych
sktadowych harmonicznych funkcji f(t). Wzmocnienie to jest z reguty na tyle duze,
ze — w wypadku wystepowania biatego szumu pomiarowego w funkcji f(t) — dopro-
wadza ono do zdominowania rozwiazania ¢(t) przez wzmocnione sktadowe szumu, co
czyni rozwigzanie catkowicie niewiarygodnym.
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5.1.2 Dyskretyzacja liniowych réwnan catkowych

Zmnalezienie analitycznego rozwigzania réwnania catkowego opisujacego dane zjawisko
fizyczne jest trudne lub, w wielu przypadkach, niemozliwe. Fakt ten doprowadzit do
intensywnego rozwoju technik dyskretyzacji réwnan catkowych i numerycznego ob-
liczania ich rozwigzan przyblizonych [140]. Nalezy zauwazy¢, ze w praktycznych za-
stosowaniach proces dyskretyzacji funkcji ciagtych jest naturalny, poniewaz w takich
wypadkach zazwyczaj jedna lub kilka funkcji wystepujacych w réwnaniu dana jest
nie wprost, a jedynie w postaci zbioru swoich wartosci w dyskretnych chwilach czasu
otrzymanych w wyniku eksperymentalnego procesu pomiarowego [132, Rozdziat 3].

W kontekscie przetwarzania dyskretnych danych pomiarowych, najbardziej na-
turalng grupa metod numerycznych sa metody wykorzystujace numeryczng aprok-
symacje wartosci catki oznaczonej danej funkcji. Okreslane one sa mianem metod
kwadratury numerycznej lub tez metod Nystroma. W metodach tych wartos¢ catki
aproksymuje sie za pomocg sumy wazonej wartosci funkcji podcatkowej w dyskret-
nym zbiorze wybranych punktow:

[ o0 = 3wy, (5.4

gdzie tq,...,t, € [A, B] sa weztami kwadratury, a wj, ..., w, sa odpowiadajacymi im
wagami kwadratury, ktore nie zalezg od funkcji podcaltkowej, a jedynie od wybranej
metody kwadratury. Korzystajac z powyzszej aproksymacji, czton catkowy wystepu-
jacy w rownaniach (5.1) mozna aproksymowaé w nastepujacy sposob:

)\/ Pydr NS wy K (1 )0(n) = (D). (5.5)

7=1

Nalezy zwroci¢ uwage, ze powyzsza zaleznosé zostata zdyskretyzowana wzgledem tyl-
ko jednej zmiennej 7. Dyskretyzacje liniowego réwnania calkowego pierwszego rze-
du' (5.5) wzgledem drugiej zmiennej ¢ mozna przeprowadzi¢ stosujac metode kolo-
kacji, ktéra wymaga, by aproksymacja czlonu catkowego funkcja ¢(t) byta réwna
funkcji f(t) tylko w pewnym dyskretnym zbiorze punktéw ti,...,t, nazywanych
punktami kolokacji:

W(t;) = f(t;) dla i=1,...,m. (5.6)

Dyskretyzacje przeprowadza sie niezaleznie wzgledem zmiennych 7 i ¢ stosujac kolejno
jednag z wybranych metod kwadratury numerycznej, np. metode trapezoéw, oraz me-
tode kolokacji. W wypadku réownania catkowego pierwszego rzedu, rozmieszczenie
weztéw kwadratury 7; i punktéw kolokacji t; moze by¢ niezalezne oraz liczba weztoéw
kwadratury n nie musi by¢ rowna liczbie punktow kolokacji m, choé¢ nie powinna
by¢ od niej mniejsza, tzn. m > n. Dla uproszczenia dalszych rozwazan przyjmij-
my, ze liczba punktéw kolokacji i weztéow kwadratury jest sobie réwna, n = m, oraz
dodatkowo zalézmy, ze sa one réwnomiernie rozlozone na przedziale dyskretyzacji

!Dyskretyzacje rownania calkowego drugiego rzedu (5.1b) mozna przeprowadzié w sposéb catko-
wicie analogiczny.
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T =t=A+hi,i=1,...,n gdzie h = (B — A)/(n — 1). Stosujac metode kolokacj,
réwnanie (5.1a) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

n

AN wiK (i, 75)o(r;) = f(t;) dla i=1,...,n. (5.7)

J=1

Powyzsza zaleznos¢ jest uktadem n dyskretnych liniowych réwnan w n zmiennych,
ktére mozna zapisa¢ w formie macierzowej:

K(ti,m) K(ti,72) - K(ti,7)] [wio(n) f(th)
K(ta,m) K(to,m2) -+ K(la,7)| |w2d(r2) | | [f(t2) (5.8)
K(tru 7—1) K(tnu T2) e K(tnu Tn) wn¢(7n) f(tn)
lub, w postaci zagregowanej, jako
Ax =D (5.9)
gdzie elementy macierzy A oraz wektoréw x i b dane sa przez:
a; = K(ti,7)
Ty = quﬁ(Tj) dla Z,] = ]_, .o, n. (510)

bi = f(t:)

Réznicowa postaé jadra calkowego

Przedstawiony powyzej sposob dyskretyzacji liniowych réwnan catkowych zostal prze-
prowadzony dla ogdlnej postaci jadra catkowego K (t,7). W dalszej czesci rozdziatu
rozpatrzymy wtasciwosci i zalety dyskretyzacji rownania catkowego posiadajacego ja-
dro catkowe w postaci roznicowej, to jest zalezne jedynie od réznicy zmiennych ¢
iT:

K(t, ) =h(t —71). (5.11)

Taka postaé¢ jadra catkowego pojawia sie zwykle w réwnaniach modelujacych za-
chowanie szerokiej klasy uktadow liniowych niezmiennych w czasie (ang. linear time
invariant, LTI). W szczegélnosci taka postaé posiadaja tez rownania (2.19a) i (2.19b),
wyprowadzone w Rozdziale 2 i okreslajace pseudo obcigzenie p°(t) modelujace réw-
nowaznie uszkodzenie i zmiane masy konstrukeji referencyjnej, oraz réwnania (2.12),
ktore opisuja odpowiedZ rezydualng konstrukeji u(t).

Stosujac procedure opisana w poprzednim paragrafie, réwnanie catkowe o jadrze
catkowym w postaci r6znicowej h(t—7) mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan liniowych
zapisanych w formie macierzowej (5.9), w ktérym macierz wspotczynnikéw A posiada
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charakterystyczng strukture przekatniowa:

[ho  hoy ha o0 hayn B,

hi  ho  hoy -+ hsn hoy

h h h coo hg_y hz_,
A= (5.12)

hn72 hnfB h,n,4 o hU hnfl

_hnfl han hn73 e hl hO ]

Macierze o strukturze macierzy (5.12) sa nazywane macierzami Toeplitza. Tego typu
macierze posiadaja state wartosci na przekatnych, a wartosci ich elementéw zaleza
jedynie od réznicy indeksow, to jest h;; = h,_j dla i,j = 1,...,n. Nalezy zazna-
czy¢, ze uzyskanie dyskretnej formy jadra catkowego o strukturze macierzy Toeplitza
jest uzaleznione od dwdch czynnikéw: (1) jadro catkowe musi posiadaé postaé roz-
nicowg h(t — 7), (2) wezly kwadratury i punkty kolokacji muszg by¢ réwnomiernie
roztozone w przedziale dyskretyzacji (co umozliwia zastosowanie na etapie kwadratu-
ry metod Newtona—Cotesa).

Uktady mechaniczne rozwazane w niniejszej pracy sa przyczynowe. Dla takich
uktadéw jadro catkowe h(t — 1) dla t < 7 przyjmuje wartosci zerowe, a macierz To-
eplitza bedaca jego zdyskretyzowang wersja redukuje si¢ do postaci dolnotréjkatne;j:

ho 0 0 .- 0 0
hy ho o --- 0 0
h h h -« 0 0
N e (5.13)
hpn—o hp—z hp_y -+ hy O
_hn—l hn—2 hn—3 T hl hO_

Wazna numeryczna zaleta dyskretnego jadra réwnania catkowego o strukturze macie-
rzy Toeplitza jest mozliwos¢ obliczenia iloczynu jadra i dowolnego wektora w czasie
krotszym niz kwadratowy, co zostanie omowione w dalszej czesci rozdziatu, w akapicie
poswieconym iteracyjnym metodom regularyzujacym.

5.2 Rozklad macierzy wedlug wartosci szczegdl-
nych

Poczatki metody znanej dzis jako rozklad macierzy wedtug wartosci szczegdlnych
lub osobliwych (ang. singular value decomposition, SVD) siegaja lat siedemdziesia-
tych XIX wieku, kiedy to w 1873 r. wtoski matematyk Eugenio Beltrami opublikowat
pierwsza prace dotyczaca tego zagadnienia [141]. W pézniejszych latach rozkltad ten
byt wielokrotnie i niezaleznie wyprowadzany przez matematykéw takich jak Camille
Jordan [142,143], James Joseph Sylvester [144-146], Erhard Schmidt [147] i Hermann
Weyl [148]. Dodatkowe informacje na temat historii rozktadu wraz z krétkim omé-
wieniem cytowanych publikacji mozna znalez¢é w pracy [149]. Obecnie metoda SVD
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jest szeroko stosowana w zagadnieniach odwrotnych w celu numerycznego obliczania
odwrotnosci zle uwarunkowanych macierzy.

Istota rozkladu wedtug wartoéci szczegélnych jest fakt, ze kazda rzeczywista? ma-
cierz A o wymiarze m X n mozna w nastepujacy sposob przedstawi¢ w postaci iloczynu
trzech macierzy:

min(m,n)
A=UxV'= Y uov/, (5.14)
i=1
gdzie U = [uy, uy, ..., u,] jest macierza kwadratowa o wymiarze m x m, macierz V =
[Vi,V1,...,V,] ma wymiar n X n oraz obie te macierze sa macierzami ortogonalnymi,
to znaczy spetniaja zaleznos¢
U'u=1 V'v=I, (5.15)

gdzie I jest macierza jednostkowa o odpowiednim wymiarze. Kolumny macierzy U
i V zawieraja odpowiednio lewostronne i prawostronne wektory szczegélne (osobliwe)
macierzy A, natomiast X jest macierzg diagonalng, to jest

Y = diag (01, o9, ... ,amin(m,n)) , (5.16)

gdzie o; sa nazywane wartosciami szczegélnymi (osobliwymi) macierzy A i zwycza-
jowo sg uporzadkowane w sposob nierosnacy, o1 2 03 = ... 2 Omin(m,n) = 0.

W wypadku macierzy otrzymanych w procesie dyskretyzacji numerycznej linio-
wych rownan catkowych pierwszego rzedu, takich jak macierz wystepujaca w zalezno-
Sci (5.8) lub, dla réznicowych jader catkowych, (5.12), ich wektory szczegblne u;, v;
oraz wartosci szczegélne o; posiadaja pewne charakterystyczne cechy [130,150]: wraz
ze wzrostem indeksu ¢

e wartodci szczegélne o; daza do zera® bez wyraznej przerwy w swoim spektrum,

e wzrasta liczba zmian znakow elementow wektoréw szczegdlnych u; i v;.

Pierwsza z powyzszych cech jest zwigzana z inherentnym ztym uwarunkowaniem nu-
merycznym liniowych réwnan catkowych pierwszego rzedu z cigglym jadrem, a druga
— z twierdzeniem Riemanna-Lebesgue’a i zaleznoscia (5.3).

5.2.1 Dyskretny warunek Picarda

Za pomoca rozktadu wedtug wartosci szczegblnych (5.14), zdyskretyzowana wersje (5.9)
rownania catkowego mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Ax = S u,0; (V;Fx) =b. (5.17)
1

1=

2 Analogiczny rozklad istnieje réwniez dla kazdej macierzy zespolonej. W wypadku zespolonym,
w zaleznosciach (5.14) i (5.15) nalezy jednak uwzgledni¢ macierze hermitowskie zamiast transpono-
wanych.

3W wypadku obliczei numerycznych: do wartoéci odpowiadajacej precyzji arytmetyki zmienno-
przecinkowej.
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W zadaniach wprost, wraz ze wzrostem wartosci indeksu 4, iloczyn wektora szczegol-
nego u; i wspotezynnika vyix ma coraz mniejszy udzial w wektorze b za sprawa coraz
mniejszych wartodci szczegélnych ;. Odmienng sytuacje mozna natomiast zaobser-
wowa¢ w zadaniach odwrotnych. Wykorzystujac fakt, ze lewostronne i prawostronne
wektory szczegdlne u; i v; tworza bazy ortonormalne, patrz (5.15), nieznany wektor x
mozna wyrazi¢ przeksztalcajac rownanie (5.17) do nastepujacej postaci:

min(m,n) llZTb

X =
op)

i=1
7 powyzszego rownania wynika, ze znaczacy wplyw na rozwigzanie X moga mieé te
wartosci szczegdlne, dla ktérych zachodzi o; < |ulb|. Obserwacja ta doprowadzita
do sformutowania tzw. dyskretnego warunku Picarda [151], wedtug ktérego uzyskanie
wiarygodnego (numerycznie zregularyzowanego) rozwiazania jest mozliwe, jesli dla
numerycznie niezerowych? wartosci szczegdlnych o; > €, wspotezynniki |[ulb| zbie-
gaja do zera szybciej niz wartosci szczegolne ;. Nalezy zwroci¢ uwage, ze dyskretny
warunek Picarda jest jedynie warunkiem koniecznym. Jego pierwowzorem jest (ko-
nieczny i wystarczajacy) warunek Picarda [151], sformutowany pierwotnie dla réwnan
catkowych pierwszego rzedu (5.1a) z ciagtym jadrem K (¢, 7): catkowalne z kwadratem
rozwigzanie takiego rownania istnieje wtedy i tylko wtedy, jesli

2

(wi,b) ™ _ o, (5.19)

0;

D

=1

gdzie o; jest niezerowa wartosdcia szczegdlna jadra catkowego K (t,7), u; odpowia-
dajaca jej lewostronng funkcja szczegélna, a (-, -) oznacza iloczyn skalarny. Warunek
Picarda wykorzystuje rozwiniecie jadra catkowego wedtug wartosci szczegdlnych (ang.
singular value expansion, SVE), ktére jest operacja catkowicie analogiczna do rozkta-
du macierzy wedtug wartosci szczegdlnych [129,132].

Dyskretny warunek Picarda wymaga, by wartosci [u] b| malaty szybciej niz warto-
sci 0;. Nalezy zaznaczy¢, ze dyskretny warunek Picarda dotyczy doktadnego wektora
prawej strony b, zawierajacego jedynie dane faktyczne i nieobarczonego zadnymi za-
burzeniami. W praktyce taka posta¢ wektora b zwykle jest jednak nieznana, a wektor
dostepny jest w postaci obarczonej pewnymi zaburzeniami wynikajacymi np. z niedo-
skonatosci przyrzadéw pomiarowych (szum pomiarowy) lub zwiazanymi ze skonczo-
na precyzja arytmetyki zmiennoprzecinkowej (btedy numeryczne). W takim wypadku
wartodci iloczynu |ulb| daza do poziomu zaktoceni w wektorze b, rozwigzanie otrzy-
mane bezposrednio na podstawie zaleznosci (5.18) jest niewiarygodne, a rozwiazania
wiarygodnego mozna szukac stosujac techniki numerycznej regularyzacji przedstawio-
ne w dalszej czesci rozdziatu.

Na rys. 5-1 zilustrowano dyskretny warunek Picarda oraz wplyw zaburzen wek-
tora prawej strony przy wykorzystaniu numerycznego przyktadu zadania odwrotne-
go, w ktorym poszukiwana jest sita wymuszajaca uktad o jednym stopniu swobody.

4Numerycznie niezerowych, to znaczy wiekszych od pewnej progowej wartoéci e zaleznej od pre-
cyzji wykorzystywanej w obliczeniach arytmetyki zmiennoprzecinkowej.
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Rysunek 5-1: Wykresy Picarda w przyktadowym zadaniu odwrotnym identyfikacji
sity wymuszajacej uktad o jednym stopniu swobody

W przeprowadzonych obliczeniach przyjeto nastepujace wartosci liczbowe parametréow
uktadu mechanicznego: sztywnos¢ sprezyny 9 N/m, masa 1 kg i wsp6tezynnik thumie-
nia lepkiego 0.6 Ns/m. Ponadto zalozono zerowe warunki poczatkowe w chwili ¢ = 0
oraz identyfikowane wymuszenie w postaci e~ sin 7rt. Analityczng postaé¢ odpowiedzi
przemieszczeniowej odpowiadajacej takiemu wymuszeniu obliczono przy wykorzysta-
niu szeroko znanej ogoélnej postaci odpowiedzi uktadu o jednym stopniu swobody na
dowolne wymuszenie [152]. OdpowiedZ uktadu jest splotem wymuszenia i odpowie-
dzi impulsowej uktadu (odpowiedzi na wymuszenie impulsowe opisane funkcja delty
Diraca), co w postaci zdyskretyzowanej przyjmuje posta¢ zaleznosci (5.9), gdzie wek-
tor b jest zdyskretyzowana odpowiedzia konstrukcji, wektor x jest zdyskretyowanym
wymuszeniem, a macierz A ma postaé¢ dolnotréjkatnej macierzy Toeplitza (5.13) 1 jest
skonstruowana z dyskretnej postaci impulsowej odpowiedzi konstrukcji. Zastosowano
dyskretyzacje przedziatu czasowego o dtugosci 15 s z okresem prébkowania rownym
At = 0.05 s. Na rys. 5-1 zestawiono dwa wykresy Picarda, przy czym wartosci na wy-
kresie rys. 5-1a zostaly wyznaczone dla doktadnego wektora b, natomiast na rys. 5-1b
wektor b zawiera 1% szumu. Doktadny wektor prawej strony (rys. 5-1) spelnia dys-
kretny warunek Picarda (czerwona krzywa ma charakter malejacy). Widoczny rozrzut
wartosci |u}b| na rys. 5-1b (krzywa czarna) jest spowodowany zaburzeniami obecny-
mi w wektorze b. Dodatkowo mozna zaobserwowac, ze poczawszy od pewnej wartosci
indeksu 4, trend dla wartosci |ulb]/o; (krzywa czerwona) jest na rys. 5-1b rosnacy, co
ma zwiazek z wciaz malejacymi wartosciami osobliwymi o; (krzywa niebieska) oraz
stabilizacja wspoélczynnika [ulb| (krzywa czarna) na poziomie wyznaczonym przez
zaburzenia. Rozwiazanie x wyznaczone wprost na podstawie zaleznosci (5.18) i da-
nych przedstawionych na rys. 5-1b jest niewiarygodne, gdyz jest zdominowane przez
efekt zaburzen w wektorze b.
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5.3 Metody regularyzacji

Metody numerycznej regularyzacji rozwigzania pozwalaja na uzyskanie przyblizonych
rozwiazan, ktoére charakteryzuja sie¢ odpowiednig gtadkoscia i stabilnoscia na zabu-
rzenia danych wejsciowych. Ogélng ideg takich metod jest dgzenie do uwzglednienia
w rozwiazaniu x jedynie informacji istotnych (o wysokim stosunku sygnatu do szumu)
i pominiecia informacji pozostatych lub zmniejszenia ich wptywu na koncowe rozwia-
zanie. Ogolna posta¢ rozwigzania stosowana w metodach regularyzujacych mozna
zapisa¢ w formie analogicznej do (5.18) w nastepujacy sposob:

min(m,n) T
u; b
X = Yi——Vi, (5.20)
i=1 i
gdzie ~; sa pewnymi wspotczynnikami wagowymi, ktérych wartosé jest uzalezniona
od przyjetej metody regularyzujacej. W ogdlnosci metody regularyzujace mozna po-
dzieli¢ na metody bezposrednie oraz iteracyjne.

5.3.1 Metody bezposrednie

Metoda TSVD. Jedng z najprostszych metod regularyzujacych, a zarazem naj-
bardziej intuicyjna, jest metoda nazywana w jezyku angielskim truncated singular
value decomposition (TSVD), co na jezyk polski mozna przelozyé¢ jako metoda ob-
ciecia rozktadu wedtug wartosci szczegdlnych. W metodzie tej wspotezynniki wagowe

YESVD przyimuja jedng z dwoéch wartosci, 0 lub 1, zgodnie z ponizsza zaleznoscia:
1 dlat <k
TSVD __ X My
T { 0 dlai>Fk, (5:21)

gdzie k jest pewna liczba catkowita z zakresu 1 < k < min(m, n). W rezultacie osta-
teczne rozwiazanie jest obliczane zgodnie z pierwotna zaleznoscia (5.18), w ktorej
jednak uwzglednia si¢ jedynie pierwszych k dostatecznie duzych wartosci szczegol-
nych. Zaleta metody TSVD jest jej intuicyjny charakter oraz mozliwos¢ szybkiej ana-
lizy rozwigzania w zalezno$ci od wartosci liczby k, bez koniecznosci kazdorazowego
przeprowadzania rozktadu macierzy A. Niemniej koszt numeryczny zwigzany z po-
czatkowym wyznaczeniem rozktadu SVD jest na tyle duzy, zwtaszcza dla macierzy
o znacznych wymiarach, ze w praktyce preferowane sg inne metody regularyzacji,
takie jak np. regularyzacja Tichonowa.

Regularyzacja Tichonowa jest jedng z najczesciej stosowanych metod regula-
ryzacji bezposredniej. Wyprowadzona zostata niezaleznie przez Andrieja Tichono-
wa [153] i Davida Phillipsa [154]. Metoda ta rozszerza metode¢ najmniejszych kwadra-
téw o dodatkowy czton regularyzujacy: za (zregularyzowane numerycznie) rozwiaza-
nie réwnania (5.9) przyjmuje sie wektor x minimalizujacy wazona sume kwadratow
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normy swojej i normy rezyduum rownania:
X = argm)}n{HAx—bHQ—1—/\2||X||2}7 (5.22)

gdzie \ jest pewng liczbg dodatnig zwang parametrem regularyzujacym. Czlon regu-
laryzujacy A\?||x||? wymusza ograniczenie normy zregularyzowanego rozwigzania x i —
w praktyce — zapewnia odpowiednig jego gtadkos¢. Mozna wykazac, ze metoda Ti-
chonowa odpowiada nastepujacej postaci wspoéteczynnikow wagowych wystepujacych
w ogdlnej zaleznosci (5.20):

2 .
A\ o { 1 dla o; > A, (5.23)

T2 T 0 dac <A

W odréznieniu od metody TSVD, funkcja wagowa w metodzie Tichonowa przyjmuje
wartosci posrednie miedzy skrajnymi wartosciami 1 i 0. Wplyw wartosci parametru
regularyzujacego A\ na rozwigzanie x mozna przesledzi¢ analizujgc dwa skrajne przy-
padki: gdy A — o0, obliczone rozwiazanie jest zdominowane przez czton regularyzu-
jacy i x — 0, natomiast gdy A — 0, to obliczone rozwiazanie staje si¢ zdominowane
przez wplyw zaburzen danych wejsciowych i w rezultacie bezuzyteczne.

5.3.2 Metody iteracyjne

Metoda Landwebera. Historycznie pierwsza metoda iteracyjnej regularyzacji nu-
merycznej jest prawdopodobnie stacjonarna metoda iteracyjna Landwebera [155].
Przyjmujac wektor poczatkowy x(© = 0, zaleznosé na kolejne przyblizenia rozwia-
zania x*) mozna zapisa¢ w postaci:

xM = xtD L AT (b— AXFTV) =123, (5.24)

gdzie w jest dodatnia liczba z przedziatu 0 < w < 2/||ATA|| = 2/0?. Metoda Lan-
dwebera odpowiada nastepujacej postaci wspotczynnikow wagowych wystepujacych
w ogdlnej zaleznosci (5.20):

& _ 1 (1. L dla 0? > 1/w,

W przypadku metod iteracyjnych intensywnosc¢ regularyzacji maleje wraz ze wzrostem
liczby iteracji k: czym wigcej iteracji, tym wiecej matych wartosci szczegdlnych jest
uwzglednionych w obliczonym rozwigzaniu.

Stacjonarne metody iteracyjne, do ktérych nalezy metoda Landwebera, sa rzadko
uzywane w praktyce ze wzgledu na relatywnie wolna zbieznoéé x¥) do rozwiazania
doktadnego.

Metoda CGLS. Metodg iteracyjna odznaczajaca sie szybsza zbieznoscia rozwia-
zania jest metoda gradientéw sprzezonych najmniejszych kwadratéow (ang. conjugate
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gradient least squares, CGLS) [132,156]. Metoda ta jest wariantem metody gradien-
téw sprzezonych (ang. conjugate gradient, CG), w ktérym zamiast do réwnania (5.9)
jest ona zastosowana do rozwigzania réwnania normalnego ATAx = ATb. Znalezie-
nie postaci jawnej wspotczynnikow wagowych %(k) dla metody CGLS sprawia spore
trudnosci, gdyz metoda ta jest metoda niestacjonarng i wartoscé fyi(k) zalezy nielinio-
wo zaréwno od wektora prawej strony b, jak i od wartosci szczegdlnych o;; niemniej

znana jest nastepujaca ogélna zaleznosé [130,131]:

® )1 dla duzych wartosci o;,

T { O(c?)  dla matych wartosci o;. (5.26)

)

Ogolna postaé¢ algorytmiczna metody CGLS mozna przedstawi¢ w nastepujacy spo-
s6b:
x© =0
r® =b - Ax
d©® — ATy
for k=1,2,...
k) . ”ATr(k—l)HQ
T lAd® Y2
x(k) = x(k=1) ¢ oK) qk=1)
rR) — k=1 _ () A gh-D)

Bk = [ATr(k))|2
~ AT

d®) = ATpk) g(k)d(k—l)
end for

ol

Szybkie mnozenie macierzy Toeplitza przez wektor

W kazdym kroku iteracyjnym metody CGLS najkosztowniejsza numerycznie opera-
cja jest dwukrotne mnozenie macierzy przez wektor, Ad i ATr. W rozwazanych tutaj
zadaniach, powstalych w wyniku dyskretyzacji metoda kwadratury numerycznej linio-
wych réwnan catkowych z jadrem réznicowym, obie macierze A i AT sg macierzami
o strukturze blokowej, gdzie kazda z podmacierzy ma strukture macierzy Toeplit-
za (5.12); struktura przykladowej takiej macierzy zostala zilustrowana na rys. 6-7.

Koszt numeryczny bezposredniego mnozenia macierzy A o wymiarze n X n przez
odpowiadajacy jej wymiarem wektor x wynosi O(n?). Tymczasem dla macierzy o od-
powiedniej strukturze, przy wykorzystaniu szybkiej transformacji Fouriera (FFT),
dziatanie to mozna wykona¢ w czasie znacznie krétszym, to jest O(nlog"n), gdzie
k jest pewna liczba nalezaca do przedziatu [0,2]. Zastosowanie algorytmu szybkie-
go mnozenia w algorytmach iteracyjnych, takich jak na przyktad algorytm CGLS,
wymagajacych wielokrotnego mnozenia ustrukturyzowanych macierzy przez wektor,
pozwala na znaczace skrocenie czasu obliczen oraz zmniejszenie wymagan co do za-
sobow sprzetowych.

Przesledzmy algorytm szybkiego mnozenia na przyktadzie macierzy cyklicznej C
o wymiarze n X n mnozonej przez dowolny wektor x o dtugosci n. Macierz cykliczna
(ang. circulant matrix) jest szczegblna odmiana macierzy Toeplitza, ktéra posiada

7



nastepujaca strukture [157]:

Co C1 Co P S |

Cn—1 Co C1 ... Cp—2o
C=|Ch—2 Cn-1 Co .- Cpn-3|. (5.27)

i C1 Co Cn—1 .. Co ]

Elementy macierzy cyklicznej spelniaja zaleznosé
Cij = Cj—i modn dla 0 < 1,7 <n. (528)

Nalezy zwrocié uwage, ze macierz cykliczng mozna utworzy¢ z pierwszego jej wiersza

poprzez cykliczne przesuniecie go w kolejnych wierszach o jedna pozycje w prawo.
Fundamentalng cechg macierzy cyklicznych jest fakt, ze kazda macierz cykliczng

mozna zdiagonalizowa¢ za pomocg macierzy Fouriera, to jest stosujac zaleznosc:

C=F'IF, (5.29)

gdzie F jest macierzg Fouriera o wymiarze n X n, to jest macierzg, ktorej elementy sa
kolejnymi pierwiastkami z jednosci kolejnych rzedow,

1 y .
Fy, = ﬁe%uk/”, 0<j,k<n. (5.30)
Macierz 3 w zaleznosci (5.29) jest macierza diagonalna, a elementy na jej przekat-
nej sa wartosciami szczegélnymi macierzy C. Macierz 3 spehlia nastepujaca prosta
zaleznosé [157]:
3 = diag (Fc), (5.31)

gdzie ¢ jest pierwszym wierszem macierzy C.

Szeroko znane algorytmy szybkiej transformacji Fouriera, poprzez wykorzystanie
struktury macierzy Fouriera, pozwalaja na przemnozenie macierzy F (oraz F~1) przez
dowolny wektor x w czasie O(nlogn), co jest réwnowazne obliczeniu jego dyskret-
nej (odwrotnej) transformaty Fouriera [158]. Na podstawie zaleznosci (5.29) i (5.31)
mozna wykaza¢, ze w tym samym czasie jest mozliwe przemnozenie przez dowolny
wektor kazdej macierzy cyklicznej C. W tym celu zauwazmy, ze

Cx =F 'SFx =F ! (Fc o Fx), (5.32)

gdzie symbol ® oznacza iloczyn Hadamarda (iloczyn po wspétrzednych). Z zaleznosci
(5.32) wynikaja trzy wazne wnioski:

1. Operacje mnozenia macierzy Fouriera przez wektor mozna przeprowadzi¢ w cza-
sie O(nlogn) zamiast O(n?), a zatem czas mnozenia kazdej macierzy cyklicznej
przez dowolny wektor wynosi tez O(nlogn).

2. Do przeprowadzenia mnozenia wymagana jest znajomos¢ tylko pierwszej ko-
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lumny macierzy cyklicznej. Dzieki temu w pamieci komputera nie trzeba prze-
chowywaé pelnej macierzy C.

3. Mnozenie macierzy cyklicznej przez wektor, poza operacjami FFT i odwrotne;j
FFT, sprowadza sie do odpowiedniego mnozenia elementow wektora Fc przez
elementy wektora Fx (iloczyn Hadamarda).

Struktura macierzy Toeplitza roézni si¢ od struktury macierzy cyklicznej i bezpo-
srednie skorzystanie z przytoczonej wyzej procedury mnozenia macierzy przez wektor
doprowadzitoby w wypadku macierzy Toeplitza do uzyskania btednych wynikow. Nie-
mniej kazda macierz A o strukturze Toeplitza (5.12) i wymiarze n X n mozna zanurzy¢
w wiekszej macierzy cyklicznej o wymiarze 2n x 2n, ktéra — zapisana w formie blo-
kowej — ma nastepujaca strukture [159]:

A B,
gdzie
0 hp1 ... hs hy
hin 0  h,q ... ho
B,—| ! hi. 0 - Co (5.34)
h,Q hn,1
L hy hoo o hio, 0

[loczyn macierzy Toeplitza A przez dowolny wektor x mozna obliczy¢ w czasie O(nlogn)
przy wykorzystaniu cyklicznej struktury tak utworzonej macierzy Cs,. W tym celu
nalezy skorzysta¢ z zaleznosci (5.32), by obliczy¢ iloczyn

A B,| |x Ax
Pierwsza potowa wektora wynikowego zawiera poszukiwany iloczyn Ax, podczas gdy
jego druga polowa jest pomijana jako uboczny produkt procedury szybkiego mno-

zenia macierzy A przez wektor x. Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla macierzy Toeplitza
o strukturze dolnotréjkatnej (5.13) pierwsza kolumna macierzy B,, zawiera same zera.

5.4 Optymalna wartos¢ parametru regularyzacji

Jak wspomniano w niniejszym rozdziale, metody regularyzujace pozwalaja wyznaczy¢
rozwigzanie zadan zle uwarunkowanych charakteryzujace sie wiekszg stabilnoscig oraz
odpowiednia gtadkoscia. Jednoczesnie trzeba zaznaczy¢, ze w procesie regularyzacji
numerycznej tracona jest pewna cze$é¢ informacji. Dlatego istotny jest optymalny
dobor parametru regularyzujacego, ktéry z jednej strony pozwoli na uwzglednienie
w obliczonym rozwigzaniu jak najwickszej ilosci istotnej informacji, a z drugiej strony
ograniczy niepozadany wptyw zaburzen na to rozwigzanie. Innymi stowy, rozwigza-
nie uzyskane w wyniku zastosowania metody regularyzujacej obarczone jest btedem
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regularyzacji, ktory jest tym wiekszy, im rozwigzanie jest silniej regularyzowane, oraz
bledem zaburzenia, ktory rosnie wraz z uwzglednieniem w rozwiazaniu coraz wigkszej
ilosci zaburzen, a wiec ktory jest tym wiekszy, im rozwiazanie jest stabiej regularyzo-
wane.

Blad regularyzacji i blad zaburzenia. Przy znanym dokladnym rozwigzaniu
rozwazanego problemu (bez zaburzen), mozliwe jest oszacowanie wartosci bledu re-
gularyzacji oraz btedu zaburzenia i na tej podstawie wybér optymalnej wartosci pa-
rametru regularyzujacego. Oba btedy w wypadku analizowanego wczesniej, przykta-
dowego problemu identyfikacji sity wymuszajacej uktad o jednym stopniu swobody
wyznaczymy stosujac metode TSVD. Zalézmy, ze jedynie prawa strona réwnania (5.9)
obarczona jest zaburzeniami wynikajacymi z niedoktadnosci urzadzen pomiarowych,

b = Ax**" te. (5.36)

Catkowity btad obliczonego rozwigzania x, mozna obliczy¢ jako réznice miedzy roz-
wigzaniem doktadnym x®?* a obliczonym rozwigzaniem przyblizonym x,. Stosu-
jac (5.20), (5.21) 1 (5.14),

Xexact _

exact V,YTSVDE—IUTb
exact V,YTSVDE—IUTAXexaCt . V’YTSVD E_IUTe
— (I o V,YTSVszlUTUEVrI) xexact _ V,YTSVDEflUTe

-V (I _ ,YTSVD> VTXexact _ V’YTSVDE_IUTG. (537)

XN —X
=X

Pierwszy czton w powyzszym rownaniu utozsamiany jest z bledem metody regula-
ryzujacej AX,e, natomiast drugi — z bledem zaburzenia Ax,.,. Uwzgledniajac po-
staé¢ (5.21) wspodtezynnikéw wagowych metody TSVD, wyrazenia na oba btedy mozna
zapisa¢ nastepujaco:

n k uTe
AXreg = Z (V;I‘Xexact) Vi, AXper = Z V;. (538)

i=k+1 i—1 Oi

Na rys. 5-2 przedstawiono wartosci norm obu bledéw wyznaczonych dla rozwazanego
wczesniej przyktadowego problemu numerycznego w zaleznosci od wartosci parame-
tru k. Punkt przecigcia krzywych jest utozsamiany z jego optymalng wartoscia, gdyz
pozwala na uwzglednienie w rozwigzaniu jak najwiekszej ilosci informacji, jednocze-
$nie nie dopuszczajac do zdominowania rozwiazania przez zaburzenie.

Praktyczne zastosowanie powyzszej metody jest mocno ograniczone ze wzgledu
na nieznajomo$é zaréwno dokladnego rozwigzania x®* rozwazanego problemu, jak
i zaburzen e wektora prawej strony. Do tej pory nie opracowano uniwersalnej metody
wyznaczania optymalnej wartosci parametru regularyzacji, ktéra mozna by stosowaé
do wszystkich metod i typéw zadan zle uwarunkowanych. Przeglad metod stosowa-
nych w praktyce mozna znalezé w pracach [160-162]. Ponizej opisano metode krzy-
wej L, ktoéra jest jedng z najczedciej stosowanych metod optymalnego doboru para-

80



—llax, I
0
10" —llAax I
10° |
107
0 100 200 300

Wartosci osobliwe

Rysunek 5-2: Blad regularyzacji i btad zaburzenia w przyktadowym zadaniu odwrot-
nym identyfikacji sity wymuszajacej uktad o jednym stopniu swobody

metru regularyzujacego [163]. Analiza zastosowania tej metody zostanie ograniczona
do wyznaczenia optymalnego parametru A w metodzie regularyzacji numerycznej Ti-
chonowa, jednak analogiczne podejscie mozna stosowaé réwniez w innych metodach:
do wyznaczenia liczby k uwzglednionych wartoséci szczegdlnych w metodzie TSVD,
liczby iteracji w metodzie CGLS itd.

Metoda krzywej L. Nazwa metody zwigzana jest z graficzng reprezentacjg normy
rozwigzania [|x|| i normy rezyduum ||[Ax — b|| w funkcji parametru regularyzujace-
go Tichonowa A, patrz (5.22). Tak utworzona krzywa, w skali logarytmicznej, swo-
im ksztaltem zwykle przypomina litere “L”. Typowa krzywa pokazano na rys. 5-3.
Krzywa L pokazana na rys. 5-3 mozna podzieli¢ na dwie czedci. Czesci te zosta-
ty zaznaczone kolorem czerwonym i niebieskim, a punkt dzielacy krzywa zwany jest
naroznikiem krzywej i jest utozsamiany z optymalng wartoscig parametru regularyzu-
jacego Aopt. Kolorem czerwonym zaznaczono pionowy fragment krzywej, dla ktérego
A < Agpt- W tym obszarze wigkszy nacisk potozony jest na minimalizacje wartosci
normy rezyduum ||Ax — b|| niz normy rozwiazania ||x||. Natomiast kolorem niebie-
skim zaznaczono obszar, dla ktérego A > Agpy. W tym obszarze norma rozwigzania
|x|| jest silniej minimalizowana niz norma rezyduum ||Ax — b]|.

W przypadku duzych zadan poszukiwanie naroznika krzywej w sposéb bezposred-
ni, czyli przez wielokrotne rozwigzanie problemu dla r6znych wartosci A w celu wyzna-
czenia jej ogblnej graficznej postaci, jest niepraktyczny. Autorzy pracy [160] proponuja
uznanie za naroznik krzywej L punktu, ktory posiada najwieksza krzywizne x; prze-
glad innych metod wyznaczania naroznika krzywej L mozna znalezé w pracy [164].
Krzywizne k(\) krzywej L w skali logarytmicznej, w punkcie (n(\), ((A)) mozna ob-
liczy¢ nastepujaco [165]:

k() = 247 A+ 220 + XN (5.39)

¢
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Rysunek 5-3: Graficzna reprezentacja krzywej L

Zmienne ( i n wystepujace w powyzszym wzorze sa wspotrzednymi krzywej L,
¢Cn) =1xI% () = [|lAx - b|], (5.40)

i sa zazwyczaj dostepne bezposrednio w przeciwienstwie do wartosci pochodnej ¢’
wzgledem parametru . Pochodna ta dana jest zaleznoscia [165]:

(= ;l\xTz, (5.41)
gdzie wektor z rowny jest:
2= [ATA + X1 AT[Ax ~b]. (5.42)

Powyzsze réwnanie mozna przeformutowaé i wyrazi¢ wektor z w wygodniejszej nu-
merycznie postaci rozwigzania nastepujacego problemu najmniejszych kwadratow:

I

Metoda krzywej L posiada pewne ograniczenia, ktére moga prowadzi¢ do btednego
wyznaczenia optymalnej wartoSci parametru Agps. Taki przypadek moze mie¢ miejsce
na przyktad wtedy, gdy prawa strona réwnania (5.9), czyli wektor b, nie jest obarczona
szumem pomiarowym [132]. Wiecej informacji o ograniczeniach metody mozna znalezé
w pracy [166].

2
Z = argmin
z

(5.43)
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Rozdzial 6

Weryfikacja doswiadczalna

W niniejszym rozdziale zostal przedstawiony proces i wyniki do$wiadczalnej weryfika-
cji opracowanej nieparametrycznej metody identyfikacji w dziedzinie czasu i w dzie-
dzinie Laplace’a, przeprowadzonej przy wykorzystaniu laboratoryjnego stanowiska
przestrzennego wspornika kratowego. Czes¢ 6.1 zawiera opis stanowiska doswiadczal-
nego, sposobéw wprowadzania modyfikacji masy i sztywnosci, przeprowadzania imi-
tacji uderzen niesprezystych, oraz opis uktadu pomiarowego. Kolejne Czesci 6.2-6.4
prezentuja odpowiednio wyniki identyfikacji zmian masy, sztywnosci i parametrow
uderzenia niesprezystego wraz z ich dyskusja.

6.1 Stanowisko doswiadczalne

6.1.1 Konstrukcja

Widok ogélny stanowiska badawczego (dzwigar kratowy) wykorzystanego w celu eks-
perymentalnej weryfikacji przedstawionej we wczedniejszych rozdziatach nieparame-
trycznej metodologii modelowania i identyfikacji zmian masy i sztywnosci konstrukeji
pokazano na rys. 6-1. Konstrukcja dzwigara zostata zbudowana na bazie komercyj-
nie dostepnego systemu weztéow i elementéw taczacych “M12 System” firmy MERO-
TSK [167]. Badana konstrukcja ma dlugosé 4 m i sktada sie z 26 stalowych weztéw,
kazdy o masie 0.23 kg, oraz z 70 elementéw, z ktérych 62 ma dtugosé 0.5 m, a pozo-
state 8 elementéw (krzyzulce umieszczone w plaszezyznie gérnego pasa konstrukeji)
ma dtugosé¢ 0.707 m. Wszystkie elementy wykonane sg ze stali i posiadaja rurowy
przekrdj poprzeczny o Srednicy zewnetrznej 22 mm i grubosci Scianki rownej 1 mm,;
pole przekroju poprzecznego elementéw wynosi 65.94 mm?. Dzwigar jest zamocowa-
ny do masywnych, sztywnych konstrukcji wsporczych w czterech skrajnych weztach
zlokalizowanych w plaszczyznie gérnego pasa. W mocowaniach zlokalizowanych na
lewym koncu wezty zostaty tak utwierdzone, by odebra¢ mozliwo$é¢ przemieszczania
sie w trzech ortogonalnych kierunkach. Natomiast wezty po przeciwnej stronie zostaty
osadzone na tozyskach liniowych, a zatem majg mozliwos¢ przemieszczania sie wzdtuz
dtuzszego wymiaru konstrukeji. Masa catkowita konstrukeji wynosi okoto 32 kg.
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Rysunek 6-1: Konstrukcja dzwigara kratowego wykorzystana w celu eksperymentalne;j
weryfikacji opracowanej metodologii (fragment)

6.1.2 Modyfikacja masy

Pierwszym z trzech przetestowanych typoéw modyfikacji badanej konstrukcji jest mo-
dyfikacja mas weztowych. Pomimo ze zmiana masy w najbardziej typowych rzeczy-
wistych uszkodzeniach konstrukcji inzynierskich jest pomijalnie mata, modyfikacje
takiego typu sg czesto wykorzystywane z omowionych w Rozdziale 1 powodéw zardw-
no teoretycznych, jak i praktycznych.

Ogolny schemat wersji stanowiska, na ktorej przeprowadzono do$wiadczalng we-
ryfikacje identyfikacji mas dodanych, pokazano na rys. 6-2. Zalozono, ze

e nieznana (identyfikowana) macierz zmiany mas AM, wystepujaca miedzy inny-
mi w réwnaniu (2.32), jest wywotana dodatkowymi odwaznikami przytwierdzo-
nymi do weztow konstrukeji, a zatem ma strukture przekatniowa, oraz ze

e odwazniki s3 mocowane w taki sposob, ze nie majg wptywu na sztywnos¢ kon-
strukeji, tzn. AK = 0.

Na rys. 6-2 zaznaczono wezty Ny, Ny i N3, w ktorych montowano dodatkowe odwaz-
niki, polozenie przyspieszeniomierza mierzacego odpowiedz ii™(t) konstrukeji zmody-
fikowanej oraz miejsce przyltozenia wymuszenia testowego f(t). W przeprowadzonych
do$wiadczeniach miejsce zamocowania czujnika i miejsce przytozenia wymuszenia te-
stowego nie ulegaly zmianie, natomiast lokalizacje, masy i liczba zamontowanych
odwaznikoéw byty rézne w zaleznosci od przyjetego scenariusza. Pomiary wykonano
dla 30 nastepujacych scenariuszy modyfikacji:

e 12 modyfikacji pojedynczej masy weztowej:
W kazdym z trzech weztéw Ny, Ny i N3 kolejno przytwierdzano jedna z czterech
mas 1.355 kg, 2.855 kg, 3.855 kg i 5.355 kg.

e 18 modyfikacji dwoch mas weztowych:
W kazdej z trzech par weztéw {Ny, Nao}, {N1, N3} i {N2, N3} kolejno przy-
twierdzano jedng z szesciu par odwaznikéw o masach {1.355 kg, 1.388 kg},
{2.855 kg, 1.388 kg}, {1.355 kg, 2.888 kgl, {2.855 kg, 2.888 kg}, {1.355 ke,
3.888 kg i {2.855 kg, 3.888 kg).
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czujnik

Rysunek 6-2: Schemat stanowiska badawczego w zadaniu identyfikacji modyfikacji
wybranych mas weztowych

Podane powyzej wartosci sg catkowitymi masami dodanymi, a zatem poza masami
odwaznikéw zawieraja réwniez masy elementow mocujacych. Zastosowane modyfika-
cje moga istotnie zmieni¢ lokalng dynamike konstrukeji w swoim otoczeniu, poniewaz
zawieraja sie w zakresie pomiedzy 100% a 400% masy konstrukecji bezposrednio po-
wiazanej z modyfikowanymi weztami (tj. masa wlasna modyfikowanego wezta wraz
z potowa masy szesciu elementéw taczacych, wynosi 1.355 kg). Z drugiej strony, w po-
réwnaniu do catkowitej masy konstrukeji niezmodyfikowanej (32 kg), wzgledne catko-
wite modyfikacje masy sg znacznie mniejsze i zawierajg si¢ w zakresie pomiedzy 4.2%
a 21.1%.

6.1.3 Modyfikacja sztywnosci elementu

Drugim przetestowanym typem modyfikacji badanej konstrukcji jest modyfikacja sztyw-
nosci osiowej wybranego elementu taczacego. Zmiana sztywnosci wybranych elemen-
tow konstrukcyjnych jest typem modyfikacji bardzo czesto wykorzystywanym w li-
teraturze w celu modelowania uszkodzen konstrukeji inzynierskich oraz testowania
metod ich identyfikacji.

Ogolny schemat wersji stanowiska, na ktorej przeprowadzono doswiadczalne testy
identyfikacji zmiany sztywnosci osiowej wybranego elementu, pokazano na rys. 6-
3. Na schemacie zaznaczono potozenie elementu o dyskretnie zmiennej sztywnosci
osiowej, czujnik mierzacy odpowiedz ii™(t) konstrukcji i miejsce przytozenia testowego
wymuszenia f(t).

Na potrzeby badan zaprojektowano i wykonano element o dyskretnie zmiennej
sztywnosci osiowej przedstawiony na rys. 6-4. Element ten sktada sie z dwoch cze-
Sci polagczonych ze sobg za posrednictwem trzech aluminiowych prostopadtoscien-
nych bloczkéow. Kazda z dwoch czesci jest mocowana do bloczkéw za posrednictwem
dwoch $rub M4. Sztywnos¢ osiowa elementu jest regulowana poprzez zmiane potoze-
nia bloczkéw: zwiekszenie odlegtosci bloczkéw od osi elementu skutkuje zmniejszeniem
sztywnosci osiowej elementu. W celu wyznaczenia rzeczywistych wartosci modyfika-
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Rysunek 6-3: Schemat stanowiska badawczego w zadaniu identyfikacji modyfikacji
sztywnosci osiowej wybranego elementu

Rysunek 6-4: Ogélny widok zaprojektowanego w ramach niniejszej pracy elementu
0 zmiennej sztywnosci osiowej
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Tabela 6.1: Eksperymentalnie wyznaczona sztywnos$¢ osiowa elementu w zaleznosci
od potozenia bloczkow

pozycja  sztywnosé
bloczkéw  osiowa [MN]

1 0.787
2 1.048
3 1.345
4 2.009
d 3.084

cji sztywnosci osiowej, element zostal poddany osiowemu $ciskaniu i rozcigganiu na
stanowisku badawczym. W czasie badan przeprowadzono pomiar odksztalcenia $rod-
kowej czesci elementu pod wplywem sity osiowej dziatajacej na element, przy wyko-
rzystaniu ekstensometru osiowego MTS 634.25F-24 [168]. Na podstawie zarejestro-
wanych danych wyznaczono sztywnosé osiowa elementu, rozumiang jako ekwiwalent
sztywnosci osiowej preta wyrazony jako iloczyn modutu Younga E i pola przekroju
poprzecznego A. Obliczenia wykonano przy zalozeniu, ze odksztatcenia czesci sktado-
wych wykonanych z rury aluminiowej o srednicy zewnetrznej 30 mm i grubosci Scianki
6 mm sa pomijalnie mate. Wyznaczona sztywnos¢ osiowa elementu w zaleznosci od
potozenia bloczkéw przedstawiono w tabeli 6.1 i zilustrowano na rys. 6-5.

6.1.4 Uderzenie niesprezyste

Opracowang metode zweryfikowano réwniez w zadaniu identyfikacji parametréw ude-
rzenia idealnie niesprezystego. Poniewaz sposob doswiadczalnej realizacji, w sposob
powtarzalny, idealnego uderzenia niesprezystego nie jest oczywisty, zdecydowano sie
na imitacje takiego uderzenia przeprowadzong poprzez przytwierdzenie pojedynczego
odwaznika o masie m w wybranym wezle konstrukcji i nastepnie zadanie wymuszenia
(quasi) impulsowego przytwierdzonej masie w kierunku pionowym z. Pomiar przebie-
gu sity wymuszajacej pozwala na obliczenie zadanego impulsu sity oraz, po podzie-
leniu go przez warto$¢ przytwierdzonej masy, rownowaznej predkosci imitowanego
uderzenia niesprezystego.

W celu imitacji uderzen niesprezystych wykorzystano wersje stanowiska przed-
stawiona na rys. 6-2. Uderzenia imitowano w weztach Ny i N3, w kazdym z nich
kolejno przymocowywano i za pomocg mlotka modalnego uderzano w kierunku pio-
nowym (kierunek z) odwazniki o masie 1.388 kg, 2.888 kg, 3.888 kg i 5.355 kg. W celu
identyfikacji parametréw m i v, imitowanego uderzenia niesprezystego wykorzysta-
no odpowiedz przemieszczeniowg w kierunku z obliczong wewnetrznie przez system
akwizycji danych na podstawie odpowiedzi czujnika przyspieszen przytwierdzonego
w uderzanym wezle.
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Rysunek 6-5: Eksperymentalnie wyznaczona sztywnos¢ osiowa elementu w zaleznosci
od potozenia bloczkéw

6.1.5 Uktad pomiarowy

Wymuszenia eksperymentalne miaty charakter quasi impulsowy i byty generowane za
pomoca mtotka modalnego Briiel & Kjeer (typ 8202) z wbudowanym czujnikiem sity
(typ 8200) i standardowa koncowka z tworzywa sztucznego. Typowy przebieg czasowy
wymuszenia zostal zilustrowany na rys. 6-6.

W procesie budowy nieparametrycznego modelu konstrukeji oraz identyfikacji jego
zmian, poza mtotkiem modalnym umozliwiajacym pomiar wartosci sity wymuszenia,
wykorzystano jedynie przyspieszeniomierze. Sygnaly z czujnikow byty rejestrowane za
pomocy systemu PULSE firmy Briiel & Kjeer, probkowane z czestotliwoscig 65.5 kHz
(zadania identyfikacji zmiany masy i uderzenia niesprezystego) lub 51.2 kHz (zada-
nie identyfikacji zmiany sztywnosci) i zapisywane na stacjonarny komputer PC w celu
dalszej analizy. System pomiarowy wewnetrznie podwojnie catkowat sygnat z przespie-
szeniomierzy w celu uzyskania wartosci odpowiednich przemieszczen. Kazdy pomiar
powtarzano czterokrotnie, rejestrowano cztery przebiegi odpowiedzi i je usredniano
w celu zmniejszenia negatywnych efektéw szumu pomiarowego. W kazdym wypadku
rejestrowano przebiegi w ponad 15000 krokach czasowych, co odpowiada odpowiedzi
o dtugosci okoto 230 ms lub 7.2 okreséw podstawowych drgan wtasnych (31.5 Hz)
w zadaniach identyfikacji masy i uderzenia niesprezystego oraz okoto 290 ms lub 9.2
okreséw w zadaniu identyfikacji zmiany sztywnosci.

88



120

100

80

60

Sita [N]

40

20

10 15 20
Czas [ms]

Rysunek 6-6: Typowy przebieg czasowy wymuszenia mtotkiem modalnym

6.2 Identyfikacja modyfikacji masy

W tej czesci rozdziatu zamieszezono i oméwiono wyniki identyfikacji mas odwaznikéw
zamocowanych do konstrukeji. Identyfikacje przeprowadzono niezaleznie przy wyko-
rzystaniu zarowno sformutowania w dziedzinie czasu, jak i w dziedzinie Laplace’a;
w obu wypadkach zastosowano te same dane wejsciowe sktadajace sie na niepara-
metryczny eksperymentalny model konstrukcji oraz scenariusze modyfikacji masy, co
umozliwito poréwnanie wynikow.

Dane pomiarowe

W celu przeprowadzenia procesu identyfikacji zebrano dane pomiarowe tworzgace nie-
parametryczny model konstrukeji niezmodyfikowanej, zredukowany wzgledem weztoéw
Ny, Ny i Nj (lokalizacje modyfikacji), czujnika i punktu przyltozenia wymuszenia te-
stowego f(¢). Nieparametryczny model, zgodnie z metodologia przedstawiona w Roz-
dziale 2, sktadat sie z odpowiedzi konstrukeji x(¢) i ul*(¢) na wymuszenie testowe oraz
z macierzy wplywu (quasi impulsowych funkcji odpowiedzi konstrukeji) D*(¢) i D(t);
czestotliwo$¢ oraz czas probkowania podano w Czesci 6.1.5. W procesie identyfikacji
w dziedzinie czasu wykorzystano odpowiedzi przemieszczeniowe; analiza w dziedzinie
Laplace’a zostata wykonana przy uzyciu bezposrednio mierzonych odpowiedzi przy-
spieszeniowych. Rysunek 6-7 ilustruje blokowsg strukture macierzy A wystepujace]
w (2.24) i odpowiadajacej przypadkowi jednoczesnej identyfikacji dwoch mas doda-
nych w weztach Ny i N3; kazda podmacierz sktadowa jest wymiaru 15000 x 15000
(liczba probek czasowych w rejestrowanej odpowiedzi), ma postaé¢ dolnotréjkatne;
macierzy typu Toeplitza i reprezentuje zdyskretyzowang postac¢ operatora splotu.
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Rysunek 6-7: Blokowa struktura macierzy A, patrz (2.24). Macierz przyktadowa,
odpowiada przypadkowi identyfikacji dwoch mas dodanych w weztach Ny i N3, patrz
Czesé 6.2.1

Wymuszenie testowe

Wymuszenie testowe f(¢) w zalozeniu powinno mie¢ mozliwie szerokopasmowy cha-
rakter, by wzbudzi¢ wiele form drgan wlasnych badanej konstrukeji. Teoretycznie,
taki charakter ma idealne wymuszenie impulsowe, ktorego z oczywistych wzgledow
nie mozna jednak zastosowac¢ w praktyce eksperymentalnej. Z tego powodu w procesie
identyfikacji w dziedzinie czasu wykorzystano w roli wymuszenia testowego ekspery-
mentalne quasi impulsowe wymuszenie miotkiem modalnym. Analiza w dziedzinie
Laplace’a umozliwita natomiast wiarygodne odtworzenie (w obszarze wiarygodnosci
transformaty, patrz Czesé 4.2.4) wymuszenia czysto impulsowego i wykorzystanie go
w procesie identyfikacji.

6.2.1 Scenariusze modyfikacji masy

Rozwazono trzy scenariusze, zaktadajace r6zng liczbe odwaznikdéw o nieznanych ma-
sach jednoczesnie podlegajacych identyfikacji: od jednego odwaznika do trzech odwaz-
nikéw. Identyfikacje w dziedzinie Laplace’a przeprowadzono pomyslnie we wszystkich
scenariuszach, podczas gdy wiarygodna identyfikacja w dziedzinie czasu mozliwa by-
ta jedynie w wypadku pojedynczego odwaznika oraz, czeSciowo, w wypadku dwdch
odwaznikéw (umieszczonych w skrajnych weztach Ny i N3 lub w weztach Ny i N3).
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Tabela 6.2: Modyfikacja pojedynczej masy wezlowej: masy odwaznikow

Masa Procent masy

Lp. Oznaczenie ke]  konstrukeji [%]

1 My 1.355 4.2
2 M, 2.855 8.9
3 M; 3.855 12.0
4 M, 5.355 16.7

Pojedyncza masa wezlowa

Pierwszym i najprostszym scenariuszem jest identyfikacja masy pojedynczego odwaz-
nika przymocowanego w wybranym wezle konstrukcji, przy zatozeniu, ze miejsce jego
mocowania jest znane. W rozpatrywanym scenariuszu uzyto czterech odwaznikéw
o réznych masach, ktérych wartosci podano w tabeli 6.2. Kazdy z odwaznikéw byt
kolejno montowany w weztach Ny, Ny i N3, patrz rys. 6-2; w rezultacie otrzymano 12
roznych przypadkow identyfikacji. W kazdym z przypadkow niezaleznie zarejestrowa-
na zostata odpowiedZ konstrukcji zmodyfikowanej uM(#) na wymuszenie testowe f(t).

Dwie masy weztowe

Scenariusz zaklada identyfikacje dwéch mas dodanych (odwaznikéow) jednoczesnie
zamocowanych w dwoch réznych weztach konstrukeji; tak jak poprzednio zatozono,
ze lokalizacja odwaznikéw na konstrukecji jest znana. Przetestowano wszystkie trzy
mozliwe przypadki mocowania par odwaznikéw w trzech rozwazanych weztach: mo-
cowano je zaréwno w weztach sasiadujacych (N7 i Ny oraz Ny i N3), jak i w weztach
skrajnych (N7 i N3). Wyniki identyfikacji znacznie sie r6znia w zaleznosci od dzie-
dziny, w ktérej ja przeprowadzono: ze wzgledu na szum pomiarowy oraz inherentnie
zte uwarunkowanie numeryczne, btedy wynikéw otrzymanych w dziedzinie czasu byty
znaczaco wyzsze niz btedy wynikow otrzymanych w dziedzinie Laplace’a, gdzie w pro-
cesie identyfikacji wykorzystano jedynie pewna liczbe poczatkowych linii spektralnych
(odpowiadajacych listkom gtéwnym wymuszen mlotkiem modalnym), co efektywnie
zwiekszyto stosunek uzytecznego sygnatu do szumu.

W kazdym rozwazanym wypadku (tj. dla kazdej pary modyfikowanych weztéw)
przetestowano identyfikacje czternastu kombinacji mas dodanych:

e szedciu par mas niezerowych (mocowanie dwdch odwaznikéw),

e czterech par mas, w ktérych pierwsza masa jest zerowa (mocowanie pojedyn-
czego odwaznika),

e czterech par mas, w ktérych druga masa jest zerowa (mocowanie pojedynczego
odwaznika).

Wartosci mas mocowanych odwaznikéw sg zgodne z danymi zamieszczonymi w ta-
beli 6.3. Doktadno$¢ identyfikacji oceniono osobno dla kazdej z dodanych mas. By
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Tabela 6.3: Kombinacje mas odwaznikow mocowanych w trzech parach weztéw, ozna-
czonych odpowiednio “Wezet A” i “Wezel B” (N; i N3, Ny i Ny oraz Ny i N3), wraz
z relatywng wartoscig sumarycznej modyfikacji odniesiong do masy catej konstrukeji

Wezet A Wezet B Procent masy

=
i

[kg] [kg] konstrukeji [%]
1 1.355 1.388 8.6
2 2.855 1.388 13.3
3 1.355 2.888 13.3
4 2.855 2.888 17.9
5) 1.355 3.888 16.4
6 2.855 3.888 21.1
7 1.355 0.000 4.2
8 2.855 0.000 8.9
9 3.855 0.000 12.0
10 5.355 0.000 16.7
11 0.000 1.355 4.2
12 0.000 2.855 8.9

13 0.000 3.855 12.0
14 0.000 5.355 16.7

umozliwi¢ ocene przy uzyciu btedu wzglednego rowniez w wypadku zerowych mas
dodanych (modyfikacja w jedynie jednym weZle z rozwazanej pary weztdéw), blad
identyfikacji odnoszono do catkowitej modyfikacji masy konstrukeji, to jest wykorzy-
stano nastepujaca zaleznosc:

identyfik
zidentyfikowana mdodana

= (6.1)

gdzie ¢; oznacza blad wzgledny identyfikacji masy dodanej w wezle i-tym,
mdentyikowana yoot sidentyfikowang masg dodatkowego odwaznika, a mdodana jest rze-

czywista modyfikacja masy.

Trzy masy weztowe

Scenariusz zaklada jednoczesna identyfikacje trzech nieznanych wielkosci okreslaja-
cych masy dodane (odwazniki) jednoczesnie zamocowane w weztach Ny, Ny i Nj.
Podczas badan przetestowano eksperymentalnie identyfikacje trzydziestu kombinacji
mas dodanych:

e w dwunastu wypadkach jedynie pojedyncza masa byta niezerowa (cztery rézne
masy w kazdym z trzech weztéw),

e w osiemnastu wypadkach dwie masy byly niezerowe (sze$¢ przypadkéow dla kaz-
dej z trzech par weztéw).
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Tabela 6.4: Identyfikacja trzech mas dodanych: kombinacje mas odwaznikéw moco-
wanych w weztach Ny, Ny i N3

Wezet  Wezet  Wezet Wezel  Wezet  Wezet

L Nkgl Ny kel Nykel P Ny [kg] N kel N [ke]
1 1.355 0.000 0.000 16 2.855 2.888 0.000
2  2.855 0.000 0.000 17 1.355 3.888 0.000
3 3.855 0.000 0.000 18 2.855 3.888 0.000
4 5.355 0.000 0.000 19 1.355 0.000 1.388
5 0.000 1.355 0.000 20 2.855 0.000 1.388
6 0.000 2.855 0.000 21 1.355 0.000 2.888
7 0.000 3.855 0.000 22  2.855 0.000 2.888
8 0.000 5.355 0.000 23 1.355 0.000 3.888
9 0.000 0.000 1.355 24 2.855 0.000 3.888
10 0.000 0.000 2.855 25 0.000 1.355 1.388
11 0.000 0.000 3.855 26 0.000 2.855 1.388
12 0.000 0.000 5.355 27  0.000 1.355 2.888
13 1.355 1.388 0.000 28 0.000 2.855 2.888
14 2.855 1.388 0.000 29 0.000 1.355 3.888
15 1.355 2.888 0.000 30 0.000 2.855 3.888

Wartosci mas mocowanych odwaznikow sg zgodne z danymi zamieszczonymi w tabe-
li 6.4. Doktadnosé¢ identyfikacji masy kazdego odwaznika oceniono przy uzyciu zalez-
nosci (6.1), to jest w odniesieniu do catkowitej masy modyfikacji, co umozliwito ocene
doktadnosci wzglednej wyniku réwniez w wypadku mas zerowych.

6.2.2 Identyfikacja w dziedzinie czasu

Relatywnie wiarygodna identyfikacja w dziedzinie czasu mozliwa byta jedynie w wy-
padku pojedynczego odwaznika oraz dwoch odwaznikoéw umieszczonych albo w skraj-
nych weztach N; i N3, albo w weztach Ny i Nj.

Pojedyncza masa wezlowa

Wiyniki identyfikacji zaleza od liczby prébek czasowych (dtugosci odpowiedzi) wyko-
rzystanych w obliczeniach. Na rys. 6-8 przedstawiono wyniki identyfikacji mas po-
szczegolnych odwaznikow dla wszystkich 12 analizowanych przypadkow w zaleznosci
od liczby wykorzystanych w obliczeniach prébek czasowych (od 250 probek do pelnej
liczby 15000 probek, z krokiem co 250 prébek). Dla odniesienia na wykresie zazna-
czono réwniez liczbe okresow drgan pierwszej czestosci drgan wlasnych konstrukeji
(31.5 Hz, co odpowiada 31.7 ms lub ok. 2080 probkom czasowym) oraz doktadne war-
tosci mas dodanych (poziome linie przerywane). Nalezy zauwazy¢, ze uzycie w procesie
identyfikacji odpowiedzi zbyt krotkiej skutkuje uzyskaniem niewiarygodnych wyni-
kow, charakteryzujacych sie duza zmiennoscia przy niewielkiej zmianie wykorzysty-
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Rysunek 6-8: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czasu: wynik iden-
tyfikacji w zaleznosci od dtugosci uwzglednianej w obliczeniach odpowiedzi konstruk-
cji. Rzeczywiste wartosci mas dodanych sa oznaczone za pomoca poziomych linii
przerywanych

wanej w obliczeniach dtugosci odpowiedzi. Stabilizacje wynikéw dla wszystkich 12
przypadkéw mozna zaobserwowaé przy odpowiedzi zawierajacej okoto 7500 probek
(115 ms). Wyniki identyfikacji stabilizuja sie w miare wzrostu dtugosci odpowiedzi
(liczby probek); charakterystyczna cecha wynikéw jest konsekwentne niedoszacowanie
masy odwaznikéw (Srednio o 5.2% dla odpowiedzi pelnej dtugosci).

Wykresy wartosci znormalizowanych funkcji celu (w skali logarytmicznej) w za-
leznosci od wartosci masy dodanej w zmodyfikowanym wezle pokazano na rys. 6-9.
Testowany zakres zmiennosci masy dodanej byt rowny 0.2 kg — 6.2 kg, co odpowia-
da relatywnie szerokiemu zakresowi od 0.6% do 19.4% caltkowitej masy konstrukcji.
Wartosci funkcji celu we wszystkich przypadkach obliczono wykorzystujac odpowiedzi
konstrukeji pelnej dltugosci, to jest zawierajace 15000 prébek (230 ms). Wszystkie
funkcje celu sa gtadkie i majg unimodalny charakter, co utatwia ich minimalizacje
oraz pozwala na wzglednie prosta i jednoznaczng identyfikacje masy dodanej poprzez
lokalizacje minimum. Rzeczywiste masy odwaznikéw zaznaczono przerywanymi linia-
mi pionowymi. Liczbowe wartosci zidentyfikowanych mas odwaznikéw odpowiadajace
minimum funkcji celu zamieszczono w tabeli 6.5 wraz z btedem wzglednym identyfi-
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Rysunek 6-9: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czasu: znormali-
zowane funkcje celu obliczone przy wykorzystaniu odpowiedzi pelnej dtugosci (15000
krokéw czasowych). Rzeczywiste wartosci mas dodanych sa oznaczone za pomoca
pionowych linii przerywanych

kacji, ktory miescit sie w zakresie od —7.2% do —2.5% z bledem $redniokwadratowym
réwnym 5.4%.

Na podstawie minimalnych wartosci funkcji celu mozna stwierdzi¢, ze najlepsze
i najgorsze dopasowanie pomiedzy odpowiedzig nieparametrycznie modelowang oraz
zmierzong otrzymano odpowiednio w przypadkach masy M, zamocowanym w wezle
N3 oraz masy M, zamocowanej w wezle Ny. Odpowiadajace tym przypadkom od-
powiedzi konstrukeji pokazano na rys. 6-10 i rys. 6-11. Na kazdym z tych rysunkow
zaznaczono trzy przebiegi czasowe:

e zmierzonej referencyjnej odpowiedzi konstrukeji niezmodyfikowanej u(t),
e zmierzonej odpowiedzi konstrukeji zmodyfikowanej u(¢) oraz

e modelowanej nieparametrycznie za pomoca (2.24) i (2.25b) odpowiedzi kon-
strukcji zmodyfikowanej u(t) odpowiadajacej minimum funkeji celu.

W wypadku zaré6wno najlepszego, jak i najgorszego dopasowania nalezy zauwazy¢
istotna réznice pomiedzy zmierzonymi odpowiedziami konstrukeji niezmodyfikowane;j
i zmodyfikowanej, u®(t) i uM(t), ktéra wynika z obecnoéci dodatkowego odwaznika
i umozliwia jego identyfikacje. Istota procesu identyfikacji masy odwaznika jest jak
najlepsze dopasowanie odpowiedzi modelowanej u(t) do odpowiedzi zmierzonej u (t)
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Tabela 6.5: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czasu: masa dodana,
masa zidentyfikowana i wzgledny blad identyfikacji. Sredniokwadratowy wzgledny
btad identyfikacji wyniost 5.4%

Wezel Masa Masa Btad
@ Jodana [kg] zidentyfikowana [kg] wzgledny [%]
N 1.355 1.322 —2.5
N 2.855 2.728 —4.5
N 3.855 3.628 —-5.9
N 5.355 5.054 —5.6
Ny 1.355 1.304 —3.8
Ny 2.855 2.713 —5.0
Ny 3.855 3.653 —-5.3
Ny 5.355 5.132 —4.2
N3 1.355 1.287 —5.0
Ns 2.855 2.666 —6.6
Ns 3.855 3.577 —7.2
Ns 5.355 4.967 —7.2

konstrukeji zmodyfikowanej, gdzie ilosciowy sens “dopasowania’ jest wyrazony w de-
finicjach funkcji celu (3.1) lub znormalizowanej funkcji celu (3.4), wykorzystujacych
sredniokwadratowg odlegto$¢ pomiedzy odpowiednimi odpowiedziami. Najlepsze do-
pasowanie (rys. 6-10) mozna jako$ciowo ocenié¢ jako bardzo dobre pod wzgledem za-
rowno amplitudy, jak i czestosci przynajmniej pierwszych dwéch postaci drgan wta-
snych uktadu. W wypadku dopasowania relatywnie najgorszego (rys. 6-11) zauwazy¢
mozna jakosciowg zgodnos¢ amplitud oraz czestosci pierwszej postaci drgan wtasnych
konstrukeji.

Dwie masy weztowe

Jednoczesng identyfikacje modyfikacji masy w dwoch weztach testowano dla kazdej
z trzech mozliwych par weztow sposrod weztow Ny, Ny i N3. Wartosci mas odwaz-
nikow przymocowywanych w weztach byty zgodne z danymi zawartymi w tabeli 6.3.
Podobnie jak w poprzednim scenariuszu, zaktadajacym identyfikacje masy jednego
odwaznika, badano wptyw dlugosci uwzglednionej podczas obliczen odpowiedzi na
wyniki identyfikacji. Otrzymane wyniki przedstawiono na rys. 6-12 (modyfikacje w we-
ztach N i N3), rys. 6-13 (wezly Ny i Ny) oraz rys. 6-14 (wezty Ny i N3). Poczatkowa
dtugosé uwzglednionej odpowiedzi wynosita 7500 probek (wyniki oznaczone jasnymi
punktami) i byla stopniowo zwigkszana co 250 probek az do wartosci 15000 (wyniki
oznaczone ciemnymi punktami). Wyniki identyfikacji przeprowadzonych dla odpo-
wiedzi pelnej dtugosci (15000 prébek) wraz z ich btedami wzglednymi obliczonymi
zgodnie z (6.1) zamieszczono w tabelach 6.6, 6.7 1 6.8. Wymiar wykorzystywanej w za-
leznodei (2.24) macierzy A dla odpowiedzi petnej dtugosci byt réwny 90 000 x 90 000,
a jej struktura zostata zilustrowana na rys. 6-7.
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Rysunek 6-10: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czasu (masa Mo
w wezle N3, najmniejsza warto$¢ funkeji celu — najlepsze dopasowanie): poréwnanie
zmierzonych i nieparametrycznie modelowanych odpowiedzi konstrukcji
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Rysunek 6-11: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czasu (masa M,
w wezle Ny, najwieksza warto$é funkeji celu — najgorsze dopasowanie): poréwnanie
zmierzonych i nieparametrycznie modelowanych odpowiedzi konstrukcji
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Tabela 6.6: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach skrajnych Ny
i N3 przy wykorzystaniu 15000 probek czasowych: masy dodane i zidentyfikowane
oraz blad wzgledny wedtug (6.1). Sredniokwadratowe btedy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i catkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 13.8% 1 6.2%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
P- Wezet N Wezet N3 Wezel Ny Wezet N3 Wezet N Wezet Ny
1 1.355 1.388 1.387 1.168 1.2 -8.0
2 2.855 1.388 3.054 1.072 4.7 -7.4
3 1.355 2.888 1.771 2.286 9.8 -14.2
4 2.855 2.888 3.062 2.391 3.6 -8.6
5 1.355 3.888 0.932 3.766 -8.1 -2.3
6 2.855 3.888 2.707 3.583 -2.2 -4.5
7 1.355 0.000 1.475 -0.111 8.9 -8.2
8 2.855 0.000 2.575 0.108 -9.8 3.8
9 3.855 0.000 3.617 -0.003 -6.2 -0.1
10 5.355 0.000 5.594 -0.358 4.5 -6.7
11 0.000 1.355 0.307 1.076 22.6 -20.6
12 0.000 2.855 0.521 2.315 18.3 -18.9
13 0.000 3.855 1.312 2.677 34.0 -30.6
14 0.000 5.355 -1.217 5.830 -22.7 8.9

Tabela 6.7: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach Ny i Ny przy
wykorzystaniu 15000 probek czasowych: masy dodane i zidentyfikowane oraz btad
wzgledny obliczony zgodnie z (6.1). Sredniokwadratowe btedy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i catkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 16.5% 1 3.9%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
p- Wezet N Wezet Ny Wezet Ny Wezel N, Wezet N;  Wezet N,
1 1.355 1.388 1.629 1.094 10.0 -10.7
2 2.855 1.388 3.197 0.969 8.1 -9.9
3 1.355 2.888 2.123 2.071 18.1 -19.3
4 2.855 2.888 3.918 1.747 18.5 -19.9
5) 1.355 3.888 1.098 3.928 -4.9 0.8
6 2.855 3.888 2.518 3.972 -5.0 1.3
7 1.355 0.000 1419 -0.071 47 5.3
8 2855 0.000 2.888 0.116 1.2 4.1
9 3.855 0.000 3.660 -0.027 -5.1 -0.7
10 5.355 0.000 5.884 -0.606 9.9 -11.3
11 0.000 1.355 0.073 1.252 5.4 7.6
12 0.000 2.855 0.618 2.258 21.6 -20.9
13 0.000 3.855 -0.359 3.997 9.3 3.7
14 0.000 5.355 2.735 3.129 51.1 -41.6
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Rysunek 6-12: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach skrajnych Ny
i N3, wynik identyfikacji w zaleznosci od dhugosci uwzglednianej w obliczeniach odpo-
wiedzi konstrukeji: (wykres gorny) obie dodane masy niezerowe; (wykres dolny) jedna
z mas dodanych zerowa. Okregi oznaczajg rzeczywiste wartosci mas dodanych; punk-
ty oznaczaja wyniki identyfikacji dla odpowiedzi dtugosci od 7500 prébek czasowych
(jasne punkty) do 15000 prébek czasowych (punkty ciemne) z krokiem co 250 prébek
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Rysunek 6-13: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach Ny i N,
dwbch mas dodanych w dziedzinie czasu, wynik identyfikacji w zaleznosci od dtugo-
$ci uwzglednianej w obliczeniach odpowiedzi konstrukeji: (wykres gérny) obie dodane
masy niezerowe; (wykres dolny) jedna z mas dodanych zerowa. Okregi oznaczaja
rzeczywiste wartosci mas dodanych; punkty oznaczaja wyniki identyfikacji dla odpo-
wiedzi dtugosci od 7500 probek czasowych (jasne punkty) do 15000 prébek czasowych
(punkty ciemne) z krokiem co 250 probek
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Rysunek 6-14: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach Ny i Nj
dwbch mas dodanych w dziedzinie czasu, wynik identyfikacji w zaleznosci od dtugo-
$ci uwzglednianej w obliczeniach odpowiedzi konstrukeji: (wykres gérny) obie dodane
masy niezerowe; (wykres dolny) jedna z mas dodanych zerowa. Okregi oznaczaja
rzeczywiste wartosci mas dodanych; punkty oznaczaja wyniki identyfikacji dla odpo-
wiedzi dtugosci od 7500 probek czasowych (jasne punkty) do 15000 prébek czasowych
(punkty ciemne) z krokiem co 250 probek
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Tabela 6.8: Identyfikacja w dziedzinie czasu mas dodanych w weztach Ny i N3 przy
wykorzystaniu 15000 prébek czasowych: masy dodane i zidentyfikowane oraz btad
wzgledny obliczony zgodnie z (6.1). Sredniokwadratowe btedy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i catkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 49.1% 1 7.1%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
p- Wezet Ny Wezet N3 Wezel Ny Wezel N3 Wezet Ny Wezet N3
1 1.355 1.388 0.481 2.039 -31.8 23.7
2 2.855 1.388 1.178 2.726 -39.5 31.5
3 1.355 2.888 0.895 2.985 -10.9 2.3
4 2.855 2.888 1.957 3.334 -15.6 7.8
5) 1.355 3.888 1.410 3.405 1.1 -9.2
6 2.855 3.888 3.971 2.411 16.6 -21.9
7 1.355 0.000 1.167 0.135 13.9 9.9
8 2.855 0.000 0.988 1.660 -65.4 58.1
9 3.855 0.000 -2.026 5.421 -152.6 140.6
10 5.355 0.000 3.908 1.216 -27.0 22.7
11 0.000 1.355 0.830 0.485 61.2 -64.2
12 0.000 2.855 0.552 2.142 19.3 -25.0
13 0.000 3.855 0.714 2.905 18.5 -24.7
14 0.000 5.355 0.056 4.949 1.1 -7.6

Charakterystyczng cechg wynikéw jest ich bardzo duza wrazliwo$é wzgledem licz-
by probek czasowych wykorzystanych podczas obliczen, co widoczne jest zwlaszcza
w wypadku pary weztow N, i N3. Dla celow poréwnawczych, w dalszej czesci prze-
analizowano wyniki otrzymane przy uzyciu odpowiedzi petnej dtugosci (15000 probek
czasowych), podobnie jak to mialo miejsce w wypadku identyfikacji pojedynczej mo-
dyfikacji masy.

Btad wzgledny identyfikacji poszczegdlnych mas (wyznaczonych przy uzyciu od-
powiedzi petnej dtugosci i dla wszystkich rozwazanych par weztéw) miescit sie w za-
kresie od —152.6% do 140.6%, a wzgledny blad $redniokwadratowy wyniost 30.9%
i byl ponad szesciokrotnie wickszy niz w przypadku identyfikacji masy pojedyncze-
go odwaznika. Tak wysokie wartosci btedow wzglednych podwazaja praktyczny sens
identyfikacji. Nalezy jednak zauwazy¢, ze:

e W wypadku identyfikacji mas odwaznikow przytwierdzonych do dwéch weztdéw
skrajnych N; i N3 (patrz rys. 6-12 i tabela 6.6), wzgledne bledy identyfikacji
byly znaczaco nizsze i miescity sie w zakresie od —30.6% do 34.0% z warto-
Scig $redniokwadratowg na akceptowalnym poziomie 13.8%. W tym wypadku
wieksza doktadno$¢ identyfikacji wynika z wiekszego fizycznego oddalenia punk-
tow mocowania odwaznikéw i — w poréwnaniu do odwaznikéw umieszczonych
w weztach sasiednich — ich bardziej zréznicowanego wplywu na odpowiedz
konstrukeji.
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e W wypadku jednoczesnej niezerowej masy obu odwaznikéw (gérne wykresy na
rys. 6-12, 6-13 i 6-14), sredniokwadratowy btad wzgledny identyfikacji byt oko-
to dwukrotnie nizszy niz w wypadku ogélnym. Dla niezerowych modyfikacji
wszystkich trzech par weztéw wynosit on 14.8% (zakres od —39.5% do 31.5%),
a dla niezerowych modyfikacji jedynie w weztach skrajnych (N7 i N3) tylko 7.2%
(zakres od —14.2% do 9.8%).

Niska doktadnos¢ identyfikacji wiaze si¢ ze ztym uwarunkowaniem numerycznym za-
dania (co jest widoczne zwlaszcza dla modyfikacji w sasiednich parach weztéw) oraz
z maltym stosunkiem wykorzystywanego w obliczeniach sygnatu uzytecznego do szu-
mu pomiarowego w zakresie wysokich czestosci. Swiadezy o tym ksztalt funkcji celu,
ktorej warstwice dla przyktadowej pary odwaznikéw o masie 2.855 kg i 1.388 kg
umieszczonych w weztach skrajnych Ny i N3 (obliczone dla odpowiedzi pelnej dtugo-
Sci) pokazano na rys. 6-15. Ksztalt funkcji celu przypomina dtuga waska doline. Takie
jej uksztattowanie pozwala na tatwe znalezienie dna doliny, co odpowiada identyfikacji
pewnej wazonej sumy mas odwaznikow (w przyblizeniu ich masy sumarycznej). Precy-
zyjne rozréznienie mas poszczegdlnych odwaznikow w obecnosci szumu pomiarowego
jest natomiast zadaniem bardzo trudnym ze wzgledu na brak wyraznego minimum
wzdtuz dna doliny, co jest powodem wystepowania znacznego rozrzutu wzdtuz przybli-
zonego dna doliny wartosci zidentyfikowanych przy wykorzystaniu odpowiedzi réznej
dtugosci. Potwierdza to rowniez relatywnie duza wzgledna doktadno$¢ identyfikacji
sumarycznej modyfikacji masy (suma mas odwaznikéw): btedy wzgledne miescity sie
w zakresie od —13.9% do 3.5% z wartoscig $redniokwadratowg réwng 6.2% i byly
znaczaco nizsze od btedéw wzglednych identyfikacji poszczegdlnych mas.

Nalezy zauwazy¢, ze — zwtlaszcza w przypadkach gdy jedna z identyfikowanych
modyfikacji jest zerowa — zidentyfikowane wartosci niektérych modyfikacji moga by¢
ujemne, patrz dolne wykresy na rys. 6-12, 6-13 i 6-14. W eksperymencie identyfiko-
wane sg masy odwaznikow przytwierdzonych fizycznie do konstrukcji, a wiec wyni-
ki ujemne sa jedynie niefizycznym efektem zastosowania optymalizacji funkcji celu
bez ograniczen. W dalszych rozwazanych przypadkach wykorzystywana bedzie zatem
optymalizacja z fizycznymi ograniczeniami w postaci wymagania nieujemnosci iden-
tyfikowanych niewiadomych mas odwaznikéw. W celu umozliwienia ilosciowego po-
rownania doktadnosci identyfikacji w dziedzinie czasu i dziedzinie Laplace’a, obliczo-
no btedy wzgledne wynikéw identyfikacji réwniez przy zatozeniu wyzej wymienionych
ograniczen. Dla poszczegélnych mas miescily sie one w zakresie od —100.0% do 82.7%
z wartoscig $redniokwadratows réwna 25.2%, natomiast dla catkowitej modyfikacji
masy zakres bledéw wzglednych rozciggal sie od —18.3% do 9.5% z wartodcig Sred-
niokwadratowg réwng 6.4%. Narzucenie fizycznych ograniczen zmniejszyto wzgledne
btedy identyfikacji poszczegdlnych mas oraz zwiekszyto btedy wzgledne identyfikacji
sumarycznej modyfikacji masy.

Odpowiadajace przypadkowi zilustrowanemu na rys. 6-15 przyktadowe zmierzone
i obliczone przebiegi czasowe odpowiedzi konstrukeji poréwnano na rys. 6-16: zmierzo-
na odpowiedz u"(¢) konstrukeji referencyjnej, zmierzong odpowiedz u™(t) konstrukcji
z dodana masg oraz najlepiej dopasowang obliczona odpowiedz u(t) konstrukeji z mo-
delowang masg (wartosci mas dodanych odpowiadaja minimum funkcji celu, a wiec
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Rysunek 6-15: Identyfikacja dwoch mas dodanych w dziedzinie czasu: warstwice przy-
ktadowej funkcji celu (skala logarytmiczna) dla wypadku identyfikacji masy odwaz-
nika 2.855 kg w wezle N; i 1.388 kg w wezle N3. Okrag oznacza rzeczywiste wartosci
mas dodanych, punkty — wartosci zidentyfikowane przy wykorzystaniu réznej liczby
probek czasowych (od 7500 do 15000)

masom zidentyfikowanym 3.054 kg i 1.072 kg). Nalezy zauwazy¢, ze uzyskano bardzo
dobre odwzorowanie odpowiedzi u™(t) zaréwno w poziomie amplitudy, jak i czestosci
drgan uktadu. Réznica pomiedzy odpowiedziami u"(¢) i uM(¢) wynika z mas zamo-
cowanych odwaznikow i umozliwia ich identyfikacje.

Trzy masy wezlowe

Z uwagi na niska doktadnos¢ jednoczesnej identyfikacji w dziedzinie czasu mas dwoch
odwaznikéw, widoczng zwlaszeza w wypadku weztow Ny i N3 (rys. 6-14), préby jed-
noczesnej identyfikacji trzech modyfikacji mas uznano za bezcelowe i ich zaniechano.

6.2.3 Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a

Wiymniki identyfikacji w dziedzinie czasu zaleza od liczby probek czasowych uwzgled-
nionych w obliczeniach, patrz rys. 6-8. W wypadku identyfikacji w dziedzinie Lapla-
ce’a, doktadnos¢ identyfikacji zalezy od obszaru wiarygodnosci transformaty, ktory
powinien by¢ wyznaczony zgodnie z uwagami poczynionymi w Czesci 4.2.4. W uje-
ciu dyskretnym, patrz Czes¢ 4.3.4, wyznaczenie obszaru wiarygodnosci sprowadza sie
do okreslenia dyskretnych zbioréw linii spektralnych L, i wspétczynnikoéw zanikania
okna wykladniczego L, uwzglednianych w funkcji celu (4.28). We wszystkich ponizej
opisanych przypadkach identyfikacji zatozono statyg wartos¢ funkcji wagowej, to jest
w?(w) =1dlaw € L,,.
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Rysunek 6-16: Identyfikacja dwoch mas dodanych w dziedzinie czasu: poréwnanie
przyktadowych zmierzonych i nieparametrycznie modelowanych odpowiedzi konstruk-
cji (2.855 kg w wezle Ny i 1.388 kg w wezle N3)

e Linie spektralne L. Zbior L, zawieral poczatkowe linie spektralne odpowia-
dajace listkom gtownym transformat FFT wszystkich eksperymentalnych quasi
impulsowych wymuszenn mtotkiem modalnym wykorzystanych w procesie bu-
dowy nieparametrycznego modelu konstrukcji. Najszerszy z tych listkéw miat
szeroko$¢ ok. 850 Hz, a wiec przyjeto, ze zbior L, odpowiada zakresowi od 0 Hz
do ok. 850 Hz i zawiera 210 linii spektralnych.

o Wspdlczynniki zantkania okna wykladniczego L,,. Zbior L, wartosci wspotczyn-
nikéw zanikania okna wyktadniczego zostal wyznaczony w procedurze analogicz-
nej jak w wypadku analizy w dziedzinie czasu, to jest na podstawie doktadnosci
identyfikacji pojedynczej masy dodanej (przeprowadzonej przy uzyciu pojedyn-
czej wartosci wspotezynnika zanikania okna FFT, a wiec efektywnie w dziedzinie
czestoscl). Zbiér wszystkich mozliwych wartosci n poddano dyskretyzacji z kro-
kiem 0.1 wzgledem wyktadnika ttumienia okna na koniec przedziatu czasowego,
to jest uwzgledniono jedynie nastepujace wartosci dyskretne:

1
n=-rloga,  a=00,0.1,02,..., (6.2)

gdzie T' jest dtugoscig przedziatu czasowego, i do zbioru L,, zaliczono te sposrod
nich, dla ktorych sredniokwadratowy btad wzgledny identyfikacji nie przekraczat
wartosci 3%, patrz rys. 6-18.
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Pojedyncza masa wezlowa

Identyfikacje przeprowadzono niezaleznie w kazdym z 12 przypadkéw odpowiadaja-
cym czterem masom (tabela 6.2) umieszczonym kolejno w kazdym z trzech weztéw
Ny, Ny i N3. W celu unikniecia niestabilno$ci numerycznych, wektor pseudo obcigzen
wyznaczano poprzez rozwiazanie réwnania (4.10) z regularyzacja numeryczng meto-
da TSVD na poziomie 1% (w dziedzinie czasu efekt regularyzacji osiagnieto poprzez
zastosowanie iteracyjnej metody CGLS), patrz Rozdzial 5.

Zgodnie z opisang powyzej procedurg, w celu okreslenia zbioru L,, wspotczynnikéw
zanikania okna wyktadniczego, identyfikacje poczatkowo przeprowadzono oddzielnie
dla kazdej pojedynczej wartosci wspotczynnika zanikania wyznaczonej zgodnie z za-
leznoscia (6.2). Wyniki identyfikacji przedstawiono na rys. 6-17, a $redniokwadratowy
btad identyfikacji na rys. 6-18. Pomimo ewidentnych drobnych nieregularnosci, spo-
wodowanych wplywem ztego uwarunkowania numerycznego réwnania (4.10), wyniki
identyfikacji charakteryzuja si¢ duza dokladnoscia wzgledna i stabilnoscig w szero-
kim zakresie wartosci wspotczynnika zanikania okna wykladniczego. Do zbioru L,
zaliczono te wartosci wspotcezynnika, dla ktérych btad Sredniokwadratowy nie prze-
kraczal poziomu 3%, co odpowiadato nastepujacym wspdtczynnikom ttumienia na
koniec przedziatu czasowego:

1
n=—rlogga, @€ {2324, 47}, (6.3)

Wyznaczony w ten sposob obszar wiarygodnoéci transformaty Laplace’a wyko-
rzystano nastepnie w celu przeprowadzenia identyfikacji pojedynczej masy dodanej
w dziedzinie Laplace’a, to jest poprzez minimalizacje funkcji celu (4.28) przy jed-
noczesnym uzyciu wszystkich wyznaczonych w (6.3) wspétezynnikow zanikania okna
wyktadniczego.

Wykresy wartosci znormalizowanych funkgji celu (w skali logarytmicznej) w zalez-
nosci od wartos$ci masy dodanej w zmodyfikowanym wezle pokazano na rys. 6-19. Wy-
kres jest analogiczny do otrzymanego w dziedzinie czasu rys. 6-19; nieznacznie wieksza
nieregularno$¢ przebiegdéw funkcji celu spowodowana jest wptywem ztego uwarunko-
wania numerycznego rownania (4.10). Z wyjatkiem tych drobnych nieregularnosci,
wszystkie funkcje celu sa relatywnie gtadkie i maja unimodalny charakter, co umoz-
liwia wzglednie prosta i jednoznaczna identyfikacje masy dodanej poprzez lokalizacje
ich miniméw. Rzeczywiste masy odwaznikéw zaznaczono przerywanymi liniami pio-
nowymi. Liczbowe wartosci zidentyfikowanych mas odwaznikow odpowiadajace mini-
mum funkcji celu zamieszczono w tabeli 6.9 wraz z btedem wzglednym identyfikacji,
ktéry miescit sie w zakresie od —5.0% do 5.6%. Sredniokwadratowy wzgledny blad
identyfikacji wyniost 2.9% i byt prawie dwukrotnie mniejszy niz w wypadku identyfi-
kacji w dziedzinie czasu (5.4%, patrz tabela 6.9).

Dwie masy weztowe

Zaproponowana procedura identyfikacji mas dodanych w dziedzinie Laplace’a pozwala
na relatywnie wiarygodna identyfikacje mas odwaznikéw umieszczonych w dowolnych
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Rysunek 6-17: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czestosci: wynik
identyfikacji w zaleznosci od wyktadnika wartosci thumienia okna wyktadniczego na
koniec przedziatu czasowego, zgodnie z zaleznoscia (6.2). Rzeczywiste wartodci mas
dodanych sg oznaczone za pomocg poziomych linii przerywanych
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Rysunek 6-18: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie czestodci: Sred-
niokwadratowy btad identyfikacji w zaleznosci od wyktadnika wartosci ttumienia okna
wyktadniczego na koniec przedziatu czasowego, zgodnie z zaleznoscia (6.2)
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Rysunek 6-19: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie Laplace’a: znor-
malizowane funkcje celu. Rzeczywiste wartosci mas dodanych sa oznaczone za pomoca
pionowych linii przerywanych

Tabela 6.9: Identyfikacja pojedynczej masy dodanej w dziedzinie Laplace’a: masa do-
dana, masa zidentyfikowana i wzgledny btad identyfikacji. Sredniokwadratowy wzgled-

ny blad identyfikacji wyniost 2.9%

Wezel Masa Masa Btad
dodana [kg] zidentyfikowana [kg] wzgledny [%)]
N; 1.355 1.322 -2.5
N 2.855 2.798 -2.0
N 3.855 3.879 0.6
N 5.355 5.243 2.1
Ny 1.355 1.431 5.6
Ny 2.855 2.894 14
Ny 3.855 3.662 -5.0
Ny 5.355 5.181 -3.3
Ns 1.355 1.380 1.9
Ns 2.855 2.805 -1.7
N3 3.855 3.786 -1.8
N3 5.355 5.214 -2.6
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Tabela 6.10: Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a mas dwoch odwaznikéw dodanych
w weztach N; i N3: masy dodane i masy zidentyfikowane oraz btad wzgledny iden-
tyfikacji obliczony zgodnie z (6.1). Sredniokwadratowe bledy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i caltkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 6.8% i 3.1%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
p- Wezet N Wezet N3 Wezel Ny Wezet N3 Wezet N Wezet Ny
1 1.355 1.388 1.486 1.155 4.8 -8.5
2 2.855 1.388 2.789 1.281 -1.6 -2.5
3 1.355 2.888 1.281 2.758 -1.7 -3.1
4 2.855 2.888 3.384 2.324 9.2 -9.8
5) 1.355 3.888 0.946 3.989 -7.8 1.9
6 2.855 3.888 2.809 3.810 -0.7 -1.2
7 1.355 0.000 1.122 0.179 -17.2 13.2
8 2.855 0.000 2.783 0.013 -2.95 0.5
9 3.855 0.000 3.857 0.002 0.1 0.1
10 5.355 0.000 5.233 0.004 2.8 0.1
11 0.000 1.355 0.026 1.363 1.9 0.6
12 0.000 2.855 0.266 2.612 9.3 -8.5
13 0.000 3.855 0.478 3.438 12.4 -10.8
14 0.000 5.355 0.000 5.216 0.0 2.6

z testowanych par weztow. Stanowi to istotny postep w poréwnaniu do identyfika-
¢ji w dziedzinie czasu, gdzie w weztach Ny i N3 wiarygodna identyfikacja nie byta
mozliwa.

Podczas identyfikacji wykorzystano wyznaczony powyzej obszar wiarygodnosci
transformaty Laplace’a (zakres czestotliwosci od 0 Hz do ok. 850 Hz, zakres wspol-
czynnikéw zanikania okna wykladniczego wedtug zaleznosci (6.3), to jest odpowiada-
jacy thumieniu na koniec przedziatu czasowego w zakresie od 1072 do 107*7). Na pod-
stawie doswiadczen z identyfikacja w dziedzinie czasu, gdzie w wielu wypadkach jedna
ze zidentyfikowanych mas miata niefizyczng warto$é ujemna, postanowiono przepro-
wadzi¢ identyfikacje z ograniczeniami do dziedziny majacej sens fizyczny: zatozono,
ze warto$ci mas sa nieujemne. Wyniki identyfikacji z ograniczeniami, narzuconymi
metodg zewnetrznej funkcji kary, dla wszystkich par wezléw oraz odpowiadajace im
bledy wzgledne obliczone zgodnie z (6.1) przedstawiono w tabeli 6.10 (wezty Ny i N3),
tabeli 6.11 (wezty Ny i Ny) oraz tabeli 6.12 (wezly Ny i Nj).

Analizujac wyniki mozna poczyni¢ nastepujace istotne obserwacje:

e Blad wzgledny identyfikacji poszczegdlnych mas (we wszystkich trzech parach
weztow) miescit sie w zakresie od —17.2% do 13.2%, a wzgledny blad $rednio-
kwadratowy wyniost 5.9%. W poréwnaniu z przypadkiem identyfikacji z ogra-
niczeniami dwoch mas w dziedzinie czasu, dlugos¢ zakresu btedu wzglednego
identyfikacji jest okoto szesciokrotnie mniejsza, a wzgledny btad sredniokwa-
dratowy jest ponad czterokrotnie mniejszy. Sredniokwadratowy wzgledny blad
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Tabela 6.11: Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a mas dwoch odwaznikéw dodanych
w weztach Ny i No: masy dodane i masy zidentyfikowane oraz btad wzgledny iden-
tyfikacji obliczony zgodnie z (6.1). Sredniokwadratowe bledy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i caltkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 6.5% i 4.2%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
P- Wezet N Wezet Ny Wezet Ny Wezel N, Wezet N;  Wezet N,
1 1.355 1.388 1.230 1.296 4.6 -3.7
2 2.855 1.388 2.855 1.388 0.0 0.0
3 1.355 2.888 0.816 3.162 -12.7 6.5
4 2.855 2.888 2.787 2.795 1.2 -1.6
5 1.355 3.888 0.674 4.132 -13.0 4.6
6 2.855 3.888 2.537 3.894 -4.7 0.1
7 1.355 0.000 1.130 0.164 -16.6 12.1
8 2.855 0.000 2.800 0.000 -1.9 0.0
9 3.855 0.000 3.879 0.000 0.6 0.0
10 5.355 0.000 5.243 0.000 2.1 0.0
11 0.000 1.355 0.001 1.365 0.1 0.8
12 0.000 2.855 0.000 2.855 0.0 0.0
13 0.000 3.855 0.092 3.596 2.4 -6.7
14 0.000 5.355 0.597 4.746 11.1 11.4

Tabela 6.12: Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a mas dwoch odwaznikéw dodanych
w weztach Ny i N3: masy dodane i masy zidentyfikowane oraz btad wzgledny iden-
tyfikacji obliczony zgodnie z (6.1). Sredniokwadratowe bledy wzgledne identyfikacji
poszczegblnych mas i catkowitej modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 4.1% i 3.6%

L Masy dodane [kg] Masy zidentyfikowane [kg] Blad wzgledny [%]
p- Wezet Ny Wezet N3 Wezel Ny Wezel N3 Wezet Ny Wezet N3
1 1.355 1.388 1.157 1.461 -7.2 2.7
2 2.855 1.388 2.758 1.275 -2.3 -2.7
3 1.355 2.888 1.243 2.809 -2.6 -1.7
4 2.855 2.888 2.093 3.409 -13.3 9.1
5) 1.355 3.888 1.232 3.784 -2.4 -2.0
6 2.855 3.888 2.614 3.827 -3.6 -0.9
7 1.355 0.000 1.364 0.004 0.7 0.3
8 2.855 0.000 2.855 0.000 0.0 0.0
9 3.855 0.000 3.662 0.000 -5.0 0.0
10 5.355 0.000 5.181 0.000 -3.3 0.0
11 0.000 1.355 0.027 1.359 2.0 0.3
12 0.000 2.855 0.053 2.753 1.9 -3.6
13 0.000 3.855 0.167 3.624 4.3 -6.0
14 0.000 5.355 0.000 5.215 0.0 2.6
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identyfikacji dwoch mas w dziedzinie Laplace’a (5.9%) jest poréwnywalny ze
sredniokwadratowym wzglednym btedem identyfikacji pojedynczej masy w dzie-
dzinie czasu (5.4%).

e Blad wzgledny identyfikacji mas dwoch odwaznikéow (5.9%) byl okoto dwukrot-
nie wiekszy niz w przypadku identyfikacji masy pojedynczego odwaznika (2.9%).
Podobny efekt, cho¢ w znacznie wigkszym stopniu, wystepowal réwniez podczas
identyfikacji w dziedzinie czasu (5.4% vs. 25.2%, identyfikacja z ograniczenia-
mi). Fakt ten wiaze si¢ ze ztym uwarunkowaniem numerycznym zadania, o czym
swiadczy ksztalt funkcji celu, ktorej warstwice dla przyktadowej pary odwaz-
nikéw o masie 2.855 kg i 1.388 kg umieszczonych odpowiednio w weztach Ny
i N3 pokazano na rys. 6-21. Podobnie jak w wypadku analogicznej funkcji celu
sformutowanej w dziedzinie czasu i pokazanej na rys. 6-15 — cho¢ w znacznie
mniejszym stopniu — ksztalt funkcji celu przypomina dlugg waska doline, co
pozwala na latwe znalezienie dna doliny (identyfikacja pewnej wazonej sumy
mas odwaznikéw, w przyblizeniu ich masy sumarycznej), ale utrudnia lokali-
zacje minimum wzdluz tego dna (precyzyjne rozréznienie mas poszczegdlnych
odwaznikow).

e Bledy wzgledne identyfikacji catkowitej modyfikacji masy miescily si¢ w zakresie
od —8.3% do 2.5% z wartoscig $redniokwadratowg réwng 3.6% i — podobnie jak
w wypadku identyfikacji w dziedzinie czasu — byty znaczaco nizsze od bledow
wzglednych identyfikacji poszczegdlnych mas. W poréwnaniu z przypadkiem
identyfikacji dwoch mas w dziedzinie czasu, dtugo$é¢ zakresu btedu wzglednego
identyfikacji oraz wzgledny btad S$redniokwadratowy byty odpowiednio okoto
trzy i dwa razy mniejsze.

Trzy masy weztowe

Zaproponowana procedura identyfikacji mas dodanych w dziedzinie Laplace’a pozwala
na relatywnie wiarygodng jednoczesng identyfikacje mas dodanych w trzech weztach,
co bylo niemozliwe w wypadku sformutowania w dziedzinie czasu. Podczas identy-
fikacji wykorzystano wyznaczony wczesniej obszar wiarygodnosci transformaty La-
place’a. Identyfikacje przeprowadzono z ograniczeniami: przyjeto fizyczne zatozenie,
ze wartosci identyfikowanych mas sg nieujemne, a ograniczenia zaimplementowano
przy wykorzystaniu techniki zewnetrznej kwadratowej funkcji kary. Wyniki identy-
fikacji z ograniczeniami oraz odpowiadajace im bledy wzgledne obliczone zgodnie
z zaleznoscia (6.1) przedstawiono w tabeli 6.13, numeracja przypadkéw kombinacji
mas odpowiada podanej w tabeli 6.4.

Sredniokwadratowe bledy wzgledne identyfikacji poszczegdlnych mas i catkowitej
modyfikacji masy wyniosty odpowiednio 5.6% (zakres od —21.6% do 18.2%) oraz 3.7%
(zakres od —8.2% do 2.7%) i byly poréwnywalne z odpowiednimi wartosciami btedéw
wzglednych otrzymanymi w wypadku jednoczesnej identyfikacji mas jedynie dwoch
odwaznikow.
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Rysunek 6-20: Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a dwéch mas dodanych. Okregi
oznaczaja rzeczywiste wartosci mas dodanych; punkty oznaczaja wyniki identyfikacji
dla weztéw A i B réwnych odpowiednio Ny i N3 (punkty ciemne), N; i Ny (punkty
o podredniej jasnosci) oraz Ny i N3 (punkty jasne)
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Tabela 6.13: Identyfikacja w dziedzinie Laplace’a mas dodanych w trzech weztach:
masy zidentyfikowane oraz odpowiadajacy im btad wzgledny identyfikacji obliczony
zgodnie z (6.1). Rzeczywiste warto$ci mas dodanych podane sg w tabeli 6.4. Srednio-
kwadratowe btedy wzgledne identyfikacji poszczegdlnych mas i catkowitej modyfikacji
masy wyniosty odpowiednio 5.6% i 3.7%

L Masy zidentyfikowane [kg] Btad wzgledny [%)]

p- Wezet N Wezet Ny Wezet N3 Wezet N Wezet Ny Wezet N3
1 1.063 0.115 0.112 -21.6 8.5 8.2
2 2.785 0.000 0.013 -2.4 0.0 0.4
3 3.857 0.000 0.002 0.0 0.0 0.1
4 5.232 0.004 0.004 -2.3 0.1 0.1
5 0.001 1.364 0.004 0.1 0.7 0.3
6 0.000 2.855 0.000 0.0 0.0 0.0
7 0.011 3.651 0.007 0.3 -5.3 0.2
8 0.000 5.355 0.000 0.0 0.0 0.0
9 0.013 0.021 1.358 0.9 1.5 0.2
10 0.299 0.022 2.563 10.5 0.8 -10.2
11 0.506 0.022 3.387 13.1 0.6 -12.2
12 0.000 0.000 5.215 0.0 0.0 -2.6
13 1.168 1.348 0.001 -6.8 -1.5 0.0
14 3.221 0.709 0.295 8.6 -16. 6.9
15 1.187 2.873 0.000 -4.0 -0.4 0.0
16 2.787 2.822 0.001 -1.2 -1.2 0.0
17 1.162 3.710 0.009 -3.7 -3.4 0.2
18 2.726 3.748 0.001 -1.9 -2.1 0.0
19  1.418 0.021 1.181 2.3 0.8 -7.5
20  2.876 0.009 1.200 0.5 0.2 -4.4
21 1.282 0.001 2.759 -1.7 0.0 -3.0
22 2821 0.008 2.750 -0.6 0.1 -2.4
23 0.969 0.000 3.972 -74 0.0 1.6
24 2.852 0.000 3.883 0.0 0.0 -0.1
25 0.007 1.159 1.451 0.3 -7.1 2.3
26 0.003 2.756 1.266 0.1 -2.3 -2.9
27 0.007 1.200 2.784 0.2 -3.6 -2.5
28 0.270 2.175 3.132 4.7 -11.8 4.2
29  0.955 0.786 3.578 18.2 -10.9 -5.9
30 0.766 2.463 3.461 114 -5.8 -6.3
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Rysunek 6-21: Identyfikacja dwéch mas dodanych w dziedzinie Laplace’a: warstwi-
ce przykladowej funkeji celu (skala logarytmiczna) dla wypadku identyfikacji masy
odwaznika 2.855 kg w wezle Ny i 1.388 kg w wezle N3. Okrag oznacza rzeczywiste
wartosci mas dodanych; ciemny punkt oznacza zidentyfikowane wartosci mas

6.2.4 Dyskusja wynikéw

W przypadku identyfikacji w dziedzinie czasu istotnym parametrem wptywajacym na
doktadno$¢ wynikéw jest dtugosé odpowiedzi, czyli liczba prébek czasowych, ktora
bezposrednio okresla na rozmiar kluczowego réwnania (2.19b). W przypadku identy-
fikacji w dziedzinie Laplace’a takim parametrem okazal si¢ wspotczynnik zanikania
okna wyktadniczego, a doktadniej wykorzystany w obliczeniach zakres jego zmienno-
Sci. Obliczenia dla celow poréwnawczych wykonano dla nastepujacych wartosci tych
parametrow, ktore zostaly wyznaczone zgodnie z opisana w poprzednich punktach
procedurg na podstawie analizy wynikéw wstepnej identyfikacji pojedynczej masy:

e Podczas identyfikacji w dziedzinie czasu wykorzystano odpowiedzi petnej dtu-
gosci, to jest 15000 probek czasowych.

e Podczas identyfikacji w dziedzinie Laplace’a wykorzystano zakres zmiennosci
zgodny z (6.3), to jest odpowiadajacy wspotezynnikowi ttumienia okna wyktad-
niczego na koniec odcinka czasowego w zakresie od 10723 do 107*7.

Wartoséci procentowe minimalnych, maksymalnych i $redniokwadratowych bledow
wzglednych wynikéw identyfikacji z ograniczeniami (nieujemne wartosci modyfikacji)
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Tabela 6.14: Identyfikacja modyfikacji masy: wartosci procentowe minimalnych, mak-
symalnych i éredniokwadratowych btedéw wzglednych wynikéw w wypadku identyfi-
kacji z ograniczeniami (masy nieujemne). Wartosci obliczone zgodnie z (6.1)

poszczegdlne odwazniki masa sumaryczna

min (%] max[%] rms[%] min [%] max [%] rms[%]

pojedyncza modyfikacja masy

dziedz. czasu —7.2 2.5 5.4 —7.2 2.5 5.4

dziedz. Laplace’a —5.0 5.6 2.9 —5.0 5.6 2.9
dwie modyfikacje masy

dziedz. czasu —100.0 82.7 25.2 —18.3 9.5 6.4

dziedz. Laplace’a  —17.2 13.2 5.9 —8.3 2.5 3.6

trzy modyfikacje masy
dziedz. czasu — — — _ _ _
dziedz. Laplace’a  —21.6 18.2 5.6 —8.2 2.7 3.7

jednej, dwoch i trzech modyfikacji oraz sumarycznej masy modyfikacji zostaty zebrane
w tabeli 6.14. Wartosci obliczono zgodnie z (6.1). Wyniki jednoznacznie $wiadcza na
korzy$é procedury identyfikacji w dziedzinie Laplace’a, ktérej zalety — w pordéwnaniu
do identyfikacji w dziedzinie czasu — mozna podsumowacé nastepujaco:

o Lepsza doktadnosé. We wszystkich poréwnywanych scenariuszach modyfikacji
wyniki identyfikacji w dziedzinie Laplace’a byty istotnie doktadniejsze od wy-
nikéw otrzymanych w dziedzinie czasu, zaréwno w kategoriach zakresu btedow,
jak i sredniokwadratowego btedu wzglednego. Przyktadowo:

— Niezaleznie od scenariusza modyfikacji, sredniokwadratowy btad wzgled-
ny identyfikacji byt w dziedzinie Laplace’a od okoto dwukrotnie do okoto
czterokrotnie mniejszy niz w dziedzinie czasu.

— Sredniokwadratowy blad wzgledny jednoczesnej identyfikacji trzech mas
w dziedzinie Laplace’a byl w przyblizeniu réowny Sredniokwadratowemu
bledowi wzglednemu identyfikacji w dziedzinie czasu jedynie pojedynczej
modyfikacji masy.

o Wieksze mozliwosci identyfikacji. Wiarygodna jednoczesna identyfikacja trzech
mas w dziedzinie czasu byta niemozliwa, a identyfikacja dwoch mas obarczona
byta wysokim $redniokwadratowym bledem wzglednym réwnym 25.2%. Wia-
rygodna identyfikacja w dziedzinie Laplace’a byta mozliwa w obu wypadkach
ze Sredniokwadratowym btedem wzglednym nie przekraczajacym akceptowalnej
wartosci 5.9%.

o Krotszy czas obliczen. Czas identyfikacji w dziedzinie Laplace’a byt krotszy dwa
do trzech rzedéw wielkosci od czasu identyfikacji w dziedzinie czasu. Dla kom-
putera klasy PC odpowiadato to czasowi obliczen réwnemu odpowiednio poje-
dynczym sekundom (dziedzina Laplace’a) i okoto godzinie (dziedzina czasu).
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Poprawa doktadnosci i mozliwosci identyfikacji w dziedzinie Laplace’a w poréwna-
niu do procedury w dziedzinie czasu wynika z pominiecia w procesie identyfikacji
informacji pomiarowych zwigzanych z wyzszymi czestoSciami (nieobecnymi w eks-
perymentalnie stosowanym wymuszeniu, a wiec o charakterze przypadkowego szumu
pomiarowego) oraz z uwzglednienia wielu wartosci wspétezynnika zanikania okna wy-
ktadniczego. Oba te zabiegi pozwolitly na znaczne zwigkszenie stosunku uzytecznego
sygnalu do szumu (ang. signal to noise ratio, SNR), a wiec wyeliminowanie znacz-
nej czesci btedéw zwigzanych z inherentnym ztym uwarunkowaniem numerycznym
zadania. Istotne zmniejszenie czasu identyfikacji wynika natomiast z przeprowadze-
nia operacji (rozwiktania) splotu w dziedzinie Laplace’a, gdzie jest ona znacznie mnie;
czasochtonna, niz w dziedzinie czasu, oraz z pominiecia w obliczeniach znacznej liczby
linii spektralnych odpowiadajacym wyzszym czestosciom i tak nieobecnym w ekspe-
rymentalnie stosowanym wymuszeniu.

W niektérych zastosowaniach istotnym ograniczeniem lub wada metodologii mo-
delowania i identyfikacji w dziedzinie Laplace’a jest natomiast:

e Brak przebiegow czasowych odpowiedzi. W metodologii sformutowanej w dzie-
dzinie czasu, nieparametrycznie modelowane, wiarygodne przebiegi czasowe od-
powiedzi konstrukcji zmodyfikowanej obliczane sg wprost i stanowig inherent-
ny element procedury identyfikacji. Przy stosowaniu procedury sformulowanej
w dziedzinie Laplace’a, takie przebiegi nalezy odtworzy¢ na podstawie ich niepa-
rametrycznie modelowanych transformat Laplace’a, to jest przy zastosowaniu
odwrotnej transformacji Laplace’a, co — zwlaszcza w wypadku transformaty
danej w postaci dyskretnych punktéw w ograniczonej dziedzinie wiarygodno-
Sci — jest operacja nieoczywista i zazwyczaj wymagajaca dodatkowego procesu
optymalizacyjnego i regularyzacji numerycznej [169,170]. Nalezy réwniez zauwa-
zy¢, ze procesy regularyzacji numerycznej rozwigzania w obu zaproponowanych
tutaj sformutowaniach sg przeprowadzane innymi metodami (iteracyjna meto-
da CGLS oraz progowanie wartosci osobliwych TSVD) i w innych dziedzinach
(czasu oraz Laplace’a), a wiec nie musza by¢ sobie réwnowazne: odpowiednio
zregularyzowana numerycznie odpowiedz w dziedzinie Laplace’a niekoniecznie
odpowiada wystarczajaco zregularyzowanej odpowiedzi w dziedzinie czasu i od-
wrotnie.

6.3 Identyfikacja modyfikacji sztywnosci

W tej czedci rozdzialu zamieszczono i omowiono wyniki identyfikacji redukeji sztyw-
nosci osiowej elementu o dyskretnie zmiennej sztywnosci, ktory zostat opisany w Cze-
sci 6.1.3 1 przedstawiony na rys. 6-4. Identyfikacje przeprowadzono niezaleznie przy
wykorzystaniu opracowanych sformutowan w dziedzinie czasu i w dziedzinie Lapla-
ce’a; w obu wypadkach zastosowano te same dane wejéciowe sktadajace si¢ na niepa-
rametryczny model konstrukcji oraz te same scenariusze modyfikacji sztywnosci, co
umozliwito poréwnanie otrzymanych wynikéw.
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Dane pomiarowe. Dla kazdego z pieciu ustawien sztywnosci osiowej zaprojektowa-
nego elementu, w sposob niezalezny zebrano dane pomiarowe tworzace odpowiednie
nieparametryczne modele konstrukcji, zredukowane wzgledem elementu o zmiennej
sztywnosci (patrz rys. 6-4), czujnika i punktu przylozenia wymuszenia testowego f(t).
Podobnie, jak w wypadku identyfikacji modyfikacji masy, w procesie identyfikacji
w dziedzinie czasu wykorzystano odpowiedzi przemieszczeniowe, natomiast analiza
w dziedzinie Laplace’a zostata wykonana przy uzyciu bezposrednio mierzonych od-
powiedzi przyspieszeniowych.

Wymuszenie testowe. Podobnie jak w wypadku identyfikacji modyfikacji masy,
w procesie identyfikacji w dziedzinie czasu wykorzystano w roli wymuszenia testo-
wego eksperymentalne quasi impulsowe wymuszenie mltotkiem modalnym. Analiza
w dziedzinie Laplace’a umozliwita natomiast wiarygodne odtworzenie (w obszarze
wiarygodnosci transformacji, patrz Czesé 4.2.4) wymuszenia czysto impulsowego i wy-
korzystanie go w procesie identyfikacji.

Scenariusze redukcji sztywnosci. Zaprojektowany i wykonany na potrzeby ba-
dan element o dyskretnie zmiennej sztywnosci osiowej posiadal pie¢ réznych ustawien
przedstawionych w tabeli 6.1. Podczas weryfikacji doswiadczalnej kazde z tych usta-
wieni (poza ustawieniem o sztywnosci najmniejszej) traktowano kolejno jako ustawie-
nie referencyjne, a nastepnie kolejno redukowano sztywnos¢ do ustawien o mniejszej
sztywnosci w celu identyfikacji. Na przyktad: przy ustawieniu w pozycji nr 5 trak-
towanej jako referencyjna identyfikowano cztery redukcje sztywnosci (do ustawien
w pozycjach od nr. 1 do nr. 4), nastepnie przy ustawieniu w pozycji nr 4 traktowa-
nym jako referencyjne identyfikowano trzy redukcje sztywnosci (do ustawien w pozy-
cjach od nr. 1 do nr. 3), itd. Taka procedura umozliwita przeprowadzenie identyfikacji
w dziesieciu réznych scenariuszach redukeji sztywnosci. Scenariusze oznaczono sym-
bolem “p — ¢”, gdzie p jest numerem pozycji referencyjnej, a ¢ jest numerem pozycji
identyfikowane;j.

Wyniki identyfikacji. W kazdym z dziesieciu rozwazanych scenariuszy modyfika-
c¢ji identyfikacje przeprowadzono w dziedzinie czasu i w dziedzinie Laplace’a. W trakcie
obliczen w dziedzinie czasu uwzgledniono odpowiedzi petnej dtugosci (15000 probek
czasowych lub 293 ms). Dla celéw identyfikacji w dziedzinie Laplace’a przyjeto taki
sam obszar jej wiarygodnodci, jak w wypadku identyfikacji modyfikacji masy: zakres
czestotliwosci do 850 Hz, wspotezynniki zanikania okna wyktadniczego zgodne z za-
leznoscia (6.2), stala warto$¢ funkeji wagowej w definicji funkcji celu w dziedzinie
Laplace’a, w?(w) = 1 dla w € L,

Wyniki identyfikacji przedstawiono w Tabeli 6.15. Na rys. 6-22 pokazano przykia-
dowe zmierzone i nieparametrycznie modelowane przebiegi czasowe odpowiedzi dla
scenariusza identyfikacji w dziedzinie czasu 2 — 1 (odpowiedz referencyjna zmierzo-
na przy ustawieniu bloczkéw w pozycji nr 2, identyfikacja redukcji sztywnosci osiowe]
do pozycji nr 1, patrz Tabela 6.1). Poczyni¢ mozna trzy istotne obserwacje:
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Tabela 6.15: Identyfikacja redukcji sztywnosci w dziedzinie czasu i w dziedzinie La-
place’a: scenariusz redukcji (pozycja referencyjna — pozycja identyfikacji, zgodnie
z Tabela 6.1) i redukcja rzeczywista, redukcja zidentyfikowana oraz btad wzgledny
identyfikacji. Sredniokwadratowy btad wzgledny wynosi 53.0% dla dziedziny czasu
i 29.8% dla dziedziny Laplace’a

id. w dziedzinie czasu id. w dziedzinie Laplace’a
scenariusz redukcja redukcja btad wzgledny redukcja blad wzgledny
[MN] [MN] [%] [MN] [%]

5—1 2.297 1.677 -27.0 2.553 11.1
5—2 2.036 1.293 -36.5 1.945 -4.5
5—3 1.739 0.934 -46.3 1.348 -22.5
5—4 1.075 0.592 -44.9 0.673 -37.4
4—1 1.222 0.880 -28.0 1.466 19.9
4—2 0.961 1.116 16.1 1.006 4.7
4—3 0.664 0.610 -8.2 0.457 -31.2
3—1 0.558 1.060 90.0 0.750 34.5
3—2 0.297 0.630 112.1 0.362 22.0
2—1 0.261 0.242 -7.3 0.421 61.3

e Sredniokwadratowy blad wzgledny wynikéw identyfikacji byt okoto dwukrotnie
mniejszy w dziedzinie Laplace’a niz w dziedzinie czasu. Jest to podobny rezul-
tat jak w wypadku identyfikacji zmiany masy i — razem ze znacznie krotszym
czasem obliczen — zdecydowanie Swiadczy na korzys¢ procedury identyfikacji
w dziedzinie Laplace’a.

e Bledy wzgledne otrzymanych wynikéw sa o rzad wielkosci wigksze niz w wy-
padku identyfikacji zmiany masy. Tak istotna réznica wynika m.in. ze znacznie
mniejszego wptywu na odpowiedz konstrukeji identyfikowanych redukcji sztyw-
nosci (rys. 6-22) niz uprzednio identyfikowanych zmian mas (rys. 6-10, 6-11
i6-16).

e Jakos¢ dopasowania odpowiedzi modelowanej nieparametrycznie do odpowie-
dzi zmierzonej jest w wypadku identyfikacji zmiany sztywnosci osiowej (rys. 6-
22) znacznie nizsza niz w wypadku identyfikacji zmiany masy (rys. 6-10, 6-11
i 6-16). Tak istotna réznica jako$ci dopasowania wynika z faktu, ze trudniej
jest modelowa¢ wplyw na dynamike konstrukcji redukcji sztywnosci ztozone-
go elementu niz prostej weztowej modyfikacji masy. Wykorzystywany model
nieparametryczny opiera si¢ na zatozeniu, ze rozwazany element ma cechy ide-
alnego elementu kratowego, oraz zaktada jednorodna redukcje jego sztywnosci.
Natomiast rzeczywisty element wykazuje prawdopodobnie istotng wewnetrzng
dynamike i wewnetrzne stopnie swobody, a redukcja jego sztywnosci nie jest
jednorodna.
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Rysunek 6-22: Identyfikacja redukcji sztywnosci osiowej w dziedzinie czasu: porow-
nanie zmierzonych i nieparametrycznie modelowanych odpowiedzi konstrukeji. Sce-
nariusz redukcji 2 — 1 (odpowiedz referencyjna zmierzona przy ustawieniu bloczkow
w pozycji nr 2, identyfikowano redukcje sztywnosci osiowej do pozycji nr 1, patrz
Tabela 6.1

Na rys. 6-23 przedstawiono przyktadowo cztery funkcje celu obliczone w dziedzinie
Laplace’a dla konstrukcji referencyjnej modelowanej ustawieniem bloczkéw w pozycji
nr 5 i identyfikacji redukeji sztywnosci do pozycji nr 1-4, patrz Tabela 6.1. Funkcje
celu sa unimodalne i relatywnie gtadkie, co utatwia identyfikacje redukcji sztywnosci
droga ich minimalizacji. Rzeczywiste wartosci redukeji sztywnosci sa oznaczone za
pomoca pionowych linii przerywanych.

6.4 Identyfikacja uderzenia niesprezystego

W tej czesci rozdziatu zamieszczono i omoéwiono wyniki identyfikacji w dziedzinie cza-
su parametréw uderzenia idealnie niesprezystego, doswiadczalnie imitowanego w spo-
sob opisany w Czesci 6.1.4.

Dane pomiarowe. W procesie identyfikacji parametrow uderzenia przyjeto typo-
wy profil wymuszenia mtotka modalnego pokazany na rys. 6-6. Wyniki identyfika-
¢ji parametrow uderzenia zalezg od liczby probek czasowych w sposéb podobny jak
w przypadku identyfikacji dodanych mas weztowych, gdzie wyniki identyfikacji sta-
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Rysunek 6-23: Identyfikacja redukcji sztywnosci osiowej w dziedzinie Laplace’a: znor-
malizowane funkcje celu. Ustawienie referencyjne sztywnosci w pozycji nr 5, identy-
fikacja redukcji do pozycji nr 1-4, patrz Tabela 6.1. Rzeczywiste wartosci redukeji
sztywnosci sg oznaczone za pomocg pionowych linii przerywanych

bilizuja si¢ wraz ze wzrostem liczby uzytych prébek. Z tego powodu w obliczeniach
wykorzystano odpowiedzi pelnej dtugosci (15000 prébek czasowych, co odpowiada
odpowiedzi czasowej dtugosci ok. 290 ms).

Scenariusze uderzen. Zgodnie z opisem przedstawionym w Czesci 6.1.4, identyfi-
kacje przeprowadzono w o$miu scenariuszach uderzenia niesprezystego, imitowanego
poprzez przytwierdzenie kolejno czterech mas (1.388 kg, 2.888 kg, 3.888 kg i 5.355 kg)
w weztach Ny i N3 i nadanie im predkosci poczatkowej w kierunku pionowym za po-
moca mtotka modalnego.

Wyniki identyfikacji. Liczbowe wartosci zidentyfikowanych parametréw uderze-
nia zamieszczono w tabeli 6.16. Blad wzgledny identyfikacji masy m wynosit od
—7.9% do 0.2%, natomiast ekwiwalentu predkosci uderzenia v, miescil sic w zakre-
sie od —29.3% do 45.5%. Sredniokwadratowy blad wzgledny identyfikacji byl réwny
odpowiednio 4.4% i 31.1%. Warto zauwazy¢, ze sredniokwadratowy blad wzgledny
identyfikacji masy uderzajacej jest o 1.3% mniejszy od éredniokwadratowego btedu
wzglednego identyfikacji pojedynczej masy dodanej w tych samych weztach.

Na rys. 6-24 pokazano przyktadowy wykres funkcji celu odpowiadajacy scena-
riuszowi uderzenia w wezet N3, w ktorym zamontowano odwaznik o masie 3.888 kg
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Tabela 6.16: Identyfikacja parametrow uderzenia niesprezystego w dziedzinie czasu:
parametry uderzenia, zidentyfikowane parametry uderzenia i btad wzgledny. Srednio-
kwadratowy btad wzgledny masy i ekwiwalentu predkosci uderzenia wynosity odpo-
wiednio 4.4% i 31.1%

Parametry uderzenia Parametry zidentyfikowane Blad wzgledny

Wezet Masa Predkosé Masa Predkosc¢ Masa Predkos¢
ke]  [m/s] ke]  [m/s] %] %]
Ny 1.388 0.172 1.391 0.204 0.2 18.6
Ny 2.888 0.045 2.842  0.056 -1.6 24.4
Ny 3.888 0.045 3.784  0.056 -2.7 24.4
Ny 5.355 0.048 5.192  0.039 -3.0  -179
N3 1.388 0.154 1.392 0.202 0.2 31.2
N3 2.888 0.116 2.684 0.082 -7.1 0 -29.3
N3 3.888 0.056 3.581 0.081 -7.9 44.5
N3 5.355 0.044 5.081 0.064 -5.1 45.5

i nadano mu ekwiwalent predkosci poczatkowej rowny 0.056 m/s. Umieszczony na
wykresie czerwony marker wskazuje minimum funkeji celu (wynik identyfikacji), na-
tomiast markerem niebieskim zaznaczono rzeczywiste parametry uderzenia niesprezy-
stego. Identyfikacja przeprowadzona dla tego scenariusza obarczona jest najwiekszym
bledem wzglednym identyfikacji masy (rownym 7.9%) i jednoczesnie jednym z najwyz-
szych bledéw wzglednych ekwiwalentu predkosci uderzenia v, (réwnym 44.5%). Po-
rownanie przebiegéw czasowych dla tego scenariusza, zmierzonych i nieparametrycz-
nie modelowanych (odpowiadajacych minimum funkcji celu), zamieszczono na rys. 6-
25. Kolorem czerwonym zaznaczono zmierzong odpowiedz u(t) konstrukcji poddane;
imitowanemu uderzeniu niesprezystemu, kolorem zielonym zaznaczono zmierzong od-
powiedz u(t) konstrukeji referencyjnej oraz kolorem niebieskim zaznaczong niepara-
metrycznie modelowang odpowiedz u(t). Nalezy zauwazy¢, ze uzyskano bardzo dobre
odwzorowanie odpowiedzi zmierzonej u™(¢) odpowiedzia modelowana u(t), zaréwno
pod wzgledem poziomu amplitudy, jak i pod wzgledem okresu drgan uktadu.

121



Y e

0.04

0.06 0.08

0.10 0.12

predkosc uderzenia [m/s]
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warstwice przyktadowej funkcji celu (skala logarytmiczna) dla wypadku identyfikacji
masy 3.888 kg w wezle N3 i ekwiwalentu predkosci uderzenia 0.056 m/s
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Rysunek 6-25: Identyfikacja parametrow uderzenia niesprezystego w dziedzinie czasu:
porownanie zmierzonych i nieparametrycznie modelowanych odpowiedzi konstrukeji
(masa 3.888 kg w wezle N3, ekwiwalent predkosci uderzenia 0.056 m/s)
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Rozdzial 7

Z.akonczenie

Stan techniczny konstrukeji inzynierskich ulega powolnej degradacji na skutek dziata-
nia czynnikéw atmosferycznych, czasu oraz obcigzen eksploatacyjnych. Z tego powodu
przeprowadza sie okresowe kontrole w celu wykrycia uszkodzen, mogacych potencjal-
nie doprowadzi¢ do groznych w skutkach awarii. Zazwyczaj kontrole te sa czasochton-
ne i wymagaja sporych naktadéow finansowych. Zrozumiate jest zatem poszukiwanie
nowych rozwigzan pozwalajacych na ciggle, zautomatyzowane monitorowanie stanu
technicznego konstrukcji (SHM), a jednoczesnie umozliwiajacych wykrywanie uszko-
dzen juz w poczatkowej fazie ich rozwoju.

W niniejszej pracy zaproponowano i zweryfikowano nieparametryczng metode
identyfikacji zmian parametréw masowych i sztywnosciowych konstrukcji referen-
cyjnej, ktora moze stanowi¢ wazny element sktadowy przysztych systemow SHM.
W poréwnaniu do innych metod monitorowania, opracowana metoda pomija typowe,
ktopotliwe etapy budowy modelu parametrycznego i jego kalibracji, wymaga jednak
rozszerzenia etapu pomiarow konstrukeji referencyjnej. Elastycznosé opracowanej me-
tody pozwala na zastosowanie danych wejsciowych pochodzacych zaréowno z symulacji
numerycznych, jak i danych pomiarowych. Gtéwna idea metody jest zastapienie zmian
parametrow masowych i sztywnosciowych konstrukeji ekwiwalentnym pseudo obcig-
zeniem. Takie ogblne postawienie problemu pozwolito na opracowanie sformutowania
w dziedzinie czasu i dziedzinie Laplace’a, opisanych odpowiednio w Rozdziatach 2 i 4.
W kazdym z tych sformutowan wyznaczono Sciste, analityczne zaleznosci na gradient
i Hesjan funkcji celu, umozliwiajac tym samym zastosowanie do rozwigzania zadania
odwrotnego klasycznych gradientowych metod optymalizacyjnych pierwszego i dru-
giego rzedu.

Opracowana metoda pozwala w ogdlnosci na identyfikacje zmian i obciazen kon-
strukcji dowolnego typu, niemniej ze wzgledu na trudnosci techniczne zwigzane z dy-
namicznym pomiarem katow obrotu oraz z realizacja wymuszen momentowych, zaleca
sie, by metode na obecnym etapie jej rozwoju stosowano dla obiektéw o konstrukeji
kratowej i na takiej konstrukcji metoda byta weryfikowana do$wiadczalnie w niniejsze;j
pracy.

Wyniki otrzymane podczas przeprowadzonej weryfikacji doswiadczalnej, zamiesz-
czone w Rozdziale 6, pozwalaja jednoznacznie stwierdzi¢, ze sformutowanie w dzie-
dzinie Laplace’a odznacza sie znacznie wiekszg doktadnodcig i krotszym czasem iden-
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tyfikacji niz sformutowanie w dziedzinie czasu, a jednoczesnie nie wymaga ono uzycia
wyrafinowanych technik numerycznych omoéowionych w Rozdziale 5. Charakterystycz-
ng cecha wynikéw byt ponadto znacznie nizszy poziom ich bledéw wzglednych w wy-
padku identyfikacji zmian masy niz w wypadku identyfikacji redukcji sztywnosci.

7.1 Oryginalne osiggniecia pracy

Ponizej zamieszczono zdaniem autora najwazniejsze oryginalne osiggniecia niniejszej
dysertacji:

e Sformulowano podstawy teoretyczne nieparametrycznej metody identyfikacji
zmiany masy, sztywnosci i obciazenia w dziedzinie czasu i dziedzinie Laplace’a.
Metoda wykorzystuje nieparametryczny, ztozony z danych czysto doswiadczal-
nych, model konstrukcji referencyjnej, a jednoczesnie umozliwia identyfikacje
parametrycznie wyrazonych zmian konstrukeji i jej obcigzen.

e Wyrazenie pseudo obcigzenia w postaci splotu nieznanej funkcji i zarejestro-
wanego wymuszenia przytozonego do konstrukcji za pomocag mtotka modalnego
w znaczacy sposob przyczynito sie do uproszcezenia i skrocenia etapu przygoto-
wania danych pomiarowych do opracowanego podej$cia nieparametrycznego.

e Zastosowanie iteracyjnego algorytmu regularyzujacego CGLS, w potaczeniu ze
specyficznymi wlasciwo$ciami ustrukturyzowanej macierzy wspotczynnikéw, po-
zwolito na rozwiazanie duzych, zle uwarunkowanych uktadow réwnan w przy-
stepnym czasie.

e Wyznaczenie doktadnych, analitycznych zaleznos$ci na gradient i Hesjan funkcji
celu pozwolito na zastosowanie szybkozbieznych gradientowych metod optyma-
lizacyjnych.

e Przeprowadzono weryfikacje doswiadczalng opracowanej nieparametrycznej me-
tody na przestrzennej konstrukecji wspornika kratowego. Stosujac dwa opraco-
wane podejscia, przeprowadzono identyfikacje zmiany masy, sztywnosci i obcia-
zenia nieelastycznego.

7.2 Plany dalszych badan

Wyniki uzyskane w ramach przeprowadzonej weryfikacji doswiadczalne]j sa obiecuja-
ce i przemawiaja za podjeciem dalszych badan rozszerzajacych proponowang metode.
Ponizej wymieniono gtéwne planowane kierunki rozwoju opracowanej metody niepa-
rametryczne;j:

e Sformutowanie metody w dziedzinie Laplace’a posiada szereg zalet w stosunku
do analogicznego sformutowania w dziedzinie czasu, poczynajac od skrocenia
czasu procesu identyfikacji, po zwiekszona doktadnos¢ otrzymanych wynikow.
Kolejnym czynnikiem, ktory moze korzystnie wptyna¢ na poprawe wynikéw,
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jest optymalny doboér ksztattu wymuszenia testowego charakteryzowanego po-
przez jego widmo amplitudowe. W Czesci 4.4 zaproponowano sposob realizacji
tego pomystu. Jego weryfikacja doswiadczalna wymaga jednak wiekszej liczby
scenariuszy modyfikacji konstrukeji, niz byta dostepna w niniejszej pracy.

Wyniki zamieszczone w Rozdziale 6 zostaty uzyskane dla scenariuszy modyfika-
cji charakteryzujacych sie pewnym uproszczeniem, a mianowicie zaktadaly wy-
stapienie zmian jedynie pojedynczo lub w ograniczonych obszarze konstrukcji.
Dalsze badania powinny obejmowaé przeprowadzenie doswiadczen zaktadaja-
cych wystapienie kilku jednoczesnych zmian rozproszonych na wiekszej czesci
konstrukeji.

Konstrukcje rzeczywiste poddane sg oddziatywaniu czynnikéw zewnetrznych,
ktore w wielu przypadkach majg znaczacy wpltyw na zmiane parametréow dyna-
micznych konstrukeji. Zmiany te moga by¢ btednie interpretowane przez metody
globalne jako wystapienie potencjalnego uszkodzenia o znacznych rozmiarach.
Dlatego przed przeprowadzeniem testow polowych konieczne jest zaproponowa-
nie mechanizmu uwzgledniajacego zmiany czynnikéw zewnetrznych w procedu-
rze identyfikacji zmian masy i sztywnosci.

Ze wzgledow ekonomicznych lub praktycznych monitorowanie stanu technicz-
nego konstrukcji moze ograniczac sie do jej wybranych fragmentéw. Niemniej
wybrany fragment, jak i cata konstrukcja, powinny spetnia¢ pewne zaltozenia
przyjete na etapie formutowania teoretycznego metody. Najwazniejszym z nich
jest zatozenie o liniowosci konstrukeji; niespetnienie tego warunku rownowazne
jest z brakiem mozliwosci stosowania metody na danym obiekcie. Rozwigzaniem
tego ograniczenia moze by¢ integracja opracowanej metody z metoda wirtualne;j
(numerycznej) izolacji podstruktur [171]. Pozwolitoby to na lokalne monitoro-
wanie wyodrebnionych newralgicznych czesci konstrukeji spelniajacych warunek
liniowosci, wirtualnie izolowanych od wptywu pozostatych czesci konstrukeji.

Weryfikacje doswiadczalng opracowanej metody przeprowadzono w warunkach
laboratoryjnych. Kolejnym etapem weryfikacji jest przeprowadzenie testow po-
lowych.
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