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Rozdziat

Wstep

Ruchome obciazenie poruszajace sie po swobodnie podpartej belce mostowej nalezy do
jednego z najstarszych probleméw dynamiki budowli. Wraz z rozwojem transportu
kolejowego i drogowego zaistniala potrzeba blizszego poznania zjawisk towarzysza-
cych poruszajacej sie sile, zaréwno grawitacyjnej jak i bezwtadnos$ciowej, bedacej efek-
tem ruchomej masy. Sity te, cho¢ o zupelnie innym charakterze, czesto sa ze soba
mylone. W niniejszej pracy zajmujemy sie uktadami jednowymiarowymi o skonczo-
nej dlugosci pod dziataniem ruchomego, skupionego obciazenia bezwladnosciowego.
Rozpatrujemy przypadki z wymuszeniem zewnetrznym przy zerowych warunkach po-
czatkowych i brzegowych, poddane malym odksztalceniom, spetniajacym zaleznosé
(Ou/0z)? << 1. Pomimo szerokiego zainteresowania tym tematem od ponad wieku,
nadal wiele spraw pozostaje nierozwiazanych. O ile istnieja pelne, analityczne rozwia-
zania w szeregach Fouriera, dotyczace ruchomej sity grawitacyjnej poruszajace sie po
strunie, belkach czy ptytach, o tyle ruchome obciazenie bezwtadnos$ciowe do dnia dzi-
siejszego nie doczekalo sie petnego, analitycznego rozwiazania. Wyjatek stanowi struna
bezmasowa, w przypadku ktérej znamy pelne, analityczne rozwigzanie w formie szere-
géw hipergeometrycznych, a w szczegdlnym przypadku rowniez petne, zamkniete roz-
wigzanie. Powodem matematycznych trudnosci jest sktadnik réwnania ruchu opisujacy
ruchomg mase.

Ruchome obciazenia maja wiele waznych, praktycznych zastosowan w zagadnie-
niach inzynierskich. Wraz z rosngca predkoscia przejazdu masy, rosna takze efekty fa-
lowe powodujace wieksze przemieszczenia badanego uktadu, niejednokrotnie znacznie
przekraczajace jego ugiecie statyczne. Najwiecej zastosowan znajdziemy w kolejnic-
twie m.in. oddziatywania kot kolejowych z szyna lub torem, wptyw ruchomego pojazdu
na most, wspolpraca kolejowego odbieraka pradu z siecig trakcyjna, a takze w kolei
magnetycznej. Ruchome obcigzenia majg rowniez szerokie zastosowanie w przemysle
lotniczym oraz samochodowym, a takze w robotyce. Ruch pocisku w lufie karabinowej,
cho¢ nieco bardziej zlozony, takze jest problemem ruchomego obciazenia inercyjnego.

Celem pracy jest:

e uporzadkowanie istniejacych rozwigzan zwiazanych z zagadnieniem ruchomych
obcigzen, przede wszystkim tych Scisle analitycznych,

e uzyskanie rozwigzan zamknietych lub doprowadzenie rozwiazan do jak najprost-
szej formy, pozwalajacej na ich analize jako$ciows,
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Rysunek 1.1: Przyklady zastosowan ruchomych obcigzen.

e uogolnienie wnioskow plynacych z badan jakosciowych i budowa odpowiednich
numerycznych schematoéw obliczeniowych catkowania réwnania rézniczkowego ru-
chu; celem koncowym jest odpowiednia modyfikacja macierzy charakterystycz-
nych uktadu, tak aby wptyw ruchomej masy mogt by¢ uwzgledniony przez do-
danie do macierzy globalnej macierzy pojedynczego elementu, uwzgledniajacego
przesuwajaca sie mase.

W literaturze znalez¢ mozna liczne prace dotyczace ruchomych obciazen. Zdecydowana
wiekszos¢ dotyczy obciazen bezmasowych. Mimo zawartych w tytutach prac informa-
cji o badaniu obcigzen masowych, autorzy poprzestaja na zastosowaniu obcigzenia
sita bezmasowa. W ich rozumieniu obcigzenie masowe polega na wywieraniu sity bez-
masowej, rownej co do wielkosci sile grawitacyjnej wywotanej masa. W innej grupie
prac porzuca si¢ poczatkowe rozwazania dotyczace masy bezposrednio polozonej na
belce lub strunie i wprowadza zastepczy uktad w postaci oscylatora. Istnieja tez inne
techniki obliczeniowe, opisujace zachowanie uktadu ciaglego w dwoch przedziatach: od
poczatkowej podpory do masy i od masy do koricowej podpory. Uzyskang pare rozwia-
zan probuje sie taczy¢ w punkcie sledzacym mase. W trakcie dyskusji konferencyjnych
czesto przywolywano znang monografie Fryby i z niedowierzaniem przyjmowano odpo-
wiedz, ze ruchoma masa jest tam rozpatrywana jedynie fragmentarycznie i to jedynie
w przypadku bezmasowej struny. Do tego pewne zawarte w niej formuly wynikowe sa
bledne.

Prezentowane w literaturze analityczno-numeryczne rozwiazania zadania ruchome;j
masy s3 dos¢ skomplikowane i niosa za soba sporo uproszczenn majacych ostateczny
wplyw na otrzymane wyniki. Opracowanie prostego schematu obliczen, a jednoczesnie



mozliwie najdoktadniejszego rozwiazania problemu ruchomego obciazenia bezwtadno-
sciowego postuzyto do weryfikacji istniejacych narzedzi numerycznych, opartych na
metodzie elementow skoriczonych oraz zaproponowania wtasnego podejscia z wykorzy-
staniem metody elementow czasoprzestrzennych opisanych predkosciami.

W pracy przedstawiono w skrocie znane z literatury rozwiazania analityczne struny,
belki Bernoulliego-Eulera oraz belki Timoshenki pod ruchomym obciazeniem grawita-
cyjnym, a takze rozwigzanie analityczne bezmasowej struny pod ruchoma sita bezwtad-
nosciowa. W dalszej czesci pracy przedstawiono wlasne rozwigzania poétanalityczne
uktadéw pod ruchomym obciazeniem inercyjnym, w ktoérych dokonujemy numerycz-
nego catkowania koncowych formut z powodu braku mozliwosci dalszego, analitycz-
nego kontynuowania obliczen. W przypadku struny i belki Timoshenki pod ruchomym
obcigzeniem bezwladno$ciowym wykryto nieciaglosé trajektorii poruszajacej sie masy
przy koricowej podporze. Uzyskano matematyczny dowod nieciagtosci ruchu punktu
materialnego w przypadku struny bezmasowej, poniewaz tylko to zadanie ma pelne
rozwiazanie analityczne. Nieciaglo$é w strunie i belce Timoshenki z wlasna bezwtadno-
Scia, ze wzgledu na brak pelnego rozwigzania analitycznego zostata tylko przedstawiona
i wykazana bez dowodu.

Inne uproszcezenia przyjmowane w literaturze omoéwiono szerzej w rozprawie. Trzeba
przyznaé, ze w wiekszosci przypadkéw prezentowane w literaturze rozwigzania sa wy-
starczajace w praktycznych zastosowaniach. Niestety, do realizacji postawionego w pracy
celu uporzadkowania rozwiazan (a w efekcie usuniecia istniejacych w nich btedow i za-
proponowania poprawnego), nalezato unika¢ jakichkolwiek uproszczen i uktadow za-
stepczych. Ograniczono si¢ jedynie do komentarza wykazujac, ze dodanie do zadania
punktowych podpor sprezystych lub roztozonego w sposob ciagly podloza sprezystego
typu Winklera nie przedstawia zadnych trudnosci matematycznych, ale tez nie wnosi
istotnych aspektow poznawczych.

W pracy zaproponowano oryginalne rozwiazanie bezposrednie réwna-
nia rézniczkowego, oparte, w przypadku réznych zadan, na transforma-
cji Fouriera oraz Laplaca-Carsona. Niezaleznie rozwigzano identyczny pro-
blem wychodzac z réwnania Lagrange’a. Uzyskano identyczny wynik ma-
tematyczny. Wynik matematyczny pozwolil wykazaé nieznang dotad wta-
sno$¢ rozwigzania przedmiotowego zadania w postaci niecigglosci trajekto-
rii masy. Jest to wprawdzie efekt poznawczy o mniejszym praktycznym znaczeniu,
gdyz poréwnanie do rzeczywistych zadan wymaga uwzglednienia réwniez innych czyn-
nikow, jak np. nieliniowosci, tagodzacych nieciggtodci, lecz mimo to jest obserwowany
w konstrukcjach mostowych i odbierakach pradu w kolejnictwie.

Otrzymane wyniki ukazaly powazne btedy w dotad stosowanych podej-
$ciach w zastosowaniach numerycznych, dyskretnych, np. metodzie elemen-
tow skonczonych, szczegélnie w przypadku struny. Poprawnie dzialajacych
algorytméw dotyczacych ruchomej masy bylo dotad brak. W przypadku drgan
belek obciazonych inercyjnie stosowanie niepoprawnych formutl nie jest tatwe do wy-
chwycenia. Autorzy wielu prac zamieszczajg niepoprawne wyniki, poréwnujac wla-
sne uproszczone lub niepoprawne rozwiazania z innymi, rowniez obarczonymi wadami.
Z uwagi na paraboliczne efekty w belkach czynione bledy sa rozmywane na wynikowych
wykresach.

Zaproponowano wlasne podejscie numeryczne, stosujac do dyskretyza-
cji rézniczkowego réwnania ruchu metode czasoprzestrzennych elementéw



skoniczonych. Ostatecznie, przedstawiong metode zastosowano w konkret-
nych problemach inzynierskich. Wszystkie prezentowane w pracy uktady maja
skonczong dtugosé, w ktorych, w odroznieniu do obiektéw nieskoriczonych, wystepuje
wiele ciekawych zjawisk zwigzanych z odbiciami fal mechanicznych od podpér oraz ru-
chomego obcigzenia, majacych wplyw na ostateczny charakter rozwiazania.
Obciazenie skupione w postaci sity bezmasowej lub skupionej masy najlepiej przed-
stawi¢ za pomoca delty Diraca. Odpowiada ona za polozenie ruchomego obciazenia
na strunie, belce lub plycie. W przyttaczajacej wiekszosci prac dotyczacych tej grupy
zagadnien tak to jest czynione. W przypadku sity grawitacyjnej rozwiazanie zadan jest
proste, gdyz odpowiedni czton, odpowiedzialny za ruchoma site jest iloczynem war-
tosci statej i delty Diraca. W innych przypadkach mamy do czynienia z iloczynem
pewnej funkcji i delty Diraca. To powoduje znaczne komplikacje obliczeniowe. Dys-
trybucji nie mozna na ogdét mnozy¢ przez siebie tak jak funkcje. Nieokreslony jest np.
iloczyn 6(x—a) 6(x—0b). Mozna jednakze mnozy¢ kazda dystrybucje przez funkcje klasy
C. Probuje sie zastepowac iloczyny dystrybucji splotem. Dziatanie takiej dystrybucji
okredla sie tak, jakby dziatanie dystrybucyjne bylto catkowaniem. W niniejszej pracy
wydaje sie to by¢ mniej przydatne, gdyz wymaga to znajomosci rownania w postaci
catkowej.

lNoczyn dwoch funkcji nieciggltych, czyli dystrybucji jedynie wtedy jest okreslony
(mozliwy), gdy kazda z funkcji opisana jest wzgledem innej zmiennej niezaleznej |59, 69,
81]. W prezentowanym w pracy przypadku ruchomej masy tak wtasnie jest. Delta Di-
raca jest funkcja zmiennej przestrzennej x, natomiast przyspieszenie ruchomego punktu
materialnego jest tylko i wylacznie funkcja czasu t.

W rozdziale 2 pracy przedstawiono jeden ze sposobéw wyprowadzania rézniczko-
wego réwnania ruchu na podstawie réwnowagi sit i momentéw w infinitezymalnym
wycinku uktadu z ruchomym obciazeniem. Rozwiazania analityczne zostaly przedsta-
wione w przypadku struny w rozdziale 3 oraz w przypadku belek Bernoulliego-
Eulera i Timoshenki w rozdziale 4. Dodatkowo w rozdziale 3 przedstawiono dotad
nie publikowany matematyczny dowodd istnienia niecigglosci trajektorii ru-
chomego obcigzenia bezwladnoSciowego poruszajacego sie po bezmasowej
strunie.

Nowe, dotad nie znane potanalityczne rozwiagzania autora, dotyczace obcigzenia
inercyjnego poruszajacego sie po strunie majacej wtasng bezwltadnos$¢ zostato przed-
stawione w rozdziale 5. To samo nowe poétanalityczne podejécie zastosowano do belek
w rozdziale 6. Zarébwno w strunie opisanej w rozdziale 5 oraz w belce Ti-
moshenki z rozdzialtu 6 zaobserwowano dotad nieznany efekt niecigglosci
trajektorii ruchomej masy. W rozdziale 7 opisano sformutowanie predko$ciowe me-
tody czasoprzestrzennych elementow skoniczonych oraz przedstawiono nowe, dotad nie
publikowane sformutowania, odpowiedzialne za modelowanie ruchomej masy w przy-
padku struny oraz belek. Przyktady zastosowan przedstawiono w rozdziale 8, natomiast
w rozdziale 9 zamieszczono wnioski ptynace z przeprowadzonych rozwazai.

Pomimo ze liczba liczacych si¢ publikacji dotyczacych ruchomych obcigzen dawno
przekroczyta tysiac pozycji, ograniczymy sie w tym przegladzie literaturowym do szcze-
gblowego przedstawienia gtéwnie prac przetomowych i nowatorskich, odnoszacych sie
bezposrednio do przedstawionych w pracy zagadnien.



Pierwszym, historycznym podej$ciem do problemu ruchomego obciazenia jest tzw.
zagadnienie Willisa [77|-Stokesa [70]. Rozpatrzono w nim belke Bernoulliego—Eulera
statycznie obciazong stalg sita grawitacyjna. Nastepnie w otrzymanym rozwiazaniu
zastapiono stata site obcigzeniem masowym majacym swoja bezwtadnosé. Istnieje czy-
sto matematyczne uzasadnienie takiego postepowania, polegajace na wykorzystaniu
dystrybucyjnej metody rozwigzywania rownan rézniczkowych. Podej$cie zapropono-
wane przez Willisa nie jest jednak pozbawione wad. Stosuje on bowiem przyspieszenie
poprzeczne ruchomej masy nie uwzgledniajace sktadowych ruchu wzdhiz belki. Po-
mimo tego, przy matych predkosciach przejazdu masy btad wynikajacy z brakujacych
cztonéw jest niewielki.

W roku 1861 Renaudot [63] przedstawil prawidtowa postaé¢ przyspieszenia rucho-
mej masy, bedacej z matematycznego punktu widzenia pochodng ztozonga, podajac przy
tym jej geometryczng interpretacje. Przyspieszenie ruchomej masy sktada sie z przy-
spieszenia poprzecznego, ale takze z przyspieszenia Coriolisa oraz odsrodkowego, od-
powiedzialnych za ruch wzdhuzny.

W przypadku obciazenia grawitacyjnego znane sa pelne rozwiazania analityczne.
Metoda zaproponowana przez Kritlowa [38], polegajaca na rozdzieleniu zmiennych,
stata sie klasycznym sposobem rozwigzywania zadani problemu ruchomej, statej sity.
Lowan [54| przedstawil rozwigzanie przy pomocy funkcji Greena. Powstalo takze wiele
prac z ruchomym wymuszeniem harmonicznym przedstawionym m.in. w [9] i [75].

Pierwsza proba podejscia do zagadnienia ruchomej masy zostata podjeta przez Sal-
lera [65]. Udowodnil on, pomimo daleko idacych uproszczen znaczny wplyw ruchome;j
masy na dynamike belki. Jednak prace przelomowe Inglisa [28] i Schallenkampa [66]
przypadaja na lata trzydzieste dwudziestego wieku. Inglis do opisu ruchomej masy
zastosowal przedstawiony wczesniej wzor Renaudota. Poszukiwane przemieszczenia
przedstawil za pomoca szeregu trygonometrycznego, przyjmujac jednak uproszczenie
polegajace na ograniczeniu rozwigzania tylko do pierwszego jego wyrazu. Otrzymane
roOwnanie rozniczkowe zwyczajne jest rownaniem o zmiennych wspotezynnikach. Inglis
poszukuje rozwigznia tego rownania w postaci nieskoriczonego szeregu o niewiadomych,
statych wspotczynnikach. Aby je rozwiaza¢ musi ograniczyé¢ sie do skoiniczonej liczby
wyrazow. Ostatecznie poprzestaje na 22.

Rozwiazanie zaproponowane przez Inglisa jest rozwiazaniem przyblizonym. W za-
stosowaniach inzynierskich w niektorych przypadkach jeden wyraz szeregu moze by¢
wystarczajacy. Z kolei aby zaobserwowaé¢ zjawiska falowe w badanych uktadach, po-
trzebujemy wyrazoéw znacznie wiecej. Jest to szczegdlnie wazne, kiedy zajmujemy sie
zagadnieniem ruchomej masy. Zostanie to dowiedzione w dalszej czesci pracy.

Druga wazna pozycja dotyczaca zagadnien ruchomej sity bezwladnosciowej jest
praca Schallenkampa. Zaproponowal on inny sposéb rozwigzania problemu ruchomej
masy, zajmujac sie tylko jej trajektoria. Zastosowal metode rozdzielenia zmiennych,
rozwijajac szukana funkcje przemieszczen w sinusowy szereg Fouriera. Dzieki temu,
na podstawie wlasnosci funkcji sinus, w bezposredni sposob realizowane sa zatozone
warunki brzegowe. Rownianie rézniczkowe zwyczajane opisujace ruchoma mase zo-
stalo przedstawione za pomoca wspolrzednych uogolnionych, zgodnie z rownaniem La-
grange’a drugiego rodzaju. Stanowiaca gtéwny problem uogélniona sita, zostata wy-
znaczona na podstawie zasady pracy wirtualnej. Rozwigzanie Schallenkampa jest dosé
ztozone i wolno zbiezne, poniewaz ostateczne ugiecia belki przedstawione sa za pomoca
potrdjnego, nieskoriczonego szeregu.



Isteniej tylko jedno pelne rozwiaznie analityczne obcigznia inercyjnego. W roku
1964 Smith [68] przedstawil rozwigzanie bezmasowej struny z wykorzystaniem szere-
gow hipergeometrycznych. Czastkowe rownanie rézniczkowe ruchu przeksztatcono wy-
korzystujac metode dystrybucyjna w rownanie hipergeometryczne, bedace réwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym o zmiennych wspotezynnikach. Ma ono pelne rozwiazanie
analityczne w formie nieskoniczonych szeregow. Fryba [23] zastosowal to samo podejscie
do zagadnienia i znalazt szczeg6lny jego przypadek, ktory ma pelne, zamkniete rozwia-
zanie analityczne. Prace Inglisa i Schallenkampa byly podstawa do analiz problemu
ruchomej masy przez wielu badaczy, glownie z ZSRR, m.in. [10, 11, 58| i wielu innych.
W literaturze istnieje wiele historycznych prac przegladowych, gtéwnie rosyjskich, do-
tyczacych ruchomych obciazen np. [14, 29, 61].

Od dtuzszego czasu ciezar prac przesunal sie w kierunku rozwiazan potanalitycz-
nych, dotyczacych wpltywu ruchomej masy na drgania konstrukcji. Jedna z najciekaw-
szych prac tego typu jest pozycja [76], w ktorej rozpatrzono swobodnie podparta belke
Bernouliego Fulera. Roéwnanie ruchu zapisane zostalo w formie catkowej z zastoso-
waniem funkcji Greena. Aby rozwigzaé¢ to réwnanie wykorzystano podwdjny schemat
numeryczny: metode réznic skoriczonych wstecz w czasie oraz numeryczne catkowanie
w kwadraturach metoda Gaussa wzgledem parametru przestrzeni. Rozwiazanie doty-
czy tylko punktu pod ruchomym obciazeniem. Metoda moze by¢ stosowana w pelnym
zakresie predkosci przejazdu masy. Jedyna wada jest dos¢ ztozony podwdjny schemat
numeryczny, w wyniku czego otrzymanie dokladnego wyniku wymaga bardzo duzego
naktadu obliczeniowego. Inne podejscia analityczno—numeryczne zostaly przedstawione
w pracach |21, 27, 30, 37, 53, 55, 56, 57, 64, 82|.

Doskonala i wazng monografie dotyczaca ruchomych obciazert masowych poruszaja-
cych sie po belkach napisat Szczesniak [72|. Znajdziemy w niej opis setek prac dotycza-
cych problemu ruchomych obcigzen poruszajacych siJeszcze trzeba by doda¢ odnosniki
literaturowee po belkach. Autor przedstawia krytyczng ocene istniejacych rozwigzan,
po czym prezentuje wlasne. Z ta i innymi pracami tego autora [71, 73, 74] winien
zapoznaé sie kazdy badacz tej grupy zagadnienn. Wazne prace przedstawili tez inni pol-
scy badacze: Kaczkowski [39, 40, Langer [48, 49, 51, 52|, Klasztorny [34, 35| i Sniady
[83, 84]. Prace te dotycza zaréwno obciazen stalych, grawitacyjnych jak i obciazen
bezwtadnosciowych.

Ograniczamy nasza czes¢ analizy literatury do nielicznych wybranych pozycji. Jest
wiele innych cennych prac, ktore sg powszechnie znane, a z powodu szczuptosci miejsca
w tej czesci, nie zostaly zacytowane.

Pierwsze proby czasoprzestrzennego modelowania zadan fizycznych byty opubliko-
wane w 1964 przez Gurtina [24, 25] i Herrere [26]. Zdefiniowanie minimalizowanego
funkcjonatu, wynikajacego z teorii splotow, umozliwito wyprowadzenie zaleznosci po-
miedzy zmienna czasowa a zmiennymi przestrzennymi w obszarach czasoprzestrzen-
nych. Obszary te mozna interpretowaé¢ jako czasoprzestrzenne elementy skoriczone.
Po67niej, w 1969 roku Oden [60] zaproponowal uogélnienie metody elementéw skoriczo-
nych. Fried [22], Argyris, Scharpf i Chan [1, 2, 3] zaczeli jednakowo traktowac zmienne
przestrzenne i zmienng czasowa przy formutowaniu problemow.

Niezaleznie od tego kierunku prac pojawity sie opracowania Kaczkowskiego |41, 42,
43|, w ktorych wprowadzono po raz pierwszy do mechaniki konstrukeji interpretacje
fizyczna pewnych wielkosci dotychczas okreslanych w przestrzeni fizycznej. Rozpatry-



wano proste przypadki drgan osiowych preta i struny. Kolejne poruszane zagadnienia
to drgania poprzeczne belki [47], sposob rozwiazywania sformutowanych w czasoprze-
strzeni zadan dynamicznych [78|, przy$pieszenie procesu symulacji czasowej zadan linio-
wych poprzez algebraiczng eliminacje 2" warstw czasowych [31], proba syntezy sformu-
lowania czasoprzestrzennego zadan [46] oraz oszacowania stabilnosci [5, 12, 13, 50, 62].
Znaczacym wkladem bylo wskazanie mozliwosci budowania bezwarunkowo stabilnych
rozwigzan dzieki modyfikacji wirtualnej funkcji ksztattu [32, 33].

Grupe prac przegladowych na temat metody elementéw czasoprzestrzennych stano-
wia pozycje [4, 6, 44, 80|, a takze czes¢ wprowadzajaca do monografii [79]. Opis metody
zawarto tez w pracach |36, 45].



Rozdziat 2

Réwnania ruchu

Rozdzial ten ma za zadanie przedstawienie jednego ze sposobow wyprowadzania roz-
niczkowego rownania ruchu struny i belek, polegajacego na réwnowadze sit i momentow
w infinitezymalnym odcinku badanego uktadu. Gtéwnym jednak powodem jest przed-
stawienie sposobu modelowania ruchomego obcigzenia za pomocy delty Diraca.

2.1.  Rownanie ruchu struny pod ruchomym obciazeniem

ax,t)

Rysunek 2.1: Wycinek struny.

Na rys. 2.1 przedstawiono nieskonczenie malty odcinek struny dz, odksztatconej o pe-
wien nieznany kat a(z,t) w wyniku dziatania ciggtego, zewnetrznego obciazenia q(z,t).
Na podstawie rownowagi sit wzgledem osi pionowej u(x,t) otrzymujemy nastepujace
réwnanie

Oa(x,t)

. dz| — Nsinla(z,t)] =0, (2.1)

q(z,t)dz + dB(z,t) + Nsin |a(x,t) +
gdzie N jest sitg naciagu struny. Site bezwtadnosci dziatajaca na rozpatrywany odcinek
struny zapisujemy wzorem

O*u(x,t)

dB(z,t) = —pA
(.CE,) p 8t2

de . (2.2)

10
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Przy matych przemieszczeniach spetnione sa nastepujace zatozenia
sin [a(z,t)] = a(x,t) tan [a(z,t)] ~ a(z,t) . (2.3)

Przedstawione zatozenia czesto przedstawiane sa jako warunek matych odksztatcen
(Ou/0z)?* << 1. Poniewaz

du
— =1t t 2.4
M~ tanfa(x,1)] (2.4)
to na podstawie (2.3) powyzsze rownanie mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie
Ou(x,t)
t) ~ - 2.5
ol 1) ~ 24 (25)

Zatem rownanie rownowagi sit (2.1) przyjmuje zmieniona postaé¢ zapisu — tylko i wy-
tacznie za pomoca przemieszczen
Ju(x,t) O*u(x,t) Ou(x,t)

x,t)dx + dB(z,t N——— + N— 7> de — N——= = 0. 2.6

a, t)dz + dB(z,1) + ox + Ox? Ox (2:6)

Ruchome obciazenie dziatajace na odcinku dor mozemy przedstawi¢ zgodnie z rys.

2.2 za pomocg roznicy funkcji Heaviside’a. Na tej podstawie otrzymujemy zalezno$é
opisujaca zewnetrzne obciazenie ¢(x,t) dziatajace na odcinku da:

A H(x-vt)-H(x-vt-dx)

vt vt+dx X

Rysunek 2.2: Roéznica funkcji Heaviside’a.

(2.7)

q(z,t)de = [H(z —vt) — H(z — vt — dz)] [p _ m@u(vt,t)}

ot?

Uwzglednia ona zaroéwno ruchoma, stata site grawitacyjna jak i wptyw obciazenia bez-
wladnosciowego. Warto zauwazy¢, ze przyspieszenie ruchomej masy uwzglednione zo-
stato w ruchomym punkcie vt, w odréznieniu od bezwtadnosci samej struny (2.2). Zgod-
nie z (2.7) i (2.2), rownanie (2.6) w wyniku obustronnego dzielenia przez dz przyjmuje
nastepujaca postac:

2 2 —of) — ot —
_Nﬁu(x,t)+pA8u(x,t)_H(x vt) — H(x — vt — dz)

0x? ot? n dx

D?u(vt,t)
ot?

P

(2.8)
Poniewaz rozpatrujemy nieskoriczenie maty odcinek struny (dx — 0) ponizsza granice
mozemy przedstawi¢ za pomoca delty Diraca
H(x —vt) — H(z — vt — dx)

dl;go o = 0(x —vt) . (2.9)
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Ostatecznie rownanie (2.8) opisujace ruch struny pod ruchomym obciazeniem mozemy
zapisa¢ nastepujaco:
DPu(x,t)

—-N— - A
Ox? Tt

O*u(x,t)

Du(vt, t)

= §(x —vt) |P —m————
o) o
Przyspieszenie ruchomej masy, znane w literaturze pod nazwa wzoru Renaudota, za-
wiera pelen opis zjawisk towarzyszacych poruszajacemu sie skupionemu obcigzeniu

bezwtadnos$ciowemu. Przy v = const otrzymujemy

0*u(vt, ) 0u(z,t)
= 20 ———=
P I T

0?u(z,t) o O%u(x,t)

o (2.11)

r=vt |m:vt r=uvt

2.2. Réwnanie belki Bernoulliego-Eulera pod ruchomym obcia-
zeniem
Pomimo ze rézniczkowe réwnanie ruchu belki Bernoulliego-Eulera nie jest rownaniem

falowym, to dzieki swej matematycznej budowie oraz prostej technicznej interpretacji
stanowi zdecydowanie najwicksza grupe prac opisujacych ruchome obciazenia. Na pod-

X
u(x,t)

Q(x,t) +29X gy

ofx,t)+ 22X
M(x, 1) +2MX gy

Rysunek 2.3: Wycinek belki Bernoulliego-Eulera.

stawie kursu wytrzymato$ci materiatow, przy matych wychyleniach oraz zachowujac
konwencje znakow otrzymujemy

o(x,t) _Elazu(x,t) ‘

(2.12)

Zgodnie z rys. 2.3 réwnowaga momentoéw wzgledem $rodka elementu dx wynosi

OM (z,1t)

dr  0Q(z,t) da?
- + -~
Ox

Q4 Qe ) + Qa1 ~ 0. (2.13)

Po uporzadkowaniu rownania (2.12) oraz pominieciu matych wyzszego rzedu daz? otrzy-
mujemy ogodlnie znany wzor okreslajacy site $cinajaca

OM (x,t) 0

Qz,1) = “or o

O*u(x,t)

lElax;] . (2.14)
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Na podstawie rownowagi sit wzgledem osi pionowej u(z,t) (Rys. 2.3) otrzymujemy

dB(z,t) + Q(x,t) + aQa(i’t)dx — Q(z,t) + q(z,t)dx = 0. (2.15)
Zgodnie z (2.2) i (2.14) rownanie (2.15) przyjmuje postac
0u(z,t) 0? 0u(z,t)
—pATd:v ~ 92 [EI 97 dz + q(z,t)de = 0. (2.16)

Ruchome obciazenie dzialajace na odcinku dx, podobnie jak w przypadku struny,
modelujemy za pomoca delty Diraca. Ostatecznie réwnanie ruchu belki Bernoulliego—
Eulera pod ruchomym obciagzeniem zapisujemy w nastepujacy sposob

0*u(z,t) O?u(w,t) 0?u(vt, t)]

El—7—= + pA——> = §(x —vt) [P —m— (2.17)

oxt ot?

2.3. Réwnanie belki Timoshenki pod ruchomym obcigzeniem

W przypadku belki Timoshenki kat opisujacy deformacje uktadu nie odpowiada jedynie
katowi przy czystym zginaniu ¢ (z, t), jak w przypadku belki Bernoulliego—Eulera. Wraz

X
u(x,t)

Q(x, 1)+t dx

<x(x,t)+a—a§—§¢)dx
l M(x,t)+a—(—‘—)'v'a;<< Bdx

Rysunek 2.4: Wycinek belki Timoshenki.

dB(x,1)

dx

z katem v (z,t) biezemy pod uwage réwniez wptyw odksztalcenia postaciowego

ou(z,t)
Ox
Kat odksztalcenia postaciowego pod dziataniem sity $cinajacej Q(z,t) zapisujemy na-
stepujaco
Q(z,1)

gdzie k jest wspotezynnikiem ksztaltu przekroju poprzecznego A, a G modutem od-
ksztalcenia postaciowego, zwanym modutem Kirchhoffa. Badany uktad uwzglednia row-
niez przyrost momentu bezwladnosci infinitezymalnego odcinka belki, ktéry zgodnie
z konwencja znakow przyjmuje nastepujaca postac

0*Y(x,1)

= (x,t) + y(x,t) . (2.18)

(2.19)
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Na podstawie warunku rownowagi momentow wzgledem srodka elementu dx (Rys. 2.3)

otrzymujemy

OM (x,t)
Ox

dz

2

2
dx+aQ<x’t)d;”+dMB — 0.

2 ox
(2.21)
Podstawiajac (2.20) do (2.21) oraz pomijajac male wyzszego rzedu dz?, site $cinajaca
mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie

M(x,t) — M(z,t) — dr +Q(x,t)— + Q(x, 1)

0% (z,t) N OM (z,t)

o o (2.22)

Q(z,t) = pl

W prosty spos6b mozemy zaobserwowaé réznice miedzy podejsciem technicznym belki
(2.14), a falowym opisem ruchu. Rézniczkujac moment gnacy (2.12) wzgledem z i pod-
stawiajac do (2.22) otrzymujemy

Punt) P

Zgodnie 7 (2.18) i (2.19) rownanie (2.23) przyjmuje nastepujaca postaé

Pu(z,t)  plkPQ(x,t) E183u(.:1:,t) N ETk 9*Q(z,t)
Oxot? GA  0t? O3 GA  0x?

Brakujaca, dodatkowa zalezno$¢ znajdziemy, podobnie jak w przypadku belki Bernoulliego—
Eulera, na podstawie rownania réwnowagi sit (2.15) wzgledem pionowej osi prostopadtej

do osi Ox. Po uporzadkowaniu oraz zgodnie ze wzorem opisujacym site bezwtadnosci
dzialajaca na odcinku dz (2.2) otrzymujemy

(2.24)

Q(ZL’, t) = pl

oQ(x,t) A82u(x, t)

T e vo R q(z,1) . (2.25)

Po uprzednich przeksztatceniach rownan (2.24) i (2.25) ostatecznie otrzymujemy czast-
kowe, rozniczkowe rownanie ruchu belki Timoshenki

OMu(x,t) ETN 0*u(z,t) o I Oz, t) O*u(x,t)
pr&8nY (4 pp=t) UMY e G A il G L) A
o~ (T RG) Gage G o AT
ET 9%*q(z,t) I 9%*q(x,t)
=) S hEE o TPGa e
(2.26)

gdzie ruchome obciazenie dziatajace na uktad zapisujemy nastepujaco:

(2.27)

B O?u(vt,t)
q(z,t) = 6(x —vt) [P — maﬁ]

Podobnie jak w przypadku struny, belka Timoshenki jest réwnaniem falowym, gdzie
predkos¢ fali gietnej ¢; oraz predkosé fali $cinania ¢y dane sa wzorami

E |G
c1 = \/;, Cy = Fp . (228)



Rozdziat

Rozwigzania analityczne rownania struny

Wszystkie przedstawione w rozdziale rozwiazania dotyczace ruchomej sity grawitacyj-
nej opieraja sie na znanym rozwinieciu w nieskonczony szereg trygonometryczny. Po-
zwala on rozdzieli¢ zmienne, a dzieki temu zredukowaé czastkowe réwnanie rézniczkowe
ruchu do réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Przedstawiono zaréwno rozwiazanie
klasyczne jak i wykorzystujace transformacje catkowe.

W dalszej czedci rozdziatu przedstawione zostanie w skrocie jedyne, pelne roz-
wigzanie analityczne dotyczace bezmasowej struny poddanej ruchomemu obcigzeniu
bezwtadnos$ciowemu. Na koniec przedstawiony zostanie matematyczny dowod istnienia
nieciggtodci trajektorii ruchomej masy na podstawie wczedniej uzyskanych rozwiagzan
dotyczacych bezmasowej struny [18, 19].

Otrzymane rozwiazania zostana po kazdej czesci zobrazowane graficznie. W celu
tatwego poréwnania wynikéow w przyktadach przyjeto jednakowe dane: skupiong site
P = —1, poruszajaca sie mase m = 1, sile napiecia struny N = 1, gesto$¢ masy p = 1,
pole przekroju poprzecznego A = 1 oraz dtugosé | = 1. Wyniki dotyczy¢ beda réznych
predkosci przejazdu obciazenia v.

3.1. Inercyjna struna pod dziataniem ruchomej statej sity - roz-
wigzanie klasyczne

Rysunek 3.1: Stata ruchoma sita P.

Stala sita P, poruszajaca sie ze stala predkoscia v (Rys. 3.1) przedstawiona jest za
pomoca delty Diraca (2.9). Rownanie ruchu zgodnie z przedstawionym wyprowadze-

15



3.1 Inercyjna struna pod dziataniem ruchome;j stalej sity — rozwigzanie klasyczne 16

niem w rozdziale 2, bez uwzglednienia bezwtadnosci ruchomego obcigzenia ma naste-

pujaca postac

O*u(z, 1) Ou(z,t)
Ox? ot?

gdzie N jest sila naciagu, a pA liniowa gestoscig struny. Przyjmujemy nastepujace

warunki brzegowe

-N + pA = 0(x —vt)P, (3.1)

u(0,t) = 0, u(l,t) = 0, (3.2)
oraz warunki poczatkowe
Ju(x,t) B
u(x,O) == O, T . =0 . (33)

Aby rozdzieli¢ zmienne, rozwijamy poszukiwane przemieszczenia w nieskonczony szereg

u(z,t) = iX(x)T(t) : (3.4)
n=1
To samo podejscie stosujemy do sit zewnetrznych
(o) = 3 XM - (35
Stosujac podstawienie
p]<]4 = 012 = = /ﬁfq (3.6)

otrzymujemy réwnanie ruchu struny
Ou(z,t) N 1 0*u(z,t)
Ox? 2 Ot?
gdzie c jest predkoscig rozprzestrzeniania sie fali mechanicznej w strunie. Na podstawie
szeregow (3.4), (3.5) rownanie (3.7) przyjmuje postacé

= §(z — vt)ff : (3.7)

33 X@E0) - XX = 3 X0 33)

Przyjmujemy funkcje X (z)

X(x) = sinT (3.9)

realizujaca zalozone warunki brzegowe (3.2). Na tej podstawie otrzymujemy druga

pochodng po x
22

X"(x) = —nlj sin? : (3.10)
Porownujac (3.9) i (3.10) znamy zalezno$¢ pomiedzy X (z) i X" (z)
n?m?
X"(z) = — 2 X(x) . (3.11)

Wykorzystujac zaleznosé (3.11) mozemy réwnanie (3.8) zapisa¢ w nastepujacy sposob

n2m?

;if(t)X(x) + f}lT(t) 7 X(@) - i@(t)X(:p) =0. (3.12)
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Ostatecznie rownanie (3.12) przyjmuje postac

ST + T — Q| X(@) = 0. (3.13)

n=1

Poniewaz zalozona funkcja X (z) w przedziale (0,1) nie przyjmuje wartosci zerowych,
dlatego tez zawartosé nawiasu kwadratowego, aby byta spetniona réwnosé z powyzszego
wzoru, musi rownac sie zero. A zatem

1 n’m

—T(t) +

c2

T(t) — Q) = 0 . (3.14)

Po przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne, niejednorodne

n’m?c?

P

Bedaca niejednorodnoscia funkcje Q(t) wyznaczamy na podstawie rownania (3.5), mno-
zac je przez funkcje X (z) i catkujac w przedziale < 0;1 >

T(t) + T(t) = Q1) . (3.15)

_ JE q(z,t) sin T d

3.16
fé sin? "lﬂ dx ( )

Q(t)

Zgodnie z rownaniem (3.7), w ktorym prawa strona jest funkcja ¢(z,t) otrzymujemy

t . nmx P . nmx P . nmot
/0 q(x,t)sdex = N/o 5($—vt)s1anx = sin——, (3.17)

oraz

l 1
/ sin? 7 dr = 21 (3.18)
0 [ 2

Na podstawie (3.17) i (3.18) funkcja Q(t) przyjmuje nastepujaca postac

Qt) = T (3.19)
Ostatecznie rownanie (3.15) zapisujemy nastepujaco
. n?m?c? 2P , . nmut
T(t) + Z T(t) = T (3.20)

Powyzsze rownanie rézniczkowe rozwigzujemy klasyczna metoda, czyli dwuetapowo.
Szukane rozwiazanie jest suma rozwiazania ogélnego i szczegdlnego

T(t) = To(t) + Ts(t) . (3.21)
Rozwiazania ogolnego szukamy z czesci jednorodnej rownania (3.20)

n2m2c?
2

ktorego rozwigzanie przedstawiono ponizej

T(t) +

T(t) =0, (3.22)

nmct nmct
+ CESHI I

To(t) = C cos (3.23)
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3.1.1. Przypadek v # ¢

Rozwiazania szczegblnego szukamy metoda przewidywan.

t t
T,(t) = Asin BT+ Beos n7;v : (3.24)
gdzie
2PI c?
A= B=0. 3.25
N n?m?(c? —v?)’ (3:25)
Po zastosowaniu statych A i B rozwiazanie szczegblne przyjmuje postaé
2PI c? nmot
Ts(t) = i : 3.26
®) N n2n2(c? —v?) T (3:26)
Ostatecznie rozwiazaniem rownania (3.20) jest nastepujaca funkcja
nmct . nmct 2Pl c? . nmot
T(t) = Cycos 7 + Cssin i + N rZr2 (= o7) sin —— . (3.27)

Zgodnie z zalozonymi warunkami poczatkowymi (3.3) oraz rozwinieciem w szereg (3.4)
mozemy zapisac

el T(O)X(x) =0 T(O) -0
{ < T(0)X(z) =0 = {T(O) -0 (3.28)

Na podstawie powyzszych zatozen obliczamy state Cy i Cy w réwnaniu (3.27)

2Pl cv

Ciy =0 Cy = — 3.29
1 9 2 N n2ﬂ_2 (02 - /UQ) ( )
Po ich uwzglednieniu, otrzymujemy pelne rozwiazanie rownania (3.20)
2Pl c . nmut . nmct
T(t) = N (@ — o) (c sin —— — v sin— ) : (3.30)

Ostateczne rozwiazanie rownania (3.1) uwzgledniajac (3.4), (3.9) i (3.30) uzyskuje po-
stac

2PI c =1 . nmut . nmcet\ . nmx
u(z,t) = N (=07 nz::lﬁ (c sin — v sin— >sml : (3.31)

Przedstawione wyniki doskonale obrazuja wptyw bezwtadnosci struny na jej ostateczne
rozwigzanie. Latwo mozemy zaobserwowaé¢ odbicia fali mechanicznej od ruchomego
obcigzenia oraz obu podpor.

3.1.2. Przypadek v = ¢

Poniewaz dla predkosci ruchu sity grawitacyjnej v rownej predkosci fali w strunie ¢ roz-
wigzanie szczegoblne z poprzedniego przypadku (3.24) pokrywato by sie z rozwiazaniem
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Rysunek 3.2: Ruchoma sita grawitacyjna: trajektoria ruchomej sity (rysunek lewy) i srodek
struny (rysunek prawy).

ogdlnym. Musimy poddaé¢ je modyfikacji, zgodnie z zasadami rozwigzywania rownarn
rézniczkowych zwyczajnych niejednorodnych

t t
Ts(t) = At sing + Btcos m;c : (3.32)
gdzie
Pc
A=0 B = — 3.33
, Nom (3.33)
Po zastosowaniu statych A i B rozwiazanie szczegblne przyjmuje postac
Pct nmct
Ts(t) = — ) 3.34
) = = Nm 7 (3:34)
Ostatecznie rozwigzaniem rownania (3.20) dla v = ¢ jest nastepujaca funkcja
nmct nmct Pct nmct
T(t) = C Cy si — : 3.35
(1) 1 COS + Cysin l N €5 (3.35)

Na podstawie zalozonych warunkow poczatkowych (3.28) obliczamy state C; i Cy

Pl
Cl - 0, OQ - m (336)
Po uwzglednieniu statych, otrzymujemy
P [ . nnct nmct
T(t) = m (nﬂ' Sin — ct cos ) . (337)

Ostatecznie, zgodnie z (3.4) i (3.9) otrzymujemy przemieszczenia struny pod ruchomym
obcigzeniem grawitacyjnym, poruszajacym sie ze stalg predkoscia rowna predkosci fali

c=4/N/pA

[ t t
—sin T et cos ) sin L (3.38)
nm l l l
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Rysunek 3.3: Ruchoma sita grawitacyjna (predkos¢ przejazdu rowna predkosci fali): trajek-
toria ruchomej sity (rysunek lewy) i §rodek struny (rysunek prawy).

3.2. Inercyjna struna pod dziataniem ruchomej statej sity — trans-
formacja catkowa

Prezentowana metoda jest metoda szybsza i bardziej elegancka. Réwnanie ruchu, po-
dobnie jak réwnanie (3.1) ma nastepujaca postacé
0 %u(x,t)

Ox?

0 %u(x,t)

- N ik ek 4
ot?

pA = d(x—ut)P. (3.39)

Przyjmujemy te same zalozenia co w poprzednim paragrafie.
Aby réwnanie rozniczkowe czastkowe przeksztalcié do rownania rézniczkowego zwy-
czajnego stosujemy sinusowsa transformacje catkowa Fouriera

l :
V(j,t) = / u(z,t) sin%dx, (3.40)
0
2 & ]
u(z,t) = 7 > V() sin% : (3.41)
=1

Dokonujemy sinusowej transformacji Fouriera réwnania (3.39)

. P
V(jt) + wiV(jt) = oA sinwt | (3.42)
gdzie
_Jmv s  Jm N

Aby rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe (3.42) stosujemy transformacje catkowa Laplace‘a—
Carsona [15] i po przeksztalceniu otrzymujemy

Pw P 1

V*(j,p) = .

(3.44)
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Powracamy do przestrzeni rzeczywistej dokonujac odwrotnej transformaty Laplace‘a—
Carsona rownania (3.44):

. P 1 , wo.
V(j,t) = ij (smwt T smwﬂ) : (3.45)
Ostatecznie przemieszczenia struny sa nastepujace
> 2P 1 '
u(z,t) = —— 5 | sinwt — d sinw;t sin "0 (3.46)
o pAlw —w wj l

Rownanie (3.46) na podstawie (3.6) i (3.43) mozemy przeksztalci¢ do postaci otrzyma-
nej z rozwigzania klasycznego (3.31) gdy v # ¢

2PI c <1 . nmut . nmet\ . nmx
u(z,t) = N (=07 nz::lﬁ (c sin — v sin— >sml . (3.47)

W przypadku v = ¢ powyzsze rozwiazanie przemieszczen przyjmuje warto$¢ nieozna-
czona [0/0]. Stosujac metode de 1’'Hospitala

2P0 1 =1 t t t
%iﬂn%u(a:,t) = lim WTW;E (02 nTﬂcos m;v — ¢ sin m;c )sinmlm . (3.48)

Po przeksztalceniach z uwzglednieniem (3.6) dochodzimy do znanego nam rozwiazania
(3.38).

3.3. Bezmasowa struna pod ruchomym obcigzeniem inercyjnym

Przyjmujac p = 0 réwnanie ruchu struny pod ruchomym obciazeniem masowym (Rys.
3.4) uzyskuje nastepujaca postac

p
N m & V=const pA N

Rysunek 3.4: Ruchome obciazenie masowe.

O*u(z,t) 9 %u(vt,t)

Aby rozwiazaé powyzsze rownanie korzystamy z wlasnosci splotu

(3.49)

u(z,t) = G(z,s)*p(s,t) = /Ol G(z,s)p(s,t)ds (3.50)
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gdzie G(z, s) jest funkcja Greena, ktora otrzymujemy rozwiazujac tzw. rownanie pod-
stawowe zastepujac prawa strone (3.49) delta Diraca §(z — s). Ostatecznie przemiesz-
czenia bezmasowej struny zgodnie z (3.50) s splotem G(x, s) i niejednorodnosci (3.49):

p(z,t) = 6(x — vt) (P - mW) . (3.51)

Z prostego catkowania, na podstawie zatozonych warunkow brzegowych (3.2) oraz
przyjmujac nastepujace oznaczenia

r=uvt i u(t)=u(vt,t) (3.52)

otrzymujemy zgodnie z (3.50), (3.51) i (3.52) rézniczkowe réwnanie ruchu struny bez-
masowej pod ruchomym obcigzeniem inercyjnym

w(t) = (P - ma?(g;(t)) U[ (1 - ”;) vt] . (3.53)

Przyjmujemy bezwymiarowe przemieszczenia struny y oraz bezwymiarowy czas 7

gy = 2 % (3.54)
Uo )
gdzie
Pl

jest ugieciem statycznym w srodku struny. Podstawiajac (3.54) do (3.53) otrzymujemy
rownanie rozniczkowe zwyczajne, niejednorodne o zmiennych wspotczynnikach

T(1 — 1) gy(r) + 2ay(r) = 8ar(l — 1), (3.56)
gdzie N
a =5 (3.57)

3.3.1. Przypadek gdy o # 1

Przyjmujemy rownanie bedace rozwiazaniem réwnania (3.56)
y(t) = 7(1 — 1)v(r) . (3.58)
Podstawiajac (3.58) i jego druga pochodna do (3.56) otrzymujemy:
T(1—7)v(r) + 2 —-47n)p(r) — 2(1 — a)v(r) = 8a. (3.59)

Jednorodna czesé (3.59) jest rownaniem hipergeometrycznym [67] o ogolnej postaci
przedstawionej ponizej

71 —=7)u(r) + [c = (a+ b+ 1)7]v(r) — abv(r) = 0. (3.60)
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W pierwszym kroku rozwiazujemy czesé¢ jednorodna (3.59) gdzie wspotezynniki a, b1i ¢
maja nastepujaca postac
3+ V1 + 8« 3F V1 + 8«

2

5 bl’g = 9 , c = 2. (361)

aioz =

Rozwiazanie réwnania hipergeometrycznego gdy liczba ¢ jest liczba naturalng postaci
¢ =1+ m oraz a # m, b # m przyjmuje postac:

V1(7—> = F(a7bacy7—> 5

v(r) = F(a,b,c,7) InT + i {(alz)(fk) [h(k) — h(0)] T +
k=1 Ck

1
+ (1 —a)(l - b)T} ’ (3.62)

gdzie F'(a,b,c,T) jest szeregiem hipergeometrycznym

00 A B Tk
F(a,b,e,7) = 1 + kz::l ((2;:)[9)10 (3.63)
a (ay), (bg) 1 (¢x) sa tzw. symbolami Pochhamera
(ar) = ala+1)...(a+k—1),
(by) = bb+1)...0+k—1),
() = cle+1)...(c+k—1). (3.64)

Rozwiazanie szczegolne (3.59) na podstawie jego niejednorodnosci przyjmuje postac

v(r) = & (3.65)

Zgodnie 7 (3.58) dla a # 1 rownanie (3.56) jest nastepujace
y(t) = [An(1) + Asin(T) + vs(D)]7(1 — 7). (3.66)
Na podstawie warunkéw poczatkowych (3.3) obliczamy stale A; i Ay

—4
a—1"

Stala Ay = 0 znacznie upraszceza formute (3.66). Ostatecznie przemieszczenia struny
pod ruchomym obcigzeniem dla o # 1 sg nastepujacej postaci

yr) = 22r (=) - w(r)
- a4_0‘1 (1 —7)[1 = F(a,b,¢,7)] , (3.68)

gdzie F'(a,b,c,7) dane jest wzorem (3.63). Na wykresie mozemy zaobserwowac¢ wplyw
doktadnodci na rozwiazanie blisko konicowej podpory.
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Rysunek 3.5: Trajektoria ruchomej masy poruszajacej sie po bezmasowej strunie: mniejsza
doktadnosé rozwiazania (lewy rysunek) i wieksza doktadnosé rozwiazania (prawy rysunek).

3.3.2. Przypadek gdy o = 1
W tym przypadku réwnanie (3.56) przyjmuje nastepujaca postacé
(1 = 7)y(r) + 2y(r) = 87(1 — 7). (3.69)

Rownanie (3.69) posiada rozwiazanie analityczne w zamknietej formie. Ostatecznie
przemieszczenia struny pod ruchomym obciazeniem dla o = 1 przy zatozonych warun-
kach brzegowych (3.2) i poczatkowych (3.3) sa przedstawione ponizej

4

y(r) = gT(l —7)— §7' (14+27In(l —7) —2In(1 — 7)) . (3.70)

alfa=] ——

u/u0

18 i i i i

x/L

Rysunek 3.6: Trajektoria masy w przypadku bezmasowej struny (przypadek a = 1)
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i
P+mu

Rysunek 3.7: Ruch masy przy konicowej podporze.

3.4. Nieciagtos¢ rozwiazania w przypadku struny bezmasowej

Doskonata, zaawansowana metoda obliczeniowa zaproponowana przez Smitha|68] po-
zwala nam przedstawi¢ ciekawe wtasnosci rozwigzania blisko koricowej podpory. Pre-
zentowane wyniki przedstawiaja skok przemieszczenn pod masa w czasie. Rozpatrzmy
fizyczna nature tego skoku. Najprostsze wyjasnienie polega na przesledzeniu réwno-
wagi sit przedstawionych na Rys. 3.7. Musimy pamieta¢ ze, gtéownym zatozeniem tego
zadania jest stata wartos¢ naciagu struny N oraz stata wartos¢ predkosci v przejazdu
masy m. Na Rys. 3.7 pozioma sita pcha mase, aby utrzymac stata wartos¢ jej predko-
Sci. Koncowy dystans struny d musi by¢ pokonany przez mase w czasie d/v. Po tym
czasie masa musi znalez¢ sie na koncowej podporze, zgodnie z zalozonymi warunkami
brzegowymi. Jesli przemieszczenie up jest wystarczajaco duze w poréwnaniu z innymi
parametrami, przyspieszenie dzialajace na mase, powoduje duza site oddzialywujaca
na strung F' ~ umv?/d*. Gdy d dazy do zera, sita F dazy do nieskonczonosci. W na-
szym przypadku F' jest wieksza od N, jezeli m lub v jest wystarczajgco duze. Ten fakt
narusza nasze zalozenia i warunki stosowalnosci matych przemieszezen (Ou/0x)* << 1.

W przypadku gdy o = 1, struna bezmasowa ma pelne, zamkniete rozwigzanie
analityczne (3.70)

y(r) = 37’(1 —7)— §T (14+27In(l —7) —2In(1 — 7)) , (3.71)

a zatem dowod niecigglosci przy koricowej podporze jest bardzo prosty
lim y(7) = - . (3.72)

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem a # 1. Rozwiazanie dane jest w postaci sumy
(3.68)
4o

a—1

(3.73)

Eo(a+1i— 7 — Tk
y(r) = _(+ Db+i—1)

. c+i—1 k'

T(1—1) i

k=11
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gdzie 7 = wt/l > 0 jest bezwymiarowym parametrem czasu. Zastanéwmy sie nad
rozwigzaniem roéwnania (3.73), a szczegblnie nad jego wartoscig przy 7 = 1. Pierwszy
sktadnik 7(7 — 1) réwna sie zero, natomiast pozostata czes¢ dazy do nieskonczonosci

> (a+i—1)b+i—1) 7
2 H c+i—1 k- (3.74)

Mamy wiec nieokreslone rozwiazanie [0 - co| przy 7 = 1".

Ten sam wynik otrzymamy na podstawie twierdzenia Abela. Szereg potegowy mo-
zemy zapisa¢ w nastepujacej formie

S A Ak:H(a—H Hb+i—1)
k=1

L eri—1)i

(3.75)

W tym przypadku lim A, 7% =00 iy(17) =0-cc.
T—17
Aby pozby¢ sie nieoznaczonosci w rozwiazaniu Smitha, przedstawiono inny schemat

postepowania polegajacy na wlaczeniu sktadnika 7(7 — 1) do sumy. W ten sposob
rownanie (3.73) zostalo przeksztalcone do nastepujacej formy

(1—7‘)50: (ak) (bk) T . abTt i ag— 1 bkfl) ((a—l—k’—l)(b—i—k—l) _1> (kq-k

= () k! —~ (k1) k(c+k—1) — 1l
(3.76)
gdzie
(ap) = ala+1)...(a+k —1),
(by) = bb+1)...0+k—1),
(k) = cle+1)...(c+k—=1). (3.77)

Zgodnie z kryterium Rabbego dla a + b < ¢ + 2 granica

>k (a4+i—-1)(b+i—1) 7F
hm 1—7'21] pr— o

jest skoriczona. Teraz mozemy oszacowaé wartosé sumy (3.76). Suma pierwszych trzech
sktadnikow wraz z abr/c jest dodatnia. Nastepne sktadniki sumy sa takze dodatnie.
Dowodzi to, ze suma (3.76) jest skonczona i wieksza od zera. Nieciagtos¢ funkeji zostata
przedstawiona na Rys. 3.8.

Przyjrzyjmy sie warunkom brzegowym dla 7 = 1. Mozemy wyobrazi¢ sobie syme-
tryczne zadanie z masa poruszajaca sie z 7 = 2 do 7 = 1 (z sila P o przeciwnym
znaku). Otrzymamy wtedy dwa analogiczne problemy przy 7 = 1. Suma tych dwdch
granic dla 7 = 1 réwna sie zero

1 < lim y(7) + TIH% y(T)) =0.

2 \r—1-

Potrafimy réwniez obliczy¢ pochodna dy/dr. Jej granica przy 7 — 1~ jest wskazni-
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Rysunek 3.8: Nieciaglosé¢ funkeji (3.73) w punkcie 7 = 1.

Rysunek 3.9: Lewa i prawa granica w przypadku gdy 7 = 1.

kiem nachylenia koricowego fragmentu struny wzgledem osi poziomej. W przypadku
ruchomej sity P przyjetej ze znakiem minus otrzymujemy nastepujaca granice

lim — =o0. (3.78)

Potwierdza ona ostatecznie nieciagtos¢ trajektorii ruchomej masy poruszajacej sie po
bezmasowej strunie.



Rozdziat 4

Rozwiazania analityczne rdwnania drgan
belek

W przypadku belki Bernoulliego—FEulera jak i Timoshenki zastosowano znanag z po-
przednich rozdziatow transformacje Fouriera. Dzieki temu redukuje sie czastkowe row-
nania ruchu do rownania rézniczkowego zwyczajnego. Otrzymane rownanie rozwiazano
w obu przypadkach przy pomocy catkowej transformacji Laplace’a—Carsona.

4.1. Belka Bernoulliego-Eulera pod ruchoma, stata sita

Roéwnanie ruchu belki Bernoulliego-Eulera wyglada nastepujaco:

Otu(x,t) Du(x,t)
Zaktadamy nastepujace warunki brzegowe
0%u(x,t) 0%u(x,t)

0,t) = 0 [,t) =0 — =0 — =0, (4.2
U( Y ) Y u(? ) Y axQ im0 Y axQ . Y ( )
oraz warunki poczatkowe

0 t
u(z,0) = 0, uz,t) = 0. (4.3)
ot |,_,

Stosujemy sinusowa transformacje Fouriera w przedziale < 0;1 > (3.40), w ktorej rozwi-
niecie przemieszezen w nieskonczony szereg (3.41) realizuje zalozone warunki brzegowe

(4.2)

4,4 . : t
EIJZZ V(j,t) + pAV(j,t) = Psin ]77’ (4.4)
Rownanie (4.4) mozna zapisa¢ nastepujaco
. P
V(j,t) + LV (jt) = p—Asinwjt, (4.5)
gdzie
_gmv s  FEI gimd
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Rysunek 4.1: Belka Eulera pod ruchomym obciazeniem grawitacyjnym: trajektoria ruchomej
sity (rysunek lewy) oraz ugiecia w §rodku belki (rysunek prawy).

Stosujemy transformacje Laplaca-Carsona rownania (4.5), uwzgledniajaca zatozone wa-
runki poczatkowe

v QViip) = — 22 4.7
pV(ip) + V(4 p) oA P+ (4.7)

Po uporzadkowaniu rownanie przedstawiamy w nastepujacej postaci

* Puw; P 1

Vij,p) = . 4.8
(]7p) p/l p2_+ u? p2_+ Q? ( )
Nastepnym krokiem jest zastosowanie odwrotnej transformacji Laplaca-Carsona
: P 1 . wj
V(jt) = oA W (smwjt — Q—;sm th> . (4.9)

Z kolei odwrotna transformacja Fouriera w skonczonym przedziale < 0 : [ > daje
nastepujacy wynik

> 2P 1 ) Wi . . jmx
u(z,t) = Al W (Slnwjt — dstﬁ) sin —— . (4.10)

Jj=1 J

4.2. Belka Timoshenki pod ruchoma, statq sita

Postepujemy podobnie jak w przypadku belki Bernoulliego-Eulera. Réwnanie ruchu
belki Timoshenki ma nastepujaca postac

4 4 4 2
E[a u(z,t) <p[ N pk‘E[> O*u(z,t) N kai 0*u(z,t) N pAﬁu(x,t)

ot G ) 022082 G ot oz
ET 9%*q(z,t) I 9%*q(x,t)
=alwt) —ked o T PGA Tar

(4.11)
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Przyjmujemy warunki brzegowe

0 %u(x,t) 9 %u(zx,t)
u(0,t) 0, u(lt) 0, oa? | 0, 9a? | _, 0, (4.12)
oraz warunki poczatkowe
0 t
w(z,0) = 0, 2umbl (4.13)
ot |,_,

Zewnetrzne obciazenie opisujemy jako site skupiona dziatajaca w przemieszczajacym sie
punkcie x = vt

q(z,t) = 6(x —vt)P . (4.14)
Wyznaczamy druga pochodng tego wyrazenia wzgledem z

d%q(x, 1)

W = 5/,(I—Ut)P, (415)
oraz druga pochodna wzgledem ¢
D*q(x,t
qa(;’) = §"(x — vt)Pv? . (4.16)
Po zastosowaniu sinusowej transformacji Fouriera w przedziale < 0;1 > otrzymujemy
4t EIN %72 . I = .
EIL VG + (o + ok ) 15 V00 + 0t V) + pAV (1) =
4.17
P Jgmut n kEI g2m? | gmot i 1 P Gjim? | jmut ( )
= Psin sin = v sin .
I GA P L Meatt e z
Powyzsze rownanie mozemy zapisa¢ w skroconej postaci
i - ~ Tt
V(j,t) + bV (j,t) + éV(j,t) = dsin“l” , (4.18)
gdzie
. b s~ d
b=2" =% 4=2, (4.19)
a a a
oraz ; o o B
= k= b=pA ‘”(I k:) 4.20
a=pks pA+ T (Pl k5 ) (4.20)
i
4,4 2,2 2,2
i El _j°m I 0 J°m
= Kl d=P+k—P — pk—P 4.21
‘ i oAt e et e (4.21)

Rozpatrujac czesé jednorodna rownania (4.18) oraz stosujac podstawienie V(j,t) = e"*

otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
b+ eg) =0 (4.22)

Rownanie to, w zaleznosci od wspolezynnikow b(j) i ¢(j) ma trzy wersje rozwiazain.
W pierwszym ma dwa podwojne pierwiastki rzeczywiste mo = fa; i r34 = =*as.
W drugim dwa pierwiaski zespolone 1 o = a3+ib; i r34 = —ag=£ib;. Trzecim wariantem
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sa pierwiastki urojone 719 = =£iby i r34 = *ibs. W zwiazku z tym rozwiazanie ogolne
(4.18) moze mie¢ trzy rozne postaci:

Vo(j,t) = Cre™t + Coe™ ™! + Cae™' + Che™ | (4.23)

lub
V,(j, t) = ™ (Cysin byt + Cy cosbyt) + e~ % (Cysin byt + Cy cos byt) (4.24)

lub
Vo(j,t) = Cy sinbyt 4+ Cy cos bat + Cgsin bst + Cy cos bst . (4.25)

Jedynie trzeci przypadek ma sens fizyczny. Wraz ze wzrostem j pojawiaja sie czesci
rzeczywiste aj i ag lub a3 w rozwiazaniach rownania charakterystycznego (4.22). Zatem
w przypadku pierwszym i drugim przy kolejnych j rosna potegi funkcji wyktadniczej,
a wraz z nimi przemieszczenia belki. Swiadczy to o rozbieznosci bedacego rozwiazaniem
szeregu (3.41).

Stosujemy teraz transformacje Laplaca-Carsona (L-C) do réwnania (4.17)

x ~ * I s wp
p'V(p) + 0V (ip) + V(ip) = d5— (4.26)
p*t+w
gdzie _
- # . (4.27)
Po uporzadkowaniu rownanie (4.26) przyjmuje ponizsza postac
* A 1
V(j,p) = dw—gr (4.28)

PHwptybp+eé

Aby odwrdéci¢ transformate L-C, musimy roztozy¢ prawa strone réwnania (4.28) na
utamki proste. W tym celu nalezy rozwiaza¢ ponizsze rownanie

P4 ée=0. (4.29)

Pierwiastkami tego réwnania sa

1 . -
pL = 2\/—25 +24/0% — 4¢ (4.30)

1 N ~
1 . -
1 . "
by = _2\/_2b_2m — (4.33)

Na podstawie powyzszych rozwigzan mozemy napisac

dw A B C D E F

~ — = — + — + + + + .
(P> +w?)(p* +bp*+¢) p—iw ptiw p—pr ptp p—ps  P+Dps
(4.34)
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State A, B, C, D, E i F obliczamy z uktadu réwnan

A+B+C+D+FE+F=0
iAw —1Aw + p1C — p1 D + p3sE —p3F =0
—Ap3 — Ap? — Bp? — Bp? — Cp% + Cw? — Dp2 + Dw? — Ep} + Ew? — Fpi + Fw?* =0
—iApgw — iAp%w + in%w + in%w — C’plp% + Cpw® + Dp1p§ — Dpw? — Ep%pg—l—
+ Ew?ps + prpg — Fpsw® =0
Ap2p3 + Bpips — Cpiw? — Dpiw?® — Epiw?® — Fpiw? =0
iAwpZp? — iBwpip? — Cp1p2w? + Dpip2w? — Epsp?w?® + Fpsp2w? = dw

(4.35)
Po rozwiazaniu uktadu (4.35) rownanie (4.34) zapisujemy w postaci nastepujace;
5 Sy d L d 1 dw
dw _ @A@Y | 2 0@ | 2 @ m B
(92 + w?)(p* + bp? + ¢) p— iw P+ iw P—n
1 dw 1 dw
2 (W2+pPpr(p3—p7) | 2 ps(wp3+ps—pipi—w?p) i
D+ D D —D3
_1 dw
2 p3(w2p3+ps—pip3 —w?pl)
P+ D3
(4.36)
Zgodnie z podstawami transformacji Laplaca piszemy
1 at
— ™. (4.37)
p—a

Stosujemy teraz odwrotna transformacje Laplaca-Carsona réwnania (4.28)

d ; ; 1 dw
V(jit) = i et — ) 4 = e =) +
2 (p3 +w?)(pi +w?) ( ) 2 (w? + p?)p1(p3 — pi) ( )
1 dw
+ = ePst — e7pst)
2 p3(w?p3 + ps — pip3 — w?p?) ( )
(4.38)
Rownanie (4.38) mozemy zapisa¢ w postaci
d ; ; 1 dw
v ],t = — 6lwt o 6—1wt - eplt o e—plt 4
0= Gmrmr | ) Am ) )
1 dw
+ = 6P3t _ 6—P3t )
2 p3(w?p3 + p3 — pip3 — w?pi) ( )
(4.39)
Poniewaz
exl . 6—:(:1
i = 4.40
sin x 51 : (4.40)
oraz I
sinhz =~ . (4.41)
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Rysunek 4.2: Belka Timoshenki pod ruchomym obciazeniem grawitacyjnym: trajektoria
ruchomej sily (rysunek lewy) oraz ugiecia w srodku belki (rysunek prawy)

Ostatecznie otrzymujemy

~

V(j,t) = d sinwt — do sinh pyt+
’ (p? 4+ w?)(p3 + w?) (w? + p})p1(p3 — p})
dw
p3(w?p3 + p3 — pipd — w?pi)

(4.42)

sinh pst .

Powrot do rzeczywistych przemieszezen z sinusowej transformacji Fouriera pozwala
uzyskaé¢ koricowy wynik

?Z smﬂ

= . (4.43)



Rozdziat

Rozwiazania potanalityczne struny

Rozwiazania analityczno-numeryczne dotycza struny pod ruchomym obciazeniem in-
ercyjnym. Uwzglednienie ruchomego obcigzenia bezwladnosciowego pociaga za soba
bardzo powazne matematyczne konsekwencje. Rozniczkowe rownanie ruchu, otrzymane
w rozdziale 2, po odpowiednich catkowych przeksztatceniach, w ostatniej fazie musi by¢,
ze wzgledu na swoja postacé, obliczane numerycznie. Dystrybucja pod postacia delty
Diraca moze budzié¢ wérod czytelnikow wiele kontrowersji. Jako powod nieciaglosci roz-
wigzania upatrywano witasnie jej obecno$é. Z tego wzgledu tez zastosowano odmienny
sposob podejscia do problemu. Zastosowano réwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju. Ta
energetyczna metoda do zapisu energii badanego uktadu nie wymaga stosowania delty
Diraca.

5.1. Inercyjna struna pod ruchomym obcigzeniem inercyjnym

Rozpatrzmy strune przedstawiona w poprzednim rozdziale. Dodajmy do statej, rucho-
mej sity P poruszajaca sie wraz z nia mase m (rys. 5.1). Rownanie ruchu opisujace

Rysunek 5.1: Poruszajace sie obciazenie inercyjne.

strune pod dziataniem ruchomego obciazenia inercyjnego jadacego ze stata predkoscia
v ma nastepujaca postac

2 2
0%u(z,t) oA 0%u(x,t)

n 0%u(vt, t)
Ox? ot?

- N
ot?

= d(z—vt) P — 6(x —vt)m (5.1)

34
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Przyjmujemy te same co wezesniej warunki brzegowe (3.2) i poczatkowe (3.3). Podobnie
jak w poprzednim rozdziale stosujemy transformacje Fouriera (3.40) i (3.41) i zaste-
pujemy rownanie czastkowe roéwnaniem zwyczajnym. Mozemy rozwinaé przyspieszenie
poprzeczne ruchomej masy w nieskonczony szereg z odpowiednimi wspotczynnikami

0%u(vt,t) 2 _ kmot 2kmv kmut k2 m2? . kmot
T =7 ; sin — + i V(k,t) cos R V(k,t) sin l
(5.2)
Catkowa transformacja (3.40) rownania (5.1) zostala zapisana ponizej
2 12 . et 9 u(vt, t) ! '
NI V(j,t) + pAV(j,t) = Psin?™" mu(v,)/ d(x —vt) sinjﬂd:c,
[? [ 0t? 0 l
(5.3)
gdzie catke zawierajaca delte Diraca zapisuje sie w prostej postaci
. . ot
/ d(z — vt) sin % dr = sin Jﬂ;j : (5.4)
0
Uwzgledniajac (5.2) i (5.4) mozemy zapisa¢ (5.3) w sposob nastepujacy
2 7 - Tt 2m & - kmut it
ijlf V(j.t) + pAV(j.t) = P’ﬁnjzv ——4%2§:quj)$n v mn]:“ _
k=1
2m & 2k7rv kmvt | gwot
— Z ) cos sin
l l
“H krot . jwot
+ — Z V(k,t) sin 77} sin jﬂ;}
(5.5)

Ostatecznie réwnanie ruchu po transformacji Fouriera przyjmuje postac

pA V(1) + ad V(k,t) sinwgt sinwit + 20wy V(k,t) coswyt sinw;t +

k=1 k=1 (56)
+ Q*V — aZwk (k,t) sinwgt sinw;t = P sinw;t
gdzie
k 22 2
wk:%v, wjzﬁ, QQ—NJZZ, a:Tm. (5.7)

Poniewaz nie potrafimy kontynuowaé¢ obliczen analitycznie, musimy rozwigzaé¢ rowna-
nie (5.6) numerycznie. Zapisujemy (5.6) w postaci macierzowej, gdzie macierze M, C
i K sa macierzami kwadratowymi (j, k = 1...n)

2.t /(2. ¢
M . +C +K , =P, (5.8)
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lub krocej

gdzie
pA 0
0 pA
M =
0 0
1’;” sin
1mv
C—92 |1 sin
%sin
1272
12 N
0
K =
0
1271'27.12
l2
127292
— 12
127292

MV +CV +KV =P

0 sin 17V gin 1700 gjp Lt
0 sin 27 gin 170 gjp 27t
+a
A . : .
P sin —"’;”t sin —“l”t sin ”T’t
17;1)15 CoS 17rlvt 27lrv sin 17;1;15 COS 27;1)15
2mut CoS lmvt 2mv sin 2mut cog 2mut 2ot
l l e l !
nmut CoS lovt 27w gin nmut nmot COS 2ot
l l l l l
0 0
2272
2 0
2,2
0 wr N
. . 22,2 .
qin 1ot qin lﬂ;ut 2 7lr2v sin 17;1115 qin 27rlvt
22,2 .
qin 2mut qin 17;”Ut 2 7lr2'u sin 27;1115 qin 27rlvt
. . 22,2 . .
sin nmot sin 17'Evt 2 7;21) sin nT;vt sin 27;1}75
SHES
s 2mut
P=p S1n =
sin 2ot

(5.9)

lrvt
l

2mut
l

2ot
l

2mut
l

nmut

l

nmot

l

sin sin sin

sin sin sin

nmut nnot

2ot qin l

l

sin

(5.10)

sin
nmut

l

nmut

o, (5.11)

1mut
l

2ot
!

nmTv

e sin

COS ——

270 gin cos

nmut

l

sin cos et

n2n2v?

12

1ot
l

21t
l

sin

sin

n2m2¢2

12

sin

(5.13)

Wspotezynniki V (4, t) wyznaczone numerycznie podstawiamy do szeregu opisujacego

przemieszczenia struny

u(z,t)

~| o

Jmx
) sin —

(5.14)

W ten sposob uzyskujemy rozwiazanie w catym rozpatrywanym obszarze przestrzen-
nym. Mozemy wyznaczyé przemieszczenia w dowolnym miejscu struny oraz wykresli¢
o$ odksztatcona struny w pelnym zakresie predkosci masy v. W punkcie x = [ obserwu-
jemy nieciggtosé trajektorii. Rys. 5.2 przedstawia przemieszczenia struny w czasie przy
wybranych predkosciach ruchu masy v. Rys. 5.3 pokazuje rozwigzanie analogicznego
zadania, w ktorym obciazenie struny realizowane jest w postaci oscylatora, ktorego
sztywnosé zmierza do nieskoriczonosci. Obliczenia wykonano metoda elementow skon-
czonych, przyjmujac sztywnosé sprezyny oscylatora ok. 8 rzedéw wieksza od sztywnosci
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poprzecznej struny. Wyzsze zakresy sztywnosci powodowaly rozbieganie sie iteracyj-
nych rozwigzan. Na rys. 5.4 uwidoczniono w pelni przemieszczenia punktéw struny
w czasie. Dostrzec mozna tez niecigglo$¢ opisana wczesniej, zwtaszcza przy predkosci
v =0, 5c.

0.5 T T T T

u/uo

'
=
T

-1.5

POOOO0O00O00O

0.5

05 |
o ;
= :
S 0.1
1 L 02
1 0.3 -
0.4
0.5
a5 F 9%
0.8
0.9
1.0 -------
-2 1 1 | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
vt/L
Rysunek 5.3: Trajektoria ruchu masy przy roéznej predkosci v — obciagzenie ruchomym

oscylatorem.

Przyjmujac w szczegolnym przypadku p = 0 w (5.10) otrzymujemy rozwiazanie
zadania ruchu struny bezmasowej (rozdzial 3.3). Rozwiazanie to przedstawiono na rys.
5.5. Obie krzywe pokrywaja sie.
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Rysunek 5.4: Symulacja drgan struny obciazonej
0,5¢, 1,0¢c, 1,2c i 1,5¢.

PR, 0000
oRNRORNO

PRRRRO0000
oohN ook

PRRRrOO0000
oRN ook

inercyjnie, przy predkoéci v,,=0,2¢, 0,3c,
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Rysunek 5.5: Rozwigzanie potanalityczne struny bezmasowej oraz analityczne opisane przez

Frybe.
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5.2. Roéwnanie Lagrange’a 2-go rodzaju w przypadku struny pod
jadaca masg
Dzieki energetycznemu podejsciu do problemu nie musimy postugiwac sie delta Diraca

w opisie ruchomego obciazenia [17|. Energia kinetyczna struny oraz ruchomej masy
przedstawia sie nastepujaco:

1 L ou(z,t) ?
E, — - pA / N dr + By, 1
TP o[@t]x—i_k (5.15)
gdzie
1 Ju(vt,t) ?
By = —m | ————= 1
g Qm[ ot ] (5.16)
Energia potencjalna struny i ruchomej sity grawitacyjnej opisana jest nastepujaco
1 L Ou(x,t) ?
E, = 5N/O [ R ] dz — Pulvt,t) . (5.17)

Rozwijamy przemieszczenia struny w nieskonczony szereg

o0

= ;Ui(x)ﬁi(t) : (5.18)

Z kolei przemieszczenie struny w punktcie styku z ruchoma masa oraz jej pierwsza
pochodng po czasie zapisujemy wzorami

u(vt,t) iUJ vt)&;(t) (5.19)
j=1
3u(vt t) / > :
— ZU B YU = f(.4) - (5.20)
r=ut J=1 r=uvt

Catkowita energie badanego uktadu (5.15), zgodnie z (5.18), po przeksztatceniach mo-
zemy przedstawi¢ w nastepujacej formie

1 8u(vt,t)]2
SpA Y EWER) | U U (a)da + . 5.21
3 Zf o) [ U : Qm[ 5 (5:21)

Przyjmujemy ortogonalna funkcje U;(z), ktora w sposob naturalny realizuje zatozone
warunki brzegowe (3.2)

Ui(x) = sin— . (5.22)

L1 jezelii =7, (5.23)
0 jezelii#j . '
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Zgodnie z (5.22) energia kinetyczna uktadu przyjmuje postac

8u(vt,t)r ‘ (5.24)

I |
B= [l 60 + Qm[ o

W przypadku energii potencjalnej rownanie (5.17), na podstawie (5.18) i (5.19) oraz
po catkowaniu przez czesci, mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie

B, = 3N > &6 [ U@ a)ds — Pulu 1) =

(5.25)
1 00 1 00
= =3V Y &0&W [ U@Ude — PYU0E(W) |
ij=1 i=1
gdzie zgodnie z (5.22)
Y 2'27r2
Ul'(x) = _ZTUi(x) . (5.26)
Dzieki temu rownanie (5.25) przedstawiamy wedlug nastepujacego wzoru
1 o) i27T2 1 00
ij=1 i=1
Ostatecznie energie potencjalna struny mozemy przedstawi¢ nastepujaco
1 oo 2.2 00 . t
E, = ENZZ% 2(t) — P} &(t)sin ”Tl” . (5.28)
i=1 i=1

Teraz, kiedy mamy juz energie kinetyczng i potencjalna przedstawiona we wspotrzed-
nych uogoélnionych, bedacych funkcjami czasu, mozemy zajac sie sformutowaniem réw-
nania ruchu przy uzyciu rownania Lagrange’a drugiego rodzaju. Jego postaé¢ ogodlna
dana jest wzorem

AR (529

a\ag ) " oe T o

W tym przypadku obciazenie zewnetrzne H;(t) = 0. Na podstawie (5.16) i (5.20)
otrzymujemy

OBgm  OQu(vt,t) d (Ou(vt,t)

oc, ' ot dg}-( o ) (5:30)
oraz

8E1‘m _ m@u(vt,t)i Ju(vt,t) ‘ (5.31)

o, o ag \ ot

W réwnaniu (5.29) uwzgledniamy (5.30) i (5.31) oraz obliczamy pochodna energii ki-
netycznej (5.24) wzgledem uogolnionego przemieszezenia &; oraz predkosci &;

OFE OEym, > igm? dmvt jmot > i ot jmot
85; — 8; =m v Zjl72T cos z7rlv oS jﬂlv &) +v > chos—mlv sin]—ﬂ;} &

i.j=1 i |
(5.32)
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oL},

- = 1/0141 i&(t)
i=1

9 2

E t !
88£m _ AZZ& +m vzj%singcos]ﬂ;} &(t) +
. ij=1

t t -
+ Z Sm#sin jﬂlv £(t)

i,7=1

(5.33)

Nastepnie obliczamy pochodna energii potencjalnej (5.28) wzgledem uogolnionych prze-
mieszczen &;

OE, 1 >, %72 = . it
= -NIY —&(t) — P in— . .34
7%, 5 Zz::l 7 &(t) ;sm 7 (5.34)

Pochodna (5.33) wzgledem ¢ ma nastepujaca postac

d (0B _ 1 o jd{.mvt jmot }
dt<8&>_2pm;&(w+m{z T e B B

(5.35)

+ i U {smmlvtsinﬂmtfj( )}} .

7,7=1

Ostatecznie rownanie Lagrange’a 2-go rodzaju (5.29), opisujace strune z ruchomym
obcigzeniem inercyjnym przyjmuje postac

1 Ei v d t t ' Tt Ut
—pAlLY &(t) + m I {sinmcos Jmv ]fj( ) + Z I Gin T cos 170 &)+
2 = ] 1t l =t l l
t t t (s 1 X 272
+m Z [sin imot sin Jmu ]fj( ) +m Z sin imot sinjm} fj( ) + —NZZ—Z 7; &(t) —
i L dt l i l l 2 =
o0 . . 2 . t . t o0 . . t . t . t
—m |[v* ) 2]7; cos T o5 170 &Gt +v ) T eos % gin mfj(zf) = Psmﬂ :
i ! l l = ! l l l
(5.36)
gdzie
d { 1ot jmjt} 1TV 1ot jgmot  gmv | awot | gmut (5.37)
— [sin —— cos = — cos cos — sin sin :
dt l l [ l l l l [
d t t ) Ut TVt ' Ut Ut
T {Sinmlvsin ‘le } = #cos W;} sin ]le + ‘77lw sin mlv cos ‘77Tlv . (5.38)

Jest to rownanie rozniczkowe o zmiennych wspotczynnikach z dwiema niewiadomymi.
Ostatecznie réwnanie (5.36) mozemy zapisa¢ prosciej

o ot ot A 2. i ot ot
> &(t) sin O Gin 1Y m Z]mjﬁ'-( ) sin T s 1Y
o l l pAl l l l - 39
N %72 2m X jini? ot gmot 2P . amot (5:39)

+pA 2 fi(t)—pAljZ::l B &;(t) sin [ sin :pAlsm l

&(t) + m

Latwo zauwazy¢, ze rownanie (5.39) ma bardzo podobna budowe do réwnania (5.6)
z poprzedniego rozdziatu. Oba réznig sie tylko postacia prawych stron, a doktadnie
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mnoznikiem 2/1. Ostateczne rozwiazania przemieszczen u(z,t) beda identyczne w obu
przypadkach, poniewaz przemieszczenia (5.18) i (5.14) roznig sie tylko tym mnoznikiem.

Oczywiscie do rozwiazania (5.39) dojdziemy takze traktujac ruchome obciazenie
w rownaniu Lagrange’a (5.29) jako obciazenie zewnetrzne H;(t)

1ot

I
Hi(t) = / gl 1) sin =da (5.40)
0
gdzie funkcja ¢(x,t) dana jest wzorem

(5.41)

g(z,t) = d(z —vt) [P - ma%(vtﬁt)]

ot?

Nie uwzgledniamy wowczas, w zapisie energii kinetycznej i potencjalnej uktadu, rucho-
mej sity grawitacyjnej i bezwtadnosciowe].

5.3. Nieciagto$¢ rozwiazania struny masowej pod obcigzeniem
inercyjnym

W przypadku struny masowej rowniez obserwujemy efekt nieciaglosci trajektorii masy
przy koricowej podporze. Z uwagi na koniecznos¢é numerycznego catkowania macierzo-
wego uktadu rownan w koncowej fazie rozwigzania, nie potrafimy przedstawi¢ anali-
tycznego dowodu tej nieciagglodci, jak to przeprowadzono w rozdziale 3 w przypadku
struny bezmasowej. Na Rys. 5.6 przedstawiono poréwnanie obu rozwigzan. Gdy stosu-
nek m/pAl maleje, krzywe rozwiazan coraz bardziej sie zbiegaja.

Rys. 5.7 pokazuje zbieznos¢ koncowej fazy trajektorii ruchomej masy przy predkosci
v = 0,5, przy rosnacej liczbie wyrazoéw szeregu wynikowego. Przy rosnacej doktadno-
Sci obliczeri rozwiazanie coraz bardziej przybliza sie do rozwiazania nieciagtego. Nie
obserwuje sie przy tym pasozytniczych oscylacji w poblizu punktu konicowego.

T T
massless string
inertial string -------

u/u0

vt/iL

Rysunek 5.6: Poréwnanie trajektorii ruchu czastki materialnej poruszajgcej sie po strunie
bezmasowej i masowe;j.
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u/uo

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

-1.2
0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1

vt/L

Rysunek 5.7: Zbieznosé¢ trajektorii ruchomej masy dla rosnacej ilosci wyrazéw szeregu wy-
nikowego (v =0,5).



Rozdziat 6

Rozwiazania pétanalityczne drgan belek

Analitycznonumeryczng metode macierzowa z rozdziatu 4 zastosowano réwniez z po-
wodzeniem do belki Bernoulliego—Eulera oraz belki Timoshenki.

6.1. Belka Bernoulliego-Eulera pod dziataniem ruchomego ob-
cigzenia inercyjnego

Napiszmy réwnanie rozniczkowe ruchu belki Berboulliego-Eulera (B-E) obciazonej m.in.
ruchoma masa

84 0*u(w,t) Ou(z,t) O?u(vt,t)

9 + pAT = 0(z —vt)P — (x —vt)mT (6.1)

Przyjmujemy warunki brzegowe
0%u(x,t) OPu(z,t)
u(O,t) == O, U(l,t) =0 s W - =0 s axz . =0 s (62)
oraz warunki poczatkowe
B ou(z,t) B
u(z,0) = 0, o |~ 0. (6.3)

Zgodnie z definicjg sinusowej transformacji Fouriera w przedziale < 0;1 > piszemy

l |
V(jt) = /0 u<x,t)sm$dx, (6.4)

gdzie
> V() Sln‘]— : (6.5)

Jj=1 l

Na podstawie rownania (6.5), w punkcie x = vt mozemy wyznaczy¢ przyspieszenie

> krot  2kmo krot  k*mo? kot
Z[ V(k,t)sin 77} + ZTUV(k?,t)COS 7;1} - 7;21} V(k,t)sin o

(6.6)

Pu(vt,t) 2
o1

45
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Transformacja Fouriera rownania (6.1) pozwala napisac

- ot *u(vt, t) [t '
V(j,t) + pAV(j,t) = Psin jﬂlv —ma u;:;, >/ d(x—wt) sin?dx (6.7)
0

j47T4
[4

ET

ot

z .
/ d(x — vt) sin ? da = sin? l (6.8)
0
Uwzgledniajac sume (6.6) rownanie (6.7) zapisujemy w nastepujacej postaci
44 . Tt om . . kmot Tt
Efjlj V(j,t) + pAV(j,t) = Psin jﬂlv - TmZV(k,t) sin 7} sin jﬂlv _
k=1
2m & 2kmv kot ot
- ﬂz 7TUV(k,zﬁ) cos 2 sin I 4 (6.9)
I = 1 l l
2m & kAr? kmut . jmot
om Z rre V(k,t)sin % sin 1720
I = 2 l
Po uporzadkowaniu powyzszego réwnania mozemy uzyskaé¢ prostsza postac
V(it) + o > V(k,t) sinwyt sinw;t + 20 > wiV (k, t) cos wt sinwjt +
k=1 k=1
o b (6.10)
+ Q°V(j,t) — ad_ wiV(k,t)sinwytsinw;t = p—Asinwjt ,
k=1
gdzie
kmv jmv EI jirt 2m
- =L 02 = == = — . 6.11
CUk l Y CL)] l Y pA l4 Y « pAl ( )

Rowniez rownania (6.10) nie potrafimy rozwiazac analitycznie. W dalszym etapie catku-
jemy je numerycznie. W tym celu zapisujemy koricowe réwnanie w postaci macierzowej

V(1,t) V(1,1 V(1,1)
V(2,1) V(2,1) V(2,1)
M| T +c| T +K| =P, (6.12)
V(n,t) V(n,t) V(n,t)
lub w skrocie ) '
MV +CV+KV =P, (6.13)
gdzie
10 . 0 qin 17;vt sin 17Evt sin 17;vt qin 27;vt sin 17;1)15 <in m;vt
M o1 --- 0 sin@sin% sin@sin@ sin@sin%ﬁ
=|. . . |+« )
0 0 : 1 : nm}t‘ i 1ot : nvrvt‘ s 2mut ‘ : nm}t‘ 1 Ut
S1n I Sin - Sin I S1n = S1n i Sin I

(6.14)
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17lrv qin 17rlvt COS 17rlvt 27lrv <in 17;vt COS 21t n7lrv sin 17;Ut COS TLT;Ut
lmv L3, 270t lrvt 2mv 3., 2mot 2ot NIV L3, 27Ut nmot
—— Sl —— COS —— —— S1n COS —— —— SIIl —— COS ——
— l l l l l l ! l
C =2 ' . ' , (6.15)
17lrv qin n7;vt CoS 17rlvt 27l1'v sin n7;vt COS 2mut n7lrv sin TlT;Ut COS n7;vt
147t EI
l4 p7A 0 O
0 247t BT 0
14 pA
K = ' — (6.16)
4_4
= Bl
0 0 A pd
2,22 . 2,22 . 2,22 .
1 7lr211 sin 17rl'ut sin lmut 2 7{21) sin lﬂzvt sin 2ot n 7lr2v sin 17;1115 sin n7;'ut
2,22 . 2,22 . 2,.2,2 .
N 1 7lr2v qin 27rl'ut sin lmvt 2 7er qin 27121)16 sin 2ot n 7lr2 v” gin 27;1)15 qin n7;'ut
9
22,2 . 22,2 . 22,2 .
1 7lr2v sin m;vt sin lrot 2 7lr2v sin n7;vt sin 2mut n 7lr2 v2 gin n7;vt sin m;vt
sin 1ot
P sin 2mut
P=— (6.17)
pA
Sil’l nmvt
0.2 T T T
0 ; ; ;
-0.2
-0.4
-0.6
o
g -0.8
1
V= : :
-1.4 V= e i
V= f i
-1.6 V= - -
18— ‘ ‘ ‘

Rysunek 6.1: Trajektorie ruchu masy poruszajacej
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sie po belce B-E przy réznych predko-
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Rysunek 6.2: Symulacja drgan belki Bernoulliego Eulera obciazonej inercyjnie, przy pred-

ko$ci v, =0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 i 0,6.
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6.2. Belka Timoshenki pod dziataniem ruchomej masy

Roéwnanie ruchu belki Timoshenki pod dziataniem ruchomego obciazenia przedstawia
ponizszy wzor

Ou(x,t) BTN 0*u(w,t) o, I O*u(z,t) 0*u(z,t)
oy ASCEL2 R (Y S T Bl G I L) R R L
g~ (PTG ) g + PG g+ A g (618)
_ at) k‘E] 0?q(x,t) ok I 9%q(x,t) '
- 4% GA o2 PRGA o -

gdzie obciazenie zewnetrzne (sita + masa), czyli obciazenie grawitacyjne i bezwladno-
Sciowe opisane jest nastepujaca zaleznoscia:

2
g(z,1) = 6(z — vt)P — §(z — vt)mm‘a(;’f’” (6.19)
Druga pochodna (6.19) po z it
Pawt) ., , Pu(ut, 1
o 0 (x —vt)P — 0" (x — Ut)mT : (6.20)
2 2
Gy = §"(x —vt)Pv?* — §"(z — mf)mzﬂia ulvt, )
ot? Of2
\ (6.21)
L 20w — vt) DPu(vt, 1) B Y- J*u(vt, t)
z — vt)mu—p s T~ vt)m——

Na podstawie (6.6) obliczamy czwarta pochodna przemieszczeni po t w punktcie z = vt

u(vt, t 2. [ krot  dkmo - kmut k2m202 .. krut
8“8(2’4’) =73 [Vikt)sin 7;“ + ZWV(k;,t)cos 7’ _ 0 ;“ V(k, ) sin 7;” -
k=1
4k3 w303 kmot kit - kmot
— B V(k,t) cos + i V(k,t)sin 1 :
(6.22)

Podstawiajac (6.20) i (6.21) do (6.18), i uporzadkowaniu wzgledem pochodnych otrzy-
mujemy

OMu(z,t) EIN *u(z,t) o 1 I N 0*u(vt,t)
prl Y (o1 el B Sl A4 il _ 2
e <'0 ok G> a2z (p g ol Ut)pkaA) ot
, 21 Pu(vt,t) " EI
— 0'(x — vt)pkmvaT + (pA + 0(x —vt)ym — 8" (x — vt)kma +

I\ Ou(vt,t) EI
"e,. 2 ’ — _ P — 5y — Pk——
+ " (x — vt)pkmuv GA) 9 d(x — vt) 8" (z — vt) kGA +

1
+ 0" (x — vt)PpkaQ :
(6.23)
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Dokonujemy transformaty Fouriera (6.4) rownania (6.23)

44 22 . 1
gimt o jem EI) . o I 3 I ]7rvt8 u(vt, t)
El t I+ pk— )V (y,t k=V(j,t k
Tz (j, ) + 2 (p +rk (J,t) + p G (.7,)+pmGA l o
21 j ot Pu(vt, ¢ - ot EI j*n®  jmwot
+ pk‘vaAjZT Ccos ‘WZU u(;fg’ ) + pAV(j,t) + (msin ‘777} + kaAjl;T sin ‘le _

Tt EI j%m2 it
:Psinjm} + Pk I T indT%

_ 2
phmv o2 I GA 12 M

I j*n? o gt O*u(vt, t)
Ga "M

I 3272 jmot
- 2
Ppkuv I E sin T

(6.24)
gdzie
!
|67 =5 @) de = (~1 (). (6.:25)
Uwzgledniajac (6.6) i (6.22) rownanie (6.24) przyjmuje postac:
1:}(j, t) + Bsinw;t V(k, t) sinwyt + 20w; cosw;t > V(k, t) sin wyt +
k=1 k=1

o . A . .
+ 4B sinw;t Y V(k,t) coswpt + =V (4, t) + 7 (cf + cg) V(j,t)+

k=1 I
+ <IBC% Beay? — 6%2-) sinwit > V(k,t)sinwyt + 68w cosw;t S wi,V (k,t) cos wyt —
k=1 k=1

— 60 SiHth;;CUgV(k’ t)sinwgt + 2 ( Iﬁ 2+ By ﬁw?) sin wjtkz:lwk"/(k:,t) cos wyt —

— 60w, coswjtZka (k,t)sinwgt — 4Bsmw]t2wkv (k,t) coswit + Y3V (4, t) —
k=1 k=1

(ﬁc% + By — ﬁw?) sinw;t > wiV (k,t) sinwgt — 20w;cosw;t Y wpV (k,t) coswyt +

k=1 k=1
Py P oy oo 2
+ ﬁsmwjtZw V(k,t)sinwgt = p]c1 sinw;t + p—ACﬂ sinw;t — p—ij sinw;t |
(6.26)
gdzie
gm G E 3 2m kmv JTv
= — Cc1 = —_— Co — — = — W = ——— wW; = — .
Y 1 1 ]fp ) 2 P ) pAl ) k T J l
(6.27)

1 1 ¢o sa odpowiednio predkosciami fali $cinania i fali gietnej w belce Timoshenki. Row-
nanie (6.26) jest rownaniem roézniczkowym zwyczajnym czwartego rzedu o zmiennych
wspotczynnikach, ktorego nie potrafimy rozwigza¢ analitycznie, dlatego dalsze oblicze-
nia kontynuujemy numerycznie metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu. Rownanie
(6.26) w skrocie mozemy zapisa¢ nastepujaco

I'V+UV MV +CV LKV =P, (6.28)
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V=P-0OV-NMV-CV-KV, (6.29)
gdzie
s Amut L, 1lmut s It i 2mot i lmvt oo nwut
10 0 S1n ] Sin i S1n I Sin ] Sin i Sin ]
0 1 0 sin 27% gin 170 gin 2T gjp 2L ... gjp 2T gjp net
r= +0
. . . )
0 0 1 . . . . . )
sin —’”;”t sin —17”5 sin "’;vt sin 2”1”’5 --- sin ”’;”t sin ”T’t
(6.30)
17lrv COS 17;1;1& qin 17121;15 17lrv COS 17;’Ut qin 27rlvt 17[rv COS 17;1115 qin m;vt
2mv 2ot 3., lmot 2mv 2mut 1., 2mut 2mv 2ot nmvt
U:2ﬁ 1 COS I S1n ] T COS i S1n I T COS i sin “T% I +
'mlrv COS m;'ut sin 17;1)15 mlrv COS n7;vt gin 27rlvt n7lrv COS n7;vt qin nﬂl'vt
(6.31)
17lrv sin 17;vt cos 17;vt 27lrv sin 17Evt cos 277115 mlrv sin 17;1}75 Cos n7;vt
N 4ﬁ 17{71} sin 27;vt cos 17;vt 27lrv sin 27rlvt cos 27rlvt n7lrv sin 27rlvt cos n7;vt
)
l7lr7v sin nﬂl'vt cos 17;vt 27lrv sin nfgvt cos 27;vt n7lrv sin nﬂl'vt cos nfgvt
1272
1 0 0 0 0
2
2.2
A,l01 0 , | 0 Zz 0
M = 761 . . + (Cl + 02) . -+
00 1 0 0 n2r?
2
sin 1’;“ sin 17;” sin 17;” sin 2’;“ sin 17;” sin ”’;”t
Aﬁ sin 2mut sin 1ot sin 21t sin 2mut sin vt sin nmut
2 l l l l l l
+ = +
I
sin ”T’t sin 17;” sin "T’t sin 27;” sin —”T’t sin —”T’t
2.2 . 2.2 . 2.2 .
ll;r qin 17;1115 qin 17Evt ll;r qin 17;vt qin 27rlvt L. ll;r 17;1115 gin nﬂl'vt
2272 . 2wt i lwot 2272 . 2wt i 2mut 2272 2mvt 3., nout
2 2 57— Sl Sin 57— Sl Sin s 5 Sin
+ (502 — Bu ) 1 I 1 1 I I 1 I I
2.2 . . 2.2 . 2.2 .
nl27r sin nﬂl'vt sin lﬂ;vt nl27r sin n7;vt sin 2T;Ut L. nl;r sin nﬂl'vt sin nT;vt
'lTﬂlTﬂ cos 17rlvt cos 17§vt 1l7r 2l7r cos 17;vt cos 27;’Ut 1l7r anr cos 17;vt cos n7;vt
2w 1 2mut 1ot 21 21 21t 2mvt 2T nmw 2mvt nmvt
2 | 55 COS =5— COS =-=-COS COS —— =-—=— COS COS ——
+ 6ﬁ2} 11 l l 1 l l 1 l l _
_%1% cos n7;vt cos 17rlvt nTWQTW cos n7;vt cos 27;1)15 nl7r nlﬂ' cos nﬂl'vt CoS n7;vt
rq2.2 . . 2.2 2 .
1l;r sin 17rlvt sin 17rlvt 2l;r sin 17;vt sin 27rlvt nl;r 17;vt sin n7;vt
2.2 . 2.2 2,2 .
B 6502 1l;r 27rlvt sin 17rlvt 2l;r sin 27;vt sin 27rlvt nl27r 27;vt sin n7;vt
7
1272 sin nmvt gin imut 1nvt 2272 sin nmvut sin 2mut n2m2 sin nmut sin nmut
L 12 l l 2 l l 2 l l

(6.32)
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hrTv sin 171;117& COS 1T;’Ut 2711'1) sin 17;1)1‘/ cos 27121}1‘, . n7lr'u sin 17;1;1‘/ cos nﬂl'vt
C— 2Aﬁ CQ MTU sin 27;vt COoS 17;vt 27;'1) sin QTEUt cos 27;vt L. n7lrv sin 27;vt cos nfgvt N
- 1
hrTv sin nfgvt COS 17;vt 27lr'u sin n7;vt cos 27;1)1‘, mlw qin nﬂl'vt cos n7;vt
2 2
1l2 17lr'u qin 17;1}1‘/ CoS 17:;01‘/ 1l2 nflrv sin 17;vt COS nT;vt
2272 17w 2mut 1ot 2272 nwv 2ot nmot
2 2 5 1 sin COS 5 1 sin COS ——
9 (ﬁc — Bu ) 2 1 1 21 ] ]
2 )
2,2
nl;r 17lrv qin nﬂl'vt CoS lﬂivt nl27r ’rwlrv sin n7;vt cos m;vt
(6.33)
4,4
I 0
271
_ 2 2 4
K = dag| . : . (6.34)
4,4
0 0 o
2,22 2.2 2.2 .
1 72'21) sin 17;vt sin 17;vt 2 7lr v? sin 17rlvt sin 27;vt ... n 7l1'2 v? sin 17'Evt sin nﬂl'vt
22,2 2.2 . 2.2 . .
ﬁc C 1 72'21) sin 27;vt sin 17;vt 2 7lr v? sin 27rlvt sin 27;vt ... n 7l1'2 v? sin 27;vt sin nﬂl'vt
1-2 )
22,2 . 2. 2 . 2,22 .
1 711'21; sin nr;vt sin 17121;1% 2 7lr v? sin m;vt sin 271;Ut L n 7lr2 v qin nﬂl'vt sin m;vt
s 1ot
S1n -
P sin 2ot
2 2
nmut

sin
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Rysunek 6.3: Symulacja drgan belki Timoshenki

v,=0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,51 0,6.
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Rozdziat

Metoda elementow czasoprzestrzennych
(wariant predkosciowy)

W rozdziale tym zajmiemy sie numerycznym podejsciem do problemu ruchomej masy,
wykorzystujac predkosciowa metode elementéw czasoprzestrzennych. Klasyczna me-
toda elementow skoriczonych, mimo swoich niezaprzeczalnych zalet, wynikajacych gtow-
nie z mozliwosci doboru najskuteczniejszych narzedzi do catkowania réwnan ruchu
w czasie, wykorzystuje dwuetapowa aproksymacje: oddzielnie wzgledem zmiennej prze-
strzennej i oddzielnie wzgledem czasu. Mimo intensywnych prac, nie udato sie jej
wykorzysta¢ do rozwigzywania probleméw ruchomej masy, poruszajacej sie z duzymi
predkosciami. Bezposrednia modyfikacja macierzy bezwladnosci (Rys. 7.1) nie przy-
nosi zadowalajacych rezultatow. Takze proba podjeta przez Filho [20], uwzgledniajaca

ylyo

/\ P/—\ . . '
P]_ l l > 3 St
m m * P, ol oo L 5
: ‘ m2 R
| DX | '

O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
| \ i/l

Rysunek 7.1: Metoda polegajaca na prostej modyfikacji globalnej macierzy bezwtadnosci.

dodatkowy wplyw przyspieszenia Coriolisa oraz przyspieszenia odsrodkowego, wyko-
rzystujaca klasyczna metode elementow skoriczonych, jest btedna (Rys. 7.2).
Zasadniczym elementem rézniacym metode elementow czasoprzestrzennych od kla-
sycznych podejsé do rozwigzania problemu poczatkowo-brzegowego jest sposob dyskre-
tyzacji rozniczkowego rownania ruchu. W prezentowanej metodzie dyskretyzujemy roz-
patrywane réwnanie jednoczesnie wzgledem zmiennych przestrzennych oraz czasu. Mo-

o4
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Rysunek 7.2: Klasyczna metoda Filho zastosowana do struny.

zemy zatem postulowaé réwnowage pewnych wielkosci fizycznych, np. energii, w prze-
dziale czasu, a nie jedynie w wybranych chwilach. Rozwigzanie problemu sprowadza sie
do numerycznego rozwigzania uktadu rownan. Takie podejscie zaktada ciagly rozktad
charakterystycznych funkcji predkosci w caltym obszarze czasoprzestrzennym €2, w kto-
rym konstrukcja jest rozpatrywana. Metoda elementow czasoprzestrzennych jest uogol-
nieniem metody elementoéw skoriczonych.

7.1. Dyskretyzacja struny metoda elementéw czasoprzestrzen-
nych

Wykorzystamy tu predkosciowy wariant metody do dyskretyzacji struny. Rozpatrzmy

rownanie ruchu struny w zbiorze czasoprzestrzennym Q={(z,t): 0 <z < b, 0<t <

h}. Réwnanie mocy wirtualnej otrzymujemy mnozac rownanie ruchu przez predkosé

wirtualna v*(z, t). Catkujac catos¢ zaréwno wzgledem czasu jak i przestrzeni otrzymu-
jemy réwnanie pracy wirtualnej. Catkowitg prace wirtualng w zbiorze ) przedstawia

wzor 82 o 3
u u

gdzie n jest Wspélczynnikiem ttumienia wiskotycznego. W wyniku catkowania przez
czescl wzgledem = otrzymujemy

o [ Gy e [ 5 o

Przyjmujemy liniowy rozktad predkosci v = Ou / Ot w przestrzeni x i w czasie t:

dQ—n//Qv*de:O. (7.2)

v(z,t) = Ni(z,t)v; . (7.3)

i=1

W przestrzeni 2 macierzowa funkcja ksztaltu N = [Ny, ..., V4| ma nastepujaca forme

1 1 1 1
N = bh(x—b)( h), —%x(t—h), —%(:E—b)t, %xt . (7.4)
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Przemieszczenia obliczamy catkujac predkosci (7.3) i pamietajac o przemieszczeniach
poczatkowych u(zx, 0)

t t
u(z, ) :u(x,0)+/ (Nyor + ... + Nyvg) dt = u(z,0) +/ N*vdt . (7.5)
0 0
Ostatecznie otrzymujemy przemieszczenia zapisane za pomocy predkosci weztowych
(1) = u.0) + 21 b+ 2y )+ ottt (76)
u(x,t) = u(x, —(v1 — v — V3 + v —(—v1 +v —(—vy +wv vt , (7.
op U1 T V2 T Us b 1 V2) 5 (0 0 1
oraz ich pochodnag wzgledem zmiennej przestrzennej x
ou t2 t du
— = —(v1 — Vg — —(— — =0 - 7.7
5% = 0% (v1 —vg — 3+ vg) + b( U1+ v9) + dx't_o (7.7)

Wiasciwy dobor funkeji wirtualnych v* ma podstawowe znaczenie w metodzie elemen-
tow czasoprzestrzennych. Rozne funcje wirtualne zastosowane w obliczeniach, w wyniku
daja lepsze lub gorsze poziomy zbieznoéci i stabilnosci. W tym przypadku zastosowano
kapeluszowa funkcje predkosci wirtualnych, o statej wartosci w czasie

v (a,t) = (1 — %)03 v %m . (7.8)

Wymagane pochodne funkcji wirtualnej v* oraz rzeczywistej funkcji v, na podstawie
(7.8) 1 (7.3) zostaly przedstawione ponizej:

o 1
ax = 6(—1)3 + U4) y (79)
ov x 1

Ostatecznie rownanie (7.2) moze zostaé zapisane w macierzowej postaci

hopbl — (21 x 1 x x 1 =z
A / (5-1) {_ _ro_rL2 ]d dt
P2y 0[ - 11711 B bk T bl T

b

+N h/b _% i_é _i_{_é _i i dxdt — (7.11)
o Jo | ¢ |[20h b 200 B 2bh 2bh '
bl —(2—1D)| [(z=0b)(t—h) z(t—h) (x—0bt ut

— b — - “|dzdt =0 .

s /0 [ z ] l oh bbb bh|

Na podstawie macierzowego rownania (7.11) otrzymujemy trzy wynikowe macierze do-
tyczace struny

b [-1 -1 11
3 6 3 6
M= h[_l 1)1 1]:pb[_Ms\Ms]7 (7.12)
6 3 6 3
K = M % _% é —% -
b |2 1| _1 1|
3 3 6 6
NAR? 11 1
- 3K 15K 7.13
b [3 5 ] (7.13)
11| 1 1 . .
6 12 6 12
C = [1 1 ‘ 11 ] :”b{QCSIQCs} - (7.14)
12 6 12 6
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M, K, i C sa czasoprzestrzennymi macierzami bezwtadnosci, sztywnosci i wiskotycz-
nego thumienia. Mozemy zaobserwowaé, ze kazda z macierzy zbudowana jest z dwoch
macierzy kwadratowych, ktorych wymiar réwna sie liczbie stopni swobody w prze-
strzennym elemencie skonczonym. Macierze Mg, Ky i Cg maja podobne formy do ma-
cierzy otrzymanych tradycyjnie w klasycznej metodzie elementéw skoriczonych. Naj-
czesciej roznia sie jedynie odpowiednimi mnoznikami. Ostateczng forme zdyskretyzo-
wanego rownania ruchu, zakltadajacego rownowage sit na brzegach elementu w zbiorze
), przedstawiono w postaci macierzowej

Vi

(M+C+K){ }—l—e—O lub K*'v+e=0 . (7.15)
+1

7
Wektor v zawiera zaréwno predkosci weztowe v; w poczatkowym czasie ¢t = t; jak
i v,11 w koricowym czasie t = t; + h rozpatrywanego przedzialu czasu. h jest zalo-
zonym krokiem czasowym. Wektor predkosci v;11 jest jedynym nieznanym wektorem
W powyzszym réwnaniu, obliczanym krok po kroku. Ostatecznie musimy obliczy¢ prze-
mieszczenia q; 1. W tym celu uzywamy nastepujacej formuty

Qi1 =% FhBVi+ (1= B)vip] - (7.16)

Stabilne rozwigzania uzyskujemy przy § €< 0.5;1.0 >.

7.2. Elementy odpowiedzialne za ruchoma mase w przypadku
struny

Ostatni czton §(x — v,t) m O 2u(v,t, t)/0t? réwnania ruchu (5.1) opisuje ruchoma
site bezwladnosciowa. Wyrazenie 0 %u(v,,t,t)/0t? jest przyspieszeniem ruchomej masy
i jednoczesnie przyspieszeniem punktu struny, w ktorym ta masa sie znajduje (r =
To + vpt). Zgodnie ze wzorem Renaudota przyspieszenie ruchomej masy poruszaja-
cej sie ze statag predkoscia v,,, zgodnie z zasadami rézniczkowania funkcji ztozonej,
sktada sie z trzech nastepujacych cztonow:

Pu(vpt,t) O?u(x,t)

ot2 N Ot2

O?u(w,t)
Oxot

, 0%u(z,t)

+ 2u,, —_—
v mo Ox?

r=vmt

(7.17)

r=vmt r=vmt

We wzorze tym mozemy zauwazy¢ przyspieszenie poprzeczne, przyspieszenie Coriolisa
oraz przyspieszenie odsrodkowe. W przypadku struny zachodzi potrzeba zapisu przy-

pieszenia ruchomej masy % za pomocg predkosci
Pu(vp,t,t ov(x,t ov(x,t d [ou(z,t d
w(vmt, 1) Ov(z, 1) Lo v(z,t) P u(r,t) dug |-
ot? o |,_, or | _, , dt or | _, , du
(7.18)

Po przemnozeniu rownania (7.18) przez warto$é¢ masy m pierwszy sktadnik reprezentuje
bezwtadnos¢, a drugi i trzeci czton podobne sg do thumienia i sztywnosci. Ostatni czton
z kolei odpowiada za sity weztowe w chwili poczatkow] przedziatu czasu.
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ah

Rysunek 7.3: Trajektoria ruchu masy w czasoprzestrzeni.

W celu dyskretyzacji cztonu zawierajacego ruchoma mase, stosujemy te same co
w przypadku struny matematyczne podejscie, polegajace na budowie rownania pracy
wirtualnej )
/h /b N*md(z — xog — vt) 0 u(@o + vmt, 1) dadt . (7.19)
0o Jo ot?
Na poczatek zajmiemy sie pierwszym cztonem réwnania (7.18). Przyjmiemy te sama
liniowa funkcje interpolujaca (7.3) i (7.4) oraz predkos¢ wirtualna

vi(z) =N*q, = [1 ; ﬂ ap - (7.20)

Konsekwentne catkowanie prowadzi do otrzymania macierzy bezwtadnosci ruchomej
masy M,

—(1-k)® —k(1—r)

7.21
—k (1 — k) —K? (7:21)

m
I”i[mzi
h|:

(1—r)? Ii(l—li):|

k(1 — k) K>

gdzie k = (zg + 0.5v,,h)/b. xy jest poczatkowa pozycja masy w elemencie czasoprze-
strzennym (przy t = to) (Rys. 7.3). Macierz tlumienia ruchomej masy C,, przyjmuje
nastepujaca postac

Cm_mv[—;(l_“) é(l—ﬁ)‘ —%(1—&) ;(l—m)}

K

(7.22)

1 1
2 2

N[

Zajmijmy sie teraz wplywem przemieszczen u(z, t) i przemieszcezen poczatkowych u(x, 0)
na wynikowe macierze opisujace ruchoma mase. W wyniku catkowania przez czesci
otrzymujemy

dUO

he b d | OJu(x,t)
oy flote—m-mt G P50+

- —vfn/oh/ob5/(x—$o—vmt) l@u(m,t)‘ . + duo] v*(z) dadt .

] v (x)dadt =
(7.23)

ox dx
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Macierz K,, jest macierza sztywnosci ruchomej masy

K, =

mhuv?, I -1
602 | -1 1

2 2 7.24
. 2]. (7.21)

Z uwagi na liniowa funkcje ksztattu przy ¢t = 0 przemieszczenia poczatkowe zapisujemy
w postaci

x x
Uy = (1 — b) ug + gu4 , (7.25)
a ich pochodng jako
du 1 1

Ostatnim sktadnikiem odpowiedzialnym za opis ruchomej masy sa sity weztowe e,,

m

b2

2 ur, — U
_mu [ L P (7‘27)

—ur + up

Komplet trzech macierzy M,,,, C,, i K,, oraz wektor sit weztowych e,, stanowia pelny
opis wplywu ruchomej sity bezwtadnosciowej w metodzie elementéow czasoprzestrzen-
nych. Sa one zapisane w predkosciach [7].

Przeprowadzono obliczenia drgan struny z poruszajaca sie masg m. Uzyskane wy-
niki przy roznej predkosci z przedziatu 0 < v < 1,0c poréwnano z wynikami metody
poétanalitycznej i przedstawiono na Rys. 7.4. Przedstawione na wykresie krzywe niemal
pokrywaja sie z wynikami obliczenn pétanalitycznych. Nalezy zaznaczyé¢, ze zbieznosé
zachodzi takze przy duzych predkosciach v > 0, 8c.

0.5 T T T T

u/u0

vt/L

Rysunek 7.4: Trajektorie ruchu masy przy roznej predkosci v, uzyskane numerycznie z za-
stosowaniem kapeluszowych funkcji wirtualnych.
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7.3. Elementy opisujace ruchomg mase w belce Bernoulliego-
Eulera

Dyskretny element belki, zar6wno w klasycznej metodzie elementéw skonczonych, jak
i metodzie elementow czasoprzestrzennych jest duzo bardziej ztozony niz element struny.
Wymnika to cho¢by z dwukrotnie wiekszej liczby stopni swobody elementu belki. Pa-
mietamy, ze kapeluszowa funkcja wirtualna jest stata w czasie i w przypadku belki
Bernoulliego—Eulera (B-E) zapisuje sie ja w nastepujacy sposob
x? x3

Rozpoznajemy tu uzycie funkcji ksztattu do opis przemieszczen (lub predkosci) za po-
mocg zarowno weztowych predkosci liniowych oraz weztowych predkosci obrotowych.
Ponizej przedstawiono obliczenia prowadzace do wyznaczenia pierwszego elementu ma-
cierzy bezwladnosci ruchomej masy M, dla belki B-E:

3

2
(M), = / / (x — 0 — 01) (1_3172+2b3> dxdt =

7.29
__m/h/b PP G P GRS R o
== 2 = xdt .
Wprowadzamy podstawienie
. To —ll)— vt i ds= %dt , (7.30)
m [t 2 mb /4 9 h
(Mp),, = s (1 — 357+ 233) ds = Ty (757 —25% 4 585 +st—92¢3 4 s) 0
(7.31)

Po scalkowaniu powracamy do zmiennej ¢

~ mb |4 (xo+ vt 7 zo+vt\® 9 fxo+ v\ xo + v\ 4
(Mm)“__hv[7< b >_2( b )+5( b )+( b >_

9 <x0+vt>3+x0+vt "
b b 0

(7.32)

Uwzgledniajac granice catkowania, otrzymujemy jeden z elementéw macierzy bezwtad-
no$ci ruchomej masy M,

_ 6 5 4 3 2 4272 4
(M), = 56%6 [5600° (4r° — 126° + 95" + 4k* — 657 + 1) + 280b"0°h? (10K —
—20 k*+ 957 + 26 — 1) + 210%'h* (2052 — 20 + 3) + 5u°R"]
(7.33)
gdzie
h/2
K — o + vh/2 ' (7.34)

b
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Posta¢ macierzy M,,, C,, i K,,, odpowiedzialnych za opis ruchomej masy zostaty za-
mieszczone w dodatku do pracy. Musimy pamietaé, ze trzy pierwsze macierze tacza
wektory predkosci w dwoch nastepujacych po sobie chwilach. Sktadaja sie one z dwoch
kwadratowych podmacierzy: lewej i prawej. Maja one wymiar sx2s, gdzie s jest liczba
stopni swobody w wezle badanej struktury. Macierz F,, ma wymiar s X s. Wszystkie
macierze przedstawione w dodatku dotycza masy m = 1, wiec musza by¢ mnozone
przez rzeczywista mase m. Wprowadzono réwniez oznaczenia & = vh/b i k dane wzo-
rem (7.34). Otrzymane rozwiazania numeryczne (Rys. 7.5) sg identyczne z wynikami
podejscia potanalitycznego z rozdziatu 4 (Rys. 6.1).

0.2 T T T T

oL : : :
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

u/u0

-1

-1.2

14

-1.6 -

< <<<<

18 : i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
vt/L

Rysunek 7.5: Trajektorie ruchu masy poruszajacej sie po belce B-E przy réznych predko-
Sciach v, uzyskane numerycznie z zastosowaniem kapeluszowych funkcji wirtualnych.

7.4. 0 rozwigzaniu belki Timoshenki

Rozniczkowe rownanie ruchu belki Timoshenki w przypadku jednoréwnaniowym (2.26)
ma bardzo powazna wade, ze wzgledu na numeryczne podejscie metoda czasoprze-
strzenna. Wada ta jest czwarta pochodna wzgledem czasu t. Poniewaz czas w rzeczy-
wistej funkcji ksztattu ma rozktad liniowy, nie mamy mozliwosci dyskretnego przedsta-
wienia tej pochodnej. Konieczne jest przeprowadzenie analizy belki Timoshenki w przy-
padku, gdy réwnanie ruchu przedstawione jest w postaci dwoch réwnan sprzezonych
ze soba wzgledem przemieszczen i katow. Zagadnienie ruchomego obcigzenia bezwtad-
nosciowego poruszajacego sie po belce Timoshenki jest problemem samym w sobie. Ze
wzgledu na swa ztozonos¢ nie zostanie przedstawiony w niniejszej pracy.
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7.5. Przykfady funkcji wirtualnych

Wiasciwy doboér wirtualnej funkeji v* jest podstawowym zadaniem metody elementow
czasoprzestrzennych. Kazda z prezentowanych na rys. 7.6 funkcji ma rézny ksztalt,
a przez to inne wtasnosci. W pierwszym przypadku zachodzi réwnowaga punktowa,
w kolejnych trzech mamy do czynienia z réwnowaga globalna, dla pewnego zakresu
charakterystycznego parametru. Aby pordéwnaé przedstawione funkcje wirtualne, po-

h 0 h
d

0 ah h 0 h 0
a b c

Rysunek 7.6: Funkcje wirtualne: a - delta Diraca, b - kapeluszowa, ¢ - tréjkatna, d -
daszkowa.

damy wyprowadzone przy ich udziale macierze bezwtadnosci i sztywnosci drgajacego
osiowo preta. Na koniec oszacujemy btad metody numerycznej w przypadku réwnowagi
punktowej. Wykorzystamy zapis przejécia do nastepnego kroku w formie macierzy prze-

niesienia (wzmocnienia) T
{ Vit } - T{ Vi } . (7.35)
qdi qQi—1

Powyzszy schemat dotyczy zadania drgan swobodnych, niettumionych. Macierz T ma
wymiar 2 X 2. v jest predkoscia, a q przemieszczeniem. W dalszej czesci zastanowimy sie
nad mozliwoscia zastosowania innych ksztattow funkeji wirtualnych. Rozpatrzymy dwa
zadania skladowe: ruch przy zerowej predkosci poczatkowej oraz ruch przy zerowym
przemieszczeniu poczatkowym na kroku. Z tych dwoch przypadkéw mozemy ztozyé
przypadek dowolnego kroku, przy dowolnych warunkach poczatkowych. Czynimy tak,
gdyz wowczas jeden z dwoch komponentéow wektora z prawej strony ma wartosé¢ zero
i badamy jedynie dwa elementy macierzy przeniesienia. Rozwiniemy elementy tej ma-
cierzy w szereg Taylora. Bedziemy mogli z tym rozwinieciem poréwnaé rozwiniecia
funkcji sinus i cosinus.

Pseudofunkcja Diraca

Zajmijmy sie prosta forma dystrybucji § (rys. 7.6a). Wirtualna funkcja ksztaltu przyj-
muje wtedy nastepujaca postac
« x x

v*(x,t) = d(t —ah) [ (1 — g)vg + 30| - (7.36)
Z podstaw catkowania dystrybucji wiadomo, ze catka z iloczynu funkeji i delty Diraca
rOwna jest wartosci rozpatrywanej funkcji w punkcie wyznaczonym przez ta delte.
W rozpatrywanym przez nas przypadku catkowanie w czasie polega na zamianie ¢ na
ah. Na podstawie rzeczywistej, liniowej funkcji ksztaltu (7.3) oraz powyzszej predkosci
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wirtualnej otrzymujemy nastepujace macierze bezwladnodci i sztywnosci

pb L 111 1
3 6 3 6
M= h[_l 1] 1]:h[—Ms|Ms], (7.37)
6 3 6 3

K - Nh[ o(1-3) —a<1—3>‘ 5 —a;]_

b l—a(1-9) o1-%)| -2 <

a2
B [“(1_)K8|2Ks]- (7.38)

Gdy obliczymy juz predkosci w nastepnej chwili czasu zgodnie z (7.15), mozemy wy-
znaczy¢ na ich podstawie przemieszczenia

Qiv1 =9 +h[BVvi+ (1= B) Vi), (7.39)

gdzie wspolczynnik = 1 — o odpowiada za stabilnos¢ rozwiazania. Przyjrzyjmy sie
w identyczny sposob, wlasnosciom innych wirtualnych funkeji ksztattu.

Funkcja kapeluszowa

Postulujemy rownowage globalna w przedziale [0, h|. Zgodnie z rys. 7.6b otrzymujemy

x x

vi(x,t) = (1 — 5) U3 + e (7.40)

Powyzsza funkcja ma stalg wartos¢ réwna jednosci, na brzegach natomiast rowna jest
zero. Po catkowaniu réwnania ruchu preta, na podstawie kapeluszowej funkcji wirtual-

nej otrzymujemy nastepujace macierze sztywnosci i bezwladnosci

EAR 1 _1 1 _1
K== oo ‘ ot (7.41)
R 3| 6 6
Ab 1 1 11
M:pT S B (7.42)
"6 31| 6 3

Przemieszczenia w chwili nastepnej wyznaczamy na podstawie wzoru (7.39), gdzie
wspoOtezynnik (G dla prezentowanej funkeji wirtualnej, aby zachowana byta stabilnosé
rozwigzania musi by¢ z przedziatu 1/2 < § < 1.

Funkcja tréjkatna
W przypadku wirtualnej funkcji trojkatnej (rys. 7.6¢)

r. t Tt
v (x,t) = (1 - 3)5 R (7.43)

Na tej podstawie macierze sztywnosci i bezwladnosci uzyskuja nastepujaca postaé

EAR 5 _5 11
K== ao ‘ S I (7.44)
ez 24 | 8 8
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A 1 _ 1 11
pb[ E ‘ . (7.45)

12

o=

Z warunku stabilnosci otrzymujemy zakres stosowalnosci parametru 3: 2/3 < < 1.

Funkcja daszkowa

Przyjmujemy trojkatny rozktad funkcji wirtualnej w czasie (rys. 7.6)

(1 —L)2yy 4 22y, przy 0 <t <t/2
v (z,t) :{ 4 bh (7.46)

(1—2) (=2 +2)v3+ L(=2 +2)vy przy t/2<t<h.

> 8

Taka postac¢ funkcji v* prowadzi do nastepujacej postaci macierzy sztywnosci i bez-
wtadno$ci

17 17 7 7
g ZAh| e Te ) w6 T (7.47)
Ty | _w o | _z 1| '
9 96 96 96
1 1 11
pAb | T T | b 1
M = e ) ) ‘ L ] (7.48)
12 6 12 6
7 warunku stabilnosci otrzymujemy parametr 3/4 < 5 < 1

Aby okresli¢ blad prezentowanej metody numerycznej w przypadku réwnowagi
punktowej przeanalizujmy proces opisany réownaniem (7.36). Rozwiniecie predkosci
i przemieszczenia w szereg Taylora przedstawiamy ponizej

Vig1 = (1 — aw?h? + ;a3w4h4 + O(h6)> v; +
+(—wh+ ;a2w4h3 +O() ) us (7.49)
Uip1 = (h —whia(l —a) + O(h5)) v; +
+ (1 —wh? (1 —a) + ;w4h4042(1 —a)+ O(h6)> u;
Pamietajac o rozwinieciach funkcji trygonometrycznych mozemy oszacowaé blad me-
tody. W tym celu nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki: v(0) = 0, u(0) = 1 oraz v(0) = 1,

u(0) = 0 i przyrowna¢ wyniki (7.49) do rozwinie¢ rozwiazan Scistych. Otrzymamy
wowczas blad predkosci €”

€, = w’h? <a — 1) + w*h? 1 &—3 + O(h®) (7.50)
1 2 24 2 ’ '

v sl o 5

€l = W h 6 - ? + O(h ) y (751)

oraz btad przemieszczen €*

€5, = w?h? <a(1 —a) — é) + O(h%) (7.52)
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€y, = w?h? (; — a> + wth? ( - —(1— a)> +O(R%) . (7.53)

Dolne indeksy oznaczaja element macierzy przejscia (7.35). Widzimy, ze przy o = 1/2
znikaja czlony drugiego stopnia. Blad wynosi w tym przypadku 1/12 k3 + O(h?).



Rozdziat

Przyktady zastosowan

Jak juz wspomniano we wstepie, ruchome obciazenia maja wiele praktycznych zasto-
sowan inzynierskich. W rozdziale tym przedstawimy na podstawie zestawu wozkow
kolejowych, jeden z typowych przyktadéw wystepowania ruchomych sit grawitacyj-
nych i bezwladnosciowych. Na koniec zaprezentujemy nowe, szybko rozwijajace sie,
numeryczne podejscie bezsiatkowe. Rozpatrzono w tym przypadku stata, ruchoma site
grawitacyjna.

8.1. Dynamika toru kolejowego

Rozwo]j szybkich kolei wymaga dostosowania toréw do wyzszych predkosci oraz wiek-
szych obciazen. To z kolei musi by¢ poprzedzone intensywnymi pracami projektowymi
i badawczymi. O ile budowa probnych odcinkéw eksploatacyjnych jest droga, a badania
czasochtonne, to symulacje komputerowe mozna wykonaé szybko. Sa wartosciowe wow-
czas, gdy model numeryczny odpowiada mozliwie wiernie modelowi fizycznemu. Przy
jego opracowywaniu zaktadamy, ze koto kolejowe bedace w kontakcie z szyna powicksza
jej mase i zmienia lokalne wlasnosci dynamiczne. W zwiazku z tym stosowanie obciaze-
nia jedynie sitami bezmasowymi jest niewystarczajace. Podstawowe parametry modelu
mozna stosunkowo dobrze dobraé¢ na podstawie dokumentacji technicznej. Pewne jest,
ze przy duzych predkosciach jazdy nie nalezy obcigzaé toru jedynie elementem sprezy-
stym, nieinercyjnym, a nalezy uwzgledni¢ mase, na ktoérej mozna nastepnie ulokowac
ztozony nawet model pojazdu.

Zadanie przejazdu pojazdu szynowego po torze klasycznym podzielono na dwa od-
rebne etapy. W pierwszym badano tor ztozony z szyn, podktadow, lepkosprezystych
przektadek oraz lepkosprezystego podtoza gruntowego (rys. 8.1). Drugi etap dotyczyt
pojazdu szynowego, zbudowanego w prosty sposob z czterech oscylatoréw, potaczonych
odksztatcalng rama. Przyjmujemy, ze drgania obu szyn sprzegane sa przez zestawy
kolowe, a elementem sprzegajacym drgania propagujace sie wzdtuz szyny jest rama
wozka pojazdu szynowego. Szyny, podktady oraz ramy wozka przyjeto jako elementy
rusztu, o trzech stopniach swobody w wezle. Przektadki przyjeto jako elementy skon-
czone preta. Podloze gruntowe przyjeto jako inercyjne podtoze Winklera. Odpowiednio
dobrano sztywnosci ramy oraz bezwladnosé poszczegédlnych elementéw. Ponizszy przy-
ktad zastosowan ma cel pogladowy i z tego powodu nie skupiamy sie na precyzyjnym
doborze danych liczbowych. Zaznaczamy jedynie, ze kolo toczace sie po szynie zobra-
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Rysunek 8.1: Model toru przyjety w obliczeniach numerycznych.

zowano jako poruszajaca sie mase skupiona, stowarzyszona z sita odpowiadajaca sile
kontaktu, wywotang m.in. obciazeniem wozka i pudta wagonu.

Oba uktady dynamiczne rozwigzywano niezaleznie, budujac i rozwigzujac odpo-
wiednie wynikowe uktady réwnan algebraicznych. Siatki weztéw obu uktadéw dyskret-
nych przemieszczaly sie wzgledem siebie i w zwiazku z tym zastosowano prosta proce-
dure iteracyjna réownowazenia sit w obu uktadach. W pierwszym etapie tor obcigzano
w punktach kontaktu kot z szynami, sitami odpowiadajacymi naciskowi dynamicznemu
kot wozka. W wyniku otrzymano przemieszezenia weztow siatki dyskretnej szyny. To
pozwalato wyznaczy¢ przemieszczenia pionowe szyn w miejscach ich kontaktu z kotami.
Przemieszczenia przyjmowano jako warunki brzegowe w rozwigzaniu uktadu wozka ob-
cigzonego sitami zewnetrznymi, m.in. ciezarem wtasnym i ciezarem pudta wagonu. Wy-
nikiem rozwiazania tego etapu byty reakcje w miejscach kontaktu z szynami. Reakcje
te, z przeciwnymi znakami stuzyly ponownie do obciazenia toru. Powtarzana itera-
cyjnie procedura prowadzita w kilku krokach do zréwnowazenia uktadu statycznego
i nastepnie pozwalata przej$¢ do nastepnej chwili w procesie dynamicznym. Procedura
dziata poprawnie w pewnych zakresach parametrow. W naszym przypadku w praktyce
nie dochodzito do utraty stabilnosci rozwigzania, o ile krok czasowy nie byt zbyt duzy.

Rys. 8.2 pokazuje porownanie przemieszczen pionowych w czasie przy przejezdzie
zestawu kotowego z rézna predkoscia. Wyniki uzyskane metoda elementéw czasoprze-
strzennych poréwnano z wynikami programu Medyna. Mimo réznigcego si¢ podejscia
przy tworzeniu modelu numerycznego w programie Medyna oraz MECz, uzyskano po-
dobienstwo wynikow. Jednym z odstepstw jest zaobserwowane przy predkosci 72 km /h
i wyzszej, dudnienie. Mozna spodziewaé sie wystgpienia tego zjawiska w wynikach Me-
dyny przy nieco innej predkosci jazdy. Ta réznica moze wynikaé z nieuwzglednienia
w programie Medyna masy kot, stowarzyszonej w ruchu poprzecznym z szynami.

Bardziej precyzyjny model rzeczywistego toru pokazano na rys. 8.3. Jest on jedna
z propozycji izolacji drgan przekazywanych z uktadu tor—pojazd szynowy na otocze-
nie. Wibroizolacja w tym przypadku umieszczona jest pod wzdluzng betonowa belka,
umieszczong we wrebie fundamentu. Belka ta ma za zadanie zwickszyé mase ukltadu
poddanego obciazeniom ruchomym. Na belce tej utozone sa podktady szynowe (rys.
8.4). Wyniki w wybranych punktach torowiska przedstawiono na rys. 8.5. Por6wnano
przemieszczenia pionowe w przypadku zastosowania materiatu izolujacego dragania
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Rysunek 8.2: Przemieszczenia pionowe punktu kontaktu kota z szyna uzyskane programem
Medyna (obliczenia wykonane przez P. Tokaja - lewa kolumna) oraz metoda MECz (prawa
kolumna) przy predkosci 72 i 100 km /h.

oraz bez zastosowania izolacji. Materiat izolujacy uwzgledniono przez zmiane parame-
trow sprezystych materiatu miedzy belka wzdtuzng a fundamentem.



8.1 Dynamika toru kolejowego

podklad

belka wzdluzna

fundament
grunt

Rysunek 8.3: Schemat toru metra oraz jego model dyskretny.

Rysunek 8.4: Model fizyczny toru metra.
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Rysunek 8.5: Przemieszczenia pionowe [cm| punktu fundamentu pod szyna (punkt A —
rysunek gorny) oraz w osi toru (punkt B — rysunek dolny).
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8.2. Metody bezsiatkowe (Element Free Galerkin Method)

Idea metod bezsiatkowych polega na pozbyciu sie jednej z gtownych wad metody ele-
mentow skonczonych (MES). Uwaza sie za nia koniecznosé tworzenia siatki elementow
skonczonych.

W metodzie bezsiatkowej siatke MES zastepujemy niepowigzanymi miedzy soba
weztami. Dzigki temu funkcja ksztattu nie jest tworzona w elementach skonczonych,
a na podstawie niekoniecznie rowno rozmieszczonych weztow [16].

W niniejszym rozdziale rozpatrzono jedna z wielu metod tworzenia funkeji ksztattu
— metode MLS|8]. Postepujemy w nastepujacy sposob. Rozpinamy funkcje ksztattu na
weztach aktualnie znajdujacych sie w kroczacym zbiorze Q (Rys. refefgl). Odchylenie

struna

d ® 9 ® L L ﬂ. L

7
/

.y /” /
zbior Q wezet

Rysunek 8.6: Podzbior 2 poruszajacy sie wzdluz struny.
rozumiane jako btad interpolacji w MLS zapisujemy nastepujaco

J = éW(x—xi) [ (@, 2;) — u] (8.1)

gdzie W (x — x;) jest pewna funkcja wagowa, u”(x, z;) jest wielomianem aproksymuja-
cym, a u; wartosciami weztowymi. Przyjeto wyktadnicza funkcje ksztaltu:

e (1) jeseli (v — m) < 1

(8.2)
0 jezeli (x —x;) > 1.

Wi(x —x;) = {

Wspoétezynnik o zalezy od wielkosci zbioru €2 oraz od liczby znajdujacych sie w nim
weztow. W przypadku jednowymiarowym bedzie to:

u'(z,x;) = pT(x;)a(z) , (8.3)
gdzie stopiert wielomianu aproksymujacego wynosi
p’ = (L,z,2%...), (8.4)
a wspoOtezynniki aproksymujace mozna zapisaé¢ nastepujaco

al(z) = (ao(x),a1(x),as(z),...) . (8.5)

'MLS - Moving Least Square
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Dazymy do minimalizacji odchylenia interpolacji J wzgledem wspoétczynnikéw aprok-
symujacych a

0J
5= =0 (8.6)
Po zrozniczkowaniu (8.1) otrzymujemy
a(r) = A7 (x) As(x)u; (8.7)
gdzie
A = PTW(x —x) P, Ay = PTW(x —u1;), (8.8)
pi(w1)  pa(r1) Pm(21)
P pl(:@) pz(:@) pm(:@) (8.9)
(wn) po(xn) -0 pm(Tn) .
Na podstawie (8.3) i (8.7)
u(z,2;) = pT(;) AN (@) Ag(2) u; = Zn: OF () uy (8.10)

i=1

Tutaj ¢F(x) jest funkcja ksztaltu, a k stopniem wielomianu aproksymujacego

of = p'(x:) AT (2) As(w) = [0} (2), 5(x),... df(x)] . (8.11)

Poniewaz z praktycznego punktu widzenia niezwykle trudne jest odwrdcenie w po-
staci ogdlnej macierzy A, stosuje sie aproksymacje zerowego stopnia p? = 1. Na tej
podstawie otrzymujemy tzw. funkcje Sheparda

Wi(x — ;)
¢ = : 8.12
oy Wiz — ) ( )
Na podstawie funkcji Sheparda oraz réwnania rézniczkowego ruchu zapisujemy

i w koricu otrzymujemy macierze sztywnosci i bezwtadnosci nastepujacej postaci
ky = / BT N B; %,
Q
mi; = / 6T pAd; Q) . (8.14)
Q

W réwnaniu tym B = %, N jest silag naciagu struny, a p gestoscia masy struny. Macie-
rze k i m, ktére tworzymy w zbiorach (2, sktadamy w macierze globalne K i M zgodnie
z poruszaniem sie oczka (). Kluczowym problemem jest dobor wspotezynnika o (w
rownaniu 8.2). Ta krotka proba zastosowania metody bezsiatkowej do rozwigzywania
probleméw dynamiki konstrukeji, a zwlaszcza zadan z ruchoma masa pokazuje, ze nie
jest ona pozbawiona wad. Skutecznos¢ jej stosowania mozna oceni¢ z umiarkowanym
optymizmem. Juz w przypadku zadan jednowymiarowych stwarza duzy ktopot. W za-
daniach o wieckszej wymiarowosci zastosowania, mimo bogatej literatury, wymagaja
dalszych intensywnych prac badawczych.
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Rozdziat

Whioski

W pracy przedstawiono sposoby modelowania oraz rozwiazywania zagadnieni dotycza-
cych punktowych, ruchomych zrodet zaburzeri. Pomimo ze ruchome obciazenia po-
wszechnie wystepuja w wielu podstawowych problemach dynamiki budowli czy bu-
dowy maszyn, nadal wiele spraw jest mylonych, niejasnych, opisanych btednie lub po
prostu nierozwigzanych. Niniejsza praca porzadkuje dynamiczne zagadnienia jednowy-
miarowe. Bardzo czesto ruchome obciazenie bezwladnosciowe $wiadomie lub nieswia-
domie mylone jest ze stalg sita grawitacyjna. Wspomniana, poruszajaca sie masa jest
zrodtem bardzo powaznych komplikacji matematycznych. Rowniez samo przyspieszenie
ruchomej masy w wielu przypadkach jest Zle interpretowane.

W pierwszej czesci pracy przedstawiono matematyczny model ruchomego obcig-
zenia punktowego przy pomocy delty Diraca. Zaprezentowano prawidtowo zapisane
czastkowe, rozniczkowe rownania ruchu struny, belki Bernoulliego—Eulera oraz belki
Timoshenki, uwzgledniajace poruszajace sie ze stata predkoscia obciazenie bezwtadno-
Sciowe oraz obciazenie grawitacyjne.

W czesci poswieconej rozwigzaniom analitycznym przedstawiono gtownie rozwia-
zania dotyczace struny oraz belki Bernoulliego—Eulera i Timoshenki pod ruchomym
obcigzeniem grawitacyjnym. Znane sg ich pelne rozwigzania w formie nieskoriczonych
szeregow. W przypadku obciazenn bezwladnosciowych, jedyne pelne rozwigzanie oma-
wianego problemu dotyczy struny bezmasowej. Jest to takze zagadnienie dynamiki,
pomimo zerowej masy struny. Wktad dynamiczny stanowi ruchome obcigzenie bez-
wladnosciowe. Rozwiazanie to, przedstawione w postaci nieskoriczonego szeregu opi-
suje tylko trajektorie ruchomej masy. W szczegbélnym przypadku znamy rowniez pelne,
zamkniete rozwigzanie tego problemu. Powyzsze analityczne rozwiagzanie dotyczace po-
ruszajacego sie obciazenia inercyjnego po bezmasowej strunie pozwolito nam przedsta-
wi¢ po raz pierwszy matematyczny dowod istnienia nieciggtosci trajektorii masy blisko
konicowej podpory. Efekt ten nie byt dotad znany, a dowdéd matematyczny jego istnienia
nie byt publikowany.

Kolejne rozdzialty przedstawiaja wlasne podejscie potanalityczne do problemu ru-
chomej masy poruszajacej sie po inercyjnej strunie i obu typach belkach. W anali-
tyczny sposob przeksztatcono czastkowe réwnanie ruchu do uktadu réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych, wykorzystujac transformacje Fouriera w skoriczonym przedziale
< 0,1 >. Otrzymane rownania sg réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi o zmien-
nych wspotezynnikach. Koncowa faza rozwigzania zadania wymaga obliczert numerycz-
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nych. W przypadku struny i belki Bernoulliego—Eulera otrzymana forma pozwala za-
stosowaé szybkie schematy numerycznego catkowania macierzowych réwnan ruchu np.
metoda Newmarka. W przypadku belki Timoshenki wykorzystano metode Rungego—
Kutty czwartego rzedu. Prezentowane rozwiazania poétanalityczne sa rozwigzaniami
w pelnym zakresie predkosci ruchomego obcigzenia. Pozwalaja opisywaé przemiesz-
czenia struny lub belki w czasie przy predkosciach podkrytycznych, krytycznej i nad-
krytycznych. Mozemy réwniez obserwowaé¢ dowolny punkt poruszajacego sie uktadu.
Podobnie jak w przypadku struny bezmasowej, zaobserwowano nieciggto$é trajektorii
ruchomej masy przy koricowej podporze. Niestety, ze wzgledu na brak petnego rozwia-
zania analitycznego w przypadku masowej struny, mozliwe jest tylko graficzne przed-
stawienie nieciggtosci. Odkryta wlasno$é rozwigzania ma miejsce rowniez w przypadku
belki Timoshenki. Dystrybucja pod postacia delty Diraca moze budzi¢ u czytelnikow
wiele kontrowersji. W jej obecnosci upatruje sie powod niecigglosci rozwigzania. Z tego
wzgledu tez zastosowano odmienny sposob podejscia do problemu — zastosowano réow-
nanie Lagrange’a drugiego rodzaju. Ta energetyczna metoda nie wymaga stosowania
delty Diraca do zapisu energii badanego uktadu. Przedstawiona analiza prowadzi do
identycznego, jak wczesniej, rozwiazania. Nieciaglo$é trajektorii masy jest nowa, dotad
nieznang wtasnoscia poruszajacych sie zaburzen wywotanych czynnikiem inercyjnym.

Rozwiazania analityczne i potanalityczne postuzyly do weryfikacji metod czysto
numerycznych. Potwierdzily one powazne ograniczenia w stosowanych do tej pory pro-
cedurach. O ile w przypadku obciazenia grawitacyjnego rozwiazania klasyczng metoda
elementow skonczonych wykazuja znakomita zbieznosé, to w zadaniach z ruchoma masa
rozwigzania opisane w literaturze sa catkowicie btedne i nieprzydatne. W przypadku
bardzo malych predkosci przejazdu zrédia zaburzenia, mozliwa jest bezposrednia mo-
dyfikacja macierzy bezwladnosci uktadu, wnoszaca stosunkowo maty btad w otrzy-
mane rozwigzania. Wieksze predkosci wymagaly nowego numerycznego podejscia. Do
bezposredniej dyskretyzacji czastkowego réwnania ruchu najlepiej nadawala sie me-
toda elementow przestrzennych, wyrazona w predkosciach. Jej idea polega na podob-
nym traktowaniu zmiennej czasowej i zmiennej przestrzennej. W pracy przedstawiono
krotki zarys metody. Przede wszystkim jednak pokazano nowe, dotad nieznane rozwia-
zania macierzowe metody czasoprzestrzennej. Wyprowadzono macierze odpowiedzialne
za opis ruchomej masy w przypadku struny oraz belki Bernoulliego-FEulera. Macierze te,
przenoszace mase w postaci czastki materialnej, uwzgledniaja zaréwno przyspieszenie
poprzeczne ruchomej masy, jak rowniez przyspieszenie Coriolisa oraz przyspieszenie
odérodkowe. Przedstawione wyniki, w zaleznosci od zastosowanej wirtualnej funkcji
ksztattu, daja rozwigzania o réznej doktadnosci, z punktu widzenia oszacowania rzedu
btedu. Najwazniejsza cecha jednak jest to, ze otrzymane wyniki wykazuja doskonata
zbieznos¢ z wynikami analitycznymi i potanalitycznymi. Obrazuja przy tym réwniez
wspominang niecigglo$¢ trajektorii masy.

Prezentowane metody rozwiazania, szczegdlnie te numeryczne, maja ogromna war-
tos¢ inzynierska. Dzieki nim mozemy badaé¢ duzo bardziej ztozone ukltady poddane
pojedynczemu obcigzeniu inercyjnemu, badz uktadowi ruchomych obciazen bezwtad-
nos$ciowych. W przypadku rozwiazan analitycznych i pétanalitycznych doswiadczenia
zebrane przy badaniu uktadéw jednowymiarowych pomoga w rozwigzywaniu proble-
méw dwu i tréjwymiarowych. Nadal pozostaje otwarta sprawa pelnego rozwiazania
analitycznego problemu ruchomej masy poruszajacej sie po inercyjnej strunie czy bel-
kach. Jest to jedno z wielu zagadnienn dynamiki, zwigzane z koniecznoscia Scistego, pel-
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nego rozwiagzania réwnania rézniczkowego o zmiennych wspotezynnikach. Prawidtowe
rozwigzania zagadnien ruchomych obcigzen maja kolosalne znaczenie w zastosowaniach
inzynierskich. Lepsza znajomos¢ obcigzen dynamicznych dziatajacych na projektowany
uktad moze przetozyé¢ sie na nizszy koszt budowy konstrukcji, a przede wszystkim na
zwiekszenie bezpieczenistwa ich uzytkowania.



Dodatek A

Macierze w elemencie belki

W dodatku prezentujemy macierze M, C, K oraz E, wystepujace w opisie elementu
czasoprzestrzennego belki Bernoulliego-Fulera niosacego mase. Przyjeto oznaczenia:
k = (zo + vh)/b, & = vh/b.

7
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KE>(2 — 362) /A+

£2(5¢% + 63¢2 — 140) /560

2hvkS /€ — Thuk /é+
hok*(5€2 +16)/(2¢)—
hok®(35€2 4 18)/(66)+
hok?€(3€2 + 32) /8—
hok€(T€2 +12) /164
hve3(5¢2 + 112)/1120

—4rk8 4 12k°—

x4 (5€2 4+ 9)+
10K3¢2—
3K2€2(€2 +6)/4+
3red J4—

£4(5€2 4 63) /560

2hvkS /€ — Bhuk® JE+
hor (562 +6)/(2€)—
25hvk3E )6+
3huk2€(&2 4+ 4)/8—
5huké3 /16+
hve3(5¢2 + 42) /1120

—2hvkS /€ + Bhuk /€~

hvr* (562 +6)/(26)+

hvrk® (2562 — 6) /(6€)—
huk?(3¢* + 12¢2 — 8)/(8¢)+
hvké (562 —4)/16—

hv€(15€% + 126£2 — 280) /3360

—h2v2,‘£6/§2 + 3h2v2f$5/§2—
h202Kk* (562 + 12)/(462)+
h2v?K3 (562 +2) /(26%) -
3h2v2K2 (€2 + 8)/16+
h2v2K(3€2 +4) /16—

h2v2€2 (562 4 84)/2240

2hvk8 /€ — Bhok® /E+
hurt (562 +6) /(2¢)—
25hvk3¢ )6+
3huk2€(E2 +4)/8—
5horé3 16+

hvg3 (562 + 42)/1120

7h21)2/€6/£2 + 2h2v2n5/§27
202kt (562 + 4) /(4€2)+
5h2v2K3 /3~

h2v2K2 (362 +8)/16+
h2v2K€2 /8~

h202¢2 (562 + 28)/2240
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4k8 — 125+

w1(562 4+ 9)+

2k3(2 — 5€2)+

3k2(¢% +6¢2 — 8)/4+

KE? (4 — 362) /A4

(565 + 63€* — 280€2 + 560) /560

2hvkS /€ — Thukd /é+
hok*(5¢2 +16)/(2€)—

hok3 (3562 + 12)/(6€)+
huk?(3¢* + 3262 — 16)/(8¢)—
hok(T€4 + 862 — 16)/(16¢)+
hvé(15€* + 336£2 — 560) /3360

—4r8 + 1255 —

x4(562 +9)+

213 (562 — 1)—

3r%(€* + 667 —4)/4+
k€2 (362 — 2) /4~

£2(5¢% 4 63¢2 — 140) /560

2hvKS /€ — Bhuk® /E+

hort (56 +6)/(26)+

hvr3(6 — 25€2)/(6€)+
huk?(36* + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké(4 — 5¢2)/16+

hv€(156% + 126£2 — 280) /3360

Tablica A.2: Macierz M (prawa poléwka)

2hvkS /€ — Thuk® /E+

hok* (562 +16)/(2€)—
hok3(35¢2 + 12)/(6€)+
huk?(36* + 3262 — 16)/(8¢)—
hok(7€* + 862 — 16)/(16€)+
hv&(15€* + 336£2 — 560)/3360

h2v2f€6/§2 _ 4h2v255/$2+
h2v? k4 (562 + 24) /(4€2) —
2n%02 K3 (562 + 6) /(362 +

h2v2k2 (364 4 48¢2 + 16)/(16£2)—
h202k(€2 +4)/4+

h2v2(156% + 504€2 4 560) /6720

—2hvkS /€ + Thuk’ /E—
hok*(5¢2 +16)/(26)+
hvk3(35€2 4 18)/(6€)—
hok2€(3€2 + 32)/8+
hvké(T€2 +12) /16—
hv€3(5€2 +112)/1120

h2’021€6/£2 _ 3h2’U2I{5/£Q+
h2v% (562 +12) /(4€2) —
h2v?k3 (562 +2)/(262)+
3h2v2K2(£2 +8)/16—
h2v%k(3€2 4 4)/16+
h20v2¢2(5¢2 + 84) /2240

—4k8 + 12k5—

K (562 +9)+

23 (562 — 1)—

3k2(E4 4+ 662 — 4)/4+
KEZ (362 —2) /4~

£2(5¢* + 63£2 — 140) /560

—2hvkS /€ + Thuk® /€~
hor(5€2 +16)/(2€)+
hok3(35¢2 + 18)/(6€)—
hvk2€(362 + 32)/8+
hvk€(7€2 +12)/16—
hvg3(5¢2 +112)/1120

4k8 — 12K5+

w4 (562 4 9)—
10k3€2+
3k%E2(£2 +6)/4—
3Kk J4+

&4(5€2 + 63) /560

—2hvKS /€ + Bhuk® /¢~
hok* (562 + 6) /(2€)+
25hvk3¢ /6—
3huk2€(€2 + 4)/8+
5huké3 /16—

hv€3 (562 + 42)/1120

2hvk® /€ — Bhuk® /E+

hort (562 + 6) /(26)+

hvr3(6 — 25€2)/(6€)+
huk2(3¢4 + 1262 — 8)/(8¢)+
hvké(4 — 5€2)/16+

hvé(156* + 126£2 — 280) /3360

h2v2ﬁ6/§2 _ 3h2’u2/£5/§2+
h202 k(562 + 12)/(4€2)—
h2v?R3 (562 +2) /(26%)+
3h2v2Kk2 (€2 +8)/16—
h2v2k(362 4 4)/16+
h202€2(562 4 84)/2240

—2hvkS /€ + BhukS /¢~
hok*(5¢2 + 6)/(26)+
25hvk3¢/6—
3huk2€E(E2 +4)/8+
5huké3 /16—

hv€3(5€2 + 42)/1120

h21}2l{6/£2 _ 2h2’l)21€5/£2+
h2v2it (5€2 + 4) /(4€2)—
5h2v2 k3 /34

h2v2K2 (362 +8) /16—
h2v2k€2 /84

h20v2¢2 (562 + 28)/2240
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126K5 — 106k (€ + 3)+
2¢k3 (562 + 10€ + 9)—
3ER2(€3 4+ 562 + 36 — 2)+
Er(3¢* + 12634

1862 — 8¢ — 24)/4—
£2(15¢* + 1053 4 126£2—
—140¢ — 280)/280

6hvk® — hok*(5¢ + 18)+
hvr3(5€2 + 126 + 18)—
3huk?(€3 + 662 + 66 +4)/2+
hévk (1563 4 7262 + 1806+
+80)/40 — h&e2v(1563 + 12662+
+252¢ + 280) /560

—126k5 + 10664(€ 4 3)—
2¢K3 (562 + 10€ + 9)+
3€2K% (€% + 5E +3)—
3E3k (€2 +4€ +6)/4+
3¢4(5€2 + 35¢ + 42) /280
6hvk® — hor*(5€ + 12)+
hvr3 (562 + 8¢ + 6)—
3h&ur2 (€2 + 1€ +2)/2+
3h&2vk (562 + 16¢ + 20) /40—
3h&3v(5€2 + 28¢ + 28) /560

Tablica A.3: Macierz C (lewa polowka)

6hvr® — hvk* (56 + 17)+

hok3 (1562 + 34¢ + 42)/3—

hévk?(3€% + 17¢ + 14) /2+

hok(156* + 68¢3 + 14062 — 160) /40—
ho(45€5 4 357¢% 4 588¢3 —

—1120¢ — 1680) /1680

3h2v2K5 J€ — BRZv2KA(€ 4+ 4)/(26)+
h2v2 K3 (1562 + 40€ + 72)/(6€)—
h2v2k2(3€3 + 2062 + 24¢€ + 24) /(4€)+
h2v2k(3€* + 163 + 48¢2+

+32¢ 4 16)/(16¢)—

h2v2 (45€% + 420€3 + 1008¢2+
+1680¢ + 560)/3360

—6hvk® + hvk? (56 4+ 17)—

hok3(15¢2 + 34€ + 42)/3+

hor?(3€3 + 1762 + 14€ + 6) /2—
hévk(15€3 + 6862 + 140€ + 40)/40+
h&2v(15€3 + 119¢2 + 196¢ + 140) /560

3h2v2K% /€ — h202KkA(5€ + 14)/(26)+
h2v2k3(15€2 + 28¢ + 30)/(6¢)—
h20v2K2(3€3 + 14€2 + 106 + 4)/(48)+
h2v2k(45¢3 + 168£2 + 300¢ + 80)/240—
h2&v2 (4563 + 294€2 + 420¢ + 280) /3360

—12¢K5 + 106x% (€ + 3)—
2¢k3 (562 + 106 + 9)+

362 (€3 4562 + 36 — 2)—
Er(3E* +12¢3 4 18¢2 — 8¢~
24) /4 + £2(15¢* + 10563 4
+126£2 — 140¢ — 280)/280

—6hvk® + hok* (5€ + 18)—
hok3 (562 + 12¢ + 18)+
3huk?(€3 + 662 +6¢ +4)/2—
hévrk (1563 4 72€2 + 1806+
+80)/40 + h&2v(15€3 + 12662+
+252¢ + 280) /560

126K5 — 10€k4(€ + 3)+
2¢K3(562 + 10 + 9)—
3€%K2(E2 + 56 + 3)+
3E3k (€2 +4€+6)/4—
3¢4(5€2 + 35¢ + 42) /280
—6hvk® + hok*(5€ + 12)—
hor3 (562 + 8¢ + 6)+
3h&ur? (€2 +4€ +2)/2—
3h&2vr (52 + 16€ + 20)/40+
3h&3v(5€2 + 28¢ + 28) /560

6hvk® — hvk* (5€ 4+ 13)+
hvk3(15€2 4 26¢ + 18)/3—
hvk?(3¢3 + 1362 + 6£ — 6)/2+
hvk(156* + 52¢3 4 60£2 — 406 —
—80)/40 — hév(45¢* + 273634
+252€2 — 420¢ — 560) /1680

3h2v2KP /€ — h2v2 KA (5¢ + 16)/(26)+
h2v2k3 (1562 + 32¢ + 42)/(6¢)—
h202K2(3€3 + 16£2 + 14¢ + 8) /(46)+
h2v2 k(4563 4 19262 + 4206+
+160)/240 — h2¢v?(45¢3 + 336£2+
+588¢ + 560) /3360

—6hvr® + hvk* (56 + 13)—
hvk3(15€2 4 26¢ + 18)/3+
h&vr?(3¢2 4 13€ 4 6)/2—
h&2vr (1562 + 52¢ + 60)/40+
h&3v(15€2 + 91€ + 84) /560

3h20v2K5 /€ — 5h2v2KA(E + 2)/(26)+
h2v2k3(15€2 + 20 + 12)/(6€)—
h2v2k2(3€2 + 10¢ + 4) /4+

+h2€v? k(362 4 86 +8) /16—
h2&2v2(15€2 4 70€ + 56) /1120
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12¢k° 4 10€R4 (€ — 3)+
26K7(56% — 106 + 9)+
3¢ER2 (€3 — 5E2 + 3¢ +2)+
Er(36* — 12634

18£2 + 8¢ — 24) /4+
£2(156* — 10563 + 126£2+
+140¢ — 280) /280

6hvuk® + hok (5 — 18)+
hor3 (52 — 12¢€ + 18)+
3huk?(€2 — 662 + 6¢ — 4)/2+
hévk (1563 — 72¢2 4 180 —
80)/40 + h&2v(15€3 — 126£2+
+252¢ — 280)/560

—12¢K° + 1064 (3 — €)—
2¢k3(5¢2 — 10€ + 9)—
362K2(€2 — 5E +3)—
3E3k(E2 — 46+ 6)/4—
3¢4(5¢2 — 35¢ +42)/280

6hvr® + hvk? (56 — 12)+
hok3 (562 — 8¢ + 6)+

3hévk? (&2 — 4€ + 2)/2+
3h&2vk (562 — 16€ + 20)/40+
3he3u(5¢2 — 28¢ + 28) /560

Tablica A.4: Macierz C (prawa poloéwka)

6hvk® + hok*(5€ — 17)+

hor3 (1562 — 34€ 4 42)/3+

hévk? (362 — 17¢€ + 14) /2+

hvr(156* — 68¢3 4 140£2 — 160)/40+
hv(45€% — 357¢6* + 588¢3 — 11206+
+1680) /1680

3h2v2KP% /€ + 5h2v2 K (€ — 4)/(26)+
h2v2K3(15€2 — 40¢ + 72)/(6€)+
h2v2K2 (363 — 2062 + 24€ — 24)/(4€)+
h202k(3¢* — 16€3 + 48¢2 — 32¢+
+16)/(16€) + h2v2(45¢4 — 420€3+
+1008¢2 — 1680¢ + 560) /3360

—6hvk® + hok* (17 — 5¢)—

hvk3(15¢2 — 34€ + 42) /3~

hor?(3€3 — 1762 4 14€ — 6)/2—

hé&vr (1563 — 68¢2 + 140¢ — 40) /40—
h&2v(15€3 — 119¢2 + 196¢ — 140) /560

3h2v2K5 /€ + h2v2KkA(5E — 14)/(26)+
h2v2K3(15¢2 — 28¢ + 30)/(66)+
h2v2K2(3€3 — 14€2 + 10€ — 4)/(4€)+
h2v2 k(4563 — 168¢2 + 300€ — 80)/240+
h2€v2(45€3 — 294£2 + 420¢ — 280)/3360

—12¢K° + 1064 (3 — &) —

2¢K3 (562 — 106 + 9)—

3¢R2 (€% — BE% + 36 +2)—
Er(3E% — 12¢3 + 18¢2+

8¢ — 24)/4 — £2(15¢4 — 10563+
126£2 + 140¢ — 280)/280

—6hvk® + hok* (18 — 5¢)—
hor3(5€2 — 12€ + 18)—
3hur? (€3 — 662 + 66 — 4)/2—
hévk(15€3 — 7262+

180¢ — 80)/40 — h&2v(15£3 —
—126£2 + 252¢ — 280) /560

126k5 4+ 10664 (€ — 3)+
26K3 (5% — 10 + 9)+
362K2(£2 — 56 4+ 3)+
3E3Kk(62 — 46 +6) /4+
3¢4(5¢2 — 35¢ +42)/280

—6hvr® + hvk? (12 — 5&)—
hvk3 (562 — 8¢ + 6)—

3hévr? (€2 — 4¢ +2)/2—
3h&2vk(562 — 16¢ + 20) /40—
3he3u(5€2 — 28¢ + 28) /560

6hvk® + hok*(5¢ — 13)+

hvr3 (1562 — 26¢ + 18)/3+
hvk?(3¢3 — 1362 + 6¢ + 6)/2+
hvr(15¢* — 5263 4 60£2+

406 — 80)/40 + hév(456* — 2733+
252¢2 + 420¢ — 560) /1680

3h20v2K5 /€ + h2v2Kk* (56 — 16)/
/(26) + h2v2k3 (1562 — 326+
+42)/(6€) + h2v2K2-

(3¢ — 162 + 14¢ — 8)/(46)+
h2v2k(45¢3 — 192€2 + 420&6—
—160)/240 + h2&v? (4563 —
—336¢2 + 588¢ — 560),/3360

—6hvk® + hvk* (13 — 5¢)—
hvk3(15¢2 — 26¢ + 18)/3—
hévk? (362 — 136 +6)/2—
h&2vk(1562 — 52¢ + 60) /40—
h&3v(15€2 — 91€ + 84) /560

3h2v2K3 /€ + 5h2v2R4 (€ — 2)/(28)+
h2v2K3 (1562 — 20€ + 12)/(6€)+
h2v2K2(3¢2 — 10€ + 4) /4+
h2¢v?k(3€2 — 8¢ + 8)/16+
h2£202(15£2 — 70€ 4 56) /1120
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82kt +4E2R3 (€ — D)+
6£2K2(362 — 5¢ + 5) /5+

€2k (663 — 362 + 15¢ + 40)/10+
£2(126* — 42¢3 4 63¢2+

+70¢ — 280)/140

4hfvr* 4

2hévr3 (€ — 5)+

hévk?(36£2 — T5¢ + 160) /204
h&vk(6€3 — 45¢2 + 40€ — 40)/20+
h&2v(24€3 — 105€2 + 3366 —
—140) /560

—8£2H4+

42K (4 — €)—

6£2K2 (362 — 5E +5)/5—

3¢3k(262 — 12¢ +5)/10—
3¢4(4€2 — 14¢ + 21)/140

4htvr*+

2h&vkr3 (€ — 3)+

hévk? (3662 — 45¢ + 40)/20+
h&2vr (662 — 27€ + 10)/20+
3h&3v(8€2 — 21€ + 28) /560

Tablica A.5: Macierz K (lewa potowka)

4hévr*+

2hévk3 (3¢ —13)/3+

hévr?(36€2 — 65¢ + 80)/20+
hévk(6€3 — 39€2 + 20¢ + 40)/20+
hév(T26* — 27363 + 50462+

420¢ — 2240) /1680

2h2v2 k% 4+ h202K3 (3¢ — 16)/3+
h2v2k2(27¢2 — 60€ + 140)/30+
h20v2K(9€3 — 7262 + T0€ — 80)/60+
h2€v?(9€3 — 42¢2 + 147¢ — 70)/420

—4hfvrt+

2h&vr3 (13 — 3¢)/3—

hévk2 (3662 — 65¢ + 80) /20—
h&2vk (662 — 39¢ 4 20) /20—

he&3v(24€2 — 91€ + 168) /560

2h202K4+

h2v2K3(3¢ — 10)/3+

h2v2 K2 (54€2 — 75¢ + 80)/60+
h2£v2 k(962 — 45¢ + 20)/60+
h2£202(12€2 — 35¢ + 56) /560

—8£QH4+

462K3(4 - €)—

6¢62K2(3¢2 — 5¢ +5) /5—

€2k (663 — 362 + 15¢ + 40) /10—
£2(126% — 4263 + 6362+

+70¢ — 280)/140

—4hévkt4

2hévr3 (5 — &) —

hévk?(36£2 — 75¢ 4 160) /20—
hévk(6€3 — 45¢2 + 40¢ — 40) /20—
h&2v(24€3 — 10562 + 336¢ — 140) /560

I

4€2K3 (€ — )+

6622 (362 — 5E +5)/5+

3¢3k(2¢2 — 126 + 5)/10+
3¢4(4€2 — 14¢ + 21) /140

—4hfvr*+

2hévr3(3 — &) —

hévk? (3662 — 45¢ + 40) /20—
h&2vr (662 — 27¢€ + 10) /20—
3h&3v(8¢2 — 21€ + 28) /560

4hévrt+

2h&vk3 (3¢ — 11)/3+

hévk?(36£2 — 55¢ + 40)/20+
hévk (663 — 33¢2 + 10€ + 40)/20+
hev(7264 — 231634+

25262 4 420¢ — 1120) /1680

2h202K4+

h2v2K3(3¢ — 14)/3+

h2v2k2(54£2 — 105¢ + 200)/60+
h2v2k(9€3 — 6362 + 50€ — 40)/60+
h2&v?(36£3 — 147£2 + 4206 —
—140)/1680

—4htvrt+

2h&vk3 (11 — 3€)/3—

hévk2 (3662 — 55¢ + 40) /20—
h&2vk (662 — 33¢ 4 10) /20—
he&3v(24€2 — T7€ 4 84) /560

2h2v2Rt+

h2v2K3(3¢ — 8)/3+

h2v2K2 (2762 — 30€ + 20)/30+
h2€v2k(9€2 — 36¢ + 10)/60+
h2€202 (362 — 76 4 7) /140
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A8%K% + 4€2R3(6 — 2)+

36212 (462 — 106 +5)/5+
E2K(6€3 — 24€2 + 15¢ +20)/10+
£2(9¢* — 4263 + 42¢2 + 06—
—140)/140

2hévr? + hévk3 (26 — 5)+
hévk?(24€2 — T5¢ + 80) /204
hévk(3€3 — 1562 + 20€ — 10)/10+
h&2v(18¢3 — 105¢2 + 2246 —
—140)/560

—4€25% +4€2K3(2 - &) —
3¢2K2 (462 — 10€ + 5)/5—
3¢3k(262 — 86+ 5) /10—

3¢4(3¢2 — 14¢€ + 14) /140

2h&vr® + hévk3 (26 — 3)+
hévk?(24€2 — 45¢€ + 20) /204
h&2vk(3€2 — 9€ + 5)/10+
h&3v(18€2 — 63¢ + 56) /560

Tablica A.6: Macierz K (prawa polowka)

2h&vr* + hévk3(6€ — 13)/3+
hévk?(24€2% — 65¢ + 40)/20+

hévk(3€3 — 13¢2 + 10¢ + 10)/10+

heév(54e* — 27363 + 33662+
+420¢ — 1120)/1680

h2v2k* + h202K3 (36 — 8)/3+
h2v2K2 (962 — 30€ 4 35)/15+

h202k(9€3 — 48€2 4 T0€ — 40) /604

h2&v? (2763 — 168¢2 + 3926 —
—280)/1680

—2h&vk* 4 hévk3 (13 — 6€)/3—
hévk?(24€2 — 65¢ + 40) /20—
h&2vr(3¢2 — 13¢€ + 10) /10—
h&3v(18£2 — 91€ 4 112) /560

h2v2k* + h2v2K3 (36 — 5)/3+
h202K2(36£2 — T5¢ + 40)/60+
h2€v2k(9€2 — 30€ + 20)/60+
h2€202(27€2% — 105¢ + 112) /1680

—4€2k* + 46263(2 — €)—

36212 (462 — 106 +5)/5—
E2K(6€3 — 24€2 + 15¢ +20) /10—
£2(9¢* — 4263+

42¢2 + 70¢ — 140)/140

—2hévr® + hévk3 (5 — 2€)—
hévk?(24€2 — T5¢ + 80) /20—

hé&vk(3€3 — 15€2 + 20¢ — 10) /10—

h&2v(18¢3 — 105¢2 + 2246 —
—140)/560

4€2K% +4E2R3 (€ — 2)+
362K2 (462 — 106 4 5)/5+
3¢3k(2¢62 — 86+ 5)/10+
3¢4(3¢2 — 14¢€ + 14) /140

—2hévk* 4 hévk3 (3 — 26)—
hévk?(24€2% — 45¢ + 20) /20—
h&2vk(3€% — 9€ + 5) /10—
h&3v(18€2 — 63¢ + 56) /560

2h&vkt + hévr3 (6¢ — 11)/3+
hévk?(24€2 — 55¢ + 20)/20+
hévk(3€3 — 11€2 + 5¢ + 10)/10+
hév(54€% — 23163+

1682 4 420¢ — 560) /1680

h2v2k* + h202Kk3(3¢ — 7)/3+
h2v2K2(36£2 — 105¢ + 100)/60+
h2v2 k(963 — 42€2+

50¢ — 20)/60+

h2£v2 (2763 — 14762 + 2806 —
—140)/1680

—2hévr? + hévr3 (11 — 6¢)/3—
hévk?(24€2 — 55¢ + 20) /20—
h&2vr(3¢2 — 11€ + 5)/10—
h&3v(18€2 — T7¢ + 56) /560

h2v2k* + h202k3(3¢ — 4)/3+
h2v2K2 (962 — 156 + 5)/15+
h2&v? k(962 — 24¢ 4 10) /604
h2€202(27€2 — 84¢ + 56) /1680
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24€2Kk* /h—

48¢2K3 /h+

6£%K2(26% + 3) /h+
1262k(1 — €2) /h+
3¢2(¢* + 5¢% —20)/(10h)

12¢6vkt—

306vk3+

6EvR? (€2 +4)—
3¢ur (562 +4)/2+
&3v(3€2 4 40)/20

—24£2%k* /h+
48¢2k3 /h—

6622 (262 + 3) /h+
12645 /h—

3¢%(¢% +5)/(10h)

126wkt —
18¢vk3+

66vk? (62 +1)—
9¢3vk /2+
&3v(3¢2 +10)/20

Tablica A.7: Macierz E

126vk*—

266vk3+

66vR? (€2 + 2)+

Evr(12 — 13€2)/2+
Ev(3€6* + 2062 — 80)/20

6hv?kt—

16hv2K3+

hv?k2(3¢% 4 14)—
4hv2 k(€2 + 1)+
h&202(9€2 + 140) /120

—12£UH4+
26€vK3 —
6¢vk2(€2 + 2)+
13¢3vk/2—
&30(3€2 4 20)/20

6hv? Kkt —

10hv2K3+

hv?k? (362 +4)—
5hE2v% k)24
h&2v2(9€2 + 40) /120

—24€2K* /h+

48¢2K3 /h—

66%K7(26% + 3) /h+
126%k(€% — 1) /h—
3¢%(€* + 562 — 20)/(10h)

—12¢vk+
306vk3—

66vR? (€2 + 4)+
3¢vk (562 +4)/2—
&3v(3€2 +40)/20

24£2k% /h—

48¢2K3 /h+
662k2(26? +3) /h—
1264k /h+

3¢*(€* +5)/(10h)

- 12§UH4+
18¢vnk3 —
6vr?(€2 + 1)+
9&3vk /2~
&3v(3¢2 +10)/20

126vk*—

22¢vK3+

66vR? (€2 + 1)+

Eor(12 — 11€2)/2+
£v(3¢ 4 10€2 — 40)/20

6hv?rt—

14hv2 K3+

hv?k2 (362 4+ 10)—
hv?k(7€2 +4)/2+
h&2v2(9¢2 4 100) /120

—126vkt 4+
22¢6vk3—

66vR? (62 + 1)+
1163vk/2—
&3v(3€2 +10)/20

6hv2Kk*—

8hv?k3+

hv?k2(3¢2 4 2)—
2hE2v? k+
h&2v2(9¢2 4 20)/120

78
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