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ROZDZIAL 2

Wstep

2.1 Cel i motywacja podjecia pracy

Celem niniejszej pracy jest komputerowa symulacja optymalnego
sterowania drganiami masztéw z odciggami. Problem ten taczy
wiedze z zakresu takich dyscyplin jak dynamika konstrukcji, teoria
sterowania i metody numeryczne.

Maszty z odciggami, powszechnie stosowane w telewizji, radiofonii
i telefonii komodrkowej, stanowiq grupe konstrukcji silnie
narazonych na drgania. Wysokosci takich konstrukcji siegajace
nawet kilkuset metrow oraz ich usytuowanie na otwartych
przestrzeniach, powodujq, ze sq one poddawane dziataniu silnych
podmuchdéw wiatréw o zréznicowanych czestosciach. Dodatkowo, w
okresach zimowych czesto zdarza sie, iz maszty sgq oblodzone.
Wptywa to na wzrost nie tylko masy konstrukcji, ale takze
powierzchni elementéw poddanych dziataniu wiatru. Wynikiem tego
jest znaczne zwiekszenie catkowitego obcigzenia konstrukcji. Jak
wskazujg dane opublikowane w pracy [1], oblodzenie oraz parcie
wiatru stanowig najczestsze przyczyny awarii masztéw. W
niniejszej pracy zaprezentowana zostanie komputerowa symulacja
sterowania optymalnego, ktérego zadaniem bedzie minimalizacja
amplitud drgan poprzecznych konstrukcji spowodowanych
dziataniem porywow wiatru.

Teoria sterowania optymalnego jest rozwijana od przeszio pét
wieku. Jednoczesnie z pojawieniem sie nowoczesnych komputeréw,
powstato wiele metod numerycznych pozwalajacych na szerokie
zastosowanie ukfadéw sterowania, w tym rowniez do redukowania
niekorzystnych efektow drgan maszyn i konstrukcji. Z drugiej
strony znaczacy rozwdj elektroniki daje szerokie mozliwosci w



Rozdziat 2 Wstep

stosowaniu bogatego asortymentu réznego rodzaju czujnikow oraz
wzbudnikéw. Stosunkowo jednak skromnie rozpoznane sg uktady
sterowan optymalnych dla konstrukcji wiotkich, poddanych
dziataniu porywow wiatru. Wyzej wymienione wzgledy sprawiaja, iz
podejmowany temat jest bardzo interesujacy, zaréwno z
naukowego jak i praktycznego punktu widzenia.

Rysunek 2-1 Oblodzenie masztu z odciggami
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2.2 Przeglad literatury

2.2.1 Modele dynamiki masztow

Zagadnieniom zwigzanym z mechanikg masztow z odciggami
poswiecono w literaturze technicznej sporo uwagi. Poczatkowo
koncentrowano sie gtdwnie na zagadnieniach statyki i statecznosci
masztéw [2]. Dynamike konstrukcji analizowano jedynie pod katem
rozwigzania problemu wiasnego [3]. Ostatnio ze wzgledu na rozwdj
techniki  obliczeniowej coraz  czesciej uwzgledniane sg
oddziatywania dynamiczne jakim poddane s maszty. Nastepuje
wyrazna tendencja zastepowania statycznego dziatania wiatru
bardziej realistycznymi i zlozonymi modelami uwzgledniajgcymi
takie zjawiska jak fluktuacje predkosci wiatru.

Przed przystgpieniem do kazdej symulacji numerycznej, majacej na
celu odzwierciedlenie rzeczywistego zachowania konstrukcji,
istotnym elementem jest utworzenie odpowiedniego modelu
obliczeniowego. Zestawienie réwnan ruchu masztu wymaga
uwzglednienia dynamiki trzonu jak rdwniez wspierajagcych go
odciggéw. W pierwszych stosunkowo prostych modelach trzon
masztu zastepowano utwierdzong badZz przegubowo podpartg w
podtozu belka Eulera-Bernouliego. Model ten uwzglednia jednak
tylko podatnos¢ na zginanie a jak wiadomo trzony wysokich
masztow zwykle wykonywane jako prety kratowe wykazujg
rowniez pewng podatnos¢ na Scinanie. Uwzglednienie tego faktu
odbywa sie przez zastosowanie odpowiednich belkowych
elementéw skonczonych [4] badz przez modelowanie trzonu jako
przestrzenna konstrukcja kratowa. Wadgq tego ostatniego
rozwigzania jest fakt, iz modelowanie kazdego preta trzonu z
osobna wprowadza znaczna liczbe dodatkowych stopni swobody.

Na prawidtowe zamodelowanie catego masztu oprécz trzonu, wptyw
ma dobdr wiasciwego modelu opisujacego drgania odciggéw.
Przyjmuje sie tutaj zatozenie, iz odciqgi sq idealnie wiotkie.
Dodatkowo odciggi charakteryzujq sie niewielkq sztywnosci w
kierunku poprzecznym. Wychodzac z nakreslonych powyzej zatozen
autorzy pracy [5] analizowali nieliniowy przestrzenny model kabla
drgajacego z dowolnie duza amplitudq. Wyprowadzony w pracy
model uwzglednia wzajemne sprzezenie drgan w pfaszczyznie
grawitacji z kierunkiem prostopaditym do ptaszczyzny grawitacji.
Wykazano réwniez, ze przy silnie napietych kablach podlegajgcych
drganiom o matych amplitudach, proponowany model nieliniowy
daje wyniki zbiezne z wynikami uzyskanymi wczesniej przez
Irvine’a dla modelu liniowego [6]. Inny autor analizujgc nieliniowy
model kabla z uwzglednieniem tlumienia dochodzi do takich
samych wnioskéw [7].
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Potaczenie opisanych powyzej modeli trzonu i odciagdéw prowadzi
do zestawienia rdéwnan opisujagcych drgania catego masztu.
Korzystajac z belkowego modelu trzonu oraz stosujac linearyzacje
rownan ruchu odciggu autorzy pracy [8] przedstawiajg analize
modalng masztu z odciggami.

Nowoczesniejsze podejscie modelowania masztéw z odciggami
bazujgce na metodzie elementdéw skonczonych zamieszczono w
pracy [9]. W podejsciu [10] odciggi masztu podzielone zostaty na
szereg wstepnie napietych przestrzennych elementéw pretowych.
Nastepnie dla podzielonego na elementy odciggu autor przedstawia
ksztatty modalne. Analiza powyzsza wymaga jednak pewnego
komentarza. Kolejnos¢ wystepowania poszczegdlnych modéw nie
jest jednakowa dla wszystkich odciggow. Korzystajac z wnioskow
ptynacych z analitycznych rozwazan Irvine’a nalezy nadmienié, iz
symetryczne ksztaltty modalne drgan odciggu w ptaszczyznie
grawitacji zalezg od ciezaru wiasnego odciggu, jego wspdiczynnika
sprezystosci oraz sity naciggu. Odpowiedni dobor tych parametrow
moze spowodowac tzw. przeciecie modalne, ktérego wynikiem jest
przesuwanie sie czestosci odpowiadajacych  symetrycznym
ksztattom modalnym ponad antysymetryczne.

2.2.2 Obcigzenia wiatrem

Po ustaleniu kwestii modelowania dynamiki masztéw z odciggami
zainteresowanie wielu autoréw skierowalo sie w strone
sprecyzowania obcigzen dziatajgcych na konstrukcje ciegnowe.
Sposrod tych obcigzen duzo miejsca poswiecono badaniom wptywu
wiatru na konstrukcje [11]. Powstajgq pierwsze publikacje
uwzgledniajace stochastyczne modele fluktuacji predkosci wiatru
(Davenport, Kaimal).

Wykorzystujac zaréwno liniowy, jak i nieliniowy model masztu z
odciggami autorzy pracy [12] obliczajg $redniokwadratowg wartosé
wychylenia masztu poddanego dziataniu wiatru opisanego funkcjg
gestosci widmowej Davenporta. Obliczona wartos¢ jest kolejno
weryfikowana eksperymentalnie w tunelu wiatrowym. Badania
przeprowadzone na wykonanym w skali 1:100 modelu ukazujg
duzg zgodnos$¢ wynikdéw obliczen z eksperymentem.

Oddziatywanie sit wiatru modelowanych przy pomocy, zaréwno
spektrum Davenporta jak i Kaimala byto przedmiotem
zainteresowan pracy [13]. Przeprowadzajac szereg symulacji
autorzy analizujg wptyw podmuchdw wiatru na zaktécenia w
przekazywaniu sygnatu z anteny talerzowej o srednicy 70 metréw.
W podsumowaniu pracy stwierdzono, iz pomimo dominujgcego
udziatu niskich czestosci w spektrum wiatrowym mozliwe jest
wzbudzenie przez sity wiatru wyzszych czestosci drgan konstrukcji.
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Oprécz wymienionych powyzej oddziatywan samego tylko wiatru, w
przypadku konstrukcji ciegnowych wystepuje rowniez zjawisko
polegajace na facznym dziataniu deszczu i wiatru. W trakcie
intensywnych opadéw strugi deszczu sptywajace wzdituz goérnej
powierzchni odciggu tworzg przekrdéj aerodynamiczny podatny na
drgania o znacznych amplitudach juz nawet przy niewielkiej
predkosci wiatru [14].

Na zakonczenie przegladu roéznych zjawisk dynamicznych
zachodzacych w masztach z odciggami nalezy wspomnie¢ o
rezonansie parametrycznym, ktéry po raz pierwszy zaobserwowany
zostat przez Bofotina [15]. Do zilustrowania tego zjawiska autor
postuzyt sie statycznie Sciskang belkg poddang dodatkowo dziataniu
niewielkiej sity dynamicznej. Nastepnie udowodnit, ze wybdr
odpowiedniej czestosci sity wymuszajacej, dziatajacej w kierunku
osiowym powoduje powstawanie znacznych amplitud drgan w
kierunku poprzecznym.

Przenoszac powyzsze rozwazania na przypadek konstrukcji
ciegnowych zauwazono [16], ze gdy czestos¢ drgan konstrukcji jest
rowna podwojonej czestosci drgan odciggu wystepuje zjawisko
samowzbudnych drgan odciggdw powodowanych poprzez ruch
wspieranej konstrukciji.

2.2.3 Pasywne ttumienie drgan

Majac na uwadze wzgledy zwigzane z niekorzystnym wptywem
drgan na konstrukcje, zaczeto poszukiwac réznych metod ttumienia
drgan. W 1974 roku w trakcie przygotowan do budowy
najwyzszego na $wiecie masztu o wysokosci 640 metréow, gtdwny
projektant pisat [17] ,... nie ma skutecznych sposobdw, Zzeby
zapobiec wystepowaniu zjawiska drgan, ale trzeba probowad
zredukowacd je do minimum”.

Obecnie metody redukcji drgan dzieli sie na trzy grupy: pasywne,
aktywne i potaktywne.

Thumik wiskotyczny Ttumik absorbcyjny

Rysunek 2-2 Pasywne uktady redukcji drgan



Rozdziat 2 Wstep

Dwa podstawowe elementy pasywnych ukladow sterowania
drganiami to: ttumik wiskotyczny i ttumik absorbcyjny.

Autor pracy [18] pokazuje, ze dla masy M poddanej dziataniu sity
wymuszajacej o znanej czestosci p mozliwe jest dobranie
parametrow m oraz k, w taki sposob, iz masa ta pozostaje w
spoczynku. Jest to znana zalezno$¢ p?=k/m. Ten bardzo prosty
wynik posiada jednak ograniczone zastosowanie, gdyz w praktyce
czesto obcigzenie wymuszajace zamiast w jednej znanej czestosci
dziata w pewnym ich zakresie.

Drugim elementem stosowanym czesto w uktadach pasywnego
ttumienia drgan jest ttumik wiskotyczny. Poprzez zastosowanie
takich ttumikéw uzyskuje sie pozadang redukcje pikdéw w krzywych
rezonansowych. Jednakze w sytuacji, gdy masa tlumionej
konstrukcji ulega zmianie réwnoczesnie zmianie ulega efektywnos¢
takiego ukfadu ttumienia. W przypadku masztow z odciggami
czynnikiem powodujgcym zmiane masy konstrukcji moze by¢
oblodzenie. Dodatkowo spadek sit napinajagcych w odciggach
przektada sie na spadek sztywnosci catego masztu.

W przesziosci do zredukowania drgan odciggdow stosowane byty
ttumiki Stockbridge’a.

Rysunek 2-3 Ttumik Stockbridge'a

Zasada dziatania ttumika Stockbridge’a polegata na wzbudzeniu, w
trakcie drgan odciggu, intensywnych ruchéw topatek tlumika
rozpraszajacych w ten sposdb energie poprzez wewnetrzne tarcie w
odciggu.

2.2.4 Sterowanie drganiami

Chec¢ poprawy jakosci dziatania uktadéw pasywnych powodowata
dalsze poszukiwania bardziej efektywnych uktadéw redukcji drgan.
W tym czasie réwnoczesnie wraz z rozwojem technik
obliczeniowych nastgpit szybki wzrost dostepnych na rynku réznego
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rodzaju sensoréw i aktywatorow [19]. Stad nastepnie pojawit sie
pomyst zaczerpniecia pewnych rozwigzan z dziedziny elektroniki i
automatyki [20, 21, 22]. Wyksztatcit sie wéwczas nowy rodzaj
uktadéw ttumienia drgan okreslany dzisiaj jako uktady aktywne.

M Sensor

R

Sterownik

Wzbudnik

Rysunek 2-4 Aktywny uktad ttumienia drgan

Punktem wyjscia do pdzniejszych badan stata sie zasada sprzezenia
zwrotnego [23]. W pracy [24] do projektowania uktadéw
sterowania drganiami zaproponowane zostajq metody
wykorzystujgce dziedzine czestotliwosci.

W trakcie rozwazan na temat rdéznych strategii sterowania
podejmowano proby réwnoczesnego poszukiwania rozwigzan
optymalnych. Jedna z pierwszych obszernych prac dotyczacych
teorii sterowania optymalnego [25] obejmowata rozwigzania
problemoéw: minimalno-czasowego, minimalnego zuzycia paliwa
oraz réwnoczesnej minimalizacji amplitud stanu i zuzycia energii
sterowania. W przypadku ttumienia drgan duzym powodzeniem
cieszyto sie zwtaszcza ostatnie z wymienionych rozwigzan, gdzie po
przyjeciu kwadratowego kryterium jakosci otrzymano liniowg
strategie sterowania. Mankamentem powyzszych metod byt fakt, iz
do praktycznej realizacji wymagaty one pomiaru wszystkich
wielkosci tj. przemieszczen i predkosci charakteryzujacych
rozpatrywany uktad dynamiczny. Niestety konstrukcje sprezyste,
posiadajgce teoretycznie nieskonczong a przy doktadnej
dyskretyzacji MES bardzo duza liczbe stopni swobody sprawiaty, iz
zastosowanie technik sterowania ze sprzezeniem zwrotnym od
petnego wektora stanu byfo trudne do realizacji. Wkrétce zatem
zaczety pojawia¢ sie prace [26, 27] proponujgce pomyst
zainicjowany przez Luenbergera a nastepnie uogdlniony przez
Kalmana polegajacy na wprowadzeniu obserwatora. Zadaniem tego
dodatkowego wirtualnego uktadu dynamicznego byto odtworzenie
petnego stanu konstrukcji na podstawie pomiaru niewielkiego
podzbioru wektora stanu.

Po wprowadzeniu idei obserwatora mozliwa stata sie implementacja
sterowania ze sprzezeniem zwrotnym teraz juz nie od
rzeczywistego wektora stanu, lecz jego estymaty. Ze wzgledu
jednak na duzg liczbe stopni swobody modelu MES konstruowanie
sterownika dla takiego modelu bytoby dosy¢ ztozone i kosztowne.

7
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Kolejng trudnos¢ stanowit diugi czas obliczen wymagany przy
symulacjach numerycznych. Do zmniejszenia wymiaru zadania a co
za tym idzie i czasochionnosci obliczen zaproponowano zatem
redukcje modalng [28]. Technika ta dobrze spetniajaca swoje
zadanie dla ukfadéw o petli otwartej tzn. przy obcigzeniu
niezaleznym od aktualnej deformacji konstrukcji, po przejsciu do
uktadow ze sprzezeniem zwrotnym powodowata pojawienie sie
jednak pewnych trudnosci. Efekt pominiecia wyzszych czestosci
pierwszy raz odnotowany zostat w pracy [29] i od tego momentu w
literaturze anglosaskiej wystepuje pod nazwa ,spillover”.
Konstrukcja o zredukowanym modelu, uzytym tylko do
zaprojektowania ukfadu sterowania, w rzeczywistoSci posiada
jednak dynamike opisang przez wszystkie czestosci. Wielkosci
pomiarowe zawierajgq zatem, zarowno informacje o uwzglednionych
jak i pominietych czestosciach. Analogicznie sytuacja przedstawia
sie dla wzbudnikéw, gdzie sity sterujgce oddziatuja na calg
dynamike masztu. Balas pokazat, ze fakt ten moze spowodowac
destabilizacje uktadu sterowania przewidzianego jako stabilny dla
zredukowanego modelu konstrukcji.

W celu unikniecia tego problemu ten sam autor w kolejnej pracy
[30] zaproponowat zamiast uktadu ze sprzezeniem zwrotnym od
estymowanego wektora stanu zdecentralizowany ukfad sterowania,
w ktorym sprzezenie odbywa sie bezposrednio od wielkosci
mierzonych bez korzystania z obserwatora. Dodatkowo Balas
wskazat, ze kolokacja czujnikéw i wzbudnikéw prowadzi do uktadu
sterowania, ktéry odporny jest na ,spillover”. W proponowanym
podejsciu jednak nie wspominano juz nic o optymalnosci
rozwigzania.

Naturalng konsekwencjq tego faktu bylo ponowne poszukiwanie
rozwigzan optymalnych tym razem jednak dla sprzezenia
zwrotnego od wyjscia [31]. Joshi w pracy [32] pokazuje, iz mozliwe
jest dobranie kwadratowego wskaznika jakosci, przy ktorym
sterowanie z bezposrednim sprzezeniem od predkosci pozostaje
optymalne. Wybdr ten jednak nie jest dowolny stad w literaturze
pojawiajg sie dalsze pomysty na wyeliminowanie wspomnianej
niestabilnosci, przy jednoczesnym zachowaniu optymalnosci
wzgledem dowolnie wybranych macierzy wagowych.

Réwnoczesnie z poszukiwaniem optymalnej macierzy wzmocnienia
minimalizujgcej zuzycie energii potrzebnej do sterowania, zaczeto
zastanawiac sie nad optymalnym rozmieszczeniem sit sterujgcych i
czujnikdw pomiarowych. Zwigzanymi z tym faktem, pojeciami
istniejacymi juz wczesniej w teorii sterowania, sg odpowiednio
sterowalnos¢ i obserwowalnosé. Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze
podczas, gdy pierwsze z tych pojeé¢ miato okresla¢ wptyw sterowan
na stan ukfadu, tak zadaniem drugiego bytla ocena zdolnosci do
odtworzenia stanu ukfadu na podstawie pomiaréw. Jak juz
wspomniano pojecia te znane byty przed wprowadzeniem teorii
sterowania do ukfadow sprezystych jednak ze wzgledu na

8
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specyficzny charakter tych ostatnich wymagaty pewnej
specjalizacji. Przede wszystkim chodzito o ilosciowg ocene
sterowalnosci i obserwowalnosci co pierwotnie uzyskano dzieki
podejsciu grammianowemu [33]. W pracy [34] zaproponowano
natomiast do oceny sterowalnosci tzn. modalne indeksy
sterowalnosci. Dalsze pomysty z tej tematyki zawierajg prace
Skeltona [35], Lauba [36] oraz Friedlanda [37].

Z poczatkiem lat 80-tych  nastepuje znaczny  wzrost
zainteresowania sterowaniem aktywnym. Powstaje szereg prac [38,
39] proponujgcych rozmaite zastosowania z dziedziny inzynierii
lgdowej jak tez ttumienia drgan lekkich konstrukcji lotniczych.
Wprowadzane zostajg nowe strategie sterowania oparte na
minimalizacji norm H, oraz H,, gdzie w przypadku uktadow
drgajacych pierwsza oznacza minimalizacje S$redniego kwadratu
amplitud drgan, natomiast druga charakteryzuje maksymalng
amplitude drgan odpowiadajgaca czestosci rezonansowej [40].
Prowadzone sg badania nad najkorzystniejszym modelem uktadu
sterowania poprzez dobdér odpowiednich wspéirzednych stanu
(weztowe, modalne, zbalansowane) jak i strategii sterowania [41].
Na poczatku ubiegtej dekady obserwowany jest wzrost
zainteresowania wprowadzaniem do uktadu sterowania coraz
bardziej ztozonych modeli obcigzenia. W pracy [42] w celu
zredukowania drgan 60-cio kondygnacyjnego budynku
wykorzystany zostaje sterownik zawierajacy w sobie informacje o
skorelowanym przestrzennie modelu fluktuacji predkosci wiatru.
Autorzy dokonujg takze poréwnania efektywnosci réznych
mechanizmow sterujacych.

2.2.5 Sterowanie drganiami konstrukcji ciegnowych

W potowie lat 90-tych pojawiajgq sie proby sterowania drganiami
konstrukcji ciegnowych [43]. Pomyst zapoczatkowany przez Fuijno,
kontynuowany jest nastepnie przez zespdét naukowcéw z
Laboratorium Aktywnych Konstrukcji w Belgii. Tam tez powstaje
projekt [44] proponujacy zdecentralizowany algorytm sterowania
drganiami mostéw podwieszanych. Zasadniczg ideg wprowadzong
przez Achkire jest wyposazenie konstrukcji w zestaw aktywnych
kabli, ktérych zadaniem jest redukcja drgan pomostu. Ostatecznie
pomyst ten doczekat sie realizacji [45] i w osrodku badawczym JRC
Ispra we Witoszech przeprowadzono eksperyment potwierdzajacy
przewidywang jakos¢ zaprojektowanego uktadu sterowania. Do
eksperymentu wykorzystano 30 metrowy model jednego przesta
mostu wspartego szescioma pasywnymi oraz dwoma aktywnym
ciegnami. Realizacje sit sterowania uzyskano dzieki specjalnie
skonstruowanym do tego celu sitownikom hydraulicznym.
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Kolejny etap w rozwoju technik sterowania drganiami nastepuje po
roku 2000. Wdéwczas to zaczynajg ukazywac sie prace dotyczace
sterowania drganiami uktadéw o parametrach niepewnych [46].
Rozrdznia sie tutaj dwa pojecia krzepkosci ukfadu sterowania ze
wzgledu na niepewnosci modelu: krzepka stabilno$¢ i krzepka
jakos¢. Pierwsze z nich oznacza nic wiecej jak tylko tyle, iz uktad
sterowania pozostaje stabilny dla kazdej z dopuszczalnej
konfiguracji niepewnych parametrow. Drugie dodatkowo daje
gwarancje, ze jakos¢ sterownia nie ulegnie drastycznemu
pogorszeniu przy matej zmianie parametrow. Zastosowanie techniki
krzepkiego sterowania H, do ttumienia drgan ramy o niepewnej
sztywnosci przedstawiono w pracy [47].

Kolejnym pomystem na sterowanie ukiadami z niepewnymi
parametrami jest sterowanie adaptacyjne. Idea polega tutaj na
identyfikacji w czasie rzeczywistym parametrow uktadu a nastepnie
dostosowanie sterownika do zmieniajgcych sie parametréw. Ljung
[48] zaproponowat do tego celu, podobnie jak to byto w przypadku
estymatora stanu, filtr Kalmana.

Wszystkie wymienione dotychczas strategie sterowania przewiduja,
iz model konstrukcji, ktéra zamierza sie sterowaé¢, ma skonczong
liczbe stopni swobody. Warto wspomnie¢ jednak, iz powstajq
rowniez prace, w ktorych podejmuje sie préby sterowania
konstrukcjami modelowanymi jako uktady ciggte. W pracy [49] w
oparciu teorie stabilno$ci Lapunowa zaprojektowany zostat
sterownik, ktéry nastepnie uzyto do sterowania drganiami kabla.
Trzecig grupg obok wymienionych powyzej pasywnych i aktywnych
ukfadéw ttumienia drgan sg uktady poétaktywne. Charakteryzuijg sie
one tym, iz w pewnych sytuacjach mogg osiggac¢ jakos¢ zblizong do
ukfadéw aktywnych zuzywajac jednak przy tym mniej energii.

Rysunek 2-5 Potaktywny ukfad ttumienia drgan

Na schemacie powyzej widac¢, iz uktady podtaktywne sg w zasadzie
opisanymi wczesniej ttumikami wiskotycznymi badz absorbcyjnymi
z mozliwoscig jednak modyfikacji sztywnosci k i ttumienia ¢ w
trakcie drgan. Péfaktywnym ukfadem tlumienia moze by¢ zatem
ttumik olejowy ze zmienng Srednicg otwordw.
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2.2. Przeglad literatury

Ostatnio duza popularnoscig cieszg sie ttumiki wypetnione ptynami
magnetoreologicznymi. Modyfikacja parametrow tlumika odbywa
sie wowczas poprzez zmiane natezenia pola magnetycznego, ktére
oddziatuje na ptyn znajdujacy sie wewnatrz ttumika. Przyktad
zastosowania takich tlumikéw do redukcji drgan kabli mostow
podwieszanych przedstawit Spencer w pracy [50]. Innego rodzaju
potaktywny uktad tlumienia wykorzystano w pracy [51]. Do
zredukowania drgan lekkich konstrukcji kratowych zastosowano
bowiem materiat piezoelektryczny, ktoéry powodowat zmiany sit
tarcia w przegubach konstrukcji.

2.3 Organizacja rozprawy

Na tres¢ niniejszej pracy sktada sie pie¢ rozdziatow. W pierwszym
rozdziale wprowadzajacym, zawarto motywacje sktaniajgca do
podjecia tematu optymalnego sterowania drganiami masztéw z
odciggami, oraz przeglad literatury zwigzanej z podejmowanym
tematem.

Kolejne dwa rozdzialy stanowigce czes¢ teoretyczng pracy
zawierajg opis metod wykorzystanych nastepnie przy symulacji
numerycznej. 1 tak, rozdziat 2 obejmuje sprawy zwigzane z
tworzeniem modelu dynamicznego zachowania przestrzennych
masztéw z odciggami. Pierwszy punkt tego rozdziatu wprowadza
przyjete przy modelowaniu zatozenia konstrukcyjne. W kolejnym
punkcie do opisu dynamiki konstrukcji wykorzystane zostajq
rownania Lagrange’a. Nastepnie poprzez zastosowanie
dyskretyzacji utworzony zostaje model masztu w ujeciu metody
elementédw skonczonych. Przy uzyciu MES potwierdzone zostajq
analityczne rozwazania Irvine’a dotyczgace ograniczen z naciggiem
lin odciggowych masztu. Korzystajac z elementarnego modelu
odciqgu przedstawiony zostaje wptyw wstepnej deformacji
statycznej odciggu na jego symetryczne ksztatty modalne. Analiza
modalna catego masztu z odciggami jest przedmiotem rozwazan
trzeciego punktu. Wreszcie, na koniec rozdziatu drugiego
wprowadzony zostaje stosowany w dalszej czesci pracy
stochastyczny model wiatru uwzgledniajacy jego fluktuacje w
czasie oraz przestrzenng korelacje.

Rozdziat 3 to zasadniczo opis proponowanej w pracy strategii
sterowania. Na poczatku rozdziatu przedstawiony zostat schemat
implementacji ukfadu sterowania, w ktéorym redukcja drgan
miataby sie odbywal poprzez sterowanie naciggiem w linach
odciggowych masztu. W nastepnych dwdch punktach rozdziatu
opisane zostaty zagadnienia zwigzane ze sterowalnoscig i
obserwowalnoscia proponowanego ukfadu sterowania. Punkt
czwarty jest syntetycznym  opisem  strategii  sterowania
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optymalnego bazujacego na predykcji modelu, zaréwno konstrukcji
jak i wiatru. Wymagany do tego celu estymator analizujgcy na
podstawie pomiaru predkosci odciggdéw aktualng deformacje catej
konstrukcji zostaje wprowadzony w punkcie pigtym. Na koniec
rozdziatu trzeciego, wszystkie wystepujgce wczesniej elementy
ukfadu sterowania zostajg zebrane w cato$¢, w celu wyznaczenia
sterowania minimalizujagcego kwadratowy wskaznik jakosci.

Po zaprezentowaniu strategii sterowania drganiami masztu, w
rozdziale 4 przedstawione zostajg wyniki obliczen numerycznych.
Analizowany jest przykiad przestrzennego masztu sterowanego
szescioma aktywnymi odciggami, gdzie zaréwno trzon jak i odciggi
masztu poddane sg dziataniu losowych podmuchow wiatru.

W ostatnim pigtym rozdziale znajduje sie podsumowanie catej
pracy ze wskazaniem granic stosowalnosci proponowanej metody.
Zakonczenie pracy stanowi wykaz cytowanej literatury.

2.4 Nowe elementy w dziedzinie sterowania
masztami zawarte w pracy

W rozdziale 2 (punkt ,Analiza modalnha odciggu”) zbadano
charakterystyki dynamiczne odciggu przy zmiennych sitach
nacigqgu, ciezarze wifasciwym oraz sztywnosci co zdecydowato
0 przyjetym w pracy modelu.

e W rozdziale 3 (punkt ,Estymator stanu”) wprowadzony zostat
obserwator, ktérego zadaniem jest oszacowanie stanu
konstrukcji oraz aktualnej sity wiatru dziatajagcej na maszt z
odciggami.

e W punkcie ,Sterowanie optymalne” do sterowania drganiami
masztdw wykorzystane zostalo sterowanie z predykcjq
modelu. Predykcja ta polega na przewidywaniu na podstawie
aktualnego pomiaru najbardziej prawdopodobnych przysztych
standw  konstrukcji oraz najbardziej prawdopodobnej
przysztej sity wiatru.

e W punkcie ,Identyfikacja parametrow masztu” obserwator
zaproponowany zostat réwniez do estymacji aktualnych
parametrow masztu tj. sztywnosci, masy i ttumienia.

e W rozdziale 4 przedstawione zostaty wyniki symulacji
numerycznej procesu sterowania drganiami. Obliczono
ponadto modalne indeksy sterowalnosci dla poszczegdlnych
ksztattow modalnych masztu.

12



ROZDZIAL 3
Przestrzenny model masztu

3.1 Zatozenia konstrukcyjne

Réwnania ruchu konstrukcji masztu z odciggami wyprowadzone
zostang po przyjeciu nastepujacych zatozen:

e zagadnienie drgan masztu rozpatrywane jest jako zadanie
przestrzenne

e trzon masztu stanowi pryzmatyczna kratownica o przekroju
tréjkata réwnobocznego

e analizowane sg drgania o matych amplitudach wokét
potozenia rownowagi

e naprezenia wystepujgce w catej konstrukcji masztu wraz z
odciggami znajdujq sie w stanie sprezystym

e w trakcie drgan odciggi masztu pozostajg caly czas trwania
procesu w stanie napietym

e o0dciggi masztu sg idealnie wiotkie

e ze wzgledu na znaczne sity napinajgce w odciggach w
stosunku do ich ciezaru wtasnego, konfiguracje statyczng
odciggu stanowi parabola

W praktyce zatozenie o matych przemieszczeniach nalezy spetnic
dla zapewnienia wfasciwej eksploatacji konstrukcji. Nadmierne
wychylenia trzonu masztu powodujg bowiem trudnosci w transmisji
sygnatu przesytanego z urzadzehn nadawczych. Polska norma
dotyczaca projektowania masztow radiowych dopuszcza, aby

13



Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

maksymalne wychylenie trzonu masztu wynosito 1/100 wysokosci
catej konstrukcji.

Druga uwaga dotyczy zatozenia o idealnej wiotkosci odciggow.
Oznacza to, ze odciqgi wspierajgce maszt sg w stanie przenosic
jedynie sity osiowe, a S$cislej rozciggajace. Przyjmuje sie, ze
zarbwno momenty zginajace jak i sity Scinajgce w dowolnym
punkcie odciggu wynoszg zero. W rzeczywistosci odciagi posiadajg
oczywiscie pewng niewielkg sztywnos$¢ na zginanie, jednak jej
wielkos¢ w stosunku do sztywnosci na rozcigganie jest pomijalna.

3.2 Dynamika masztu

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia konstrukcyjne, rownania ruchu
masztu uzyskane zostang przy pomocy rownan Lagrange'a [52].
Zgodnie z powyzszym ruch dowolnego uktadu mechanicznego
opisany jest poprzez ukfad rownan rézniczkowych typu

g(a_;j S (3.1)

dt\ oq
W przedstawionym wzorze zastosowano funkcje L zwang
lagranzianem, ktéra okreslona jest poprzez rdznice energii
kinetycznej i energii odksztatcenia sprezystego

L=T-U

Wystepujacy w rownaniach (3.1) wektor q =4q,, g,, ..., q,} to
wektor przemieszczen uogolnionych, natomiast wektor
Q=4{Q,, Q,, ..., Q,} to wektor sit uogdlnionych.

Rysunek 3-1 Dyskretyzacja masztu przy uzyciu elementéw skonczonych
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3.2. Dynamika masztu

W celu okreslenia wyrazen na energie kinetyczng T i odksztatcenia
sprezystego U uktadu, konstrukcja masztu zostaje
zdyskretyzowana. Dyskretyzacja zastosowana w tej pracy bazuje
na powszechnie stosowanej obecnie [53] metodzie elementdow
skonczonych (MES).

X e

qs

(e)
6

qs”

@)
q;° (e)
3

Rysunek 3-2 Przestrzenny element pretowy
Do zamodelowania pojedynczego elementu konstrukcji masztu z
odciggami wykorzystany zostanie przestrzenny element pretowy o
trzech stopniach swobody w kazdym wezle. Element ten moze by¢
wykorzystany zarowno do trzonu masztu, ktéorym jest jak wczesniej
wspomniano konstrukcji kratownicowa, jak i do odciggu, ktéry w
wyniku podziatu stanowi tancuch takich elementéow.

w(x+dx,t)
(4
ok t) v(x+dx,t)
v(x,t)
A/é) dx (% u(x+dx, t&
w(x,t)

Rysunek 3-3 Elementarny wycinek preta

W przypadku masztu oprécz sztywnosci sprezystej, wynikajacej z
charakterystyki uzytego materiatu, mamy do czynienia réwniez ze
sztywnoscig powstatg wskutek wstepnego sprezenia konstrukcji
poprzez odciggi. Uwzglednienie tego faktu jest istotne, dlatego tez
przy modelowaniu pojawi¢ powinna sie odpowiednia rozszerzona
macierz sztywnosci.
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

Kluczowg sprawg przy formutowaniu macierzy elementowych jest
definicja odksztatcenia elementarnego wycinka preta. Na podstawie
rysunku otrzymujemy, iz

ou 1(ovY 1(ow)
& =—+=|—| +=| —
ox 2\ ox 2\ ox
Teraz wprowadzone zostang znane z mechaniki klasycznej wzory
na energie kinetyczng pojedynczego elementu skofnczonego

T _ % [ PO @do (3.2)
Q

oraz energie odksztatcenia sprezystego elementu
1
U® == |o"edQ 3.3
3| (3.3)

gdzie, Q to objetos¢ elementu, p(x) to gestos¢ masy,
u®(x,t) ={u(x,t), v(x,t), w(x,t)s to wektor przemieszczenia, ©
to wektor naprezenia, natomiast € to wektor odksztatcenia.
Korzystajac z zatozenia, iz konstrukcja znajduje sie w stanie
sprezystym zaleznos¢ pomiedzy odksztatceniem a naprezeniem
przyjmuje znang postaC o, = E¢,, gdzie ox i & stanowia jedyne
niezerowe sktadowe wektoréw o oraz €, odpowiednio, wreszcie E
to modut Younga.

Zaleta MES jest fakt, iz przemieszczenie u®(x,t) w dowolnym
punkcie elementu skonczonego mozna przedstawi¢ jako iloczyn
przyjetych funkcji ksztattu oraz przemieszczen wezidw tego
elementu

u®(x,t) = N9(x)q“(t) (3.4)
gdzie i i
1—% 0 0 % 0 0 N
1 (e)
NoGx)=| 0 1-X o o X o=|[N0] =N
L L NGO N
0 o0 1-X 0 0 X :
L L

q(t) ={q®, ¢, ¢, ¢, ¢, g%

Podstawiajgc zalezno$¢ (3.4) do wzordw na energie kinetyczng
(3.2) oraz energie odksztatcenia sprezystego (3.3) powyzsze
wyrazenia mozna przedstawi¢ jako funkcje wspodirzednych
uogdlnionych

L
T® — %q(e)T {pAJ‘N(e)TN(e)dX}q(e)
0

Mme)
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3.2. Dynamika masztu

Otrzymana macierz M‘® to macierz mas elementu skoniczonego. Po
wykonaniu operacji catkowania na funkcjach ksztattu ma ona jawng
postad

200100
020010

Me _PAL[0 0 2 00 1
6 |1 00200
010020
00100 2]

Analogicznie postepujgc ze wzorem (3.3) na energie odksztatcenia
sprezystego U®, w ktéorym po pominieciu nieliniowych cztondéw
otrzymuje sie

L L 2 L 2 L 2
U :lEA'[gidX :ﬁj(a_“j dx+ﬁ 8_“[8_‘/] dx +ﬁj8_u[8_wj dx
2 3 2 y\ox 2 yox\ox 2 yox\ ox

Uy U,

Przyjmujac, ze sita osiowa w elemencie moze byc¢ przyblizona przez
zalezno$¢ T = EA(ou / ox) uzyskuje sie dwa cziony w wyrazeniu na

energie odksztatcenia sprezystego

.
1 or| caf[ AN ) (dNE ©
- = EA
Yi=34 [ -([[ dx ax )

K

gdzie, K!® to macierz sztywnosci sprezystej, ktéra przyjmuje
postad

1 00 -1 0 0]

0 00 0 00O

ke _EA0 00 0 00
@ _ A

-1 00 1 00

0 00 0 00O

(0 00 0 0O

oraz drugi czton energii odksztatcenia sprezystego

.
1 _or| [ ANE ) (dNE ©
== T
Y2 =54 [!( dx ax |

K
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

gdzie, K to macierz sztywnosci geometrycznej (lub macierz
wstepnych naprezen)

0 0 0 0 0 O

01 0 0-10

ko _T|0 0 1 00 -1
@ _T

[jo 0o 00 0 O

0-1 001 0

0 0 -10 0 1|

Powyzsza macierz postuzy do uwzglednienia wspomnianego faktu
wstepnego stanu naprezen wystepujacych, zaréwno w odciggach
jak i trzonie masztu. Geometryczny sktadnik macierzy sztywnosci
jest szczegodlnie istotny dla odciagéw, gdyz bez niego stanowity by
one mechanizm.

Po obliczeniu elementowych macierzy sztywnosci i mas mozna
przystgpi¢ do sformutowania rownan ruchu dla catej konstrukcji. W
tym celu nalezy postapi¢ zgodnie z kolejnymi etapami MES tj. po
przemnozeniu macierzy elementowych przez macierze obrotu, a
nastepnie przez macierze alokacji, mozna zsumowac poszczegdlne
macierze otrzymujac zaleznos¢ na energie kinetyczng i energie
odksztatcenia catego uktadu.

Energia kinetyczna uktadu wynosi

1.5
T=-q'M
> q
natomiast energia odksztatcenia uktadu to
1 7
U=-qK
> q Kq

Po wykonaniu operacji rézniczkowania zgodnie z (3.1) otrzymuje
sie nastepujace réwnania ruchu masztu z odciggami

Mg+Kg=Q
wraz z warunkami poczatkowymi q(0) = q,,q(0) = q, .

Powyzsze réwnania ruchu wskazujg, ze dla ukfadu, gdzie Q =0,
catkowita energia jest stata. W rzeczywistych konstrukcjach
wystepuje jednak zjawisko dysypacji energii czyli ttumienie drgan.
Uwzglednienie tego faktu w rownaniach ruchu odbywa sie przez
wprowadzenie dodatkowego cztonu zaleznego od predkosci
Mg+Dq+Kq=Q

gdzie macierz D przyjmowana jest zwykle jako liniowo zalezna od
macierzy mas i sztywnosci D = oM + K. Tlumienie w tej postaci

nazywane jest ttumieniem proporcjonalnym.

Oproécz wyzej wymienionego ttumienia konstrukcyjnego
wynikajacego z wtasnosci materiatu, typu potaczen poszczegdlinych
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3.2. Dynamika masztu

elementéw konstrukcji (spawanie, nitowanie, itp.) wyrdznic
mozemy inny rodzaj tlumienia, a mianowicie tlumienie
aerodynamiczne. Tlumienie tego typu wynika z faktu, iz drgania
konstrukcji odbywajg sie w osrodku jakim jest powietrze i wptyw
oporu tego osrodka dziata korzystnie na zjawisko ttumienia drgan.

3.3 Analiza modailna odciagu

Celem niniejszego punktu jest wyznaczenie czestosci wtasnych i
ksztaltdbw modalnych opisujacych drgania odciggéow. Przed
rozwigzaniem ogolnego zagadnienia wilasnego odciggu rozpatrzony
zostanie najprostszy mozliwy model powstaty w wyniku podziatu
odciggu na 3 elementy skonczone. Ten wydawatoby sie
bezuzyteczny dla praktycznych zastosowan model dostarcza juz
jednak pewnych ogdlnych wnioskéw, ktdre utatwiajg zrozumienie
zachowania sie charakterystyk dynamicznych odciggu przy zmianie
jego parametréw tj. wstepnego naciggu, ciezaru wtasnego czy tez
wspotczynnika sprezystosci.

Analizowany zatem bedzie odciag usytuowany poziomo i skfadajacy
sie z 3 elementéw skoniczonych o 4 stopniach swobody. Zakfada
sie, iz masa skoncentrowana jest w weztach oraz, ze odcigg jest
poddany dziataniu sity rozciggajacej T. Tak sformutowane zadanie
ilustruje jedynie drgania odciqgu w ptaszczyznie grawitacji, drgania
wychodzace poza ptaszczyzne grawitacji zostang dodane w dalszej
czesci tego punktu.

i . < A 2 A A Ea A

T
A S

Rysunek 3-4 Uproszczony model odciggu

Uwzgledniajac fakt, iz w rzeczywistych konstrukcjach masztow
ugiecie odciggu jest nieznaczne w stosunku do jego diugosci,
zaktada sie, ze stan przemieszczen mozna otrzymac rozwigzujac
liniowe rownania statyki postaci

Ko.d, = Qo
gdzie
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| 2EA 0 - EA 0
N 9; 0
0 — 0o —
K, = L L q, = q2 Q _ mg
0 _LEA 0 ZfA 0 0 q3 0 0
q, mg
0 -T 0 2T
L L L]

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan uzyskuje sie deformacje
statyczng odciggu pod wptywem ciezaru wiasnego.

mglL/T

m m

Rysunek 3-5 Deformacja statyczna odcigqgu

Przy gestszym podziale odciaggu wspotrzedne pionowe przyjmowane
przez kolejne wezty opisuje parabola. W analitycznym rozwigzaniu
problemu ksztatt ugiecia okreslony jest przez krzywga fancuchowa,
ktérg jest cosinus hiperboliczny. Jak jednak wspomniano wczesniej
rozwazane sg tutaj mate przemieszczenia, stad tez rodznica
pomiedzy rozwigzaniem Scistym a rozwigzaniem uzyskanym na
drodze liniowej MES jest znikoma. Poprawe rozwigzania mozna
bytoby otrzymaé poprzez zastosowanie procedury iteracyjnej
jednak powyzsze zagadnienie nie jest przedmiotem zainteresowan
niniejszej pracy.

Uzyskane rozwigzanie dostarcza informacji o konfiguracji
zajmowanej przez odciqg po uwzglednieniu obcigzenia ciezarem
wtasnym. Dla tej konfiguracji mozna teraz utworzy¢ nowg macierz
sztywnosci, ktora przyjmuje nastepujacq postac

264 | mgEA | -EA 0
L T L . E R D
mg EA! [mjzﬁ+£§ o | -T
| T Li\T) L T L.
“EA’] 0 AT mgEA
L L ____ L T __ L
o | -T 1ﬂﬁf(mjz_A 21
i i L i T L i T L L

Przy tworzeniu powyzszej macierzy zastosowano kilka uproszczen
polegajacych gtéwnie na pozostawieniu jedynie tych wielkosci,
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3.3. Analiza modalna odcigqgu

ktére maja najwieksze znaczenie przy rozwigzywaniu. Ze wzgledu
na niewielkie wydtuzenie przyjmuje sie, ze dtugosci poszczegolnych
elementéw skonczonych pozostajg niezmienione, cosinusy katow sq
zatem w przyblizeniu réwne jednosci, natomiast sinusy dla matych
katow jak wiadomo réwnajq sie tangensom tychze katow, wreszcie
sztywnos$¢ na rozcigganie odciggu EA jest kilka rzedéw wieksza od
sity rozciggajacej T.

Ostatni krok przed wiasciwym przystgpieniem do wyznaczenia
czestosci wiasnych odciggu to redukcja stopni swobody.
Wykorzystana tutaj technika kondensacji stopni swobody uktadu w
dynamice konstrukcji nazywana jest redukcjg Guyana. Niech zatem
rownania ruchu odciggu zostang rozdzielone na dwie czesci
odpowiadajace odpowiednio dwom ortogonalnym kierunkom ruchu

uktadu

hdU ‘) qu I(UU I(UV (]U ‘)

o M, 4] K, K,]|a, M
gdzie q, to wektor przemieszczen w kierunku poziomym, natomiast
q. to wektor przemieszczen w kierunku pionowym.
Na podstawie analizy modalnej idealnie napietej, niewazkiej struny
wiadomo, ze ksztatty modalne odpowiadajace podiuznym i
poprzecznym drganiom sg rozprzezone. Sytuacja ta zmienia sie z
teoretycznego punktu widzenia, gdy uwzgledni sie wstepne ugiecie
jednak obliczenia numeryczne ukazujg staba dynamiczng zaleznos¢
drgan w ortogonalnych kierunkach. Wynika stad, ze przy drganiach
poprzecznych wptyw sit bezwiadnosci na stopnie swobody
odpowiadajgce kierunkowi podtuznemu jest maty, dlatego tez
dopuszczalne jest, aby wyrazi¢ podtuzne stopnie swobody poprzez
poprzeczne wykorzystujgc kondensacje statyczng. Matematycznie
catos¢ polega na wyzerowaniu odpowiedniego bloku w macierzy

mas
0 o qu + Kuu Kuv qu _ o
() hdV tiv |(ZV I(VV (IV - ()
skad wynika nastepujgca zaleznosc¢
K.q, +K,q, =0 = q, =K,K,q,
Ostatecznie zredukowane rownania ruchu przyjmujg postac

uv uu uv

M, q, + (K, -K' K'K,)q, =0

M K
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

Przedstawione réwnania mozna uzyska¢ rowniez bez zerowania
macierzy M, stosujac do petnego uktadu przeksztatcenie postaci

o] [-KZEK
SR
q, I

wowczas zredukowang macierz mas otrzymuje sie z nastepujacej

zaleznosci
~ M 0 |-K}
oLk 1™ O] Kake
0 M, I
co prowadzi do
M=M, + K/ K!MK;K

uv uu u uu uv

Prawy sktadnik powyzszej sumy macierzowej jest maty i bez
przyjmowania M, =0 moze zosta¢ pominiety jako majacy

nieznaczny wptyw na koricowa postaé¢ M.
Dalsze postepowanie przebiega w sposéb typowy dla analizy

modalnej to znaczy po obliczeniu wyznacznika dynamicznej
zredukowanej macierzy sztywnosci o postaci

1(mg\ EA 2T 1(mg\VEA T
- - 3\T ) LT em 30T) L L
Kdyn=K—a)2M= 2 2
1imgy EA T 1img\ EA 2T 2
== —-— | = —+—-0’m
30T ) L L 30T ) L L

otrzymuje sie nastepujace rownanie charakterystyczne

2 2 2 2
1fmg)y EA 2T _ | _|1(mg| EA T
3\ T L L 3\ T L L

Istniejg dwa rozwigzania powyzszego rownania

o2 3T
Y mL
oraz
2
a,zz:Lzm EA - T 12,: .4
mL|3\ T T mL|3
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3.3. Analiza modalna odcigqgu

Pierwszej czestosci odpowiada wektor wtasny, ktérego elementy
spetniajgq zaleznosc¢

0~ g
jest to tzw. antysymetryczny ksztatt modalny, ktdérego czestosc
zalezy tylko od T/mL (analogia do drgan struny).

Rysunek 3-6 Antysymetryczny ksztatt modalny

Druga czestos¢ wiasna prowadzi do warunku

# = 4
czyli symetrycznego ksztattu modalnego.
T
Qe -
~~~~~ ‘)_______________‘/
¢ $2

Rysunek 3-7 Symetryczny ksztatt modalny

Réznica w stosunku do symetrycznych drgan struny jest zawarta w
parametrze A% znanym jako parametr Irvine’a a objawia sie ona,
zarowno w czestosci drgan jak i ksztatcie modalnym. Co ciekawsze
okazuje sie, ze parametr ten decyduje o tym, ktéra z
wyznaczonych czestosci jest nizsza to znaczy czy jest to czestosc
odpowiadajgca symetrycznej czy antysymetrycznej postaci drgan.
Dla stabo napietych odciggdéw pierwszym dominujacym ksztaitem
staje sie ksztalt antysymetryczny. Wynika to z faktu, iz znacznie
tatwiej ,rozkotysac¢” taki odciag niz go rozciggna¢ jak wynikatoby z
symetrycznej postaci drgan. Powyzsze wnioski majg charakter
ogdélny i przesuwanie sie ksztattdw symetrycznych nad
antysymetryczne wystepuje réwniez dla wyzszych czestosci.
Wyczerpujgca analiza tego zjawiska znajduje sie w pracy [54].

Po wyznaczeniu rozwigzania dla zredukowanego zagadnienia
wiasnego przemieszczenia pominietych stopni swobody wyznacza
sie z wprowadzonej wczesniej zaleznosci

qu = _K;llJKuqu
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

0, = 9.77 rad/s

w3 = 9.76 rad/s

Rysunek 3-8 Ksztatty modalne odciagu nachylonego do poziomu

Jak wspomniano na poczatku tego punktu oprocz drgan w
ptaszczyznie grawitacji wystepuja réwniez drgania odciggéw w
kierunku prostopadtym do ptaszczyzny grawitacji. Okazuje sie
jednak, ze drgania te wykazujg petng analogie do drgan struny co
zostato zilustrowane kolejnym przykiadem obliczeniowym. Tym
razem jest to odcigg nachylony do poziomu pod katem 45°
podzielony na 20 przestrzennych elementow skoniczonych o 3
stopniach swobody w kazdym wezle.

W powyzszym przyktadzie parametr Irvine’a zostat dobrany tak,
aby zilustrowaé efekt zréwnania sie dwéch pierwszych czestosci
drgan w ptaszczyznie grawitacji (Rysunek 3-8). Czestosci wiasne
drgan odciqgu z ptaszczyzny grawitacji réwnajg sie kolejnym
czestosciom wiasnym struny.

3.4 Analiza modalna masztu

Drgania swobodne odciggéw byly przedmiotem rozwazan
poprzedniego punktu. W tym punkcie dotychczasowe wyniki
uzupetnione zostang o drgania trzonu masztu. Jak wczes$niej
wspomniano, zaréwno odciagi jak i trzon modelowane sg przy
uzyciu tego samego elementu skonczonego jednak jako cate
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3.4. Analiza modalna masztu

elementy konstrukcyjne wymagajq odrebnego traktowania. Do
utworzenia globalnej macierzy sztywnosci masztu wraz z odciggami
zastosowac¢ mozna nastepujacq procedure:

e Przytozy¢ do trzonu masztu wstepne obcigzenie powodowane
przez sity napinajgce odciggi w celu wyznaczenia rozktadu sit
wewnetrznych w poszczegodlnych pretach trzonu.
Uwzglednienie tego faktu jest istotne, gdyz sity napinajace
odciagi Sciskajq trzon stad tez nalezy spodziewac sie spadku
czestosci drgan catego uktadu [55]

e Po wyznaczeniu wielkosci sit wewnetrznych w trzonie
utworzy¢ macierz sztywnosci geometrycznej trzonu

e Zsumowac¢ odpowiednio powiekszone macierze mas i
sztywnosci odciggéw oraz trzonu otrzymujac w ten sposob
globalne macierze problemu dla catego uktadu

Po utworzeniu globalnych macierzy sztywnosci i mas mozna
przystgpi¢ do rozwigzania zagadnienia wiasnego masztu z
odciggami

(K- 0?M)p, =0 i=12,..,n
gdzie ¢, to i-ty wektor wiasny, 4, to j-ta wartos¢ wtasna, natomiast

n jest liczbg stopni swobody ukfadu.
Rozwigzanie uogolnionego problemu wtasnego postaci

Ko, = LMo, gdzie 4 = a),-2

uzyskiwane jest zwykle przy uzyciu algorytmdéw numerycznych. Ze
wzgledu na fakt, iz macierz mas masztu nie jest osobliwa mozliwe
jest sprowadzenie uogdlnionego problemu witasnego do postaci
standardowej

M_IK(P/’ = 49

Poprzez takie sprowadzenie problemu do standardowego
zagadnienia wtasnego utracona zostaje jednak symetria zadania. Z
drugiej strony szereg algorytmdéw numerycznych efektywnie
rozwigzuje zagadnienie wiasne w postaci symetrycznej.
Zastosowanie faktoryzacji Cholesky’iego tj. rozktadu macierzy mas
na dwie macierze tréjkatne pozwala zachowac symetrie réwniez dla
standardowego zagadnienia wiasnego. Otrzymuje sie wowczas

K® = LL'OA
gdzie ® =[p, o, ... ¢,], N=diag(i, 4,,...,2,).

Wprowadzajac teraz transformacje postaci

Yv-Lo
oraz mnozac lewostronnie zagadnienie wtasne przez L' uzyskuje
sie
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

L'KL'W = WA
SEL\LEY
K
Widac stad, ze macierz K jest symetryczna i dodatnio okreslona, a
zatem wektory wiasne W tej macierzy sq ortogonalne i mogg by¢
znormalizowane jako
Yy-1I
Z powyzszej zaleznosci wynikajg dwie wiasnosci bardzo czesto
stosowane w dynamice konstrukcji, a mianowicie

YVY-0'LL® =0 MOD =1
oraz
WL'KL'W=0'LL'KL'L'® =®'K® = A

Powyzsze wtasnosci stanowig, iz rdownania ruchu masztu z
odciggami mogq zosta¢ rozprzegniete na uktad n - niezaleznych
rownan, przy zatozeniu jednak, ze macierz tlumienia jest
proporcjonalna do macierzy mas i macierzy sztywnosci.

W przypadku obliczen numerycznych ten znany fakt, nalezy
uzupetni¢ jednak pewnym komentarzem. Otdz, przestrzenne
konstrukcje do jakich nalezg maszty z odcigqgami posiadajq
wielokrotne wartosci wtasne tzn. dla jednej czestosci drgan moze
zachodzi¢ kilka réznych postaci drgan. Algorytmy numeryczne
stosowane w wielu programach obliczeniowych natomiast
wyznaczajgq wektory wtasne nie sprawdzajgc powyzszych wiasnosci.
W takiej sytuacji zachodzi¢ moze potrzeba dodatkowej
ortogonalizacji wektorow wilasnych odpowiadajacej wielokrotnej
wartosci wiasnej.

Mozna zadac¢ teraz pytanie o dynamiczng interakcje pomiedzy
odciggami a trzonem. Okazuje sie, ze dla masztow z silnie
napietymi odciggami, ktore dodatkowo charakteryzujg sie
nieznaczng masgq witasng w stosunku do masy catej konstrukcji,
interakcja ta jest rowniez nieznaczna. Ponownie zatem mozna
bytoby zredukowac liczbe stopni swobody odciggu, ktdérego
dziatanie sprowadzatoby sie wéwczas do preta. Podobnie sytuacja
wyglada kiedy rozwazane sg stosunkowo sztywne trzony przy stabo
napietych odciggach, woéwczas jako kilka pierwszych ksztattow
modalnych otrzymuje sie lokalne drgania odciaggéw przy
nieruchomym trzonie.

Najbardziej interesujgcy zatem przypadek wystepuje wéwczas, gdy
dynamiczne wiasnosci obu elementédw sa zblizone. Ksztatty
modalne odpowiadajqce takiej sytuacji przedstawiono na
ponizszych rysunkach:
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|
1
|
|
|
|
|

®»1=3.9 rad/s

Ptaszczyzna YZ

Ptaszczyzna XY
Rysunek 3-9 Pierwszy ksztatt modalny masztu

®4=3.92 rad/s

Ptaszczyzna XZ

Ptaszczyzna XY
Rysunek 3-10 Czwarty ksztatt modalny masztu
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

Ptaszczyzna YZ

wg=6.05 rad/s

Rysunek 3-11 Osmy ksztatt modalny masztu

1
|

®9=6.09 rad/s
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Rysunek 3-12 Dziewiaty ksztatt modalny masztu



3.5. Stochastyczny model wiatru

3.5 Stochastyczny model wiatru

Konstrukcje masztdw z odciggami poddane sg dziataniu réznego
rodzaju obcigzen do ktérych =zalicza sie wstepne sprezenie,
oblodzenie, czy tez oddziatywanie wiatru. W wielu zagadnieniach
inzynierskich dziatanie wiatru traktowane jest jako obcigzenie
statyczne. Istnieje jednak szeroka grupa wiotkich konstrukcji, w
ktérych porywy wiatru mogg wywota¢ drgania o znacznych
amplitudach, skracajac tym samym czas uzytkowania obiektu.
Jednym z przyktadow nie docenienia dynamicznych oddziatywan
wiatru byta awaria mostu wiszacego w miescie Tacoma w Stanach
Zjednoczonych. Wydarzenie miato miejsce w 1940 roku a jego
bezposrednig przyczyng byto dziatanie sit wiatru o niewielkich co
prawda amplitudach jednak o czestosciach pokrywajgcych sie z
czestosciami rezonansowymi konstrukcji.

W masztach z odciggami obserwuje sie caty szereg zjawisk
powodowanych dziataniem porywow wiatru, sposréd nich wymienié
mozna chociazby drgania galopujace odciggéow czy tez drgania
wywotywane odrywaniem sie wirdw powietrznych von Karmana.
Dodatkowo dziatanie porywdéw wiatru ma charakter losowy, stad
tez przy modelowaniu tego zjawiska wykorzystuje sie teorie
proceséw stochastycznych.

Matematyczny opis sity wiatru dziatajacej w okreslonym punkcie
konstrukcji przedstawia sie nastepujqco:

Fz,8) = 3 p.CAMZ,6) - (2, tOF (3.5)
gdzie 0. - gesto$¢ powietrza p=1.226 kg/m?
C, - wspdtczynnik parcia
A, - pole ekspozycji m?
v(z,t) - predkos¢ wiatru w rozpatrywanym punkcie
g(z,t) - predkos¢ konstrukcji w punkcie

Wystepujaca w powyzszej zaleznosci predkos¢ wiatru vz t)
dogodnie jest przedstawi¢ jako sume predkosci Sredniej v(z) i
losowych fluktuacji predkosci v(z,t) czyli v(z,t)=v(z)+V(zt).
Podstawiajgc do wzoru (3.5) zaproponowang dekompozycje
predkosci wiatru na wartos¢ Srednig i fluktuacje, site dziatania
wiatru zapisa¢ mozna jako

F(z,t) = % p.C AP (2) + 20(2)¥ (2, £) + V(2. £) +

- 2v(2)q(z,t) - 2V(z,6)q(z,t) + G*(z, )]
W rzeczywistosci Srednia predkos¢ wiatru v(z) jest znacznie
wieksza od fluktuacji predkosci V(z,t) oraz predkosci w
rozpatrywanym punkcie konstrukcji g(z,t) stad powyzszg
zaleznos$¢ mozna zredukowad do nastepujacej postaci
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

F(z,t) = % p.C A7(2) + p,C AT (2 (2,t) - p,C,AF(2)d(2Z,t)

de,-,(Z,t) Ca

Fstat (2)
Ostatecznie pozostajg trzy cztony, gdzie Fsa(z) to sita statyczna
zalezna od kwadratu $redniej predkosci wiatru, Fgn(z,t) to sita
dynamiczna zalezna od iloczynu sredniej predkosci wiatru i jego
fluktuacji, wreszcie Ca to wspotczynnik ttumienia
aerodynamicznego. Uwzglednienie ostatniego cztonu odbywa sie
zwykle po lewej stronie rownan ruchu jako dodatkowy sktadnik
macierzy ttumienia uktadu [56].
Jak wynika z wprowadzonych powyzej zaleznosci do wyznaczenia
sity wywotywanej parciem wiatru niezbedna jest znajomosc
Sredniej predkosci wiatru oraz fluktuacji predkosci wiatru. Zgodnie
z danymi pomiarowymi przyjmuje sie, iz wartos$¢ srednia predkosci
wiatru v(z) nie zalezy od czasu (stacjonarny proces losowy). Do
wyznaczenia rozktadu Sredniej predkosci wiatru wraz ze wzrostem
wysokosci postuzy¢ moze wzdér empiryczny postaci

_ _(zY
Z) = —
v(2) V10(10j
gdzie v,, to srednia predkos¢ wiatru mierzona 10m nad poziomem

terenu, natomiast « to wspotczynnik zalezny od rodzaju terenu i
tak «=0.12 dla terendéw z niskgq zabudowg, «=0.3 dla miast ze

$rednig zabudowgq ponad 15m.

¥(100) = 40 m/s

100 m } /

z — wysokos$¢, m o

10 m 7 10

v(z) - $rednia predkos¢ wiatru

Rysunek 3-13 Profil Sredniej predkosci wiatru

Fluktuacje predkosci wiatru vV(z,t) scharakteryzowane s w
dziedzinie czestotliwosci przez funkcje gestosci widmowej. Istnieje
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3.5. Stochastyczny model wiatru

kilka réznych zaleznosci okreslajacych funkcje gestosci widmowej,
najczesciej stosowane sg jednak dwie funkcje.

10°
102 L

10t |

2
S, (n), {’"—}
* J100 |

10t |

107 L
1073 1072 10 10° 10!
Czestotliwosé n, [Hz]
Rysunek 3-14 Funkcja gestosci widmowej Davenporta

Pierwszg z nich jest funkcja Davenporta [57]

41/ff2(n)4/3 F(n) = 1200n
n[l + fz(n)]

S.(n) =

Vio

gdzie v. =v,,Vx, natomiast x to wspdtczynnik chropowatosci

terenu i tak x=28+30-10"° dla terenéw zalesionych,
x =20 +25-107 dla duzych miast, wreszcie n to czestotliwos$¢, Hz.
Druga ze wspomnianych funkcji gestosci widmowej to funkcja
Kaimala

2
200vif(n, z) F(n, z) = _zn

S.(n,z)=
A 2) n[l +50f(n, z)['’"* v(2)

Zaletg funkcji gestosci widmowej Kaimala jest fakt, iz uwzglednia
ona wptyw wysokosci na fluktuacje predkosci wiatru.

Przedstawiony opis fluktuacji predkosci wiatru traktuje
oddziatywanie wiatru w kazdym punkcie niezaleznie od
pozostatych. Uwzglednienie fluktuacji predkosci wiatru w kilku
punktach wymaga zamiast jednej funkcji gestosci widmowej
analizowanie catej macierzy gestosci widmowej S, (n).
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Rozdziat 3 Przestrzenny model masztu

Zaktadajac wzdtuz wysokosci konstrukcji kilka réznych punktéw, na
ktore oddziatuja fluktuacje wiatru macierz gestosci widmowej S, (n)

przyjmuje postac
Si(n) S ... Sp,(n)
S ()~ | Sh(M Su(M) .. S,
Sp(n) Sp(n) ... Sp,(n)

Elementy macierzy S, (n) znajdujace sie na gtdwnej przekatnej to
funkcje gestosci widmowej wyznaczone dla kolejnych punktow czyli
Si(n)=5,(n,z)

Elementy znajdujgce sie natomiast poza gtdwng przekatng
wyznacza sie z nastepujacej zaleznosci

~ 2nC,|z, - z,|

Si(n) =S (MSi (n)e™” ¢ C, =10

- v(z,)+v(z,)

Tym samym  wprowadzajac macierz gestosci widmowej
uwzgledniona zostata przestrzenna korelacja fluktuacji predkosci
wiatru.

Znajac rozkiad s$redniej predkosci wiatru i jego fluktuacji ze
wzrostem wysokosci mozna przystgpi¢ do wygenerowania probki
danych symulujacej zachowanie porywow wiatru. W tym celu
wprowadza sie liniowy stacjonarny uktad dynamiczny, ktéry
poddany na wejsciu dziataniu czysto losowej sekwencji danych w
odpowiedzi posiada funkcje gestosci widmowej wyjscia réwng
jednej z przedstawionych wczesniej funkcji Davenporta badz
Kaimala.

Poszukiwany jest zatem ukfad we wspdtrzednych stanu postaci

X, (t) = A, X, (t) + B, W(t)
v(t) = €%, (t)

o funkcji przejscia wynoszacej
H,(s)=C,(sI-A,)"'B,
i posiadajacy macierz gestosci widmowej wyjscia rowng S, (n).
Na podstawie zaleznosci wejsSciowo-wyjsciowej uktadu
v(ijo)=H,(jJo)w(jo) @ = 2
mozna dla rozpatrywanego uktadu obliczy¢ macierz gestosci
widmowej

S,(@) =H,(j@)S,(@)H, (jo)
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3.5. Stochastyczny model wiatru

Wida¢ stad, ze wybranie czysto losowej préobki danych w(t) tak,
aby posiadata jednostkowg macierz gestosci widmowej S, (@) =1
prowadzi do zadania znalezienia takiej funkcji przejscia H,(j=@),
ktéra spetnia nastepujacq zaleznosc

S,(@)=H,(jo)H, (ja).

Ze wzgledu na swojg posta¢ funkcja Davenporta daje sie jedynie
aproksymowac przez ukfady liniowe. Po doborze wymiaru wektora
stanu x,(t) zadaniem procedury aproksymacyjnej jest znalezienie

macierzy systemowych A, ,B,,C, w taki sposdb, aby funkcja
przejscia H,(jz) jak najlepiej przyblizala spektrum wiatru w
wymaganym zakresie czestosci.

H,(j@)

Rysunek 3-15 Filtr aproksymujacy spektrum wiatru
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ROZDZIAL 4
Sterowanie drganiami masztu

4.1 Schemat uktadu sterowania

Pomimo, iz celem niniejszej pracy jest raczej symulacja procesu
sterowania drganiami anizeli jego praktyczna implementacja, w
tym punkcie wprowadzone zostang jednak pewne rozwigzania
techniczne omawianego problemu. Zakres rozpatrywanych
rozwigzan nie jest oczywiscie wyczerpujacy i koncentruje sie
bardziej na samej idei niz na szczegodtach technicznych wydaje sie
jednak, ze nawet dla potrzeb symulacji numerycznej dobrze jest
posiada¢ pewien obraz catosci zagadnienia, réwniez od strony
praktycznej.

Proponowanym sposobem na aktywne zredukowanie
niepozadanych drgan masztu jest wprowadzenie sit sterujacych,
ktére bylyby realizowane poprzez dynamiczng zmiane naciggu w
odciggach masztu [58]. Zmiany naciggu mogtyby zosta¢ osiggniete
przez zainstalowanie w miejscu zakotwienia odciggéw sitownikéw
hydraulicznych. Nastepnie na podstawie pomiaru predkosci w
punktach zamocowania odciggéw do sitownikédw mozna, przy uzyciu
cyfrowego sterownika, generowac sygnat wykorzystywany kolejno
przez sitownik do redukcji drgan.

Konstrukcja sitownika hydraulicznego zdolnego do podtrzymywania
duzej statycznej sity napinajacej przy jednoczesnej mozliwosci
korygowania naciggu w sposdb dynamiczny zostata opracowana w
ramach koordynowanego przez Unie Europejska programu
badawczego ,,EC Brite-Euram project ACE”.

Uktad sterowania proponowany w tej pracy zostat schematycznie

przedstawiony na ponizszych rysunkach. Cato$¢ przewidziana jest
do pracy w petli zamknietej tzn. pomiar predkosci, nastepnie
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

decyzja o wielkosci sit sterowania i ostatecznie realizacja
przewidzianego naciggu [59].

Wielkos$¢ regulowana-
wychylenie wierzchotka
trzonu

Oddziatywanie
wiatru

Pomiar predkosci

-

Sprzezenie
zwrotne

47 -
Sity sterujace

Rysunek 4-1 Schemat masztu z uktadem sterowania

Przy rozpatrywaniu tego typu zagadnien powstaje oczywiscie caty
szereg problemow technicznych. Zastanawia¢ mozna sie na
przykfad skad dostarczac energii potrzebnej do sterownia masztem,
ktéry znajduje sie w otwartym terenie. Jednym z pomystéw na
rozwigzanie tego problemu sg popularne ostatnio ogniwa paliwowe
[60].

Na tym etapie nalezy jednak podkresli¢, iz dalsze szczegoty
technicznej realizacji uktadu sterowania nie bedg przedmiotem
zainteresowan niniejszej pracy.
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4.1. Schemat uktadu sterowania

Odciag

/ Sita naciggu

Czujnik predkosci

Sitownik
hydrauliczny

Rysunek 4-2 Schemat uktadu sterowania

Cyfrowy sterownik

4.2 Sterowalnos¢

W tym punkcie wprowadzone zostanie istotne przy analizowaniu
wszelkich uktfadéw sterowania pojecie sterowalnosci. Przed
przyjeciem bowiem konkretnej strategii sterowania wazne jest, aby
udzieli¢ odpowiedzi na pytanie czy ukfad w ogdle jest sterowalny, a
jesli tak to jak bedzie wygladata sprawa wydajnosci takiego
sterowania. Ostatnia kwestia stanowi, iz rozpatrywanie
sterowalnosci uktadu w ramach jest lub nie jest sterowalny nie jest
wystarczajgce. tatwo mozna bowiem wyobrazi¢ sobie konstrukcje
sprezystg, ktéra posiada wzbudnik w miejscu weztowym dla
ktéregos z jej ksztattdw modalnych. Woéwczas oczywiscie dany
ksztatt modalny nie bedzie sterowalny a co za tym idzie i cata
konstrukcja. Jednakze juz niewielka zmiana potozenia sity
sterujacej tzn. przesuniecie jej z punktu weztowego, spowoduje, iz
uktad nagle stanie sie sterowalny. Kazdy doskonale zdaje sobie
jednak sprawe, ze ilos¢ energii zuzytej do sterowania takim
uktadem bedzie ogromna. W tej sytuacji rozsadnym rozwigzaniem
jest najpierw ustalenie ksztattdw modalnych, ktére w pierwszej
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

kolejnosci decydujg o pozadanych witasnosciach konstrukcji a
nastepnie umieszczenie wzbudnikow tak, aby najistotniejsze
ksztatty modalne byty dobrze sterowalne.

Przy analizowaniu sterowalnosci ukfadu dynamicznego wprowadza
sie zapis rownan ruchu we wspoétrzednych stanu. W tym celu dla
ukfadu danego réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu postaci

Mq(t) + Dq(t) + Kq(t) = B v(t) + B, u(t)

gdzie M,D,K to macierze mas, ttumienia i sztywnosci odpowiednio,
wektor u(t) to wektor sterowan o wymiarze (m x 1), wektor v(t) to
wektor fluktuacji predkosci wiatru o wymiarze (p x1), natomiast
wektor q(t) to wektor przemieszczen o wymiarze (nx1)
wprowadza sie wektor stanu jako x’(t)=[q’ (t) q'(t)]. Wdowczas

przy zatozeniu odwracalnosci macierzy mas, réwnania ruchu mozna
zapisaC w postaci

x(t) = Ax(t) + B_v(t) + B u(t) (4.1)
W powyzszym wzorze poszczegdlne macierze to
0 I 0 o
A = B. = B. -
‘ {— MK - MlD} <t [M‘lBJ < {M*Bj

Przenoszac pierwszy sktadnik prawej strony rownan stanu na lewg
strone i mnozac lewostronnie przez e *< otrzymuje sie
e (x(r) - A x(z)) = e (B,v(z) + B,u(r))
Mozna zaobserwowa¢ woéwczas, ze lewa strona to pochodna
wyrazenia e x(z), czyli
d

E(e-Acr X(r)) _ oA (Bc1V(T) + Bczu(r))

Nastepnie wykonujac operacje catkowania w granicach [0, t]
dostaje sie
t
e ™ x(t) - x(0) = [ **(B,,(7) + B, u(r))d7
0
Ostatecznie mnozac lewostronnie przez e
rozwigzanie rownan stanu w formie

x(t) = e x(0) + je“c“-f)(BClv(r) + B_u(r))dr (4.2)

otrzymuje sie

Do okreslenia trafnosci wyboru miejsca dziatania sit sterujacych
wprowadza sie pojecie sterowalnosci, ktére najczesciej spotykane
w literaturze [61], [62] ma postac:

Definicja. Uktad (4.1) nazywamy sterowalnym, jezeli istnieje
sterowanie u(t) w przedziale [t,,t;], ktdore w czasie t, -t,,

przeprowadza ukfad z dowolnego stanu poczgtkowego x(t,) do
dowolnego stanu konncowego x(t;).
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4.2. Sterowalnosc¢

Bez utraty ogdlnosci rozwazan mozemy wybraé za chwile
poczatkowg t, =0 oraz za stan koncowy x(t;)=0, wowczas

definicja powyzsza stanowi, iz maszt z odciggami jest sterowalny,
jezeli istnieje takie sterowanie, ktore w zadanym czasie potrafi
sprowadzi¢ przemieszczenia i predkosci konstrukcji do zera.

Uwzgledniajgc powyzsze zatozenia w rozwigzaniu (4.2) uzyskuje sie
tr
x(t,) = e* x, + [ I B u(r)dr
0

W powyzszej zaleznosci pominieto czton zalezny od sit wiatru, gdyz
w Swietle wprowadzonej definicji nie wptywa on na sterowalnosc
masztu. Podstawiajgc kolejno x(t;) =0 oraz dokonujac prostych

przeksztatcen otrzymuje sie nastepujgcq zaleznosc
t
- X, = [e* B,u(r)dr (4.3)
0
Na podstawie twierdzenia Cayleya-Hamiltona, ktore mowi, ze kazda
macierz spetnia swoje réwnanie charakterystyczne mozna napisac
N-1
Al = > c AL k=NN+1,...
i=0
gdzie N to wymiar macierzy A; rowny podwojonej liczbie stopni
swobody konstrukcji.

Teraz korzystajac z rozwiniecia funkcji e
otrzymuje sie

AL w szereg Taylora,

2 m
e = I+£AC +t—A§ +...+t—AZ"' + ...
1 2! m!

taczac obydwa powyzsze fakty mozna zapisac
N-1
e’ = 3 a (DA
k=0

Wykorzystujac tg zaleznos¢ w rownaniu (4.3) uzyskuje sie

-x,=[B. AB, A’B,_ .. A''B| d,

c

gdzie d, = [ a,(r)u(z)dz.

Ostatecznie zatem otrzymuje sie uktad réwnan. Uktad powyzszy

posiada rozwigzanie, gdy macierz nazywana macierzq
sterowalnosci, spetnia nastepujacy warunek
rzad C=N

Po tej analizie wida¢, ze rozpatrywany w ogdlnej teorii sterowania
warunek sterowalnosci daje globalng odpowiedz co do
sterowalnosci uktadu, jest to niewatpliwie jego duzg zaletg. W tym
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

miejscu nalezy jednak wymieni¢ tez jego podstawowe wady, a
mianowicie po okresleniu rzedu macierzy sterowalnosci otrzymuje
sie jedynie odpowiedZz na pytanie czy uktad jest czy tez nie jest
sterowalny, nie wiadomo jednak nic o jakosci takiego sterowania.
Drugg wadqa szczegdlnie wazng z praktycznego punktu widzenia
jest fakt, iz przy modelowaniu konstrukcji sprezystych metodg
elementéw skonczonych otrzymuje sie ukfad o znacznych
rozmiarach np. konstrukcja o 100 stopniach swobody daje macierz
A. 0 wymiarze 200 na 200. Oczywiste jest, ze w tej sytuacji
podniesienie macierzy A. do potegi N-1 jest kiopotliwe
numerycznie. Wida¢ zatem, ze w przypadku konstrukcji masztu z
odciggami dogodniej z punktu widzenia numerycznego uzywac
jakiego$ alternatywnego warunku sterowalnosci.

W celu ilosciowej oceny sterowalnosci polegajacej na wyznaczeniu
minimalnej energii niezbednej do przeprowadzenia uktadu z
zadanego stanu poczatkowego do zadanego stanu koncowego
rozwigzane zostanie nastepujace zadanie: znalez¢ sterowanie u(t),
ktére przeprowadza w przestrzeni stanu ukfad z punktu x(tp) do
punktu x(tr) w czasie t, —t,, takie ze, energia zuzyta przez to

sterowanie jest minimalna.

Powyzsze zadanie mozna zapisac¢ jako problem optymalizacyjny w
postaci

tr
J= % [u(Ou(t)dt - wskaznik jakosc
to

oraz
x(t) = Ax(t) + B,u(t) - ograniczenia
Stosujac metode mnoznikdéw Lagrange'a otrzymuje sie

L= j :fEuT(t)u(t) + N (t)(A x(t) + B_,u(t) - )'((t))} dt =
= | :fEuT(t)u(t) + AT (E)(AX(t) + B,u(t)) + )\T(t)x(t)} dt — N7 ()x(t) |
Optymalne rozwigzanie uzyskuje sie z warunku
SL = oL L

0
— ox(t) + —ou(t) =0.
o X(0) + = ou(t)

Wykonujac kolejno operacje rézniczkowania uzyskuje sie
0L = ~NT(t)oX(t,) + N (to)ox(t,) + [ “(NTA, + A7 )dtox +

+ Ittf(uT + ATBcz)dwu
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4.2. Sterowalnosc¢

Warunek poczatkowy x(t,) i koncowy x(t,) sa state, zatem
wariacje na koncach ox(t,) oraz ox(t;) sq rowne zero. Pozostate
rownania to
A(t) = -ATA(t) u(t) = -BLA(Y)

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci w réwnaniach stanu otrzymuje
sie

X(t) = A X(t) - B,BLA(t) = A, x(t) - B,B], e * " A(t,)
Po rozwigzaniu tych réwnan mozna wyznaczy¢ warunek
poczatkowy A(t,)

tr
X(t;) = X x(ty) - [V BB, e M Aty dr
to
Nastepnie po przeksztatceniach otrzymuje sie

t
e_ActO X(to) _ e—Actf X(tf) — (J‘e—l\cr BczBZZ e—AZr dr eAZto A(to)
to

W,

c

Interesujgce jest teraz wyrazenie znajdujace sie w nawiasach po
prawej stronie powyzszej zaleznosci. Z teorii macierzowych réwnan
algebraicznych wiadomo, ze réwnanie Lapunowa typu

AX+XAl +B_B’, =0
ma rozwigzanie w postaci

X = [ ‘e** B,B], e*" dr
Rozwigzanie to spetnia rowniez zaleznos¢

J'_O e * BB}, e " dr = [ e’ BB}, e* dr
Widac¢ teraz, ze wybdr chwili poczatkowej t, = —o oraz koAcowej
t. =0 pozwoli uzyska¢ macierz W_. w prosty sposéb poprzez
rozwigzanie réownan Lapunowa bez koniecznosci catkowania.
Ostatecznie zatem A(t,) okreslone jest zaleznoscig
A(t,) = e WCHe ™ x(t) - e ™ x(t;)

Kolejno bez utraty ogodlnosci rozwazan przyjmuje sie jako stan
poczatkowy x(t,) = xX(-0) =0 a jako stan koncowy
x(t;) = x(0) = x,. Ponadto =zaktada sie, ze |x(t/)|=1 czyli

interesujgce stany koncowe znajdujg sie na jednostkowym okregu
w przestrzeni stanu.

Zadanie powyzsze zostato zatem sprowadzone do znalezienia
minimum energii, ktéra przeprowadza ukfad ze stanu zerowego w
chwili t=-o do dowolnego stanu znajdujgcego sie na
jednostkowym okregu w chwili t =0. Majac okreslony warunek
poczatkowy dla mnoznikdw Lagrange'a A(t,) mozna zapisac

poszukiwane sterowanie optymalne u(t) w postaci jawnej
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

.
u(t) = -B., e ™" W 'x,

Dla wyznaczonego sterowania obliczy¢ mozna teraz odpowiadajacg

mu energie

0 0
J= % [uT(t)u(t)dt = % [xiW_ e BBl e W, ', dt =

1 T T _ 1 _
= Exlwcl.[e“ft B_B. e’ dt W 'x, = Exﬁwcle
0

W,

c

Otrzymany wynik mozna uzupetni¢ krétkim komentarzem, ktéry
uwidacznia znaczenie W. w okreslaniu sterowalnosci ukfadu.
Macierz W. nazywana grammianem sterowalnosci jest zawsze albo
dodatnio albo potdodatnio okreslona. Dodatnio okresSlona jezeli
uktad jest sterowalny, natomiast potdodatnio okreslona w
przypadku ukfadu niesterowalnego. Dodatkowo nalezy zaznaczy¢,
iz powyzsze rozwazania sg wazne tylko dla uktadéw
asymptotycznie stabilnych, w przeciwnym razie grammian
sterowalnosci nie istnieje.

Poprzez odpowiednig transformacje wspétrzednych stanu mozna
sprowadzi¢ grammian sterowalnosci do postaci diagonalnej. W
takiej sytuacji wida¢ wptyw poszczegdlnych wspoétrzednych wektora
stanu na energie sterowania. Dalej mozna powiedzie¢, ze
wspoirzedne ktére majg najwiekszy wkiad do wskaznika jakosci
sq nhajstabiej sterowalne, gdyz wymagajg najwiekszego nakfadu
energii do osiggniecia zamierzonej konfiguracji koncowej.
Przedstawione powyzej podejscie energetyczne stuzgce okresleniu
sterowalnosci ukfadu, pozwala unikng¢ wspomnianych wczesniej
trudnosci z obliczaniem rzedu macierzy sterowalnosci oraz daje
pewng informacje ilosciowq o sterowalnosci poszczegdlnych
stanéw. Okazuje sie jednak, ze w przypadku ukfadéw
mechanicznych danych rownaniami drugiego rzedu mozliwe jest
inne podejscie w celu okreslenia sterowalnosci. Gtéwna idea polega
tutaj na wprowadzeniu do réwnan ruchu transformacji modalnej.
Po wyznaczeniu zatem ksztattdw modalnych, co byto przedmiotem
rozwazan poprzedniego rozdziatu mozna utworzy¢é macierz
transformacji modalnej, ktérej kolumny sa poszczegdlnymi
ksztattami modalnymi

¢:[(P1 oy .. (Pn]

Zaktadajgc teraz, ze ttumienie w konstrukcji jest proporcjonalne i
stosujac przeksztatcenie

q(t) = dE(t)
mozna sprowadzi¢ réwnania ruchu do postaci

42



4.2. Sterowalnosc¢

T > T . T _ T
() :/Id)((t) +<D2_IS)2<DZ(t)+ ® Kd{(t) = @B u(t) (4.4)
= Q2
gdzie
10 ...0 & 0 ... 0 o, 0 ... 0
e R BT P
00 .. 1 0 0 ... & 0 0 ... o,
Otrzymane macierze to kolejno: I - macierz jednostkowa o
wymiarze (nxn), E - macierz modalnych wspdfczynnikow

ttumienia o wymiarze (nxn), wreszcie Q to réwniez macierz o
wymiarze (nxn) zawierajagca na diagonalnej kolejne czestosci
wiasne.
Znajdujaca sie natomiast po prawej réwnan (4.4) macierz ®'B,
okresla wptyw wzbudnikdw na poszczegdlne mody konstrukcji. Do
okreslenia sterowalnosci mozna zatem wykorzysta¢ dtugosc
wektora bedqcego pojedynczym wierszem tej macierzy

u;, = o/ BBl o, i=12,...,n
gdzie n to liczba moddéw konstrukcji réwna liczbie stopni swobody,
u; natomiast nazywane jest modalnym indeksem sterowalnosci.
Interpretacja indeksu u; jest nastepujgca: ze wzgledu na fakt, iz
jest to dlugos¢ wektora, x4, przyjmuje zatem zawsze wartosc
nieujemng. Zero dla ktéoregokolwiek z moddédw oznacza brak
sterowalnosci tegoz modu. Poréwnanie natomiast dodatnich
indeksow pomiedzy dwoma réznymi modami stanowi, ktéry z nich
jest lepiej sterowalny (wiekszy indeks odpowiada lepszej
sterowalnosci). Szczegdlny przypadek zachodzi jednak dla modéw
o jednakowej czestosci wtasnej, woéwczas wymagane jest
dodatkowo oprocz niezerowego indeksu sterowalnosci, aby wiersze
macierzy ®'B, odpowiadajagce badanym modom byty liniowo
niezalezne. Sytuacja powyzsza  wystgpitaby, gdyby np.
przestrzenny trzon masztu byt sterowany przez jeden wzbudnik
usytuowany w taki sposéb, ze wartosci ux, dla obydwu modow
bytyby rézne. Oczywiste jest, ze nie mozna przy uzyciu jednego
wzbudnika sterowa¢ dwoma ortogonalnymi kierunkami drgan.

4.3 Obserwowalnosc¢

Obok sterowalnosci drugim pojeciem majacym podstawowe
znaczenie w teorii sterowania jest pojecie obserwowalnosci.
Ogodlnie mozna powiedzieé, ze podczas gdy, sterowalnos¢ wigze ze
sobg wejscie u(t) ze stanem uktadu x(t), tak obserwowalnosc
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

obrazuje powigzanie pomiedzy stanem ukfadu x(t) a mierzonym
wyjsciem y(t).

Sciélej natomiast obserwowalno$é definiowana jest nastepujaco:

Definicja. Uktad (4.1) nazywamy obserwowalnym w chwili to,
jezeli stan poczatkowy uktadu x(t,) moze zostaé odtworzony na
podstawie znajomosci wyjscia y(t) dla t € [t,,t;).

Wspomnianym rdéwnaniem wyjscia jest rdéwnanie wielkosci
mierzonych zapisywane w postaci

y(t) = C.x(t)
Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze obserwowalnos¢ nie zalezy od
wejscia, a zatem do dalszych rozwazan przyjety zostanie uktad
autonomiczny u(t)=0. Po rozwigzaniu réwnan stanu i przyjeciu za
chwile poczatkowq t, = 0 otrzymuje sie

x(t) = e x, y(t) = C_e* x,

Korzystajac podobnie jak przy sterowalnosci z rozwiniecia funkcji
e®’ mozna napisaé

N-1
e =3 a, ()AL
k=0

Kolejno wprowadzajac te zaleznos$¢ do rownania wyjscia powoduje,
iZ przyjmuje ono nastepujgcg postac

N-1
y(t) =D a(t)C.ALX,
k=0

a stad ostatecznie po pogrupowaniu wyrazow przy odpowiednich
potegach uzyskuje sie

C.
CCAC
y(t) =[a,(t) a(t) a(t) ... ay.(t)]| C.A? |x,

CA™"
e
Powyzszy uktad rdwnan posiada rozwigzanie, gdy
rzad O = N.

Przedstawione rozwazania doprowadzity zatem do kryterium oceny
obserwowalnosci  uktadu. Kryterium owo posiada jednak
analogiczne wady jak kryterium sterowalnosci. Naturalng
konsekwencjg bedzie zatem podobnie jak w przypadku
sterowalnosci rowniez wprowadzenie iloSciowej oceny
obserwowalnosci.

Do zdefiniowania grammianu obserwowalnosci wykorzystuje sie
ponownie autonomiczny ukfadu sterowania x(t)=Ax(t) z
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4.3. Obserwowalnos¢

warunkiem poczatkowym x(0) =x, oraz rownaniem wyjscia
y(t) = C.x(t).
Wykorzystujac rozwigzanie powyzszych réwnan y(t) = C, e? x,
mozna wyznaczy¢ energie jaka niesie ze sobg obliczony wektor
wyjscia y(t), co zapisuje sie jako

IO = [y @©v©)dt = x7 [, e €Ic. e* dtx,

Przyjecie za chwile poczatkowa t, =0 oraz chwile koncowg tr =
pozwala fatwo obliczy¢ grammian obserwowalnosci
W, = [‘e*" clc et dt

spetniajacy réwnanie Lapunowa

AW, +WA_+CC.=0
Ostatecznie podobnie jak to byto w przypadku sterowalnosci,
badanie obserwowalnosci réwniez moze odbywad sie przy uzyciu
rownan drugiego rzedu.
Réwnanie wyjscia dla pomiaru predkosci ma postac

q(t)
y(t) = C.x(t) = [0 cv][q(t)}
co po wykorzystaniu przeksztatcenia modalnego q(t) = ®¢(t) daje

y(t) = C,@q(t)
Modalne indeksy obserwowalnosci wowczas definiuje sie
nastepujqco
n, = (DiTCICv(DI i=12,...,n

Jak jednak wspomniano wczes$niej w projektowanym ukfadzie
sterowania przewidywana jest kolokacja czujnikéw i wzbudnikow
stad C, =B/ a zatem modalne indeksy sterowalnosci i

obserwowalnosci sg sobie réwne

n = U i=12,...,n
Aktualne sg takze podane przy sterowalnosci uwagi dotyczace kilku
modow posiadajacych te sama czestosé wiasna.

Majac do dyspozycji narzedzia stuzgace do ilosciowej oceny,
zaréwno sterowalnosci jak i obserwowalnosci mozna w efektywny
sposOb przystgpi¢c do projektowania uktadu sterowania dla
rozpatrywanej konstrukcji masztu z odciggami.

4.4 Strategia sterowania

Po wudzieleniu odpowiedzi na pytanie czy przyjeta lokalizacja
wzbudnikdw i czujnikbw zapewnia dobrg sterowalnos$¢ i
obserwowalnos¢ ukfadu, mozna przystgpi¢ do wyboru odpowiedniej
strategii sterowania. Proponowany w tej pracy algorytm sterowania
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

nalezy do grupy sterowania predykcyjnego [63]. Jest to algorytm
bazujacy na rozwigzywaniu w czasie rzeczywistym problemu
optymalnego sterowania. Kolejne etapy proponowanego algorytmu
mozna przedstawié nastepujgco:
(i) w kazdej chwili czasu uzywajgc przesztych i biezacych
wielkosci pomiarowych szacowany jest aktualny wektor
stanu uktadu

(i) nastepnie rozwigzywany jest problem sterownia
optymalnego na okreslonym w przdéd horyzoncie
czasowym, biorgc pod uwage aktualne i przyszte
ograniczenia na wielkosci sit sterujacych

(i) z obliczonej sekwencji optymalnych sterowan uzywany

jest tylko pierwszy krok i w nastepnej chwili czasu cata
procedura powtarzana jest od poczatku.
Schematycznie omawiany uktad sterowania przedstawiono na
ponizszym rysunku

Oddziatywanie Wychylenie
wiatru wierzchotka masztu
g >
Pomiar
Sity sterujace predkosci .

kwadratowe stanu

T _________ Sterownik T ____________ .
N\

\/ Ukfad identyfikacji |«
—

] Programowanie ) Estymator |

Rysunek 4-3 Strategia sterowania

Dodatkowo kiedy rozpatrywana konstrukcja, ktérg zamierza sie
sterowaé, posiada niepewne parametry, strategia sterowania
powinna zosta¢ rozszerzona o procedure identyfikacji aktualnej
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dynamiki konstrukcji. Dla masztéw z odciggami ma to kluczowe
znaczenie, poniewaz zmiany czynnikow srodowiskowych, takich jak
oblodzenie, znaczna rdznica temperatur, czy tez osiadanie podpor
mogg powodowac, iz rzeczywiste wtasnosci dynamiczne konstrukcji
znacznie rdznig sie od przyjetych wartosci nominalnych. W skrajnej
sytuacji nie uwzglednienie tego faktu moze doprowadzi¢ do
destabilizacji catego uktadu sterowania.

W tym miejscu nalezy nadmieni¢, ze istniejg oczywiscie inne
algorytmy sterowania, ktére nie sg wrazliwe na niedoktadnosci
modelu jednak rozpatrywany tutaj algorytm zapewnia optymalne
rozwigzanie wzgledem wybranego kryterium jakosci [64].

4.5 Estymator stanu

Optymalne sterowanie uktadem dynamicznym wymaga znajomosci
stanu tego ukfadu. W praktyce, poszczegdlne zmienne stanu nie
mogg by¢ wyznaczone poprzez bezposrednie pomiary. Zamiast
tego pomiary, ktéore mogq by¢ wykonane sg funkcjami zmiennych
stanu oraz dodatkowo =zawieraja szumy pomiarowe. W
nowoczesnych uktadach sterowania pomiar wielkosci mierzonych
odbywa sie najczesciej w sposdb cyfrowy tzn. dostepne pomiarowo
wielkosci sq mierzone w wybranych chwilach czasu. W zwigzku z
powyzszym dogodnie bedzie cato$¢ rozwazanego dotychczas
zagadnienia sformutowaé w sposéb dyskretny. Gromadzac zatem
rownania stanu i réwnania wielkosci mierzonych, otrzymuje sie
uktad ciggty w formie

x(t) = Ax(t) + B_v(t) + Bu(t)

y(t) = C.x(t) + d(t)
gdzie d(t) to nieuniknione w rzeczywistych ukfadach szumy
pomiarowe.
W punkcie dotyczacym sterowalnosci wprowadzone zostato
rozwigzanie rownan stanu w postaci

t
X(t) = 2% x(t,) + [e* 7 [B,,v(7) + B,u(r)]dr
to

Teraz dobierajac odpowiednio maty krok probkowania A =t, , —t,
mozna przyjaé, iz wymuszenia ukfadu tj. v(t) oraz u(t) majg na
przedziale t, <t <t, , w przyblizeniu stata wartos¢. Odnosnie

odpowiednio matego kroku prébkowania rozumie sie tutaj, ze jest
to krok dla ktorego czestos¢ probkowania kilkukrotnie przewyzsza
najwiekszg uwzgledniong w dynamice masztu czestos¢ wiasng. Po
spetnieniu tego warunku i przyjeciu za chwile poczatkowg t, =t,

rozwigzanie rownan stanu dla chwili t,., przyjmuje postac
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

tk+1
X(ty,1) = e x(t, ) + [er e I[B(r) + Bu(r)]d7r =
Ex

A A
= eh* x(t,) + J.eAC(Afr) drBv(t,) + J.eAC(AiT) dr B u(t,)
0 0

Kolejno wprowadzajac nastepujace oznaczenia x, = x(t,),
v, =v(t,), u, =u(t,) oraz
A — eACA

A A (A-7) -1 A (A-7) A 1/ AA
B, = [ e~ 7dr B, =-A'e™* 7B [ = A](e*-I)B,

B, = [ e*(" "7 dr B, = A (e" - I)B,,
otrzymuje sie dyskretny uktad réwnan stanu w postaci
X,., = Ax, +B,v, +B,u,

Y« =Cx, +d,
macierz C pozostaje taka sama jak w réwnaniu ciggtym.
Dysponujac teraz uktadem dyskretnym zamiast uktadu ciggtego,
pojawia sie pytanie czy zachowane zostaty warunki sterowalnosci i
obserwowalnosci. Odpowiedzi na to pytanie udziela rozwigzanie
tym razem dyskretnych rownan stanu

k-1
k k-1-1
xk:Ax0+§A B.u,
/=0

a stad

~A‘x, =B, AB, A’B, .. A"'B,|u,.,

Mozna tutaj zaobserwowac, ze jezeli macierz A nie jest osobliwa
warunek sterowalnosci dla uktadu dyskretnego jest identyczny z
warunkiem dla uktadu ciggtego

rzad [B, AB, A’B, .. A"'B,]=N

Przy proponowanej dyskretyzacji, gdzie A =e** wspomniana
osobliwos¢ nie wystepuje.
Warunek obserwowalnosci wynika wprost z rozwigzania réwnan
stanu, a mianowicie

Y. = CA*x,
skad wynika
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C
CA
rzad | CA™ |=N

CA.N—l

Jezeli teraz otrzymany uktad dyskretny jest obserwowalny to jak
wynika z definicji obserwowalnosci mozliwe jest odtworzenie stanu
ukfadu na podstawie znajomosci wektora yx. Ze wzgledu na fakt, iz
na maszt dziata nieznane obcigzenie powodowane przez fluktuacje
wiatru oraz dodatkowo dane wielkoSci mierzone obarczone sg
pewnym bftedem pomiarowym otrzymana informacja o wektorze
stanu moze polega¢ jedynie na oszacowaniu jego aktualnej
wartosci.
Ostatecznie zatem do zaimplementowania proponowanej w pracy
strategii sterowania niezbedne jest rozwigzywanie w czasie
rzeczywistym zadania optymalnej estymacji stanu uktadu na
podstawie pomiaréw.
Rozpatrywany jest zatem uktad dynamiczny postaci

X, =Ax, +B,v, +B,u,

Yy, =Cx, +d,

z warunkiem poczatkowym X, .
Zaktada sie, ze stan poczatkowy uktadu x, jest zmienng losowg o

rozktadzie Gaussa. Znana jest warto$¢ oczekiwana oraz wariancja
stanu poczatkowego

E[xo]:io E[(xo_io)(xo _io)T]:Mo
Dodatkowo znane sg wielkosci pomiarowe
Y, = Cx, +d,

Pomiar obarczony jest btedem d,, o ktérym mozna powiedzie¢, ze
réwniez jest gaussowska zmienng losowq i jest niezalezny od Xx,.
Dane sq jego parametry statystyczne

E[do]:o E[dodg]:R
Poszukiwane jest x,, ktdére maksymalizuje taczng funkcje
prawdopodobienstwa okreslong jako

p(xo:do) = p(xo)p(do) =
1 ~2 (ko= %o ) M3 (x5 - %) 1 Larta,

T (20) 7 My @oy[R["

gdzie d, =y, -Cx,, N to wymiar wektora stanu, P to wymiar
wektora szuméw pomiarowych, natomiast |-| oznacza wyznacznik
macierzy.
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

Rézniczkujac i przyrdwnujgac do zera otrzymuje sie warunek na
optymalng estymate x,
M;'(x, - X,) - C'R7*(y, - Cx,)=0
Co po przeksztatceniu ostatecznie daje
X, = X, + P,C'R(y, - CX,)
gdzie
P, = (M;! + C'R'C)"
X, jest nowq $rednig obliczong dla x,, natomiast P, jest macierza
wariancji po uwzglednieniu pomiaru y,.
Znajac estymate X, mozna obliczy¢ sterowanie u,. Poszukiwanie
optymalnego sterowania u, bedzie przedmiotem rozwazan
kolejnego punktu. Na tym etapie wystarczy przyjaé¢, ze jest ono
znane.
Réwnania stanu i rdéwnanie obserwacji dla kolejnego kroku
czasowego majg postad
X, = Ax, + B,v, + B,u,
{yl =Cx, +d,
Dla powyzszego ukfadu zakftada sie, iz znane sg estymata X,,
sterowanie u,, oraz dane statystyczne dotyczace d,. Dodatkowo,
zaktada sie réwniez, iz v, jest scharakteryzowane przez wartosc

oczekiwang i wariancje. Jak napisano w punkcie dotyczacym
stochastycznego modelu wiatru wartosc srednia fluktuacji predkosci
wiatru wynosi zero, zatem E[v,]=v, =0. Na podstawie funkcji

gestosci widmowej mozliwe jest natomiast wyznaczenie macierzy
kowariancji E[vyvi]1=V.
Dysponujac powyzszymi danymi mozna obliczy¢ Srednig wektora
stanu uktadu x, pod warunkiem zajscia x, = X,
X, = Ax, +B,v, + B,u, = AX, + B,u,
oraz macierz kowariancji
E[(x, - X,)(X, -%X,)"]1=M, = AP,A” + B,VB/

gdzie uwzgledniono zaleznos$¢ E[(x, - X,)v;1=0.
Uwzgledniajac pomiar y, ponownie otrzymuje sie estymate x,
bedacg nowg Srednig

x, =X, + P,C'R™(y, - Cx,)
gdzie

P, =(M;' + C'RC)’

Obliczone X, wykorzystuje sie teraz do obliczenia nowego
sterowania u, potrzebnego do redukcji drgan masztu.
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4.5. Estymator stanu

Cata procedura w k-tym kroku czasowym wyglada nastepujaco:
1. Obliczenie Sredniej przed wykonaniem pomiaru
X, = AX, , +B,u, ,

2. Obliczenie wariancji przed wykonaniu pomiaru

M, = AP, .A” +B,VB/
3. Srednia po wykonaniu pomiaru

x, =X, +P,C'R*(y, - CX,)

4. Wariancja po wykonaniu pomiaru

P, = (M. + C'R"'C)"

Ostatecznie po zestawieniu powyzszych zaleznosci otrzymuje sie
ukfad réwnan stuzacy jako optymalny estymator biezacego stanu
uktadu
x,., = Ax, +B,u, +K_(y, - CX,), X,znane
K.=AP,C'R" k=0,1,..
P, =M, -M,C R+CMC’)'CM,
M, ., =APA" +B,VB]

Idee dziatania estymatora stanu przedstawiono na ponizszym
rysunku.

u, i + X1 O s s . . X, 1
»[B _,é_, pdznienie it
: + A + czasowe IZ} i
i [A ]« i
B
K« 2
Model masztu z odciggami
i v *k+1 O A7Ni i ﬁ i
»[B 'é ,| Opodznienie (Ao I
! + A+ czasowe E |
| A< |
ﬁ _________________________________________________ 1
. Estymator

Rysunek 4-4 Schemat estymatora stanu
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

Na przedstawionym schemacie mozna zauwazyé, ze dodatkowy
wirtualny uktad dynamiczny jakim jest estymator zawiera w sobie
model konstrukcji, ktéra ma by¢ sterowana i sprzegajacy oba
uktady czion Ke. Wielkosciami wchodzacymi do estymatora sg
sterowanie ux i pomiar yk, natomiast jego wyjsciem jest estymata
catego wektora stanu uktadu.

Przedstawiona powyzej procedura estymacyjna wymaga, aby
zaréwno obcigzenie jak i szumy pomiarowe byty w petni losowymi
sekwencjami. Warunek ten jest zwykle spetniony w przypadku
szumow pomiarowych jednak przy oddziatywaniach wiatru
wystepuje czasowa korelacja pomiedzy fluktuacjg predkosci wiatru
w kolejnych chwilach czasu. Powoduje to, iz nie jest spetniona
zaleznos¢ E[v,(x, - X,)']=0. Aby zatem rozwazana procedura

estymacyjna byfa rzeczywiscie optymalna nalezy do stanu masztu z
odciggami dotaczy¢ wprowadzony w rozdziale 2 filtr wiatrowy.
Catos¢ mozna wowczas zapisac jako

xm(t) = Acxm(t) + Bclv(t) + Bczu(t)
%, (t) = A, () + B,w(t)

gdzie x,(t) to wektor stanu masztu, a x,(t) to wektor stanu

modelu wiatru.
Na podstawie rownan wyjscia filtru wiadomo jednak, ze
v(t) = C,x,,(t)
pozwala to zapisa¢ powyzszy uktad rownan jako jeden powiekszony
uktad dynamiczny postaci

d xm(t) _ Ac B(:1Cw xm(t) o BCZ
R N PR e

~

X(t) A, X (t) B, B,,
B X, (t)
y(it)=[C E °|{xw(t)} + d(t)

Nastepnie dyskretyzujgc powiekszony uktad stanu otrzymuje sie

X, =AX, +B,w, +B,u,

Y, = CX, +d,
Powyzszy zapis oznacza, iz efekt oddziatywania wiatru uzyskiwany
jest poprzez dziatanie na filtr wiatrowy losowej sekwencji w, .
Sekwencja ta spetnia nastepujaca zalezno$¢ E[w,w/]=QJ,,.
Dodatkowo jak wspomniano wczesniej w uktadzie wystepujg
catkowicie losowe btedy pomiaru, stad E[d,d]]=RJ,,. Zaleznosci
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te wskazujg na brak korelacji czasowej wystepujacych w uktadzie
zaktocen.

Ostatecznie zatem obliczenie estymaty dla powiekszonego ukfadu
sprawia, iz w kazdym kroku czasowym szacowany jest stan masztu
jak réwniez aktualnie dziatajaca na maszt sita wiatru.

Ostatnia uwaga dotyczaca opisywanej procedury estymacyjnej
dotyczy dyskretyzacji obcigzenia wiatrem. Wprowadzony w
poprzednim rozdziale filtr wiatrowy utworzony zostat na podstawie
znajomosci funkcji gestosci widmowej fluktuacji wiatru. Nastepnie
w celu wyznaczenia przyktadowego przebiegu czasowego
podmuchdw wiatru przyjeto, iz ciggta losowa probka zaktdcajaca
w(t) posiada macierz korelacji réwng

E[w’ (t)w(zr)] = I6(t - 7)
Do uzyskania rdéwnosci macierzy korelacji wyjscia ciggtego i
dyskretnego filtru wiatrowego nalezy zapewni¢, aby dyskretna
losowa sekwencja zaktocajaca w, posiadata macierz korelacji

postaci
1
Elw, w,] = Xék,

gdzie A to przyjety krok prébkowania.
Dobranie w,, tak aby spetniona byla powyzsza zaleznos¢

zapewnia, ze warto$¢ predkos¢ wiatru obliczona w wybranych
chwilach czasu nie bedzie zalezata od dtugosci kroku préobkowania.

4.6 Sterowanie optymalne

Celem tego punktu jest zebranie wszystkich informacji
wprowadzonych dotychczas w pracy, aby ostatecznie znalezé
sterowanie, ktére minimalizujgc zadany wskaznik jakosci
doprowadzi do redukcji drgann masztu.

Rozpoczynajgc od opisu dynamiki masztu uzyskanego przy uzyciu
metody elementow skonczonych, utworzony zostat nastepnie model
w przestrzeni stanéw. Branie jednak pod uwage petnego modelu
we wspodirzednych konfiguracji posiadajacego znaczng liczbe stopni
swobody jest dos¢ czasochtonne w trakcie wykonywania obliczen
dynamicznych. Z drugiej strony wiadomo, iz model MES opisujacy
ruch n-stopni swobody uwzglednia n ksztaltéw modalnych co w
praktyce nie jest konieczne, poniewaz jedynie pewien niewielki
podzbiér form modalnych mozliwy jest do wzbudzenia.
Spowodowane jest to w gtdwnej mierze poprzez ttumienie, ktére
zwykle dla wyzszych czestosci jest tak duze, Zze udziat tych
czestosci w odpowiedzi dynamicznej konstrukcji jest nieznaczny.
Whnioski powyzsze sugerujg zatem opisanie dynamiki masztu przez
zbidr pierwszych kilkudziesieciu modow, redukujac tym samym
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czas obliczen wymagany przy symulacji numerycznej. Model
masztu z odciggami przyjmie wiec nastepujacq postac

x(t) = A x(t) + B v(t) + Bu(t)
Z(t) = Cclx(t)
y(t) = Cox(t) + d(t)

Wypisane powyzej rownania to kolejno réwnanie stanu, réwnanie
wielkosci regulowanych oraz rdéwnanie obserwacji. W
przedstawionych rownaniach poszczegoélne macierze to

0 I 0 0
‘ L Q2 - zscnj °t LDZBJ 2 LDZBJ

Ccl = [cpq)c 0] Cc2 = [0 cvq’c]

gdzie macierz @, to zredukowana macierz transformacji modalnej

sktadajaca sie jedynie z m pierwszych wektoréw wiasnych, przy
czym oczywiscie m << n, macierz Q. natomiast to zredukowana

macierz zawierajgca na gitdwnej przekatnej m uwzglednionych
czestosci wiasnych, wreszcie =, to zredukowana macierz

wspotczynnikow ttumienia.
Ostatecznie jak sugerowano w poprzednim punkcie tego rozdziatu,
dogodnie jest powyzszy model ciggty zapisa¢ w postaci dyskretnej

X,., =AXx, +B,v, +B,u,
zZ, = Clxk
Yy, =Cx, +d;

Majac tak przygotowane rownania problemu mozna przystgpi¢ do
sformutowania zadania optymalizacji. A zatem, jak wspomniano
wczesniej celem sterowania jest redukcja amplitud drgan
wierzchotka masztu opisanego wektorem z,. Wybo6r wskaznika

jakosci dla rozpatrywanego zadania jest nastepujacy

h-1
T T T
J=2z,®,2, + > z;z, +uYu,
k=0
gdzie ®_, oraz ¥ to macierze wagowe.
Uwzgledniajac we wskazniku jakosci zaleznos¢ z, = C,x,
otrzymuje sie

h-1
J=X,0,.X, + ) X, 0x, +u;¥u,
k=0

Wybrany wskaznik jakosci odzwierciedla zyczenie sprowadzenia
przemieszczenia wierzchotka trzonu z, do mozliwie najmniejszej

54



4.6. Sterowanie optymalne

wartosci w czasie h krokdw czasowych, przy jednoczesnym
wykorzystaniu do tego celu minimalnych sit sterujacych u, .

Wprowadzony w poprzednim punkcie estymator umozliwia
oszacowanie aktualnego stanu uktadu. Przyjmujac teraz estymate
wektora stanu w chwili p jako warunek poczatkowy x, = )“(p mozna

korzystajac z rownan stanu wyznaczy¢ najbardziej prawdopodobny
stanu uktadu w kolejnych krokach czasowych

k-1
X, =A%, + Y A“"B,u,, k=12,..,h
m=0

lub zapisujgc macierzowo

x, = A“x, +[A“'B, A“’B, .. AB, B,] : |=

= A%y + Ay Uy

gdzie przyjeto, ze wymuszenie v, réwna sie swojej wartosci
sredniej, ktéra wynosi zero v, = 0.

Podstawiajac teraz powyzsze rozwigzanie do wskaznika jakosci
problem optymalizacyjny sprowadzony zostaje do postaci

J = xg(A") ©,A"X, + 2%5(A") D A, U,y + UL AL DA, LU, +
h-1
+ > X (AF) DAKX, + 2] (AK) DA, LU, , + UL A, ®A, U, |+
k=0

+U] [PU, | = x[Q"0oQx, +2x]Q"PAU + U'A"®AU + U'PU =
= Jo + 2x}QT®AU + UT (A DA + F)U
T ﬂ_/
czyli ostatecznie
J=J,+TU+U0U
gdzie, sktadnik J, nie zalezy od sekwencji sterujacej U a
wystepujace we wskazniku jakosci macierze to

B, (] 0 .. 0] (1]
AB, B, o .. 0
A=| AB, AB, B, .. 0 Q=| :
: : T A"
A"'B, A"?B, A"°B, .. B, | A" |
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¥ 00 ..0 ® 0 00 u,
0OvY o0 . O 0 o 00 u,
¥=0 0¥ ... 0| ®=|: : S U= u,

00 ... o O :
0O 0 0 ..V 0 0 .. 0 9, u,

Dodatkowo do powyzszego zadania mozna dotozy¢ ograniczenia na
wielkosci sit sterujgcych
u,, <u, <u
czyli dla sekwencji sterowan od 0 do h-1
U. <U<U

min — max
co ostatecznie mozna przedstawi¢ w zwartej postaci jako liniowg
nierownos¢ typu

max

Catos$¢ razem stanowi problem kwadratowego programowania z
ograniczeniami
U%" = arg min TU + U'0U
LU<b

Po wyznaczeniu U%” do konstrukcji masztu przyktadany jest tylko
pierwszy krok ug z catej sekwencji U°”", a nastepnie w kolejnym
kroku czasowym cata procedura powtarzana jest od poczatku.

Tak sformutowane zadanie poszukiwania optymalnego sterowania
nie uwzglednia jednak posiadanych informacji o spektrum fluktuacji
predkosci wiatru. Wykorzystanie tych informacji przy projektowaniu
uktadu sterownia odbywa sie analogicznie jak to byto w przypadku
estymatora tzn. poprzez powiekszenie stanu uktadu o Afiltr
wiatrowy. Wprowadzony w poprzednim punkcie powiekszony uktad
dynamiczny ma postac

~ NN ~ ~
X, , =AXx, +B,w, +B,u,

02

Z, =L X,

Yo = CZ;k +d,

Podobnie jak poprzednio stan X, skfada sie tutaj z modalnych
amplitud i predkosci masztu oraz modelu wiatru.

Rozwigzanie problemu optymalizacyjnego dla tak utworzonego
ukfadu dynamicznego powoduje znalezienie sterowania
optymalnego u,, ktére uwzglednia teraz, zaréwno przyszie stany
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konstrukcji jak rowniez najbardziej prawdopodobne wartosci sit
wiatru. Predykcja powiekszonego wektora stanu odbywa sie h
krokow czasowych w przdd na podstawie znajomosci biezgcej
estymaty stanu masztu jak i biezacej estymaty sit wiatru.

Ostatecznie przeformutowanie problemu optymalizacyjnego nie

nastrecza trudnosci i wymaga jedynie powiekszenia macierzy
wagowych do postaci
(Dh = (D:
0 O 00

Co oznacza, ze w dalszym ciqgu celem sterowania jest
stabilizowanie drgan wierzchotka masztu, podczas gdy uktad
sterowania nie ma wptywu na oddziatywanie wiatru.

4.7 Identyfikacja parametrow masztu

Ostatnim elementem proponowanej w niniejszym rozdziale strategii
sterowania jest uktad identyfikacji. Zadaniem tego ukfadu jest
estymacja zmiennych parametrow masztu, takich jak: masa,
ttumienie czy tez sztywnos$¢. Warto tutaj zaznaczyé, iz zadanie
identyfikacji parametrow konstrukcji mechanicznych wcigz jest
aktualnym przedmiotem badan o czym S$wiadcza ukazujace sie
ostatnio publikacje [65]. Obszerny przeglad obecnie uzywanych
metod znalez¢é mozna w pracy [66].

Proponowany w niniejszym punkcie rekurencyjny algorytm
identyfikacji polega na wykorzystaniu filtru Kalmana. W tym celu
nalezy najpierw przeksztatci¢ rownania stanu do postaci znanej w
literaturze pod nazwg ARMA (autoregressive moving-average
model).

Ogodlnie model ten przedstawiany jest nastepujgco:

Ye ta Yo t0Ye o+t @nYim = BWi_y + BoWy 5+ + B, W, +
U g F U ety U+ dy

gdzie «,,p,,7;, to macierze o odpowiednich wymiarach
(i =12,...,m), mto wymiar modelu.

Przejscie ze wspdbtrzednych stanu do modelu ARMA odbywac¢ moze
sie w nastepujacy sposdb

{xk+1 = Ax, +B,w, +B,u,
Yy, =Cx, +d;
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

Yi-m = C, X, +d,
Yima =CAX, + kCZ(Blwk—m +Bu, ) +d, ..,
-m+1
Yim =CA*X, + zczAk_m+1_/(B1wl +Bu)+d, .,
I=k-m
k-2
Y1 = CzAm_lxk-m + ZczAk_z_/(B1W/ +B,u,)+d,_,
I=k-m
czyli zapisujac macierzowo
v, 1 [ € 0 0 e 0]
Wk—m
Yi i1 C,A C,B, 0 .. 0O w
Yi-me2 | = CzA2 X, m+| C,AB, C.B, o k:mﬂ
. .m—l r;)—2 r;)—3 W,
| Yeo1 | _CZA | _CZA B, C,A"°B, CzBl_
0 0 0 d, . ]
uk—m
C,B, 0 0 u di i
+| C,AB, C,B, 0 SR - P
: : : u :
C,A"’B, C,A"’B, cB,|- “?*- [ d., |
lub krécej
Yk—m = Omxk—m + lek—m + H2Uk—m + Dk—m (45)

gdzie O,, to macierz obserwowalnosci.

Do dalszych rozwazan wystarczajgce jest wykorzystanie informacji
pomiarowych z jednego tylko czujnika, dla ktérego jednak uktad
jest obserwowalny. Przejscie do modelu ARMA na podstawie
znajomosci kilku pomiaréw takze nie stanowi trudnosci jednak
utracona woéwczas zostaje przejrzystos¢ wyprowadzenia. A zatem
korzystajac z rownania (4.5) mozna wyznaczy¢ wektor stanu jako

Xy m = Or;ll(Yk—m - lek—m - HZUk—m - Dk—m) (4-6)
Nastepnie wypisujac rownanie wyjscia dla chwili tx otrzymuje sie
k-1
Ve = CGA™X .+ Y C,A(B,w, +B,u)) +d, (4.7)
I=k-m

Teraz wstawiajac zaleznos¢ (4.6) do (4.7) i porzadkujac stronami
uzyskuje sie model ARMA, ktory mozna wowczas przedstawic jako

Ve =9 YU, )0 (AB,,B,,C,)+e
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4.7. Identyfikacja parametrow masztu

Zapis ten zostat wprowadzony w celu utworzenia wektora stanu
parametrow, ktorym jest ©,. Jak przedstawiono w powyzszej

zaleznosci, wektor stanu parametrow jest funkcjg niepewnych
macierzy A,B,,B,,C,. Wektor W, natomiast zalezy od wielkosci

znanych tj. pomiarow Y, . oraz sterowan U, .. Ostatni czion

rownania zawiera wszystkie nieznane losowe wymuszenia
dziatajace na uktad czyli W, _,, oraz D, _,,.

Pomijajac teraz w powyzszej zaleznosci czion odpowiadajacy
nieprzewidywalnym losowym zaktdceniom, mozna oszacowac
wyjscie y, na podstawie nastepujacej zaleznosci

)’}k = "pkek-l
Ostatecznie rowniez parametry posiadajg réwnanie opisujgce ich
zmiennos$¢ w czasie tj.

0,,=0,+§
§, jest tutaj nieznanym zaburzeniem wywotujagcym zmiane

wartosci parametréw w kolejnych chwilach czasu.
Powyzsze rdwnanie mozna zatem traktowal jako réwnanie stanu
parametréw, gdzie przyja¢ nalezy ograniczenia na niepewnosc¢ §, .
Podobnie jak w przypadku estymatora stanu w celu
scharakteryzowania niepewnosci wprowadza sie warto$¢ sSrednig
E[§,]1= 0 oraz macierz korelacji £[§,&/ ]1=R,5, .

Postepujac teraz analogicznie jak to zrobiono w punkcie , Estymator
stanu” wprowadza sie estymator parametréw jako

0,, =0, +K,(y, - Vi)
Ponownie powstaje tutaj problem optymalnego doboru macierzy
wzmocnienia K, . Korzystajac zatem z wprowadzonej w punkcie 4.5

procedury estymacyjnej, macierz wzmocnienia K, mozna obliczy¢
z nastepujacej zaleznosci

1

R, +W.P W]
1

R, + lI"/<P/<-1lp£

Ko P, Wi

gdzie P, =P, , +R, — P_.W WP .

Wystepujacy w powyzszej zaleznosci symbol R, oznacza
kowariancje wymuszenia e, czyli E[e}]=R,. Dodatkowo w celu
obliczenia aktualnej estymaty parametré4w wymagana jest
znajomos¢ warunku poczatkowego éo.

Jak mozna bylo zauwazy¢ przedstawiony estymator dokonuje
jednak tylko oszacowania macierzy A, B,, B, oraz C,. Nie stanowi

to problemu jezeli do opisu dynamiki masztu stosuje sie model we
wspotrzednych konfiguracji, poniewaz w tej sytuacji macierz C,
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Rozdziat 4 Sterowanie drganiami masztu

zalezy tylko od lokalizacji wielkosci regulowanych. Zmiana masy
czy sztywnosci powodujgca zmiane czestosci wirasnych i ksztattéw
modalnych, nie wptywa wowczas na posta¢ macierzy C,. Inaczej

sytuacja przedstawia sie w przypadku modalnego modelu masztu.
W tym modelu wraz ze zmiang parametréw zmianie ulegng takze
elementy macierzy C,. Aby unikng¢ tej niedogodnosci mozna jak
wspomniano wczesniej zastosowa¢ zredukowany model we
wspotrzednych  konfiguracji, badz przy modelu modalnym
wyposazyc¢ wielkosci regulowane w sensory co sprawi, iz wektor z,
stanie sie dostepny pomiarowo.
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ROZDZIAL 5
Symulacja numeryczna

5.1 Dane konstrukcyjne

Przedstawione w pracy rozwazania teoretyczne, w tym rozdziale
zostaty zilustrowane przyktadem obliczeniowym. Rozpatrywany byt
maszt o wysokosci 100 metrow wspierany szescioma aktywnymi
odciggami.

i 45,0 i 45,0 |

T T T

Rysunek 5-1 Wymiary rozpatrywanego masztu
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5.0

®
5.0
1,5

N o
N 0,43 0,86
——

o

1,5

Rysunek 5-2 Wymiary trzonu masztu

Trzon masztu stanowita przestrzenna kratownica o przekroju
poprzecznym bedacym tréjkatem réwnobocznym o diugosci boku
rownym 1,5 metra. Dane dotyczace przekrojéw poprzecznych
poszczegodlnych pretdw trzonu zamieszczono w ponizszej tabeli

Nazwa Pole przekroju
Krawezniki (1) 0,0074 m?

Stupki @ 0,001 m?
Krzyzulce (3 0,001 m?

Przyjeto, ze odciaqgi masztu posiadajg wstepny naciqg 7T=400 kN co
przy polu przekroju A=0,0007 m? (d=30 mm) odpowiadato
naprezeniu 570 MPa. Zatozono, ze konstrukcja wykonana jest z
materiatu o wspdtczynniku sprezystosci E=205 GPa. Gestos¢
objetosciowa przyjeto réwna 7850 kg/m?>.
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5.2. Opis modelu MES

5.2 Opis modelu MES

Do zamodelowania, zaréwno trzonu jak i odciggdw masztu
wykorzystano wprowadzony w rozdziale 2 przestrzenny element
pretowy o 3 stopniach swobody w kazdym wezle. Trzon masztu
podzielony zostat na 20 modutéw sktadajgcych sie z 15 pretow,
kazdy z odciagdw masztu podzielony zostat na 10 elementdéw
skonczonych.

don.,-2 q3ny-2

q3nm-1
den,,-2

hm

d3(nm-1)-2

—0—J Ue Us Us
3(y-1)-1 X3
}-{ '& us
X2 X1

Rysunek 5-3 Podziat masztu na elementy skonczone

Ug

Wystepujgce na powyzszym rysunku oznaczenia to:

n, - liczba modutdéw trzonu masztu

u; - sita sterujgca w j-tym odciqgu

g. - k-te przemieszczenie wierzchotka masztu

b, - szerokos¢ trzonu masztu

h_ - wysokos¢ pojedynczego modutu trzonu masztu

Na podstawie powyzszych oznaczen wektor wielkosci regulowanych

przyjeto jako

I Q3,1 (te)
T3, -2 (tx)

2, = 2(t,) = | (@50, 1 (6) = Gago, 11 (8))/

(@30, -2(E) = G, -1y-2 () By

L (q9”m*2(tk) - q6nm—2(tk ))/bm |
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Rozdziat 5 Symulacja numeryczna

Koncowy model masztu uzyskano na nastepujacej drodze. Najpierw
utworzona zostata macierz sztywnosci sprezystej trzonu. Nastepnie
trzon obcigzony zostat sitami wstepnego naciaggu w celu
uwzglednienia wstepnego stanu naprezen jaki wystepuje w jego
poszczegdlnych pretach. Po wyznaczeniu sit wewnetrznych w
elementach trzonu, utworzona =zostata macierz sztywnosci
geometrycznej trzonu. Na tym etapie catkowitg macierz sztywnos¢
trzonu stanowita suma macierzy sztywnosci geometrycznej i
sztywnosci sprezystej. Sumaryczna macierz sztywnosci trzonu
nastepnie rozszerzona zostata o macierze sztywnosci odciggdéw
uwzgledniajgce wstepny naciaqg. Kolejno do catej konstrukcji
przytozone zostato obcigzenie ciezarem wilasnym powodujace
dalszy wzrost naprezen w pretach trzonu masztu oraz wstepne
ugiecie odciggow. Po uzyskaniu ostatecznej deformacji statycznej
masztu zbudowane zostaty nowe macierze sztywnosci elementéw
uwzgledniajgce wstepny stan naprezen oraz aktualng konfiguracje
weztow konstrukcji. Zbudowane zostaty rowniez konsystentne
macierze mas dla wszystkich elementow.

Z powodu braku bardziej szczegdétowych informacji na temat
ttumienia wystepujacego w masztach 2z odciggami przyjeto
ttumienie proporcjonalne postaci D =0.006 M+ 0.0001K.

Odpowiada to 1% ttumienia krytycznego dla pierwszych dziesieciu
modéw.

Ze wzgledu natomiast na znaczng liczbe stopni swobody tak
utworzonego modelu zdecydowano sie zredukowaé model masztu
poprzez uzycie transformacji modalnej. Ostatecznie dynamika
masztu reprezentowana jest przez 32 ksztatty modalne obejmujace
zakres czestosci od 0 do okoto 20 rad/s.

5.3 Dane dotyczace wiatru

Do obliczen przyjeto model fluktuacji predkosci wiatru opisany
funkcja gestosci widmowej Davenporta. Dane charakteryzujace
porywy wiatru to gesto$¢ powietrza, ktéra wynosi 1,22 kg/m? oraz
$rednia predkos¢ wiatru réowna 25 m/s. Wspodtczynnik parcia
przyjeto jako Cy=1, natomiast pole ekspozycji jako potowe
powierzchni wszystkich pretéw schodzacych sie w danym wezle.
Dodatkowo zatozono petnhg przestrzenng korelacje fluktuacji
predkosci wiatru, co jak nalezy sie spodziewac prowadzi¢ mozne do
pewnego przeszacowania dziatania sit wiatru na konstrukcje.

Do uzyskania prébki danych symulujacych zachowanie fluktuaciji
predkosci wiatru wprowadzono filtr postaci
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a, +a,s + a,s’ + a,s’

H(s) =
(s) b, + b;s + b,s* + b;s® + b,s*

gdzie poszczegdlne wspodiczynniki to

b, = 0.3538
% =3.4197 b, = 22.7788
2 = ~686.3151 b, = 224.7118
a, = 230.1426 b — 382867
a, = 3.9021 b~ 0.931

Filtr wiatrowy zostat dobrany tak, aby w zadanym zakresie

czestosci

masztu (0-20 rad/s) kwadrat funkcji przejscia filtru H(s)

aproksymowat funkcje gestosci widmowej Davenporta.
Szczegdtowa analiza projektowania filtréw wiatrowych znajduje sie

w pracy [

10

67].

' 1
&~ 10 .
E
>
O
o)
=
O
\m 0
S 10 . .
) — Pierwiastek kwadratowy
& funkcji Davenporta
— Funkcja przejscia filtru
-1
10 L R R R L T R R | L R R R R L L
10° 10” 107 10° 10"
o [rad/s]

Rysunek 5-4 Aproksymacja spektrum Davenporta
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15
10+ 1
w
~
S = 1
-
. ,
B
O
‘0
o
X -5 :
o
g
| .
a
-10+ ,
_15 I I I
0 5 10 15 20

czas [s]
Rysunek 5-5 Fluktuacje predkosci wiatru

5.4 Opis ukiadu sterowania optymalnego

Strategia sterowania przyjeta do redukcji drgan masztu to
sterowanie z predykcjq modelu, ktére wprowadzone zostato w
poprzednim rozdziale.

Celem sterowania optymalnego byta minimalizacja wychylenia
wierzchotka masztu przy jednoczesnej minimalizacji wymaganych
do tego celu sit sterowania. Do tego celu wykorzystano wskaznik
jakosci postaci

h-1
T T T
J=Xx;D,X, + Y X OX, +u;VYu,
k=0

Jako horyzont czasowy przyjeto h=3.

Do wyznaczenia w kazdym kroku aktualnej macierzy wzmocnienia
przyjeto nastepujace macierze wagowe

100000
010000
®, =10CL,C,, ®=C/,C, w_10%2 01000
000100
000010
0000 0 1]
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5.4. Opis uktadu sterowania

gdzie C,; to macierz obserwacji, zawierajaca informacje o udziale

wychylenia i obrotu wierzchotka masztu w poszczegdlnych modach
sktadajacych sie na dynamike masztu. Przyjeta posta¢ macierzy ¥
oznacza, iz do wskaznika jakosci wszystkie sity sterujagce wchodza z
taka samag waga.

Dla potrzeb procedury estymacyjnej zatozono, iz szumy pomiarowe
oraz stan poczatkowy masztu scharakteryzowane sa przez
nastepujace dane statystyczne:

100000
0 010000
fd)=o|  Edidl=1000 0000 s,
0 000010
0] 00000 1
E[x,]=0 E[x)x,]=0

gdzie o6, to delta Kroneckera, ktéra dla k=/ wynosi 1, a w

pozostatych przypadkach réwna sie 0.
W niniejszym przyktadzie przyjeto, iz wartos¢ Srednia i macierz
kowariancji stanu poczatkowego X, sa zerowe.
Ograniczenia na maksymalng amplitude sit sterujacych oprécz
macierzy wagowej ¥, zostaty wprowadzone jawnie w postaci

-T T

—<u, < —

10 10
gdzie T to poczatkowy nacigg odciggow.
Powyzsza nieréwnos$¢ oznacza, ze co do wartosci bezwzgledniej
maksymalna sita sterujgca moze wynosi¢ co najwyzej 10%
poczatkowego naciggu statycznego.
Wreszcie przyjeta czestotliwosé probkowania wynosi 100 Hz.
Po ustaleniu czestotliwosci probkowania zdyskretyzowano ciagty
filtr wiatrowy. Nastepnie wyznaczona zostata losowa sekwencja w,

dziatajace na filtr, tak aby jej macierz korelacji wynosita
Elwew,]= %5“ =1004,

gdzie A to krok préobkowania bedacy odwrotnoscig przyjetej
czestotliwosci prébkowania.

5.5 Wyniki obliczen

Prezentacja symulacji numerycznej proponowanego procesu
sterowania drganiami, poprzedzona zostata obserwacjami
dotyczacymi sterowalnosci konstrukcji masztu. Do tego celu
wykorzystana zostata analiza modalna masztu z odciggami,
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przestawiona w rozdziale 2. Ogodlnie, ksztatty modalne masztu
mozna podzieli¢ na dwie grupy [68]: pierwsza grupa to ksztalty z
dominujgacymi drganiami odciggdéw. Druga grupa to ksztaity, w
ktérych dominujg drgania trzonu masztu. Zaréwno w pierwszej jak
i drugiej grupie moddéw, trzon masztu poddany jest jednej z trzech
podstawowych postaci drgan. Wyrdznia sie tutaj zginanie,
skrecanie oraz Sciskanie. Oprécz samej specyfiki ksztattéw
modalnych w przypadku masztéw z odciggami wystepujg réwniez
wielokrotne czestosci drgan co wymaga, jak wskazano w rozdziale
3, szczegllnej uwagi przy badaniu sterowalnosci.

W ponizszej tabeli przedstawione zostaly 23 pierwsze czestosci

drgan konstrukcji i odpowiadajace im ~modalne indeksy
sterowalnosci:

Nr. o [rad/s] U

1. 0.3438 9.8361e-2
2. 0.3440 9.8499e-2
3. 4.7474 9.0610e-2
4. 4.7492 9.0650e-2
5. 6.6279 7.9389e-9
6. 6.6892 4.2767e-6
7. 6.6892 3.9231e-6
8. 6.6899 1.8798e-7
9. 6.8727 8.8209e-3
10. 6.8747 8.9116e-3
11. 11.5763 6.4870e-9
12. 13.3274 1.8637e-6
13. 13.3702 6.3974e-4
14. 13.3707 5.8618e-4
15. 13.3762 7.3052e-7
16. 13.3781 2.8166e-4
17. 13.3786 3.3391e-4
18. 13.5429 1.6763e-5
19. 13.5432 1.0541e-5
20. 13.5444 2.0178e-6
21. 13.6106 1.4548e-3
22. 13.6123 1.4449e-3
23. 13.7911 5.8731e-7
24. 14.4948 1.5735e-2
25. 14.4950 1.5711e-2
26. 19.2137 6.0985e-7
27. 20.7280 4.9844e-5
28. 20.7291 5.5616e-6
29. 20.7302 1.5232e-5
30. 20.7772 8.8935e-4
31. 20.7803 8.4117e-4
32. 20.8909 3.9216e-6
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o) = 0.344 rad/s

Rysunek 5-6 Ksztatty modalne z dominujacym ruchem trzonu masztu.

og = 6.69 rad/s 0, = 13.5 rad/s

Rysunek 5-7 Osiowosymetryczne ksztatty modalne z dominujacym ruchem
odciggow wywotujgce wzdtuzng deformacje trzonu.

0g = 6.87 rad/s w55 = 13.6 rad/s

Rysunek 5-8 Ksztatty modalne z dominujgcym ruchem odciggéw wywotujacych
zginanie trzonu masztu.
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Na podstawie przedstawionej tabeli mozna powiedziec, iz najstabiej
sterowalne sq mody 5 i 11. Sg to postacie drgan, w ktérych
dochodzi do skrecania trzonu.

Dodatkowo wida¢, iz wystepujg mody o takich samych czestosciach
(do dwdéch miejsc po przecinku). Fakt ten zwigzany jest z
wystepowaniem w uktadzie ptaszczyzn symetrii. Jak zatem
napisano w rozdziale 3 do oceny sterowalnosci pomimo
niezerowych indekséw sterowalnosci nalezy sprawdzi¢ liniowg
niezalezno$¢ odpowiadajagcym im wierszy macierzy ®'B,.
Sprawdzenie rzedu macierzy utworzonych z wybranych wierszy
odpowiadajacych tej samej czestosci dato jednak pozytywny wynik,
zatem wszystkie mody sg sterowalne. Oczywiscie stabo sterowalne
sq wskazane wczesniej mody skretne oraz mody, w ktorych
dochodzi do wydtuzenia i skrécenia trzonu tj. ksztattdw modalnych,
w ktorych dochodzi do drgan odciaggdw odbywajacych sie
symetrycznie wzgledem osi pionowej trzonu masztu. Sg to ksztatty
modalne o nhumerach 8 i 15.

Podsumowujac nalezy napisaé, iz wszystkie stabo sterowalne mody
posiadajq postacie drgan, w ktérych wystepuja niewielkie
wychylenia trzonu. Taki wniosek sprawia, iz dalej mozna bez obaw
przystgpi¢ do projektowania uktadu sterowania dla rozpatrywanego
masztu.

Po przeanalizowaniu sterowalnosci uktadu przeprowadzona zostata
symulacja numeryczna. Przy obliczeniach uwzgledniono dziatanie
wiatru zaréwno na trzon, jak i na odciggi masztu. Kierunek
dziatania wiatru przedstawiono na ponizszym rysunku

Kierunek wiatru

Kierunek wiatru

Rysunek 5-9 Kierunek dziatania wiatru
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5.5. Wyniki obliczen

Na kolejnych wykresach znajdujg sie przebiegi czasowe wielkosci

wychylenia trzonu masztu oraz wielkosci sit sterujacych
niezbednych do redukcji drgan masztu.
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Rysunek 5-10 Wektor wielkosci regulowanych (linia przerywana - ukfad bez
sterowania, linia ciggfa - ukfad ze sterowaniem)

Z1 - przemieszczenie wierzchotka masztu w kierunku x;

Z> - przemieszczenie wierzchotka masztu w kierunku x>

z3 - kat obrotu wierzchotka masztu wokot osi x»

z4 - kat obrotu wierzchotka masztu wokot osi x;

Zs - kat obrotu wierzchotka masztu wokét osi x5 (kat skrecenia)

Na przedstawionych wykresach wida¢, iz uzyskana zostata
zamierzona redukcja przemieszczen wierzchotka masztu
powodowanych dziataniem wiatru (wielkosci z; i z2). W przypadku
katow obrotu nastgpito natomiast zwiekszenie ich wartosci
(wielkosci z3 i z4). Podobnie wyglada sytuacja dla kata skrecenia.
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Rozdziat 5 Symulacja numeryczna
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Rysunek 5-11 Wykresy sit sterujgcych

U,Us,Us - sity sterowania w krotszych odciggach
Uz,Us,Us - Sity sterowania w dtuzszych odciggach (Rysunek 5-9)

Jak mozna zauwazy¢ w przedstawionym przykifadzie sity sterowania
nie osiggnety narzuconych ograniczen tj. 40 kN. W momencie
wystgpienia silniejszych wiatréw badz natozenia ostrzejszych
ograniczen na wielkosci sit sterowania okazuje sie, ze uktad
sterowania daje rezultaty gorsze niz ukfad pasywny. Wynika to z
faktu, iz powstajg wowczas znaczne sity reakcji przewyzszajace
maksymalne sterowania.
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ROZDZIAL 6
Whnioski koncowe

Podsumowujac niniejszg rozprawe nalezy stwierdzi¢, iz cel
postawiony przed proponowanym w pracy ukifadem sterowania
zostat uzyskany. Omawiana strategia sterowania, bazujgca na
rozwigzywaniu w czasie rzeczywistym problemu optymalnego
sterowania, okazata sie skuteczna. W wyniku zastosowania
procedury kwadratowego programowania, osiggnieta zostata
redukcja amplitud drgan poprzecznych wierzchotka masztu z
2.8-107 do 5.8-107° metra.

Wykorzystywana w niniejszej rozprawie strategia sterowania
predykcyjnego, stosowana byla wczesSniej m.in. w przemysle
petrochemicznym. Po raz pierwszy jednak zaproponowana zostata
do ttumienia drgan konstrukcji masztu.

Ponadto, w pracy wyznaczone zostaty modalne indeksy
sterowalnosci, okreslajagce wydajnos¢ sterowania drganiami masztu
poprzez zmiane naciggu w linach odciggowych. Uwzgledniony
zostat przy tym realistyczny model oddziatywania podmuchéw
wiatru. Do analizy przyjeto stochastyczny opis predkosci porywéw
wiatru scharakteryzowany poprzez funkcje gestosci widmowej
Davenporta. Nastepnie informacja o najbardziej prawdopodobnych
predkosciach wiatru wykorzystana zostata przy tworzeniu uktadu
sterowania drganiami masztu.

Wprowadzenie sterowania bazujgcego na predykcji modelu masztu
i sit wiatru wymaga utworzenia obserwatora oraz stosowania
uktadu identyfikacji parametréow, co czyni caty ukfad sterowania
bardziej ziozonym od sterowania ze sprzezeniem zwrotnym
bezposrednio od wyjscia.

Sterowanie predykcyjne ma przewage nad strategiami sterowania
klasycznego polegajaca na optymalizacji kwadratowego wskaznika
jakosci oraz mozliwosci jawnego uwzglednienia ograniczen
natozonych na amplitudy sit sterujacych.
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Rozdziat 6 Wnioski koncowe

W pracy pominieto dynamike sitownikéw hydraulicznych petnigcych
role wzbudnikédw (ang. actuators). Bytoby interesujgce zbadanie
wpltywu dynamiki tych urzadzen, ze wzgledu na ich nieliniowy
charakter.

Interesujagcym problemem rdéwniez, nie podejmowanym w pracy,
jest liczba postaci drgan opisujgcych zachowanie masztu. Bazujac
W niniejszej pracy na modelu modalnym z géry przyjeto zadang
liczbe tych postaci. Podyktowane to byto w duzej mierze faktem, iz
na etapie modelowania nie jest mozliwe dokifadne okreslenie
wystepujagcego w uktadzie ttumienia. Dlatego tez, w praktyce
nalezatoby, najpierw zidentyfikowac¢ wiasciwg liczbe postaci drgan
masztu poprzez zastosowanie metody identyfikacji podprzestrzeni
stochastycznych. Nastepnie dla ustalonej liczby zastosowad
zaproponowany Ww pracy rekurencyjny algorytm identyfikacji.
Interesujgce bytoby rdéwniez uwzglednienie opdznien czasowych
wystepujacych w ukfadzie sterowania. Pamieta¢ bowiem nalezy o
fakcie, iz nawet przy duzej czestotliwosci probkowania, pomiar
zawsze opozniony jest o jeden krok czasowy w stosunku do sit
sterowania.

Powyzsze wzgledy sprawiajq, iz zagadnienie sterowania
predykcyjnego posiada wiele otwartych probleméw i przed
ostateczng implementacjg ukfadu sterowania wymagane sq dalsze
prace w kierunku rozwigzania oméwionych trudnosci.
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