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Streszczenie

W artykule przedstawiona zostala biblioteka izoparametrycznych elementéw skonczonych

opartych o paraboliczne funkcje ksztattu. W bibliotece zawarte zostaty elementy tarczowe o licz- .

bie wezldw od 4 do 8, I)rylowa o liczbie wezlow 8 do 20, 4 i 8 wezlowe elementy plyty Mindlina,
3 wgz{owy element powlokl osiowo- symetryczne] oraz 8 weztowy element typu Ahmada. Przed.
stawiona biblioteka implementowana jest w systemie analizy konstrukcji inzynierskich FEAS
i znajdzie si¢ ona w nowej wersji systemu. Konstrukcje moga by¢ modelowane przy uzyciu ele-
mentow znajdujacych sie w tzw. bibliotece ,inzynierskiej” skladajacej sie z elementow, ktdrych
macierze sztywnosci obliczone zostaly analitycznie oraz w bibliotece ,parabolicznej”. W tym
wypadkn jednak za poprawnoéé modelu odpowiada caltkowicie uzytkownik.

Nowa biblioteka systemu wykorzystywana bedzie zaréwno w obliczeniach inzynierskich jak
i w procesie nauczania mechaniki na Wydziale Inzynierii Ladowej.

Summary

This paper deals with a library of isoparametric finite elements which are based on parabolic
shape functions. The library is being implemented in the structural analysis system FEAS and
contains the following finite elements: 4-8 node plane stress — plane strain, 8-20'node cube, 4-8
node Mindlin plate, 3 node axisymmetric shell and 8-nodes Ahmad-type shell. In contrast to
the existing ,engineering” library, that consists of elements with stiffness matrices derived ana-
lytically, all the isoparametric elements are mtegra.ted numerically. Structures may be modeled
with elements taken from both the .engineering” and the ,parabolic” libraries. However, in this
case, it is the users respousibility to model the structures correctly.

The new library will be employed to carry out structural computations and to support tlle

teaching of structural mechanics in the Civil Engineering Department.
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1. Wstep

Wytwarzanie profesjonalnego systemu metody elementéw skoniczonych jest przedsie-
wzieciemn dlugim i kosztownym. Systemy MES, éredniej wielkosci, tworzone sa zwykle
przez zespoly kilkunastoosobowe w ciggu kilku lat. Wytworzony system musi, w czasie
eksploatacji, podlegaé ciaglym modyfikacjom. Zmieniaja sie wymagania uzytkownikéw,
doskonali sie sprzet, lepsze systemy operacyjne wymuszaja zmiany w istniejacym opro-
gramowaniu. Projekt wytworzenia systemu powinien przewidywaé ciaglte zmiany i mody-
fikacje w systemie. Zmiany w Zrdédle programu cz¢sto nanosza programisel utrzymujacy
system a nie autorzy moduléw. Pojawia sie zatem silny postulat czytelnosci kodu #ré-
dlowego i przejrzystej struktury. Przede wszystkim nalezy dokonaé podzialu systemu na
samodzielne zwigzki moduléw nazywane bibliotekami.

W systemie FEAS [1] zaprojektowano kilka bibliotek elementdw skonezonych. Kazda
z bibliotek ma jeden modul wejscia/wyjscia obslugujacy wszystkie funkcje biblioteki

(np. macierz sztywnosci elementu w dowolnym uktadzie wspélrzednych, macierz geome-

tryczna, macierz bezwladnosci, redukcja obciazenia elementowego do wezléw, obliczanie

naprezeni wewnetrznych elementu itp.).

Uzywanie systeméw metody elementdéw skoticzonych zmienilo sposéb modelowania
konstrukeji przyjmowany przez projektanta. Jeszcze kilkanascie lat temu modelem kon-
strukcji byla kratownica, rama plaska, plyta. Niezaleznie analizowano konstrukcje po-
wierzchniowe i pretowe. Przyjmowano szereg uproszezen, dazac do modelu mozliwie mato
skomplikowanego w sensie obliczeniowym. Obecnie projektanci coraz czesciej daza do zlo-
zonego modelu pretowo — powierzchniowego [2]. Czestym modelem jest ruszt i ptyta, tar-
czownica i rama przestrzenna. Analiza tego rodzaju konstrukeji jest zlozona numerycznie.
Niewiele jest dostepnych systemdéw umozliwiajacych analize tego rodzaju konstrukeji.

Organizacja elementdw skoniczonych w biblioteki ma dwa znaczenia. Otéz elementy
skoticzone, nalezace do jednej biblioteki, mozna ze soba laczyé tworzac skomplikowane
modele obliczeniowe. Nast¢pnym powodem jest tatwosé przygotowania i kontroli danych
dla zadania postugujacego sie jedng wybrana biblioteka,.

W systemie FEAS zrealizowano najpierw biblioteke elementéw skoiiczonych, przyj-
mujac konsekwentnie analityczny sposéb ofrzymywania macierzy sztywnosci [3], bez-
wladnodci itp. Nastepnie przystapiono do realizacji biblioteki elementéw skonczonych,

przyjmujac konsekwentnie paraboliczne funkcje ksztaltu i numeryczny sposob otrzymy-
wania macierzy sztywnosci, bezwladnoscei itp. Biblioteka zawiera elementy skoriczone dla
wszystkich typéw konstrukeji (od preta po bryle). W niniejszej pracy zamiescimy opis

wiekszodcei elementéw tej biblioteki. Pominelismy opis elementéw rozkladu temperatury.
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Nie zamiedcimy tez opisu elementéw pretowych. Wytworzenie tych elementdw nastrecza
najwiecej trudnosci. Wyniki otrzymywane w zadaniach, gdzie zastosowano te elementy
s, stosunkowo wolno zbiezne. Z uwagi na zlozonosé tego problemu, bedzie on blizej

oméwiony w innej publikacji.

2. Plaski stan naprezenia i odksztalcenia, elementy czworokatne

Opisana zostanie grupa czworokatnych, zakrzywionych elementéw izoparametrycz-
nych o liczbie wezléw od 4 do 8 [5,6,7]. Pole przemieszczenn wewnatrz elementéw oraz
ich geometria opisane sa tymi samymi parabolicznymi funkcjami na brzegach zakrzywio-
nych oraz liniowymi na brzegach prostych. W kazdym weéle elementu wystepuja dwie
skladowe przemieszezeni. Stan naprezenia okreslony jest trzema skltadowymi wektora na-
prezent wystepujacymi w plaszezyznie elementu. Dla plaskiego stanu odksztalcenia skia-
dowa normalna do plaszczyzny elementu moze byé wyznaczona na podstawie obliczonych
naprezeii normalnych dzialajacych w plaszezyinie elementu.

Ksitatt elementdw, uktad wezldw oraz uktady wspdirzednych pokazano na rysunku 1.

Rys. 1. Czworokatne elementy o brzegach zakrzywionych (PSN, PSO).

W sklad wektora przemieszezeni wezlowych q° wchodza przemieszezenia wezléw, ktoé-
rych liczba moze zmienia¢ si¢ od 4 do 8. Wektor przemieszezeni kazdego wezla i sklada
si¢ z dwdéch przemieszczenn u i v réwnolegtych do odpowiednich osi X i Y globalnego,
kartezjaiiskiego uktadu wspdtrzednych. W sklad wektora wspétrzednych kartezjanskich
¢ wchodza, dla kazdego wezla i, po dwie wspdtrzedne 2, y. Zatem ksztatt elementu oraz

pole przemieszczen w jego obszarze mozna okreslié nastepujaco:

col{z,y} = Nc¢*, col{u,v} = Nq¢° (2.1)
gdzie
q = col {fil‘flz;---an} (22)
e® = Nolld o - el n=48
oraz
q = col{ui v} (2.3)

8- = ooz ) fi=il 2

Bt
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lub tez . b
g ZN,':.L‘;, u = ZN:‘U:‘
iﬁl 8"=‘1 (24)
g Z N;yi, = Z Niv; .
=1 1 =1

Liczba wspolrzednych oraz sktadowych przemieszczen wezlowych zalezy od liczby
weztéw w elemencie, ktéra moze zmieniaé sie¢ od 4 do 8. Macierz funkcji ksztattu jest
postaci

N=[N1 P "ol ooy ] i=1n; @5
| pe s s R gk £4] JUY S 8L

Przedstawimy sposcéh otrzymywania funkcji ksztattu dla elementéw o liczbie weztow

wiekszej niz 4. Wezmy pod uwage element przedstawiony na rys. 2.
YoV

Rys. 2. Element o pigciu wezlach (PSN, PSO) o trzech bokach liniowych i jednym
parabolicznym.
Funkcje ksztattu dla elementu o czterech wezltach przedstawiaja sie nastepujaco

M (I=&)(1~n)/4
No o= 1 1~ 4 :
5 (1+&)(1 ~9n)/ (2.6)

N3 (1+&)(1+n)/4

Na = (1=&(1+n)/4
Paraboliczna funkcja ksztattu dla wezia 5

Ns = (1-€)(1-9y)/2 (2.7)
Wykresy parabolicznej funkcji N5 oraz liniowej N; (jak dla elementu o czterech weztach)

|

pokazano na rys. 3.

4 T - 3
1 2 1 e s

LS

Rys. 3. Wykresy funkcji Ns (parabolicznej) i N1 (liniowej).

W celu uzyskania funkcji Ny dla elementu o 5 wezltach, ktérej wartosci wynosityby
zero w punktach 5, 2, 3, 4 oraz w punkcie 1, mozna dokonaé superpozycji funkeji przed-
stawionych na rys. 3. Wéwezas funkcja N; bedzie wyrazona wzorem

Ni= (-0 -n/a- 52 (28)

2
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Podobnie mozna postapicé z funkeja zwiazang z weztem 2.
N
Ny = (14861 -n)/4- = (2.9)

Wykres funkcji Ny dla elementu z jednym weztem posrednim (piatym) przedstawiono na

/'E

Rys. 4. Wykres funkcji N, dla elementu o piecin wezlach.

rysunku 4.

Postepujac w analogiczny sposéb mozna uzyskaé zespdt funkcji ksztaltu dla elementéw z

wezlami posrednimi 6, 7, 8. Funkcje ksztaltu dla takich elementéw zestawiono w tablicy 1.

N; | wezty 1-4

+ wezel 5

+ wezel 6

+ wezet 7

+ wezel 8

Ny
Ny
N3
Ny

(1-€)(1—-n)/4
(1+&)(1-n)/4
(1+8)(14n)/4
(1=€)(14n)/4

—Ns/2
—Ns/2

~Ns/2
—Nsg/2

—Nz7/2
—Nz/2

—Ng/2

—Ng/2

Ns (1-€)*(1-n)
Ng
N7

Ng

(1+8)(1-7*)
(1-€2)(1+n)
(1-§)(1-7*)

Tablica 1. Funkcje ksztattu dla elementdéw o liczbie wezldw od 4 do 8.

Zwiazek migdzy odksztalceniami i przemieszezeniami zapiszemy nastgpujaco

Er U,
&= Eg = v‘y (2-10)
_71—'5‘ l_ul-f+v’3‘
oraz w rownowaznej postaci macierzowej
- - u
fu 1000 2
u
8.5 ity A5 4088 ) 4 (2.11)
v
Yoy | B-d ok Bebdaic
g 7 Vy

Konieczne jest uzyskanie zaleinosci miedzy pochodnymi przemieszczeni a wektorem prze-

mieszczeni q. W tym celu obliczone zostana ich pochodne w lokalnym, krzywoliniowym
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ukladzie wspéirzednych. Obliczenie to zostalo przeprowadzone dla przemieszezen u bo-
wiem dla przemieszezeii v zwiazki te maja postaé analogiczna. Zatem,

ule = Uy, z!E + u,, yie

Uiy = Upy Try + tpy Yo,y (2.12)
lub
[“’E] » z:f y’f [w,,] (213)
sy z;“ y,u u:,
czyli

w Wy :

["ff,] - J [w’] , (2.14)
gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia lokalnego ukladu (€, %) krzywoliniowego do
ukiadu globalnego (=, y). Wykorzystujac réwnanie (2.4);, ktdre definiuje geometri¢ ele-
mentu i dokonujac rézniczkowania przepisanego réwnaniem (2.12) otrzymamy wspét-
czynniki jakebianu J. Tak wiec, np. wspélczynnik J,, ma postaé

Ju = zg=Nugzi+ Nagza+...,+Npgzp n= 4,8. (2.15)

Zwiazek odwrotny dla przemieszezen u przedstawia sie nastepujaco

-

gdzie J-' oznaczone zostanie przez I'. Zatem zwigzki miedzy pochodnymi przemieszczen

po wspéhrzednych kartezjaiiskich i krzywoliniowych wyrazaja sie wzorem

Uiy [‘]1 Flg Usg
wy | _| Tnn To gt 31 (2.17)
Vig 1"11 [‘13 Vg
wa Far Toz Ury

Rézniczkujac réwnanie (2.4), definiujace pole przemieszczenn wewnatrz elementu po
wspdlrzednych krzywoliniowych otrzymainy zaleznosé miedzy tymi pochodnymi a wekto-
rem przemieszezenn wezlowych q°

ig Nig 0 Noe 0 sesey Nirg 0

qe
Uiy 2 Nll', 0 Ngaﬂ 0 ghsvy Ni"] 0 idls (218)
Vig 0 NI‘E 0 Ng;e gasey 0 N‘f‘f acnickiby
Uiy 0 Nl‘q 0 Ngau gesny 0 N"q

Podstawiajac kolejno (2.15) do (2.14) i wykorzystujac zaleznosci opisujace pole od-
ksztaleeit w obszarze elementu otrzymujemy .

Nlr, 0 Ngr, 0 gy Nﬂ'z 0 qe
e=410 Nllg 0 Ngcy ndnaN Nn:’ i=im (2.19)
N]:‘ Np, Ngl, Ng:y greg N,-.t, Nn'y ﬂ=4,8

|
{
|
i
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gdzie np.
Nygy = TuhlNue + Nyyhia, (2.20)
Nyy = TwaNueg + Nyyloa.
Réwnanie (2.19) zapiszemy krétko
e " (2:21)

Stanowi ono ostateczny zwigzek wiazacy pola odkszlatcen i przemieszczen.
Rozwazymy wektor odksztalcenn zapisany dla skonezonych deformacji. Wektor ten
mozna zapisaé¢ jako sume czesci liniowej 1 nieliniowej
E=€Lt+eNL . (2.22)
Jzesé linlowa e, jest zapisana wzorami (2.9). Dla PSN i PSO trzy rozwazane skladowe

czesci nieliniowej wektora odksztalcenia wyrazaja sie wzorami

N = L, 40,
eyt = Nui +02), (2.23)
Wl = uywe +ogui, .
Wzory (2.23) zapiszemy w postaci macierzowej
eni=3Q5, (2.24)
gdzie

Uy 0 Vg 0
Q= 0 'ury 0 v;, (225)

Ury Ui Wy U
oraz

8 = col {wrz, wiy, vig, viy} . (2.26)
Wektor pochodnych przemieszczen & przedstawimy w postaci umozliwiajacej znalezienie
zwigzku miedzy nimi, a przemieszczeniami wezlowymi.

i=Gq" . (2.27)
Macierz G otrzymano droga polaczenia zwiazkow (2.18) i (2.19). Macierz ta jest nie-
zbedna do uzyskania macierzy geometrycznej.

Czesé energii zwigzanej z naprezeniami wstepnymi jest okreslona wzorem

eTapdV , (2.28)
"
gdzie wektor € jest okreslony wzorem (2.22). Wykonujac catkowanie otrzymujemy czlony
typu
Wiz 020 + ViyOyo... . (2.29)

Prowadzi to do otrzymania wyrazenia na sity wezlowe spowodowane naprezeniami wstep-

nymi oraz interesujacej nas czesci energii, ktéra nazwiemy U,. Tak wiec,

1
U, = /{5("?; + v?:)a',g + oot (gt + vV Y)Tez0]dV (2.30)
v
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Biorac pod uwage zwiazek (2.26) réwnanie to moze zostaé zapisane nastepujaco

i 1 T s O
Ug—ijo [ﬂ ﬁ]édi", (2.31)
%
gdzie
.
g= | Je0 Teyo J . (2.32)
Tryo Oyo
Jesli weZmiemy pod uwage zwigzek (2.27), to réwnanie (2.31) przyjmie postaé
/ (Gq)T [ g ': ] (Gq)dV . (2.33)
v

W ten sposéb otrzymalismy macierz geometryczna elementu w postaci
Lo /GT [ s 0 } Gav . (2.34)
0 s
Ve

Sformulowanie powyzsze jest ograniczone do malych odksztalceri i matych obrotéw.
Dobrze nadaje si¢ do badania statecznosei poczatkowej konstrukeji.
Stan naprezenia okreslony jest czterema sktadowymi,
o= {0g, 0y, Ty, 0.}, (2.35)

z ktérych trzy tj. o, oy, 7., okreslimy ze zwiazku

O'y 5:: Ero
o=|o, | =D €y | — { 5pe (2.36)
Try Yry Yryo

gdzie macierz D opisuje wlasnosei materialowe. W systemie mozna analizowaé materiaty
izotropowe, warstwowe i anizotropowe.

Biorac pod uwage przedstawione opisy ksztattn, stanéw przemieszczenia, odksztalce-
nia i naprezenia w elemencie implementowane zostaly nastepujace macierze elementowe:
macierz sztywnosci - liniowa,
macierz sztywnosci — geometryczna,
macierz sprezystego podloza,
macierz mas — konsekwentna,
macierz mas — diagonalna.

Mozliwe jest rozpatrywanie obciazeri wywolanych odksztalceniami i naprezeniami po-
czatkowymi, ciezarem wlasnym elementu i przyrostem temperatury. Mozna réwniez roz-

wazaé obcigzenia normalne 1 styczne dzialajace na brzegu elementu.

3. Trojosiowy stan naprezenia, elementy osmioscienne

W systemie FEAS dostepne sa elementy brylowe o liczbie weztéw od 8 do 20 [5,6,8].
Sposdéb otrzymywania macierzy sztywnosci dla elementéw tego typu jest analogiczny

do opisanego powyzej po dokonaniu uogdlnienia na trzy zmienne. Pole przemieszczen i

L B S T e T L R R R

e
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ksztalt opisane sg tymi samymi serendipowskimi funkcjami ksztaltu — drugiego stopnia
na brzegach i powierzchniach zakrzywionych oraz liniowymi na prostych. W kazdym
weile wystepuja trzy sktadowe przemieszczen. Stan naprezenia okresla szesé skladowych
wektora naprezenia.

Uktady wspdirzednych lokalny i globalny oraz numeracje wezlow elementéw o 8 1 20

wezlach przedstawia rysunek 5.

3 7

n
5 7
I
|
4 : .
| s
13 SRR T 6
Fd
1/
T 5

Rys. 5. Elementy brylowe o 8 i 20 weztach.

Geometrie 1 pole przemieszezen okreslaja zwiazki

T u
y| =Nc* i 64 EiNgli . (3.1)
2 w

gdzie
q° = col{qi,qz...,qn,} (3.2)
pr b PO Y Y ) n=8lub 20

lub K X
z=ZN;:r:g, u=ZN,-u,-,
=l f=1
y= z Niyi, v Z Niv; , (3.3)
i=1 =1

n n
2=2N;Z;, w=ZN;w,-,
i=1 =]
gdzie n moze zmienia¢ si¢ od 8 do 20 zaleznie od liczby weziéw. Jakobian przeksztatcenia

przyjmuje nastepujaca postad

TogtWPg g
J = L 7 y, 0 b4 0 : (34)
g WPe g

oraz np.
J“=x:€=pr:cl+N3:£zz+...,+Ng:E,zn = 1,my =800 ¢ (35)
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Podamy wzory na funkcje ksztattu dla elementéw 8-20 wezlowych. Maja one naste-
pujaca postac:

— dla wezléw w plaszczyZnie €

Na=(1-€)(1+nm)(1+E&) . (3.6)
— dla wezléw w plaszczyinie 1)

Np = (1+&&)(1 —n*)(1 +&6)/4 . (3.7)
- dla wezléw w plaszezyZnie (

Ne = (1+E&&)(1+mm)(1 - €%)4 . (3.8)
- dla weztow naroznych: (1 = 1,...,8)

Noo AHEII+m)(1+866) Na+Np+Ne - (3.9)

8 2
W réwnaniu (3.9) czton (N,+Ng+N.)/2 dotyczy wezléw znajdujacych sie w sasiedztwie

wezla 1.
Stan odksztalcenia opisany jest szeécioma sktadowymi wektora odksztalceri. Czesé

liniowa zwiazku miedzy odksztalceniami a przemieszczeniami przedsiawia sie nastepujaco

€r Urg
Ey Uigp
€x w5
= — ; (3.10)
Yry Ury + Uy
Yrz , + Wiy
22 | Wiz + Wip |

Typowe skladowe wzoréw nieliniowych na odksztalcenia dla odksztalcern normalnych

i stycznych maja postac

i 9
fa =t h o (u?, + v7, + wi) (3.11)
Yoy = g+ g+ (W g + v V'Y + wipwy) .

Zdefiniujemy macierz G wiazaca wektor pochodnych przemieszezen po wspétrzednych

kartezjatiskich z wektorem przemieszczen wezlowych jak nastepuje

W= G(]_ y : (312)
gdzie
= {uf,, Uiy, Wiy, Vig, Viy, Vig, Wigp, Wiy, w::} = (313)

Wspdtezynniki macierzy G otrzymamy dokonujae rézniczkowania macierzy funkeji ksztal-

tu N. Postepujac jak w punkcie poprzednim otrzymamy macierz sztywnosci geometrycz-

nej

00
0| GdV . (3.14)

s
k,:/G’f‘ 0
0

s
Ve 05's
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Skladowe stanu naprezenia zwiazane sa z wektorem odksztalceli macierza sprezystosci

D, kidra dla materiatu izotropowego przyjmuje postaé
- v v

: lu l—-v I-JVE (; 2
l‘EV i I—v
: E(1-v) e K o SR e S 0 ‘ |
e Aot E e e ?2‘1(1??2{,:—)0 0 (3.15) |
"- & 5 sd 1 .2_‘(1‘__2:)
| 0 0 0 0 0 E%

. L T T — I [ aE—— o b ..

P ——

L]
4
.
i

W systemie FEAS dla tréjosiowego stanu naprezenia dost¢pne sa nastepujace macierze
elementowe:
macierz sztywnosci — liniowa,
macierz sztywnosei — geometryczna,
macierz mas — konsekwentna,
macierz mas — diagonalna.

Podobnie jak dla PSN i PSO mozna rozpatrywaé obciazenia spowodowane odksztal-
ceniami i naprezeniami poczatkowymni, ciezarem wlasnym elementu i przyrostem tempe-

ratury.

4. Plyta Mindlina, elementy czworokatne

W systemie FEAS implementowane zostaly cztero- i oémiowgzlowe elementy izopara-
metryczne modelujace zachowanie plyt o sredniej grubosci Mindlina [6,9,10]. W kazdym
wezle elementu wystepuja trzy skladowe przemieszezen. Stan odksztalcenia opisuja, trzy
sktadowe zwiazane ze zginaniem oraz dwie ze $cinaniem. Stan naprezenia okreslony jest
dwiema skladowymi naprezen normalnych oraz trzema stycznych. Sily wewnetrzne sg
okreslone poprzez dwa momenty zginajace, jeden skrecajacy oraz dwie sity poprzeczne.

Elementy, uklad wezléw oraz uklady wspdtrzednych pokazano na rysunku 6.

M= ~
7
N7 _ ool ¢ 6
S
4 3
4
2 8 2
L
1 1
0l

Rys. 6. Elementy plytowe o czterech i osmin wezlach.
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Wspétrzedne kartezjanskie wewnatrz elementu sa zdefiniowane nastepujaco

Y

gdzie
8% = ¢allei cop . . 5] n=4 lub8 (4.2)
oraz
¢; = col{z;, u;} i=1n (4.3)
lub tez
r =

i N;'I;‘,
gl

n
¥.= ENiyis
i=1

Liczba wspdhrzednych zalezy od liczby wezléw w elemencie, w tym przypadku 4 lub 8.

i=1l,n,n=41lub8 (4.4)

Macierz funkcji ksztaltu ma postad
N=[N] v Bl R i i=Ln; n=4lab 8" (4.5)
0w N ormsi00 N,
Funkcje ksztaltu wystepujace we wzorze (4.5) sa funkcjami Serendipa. Dla elementu o
czterech wezlach sa to funkcje liniowe, a dla elementu o osmiu wezlach sa one funkcjami
drugiego stopnia. W celu obliczenia pochodnych kartezjariskich funkcji ksztaltu konieczne
jest obliczenie jakobianu przeksztalcenia wspdtrzednych kartezjaiiskich ukladu globalnego

do wspdirzednych ukladu lokalnego. Jakobian przeksztalcenia ma postaé

n=41lub8 . (4.6)

i=1 i=1
[ 2] SNecer S een
J=|" =|.n n

' y et &7 7 i=1

Iy o T

! : § :Ni‘q I E J'\'i-‘r;yf
n n

Wspétezynniki macierzy odwrotnej do danej wzorem (4.6) sa pochodnymi wspétrzednych

lokalnych w ukladzie kartezjariskim i maja nastepujaca postac

J-1 = iz Mg o | Yy —Yg _ (4_7)
Ey My detJ | —z, i
Nastepnie obliczymy pochodne kartezjariskie funkcji ksztattu
Ns'.;' s Nt‘,{ 5-‘:: 4 Niu Ny (48)
Ni,y — Nl'.f ‘f‘y + J\"g,, U

Pochodne wspéirzednych (€, ) po wspoirzednych kartezjariskich sa wspétczynnikami

macierzy odwrotnej do macierzy Jacobiego i dane sa wzorem (4.7). Podany zostanie

jeszcze wzér na elementarne pole dA we wspélrzednych lokalnych

dA = dzdy = detd dédy . (4.9)
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Stan przemieszczenia w plycie okreélaja jednoznacznie przemieszczenia normalne do
pewierzchni $rodkowej plyty w oraz dwa katy obrotu przekroju wokél osi z 1 y 1 przed-
stawione na rysunku 7.

Q{\

Rys. 7. Katy obrotu w punkcie lezacym na plaszczyinie Srodkowej plyty.
W sklad wektora przemieszczen dla kazdego wezla wejda trzy ich skladowe
q = col {wj, Ori, Oy} . (4.10y
Okreslone zostanie polozenie po odksztalceniu dowolnego punktu P odleglego o z od

powierzchni srodkowej plyty (rys. 8).

u=“2@,¢
L
- // .
Wix t
f
—— )

P
/2 ‘I; »

Rys. 8. Przemieszczenie punktu P lezacego poza plaszezyzna srodkowsa plyty.

Biorac pod uwage rysunek 8 mozna okresli¢ przemieszczenia pionowe w i sktadows po-
zioma u. Rysunek dla przemieszezenia v jest analogiczny. Zatem wzory na przemieszcze-

nia dowolnego punktu P znajdujacego si¢ poza powierzchnig srodkowa sa nastepujacej

postaci
w = w(zy)
i = PEIe) (4.11)
g = 264z
Wypisane zostana zwiazki odksztalcenie—przemieszczenie dla tréjosiowego stanu napre-
zenia
=0 Ey = tuy, £ =10iz (4.12)

Yoy = Wiy + Uiz, Yyz = Uiz + Wiy, Yo = U, + Wig .
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Zgodnie z zalozeniami teorii plyt pominiemy odksztalcenia £,, natomiast rozwazajac
w szczegolnosei teorig plyt o sredniej grubogei Mindlina uwzglednione zostana odksztal-

cenia Y. 1 7y.. Laczac zwiazki (4.11) i (4.12) przy uwzglednieniu powyzszych zalozeni

otrzymujemy
€&z = 20zq,
e = =
Yoy - 2{0e.2 +U55), (4.13)
Y%r = O+wy,
e =T 4wz,

Przyjeta zostanie nastepujaca, zmodyfikowana notacja dla katéw obrotu

4, = =i
. i (4.14)
Oy = =iy .
Tak wige pole przemieszczeri wewnagtrz elementu jest okreslone nastepujacymi wzorami

n

w = E N; w;

i=1

0 = =Y Nity (4.15)
t'_,;l 3

0y = _Z N ¥yi
i=l1

Zatem biorac pod uwage zwiazki (4.13) | wykorzystujae (4.15) oraz zapisujgc macierzowo

otrzymujemy nastepujace zwiazki mi_qdzypodksztalceniami a przemieszczeniami
[ e, 0| aYe 0z, o ]
& d T 1@ 0 o pruAingy 5
Ty | =200 0 0 [+]0 =Ny ~zNis ¥ail (4.16)
Tz | TN Ny 00 =N 0 0 0 Wy
RZ3 [ Nie =Ni 0 | |0 0 i

Pochodne kartezjaiiskie funkcji ksztaltu wyrazaja sie wzorami (4.8). Zatem zwiazek mie-

dzy odksztalceniami i przemieszczeniami przyjmie postad
AL (4.17)
Stan naprezenia okredla 5 skladowych wektora naprezenia '
o = {0z, Oy, Tays Tyz» Tas} - (4.18)

Zwiazek miedzy wektorami naprezen i odksztalcen ma postaé

c=E(e—¢,)+0, (4.19)
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gdzie e, i o, sa odpowiednio wektorami odksztalceri i naprezeni wstepnych, a E jest ma-
cierza, sprezystosci, ktéra to zostanie podana dla materiatu ortotropowego przy zalozeniu,
ze ¢, y 1 z sa kierunkami ortotropii materialu

(Bt 220 0 .0 A

5 N 0
E=10 9. 8% % . (4.20)
=0 S0 e 0
Dol (F3a |

Dla szczegdlnego przypadku materiatu izotropowego
ke spuh Sl 201+ v) :
W przypadku jesli osie z 1 y nie sa osiami ortotropii materialu nalezy dokonaé odpowied-

niej transformacji macierzy E i wektoréw naprezen i odksztalcei.

Sity wewnetrzne dane sa wzorami
12 tf2 t/2

M, = ]a'mzdz, M, = fo'y,.zd:-:, Mogi— ]‘rxyzdz,

- " e (4.22)
Q&' o /TL‘Z ds) Qy = [Ty; dz'.

—1f2 —-tf2

Macierze sztywnosci elementéw otrzymywane s3 droga catkowania numerycznego. Ce-
lem unikniecia efektu blokady dla elementu o czterech wezlach stosuje sie¢ dla czlondw
zwigzanych ze zginaniem czteropunktowa regule calkowania, a dla scinania jednopunk-
towa. Dla elementow o o$miu weztach zastosowane zostaly odpowiednio reguly 9 punk-
towa i 4 punktowa.

W systemie FEAS dostepne sa nastepujace macierze elementowe:
macierz sztywnosci — liniowa,
macierz mas — konsekwentna,
macierz mas — diagonalna.

Mozliwe jest rozwazanie obciazeii wywolanych odksztalceniami i naprezeniami po-

czatkowymi, cigzarem wlasnym oraz przyrostem temperatury.

5. Powloka osiowo—-symetryczna, element o trzech wezlach

Opisany zostanie element umozliwiajacy obliczanie konstrukeji powlokowych osiowo
symetrycznych [5,6]. Jest to element zdegenerowany, izoparametryczny o trzech weztach.
W kazdym wezle elementu wystepuja dwie translacyjne skladowe przemieszczeii i jedna
obrotowa. Grubogé elementu moze zmieniaé sie¢ wedlug funkcji parabolicznych. Stan na-

prezenia okreslaja jego tr'zy sktadowe. Element ten zostal przedstawiony na rysunku 9.
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Z, Wi

r,u

L

Rys. 9. Tréjwezlowe elementy powloki osiowo symetrycznej.

W sklad wektora przemieszczeri wezlowych q° wchodza przemieszczenia i obroty
trzech wezléw. Wektor przemieszezeni kazdego wezla i sklada sie z dwéch przemieszezen i
jednego kata obrotu. W sklad wektora wspdirzednych globalnych ¢¢ wchodza, dla kazdego

wezla (i), po dwie wspodtrzedne r i x. Zatem ksztalt elementu mozna okreélié¢ nastepujgco

3 3
> r; t; cos ¢; hifr e
[z}ngm Li]—;mn(i) [Simi] i=1,23, (5.1)
gdzie N, sa nastepujacymi parabolicznymi funkcjami ksztaltu
Ni=—=(1-8)¢&/2; No=(1-€%; Nz=(1+&)¢&/2. (5.2)
Przemieszezenia (u,w) dowolnego punktu wewnatrz elementu zostang okreslone we-

dlug wzorow

1 - 1 < t cos ¢
i 1 1 S Oy
[ ]:ZN,‘ [ ‘]—ZN,‘?} (’—') . ,(3;‘. (53)

w e wy ot 2 — 8N ¢;

Macierze elementowe otrzymywane sa droga catkowania numerycznego. Uzyta zostala
trzypunktowa regula catkowania wzdtuz sladu powierzchni srodkowej elementu oraz dwa
punkty dla catkowania po grubosci elementu.

Dostepne sa macierz sztywnosci liniowa oraz macierze mas konsekwentna 1 mas sku-
pionych. Moina rozwaza¢ obcigzenia cisnieniem normalnym i stycznym oraz obciaZenia

spowodowane odksztalceniamni i naprezeniami wstepnymi.

6. Powloka dowolnego ksztaltu, elementy o 8 wezlach

W systemie FEAS zostala dokonana implementacja elementu powlokowego izopara-
metrycznego o 8 weztach [5,6,8,9,11]. W wezlach elementu wystepuje po pie¢ niewiado-
mych przemieszczeii. Sa to trzy skladowe translacyjne i dwa katy obrotu. Stan odksztal-
cenia opisuje pigc skladowych wektora odksztalcenia.

Celem jednoznacznego zdefiniowania geometrii 1 pola przemieszczen wewnatrz ele-

mentu przyjete zostaly cztery uklady wspétrzednych wg rysunku 10.
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7)= const.

KARTEZJANSKI UKEAD LOKALNY

Riys. 10. Uktady wspolrzednych zdefiniowane w elemencie powlokowym.

Pierwszym uktadem jest globalny uklad kartezjanski (z;), ktéry uzywany jest do defi-
niowania wspotrzednych weztéw i ich przemieszezeni. Drugim ukladem wspétrzednych jest
lokalny uktad wspétrzednych bezwymiarowych (€, 5, ). Uktad ten definiuje powierzch-
ni¢ srodkowa, elementu (poprzez wspélrzedne €, 1), oraz jego powierzchnie zewnetrzne
(wspétrzedna (). O ¢ jest w przyblizeniu normalna do powierzchni srodkowej elementu.
Lokalny uktad kartezjaiiski (z}) stuzy do okreslania naprezen i odksztatcen w dowolnym -
punkcie wewnatrz elementu. W dowolnym punkcie elementu os$ z’ jest normalna do po-
wierzchni okreslonej w uktadzie krzywoliniowym ¢ = const. Wektor V4 jest obliczany
jako iloczyn wektorowy wektoréw stycznych do kierunkéw osi &, 7. Zatem wektor ten

zostanie okreslony nastepujaco

dx dx
Vi=€xn= % X (?—ﬁ A (6.1)
0z i

o€ an
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Wektor V1, ktdry ma wyznaczaé¢ kierunek z' moze byé przyjety jako zgodny z kierunkiem
&, wige
dx Oy 0z .
V=t = s 6.2
i [ae aE’ o€ (6:2)
Wektor V4 mozna okresli¢ jednoznacznie poprzez iloczyn wektoréw V4 oraz V)
Vy=V3x V) : (6.3)
Jako ostatni okreslony zostanie kartezjanski uklad wezlowy (V¥, V& V). Uklad ten
jest szczegdlnym przypadkiem lokalnego ukladu kartezjanskiego. Jest on okreslony w
kazdym wezle. Poczatek kazdego z ukladéw weztowych znajduje sie w odpowiednim weizle
elementu na jego powierzchni $rodkowej. Wektor V& mozna zbudowaé biorac pod uwage

wspotrzedne powierzehni gornej 1 powierzehni dolnej powloki. Zatem

VE = Az (6.4)
U VA (A + (AL
gdzie
Arla zf,gérne = Ziddiberort T i3 ; (6.5)
Wektor V¥ jest prostopadty do V% i réwnolegly do plaszczyzny z ~ z, wiec
ok YL 6.6
= Vil o
Wektor V4 jest prostopadly do plaszezyzny okreslonej wektorami V¥ i V&
k k
vi - <oV (6.7)

IVExVELS
Wektory V{“’ i V& definiuja obroty o i af. Geometrie elementu okreslaja jednoznacznie

jego grubogé oraz wspdtrzedne weztdw, co zostanie kolejno zapisane

zf =zt + %h e . i=1,23. (6.8)
;= NE@E, p)ak = NE (€1 :’-"+£N" ) h*VE 6.9
§ (& m) =} ; (& m)zf + 5 N (€, m) V3 (6.9)

gdzie h* gruboscia elementu w wezle.
Pole przemieszezen wewnatrz elementu okreslajs wzory
n
wi= Y N¥(Emuf =
o g (6.10)
SONEE ki + § Y NEE bt (VE ok - VEob)
et e=1

Il

gdzie uf sa przemieszczeniami k-tego punktu w globalnych wspéltrzednych kartezjariskich

a of i ok sq obrotami wokét Vi i V.
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Zwiazki miedzy przemieszczeniami a odksztalceniami zapisane sa w lokalnym, karte-

zjariskim uktadzie wspdirzednych

Egt uixr
Eyt V:y;
s o
£ = Yziy! = ﬂiy, B .V:r; b (6.11)
Ytz ﬂ:z; + wf,.;
i Ty'z': | i ‘Ufy; + wfy: e
Wektor naprezen okreélony jest nastepujaco
Tt
O'y:
o' = | rpy | xD'eL. (6.12)
Tolz!
Tplzt

Macierze sprezystodci dla materiatu izotropowego i ortrotopowego sa identyczne z
podanymi wyzej dla ptyt Mindlina.

Zwiazki powyzsze umozliwiaja budowe macierzy elementowych i wektoréw sit spo-
wodowanych obcigzeniami elementowymi. W systemie dostepne sa macierz sztywnosci
liniowa oraz macierz mas skupionych. Mozna analizowac obcigzenia spowodowane cignie-
niami normalnymi 1 stycznymi do powierzchni powloki oraz wystepowaniem odksztalcen

i naprezen wstepnych.

7. Zakoriczenie

Biblioteke elementéw skonezonych oparta o paraboliczne funkcje ksztattu opracowano
z dwdéch powoddéw. Po pierwsze elementy znajdujace si¢ w tej bibliotece daja rozwiazanie
szybciej zbiezne (z wyjatkiem pretéw), a po drugie izoparametryczne elementy skoriczone
idealnie nadaja si¢ do analizy fizycznie i geometryeznie nieliniowej. Stosowanie elementéw
z tej biblioteki wymaga jednak pewnej wiedzy i doswiadczenia. Zalecana jest ona zatem
do stosowania przez doswiadczonych uzytkownikow systeméw MES.

Poréwnanie koddw zrédlowych obu bibliotek daje niezwykle istotny wniosek: biblio-
teka, w ktdrej zastosowano numeryczne procedury otrzymywania zwigzkéw jest znacznie

krétsza i bardziej przejrzysta. lzoparametryczne ujecie metody elementow skonezonych

jest numerycznie efektywne [3].
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