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Streszczeuie

W artykule przedstawiona zostala biblioteka izoparametrycznych elemeutow skoiiczonych
opartych o parabolicziie funkcje ksztaltu. W bibliotece zavvarte zostaly elemeiity tarczowe o licz-
bie we,zl6w od 4 do 8, brylowe o liczbie w^zlow 8 do 20, 4 1 8 w^zlowt clementy plyty Mindlina,
3 w^zlowy element powtoki osiowo-symetrycznej oraz 8 we.zlowy element typu Ahmada. Przed-
stavviona biblioteka iinpleinetitowana jest w systemic analizy konstrukcji inzyiiierskich FEAS
i zniydzie si^ ona vv nowej wersji systemu. Konstrukcje mogq bye modelowane przy uzyciu ele-
mentow znajdujqcych si^ w tzw. bibliotece ,,inzynierskiej" skladaj^cej si$ z elementow, ktorych
macierze sztywnosci obliczone zostaly analitycznie oraz w bibliotece ,,parabolicznej". W tym
wypadku jednak za popravvnosc modelu odpowiada calkowicie uzytkownik.

Nowa biblioteka systemu wykorzystywana b^dzie zarovvno vv obliczeniach inzynierskich jak
i w procesie nauczania meclianiki na Wydziale Inzynierii Ladowej.

Summary

This paper deals with a library of isoparametric finite elements which are based on parabolic
shape functions. The library is being implemented in the structural analysis system FEAS and
contains the following finite elements: 4-8 node plane stress - plane strain, 8-20'node cube, 4-8
node Mindlin plate, 3 node axisynimetric shell and 8-nodes Ahmad-type shell. In contrast to
the existing ,,engineering" library, that consists of elements with stiffness matrices derived ana-
lytically, all the isoparametric elements are integrated numerically. Structures may be modeled
with elements taken from both the ^engineering" and the ,,parabolic" libraries. However, in this
case, it is the users responsibility to model the structures correctly.

The new library will be employed to carry out structural computations and to support the
teaching of structural mechanics in the Civil Engineering Department.
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1. Wst?p

Wytwarzanie profesjonalnego systemii metody elementow skoiiczonych jest przedsie.-

wzi^ciem clhigim i kosztownym. Systemy MES, sredniej wielkosci, tworzoue sa, zwykle

przez zespoty kilkiumstoosobowe w ciaju kilku lat. Wytworzony system musi, w czasie

eksploatacji, podlegac ci<vg}ym moclyfikacjom. Zmieniaja. sie. wymagania uzytkownikow,

doskonali sie, sprzcjt, lepsze systemy operacyjne wymuszaja. zmiany w istnieja.cym opro-

gramowaniu. Projekt wytworzenia systemu powinien przewidywac ciajgfe zmiany i mody-

fikacje w systemic. Zmiany w zrodle programu cze.sto nanosza. programisci utrzyrnuja,cy

system a nie autorzy modulow. Pojavvia sie^ zatem silny postulat czytelnosci kodu zro-

diovvego i przejrzystej struktury. Przede wszystkim nalezy dokonac podzialu systemu na

samoclzielne zwia,zki modulow nazywane bibliotekarni.

W systemic FEAS [1] zaprojektowano kilka bibliotek elementow skoriczonych. Kazda

z bibliotek ma jeden modul wejscia/wyjscia oljsluguj^cy wszystkie funkcje biblioteki

(up. macierz sztywnosci elementu w dowolnyin nkladzie wspolrz^dnych, macierz geome-

trycznfv, macierz bezwhvdnosci, redukcja obciazenia elemeutowego do vv^zlow, obliczanie

naprezeri wewnijtrzuycli elementu itp.).

Uzywanie systernow metody elernentow skoiiczonych zmienilo sposob modelowania

konstrukcji przyjrnowany przez projektanta. Jeszcze kilkanascie lat temu modelem kon-

strukcji byla kratownica, ram a plaska, plyta. Niezaleznie analizowano konstrukcje po-

wierzchniowei pr^towe. Przyjmowanoszereg uproszczeii, dcVZ£\.c do modelu mozliwie mato

skomplikowanego vv sensie obliczeniowyin. Obecnie projektanci coraz cz^sciej d^z<\. do zlo-

zonego modelu pr^towo - powierzchniowego [2], Czc;stym modelem jest ruszt i plyta, tar-

czownica i rama przestrzenna. Analiza lego rodzaju konstrukcji jest zlozona numerycznie.

Niewiele jest dostejinycli systernow uinozliwiajc\cych analiz? tego rodzaju konstrukcji.

Organizacja elementow skoriczonych w biblioteki ma dwa znaczenia. Otoz elementy

skoriczone, nalez^ce do jednej biblioteki, mozna ze soba. l^czyc tworz^c skomplikowane

modele obliczeniowe. Nast<;pnyni powodern jest latwosc przygotowania i kontroli clanych

dla zadania poshiguja.cego si^ jedna. wybrana. biblioteka..

VV systemic FEAS zrealizowano najpierw bibliotek? elementow skoiiczonych, przyj-

mujfic konsekwentnie analityczny sposob otrzymywania macierzy sztywnosci [3], bez-

wladnosci itp. Nastijpnie przyst^piono do realizacji biblioteki elementow skoriczonych,

przyjinuja.c konsekwentnie paraboliczne funkcje ksztaltu i numeryczny sposob otrzymy-

wania macierzy sztywnosci, bezwladnosci itp. Biblioteka zawiera elementy skoriczone dla

wszystkich typow konstrukcji (od pr?ta po bryl§). W niniejszej pracy zamiescimy opis

wi^kszosci elementow tej biblioteki. Pomin^lismy opis elementow rozkladu temperatury.
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Nie zarniescimy tez opisu elementow pre.towych. Wytworzenie tych elementow nastr^cza

najwie.cej trudnosci. Wyniki otrzymywane w zadaniach, gdzie zastosovvano te elementy

sa,, stosunkovvo wolno zbiezne. Z uwagi na ztozonosc tego problemu, be^lzie on blizej

omowiony w innej publikacji.

2. Plaski stan naprezenia i odksztalcenia, elementy czworokatne

Opisana zostanie grupa czworokainycli, zakrzywionych elementow izoparametrycz-

nych o liczbie w<;zl6w od 4 do 8 [5,6,7]. Pole przemieszczeii wewna.tr/ elementow oraz

ich geometria opisane sa. tymi samymi parabolicznymi funkcjami na brzegacll zakrzywio-

nych oraz liniowymi na brzegach prostych. W kazdym w<jzle elementu wyst^pujq, dwie

skladowe przernieszczen. Stan napreienia okreslony jest trzema skJadowymi wektora na-

prezoi'i wyst«;puja_cy)ni vv plaszczyzuie elementu, Dla plaskiego stanu odksztalcenia skla-

dowa normalna do piaszc.zyzny elementu moze bye wyznaczona na podstawie obliczonych

napre.zeii normalnych dzialaj^cych vv plaszczyznie elementu.

Ksztalt elementovv, ukhid wijzlow oraz ukhuly wspolrz^dnych pokazano na rysunku 1.

Rys. 1. Czworok^tne eleiuenty o brzegach zakrzywionych (PSN, PSO).

W sklad vvektora przemieszczeii w^zlowych q° wchodz^ przemieszczenia w^ztow, kto-

rych liczba moze zinieniac si^; od 4 do 8. Wektor przemieszczeii kazdego we,zla i sklada

si<j z dwoch przemieszczen u i v rownoleglych do odpowiednich osi X i Y globalnego,

kartezjaiiskiego ukladu vvspolrze,dnych. W sklad wektora wspolrz^dnych kartezjariskich

c wchodzjv, dla kazdego w^zta i, po dwie wspolrz^dne x, y. Zatem ksztatt elementu oraz

pole przemieszczei'i w jego obszarze mozna okreslic nast^pujfvco:

col{ar, y} = Nce , col{«, v} = Nqe (2.1)

= col{q 1 ,q 2 l . . . ,q n ,}
= col{c i ,c 2 , . . . c n ,}

d = col{a;,-,t/i} i= 1,2

n = 4,8
(2.2)

(2.3)
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lub tez

x —

y =
(2.4)

1=1
Liczba wspolrz^dnych oraz skladowych przemieszczeii w^zlowych zalezy od liczby

w^zlow w elemencie, ktora moze zmieniac sie. od 4 do 8. Macierz funkcji ksztaltu jest,

postaci
r NI 0 N2 0 ,..., Ni 0

0 Ni. 0 N2 ,..., 0 JV;

Przedstawimy sposob otrzyrnywania funkcji ksztaltu dla elementow o liczbie we.zlow

wi^kszej niz 4. Wezmy pod uvvag^ element przedstawiony na rys. 2.

N =
i = 1, n ;

(2.5)

Rys. 2. Element o pi^ciu w^zlach (PSN, PSO) o trzech bokach liniowycli i jednym

parabolicznym.
Funkcje ksztaitu dla elernentu o czterech w^zlach przedstawiaj^ si(j nast^puj^co

(2.6)

Paraboliczna funkcja ksztaltu dla we.zla 5

^ = (i-aa-'/)/2 (2.7)
Wykresy parabolicznej funkcji N$ oraz liniowej NI (jak dla elementu o czterech w^zlach)

pokazano na rys. 3.

Rys. 3. Wykresy funkcji N& (parabolicznej) i NI (liniowej).

W celii uzyskania funkcji N\ dla elementu o 5 we.zlach, ktorej wartosci wynosilyby

zero w punktacli 5, 2, 3, 4 oraz w punkcie 1, mozna dokonac superpozycji funkcji przed-

stawionych na rys. 3. Wowczas funkcja NI b^dzie wyrazona wzorem

. (2.8)
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Podobnie mozna post^pic z funkcja, zwia_zana. z we/lem 2.
jV5

Wykres funkcji N\ dla elementu z jednym we.zlem posrednim (pi^tym) przedstawiono na

rysimkn 4.
"l

Rys. 4. Wykres funkcji Ni dla element.u o pi^ciu w^zlach.

Postepuja,c w analogiczny sposob niozna uzyskac zespol funkcji ksztaltu dla elernentow z

w^zlami posrednimi 6, 7, 8. Funkcje ksztaltu dla takich elementow zestawiono w tablicy 1.

N,

N7

w^zly 1-4 + vv^zel 5

-Nr,/2

+ w^zel 6

-A^e/2

we.ze} 8

AW2

Tablica 1. Funkcje ksztaltu dla elementow o liczbie vv^zlow od 4 do 8.

Zvviqzek mie.dzy odksztatceniaini i przernieszczeniarni zapiszemy nast£puja.co

!/

V , (2.10)

oraz vv rownowaznej postaci rnacierzowej

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 1 0

(2.11)

Konieczne jest uzyskanie zaleznosci mi^dzy pochodnymi przemieszczeri a wektorem prze-

mieszczen q. W tym celu obliczone zostana, ich pochodne w lokalnym, krzywoliniowym
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(2.13)

ukladzie vrspolrze,dnych. Obiiczenie to zostalo przeprowadzone dla przemieszczeri u bo-

wiem dla przemieszczeri v zwiazki te maja. postac analogiczna.. Zatein,

», = «,.*4,-'+«,», (2.12)
lub

u'n\ [ *',, yn \ lu'y.
czyli

;::,] = •'[:;]• <->
gdzie 3 jest jakobianem preeksztalcenia lokalnego ukladu (£, »;) krzywoliniowego do

ukiadu global nego (x, y). Wykorzystuja.c rownanie (2.4)i, ktore definiuje geometric ele-

mentu i dokomija,c rozniczkowauia przepisanego rownaniem (2.12) otrzymarny wspo}-

czynniki jakobianu J. Tak wie.c, np. wspotczynnik Ju ma postac

Zwia.zek odwrotny dia przemieszczeri « przedstawia si?
(!.',:

(2-16)

gdzie J~l oznaczone zostanie przez F. Zatem zvvi?tzki rnitjdzy pochodnyrni przernieszczeri

po ws»61rz(;dnych kartezjariskich i krzywoliniowych wyrazaj^si? wzorern

'"C

»»*

21

u r,2 '"€
(2.17)

zkujjvc rowuanie (2.4)2 definiuji\re pole przemieszczeri vvewn^trz elementu po

wspoirz^dnycli krzywoliniowych otrzymamy zaleznosc' mi^dzy tymi pochodnymi a wekto-

rem przemieszczen w^zlowych <\f

(2.18)

Podstawiaja.c kolejno (2.15) do (2.14) i wykorzystujqc zaleznosci opisuj^ce pole od-

ksztalceri w obszarze elementu ot.rzymujemy

Nvr 0 Nv, 0 Nn<* 0

'"'« "
u,n

Vlf

. Vl'l .

r^:

" A ; i<<
N]i,

0

_ 0

0

/ °
Nil

A'l-,

Ar2'f

N?t

• 0

, 0

o
u
#2'{ , •

^2-,, ,.

Ari,£

• , Ni>,

., o

., o

0

0

N;if
,*

N>'i

(f

i —

n ~

l,n

4,8 .

£ = 0 0 0 i = l,n

n = 4,8

(2.19)
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gclzie np.

Ni,f rnNi,f J V i » f ; r i 2 , ^22Q^

Rownanie (2.19) zapiszemy krotko

£ = Bqe . (2.21)

Stanowi ono ostateczny zwia_zek wia.za.cy pola odksztakeri i przemieszczeri.

Rozwazymy wektor odksztalceii zapisany clla skoriczonych deformacji. Wektor ten

mozna zapisac jako sum? czesci iiniowcj i nieliniowej

e = CL + CNL . (2.22)

Czesc liniowa eL jest zapisana wzorami (2.9). Dla PSN i PSO trzy rozwazane skladowe

cz?sci nieliniowej wektora odksztalc^nia wyrazajji si^ wzorami

,NL

Wzorv (2.23) zapiszemy w postaci niacierzowej
1 .

UIT 0 vix 0

0 u,y 0 w,

't

gdzie

(2.23)

(2.24)

(2.25)

6 — col {?<< r , it.y, VIT, viy] . (2.26)

Wektor pochodnycli przemieszczeri 6 przedstawiiny w postaci umoiliwiaja.cej znalezienie

zwi^zku niipdzy nimi, a przemieszc.zeniami wcjzlowymi.

6 = Gqe . (2.27)

Macierz G otrzymano drog<\ poi^czenia zwiajikow (2.18) i (2.19). Macierz ta jest nie-

zb^dna do uzyskania macierzy geometrycznej.

Cz^sc energii zvvijjzanej z napre.zeniatni wst^pnymi jest okreslona wzorein

<r0<lV , (2.28)

gdzie wektor e jest okreslony wzorein (2.22). Wykonujcic calkowanie otrzymujemy cziony

v.fffTO + v,vffy0.... (2.29)

Prowadzi to do otrzyrnania wyrazenia na sily w^zlowespowodowane napr^zeniami wstep-

nymi oraz interefiuja.cej nas cz^sci energii, ktor^ nazwiemy Ua. Tak wie.c,

Ua = j[\(urx + <Ko + • . . + (u,xu,9 + v,xv'y)TX:0]dV . (2.30)
V
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Biora.c

u.
gdzie

s =

Jesli

V.

pod uwage. zwia,zck

•\]«T

V

S

0
-

1

0
s

(2.26) rownanie to moze zostac zapisane nastcjpuja.co

| SAV ,
J

iy 1

~r«0 &uQ

wezmiemy pod

= /«*>'[
v L

j
uwag?

s
0

0
s

zwia.zek (2.27), to rownanie (2.31) przyjmie postac.

(Gq)dV' .

(2.31)

(2

(2

32)

33)

W ten sposob otrzymalisiny macierz geornetryczna. elementu w postaci

k. = M s
n

0
GdV . (2 34)

\fe t- -i

Sforrnuiowanie powyzsze jest ograniczone do niaJych odksztalceii i maiych obrotow.

Dobrze nadaje si(j do badania statecznosci poczatkowej konstrukcji.

Stan napr?zenia okreslony jest cztereina sktadowyini,

cr - {<rx, cry, rry, cr,} , (2.35)

z ktorycli trzy tj. <r-t, <Ty, rxy okresliniy ze zwh|zku

£x
?y (2.36)

gdzie macierz D opisuje wtasnosci materialowe. W systemie mozna analizowac niateriaiy

izotropowe, warstwowe i anizotropowe.

Bior<ic pod tiwag^ przedstawione opisy ksztaltu, stanow przemieszczenia, odksztatce-

nia i napr^zenia w elemencie implementowane zostaty nastepuj^ce inacierze elementowe:

macicrz sztywnosci - liniowa,

rnacierz sztywnosci - geometryczna,

macierz spr<;zystego pocHoza,

macierz mas - konsekwentna,

macierz mas - diagonalna.

Mozliwe jest rozpatryvvanie obcia.zen wywolanych odksztakeniami i napr^zeniami po-

cz^tkowymi, ci^zarem wlasnym elementu i przyrostem temperatury. Mozna rowniez roz-

wazac obci^zenta normalne i styczne clzialaja.ce na brzegu elementu.

3. Trojosiowy stan napr^zenia, elementy osmioscienne

W systemie FEAS clostepne sa. elementy brylowe o liczbie w^zlow od 8 do 20 [5,6,8].

Sposob otrzymywania macierzy sztywnosci dla elementow tego typn jest analogiczny

do opisanego powyzej po dokonaniu uogolnienia na trzy zmienne. Pole przemieszczeii i
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ksztalt opisane sa, t.ymi samymi serendipowskimi funkcjami ksztaltu - drugiego stopnia

na brzegach i povvierzchniach zakrzywionych oraz liniowymi na prostych. W kazdym

weile wystej)uj<\ trzy skladowe przemieszczeli. Stan napre.zenia okresla szesc skladowych

wektora naprijzenia.

Uklady wspolrze/lnych lokalny i globalny oraz numeracje, wtjzlow elementow o 8 i 20

wijzlach przedstawia rysunek 5.

Rys. 5. Elementy brytowe o 8 i 20 vv^zlach.

Geometric i pole przemieszczeri okreslajc^ zwi^zki

= Nce i Nq*,

gclzie
qe = col{q1 ,q2 , . . . ,q r l l}

ce = col{ci ,c2 , . . . ,c , , ,}
lub

»i = 81ub'20

x =

= Ni Vi '

W=

(3.1)

(3-2)

(3.3)

gclzie 7? moze zmieniac si^ od 8 do 20 zaleznie od liczby we.zlow. Jakobian przeksztakenia

przyjmuje naste,puja.ca. postac

oraz np.

Jn = x>( = n = 8 ,20 . (3.5)
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Podamy wzory na funkcje ksztaltu clla elementow 8-20 w^zlowych. Maja. one nastij-

puja.ca. postac:

- dla w^zlow w plaszczyznie £

NA =(l-e)( 1 + W)( I+«,-). (3.6)
- dla w^zlow w plaszczyznie ij

NB — (i 4.££;.)(i _ if)(\ +^;.)/4 . (3.7)

- dla w^zlow w plaszczyznie C

- dla w^zlow naroznych: (i = 1, . . . , 8 )

Ni ~ ~ 8 ~~2~
W rownaniu (3.9) czlon (NA+NB-i-Nc)/'2 dotyczy w^zlow znajduja.cych si^ w sasiedztwie

w^zla i.

Stan odksztalcenia opisany jest szescioma skladowymi wektora odksztaJceii. Cz^sc

liniowa zwia.zku mi^dzy odksztakeniami a przemieszczeniami przedstawia si^ nast^piya.co

(3.10)

Typowe skladowe wzorow nieliniowych na odksztalcenia dla odksztalceii normalnych

i stycznych maja. postac
1 / *> •> '! \

(x

fz

7«

.7**.

=

u,x

U',J + Vly

Vl, + Wly

Ui, + WIT

- Uly +V,X + (ll'r Illy + V, 'X Wly) .

(3.11)

Zdefiniujemy macierz G wiq.za.c4 wektor pochodnych przemieszczeri po wspolrz^dnych

kartezjaiiskich z wektorem przemieszczeri wtjzlowych jak nastc^pvije

6=G<i, (3.12)

gdzie

6 = {Uix, Uly, M / . , VlX, Vly, Viz, W'X, Wly, Wl,} . (3.13)

Wspotczynniki macierzy G otrzymamy dokonujac rozniczkowaniamacierzy funkcji ksztai-

tu N. Post(jpuja.c jak w punkcie poprzednim otrzymamy macierz sztywnosci geometrycz-

nej

0 0

GdV . (3.14)= /<ka= / G 1

v.
0 s 0

O O s
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Skladowe stanu napre.zenia zwiazaue

D, ktora dla materiahi izotropowego

E(l \
Tj —^ ._, ^_--_,_a_l_IJ_,

ii

j

1
0

nu

n\j

V

1 —
1

— V
V V

J, J _

0

nu

sa, z wektorem odksztaiceri rnacierza; spre.zysl,osci

przyjmuje postac

v 1

1

V

0

nu

nu

v o
— vi/

— V
fl\J

1 - 'lv
2(1 -v)
n\)

nU

nU

o\J
o\)

0

1 -1v
2(1-*,
n\j

fl
U

ou
n\j

0

n
~ u

1 — 2z^
2 ( l - ^ ) J

.(3.15)

W systemic FEAS dla trojosiowego stami napr^zenia dost^pne S,T, nast̂ puĵ ce macierze

elementowe:

macierz sztywnosci - liniowa,

macierz sztywnosci - geometryczua,
macierz mas - konsekwentna,

macierz mas - diagonalna.

Podobnie jak dla PSN i PSO mozna rozpatrywac obciaienia spowodowane odksztal-

ceniami i napre.zeniami poczt\tkowyrni, ciijzarem wiasnym elementu i przyrostem tempe-

ratury.

4. Plyta Mindlina. elenienty czworok^tne

W systemic FEAS implementowaue zostaly cztero- i osmiow<jztawe elementy izopara-

metryczne modeluja.ce zachowanie plyt o sredniej grubosci Mindlina [6,9,10]. W kazdym

vv^zle elementu wyst^pujfj trzy skladowe przemieszczeii. Stan odksztalcenia opisnjq. trzy

skladowe zwi^zane ze zginaniem oraz dwie ze scinaniem. Stan napr^zenia okreslony jest

dwiema skladowymi napre.zeii normalnych oraz trzema stycznych. Sily wewne.trzne sq,

okreslone poprzez dvva momenty zginaja.ce, jeden skr^caja.cy oraz dwie sily poprzeczne.

Elementy, ukiad wtjzlow oraz nklacly wspolrz^dnych pokazano na rysunku 6.

Rys. C. Elementy plytowe o czterech i osmiu w^zlach.
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Wspolrze.dne kartezjariskie wewnatrz elementvi sa_ zdefiniowane naste.puja.co

" 2 ; l=NcS
y\

gdzie

ce = col {c i , eg , . . . , cn} n — 4 lub 8

oraz

c,- = co\{xi,yi} i - l ,7 i

lub tez

X =

z = 1,71; 71 = 4 lub 8

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Liczba wsp61rze,dnych zalezy od liczby we.zJ6w w elernencie, w tym przypadku 4 lub 8.

Macierz funkcji ksztaltu ma postac

AT, 0 IV 0
N = i=l ,n; n = 4 lub 8 . (4,5)

0 Ari, • • • , 0 Nn _
Funkcje ksztaltu wyste,puja,ce we wzorze (4.5) sa, funkcjaini Serendipa. Dla elementu o

czterech we.zlach sa. to funkcje liniowe, a dla elementu o osrniu w<jzlach sq, one funkcjami

drugiego stopnia. W celu obliczenia pochodnych kartezjariskich funkcji ksztaltu konieczne

jest obliczenie jakobianu przeksztalcenia wspolrze.dnych kartezjariskich ukladu globalnego

do wspolrze.dnych ukladu lokalnego. Jakobian przeksztalcenia rna postac

*'« W(
x> r, y-,,

i-l

i-l 1 = 1 n - 4 lub 8 . (4.6)

Wspolczynniki macierzy odwrotnej do danej wzorem (4.6) Sc\, pochodnymi wspo}rze.dnych

lokalnych w ukladzie kartezjariskim i majc\ nast^puj^c^ postac

»;•. 1 1j-i _

fry '/'» J " detj — Xit)

Naste.pnie obliczymy pochodne karfcezjariskie funkcji ksztaltu

(4.7)

(4.8)

Pochodne wspolrzsjdnych ($, ?/) po wspotrze/lnych kartezjariskich SQ wspolczynnikami

macierzy odwrotnej do macierzy Jacobiego i dane sa. wzorem (4.7). Podany zostanie

jeszcze wzor na elementarne pole AA we wspolrz^dnych lokalnych

AA - dxdy = det J d^ d?; . (4.9)
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Stan przemieszczenia w piycie okreslaja. jednoznacznie przemieszczenia normalne do

powierzchni srodkowej plyty w oraz dwa ka,ty obrotu przekroju wokol osi x i y i przed-

stawione na rysunku 7.

Rys. 7. Ka.ty obrotu w punkcie lezacyin na plaszczyznie .srodkowej piyty.

W sklad wektora przemieszczeri dla kazdego w^zla vvejda. trzy ich skladowe

q^colfai,^,-,^,-} . (4.10;

Okreslone zostanie pofozenie po odksztakeniu dowolnego punktu P odleglego o z od

powierzchni srodkowej plyty (rys. 8).

A

*/2

t/2

Rys. 8. Przeinieszczenie puitktu P lezacego poza plaszczyzn^ srodkow^ plyty.

Biora,c pod uwag^ rysunek 8 mozna okreslic przemieszczenia pionowe w i skladowei po-

zioin^ w. Rysunek dla przemieszczenia u jest analogically. Zatem vvzory na przemieszcze-

nia dowolnego punktu P znajdujacego si(j poza powierzchni^ srodkow^ s^ nast^pujz\.cej

postaci

w = w(x,y)

ii = z9f(x,y) (4.11)

v = z0y(x,y) .

Wypisane zostana, zwia.zki odksztalcenie-przemieszczenie dla trqjosiovvego stanu napr^-

zenia

£37 = W'i, £y = Viy, €; = Wi,

"fxy = Uly + v'x, "fy: = Vi, + W,y, 7,, = U>, + Wix .
(4.12)
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Zgodnie z zaiozeniami teorii plyt pominiemy odksztalcenia ez, natomiast rozwazaja,c

w szczegoinosci teorie, plyt o siredniej grubosci Mindlina uwzglcjdnione zostana odksztal-

cenia 7r. i fyt. La,cza_c zwia.zki (4.11) i (4.12) przy uwzgl^dnieniu powyzszych zaiozen

otrzymujemy

(4.13)

"fy: = ®y+™,y,

If IT = 0r + w,x .

Przyjcjta zostanie nast^pujaca, zmodyfikowana notacja dla ka.tow obrotu

(4.14)

Tak wi^c pole przeniieszczen wewn^trz elenientu jest okreslone uast^puj^cynn wzorarni

(4.15)

Zatem bior<\c pod uwage. zwia.zki (4.13) i wykorzystuja.c (4.15) oraz zapisuja,c macierzowo

otrzymujerny nast<j)>iiji\ce zvviazki ini^dzy odk.sztalcenia.mi a przemieszczeniami
f O -zNi>x 0 Vl

0 0 - 2 Nitl

U Z "t(y % ̂ i,j

0 0 0

0 0 0

Pochodne kartezjariskie funkcji ksztaltu vvyrazajc\,si? wzorami (4.8). Zatem zwia.zek mi§-

dzy odksztalceniarni i przemieszczeniaini przyjmie postac

e = B qe .

Stan naprijzenia okresla 5 skladowych wektora napr^zenia

e,

£y
T«»

*ht*
'."***\

n= !L,•>i

/

\

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Ni,y 0 -Ni

N- —N- 0

+

Wi

(4.16)

<r = {<rr, ffy, rxy, ry:, T , x } .

Zwia.zek mi^dzy wektorami napr^zeii i odksztalcen ma postac

(4.17)

(4-18)

(4.19)
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gdzie e0 i tr0 sa. odpowiednio wektorami odksztaloeri i riapre.zeri wst^pnych, a E jest ma-

cierz?i spnjzystosci, ktora to zostanie podana dla materialu ortotropowego przy zalozeniu,

ze x, y \ z sa. kierunkami ortotropii materialu

E= 0 0 G 0 0 . (4.20)

' E'f
E"

0

0

0

E"

E'y
0

0

0

0

0

G

0

0

0

0

0

G,J2

0

0

0

0

0

G« _
Dla szczegolnego przypadku materialu izotropowego

F" F F
F' — F' — — - - G — - (4 211

v " l - t / 2 ' '2(1 +i/) '
W przypadku jesli osie x i y nie sa. osiami ortotropii materialu nalezy dokonac odpowied-

niej transformacji macierzy E i wektorow napre.zeri i odksztakeii.

Sily wewn^trzne dane sa. wzorami

A/, - ax,zdz, My = Mxy

1/2

= rxyzdz,

-*/2 (4.22)

Q,x - I rx, dz, Q,j = ry, dz .

-1/2 -1/2

Macierze sztywnosci elementow otrzymywane sa. drog^ calkowanianumerycznego. Ce-

lem uniknifjcia efektu blokady dla elementu o czterech w^zlach stosuje si(j dla czlonow

zwi^zanych ze zginaniem czteropmiktowa. regul^ calkowania, a dla scinania jednopunk-

towji. Dla elementow o osmiu w^zlach zastosowane zostaly odpowiednio reguly 9 punk-

towa i 4 punktowa.

W systemic FEAS dostijpne s$ nast^puja.ce macierze elementosve:

macierz sztywnosci - liniowa,

macierz mas - konsekwentna,

macierz mas - diagonalna.

Mozlivve jest, rozwazanie obcifvzen wywolanych odksztalceniami i napr^zeniami po-

cz^tkowymi, ciijzarem wiasnym oraz przyrostem temperatury.

5. Powloka osiowo-symetryczna, element o trzech w^zlach

O|>isany zostanie element, umozliwiaj^cy obliczanie konstrukcji powlokovvych osiowo

symetrycznych [5,6]. Jest to element zdegenerowany, izoparametryczny o trzech w^zlach.

W kazdym w^zle elementn wyst(;pvijci dvvie translacyjue skladowe przemieszczen i jedna

obrotowa. Grubosc elementu moze zmieniac si? wedlug funkcji parabolicznych. Stan na-

pr^zenia okreslajq. jego trzy skladowe. Element ten zostal przedstawiony na rysunku 9.
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R.ys. 9. Trojw^zlowe elernenty powloki osiowo symetrycznej.

W sklad wektora przemieszczeri weziowych qe wchodza. przemieszczenia i obroty

trzech wezlovv. VVektor przemieszczeii kazdego w^zla i sklada si$ z dvvoch przemieszczeii i

jednego ka.ta obrotu. W sklad wektora wspolrz<;dnych globalnych cf vvchodza., dla kazdego

la ( i ) , po dwie vvspolrzedne r i x. Zatern ksztalt elementu inozna okreslic nastijpuj^co

(5.1)1 = 11,2,3,

gdzie N, s<i nast^ptij^cyrni parabolicznymi funkcjami ksztaltu

Przemieszczenia (w,tt !) dowolnego pnuktu wewn^trz elementu zostaiici okreslone we-

dlug wzorow
a r , 3 /, \ f

f « l K~~^ ,, «i V^ ,, / * t l COS0I
= \ MI - > A i ' / —L ' f J L «•'»:] \2/ -sin^

(— i I -— I L.

Macierze elementowe otrzyrnywane s^ drogf). caikowanianumerycznego. Uzyta zostala

trzypiinktowa regula catkowania wzdhiz sladu powierzchni srodkowej elementu oraz dvva

punkty dla calkovvauia po grubosci elementu.

Dost^-pne Sc^ macierz sztywnosci liniowa oraz macierze mas konsekwentna i mas sku-

pionych. Mozna rozwazac obcicizenia cisnieniem normalnym i stycznym oraz obci^zenia

spovvodowane odksztakeniami i napr^zeniami wst^pnymi.

(5-3)

6. Powloka dowolnego ksztaltu, elementy o 8 w^zlach

W systemic FEAS zostala dokonana implementacja elernentu powlokowego izopara-

metrycznego o 8 wezlach [5,6,8,9,11]. VV w^zlach elementu wyst^puje po pi(jc nievviado-

mych przemieszczeii. S^ to trzy sktadovve translacyjne i dvva katy obrotu. Stan odksztal-

cenia opisuje pi^c skhidovvych vvektora odksztalcenia.

Celem jednoznacznego zdefiniowania geornetrii i pola przemieszczen wewn^trz ele-

mentu przy.je.te zostaiy cztery uklady wspolrz^dnych wg rysunku 10.
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z,w

7*1

x,u

UKtAD GLOBALNY

UKtAD WEZtOWY

77= const.

KARTEZJANSKI UKkAD LOKALNY

Rys. 10. Ukiady wspolrzijdiiych zdefiniowane w elemencie powlokowym.

Pierwszyni ukhulein jest globaluy uktad kartezjariski (a.1;), ktory uzywany jest do defi-

niowania wspolrz^dnych w<jziow i ich przeinieszczeii. Drugim uktadem wspofrz^dnych jest

lokalny uktad wspolrz^dnych bezwyrniarowych (£, ?;, C)- Ukiad ten definiuje powierzch-

ni^ srodkow^ elenientu (poprzez vvspotrzijdne ^, ?;), oraz jego powierzclmie zewn(jtrzne

(wspolrzijdna C)- Os C jest vv przyblizeniu normalna do powierzchni srodkowej elementu.

Lokalny uklad kartezjaiiski (a:J) shizy do okreslania napr^zeii i odksztatceii w dowolnym

punkcie wcwn^trz elementu. W dowolnym jmnkcie elementu os z' jest normalna do po-

wierzchni okreslonej w uktadzie krzywoliniowym C, = const. Wektor V^ jest obliczany

jako iloczyn wektorowy wcktorovv stycznych do kierunkow osi ^, ?/. Zatem wektor ten

zostanie okresslony

= £ x ?; = (6.1)



106 Z.Kacprzyk, E.Postek

Wektor V,, ktory ma wyznaczac kierunek x' rnoze bye przyj^ty jako zgodny z kierunkiem

£, wie;c
r • i T

Wektor V, mozna okreslic jednoznacznie poprzez iloczyn wektorow V^ oraz V[

V'., = V'2x Vi (6.3)

Jako ostatni okreslony zostanie kartezjanski uklad we.zlowy (Vf, V*, Vf). Uklad ten

jest szczegolnym przypadkiem lokalnego ukiadu kartezjaiiskiego. Jest on okreslony w

kazdym wc;zle. Pocza.tek kazdego z ukladow wezlowych znajcluje sie^ w odpowiednim w«;zle

elementu na jego powierzchni sroclkowej. Wok tor Vy mozna zbudowac biora.c pod uwagsj

wsp61rzc;dne powierzchni gornej i powierzchni dolnej powloki. Zatem

Vi = A *' (6.4)
•>* /7"~i" I. \ O . / * (. \ rk . / * I. , r, \ /

(6.5)

f)'-> + (Ax-§)2 + (A4)2

gdzie

^ fk _ gk _ x i = \ 2 3

Wektor V, jest prostopadly do V^' i rownolegly do plaszczyzny x ~ z. wi<jc

Vf' = J X ^~
| JxV | | '

Wektor V, jest prostopadly do plaszczyzny okreslonej wektorami V* i V£

*- (6.7)

;' definiuja. obroty «, ' a\- (ieometric; elementu okreslaja. jeclnoznaczuieWektory Vj o . , i

jego grubosc oraz vvspoirzijdne w<jzJ6w, co zostanie kolejno zapisane

i= 1 ,2 ,3 ,

»-E* C

(6.8)

(6.9)

gclzie /»fc gruboscia. elementu w w^zle.

Pole przemieszczeii we\vna.trz elementu okreslaj;\, wzory

*=i

E ,. v—\ ,
Nk if 11} uk- 4- ^ > N* (f^ u, »/;MO , -i- 2 /V ^'

(6.10)

gclzie «* s .̂ przemieszczenianli fc-tego punktu w globalnych wspolrzi;dnych kartezjanskich

a cv* i cv, sa. obrotami wokol V} i Vf •
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Zwi^zki mi^dzy przemieszczeniami a oclksztatceniami zapisane sq, w lokalnym, karte-

zjariskim ukladzie wspolrzcjdnych

£x>

u'ly,

u',z,

v'ly, W'lyl

(6.11)

Wektor napre.zeri okresiony jest nastejpujaco

(T =

ax,

ffl

(6.12)

Macierze spr^zystosci dla materiatu izotropowego i ortrotopowego s^, identyczne z

podanymi wyzej dla plyt Mindlina.

Zwi^zki powyzsze umozliwiajc), buclow^ macierzy elernentowych i wektorovv sit spo-

wodowanych obcifizeniami elemeiitowymi. W systemic dostepne s^ macierz sztywnosci

liniowaoraz macierz mas skupionych. Mozna analizowac obci^zenia spowodowane cisnie-

niarni normalnyvni i stycznyini do powierzchni powloki oraz wystepowaniem odksztalceri

i napreieii wstfjpnych.

7. Zakoriczenie

Bibliotek? elementow skoriczonych opartq.o paraboliczne funkcje ksztaltu opracowano

z dwoch powodow. Po pierwsze elementy znajdujq.ce si§ w tej bibliotece dajq. rozwi^zanie

szybciej zbiezne (z wyj^tkiem pr^tow), a po drugie izoparametryczne elementy skoriczone

idealnie nadaJ£\,si<j do analizy fizycznie i geometrycznie nieliniowej. Stosowanie elementow

z tej biblioteki wymagajednak pewnej wiedzy i doswiadczenia. Zalecana jest ona zatem

do stosowania przez doswiadczonych uzytkownikow systemow MES.

Porownanie kodow zrodlowych obu bibliotek daje niezwykle istotny vvniosek: biblio-

teka, w ktorej zastosowano nnmeryczne procedury otrzymy wania zwiazkow jest znacznie

krotsza i bardziej przejrzysta. Izoparametryczne uj(jcie metody elementow skoriczonych

jest numerycznie efektywne [3].
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