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Wplyw thumienia na stateczno$¢ strumienia
oscylatorow oddzialujacego z belka.
Stateczno$¢ przeplywu cieczy.

1 Wstep

Stateczno§¢ ruchu ukladéw mechanicznych z fala biezaca nalezy do zlozonych
zagadnien majacych zastosowanie w lotnictwie , kolejnictwie hydraulice i innych
dziedzinach techniki. Szczegdlng rolg odgrywa ttumienie, ktére zwykle jest czynnikiem
stabilizujagcym, ale czgsto tez bywa przyczyna destabilizacji ukladéw. W niniejszej
pracy rozwazymy strumien gesto roztozonych oscylatoréw oddziatujacy sprezyscie lub
lepko-sprezyscie z belka na podlozu Winkera. Uklad taki moze by¢ uproszczonym
modelem uktadu pociag - tor lub modelem rurociagu przez ktéry przeptywa ciecz (dla
uproszczenia niescisliwa). Przeptyw cieczy badany byt juz przez Hausnera w 1952 roku
[1]. Przypadek statecznosci nieograniczenie dtugiej rury modelowanej belka
Bernoulli’ego-Eulera badal Roth [2]. Otrzymat on dwie rézne wartoéci predkosci
krytycznej; jedng w przypadku sprezystym, a druga w  granicznym przypadku
intensywnosci ttumienia dazacej do zera. Predkosci krytyczne réznily si¢ zaleznie do
ilorazu masy tacznej do masy rury, AV,= [((m+mgy)m ™) -1]. Podobne, pozornie
paradoksalne wyniki uzyskano w pracach [3, 4]. W charakterze przyktadu rozwazymy
wplyw tlumienia oraz wpltyw rozkladu predkosci w przekroju rury na krytyczne
predkosci przeptywu.

2 Sformutowanie problemu

Rozwazmy uktad ztozony z nieskonczonej belki Bernoulli’ego - Eulera na sprezystym
podtozu Winklera (modelujacy rure) wzdhuz ktérej porusza si¢ z predkoscig V uklad
gesto roztozonych oscylatorow modelujacych przeptywajaca ciecz. Réwnanie ruchu
belki przyjmie postac:

EIW, ot TW, o +m W, +b;W,,+¢c W+ P(W-Y) =0, (2.1)
gdzie E jest modulem Younga, I- momentem bezwladnosci przekroju, T-silg
rozciagajaca belke, b;- wspdtczynnikiem tlumienia, ¢ — wspdétczynnikiem sprezystosci,

P —ci$nieniem wywieranym przez uklad oscylatoréw a W(x,t) i Y(xt) oznacza
odpowiednio przemieszczenie belki i oscylatoréw.

Réwnanie ruchu strumienia masy o gestosci my (uktadu oscylatoréw) poruszajacego si¢
ze statg predkoscia V zapiszemy réwnaniem:

my (Y, -2V Y, +V° Y, ) +P(Y-W) = 0. (2.2)

Oddziatywanie pomigdzy obu ukladami o jednostkowej sprezystosci cp i ttumieniu
lepkim b, zapiszemy nastgpujaco:
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P(Y-W) =by [(Y-W),x — V(Y-W),t] + co(Y-W) (2.3)

Rozwiazania réwnan ruchu poszukiwa¢ bedziemy w postaci nastgpujacych fal
biezacych:

W(x,t)=A exp i(kx-vt); Y(x,t) = B exp i(kx-vt); 2.4)

gdzie k- jest liczbg falowa a v- jest predkoscia fazowa fali.
Po podstawieniu rozwigzan o postaci (4) do ukladu réwnan (1)—(3) otrzymamy
nastgpujace zaleznosci:

[EI+TI - mv’ K +ib,kv +c+ ibg(kv — kV)+cy JA-[ ibo(kv — kV)+co]JB= 0 (2.5)

- [ibo(kv — kV)+co]A - mo[ (V-2 Vv+k* V) + iby(kv —kV)+c, JB=0  (2.6)

Oznaczajac: vy = v-V; R*= (EI’-T + ¢,/ )/m; M= m/my; o =cy/mok’; o=b;/mjpk, (j=1,2);
Roéwnania charakterystyczne przyjma postac:

[I(R*-V)- /it —i(Sv +6pve)] A+(-idvy)B =0 (2.7a)

(- +iOp)A +(OF-vy -iGve)B=0 (2.7b)

Ostatecznie jako warunek nietrywialnego rozwigzania uktadu réwnan (5) i (6),
otrzymamy:

D) = [U(R*-V') - &] [& = vy 1-0 -8pSwvo +i ([l (RP-V) - & [vody +
(&-vi’)v&} =0 (2.8)

Przypadek uktadu bez tlumienia otrzymamy przyjmujac w réwnaniu (2.7) 8;=6,=0.
Przedstawimy ten przypadek wykreslnie na rys. 2.1. Predko$¢ krytyczna okresla
punkt styczno$ci prostej V=v-v, do krzywej @x(v,v9)=0, ktérag stanowi czes¢
rzeczywista réwnania charakterystycznego. Punkt styczno$ci jest pierwiastkiem
podwdjnym (wéwczas rozwigzania rosng liniowo z czasem). Powyzej predkosci Vi,
predkos$ci fazowe opisane sg m.in. przez dwa pierwiastki rzeczywiste i dwa zespolone,
sprzg¢zone o postaci:

Vi= VEHIE, vo= vH-iE (2.9)

Po podstawieniu (2.9) do (2.4) zauwazymy, Ze co najmniej jedno z rozwigzan bedzie
narasta¢ eksponencjalnie w czasie, co potwierdza niestateczno$¢ uktadu przy V > V..
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Rys. 2.1. Obraz predkosci fazowych Re[ D(v,vy)]=0 uktadu sprezystego;
Vir= -vo+v = v-1
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Stateczno$§¢ uktadu tlumionego badamy wykorzystujac kryteria statecznosci
np. Hurwitz’a lub Michajtowa [4],[5]. Predkos¢ krytyczng wyznaczamy jako
rzeczywiste pierwiastki spelniajagce cze$¢ rzeczywista 1 urojong réwnania
charakterystycznego Re[@(v,vp)]=0 i Im[@P(v,vy)]=0. Przypadek uktadu thumionego
podano na Rys. 2.2 Cze$¢ rzeczywista Re[ D(v,vy)]=0 ilustruje linia ciagta a czgsc
urojong Im[ &D(v,v,)]=0 ilustruje linia przerywana.

Ref v, vyl[-0

Im[ v, vo)]=0

4

D= Tt D)

D =Re(d)

Rys. 2.2. Predkosci krytyczne okreslone przez Re[ &(v,vy)]=0, Im[ & (v,vy)]=0
oraz prostymi Vi, = v-vy oraz ilustracja kryterium Michajtowa

W przypadku matej intensywnos$ci thumienia (J;0) —0), warto$¢ predkosci krytycznej
zalezy od ilorazu wspétczynnikéw ttumienia zewnetrznego i wewnetrznego 8,/0,. Przy
0;0p—=>0 predko$¢ krytyczna ma przewaznie warto$¢ mniejsza anizeli w przypadku
idealnie sprezystym. Tylko w szczegdlnym przypadku, przy okreslonej wartosci 9,/9,
predkos¢ krytyczna uktadu lepko-sprezystego jest réwna predkosci krytycznej uktadu
idealnie sprezystego. Predko$¢ krytyczng odpowiadajaca wyznaczonej predkosci przez
Ruth’a w pracy [2] uzyskamy jako szczegdlny przypadek oddziatywania z rurg,
tj. zakladajac sprezysty przeptyw przez zewnetrznie thumiong rure oraz przyjmujac, ze &
dazy do nieskonczonosci oraz d/9;,—>0. Przy duzej intensywnosci ttumienia i iloczynie
wspétczynnikéw  tlumienia ;0 >>0 zmienia si¢ réwniez ksztalt krzywych
charakterystycznych reprezentujacych czes¢ rzeczywista Re[ @(v,vy)]=0 réwnania (2.7)
podobnie jak w przypadku lepko-sprezystego oddziatywania oscylatoréw z belka
Timoshenki [4]. Przypadek ten ilustruje rys. 2.4.
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Rys. 2.3. Obraz ptaszczyzny predkosci fazowych @(v,vy)]=0 uktadu ttumionego,
przypadek 8;0y ->0 oraz 8y0;->0 7 lewej strony i 3,/8)->0 z prawej

Vo

Rys. 2.4. Przypadek lepko-sprezystego uktadu przy 8;0p>> 0

Wyzej opisane oddzialywanie lepiej ilustruje fizyke procesu anizeli zatozenie, ze ciecz
irura majg takie same przemieszczenia. Wykazemy, ze rozklad predkosci w rurze ma
roéwniez wplyw na granice statecznosci.

3 Wptyw parametru | oraz rozktadu predkosci na predkosé
krytyczna

Przepltyw cieczy w przypadku uktadu sprezystego (bez efektéw lepkich) uzyskamy

przyjmujac w réwnaniach (2.1) - (2.3) Y(x.t)= W(x,z) lub w réwnaniu (8) /e = & =0.

W pierwszym przypadku réwnanie ruchu ma postac:

EI Wxxxx"' T Wxx"'m W,,,+b1W,, +c W+ my (th '2V Wxt +V2 VV)xx) =O (31)

Woéwczas réwnanie charakterystyczne uprosci si¢ istotnie. Zapiszemy je nastgpujaco:

dvvy) = 1 (RP-V) — vy +idy =0; vy=v-V (3.2)
Rozwazymy nastepujace przypadki krytycznych predko$ci przeptywu: przeptyw o statej
predkosci w calym przekroju, ktéry jest mozliwy tylko w przypadku cieczy idealnej
z rurg oddziatujaca sprezyscie z otoczeniem Vj, lub w przypadku oddziatywania lepko-
sprezystego V*, a nastepnie przeptyw o profilu predkosci typowym dla cieczy lepkiej
o predkosci na powierzchni wewngtrznej rury réwnej zeru. W pierwszym przypadku
V>R, a w przypadku zewnetrznego ttumienia rury V,,” = 4R’ (Vi,=t’R). Zauwazymy,
7€ Wraz z rosnaca wartoscig o cztery galezie rozwigzan oddalaja sie¢ zwickszajac
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zakres niestatecznos$ci, w przypadku granicznym do nieskonczono$ci. Inny jako§ciowo
rezultat otrzymamy zwigkszajac do nieskoficzono$ci intensywno$¢ thumienia.

———_ T
A V= v

~

Rys. 3.1 Ptaszczyzna @(v,vy)= 0 z predkosciami krytycznymi: uktadu sprezystego Vi,
i 7 umieniem zewnetrznym V*,

Predkos$¢ krytyczna uktadu uzyskana z kryterium Michajlowa jest zgodna z zasada
minimum energii dyssypowanej. Ze zbioru mozliwych predkosci w przypadku
ttumionej rury rozwiazanie v = 0 odpowiada falujacej cieczy idealnej i odksztalconej
sinusoidalnie rurze, bez propagacji fali, (v=0). W przypadku sprezystej rury
i otoczenia, a niesprezystej cieczy krytycznym rozwigzaniem jest vo=0, tj. Vi, =Vj.,=R.
Woéwczas fala propaguje si¢ w rurze z predkoscia przeptywu cieczy. W szczegdlnym
przypadku p=1,0 obie predkosci krytyczne sg sobie rowne i wynoszg V;,=R.
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Rys. 3.2 Plaszczyzna @ (V,v)=0 przy p= 0,2 i u = 1,0 z predkosciami krytycznymi Vj,
uktadu bez thumienia V31 Vi, i 7 tumieniem Vi, i Vo

W przypadku przeptywu cieczy lepkiej rozktad predkosci mozemy przyblizy¢ parabola,
np:

75



Roman BOGACZ, Wiodzimierz CZYCZULA, Aleksandra PAWLAK-BURAKOWSKA

1
—_
V(y) = Vi(1- ), 0<y<l. Vi :fn T D (1) dy, (3.3)

gdzie V, jest maksymalng predko$cia w osi rury a y promieniem biezacym w osiowo
symetrycznym przeplywie. Poréwnywalna z predkoscig stala moze by¢ w tym
przypadku tylko predkos¢ srednia V.
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— =
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Rys. 3.3. Rozktady predkosci w rurze. Rozktad paraboliczny (z lewej) i predkosc stata
(prostokgtny po prawej stronie)

Plaszczyzne predkosci fazowych 1 predkosci krytyczne mierzone wydatkiem
przeptywajacej cieczy w obu rozwazanych przypadkach mozna poréwna¢ do wykresu
podanego na Rys. 3.2. Przeptyw cieczy o rozkladzie prostokatnym odpowiada¢ moze
przypadkowi ukladu sprezystego lub ttumionego zewnetrznie, za$ przypadek rozktadu
parabolicznego przypadkowi sprezystej rury i lepkiej cieczy lub obu uktadéw lepko-
sprezystych tj. przypadkowi ilustrowanemu na Rys.24 przy o dazacym
do nieskonczonosci.

4 Podsumowanie

Przedstawiono analiz¢ zagadnienia oddziatywania ukladu gegsto roztozonych
oscylatoréw z belka modelujacego przepltyw cieczy w rurze. Szczegélng uwage
zwrécono na wplyw ttumienia oraz zwigzkiem thumienia z rozktadem predkosci cieczy
w rurze. Wyjadniono przyczyny istnienia réznicy predkosci krytycznych zaleznej
do ilorazu masy tacznej do masy rury podanej w pracy Ruth’a [2] zwigzanej z ilorazem
energii dyssypowanych w obu podukladach. Przedstawiona analiza wyjasnia pozorny
paradoks, ze lepko$¢ cieczy i tlumienie zewng¢trzne moze dziata¢ destabilizujaco
zmniejszajac warto§¢ predkosci krytycznej. Lepko$¢ cieczy ponadto zmienia profil
przeplywajacej cieczy, co ma dodatkowy wplyw na warto$¢ krytyczna wydatku.
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Streszczenie

W niniejszej pracy rozwazana jest stateczno$¢ ruchu uktadu ztozonego ze strumienia
gesto rozlozonej masy (oscylatoréw) oddzialujacego sprezyscie lub lepko-sprezyscie
z belka na podtozu Winkera (np. modelujacej rurg). Uktad taki moze by¢ uproszczonym
modelem uktadu pociag - tor lub modelem rurociagu, przez ktéry przeptywa ciecz
(dla uproszczenia niescisliwa).

Stowa kluczowe: statecznos$¢ przeptywu, ruch wzgledny, thumienie

Abstract

The paper is devoted to the stability of motion of the system composed of a stream
of densely distributed mass (oscillators), elastic or visco-elastic interacting with a beam
on the Winkler foundation (i.e. modeling a pipe). Such a system can be a simplified
model of train-track system or pipe conveying fluid (for simplification non-compressive
fluid).
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