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SUMMARY. - -  The  p a p e r  cons is t s  of  two pa r t s .  The  f i r s t  p a r t  is devoted 

to a d i scuss ion  of the  cons t i tu t ive  e q u a t i o n s  descr ib ing  t he  dyna mic  p r o p e r t i e s  

of  soils. In  the  second pa r t ,  the  r e l a x a t i o n  problem in  a n  e l a s t i c /v i sco -p l a s t i c  

soil is considered.  

I1 y a de, no,mbreux probl~mes de la m~canique des m~taux et 
des sols qui sont  tr~s seuvent eo,nsid~r~s eomme eeux de plasticitY. 
Cos mat~riaux sont dans cette hypoth~se repr~sent~s par  un module 
id~alis~ qui se eomporte eomme ~lastique jusqu'~ un certain seuil 
de contrainte, p.our lequel los premieres d~fo,rmatio.ns plastiques 
appara issent  (voir pa r  exemple [2] et [5]). Les ree.'herches exp~- 
r imentales entre.prises r~eemment ont pro,uv~ d 'une mani~re con- 
cluante que los corps en question aecuse.nt des offers rh~ologiques 
marqu i s  et so.nt sensibles ~ la variat ion de la vitesse de d~forma- 
tion [1],  [5], [10]. Le but  principal du p.r~sent m~moire est eelui 
de d~crire les prop.ri~t~s rh~o.logiques d'tme eert~ine classe de cos 
mat~riaux. On admet que le milieux examin~ est purement  ~lastique 
avant  que l'~tat plastique soit a t te int  et  devient, apr~s, avoir depass~ 
eette limite, ~lasto/visce-plastique. L' idle g~n~rale es.t semblable /~ 
eelle su r  laquelle a ~t~ bas.~e la description des propri~t~s des mat& 
r iaux plastiques sensibles/~ la vitesse de d~formation (vo.ir [2], [9] ,  
[7], [8]). 

* P e r v e n u t a  in t i p o g r a f i a  il 22 m a r z o  1968. 



LES EQUATIONS CONSTITUTIVES I~T PHENOMENES DE RELAXATION ETC. 13 

Dans ce qui suit, nous ~tablirons d 'abord les ~quations consti- 
tu t ives  qui d~crive.nt le comportement  des milieux e lasto/visco-pla- 
stiques. Nous  analyserons ensuite le processus de relaxation dans 
un ~tat t r iaxial  de contrainte. L' integrat ion des @quations corres- 
pondantes  est  bas@e sur  un proc@d@ d' iteration. 

2) 

1. EQUATIONS CONSTITUTIVES. 

Introduisons la fonction de plasticit~ stat ique sous la forme 

(i.i) iv  - -  ~ J~ + J2~12 i 

oh a est  la cons tante de dilatation volum~trique, k une quantit~ 
positive, et  J~ et J2 le premier  et second invar iant  du tenseur  de 
d~viation. 

Nous  admettons que les propri~t~s du milieu ~lasto/visco-plas~ 
t ique en question peuvent ~tre d~crites par  les ~quations censti tu- 
rives suivantes  

off e,j eL m~ sont los. composantes du tenseur  de d~formation et  de 
contrainte ;  S~ ~---m~- on 6~; #, E sont  les conss ~lastiques, et  
le coefficient  de viscosit~ du mat~riau. Un point au-dessus du sym- 
bole d~signe la differentiatio,n par  r appor t  au temps. Le symbole 
( r  est  d~fini comme suit  

l ~5 (F) pour F ~  0 
(1.3) (~ ( iT) )  = 0 pour F ~ 0 .  

La  fonction q~(F) dolt 8tre choisie de mani~re A rep . r~enter  les 
r~sultats  des essais por tant  sur  le comportement  du corps sous 
l' influence d'une sollicitation dynamique. 

Les relatbions (1.2) ont ~t~ ~tablies dans l 'hypoth~se que ]a 
vi tesse des comix~santes in~lastiques du tenseur  de d~formation est  
une fonct ion du tenseur  d'exc~s d~passant la condition s ta t ique de 
plasticitY. Cette fonction du tenseur  d'exc~s au-dessus de la condi- 
t ion s ta t ique engendre la vitesse de formation in~]astique selon une 
loi de viscosit~ du type  Maxwell. La p.artie ~lastique du tenseur  de 
d~formation est consid~r~ independante de la vitesse de d~formation. 

Pou r  pouvoir analyser  les ~quations constitutives. (1.2) d 'une 
mani~re plus exacte, consid~rons la pa t t i e  in~lastique de la vi tesse 
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de d~formatien 

(1.4) eO = ycp a J l  + ' r e  112 1 adO'~ 2Jell  e 
k 

En prenant  les ca rr~s de deux cot~s de l'~quation (1.4) et  en 
p 1 .p .p 

intrc~tuisant le symbole 12 = : 2  e~j % pour le second invar iant  du 

tenseur  de d~formation in~lastique, nous obtenons 

1 r2~.[~,f ~+J1,2 11(3a~+-~-). 
(1.5) ~'-' = Y k 

Selon (1.5) nous avons 

1 • 

Cette expression repr~sente la condition de plasticit~ dynamique 
pour un milieu ~lasto/visco~plastique et d~crit la d~pendance de la~ 
condition de p.lasticit~ de la vitesse de d~formation. 

On d~duit des ~quations (1.2) et (1.6), que le tenseur  de vitesse 
de d~formation consid~r~ comme un vecteur dans un espace de 
contraintes ~ neuf  dimensions, est toujours  dirigb le long de la  
normale aux surfaces successives de plasticitY. 

Dans le cas limite, pour r--> ~,  nous obtenons de (1.2) les 
~quations constitutives connues pour un milieux ~lasto~plastique 
(voir D. C. Drucker er W. Prager  [1]): 

(1.7) s~,; 

o~ 

(1.s) 

2 4 

Un t r a i t  s ignif icat if  des ~quations (1.2) est que la vitesse de ~ 

d~formation in~lastique volumetrique est ~gale 

"P = 3ot7q5 [ ~ J t  "~- J2112 1] . (1.9) ei~ k 

L'~quation (1.9) montre qu'une d~formation in~lastique dolt. 
ol igatoirement ~tre accompagn~e d'un accroissement du volume, si_ 

~ 0. Cette pro.pri~t~ est connue sous le nom de dilatation. 
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Dens le cas limite (7--> oo), la vitesse de dilatat ion plastique 
volum~trique est exprim~e par  la relation (voir D.C.  Drucker  et 
W. Prager  [1]):  

~----3a2 (1.10) ei~ . 

I1 est int~ressant d'observer, que les ~quations ebtenues ne so~nt 
valables que pour une vitesse de d~formation dif%rente  de z~ro,. 

2. LE PROCESSUS DE RELAXATION. 

Pour  discuter le ph~nom~ne de relaxatien pour des ~tats 
t r iax iaux  de contrainte, consid~rons un milieu elasto/visco-plastique 
rempl issant  l'espace tridimensionnel V, limitd par une surface re, 
guli~re S, et ~tudions le probl~me aux limites suivant  (voir [7]). 
Consid6rens d'abord un processus de chargement,  dens lequel los 
t ract ions e ~ r i e u r e s  T~ sent donndes sur  route la surface S. Ce pro- 
cessus do,it ~tre suivi par  un phdnom6ne de relaxation, pour  lequel 
los vitesses de surface v~ disparaissent (sur la surface  enti~re, S). 

Si un essai de relaxation doit fourn i r  des infermat ions  utiles 
sur  les ~quations constitutives, los dtats de coritrainte et de d6fer- 
marion doivent ~tre hemog~nes; donc la condition du processus de 
relaxat ion est la suivante:  

(2.1) e 0 = O. 

Supposens qu'au co,urs du processus de chaxgement un certain 
~tat de contrainte o~/~ au moment t ~ 0, air dt~ a t te int ;  celui-ci doit 
~tre suivi d'un processus de relaxation. 

De (1.2) et (2.1) nous tirons, pour s~j et on, un syst~me de six 
dquations diff~rentielles sous la forme suivante:  

(2 ')) ~.~ij 1 2 ~, ot J t  -~- J21[ 2 
"- 2 ,f2112 

I1 est interessant d'~tudier, pour un processus de, relaxation, la 
var ia t ion des invariants J1 et ,12. Les equations (2.2) neus cendui- 
sent  ~ deux ~quations diff~rentielles pour J1 et J2: 

(2.3) 
,} -~ 3 1 - - ' ) ~  1r 1 ~--- 0 ,  

J~ + 2 # 7 ~ [ ~c J t  -}- J21/' 
[ k 

1] = o . 
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Ces ~quations peuvent 6tre reduites ~ deux @quations int@gra- 
les non-lin~aires de Volterra de deuxi~me esp~ce 

t 

(2 .~)  ~ 
t 

tf 2 = OT2 (0 ) -  ~].Z~,' f ]/*~2-2 (~) tr~ [" ~ J'J" (~) +~ 0T2112 (~) - -1 ]  d~ .  

0 

Dans l 'hy~othgse que les deux int@grants satis.font 5. la con- 
dition de Lipsehitz, on peut o b t ~ i r  la solution du systgme d'@qua- 
t ions (2.4) par  un p,roe~d@ d'it~ration. En  employant  les formules 
de recurrence 

t 

Jl(~+ i) = Ji( ~  1 - - 2 ~  " k 

(2 .5)  o 
t 

J~(n+l) = d7-2(o)--2#7 f ~/ Je(n) (~) qD [ ~ Ji(n)(~) -~1~ (J'2(n)(~))112- 1] d~ ,  

0 

la solution des ~tuations (2.3} s'~erit sous la forme 

(2.6) J~ = lim Ji(n)(t), 3"2 = lim Je(n)(t). 

3. GEN~RALIZATION. 

Introduisons maintenant  la fonction de plasticit@ statique sous 
une forme plus g@n@rale 

<3.1) i v  : f ( , f i ,  J 2 ,  ,I3) _ 1 ,  

ou 3-3 est le troisi~me invar iant  de la d@viation de contrainte et c 
une constante. Dans ce cas les @quations constitutives pour un milieu 
~lasto/visco.plastique peuvent @tre @crites comme suit  

(3.2) ~o=~-ff-~ ~j-~ ~ o , ~ o ~ j + ~ ,  ~ f(Ji,J~,J3)c - i  ~ .  

Les ~quations eonstitutives (3.2) donnent le eritgre de plasti- 

eit@ dynamique suivant  

+ 
' ' | 7 2 9 akz ~ Okl  " 
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La vitesse de la d6formation in61astique volum6trique est  main- 
t enan t  

"~=7(D[ fJ~, J2, J-3) _1] ~f 
(m4) % c 

D'une mani6re analogue, il est  int6ressant  d '6tudier la varia-  
tio.n des t rois  invariants J~, Je et J~. 

Pour  un processus de relaxation les conditions (2.1) conduisent 
un s.yst~me de trois 6quations differentielles pour  J : ,  J2 et J~: 

7]~ ~ [f(J~,  J2, J~) __1] 9f  
<3.5) 0~ q- 3 1 - - 2 ~  e ~ - -  O, 

,)o + 4m,~ [ f ( J "  G ,  G) 
[ C 

j3 + 6 >,7 ~ [ f (J~' cG' G) 

off g ( J2 ,  J~) est une fonction connue. 
En introduisant  les notations 

(3.6) fl:(J~, J : ,  ,[3)---- 3 1--2~, 9J~ 

& (,L, , 5 ,  G) = 4 ~ , ~  ( f )  ~ G + - - -  

et  en assumant  que les fonctions fl,, fie et fla 
de Liptchitz, nous pouvons 6crire la solution 
la fo,rme 

(3.7) j~ = lira G,~)(t), G =Um G(")(t), 

(as) 

" "7 9---~3 J3 = O ,  

: E T : j ~ + - ~ g ( G , j 3 ) = 0 .  

9 

3 ~f ] 
~_ ~ G  J3 , 

satisfo,nt aux in4galit~s 
des, 6quatio,ns (3.5) sous 

J3 -~-- lim J3(n)(t), 
n ~ o o  

t 

0 

t 

,72(-+ 1) = G(0) - j & [,U~)(~), G(~)(~), J3(~)(~)] a~, 
0 

t 

G(-+:) = G(0) --  f & [G(~)(~), G(~)(~), G(~)(~)] d~ 
0 

r6pr~sentant  les formules de recurrence. 

S e m i n a r i o  l~atematico e Fisico 2 
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