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Streszczenie. Oscylator harmoniczny zawieszony pomigdzy dwoma
elektromagnesami moze by¢ skutecznie ttumiony magnetycznie. Posta¢ drgan,
charakter thumienia, liczba i stateczno$¢ punktow rownowagi zaleza od napigcia
zataczonego do elektromagnesow. Drgania wymuszone w pewnych warunkach
przypominaja drgania chaotyczne. Wplyw histerezy magnetycznej jest pominigty.

1. WSTEP

Jednym ze sposobow tlumienia drgan mechanicznych jest wykorzystanie
elektromagnetycznych zjawisk indukcji oraz histerezy. Indukcja polega na wytwarzaniu pradu
elektrycznego w przewodniku znajdujacym si¢ w zmiennym polu magnetycznym. Posiada
ona precyzyjny opis iloSciowy w postaci prawa indukcji Faradaya.

Histereza magnetyczna w ferromagnetykach oznacza zalezno$¢ namagnesowania probki
od wartos$ci zewngtrznego pola magnetycznego, jakie wystgpowato przez cala jej historig.
Niestety, w chwili obecnej nie ma jednego powszechnie akceptowanego modelu opisujacego
to zjawisko. Rozwazania na ten temat mozna znalez¢ m. in. w monografiach [1], [7]. Z tego
powodu w pracy pomijamy efekt histerezy magnetyczne;.

Zwiazek zjawisk elektromagnetycznych 1 drgan mechanicznych ujawnil si¢ m. in.
w zagadnieniu stabilizacji wirnikéw, zob. [2], [3], [4], [5]. Wykorzystamy pochodzacy tych
prac pomyst domknigcia obwodu magnetycznego zwora.

2. OPIS UKLADU

Pomigdzy dwoma identycznym elektromagnesami umieszczony jest oscylator
harmoniczny o sztywnosci & [N/m] i masie m=0,9 [kg] (rys. 1). Wewnatrz oscylatora znajduja
si¢ zelazne rdzenie, tworzace wraz z elektromagnesami obwody magnetyczne, oba o dtugosci
[=0,4 [m] i przekroju poprzecznym 4=0,000314 [m?]. Na rdzen kazdego z elektromagnesow
nawinigtych jest N=1200 zwojow drutu o oporze R=8,16 [Q], do ktoérych podtaczone jest state
napigcie U [V]. Szczeliny pomigdzy zwora i elektromagnesami wynosza z;=0+x, z,=0-x,
gdzie 6=0,01 [m], a x€[0,0] jest ograniczonym mechanicznie wychyleniem zwory w kierunku
prawego elektromagnesu. Zmienianymi parametrami sa sztywno$¢ sprezyny k i napigeie U.

Jako model pierwotnej krzywej magnesowania zelaza, z ktorego wykonane sa rdzenie,
przyjmujemy funkcj¢
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H2;516>+u0H, H>16, " (1)

gdzie H [A/m] oznacza nat¢zenie pola magnetycznego, B [T] jest gestoscia strumienia
magnetycznego (indukcja pola), a =4n107 [Tm/A] jest przenikalnocia magnetyczna
prozni. Krzywa ta uwzglednia zjawisko nasycenia magnetycznego i pozwala zdefiniowaé
wzgledna przenikalno§¢ magnetyczna ((H)=B(H)/(1pH), méwiaca jak silnie zelazo wzmacnia
pole magnetyczne w stosunku do prézni (rys. 2).

B(H)=1,7-1,65exp(—

Rys. 1. Badany uktad — oscylator umieszczony pomigdzy elektromagnesami
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Rys. 2. Pierwotna krzywa magnesowania i krzywa wzglednej przenikalno$ci magnetyczne;j

3. STATYKA — SILY, PRZENIKALNOSC MAGNETYCZNA

Z praw Ampere’a oraz Gaussa dla p6l magnetycznych wynika, Ze natgzenia pola
magnetycznego w rdzeniach elektromagnesOw zadane sa rOwnaniami
Ni
Hn 247 n:1>2> (2)
2#(Hﬂ )Zn + l
gdzie i,, n=1,2 [A] oznaczaja prady w uzwojeniach elektromagneséw. RoOwnanie to posiada
doktadnie jedno rozwiazanie H, > 16, jesli i, jest dostatecznie duze. Dla dowodu skorzystamy
z wlasnos$ci Darboux funkcji

' Dla uproszczenia modelu okreslamy krzywa magnesowania dla H > 16 [A/m], co oznacza, ze napigcie U
musi by¢ dostatecznie duze (w praktyce wystarczy powyzej 15 V).
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o(H)=——N g6

2B(H)z+ y,lH
Poniewaz limy _, ., ¢(H) = — 1 oraz ¢(*) jest ciagta i $cisle malejaca, wigc posiada doktadnie
jedno miejsce zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(16) > 0. Korzystajac z tego, ze z < 24,

otrzymujemy warunek i > 1,34,
Znajac pole magnetyczne, mozemy wyliczy¢ silg, z jaka kazdy z elektromagnesow
przyciaga oscylator. Roézniczkujac energi¢ potencjalna zmagazynowana w polu
magnetycznym szczeliny, otrzymujemy
q)2
2w Dy

F, ;
" dz,  p,A
Wypadkowa site magnetyczna F=F,-F; oraz sil¢ od sprezyny przedstawia rys. 3 (z lewej).

Dla duzych wychylen oscylatora wystgpuje nasycenie magnetyczne prawego rdzenia,
objawiajace si¢ spowolnieniem tempa wzrostu sity magnetycznej. Liczba i stateczno$¢
polozen rownowagi uktadu zmienia si¢ wraz z napigciem U. Mozliwe sa sytuacje: (1) zerowe
potozenie stateczne, (2) zerowe potozenie stateczne, dwa niezerowe potozenia niestateczne
1 dwa stateczne, (3) zerowe potozenie niestateczne i dwa niezerowe potozenia stateczne.

A3)

Wykres wzglednej przenikalno$ci magnetycznej zelaza w lewym rdzeniu (rys. 3, z prawej)
pokazuje, ze w pewnych warunkach mozliwe jest przyblizenie u(H)=u =4000. Pozwala to

wyrazi¢ nat¢zenia pola magnetycznego w rdzeniach jawnymi wzorami.
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Rys. 3. Sila magnetyczna 1 sita od sprezyny (z lewej) oraz wzglgdna przenikalnos¢
magnetyczna lewego rdzenia (z prawej) w zaleznosci od napigcia 1 wychylenia oscylatora

4. ROWNANIA ELEKTROMAGNETODYNAMIKI, DRGANIA

Ruch oscylatora poddanego wymuszeniu sitowemu opisuje II prawo Newtona. Jesli U=0,
to sity magnetyczne znikaja 1 oscylator wykonuje drgania niettumione. Jesli U>0, to
elektromagnesy przyciagaja oscylator, a ponadto jego ruch indukuje w uzwojeniach
dodatkowy prad, ktory — zgodnie z regula Lenza — wytwarza pole magnetyczne
przeciwdziatajace zmianie pola wywotanej ruchem. Pojawia si¢ sita thumiaca wyrazajaca sig
poprzez odpowiednia zmiang sit magnetycznych F; 1 F.
Zgodnie z prawem indukcji Faradaya indukowana w obwodach sita elektromotoryczna jest
proporcjonalna do predkosci zmiany strumienia magnetycznego. Korzystajac z II prawa
Kirchhoffa, mozemy zapisa¢ réwnanie na prad indukowany ruchem oscylatora. Otrzymujemy

nast¢pujacy nieliniowy uktad réwnan rozniczkowych, zadany w postaci niejawnej:
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xX=v
my = L(CI)Z —CI)IZ)—A:x+F0 sin(at)
#yA
Ri,=U - N®, 4)
Ri, =U - N®,

x(0)=x,, v(0)=v,, i,(0)=i,(0)=U/R.

Powyzej @,=u(H,)uH,A, gdzie H,=H,(z(t),i,(t)) oznacza rozwiazanie rOwnania (2) dla
danych w chwili ¢ warto$ci pradow 1 wychylenia.

Na rys. 4 widzimy, ze wzrost napigcia zwigksza skuteczno$¢ ttumienia drgan swobodnych,
az do nadkrytycznego wilacznie (drgania nie wystepuja).

Na rys. 5 przedstawiona jest sytuacja, kiedy napigcie jest na tyle duze, Zze $rodkowe
potozenie oscylatora jest niestateczne, natomiast wystepuja dwa symetryczne wychylone
polozenia stateczne. Drgania wymuszone odpowiednio dobrana sita harmoniczna maja
wowczas charakter chaotyczny, aczkolwiek dowdd chaosu jest kwestia otwarta.
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Rys. 4. Drgania zwory dla r6znych napi¢¢ U; k~=80000 N/m, F=0, x,=0,004 m, v4=0
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Rys. 5. Drgania zwory; U=150 V, k=110000 N/m, Fy=150 N, w=2n-50 rad/s, x0=x*, =0

5. CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNE

Przyjmijmy stala przenikalno$¢ magnetyczna ,u(-)Z,u*=4OOO, co jest uzasadnione dla
nastepujacych par napigcie / zakres wychylenia zwory: 30/+0,0080, 50/+0,0065, 80/+0,0040

(zob. rys. 3, z prawej). Dynamike ukladu mozna wéwczas zapisa¢ rOwnaniami zadanymi
jawnie jak nize;j.
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dx
—=v
dt
2 ) .2
ﬂ: tlt 2 > 1 —£x+ﬂsin(a)t)
dt m |Q6-x)lip) @E+x)+1 )| m o m
di, _ 2v _(2(5+x)+l/,u*)R ; +(2(5+x)+l/y*)U )
dt | 2(6+x)+1/u L AN’ ! Lo AN
di, _|_ 2v _(2(5—X)+l/u*)R ; +(2(5—x)+l/y*)U
dt 26 -x)+1/ L, AN’ 2 L AN

x(0)=x,, v(0)=v,, ,(0)=i,(0)=U/R

Rozwiazujac numerycznie rownania (5), otrzymujemy charakterystyki dynamiczne uktadu.
Na rys. 6 (z lewej) widzimy krzywe rezonansowe oscylatora. Maja one przebieg podobny jak
w przypadku thumienia wiskotycznego. Wzrost napigcie powoduje ztagodzenie rezonansu (az
do zaniku tego zjawiska) oraz spadek czegstotliwosci rezonansowej ponizej czestotliwosci
drgan wilasnych.

Thumienie magnetyczne przypomina wiskotyczne rowniez pod wzgledem logarytmicznego
dekrementu tlumienia (rys. 6, z prawej). Kolejne punkty oznaczaja logarytmy ilorazéw
maksymalnych wychylen zwory roézniacych sig¢ o jeden okres. Po kilku cyklach nastgpuje ich

stabilizacja.
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Rys. 6. Charakterystyk rezonansowe 1 logarytmiczny dekrement tlumienia dla r6znych napig¢;
k=80000 N/m; z lewej: Fj=40 N, x;=0, vy=0; z prawej: Fj=0 N, x,=0,005, vy=0

6. STATECZNOSC

Zbadamy stateczno$¢ $rodkowego polozenia rownowagi uktadu, przy braku wymuszenia
(Fy=0). Oznaczmy u(t)=(x(¢),v(¢),i;(¢),i>(¢)), u =(0,0,U/R,U/R) oraz F(u) jako prawa strong
uktadu rownan (5). Wowczas uktad zlinearyzowany mozna zapisa¢ w postaci

R R
Na rys. 7 przedstawione sa trajektorie wartosci wiasnych macierzy F'(u'),
parametryzowane napigciem U=80..105 [V], przy £&=80000 [N/m], x4=0, vy=0.

u=F'( )u-u"), u(O):(xo,vo,g,g]. (8)
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Dla U<Uy: = 97,6 [V] wszystkie cztery wartosci wiasne R S

maja ujemne czgSci rzeczywiste, zatem u jest — 200

asymptotycznie statecznym rozwiazaniem statym uktadu tm

(5). Nieduze zaburzenie u” wywola gasnace z uptywem m

czasu drgania. e

Jesli natomiast U>Uy,,, to jedna z warto$ci wlasnych e g e 0 *

ma dodatnia cze$¢ rzeczywista, zatem u jest ~100

niestateczny. Ponadto jej trajektoria przecina o$ urojong

wzdluz osi rzeczywistej, co oznacza, ze mamy do “« ]
P

czynienia z bifurkacja dywergentna (zob. [7]) — pojawiaja
si¢ nowe rozwigzania rownowagi z oscylatorem  Rys. 7. Wartoéci wlasne uktadu
$ciagnigtym w strong jednego z elektromagnesow. zlinearyzowanego

7. PODSUMOWANIE

Uktad elektromagnetyczny umozliwia skuteczne ttumienie drgan oscylatora. Uzyskany
efekt jest podobny do ttumienia wiskotycznego. Zalozenie statej przenikalno$ci magnetycznej
zelaza pozwala zapisa¢ réwnania ruchu w jawnej postaci, co przyspiesza ich rozwiazywanie,
jednoczes$nie wnioski dotyczace tlumienia zostaja zachowane. Wprowadzenie sity
magnetycznej wptywa na zmiany witasciwosci dynamicznych uktadu — pojawiaja sie¢ nowe
punkty rownowagi, wystgpuje zmiana statecznosci dotychczasowych. W pewnych warunkach
odpowiedz uktadu poddanego wymuszeniu harmonicznemu przypomina drgania chaotyczne.

Celem dalszej pracy jest udowodnienie chaotycznego charakteru drgan i uwzglednienie
zjawiska histerezy magnetyczne;.
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MAGNETIC DAMPING OF HARMONIC OSCILLATOR

Summary. Vibrations of a harmonic oscillator suspended between
electromagnets are efficiently damped magnetically. The character of vibrations
and damping, as well as the properties of equilibrium states depend on the voltage
applied to electromagnets. In the case of excited vibrations, the system response
can be even chaotic. The effect of magnetic hysteresis is neglected.



