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Streszczenie

Mechanika materialéw niejednorodnych stuzy przewidywaniu ich wtasciwosci
makroskopowych na podstawie badania ich mikrostruktury i mechanizméw de-
formacji. Nowe metody badawcze dostarczaja informacji o zachowaniu sie ma-
teriatow w skali mikroskopowej i nanometrycznej. Opis ztozonego zachowania
sie materialow przy réznych obciazeniach wymaga wprowadzenia do modeli
konstytutywnych funkcji i parametréw materiatowych, ktére trzeba okreslié¢
eksperymentalnie. Jednak nie dla wszystkich wielkosci dysponujemy bezpo-
érednimi danymi doswiadczalnymi. Wszechstronne badania materiatléw przy
réznych obciazeniach sg zbyt kosztowne, a w wielu przypadkach niemozliwe do
przeprowadzenia. Konieczne staje sie, zatem dokonanie wyboru najistotniej-
szych efektow danego zjawiska, cech badanego materiatu i okreglenie w miare
prostego, ale wszechstronnego modelu konstytutywnego.

Podstawowym celem pracy jest opracowanie metody identyfikacji wykorzy-
stujacej funkcje strat odporng na bledy pomiaréw oraz okresleniu metod po-
réwnywania 1 wyboru najlepszego modelu z kilku nieliniowych modeli konsty-
tutywnych. Wykorzystanie miary odlegltosci informacyjnej Kullbacka-Leiblera
miedzy modelami lub miedzy odpowiedzia modelu a danymi dogwiadczalnymi,
pozwala okregli¢, ktory z modeli lepiej dopasowuje sie do danych rzeczywistych.
Opracowang metode uzyto w analizie zaawansowanych deformacji plastycz-
nych osiowosymmetrycznego rozciggania probek cylindrycznych i jest trescia
rozdziatu 9.

W pierwszej czesci rozprawy, w rozdziatach 2-7 przedstawiono rézne spo-
soby opisu ztozonego zachowania sie metali przy quasi-statycznych i dynamicz-
nych obciazeniach. Przedstawiono zagadnienie modelowania rozwoju mikrousz-
kodzeri i mikropustek podczas deformacji ciata statego. Przedyskutowano spo-
soby doboru modelu konstytutywnego i wptyw metody identyfikacji na postaé
uzytych funkcji materiatowych. Zbadano zjawisko zaawansowanych odksztat-
cen plastycznych i wplyw rozwoju mikrouszkodzen na zachowanie materiatu
jako agregatu (osnowa i czastki drugiej fazy). Przedstawiono opis plyniecia pla-
stycznego materiatu z mikrouszkodzeniami. Zachowanie materiatu w procesach
quasistatycznych opisano z wykorzystaniem modelu plastycznosci, w ktérym
uwzgledniono izotropowe wzmocnienie plastyczne, a ostabienie opisano przez
ewolucje mikrouszkodzen. Przeprowadzono systematyczng analize numeryczna
quasistatycznego rozciggania probek stalowych. Zbadano problem lokalizacji
odksztatcen plastycznych w problemie dynamicznego skrecania rurki jako za-
danie adiabatyczne w ramach teorii lepkoplastycznosci. Zastosowano opis ply-
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niecia plastycznego z pasmami $cinania w numerycznej analizie procesu kucia
matrycowego.

Modyfikacje klasycznej metody najmniejszych kwadratéw do oszacowania
parametréw materialowych w celu uniezaleznienia sie od btedéw pomiarowych
przedstawiono w rozdziale 8. Uzyto réznych odpornych funkcji celu do poréw-
nania ich wptywu na oszacowanie stalych materialowych dla réznych modeli
materiatu z mikropustkami. Nastepnie przedstawiono zmodyfikowang metode
optymalizacji globalnej i opisano algorytmy obliczeniowe uzyte do identyfikacji
funkcji materiatowych.

Zagadnienia opisane w pracy dotycza dwéch dziedzin: mechaniki materia-
tow ciagliwych z ewolucja mikrouszkodzen oraz metod identyfikacji funkcji ma-
terialowych w modelach nieliniowych, z koniecznogcia poréwnywania i wyboru
najlepszego modelu. Wspélne ujecie obu dziedzin w niniejsze]j rozprawie pozwo-
lito na opracowanie narzedzi do prawidtowego modelowania konstytutywnego i
poszerzyto zakres analizowanych opisow materiatow z mikropustkami. Wspdlna
cechy wszystkich analizowanych przypadkéw jest problem identyfikacji stalych
materiatowych w oparciu o dane doswiadczalne.

W pracy zbadano nature powstawania mikrouszkodzen i wykazano, ze ewo-
lucja mikrouszkodzeri oraz interakcje miedzy pustkami maja decydujacy wpltyw
na przebieg deformacji oraz na lokalizacje odksztalcen plastycznych i sposéb
zniszczenia. Wykorzystano przy tym modele obliczeniowe: jednowymiarowe,
dwuwymiarowe (osiowosymetryczne) i trojwymiarowe. Stwierdzono, ze ewolu-
cja mikropustek jest przyczyna niejednorodnego stanu odksztatcenia i napre-
zenia, ktoéra bez jakichkolwiek imperfekcji geometrycznych i termicznych pro-
wadzi do lokalizacji odksztalcen plastycznych i przyczynia sie w koticowe]j fazie
do catkowitego zniszczenia. Zbadano wptyw parametréw konstytutywnych, lo-
kalnych zmian wtasnogéci mechanicznych materiatu osnowy na przebieg defor-
macji, rozktad stanu odksztatcenia i naprezenia oraz rozwdj strefy lokalizacji
odksztalcen plastycznych w postaci ’szyjki’. Przedstawiono podstawowe cechy
zjawiska powstawania i wzrostu mikrouszkodzen, przyczyny ich kierunkowego
rozwoju i przeprowadzono analize wzajemnego oddzialywania mikrouszkodzen.
Wykazano decydujaca role struktury materiatu osnowy i wynikajacego z niej
losowego charakteru zjawiska zniszczenia.

Otrzymane wyniki w pelni potwierdzaja konieczno$é uzycia odpornych
funkcji celu do identyfikacji statych materialowych w oparciu o do$wiadcze-
nie oraz potrzebe stosowania testéow statystycznych do wyboru najlepszego
modelu.
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Oznaczenia

Wazniejsze oznaczenia i skroty

‘W mechanice

— modutl sprezystodci materiatu

— tensor gradientu deformacji

— macierz jednostkowa

— potencjal plastyczny

— wektor kierunku plastycznego ptyniecia

— operator sprezysto-plastyczny

— tensor naprezenia Cauchy’ego

— tensor naprezenia Kirchoffa

— tensor predkodci deformacji

— tensor odksztalcenia Lagrange’a

— tensor odksztalcenia Eulera

przestrzen Banacha

— przestrzen skoriczona

polozenie punktu w uktadzie materialnym

— tensor metryczny w konfiguracji aktualnej

— promien prébki o przekroju kotowym

— czas procesu deformacji

— wektor przemieszczenia punktu materialnego
— wektor predkosci punktu materialnego

— polozenie punktu w uktadzie przestrzennym
—  przyrost zmienne]j

— macierz stalych materiatowych wzrostu mikrouszkodzen
— temperatura

— parametr wzmocnienia—ostabienia materiatu osnowy
— wspotczynnik odksztalcenia postaciowego

— czas relaksacji

— gesto$¢ materiatu

mikroporowato$é
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W statystyce

~ — ma rozktad

Ff — funkcja rozktadu prawdopodobieristwa i gestosci
prawdopodobieristwa

f(z;0) ~  gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu o
niewiadomym wektorze parametréw 6

Pr(A) — prawdopodobienstwo zdarzenia A o odpowiednim
rozktadzie

Hrar) — funkcja strat

EZ, uz — ¢drednia (wartos$¢ oczekiwana) zmiennej losowej Z
dla gestosci f(Z)

V(Z) —  warto$¢ przecietna funkcji (Z — puz)?

varZ, o2, —  wariancja zmiennej losowej Z

corr(X,Y), pxy - korelacja miedzy X iV

cov(X,Y) —  kowariancja

X — $rednia z proby

x, 6 — wektor parametrow

6 — wartosci oszacowane lub estymator wektora
parametrow 0

L(0) — funkcja wiarygodnosci proby

N(p, o2) — rozklad Gaussa (normalny) ze Srednia p i
wariancjg o2

P(w) — rozkltad Poissona z parametrem w

ryf — losowy btad M pomiaréw

m; — wielkodci mierzone w M obserwacjach

f(yl 0) — warunkowa funkcja gestodci prawdopodobieristwa

dla wektora pomiaru y wzgledem wektora
parametrow 0

YM — wielkosci obserwowane w M obserwacjach bedace
suma wielkoéci mierzonych mjs i losowego
btedu pomiaru rjs

T arlli, — norma wektora bledéw (réznic) w przestrzenilo
d e

— — zbiezno$¢ z rozktadem

AIC —  kryterium informacyjne Akaike’a

BIC — kryterium informacyjne Schwarca

MNK — metoda najmniejszych kwadratow

ML — maksymalna (najwieksza) wiarygodnosé
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1. Wstep

1.1 Przedmiot pracy

W nowoczesnych rozwiazaniach technicznych wytrzymato$é wielu metali kon-
strukcyjnych poprawia sie przez wprowadzanie kontrolowanej ilosci twardych
wtracen lub specjalng obrobke termiczng badZ chemicznag materiatu. W za-
leznosci od metody, wtracenia wprowadza sie réwnomiernie lub wymusza sie
ich skupianie w newralgicznych miejscach. Uzyskiwany rozktad wtracen w ma-
teriale moze by¢ bardziej lub mniej jednorodny. Modelowanie konstytutywne
materiatow z uwzglednieniem réznego udziatu objetodciowego wtracen stwarza
duze mozliwosci projektowania nowych materiatléw o pozadanych cechach wy-
trzymatosciowych. Jednak wtasnie te wtracenia jako Zrédta niejednorodnosci sa
przyczyna powstawania mikrouszkodzeri, mikropustek, podczas zaawansowa-
nych odksztalceri plastycznych. Do zrozumienia procesu pekania materiatow,
jego zapobiegania i w miare mozliwosci do jego kontrolowania, konieczny jest
wlasciwy opis procesu powstawania pustek i powiazania go z podstawowymi
parametrami opisu deformacji ciagliwych materialéw metalicznych. Opis zja-
wiska powstawania pustek podczas prostych prob deformacji (rozciaganie, $ci-
skanie, skrecanie i §cinanie) oraz scharakteryzowanie tego zjawiska w terminach
mechanicznych jest pozadane z praktycznego punktu widzenia. W zjawisku po-
wstawania pustek istotny jest proces formowania sie pustek, ich umiejscowienie
(np: wewnatrz ziaren lub na granicy ziaren), ich geometria (ksztalt, wielkos¢)
i deformacja materialu otaczajacego wtracenia. Obecnie jest wiele obserwacji
zwiazanych z powstawaniem pustek w réznych materiatach dla réznych sta-
néw obciazenia. Przeglad badan doswiadczalnych mozna znalezé¢ w pracach
np. Pardoen i inni (2003) [166], Ragab (2004) [202]. Analityczne modele po-
wstawania i wzrostu mikropustek oraz poréwnanie rezultatéw eksperymentéw
z przewidywaniami teoretycznymi przedyskutowano w rozdziatach 2.51 2.6.
W pracy analizuje sie powstawanie i rozw6]j mikropustek dla jednego rodzaju
materiatu, tzn. stali, rozwazania jednak obejmuja wspoélne cechy tych zjawisk
i dotycza rowniez innych materiatéw metalicznych.

Zjawisko mikroporowatoéci jako Zrodlo mikrouszkodzen wystepuje w wielu
metalach. W wielu przypadkach nie stanowi ono pierwszoplanowego przed-
miotu badan, jednakze ma znaczenie dla poznania proceséw mechanicznych
zachodzacych w materiatach i elementach konstrukc;ji.

Niniejsza praca dotyczy zagadnienia mikrouszkodzen i zlokalizowanych od-
ksztatcen plastycznych w ciatach statych poddanych obcigzeniom quasistatycz-
nym. Nieodwracalne odksztalcenie w ciagliwym metalu, ktéremu towarzyszy
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trwate uwalnianie energii, zachodzi w koricowym etapie przenoszenia oddzia-
lywani mechanicznych. Zanim pojawi sie pekniecie, wystepuje faza oslabie-
nia materialu, w ktérej zmniejszaja sie wartoéci parametréow wytrzymaloscio-
wych. Od momentu osiagniecia maksymalnej zdolnosci przenoszenia obcigzen
do chwili zniszczenia wystepuje zjawisko zlokalizowanych odksztatcen plastycz-
nych. Umiejscowienie, ksztalt i szerokosc strefy zlokalizowanych deformacji sa
specyficzne dla danego procesu. W pracy opisano zjawisko zlokalizowanych od-
ksztatcen plastycznych w probie rozciggania, $ciskania i skrecania. Wskazano,
jakie czynniki wplywaja na wymienione cechy zjawiska zniszczenia i ustalono,
jaka jest ich wrazliwo$¢ na dobdr parametréw materiatowych, warunki brze-
gowe, poczatkowe i parametry fizyczne.

Zagadnienia identyfikacji parametréw materialowych stanowity przedmiot
badan przeprowadzonych w ramach projektéw badawczych: KBN 3 P 404 031
07 Opis zjawiska lokalizacji ¢ zniszczenia w procesach plastycznego plyniecia
(1995-1997), KBN 7 T 07A 00616 Numeryczna symulacja proceséw plastycz-
nego ptyniecia z wwzglednieniem lokalizacyi 1 zniszczenia przy obcigzeniach dy-
namicznych (1999-2001) kierowanych przez profesora Piotra Perzyne. Rezul-
taty zamieszczono w rozdziale 6 zostaly uzyskane w ramach tych projektow.
Rezultaty przedstawione w rozdziale 7 zostaty uzyskane w ramach projektu:
PBZ KBN-102/T08/2003: ,Opracowanie podstaw nowej technologii ksztatto-
wania wyrobdw z funkcjonalnych materiatow trudno odksztatcalnych”, koordy-
nowanego przez doc. dr hab. Ryszarda B. Pecherskiego oraz w czasie realizacji
zadania kierowanego w IPPT PAN przez profesora Wojciecha K. Nowackiego
projektu PBZ KBN-096/T08/2003: ,Technologie wytwarzania wyrobéw z me-
tali i stopéw o strukturze nanometrycznej” koordynowanego przez profesora
Krzysztofa Kurzydtowskiego.

1.2 Cel i zakres pracy

Celem badan prezentowanych w rozprawie jest ustalenie wptywu powstawania
i rozwoju mikropustek na makroskopowa deformacje materiatléw metalicznych
oraz okreslenie metod identyfikacji parametréw materiatowych wystepujacych
w opisie plastycznego plyniecia materialéw ciagliwych.

W pracy wykazano, ze uwzglednienie wzajemnego oddzialywania mikro-
pustek, zwlaszcza w procesach quasi-statycznych, odgrywa decydujaca role w
powstaniu i rozwoju obszaru zlokalizowanych odksztatcen plastycznych prowa-
dzacych do zniszczenia.

Sformutowano teoretyczny opis plyniecia plastycznego materiatéw z mi-
krouszkodzeniami oraz rozwazono przydatno$é powszechnie stosowanego mo-
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delu Gursona do analizy zlokalizowanych odksztalcen plastycznych materialow
wrazliwych na cisnienie hydrostatyczne.

Przyjecie losowej natury zjawiska mikrouszkodzen uzasadniono przez wyka-
zanie rozktadu czastek drugiej fazy i rozktadu wielkosci tych czastek w osrodku.
Omoéwiono zrodia losowodcei rozktadu mikropustek, przedstawiono ich znaczenie
i role wyboru funkcji strat (jakosci dopasowania) w przebiegu procesu identy-
fikacji.

Obliczono parametry materialowe i ustalono zmienne charakteryzujace zja-
wisko ptyniecia plastycznego i zlokalizowanego odksztalcenia plastycznego. Wy-
niki przedstawiaja powstawanie i rozwdj mikrouszkodzen. Potwierdzaja waz-
nos¢ traktowania zadania opisu mikrouszkodzen jako zagadnienia probabili-
stycznego. Odzwierciedlaja fizyczne proporcje procesu nukleacji i wzrostu mi-
krouszkodzen. W poszczegdlnych przyktadach numerycznych badano wpltyw
parametréow materiatlowych wystepujacych w opisie plyniecia plastycznego i
ich zmiany na wynik koricowy danego problemu poczatkowo-brzegowego. Wy-
kazano wplyw wlasnosci materialu osnowy na charakter rozwoju mikropustek.
Rezultaty numeryczne uzyskano z wykorzystaniem jedno-, dwu- i trojwymia-
rowych modeli obliczeniowych. Zweryfikowano rozwigzania przez poroéwnanie z
dostepnymi rezultatami doswiadczalnymi i rozwigzaniami numerycznymi po-
rowatosci podczas odksztalcenn plastycznych.

W rozdziale 2 oméwiono wtasnoéci mechaniczne metali ciggliwych z mi-
krouszkodzeniami na podstawie literatury. W rozdziale tym odwotano sie do
wynikow testow mechanicznych oraz obserwacji metalograficznych. W oma-
wianych eksperymentach skupiono uwage na znaczeniu podstawowych proce-
sow deformowania cial z mikrouszkodzeniami i zlokalizowanych odksztalcen
plastycznych. Oméwiono pojecie porowatosci oraz ewolucje mikrouszkodzen
w metalach. Podano kryteria powstawania i wzrostu mikouszkodzen dla pro-
cesu quasi-statycznego jak i dynamicznego. Rozwazono aspekty matematyczne
i fizyczne wyrozniajace losowa nature zjawiska. Omoéwiono efekty nukleacji i
wzrostu mikropustek, charakterystyczne dla deformacji w obszarze ’szyjki’ w
zadaniu poczatkowo-brzegowym osiowego rozciggania. Przedstawione w tym
rozdziale zagadnienia stanowia motywacje wyboru modelu konstytutywnego.

W rozdziale 3 podano matematyczne sformutowanie warunku uplastycznie-
nia materiatu z mikropustkami. Przyjeto sprezysto-plastyczny model osnowy.
Ostabienie materiatu zostato zdefiniowane jako zmniejszenie wytrzymalosci na
skutek istnienia lub zarodkowania mikroporowatosci w wyniku powstawania
i wzrostu mikropustek.

W rozdziale 4, przedstawiono sposéb okreslania stanu naprezenia w obsza-
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rze zlokalizowanych odksztatcent w postaci ’szyjki’. Opis zmiany porowatosci w
procesie plastycznego ptyniecia zapisano w postaci rownari ewolucji i przedsta-
wiono je w rozdziale 5. Podano warunki gwarantujace poprawne postawienie
problemu ewolucji.

W rozdziale 6 przedstawiono sposéb rozwiazania zadania lokalizacji od-
ksztatcen niesprezystych dla proby skrecania cienkogciennej rurki stalowej. Do
rozwigzania zadania zastosowano metode elementéw skoriczonych.

W rozdziale 7 przedstawiono réwnania plastycznosci z udziatem pasm $ci-
nania i wyniki identyfikacji tych réwnan w zadaniu nieswobodnego Sciskania w
ptaskim stanie odksztatcenia. Przedstawiono w nim sposéb weryfikacji opisu
konstytutywnego z zastosowaniem wynikéw badan do$wiadczalnych procesu
kucia matrycowego.

W rozdziale 8 przedstawiono ogdlne sposoby definiowania i formutowania
problemu identyfikacji parametréw konstytutywnych dla réznych funkcji strat
odpornych na btedy pomiaréw. Omoéwiono metody oszacowania parametrow
danego modelu przyjetego do identyfikacji. Problem identyfikacji sformutowano
w zaleznodci od miary mikrouszkodzen i oméwiono metode optymalizacji oraz
sposob catkowania numerycznego.

Analizowane zjawisko duzych odksztatcenn niesprezystych ujawnia wtasci-
wosci wyboru funkcji i statych modelu konstytutywnego. Zagadnienie wyboru
modelu stanowi tresé¢ rozdziatu 9. Podano tam spos6b przeprowadzenia ana-
lizy wyboru i poréwnywania modeli. Wprowadzono pojecia modeli zagniezdzo-
nych i niezagniezdzonych. Na przykladzie zagadnienia osiowego rozciaggania
cylindrycznych probek stalowych pokazano wpltyw i konieczno$¢ stosowania
wladciwych testow statystycznych. Na wstepie podano wspoélne dla prezento-
wanych zadan informacje o parametrach materiatowych. Przyjmowano zrézni-
cowane funkcje materialowe. Poszczegélne przypadki obliczono z rézna liczbg
parametrow definiujacych rozwoj porowatosci materiatu. Osobnej analizie pod-
dano réwnanie ewolucji parametru porowatosci w trakcie procesu osiowego
rozciaggania, zwtlaszcza podczas formowania i rozwoju strefy zlokalizowanych
odksztalcenn plastycznych w obszarze ’szyjki’. Omoéwiono zalety taczenia ana-
lizy wynikoéw i testow statystycznych. Rozwazono numeryczne aspekty procesu
identyfikacji parametrow dla materiatu z mikrouszkodzeniami.

W kolejnym rozdziale podsumowano prezentowane wczedniej wyniki obli-
czeri numerycznych. Podkreslono koniecznoé¢ stosowania odpowiednich metod
doboru parametrow. W zakoriczeniu przedstawiono wnioski wynikajace z pre-
zentowanych rozwazan wraz z uwagami dotyczacymi dalszych badari. Podsu-
mowano tez oryginalne wyniki zamieszczone w rozprawie.
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1.3 Omowienie stanu badan

Zagadnienia rozwazane w rozprawie maja charakter interdyscyplinarny. Caltosé
cytowanej tu bibliografii mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze dziaty dotyczace:
podstaw fizykalnych powstawania mikrouszkodzen, zagadnienn modelowania po-
wstawania mikropustek i probleméw lokalizacji odksztatcent w ciatach stalych
oraz probleméw identyfikacji parametrow i wyboru najlepszego modelu. Zagad-
nienia powstawania pustek i rozwdj odksztatcen plastycznych wokoét wtracen
sa przedmiotem rozwazai teoretycznych stanowiacych podstawe stosownych
modeli matematycznych.

1.3.1 Podstawy fizykalne—omoéwienie testéw laboratoryjnych

Okres intensywnych badan do$wiadczalnych dotyczacych przyczyn powsta-
wania catkowitego zniszczenia lub pekania w metalach przypada na druga
polowe XX wieku. Nalezy podkresli¢ znaczacy wkiad w te dziedzine uczo-
nych rosyjskich zwlaszcza w poczatkowym okresie badan. Z posrod wielu pio-
nierskich prac nalezy wymieni¢ prace L.M. Kachanov’a (1958) [102](wersja
ang. [103]), ktory pierwszy podal opis pekania w materiatach w procesie pel-
zania. Nastepnie Puttick (1959) [201] opisuje pekanie polikrystalicznych mate-
riatow ciagliwych. Praca McClintocka (1968) [134]| podala kryterium pekania
materialow z otworami (pustkami). Rice i Tracy (1969) [203] opisali wzrost
pustki/pustek w metalach w trojosiowym stanie naprezenia. Badania ekspery-
mentalne Gurlanda (1972) [85] dotycza deformacji materiatow zawierajacych
wtopione twarde czastki drugiej fazy, i pokazuja powstawanie mikropekniec¢
w powiazaniu z tymi czasteczkami. Zjawisko to pojawia sie w materiatach
poddanych réznym typom deformacji. Pustki te pojawiaja sie jako pekniecia
(szczeliny) w czastkach drugiej fazy lub dekohezji polaczenia czastka-osnowa.
Typ pustek (ksztalt i wielkos¢) zalezy od wzajemnego oddziatywania réznych
parametrow mikrostruktury oraz od lokalnego stanu deformacji. W bardzo czy-
stych materiatach (srebro, nierdzewna stal) bez zrodet mikropustek, pustki
powstaja w wyniku gromadzenia sie defektéw punktowych. W wysokich tem-
peraturach zaobserwowano pustki na granicy ziaren. Podczas pelzania powsta-
wanie pustki zaobserwowano w tak zwanych ,punktach potréjnych” taczenia
sie ziaren (ang. triple points) oraz w powiazaniu z czasteczkami drugiej fazy
mieszczacych sie blisko granicy lub na granicy ziaren jako rezultat wysokich
naprezen. Pustki moga réwniez tworzyé sie w wyniku proceséw dyfuzyjnych
na granicy ziaren, polegajacych na dyfuzji kierunkowej jako rezultat lokalnych
naprezen. Nie wszystkie czasteczki drugiej fazy sg zrodtem pustek. Cytowane
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powyzej przyktady powstawania pustek pozwalaja stwierdzié¢, ze w materia-
tach powszechnego zastosowania, deformowanych w temperaturze pokojowej,
powstawanie pustek wigze sie z niejednorodnodciami wynikajacymi z istnienia
wtracen lub czastek drugiej fazy. Wiekszosé¢ badan eksperymentalnych podaje
jedynie rezultaty jakosciowe, potwierdzajace wplyw wtracen na tworzenie sie
pustek. Brak jest miar ilo§ciowych tworzenia sie pustek i ich ewolucji az do
powstania zniszczenia (rozerwania probek i powstania powierzchni zniszcze-
nia). Wiekszo$¢ prac poswiecona jest badaniu wplywu pustek na ciagliwosé
metali (wartos¢é odksztalcenia do zniszczenia) bez ustalania czynnikéw inicju-
jacych i kontrolujacych powstawanie pustek. W wielu pracach eksperymen-
talnych poswieconych badaniom powstawania pustek ustalono, ze decydujacy
wplyw maja wielkosé i ksztalt czastek drugiej fazy, stan lokalnego naprezenia
i odksztatcenia plastycznego. Istotne tez sa temperatura badania oraz stopien
umacniania sie materialu w otoczeniu pustek (osnowy). Pekanie wtracen ma
wplyw na rodzaj zniszczenia, moze to by¢ zniszczenie kruche lub ciagliwe.
Mikropekniecia typu Griffith’ca sa zrédtem rozwoju makroskopowej kruchej
szczeliny natomiast wzrost plastyczny szczelin skutkuje w ich taczeniu i two-
rzeniu sie zniszczenia ciggliwego. Dekohezja w warstwie miedzy fazami, tak jak
i pekanie czastek, réwniez wystepuje czesciej w powiazaniu z duzymi czastecz-
kami drugiej fazy. Argon, Im i Safoglu (1975) [7] zaleznos¢ te ttumacza, dla
stali 1045, wpltywem oddziatywan pomiedzy czasteczkami wiekszymi niz wy-
miar §redni bedacymi na mniejszej odlegtosci niz sredni odstep miedzy nimi.

1.3.2 Problemy stacjonarnodci i jednoznaczno$ci rozwiazania
zadania z mikrouszkodzeniami

Problemy stacjonarnosci i jednoznacznoéci rozwiazania zadania niesprezystych
deformacji z ostabieniem (materialowym lub geometrycznym) w literaturze
formutowano w zaleznosci od uzytego opisu konstytutywnego zachowania sie
materiatu. Zadania wykorzystujace modele konstytutywne niezalezne od pred-
kosci odksztatcen posiadaja te ceche, ze ich rozwigzania sa wrazliwe na wielkos¢é
przyjetej siatki podziatu na elementy skonczone w obliczeniach numerycznych.
Wyeliminowanie lub ostabienie takiego wplywu na rozwigzanie wymaga regu-
laryzacji. W pracach Sluysa (1992) [222, 223|, Wanga (1997) [246] oraz Wang
iinni (1996) [247], Lodygowski (1995) [125], (1994) [124] zostaly poréwnane
zregularyzowane rozwiazania plastyczne.

Zadania wykorzystujace sprezysto-lepkoplastyczny model materiatu okazaty
sie nie posiada¢ takiej wrazliwosci. Sformutowanie sprezysto-lepkoplastyczne,
wykorzystywano w wielu pracach np.: Loret i Prevost (1990) [120], Prevost i
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Loret (1990) [200], Nemes i Efits (1990) [149], (1993) [148], Duszek Perzyna
i Perzyna (1994) [60], Needleman (1988) [140], (1989) [141], Perzyna (1994)
[177], (1998) [179], Lodygowski i1 Perzyna (1997) [127], [126], Malek-Madani i
Raouf (1999) [129]. Model sprezysto-lepkoplastyczny uzyto takze do opisu po-
wstawania peknie¢ pod wplywem obciazen cyklicznie zmiennych (Dornowski
(1999) [53], Dornowski i Perzyna (2002) [58], [57]).
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2. Mechaniczne wlasnosci metali ciggliwych
z mikrouszkodzeniami. Przeglad literatury

2.1 Doswiadczalne obserwacje powstawania pustek

Doéwiadczalne badania dotyczace deformacji materialu zawierajacego wtrace-
nia czastek drugiej fazy pokazuja, ze wtracenia i czastki drugiej fazy sa zrodtem
powstawania mikropeknie¢ lub mikropustek, gdy materiat podlega réznym ty-
pom deformacji. Mikropustki pojawiaja sie jako pekniecia w czasteczkach lub
jako zerwanie potaczenia miedzyfazowego czasteczka-osnowa. Aktualna morfo-
logia pustek w materiale zalezy od zwiazkéw réznych parametréw mikrostruk-
tury jak réwniez od lokalnego stanu deformacji. W wysoce czystych strukturach
metalicznych, gdy brak jest czastek drugiej fazy stwierdzono inne mechanizmy
powstawania mikropustek. Bauer i Wilsdorf (1973) [16] badali pasma srebra
i stali nierdzewnej na rozciagganie. Duze pustki obserwowano przed rozwija-
jacymi sie szczelinami, przy braku materialowych nieciaglosci. W obszarach
tych jednak obserwowano wysoka gestosé dyslokacji. Ashby, Ghandhi i Taplin
w pracy (1979) [11] sklasyfikowali i omowili obserwowane formy zniszczenia
materiatow ciagliwych w zaleznosci od zwiazanego z danym zniszczeniem na-
prezeniem lub odksztalceniem i temperatura, tworzac wykresy mechanizmow
zniszczenia danego materiatu. Na rys. 2.1 pochodzacym z pracy Ashby i inni
(1979) [11] przedstawiono mozliwe mechanizmy zniszczenia w materiatach cia-
gliwych. W klasie materialow ciagliwych, do ktérych ograniczono sie w rozpra-
wie, Ashby, Ghandhi i Taplin (1979) [11| wyodrebniaja mechanizm zniszcze-
nia ciagliwego, ktory przedstawiono na rys. 2.2. Zniszczenie ciggliwe wedlug
Ashby’ego, Ghandhi’ego i Taplina (1979) [11] jest wynikiem powstawania mi-
kropustek w czasie procesu odksztatcania, wzrostu mikropustek i wzajemnego
ich taczenia.

Gardner i inni (1977) |75] badajac beryl i pojedyncze krysztaly zelaza usta-
lili, ze pekniecia inicjuja sie w strukturze dyslokacji rozwijajacej sie na brze-
gach granicy ziaren. Podczas pelzania w wysokich temperaturach obserwowano
tworzenie sie pustek na granicach ziaren jako rezultat wysokich naprezen wy-
nikajacych z niezgodnosci zwigzanych z podlizgiem na granicy ziaren. Kolejna
przyczyna powstania pustek sa procesy dyfuzyjne na granicach ziaren, ktére
sy zrodlem powstawania i zanikania wakansji z dyfuzja kierunkows jako rezul-
tat naprezen lokalnych. W materiatach wytwarzanych przemystowo tworzenie
sie pustek podczas deformacji w temperaturach pokojowych, jest przypisywane
istnieniu niejednorodnogci w postaci rozproszonych wtracen lub czastek drugiej
fazy. Wezesne prace Putticka (1959) [201] , Rogersa (1960) [207] , Crussarda
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KRUCHE = 1<03T: o CIAGLIWE

zniszczenie zniszczenie rozerwanie przez
kruche ciagliwe szyjkowanie [ub

sciecie
Rys. 2.1. Klasyfikacja mechanizméw zniszczenia dla materiatow ciggliwych w

probach quasi-statycznego ptyniecia w temperaturze T< 0.3 Ty (T jest tem-
peratura topnienia) z pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11].

ZNISZCZENIE  CIAGLIWE

a) bl c)

Rys. 2.2. Mechanizm zniszczenia ciagliwego z powstawaniem, wzrostem i ta-
czeniem sie pustek z pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11].
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iinni (1959) [49] byly pierwszymi badaniami pokazujacymi role wtracen jako
zrédel dla powstawania pustek. Po tym okresie wielu badaczy badato materialty
zawierajace czastki innej fazy. Brak jest jednak w dalszym ciagu wszechstron-
nych rezultatow ilo§ciowych zwigzanych z powstawaniem pustek. W przesztosci
efekt czgstek drugiej fazy na zniszczenie ciggliwe byt spostrzegany albo tylko
jakodciowo, albo jako proces zniszczenia ale w uproszczony sposdb. Moéwiac o
procesie zniszczenia rozwazano jedynie wzrost mikropustek i ich laczenie sie
w momencie zerwania probek. W badaniach tych dyskutuje sie efekt czastek
na ogolna ciagliwos¢ (odksztalcenie do zniszczenia), a bardzo malo mowi sie o
czynnikach, ktére kontroluja powstawanie pustek.

W badaniach przyczyn tworzenia sie mikropustek wyréznia sie takie wiel-
kosci (zmienne) jak: 1) wielkos¢ i ksztalt czastek drugiej fazy; 2) efekt stanu
naprezenia; 3) efekt odksztalcenia plastycznego. Innymi zmiennymi branymi
pod uwage sa: 4) temperatura badania, 5) temperatura topnienia materiatu
osnowy w zwigzku ze zmianami energii powierzchniowej na granicy faz i 6)
umacnianie sie materiatu osnowy. Pewne rezultaty z tych badan zostana po-
dane ponizej.

Pekanie czastek wiaze sie z rozpoczeciem kruchego lub ciggliwego pekania
w skali makroskopowej. W pracy Gaugulee i Gurland (1967) [74] zauwazono,
ze duze czastki drugiej fazy maja tendencje do pekania lub oddzielania sie od
osnowy we wczesnych etapach deformacji przed matymi czasteczkami. Argon
i Im (1975) [5] ustalili jednak mala korelacje miedzy wielkoscia czastek i lo-
kalnym odksztalceniem. Gurland ze wspotpracownikami (Gurland i Plateau
(1963) [84], Gaugulee i Gurland (1967) [74]) badali pekanie czasteczek krzemu
osadzonych w osnowie z aluminium i ustalili, ze prawdopodobienstwo pekniecia
danej czastki drugiej fazy przy danym poziomie naprezenia jest proporcjonalne
do pierwiastka kwadratowego ze érednicy tej czastki. Broek (1974) [30] ustalit,
ze w aluminium duze wtracenia pekaja a mate sa zrodtem pustek jako wy-
nik dekohezji, nawet przy bardzo duzych odksztalceniach plastycznych. Wiele
prac eksperymentalnych poswiecone jest pekaniu czastek weglanu wapnia (kar-
bidu) w stalach. Ustalono, ze pekanie wtraceri jest kontrolowane stanem na-
prezenia lub jest rezultatem lokalnego odksztalcenia plastycznego lub kom-
binacja obydwu. Sg jednak prace wskazujace na fakt, ze liczba popekanych
czastek jest funkcja odksztalcenia, a nie naprezenia (Ashby i inni (1979) [11],
Ashby (1970) [10]). W pracach Fishera i Gurlanda (1981) [69, 70| dla stali
sferoidalnej okreélono, ze rozktad popekanych czastek na powierzchni znisz-
czenia w minimalnym przekroju rozciaganych probek jest rozktadem jednoli-
tym i jednostajnym, co wskazuje na zalezno$¢ powstawania peknie¢ czastek
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od naprezen écinajacych, a nie od naprezen rozciagajacych, ktore maleja na
przekroju probki od érodka do brzegu. Barnby (1967) [12] wykazal, ze wy-
dtuzone (cylindryczne) czasteczki weglikow wapnia i chromu w stali nierdzew-
nej pekaty jako rezultat skoncentrowanych lokalnych naprezen w czasteczkach
wywotanych krzyzowaniem sie linii poslizgu w osnowie. Autor ten wnioskuje,
ze odksztalcenie w osnowie, jest odpowiedzialne za utworzenie sie krytycz-
nego skoncentrowanego naprezenia w czasteczce prowadzacego do jej pekania.
Lindley i inni (1970) [118] stwierdzili, ze wspolczynnik ksztaltu czastek byt
czynnikiem geometrycznym, ktéry wptywal na pekanie czastek karbidu usytu-
owanych na granicy ziaren.

Podczas gdy, pekanie czastek jest powszechnie obserwowane w plaskich
i wydtuzonych wtraceniach (majacych wspotezynnik ksztaltu wieckszy niz 1)
oraz takze w czasteczkach o ztozonych ksztaltach (np. skupiska sferoidalne
w stali) to dekohezja polaczenia czasteczka—osnowa, jest czesto zwiazana z
czasteczkami majacymi bardziej réwnomierng geometrie lub stabe potacze-
nia miedzyfazowe. Dekohezja miedzyfazowa czesto zachodzi podczas ostatnich
etapow deformacji przy rozcigganiu, po wystapieniu niestabilnogci w formie
'szyjki’ a w pewnych materialach zjawisko to wystepuje tuz przed zniszcze-
niem (patrz Broek (1974)[30]). Tak jak w przypadku pekania czastek dekohe-
zja potaczenia miedzyfazowego nastepuje czesciej dla duzych czastek. Praca
potrzebna na utworzenie powierzchni swobodnej (pustki) na granicy miedzy-
fazowe] wtracenie-osnowa ma wplyw na nukleacje pustki (pustek). Zmiany
wtlasnosci mechanicznych w pewnych systemach stopéw znaczaco zmieniaja
prace adhezji (energii potrzebnej na pokonanie sit miedzyczasteczkowego przy-
legania i utworzenie powierzchni swobodnej). Przez dodanie kobaltu do niklu
zawierajacego 2, 5% tlenkow glinu, Hancock i Mackenzie (1976) [89] stwierdzit,
ze energia wigzania miedzyfazowego znaczgco maleje co powoduje mniejsze ge-
nerowanie sie pustek i wzrost ciggliwosci w poréwnaniu do tego samego stopu
bez kobaltu. Cialone i Asaro (1979) [44] mierzyli zmiane nukleacji pustek w
czasteczkach wegla w stali 1045 poprzez nasycanie wodorem co powodowalo
wzrost energii adhezji miedzyfazowej czasteczka—osnowa. Podejmowano réw-
niez proby okreslenia zwigzku miedzy przylozonym naprezeniem lub odksztat-
ceniem plastycznym a nukleacja wewnetrznych pustek. Argon i Im (1975) [5]
stwierdzili, ze pustki tworza sie na granicy miedzyfazowej czasteczka—osnowa w
stalach sferoidalnych, stopach miedz-chrom i nierdzewnych stalach typu 'mara-
ging’, gdy kombinacja naprezen na granicy miedzyfazowej czastka i plastycznie
deformujaca sie osnowa, osiggnie krytyczna wielkos¢ przy lokalnym rozciaganiu
hydrostatycznym.



Opis materiatu z mikrouszkodzeniami 23

LeRoy i inni w pracy z 1981 [117] badali pustki w stali sferoidalnej i ustalili,
ze wymagane jest osiagniecie krytycznej wartoéci odksztalcenia plastycznego
dla utworzenia sie pustki na granicy faz.

Fisher w pracy z 1980 [68] i w pracy wspoélnej z Gurlandem z 1981 [69]
opublikowali ilogciowe wyniki eksperymentalnych badan wiazace pomiary od-
ksztatcen plastycznych z modelem powstawania (nukleacji) i wzrostu mikro-
pustek. Rezultaty te wykorzystano w rozdziale 5 i w rozdziale 8.

Podsumowujac, ustalono ze przyczynami powstawania pustek sa: dyslo-
kacje, pekanie czastek drugiej fazy i dekohezja miedzy czasteczka a osnows.
Efekty te sa brane pod uwage w réznych modelach powstawania pustek. Cha-
rakterystyczne wtasnodci tych modeli s3 oméwione i dyskutowane w rozdziale
2.5.

2.2 Rola pustek w aktualnych teoriach zniszczenia

Zrozumienie mechanizmow zniszczenia ciggliwego wymaga badari mikromecha-
nizméw dziatajacych we wezesnych stadiach powstawania pustek. Aktualne
modele zniszczenia prébuja powiaza¢ mikrostrukture z warunkami krytycz-
nymi tworzenia sie pustek i mikroszczelin oraz ich wzrostu. Poniewaz czastki i
wtracenia sa Zréodlem w procesach powstawania pustek, warto wiec wymienié
pewne teorie, ktére wiaza obecnosé niejednorodnosci w materiatach polikrysta-
licznych z r6znym kryteriami zniszczenia. Ritchie, Knott i Rice (model RKR
z 1973) [206] zaproponowali model zniszczenia kruchego, w ktorym podali za-
lezno$¢ miedzy krytycznym naprezeniem rozciagajacymo. i wspélczynnikiem
odpornosci na pekanie Kr.. W stalach kruche pekanie (ang. cleavage) za-
chodzi poprzez pekanie czastek cementytu na granicy miedzy ziarnami. Wiele
prac wskazuje na fakt, ze cechy mikrostruktury nalezy uwzglednia¢ jako czesé
kryterium zniszczenia. Rozwijanie modeli powstawania pustek zawierajacych
szczegoly opisu mikrostruktury i warunki lokalne deformacji stanowia wazny
krok w ulepszaniu teorii zniszczenia.

2.3 Deformacje lokalne w czgsteczkach drugiej fazy

Czasteczki pekaja lub oddzielajg sie od osnowy jako rezultat lokalnego stanu
deformacji, ktory istnieje w otoczeniu niejednorodnodci przyczyniajacej sie do
powstania mikropustki. Warto$¢ naprezenia i odksztalcenia w samych czast-
kach o réznej geometrii i w otoczeniu czastek byty okreélane w literaturze dla
specyficznych warunkéw obciazenia i charakterystyk materiatowych. Do tego
celu postulowano zaré6wno modele kontynualne, jak i mikromechaniczne.



24 Opis materiatu z mikrouszkodzeniami

Problem sprezystych wtracen w sprezyscie deformujacej sie osnowie byt
wszechstronnie badany dla dwuwymiarowych czastek kulistych np.: Toya (1974)
[239] oraz takze dla trojwymiarowych czastek o elipsoidalnej geometrii np.
Yoffe (1974) [248]. Jednak takich rozwiazania nie mozna wykorzysta¢ do okre-
§lania naprezenia i odksztalcenia odpowiadajacych nukleacji pustki generowa-
nej sprezysty inkluzja osadzona w plastycznie deformujacej sie osnowie. Ko-
nieczne jest uwzglednienie efektu niejednorodnosci wynikajacej z faktu nie-
kompatybilnogci sktadnikéw. Problem dwuwymiarowego sprezystego kulistego
wtracenia w sprezysto-plastycznej osnowie poddanej czystemu poprzecznemu
$cinaniu zostal rozwiazany przez Huanga (1972) [96] z zastosowaniem metody
roznic skoriczonych. Argon w pracy (1976) [8] okreslil, ze maksimum napre-
zenia na granicy faz wystepuje odpowiednio pod katami 17 i12° do kierunku
gtownych naprezen. Argon, Im i Safoglu w pracy (1975) [7] zastosowali metode
elementéw skoriczonych dla przypadku sprezysto-idealnie-plastycznego konti-
nuum poddanego $cinaniu ze sztywnym kotowym wtraceniem i ustalili, ze mak-
symalne naprezenia miedzyfazowe sg polttora razy wieksze od odleglych od
wtracenia naprezen $cinajacych w kierunku okreslonym przez gtéwna of roz-
ciagania. Autorzy pracy [7], podsumowujac stwierdzili, ze naprezenie hydro-
statyczne, moze by¢ dodane bezposrednio do takiego rozwiazania aby otrzymad
rezultaty dla ogdlnego stanu obciazenia. Takie dwuwymiarowe modele moga
by¢ uzyte do przyblizonego okreslenia stanu naprezenia wokét rzeczywistej sfe-
roidalnej czasteczki podczas plastycznych deformacji.

Ashby w 1966 |9] zaproponowal model dyslokacyjny do okreslania napre-
zefi miedzyfazowych, generowanych w sferycznych czasteczkach osadzonych w
plastycznej osnowie spowodowanych naprezeniami resztkowymi (ang. back
stresses) z pryzmatycznej petli dyslokacyjnej, ktére sa generowane na gra-
nicy faz w celu dostosowania niedopasowania pomiedzy czasteczka a osnows.
Brown i Stobbs (1971) [32] zaproponowali model mikromechaniczny dla okre-
lenia naprezen resztkowych, przyjmujac, ze najpierw nastepuje pierwotny sys-
tem poslizgu a nastepnie relaksacja w czasteczkach drugiej fazy (krzemionka) w
miedzi. Chang i Asaro (1981) [39] rozwinal ten model na przypadek wielokrot-
nych poslizgow. Obydwa modele wykorzystuja metode Eshelby’ego (1957) [66],
aby obliczyé¢ odksztatcenia sprezyste wewnatrz i wokot czasteczek wynikaja-
cych z maksymalnych wartodci naprezen miedzyfazowych wzdtuz gtéwnego kie-
runku naprezenia rozciagajacego i jednolitego naprezenia wewnatrz czasteczek.
Shibata i Ono (1978) [219] rozszerzy! to rozwiazanie na przypadek wtracen elip-
soidalnych (jako przeciwstawienie sferoidalnym). Koncentracja naprezenia we-
wnatrz i w otoczeniu wydtuzonych lub nieregularnych ksztattem wtracen, moze
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by¢ znacznie wieksza niz dla niejednorodnogci sferycznych co okreslano anali-
tycznie i potwierdzono eksperymentalnie np.: Edmonds i Beevers (1968) [62].
Rozwiazania mikromechaniczne dla tych wydtuzonych lub nieregularnych cza-
stek nie jest tatwe gdyz brakuje wiedzy o lokalnych procesach deformacji, ktore
zachodza w takich czasteczkach. W pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11]
zaobserwowano rowniez wpltyw dyfuzji (transportu) materiatu z powierzchni
czastek w kierunku granicy miedzyfazowej. Mechanizm transportu masy jest
ztozony, ale decydujacym wydaje sie by¢, narastanie gestosci dyslokacji na
granicy ziaren lub w samych czasteczkach drugiej fazy. W miejscach takich po-
wstaja i powiekszaja sie mikropustki w wyniku przemieszczania sie materiatu
do miejsc sagsiednich, co pokazano na rys. 2.3 z pracy Ashby, Gandhi i Taplin
(1979) [11].

DYFUZYJNY WZROST PUSTEK

Dyfuzja na granicy
ziaren

Dyfuzja powierzchniowa

Rys. 2.3. Mechanizm dyfuzyjnego wzrostu pustek z pracy Ashby, Gandhi i
Taplin (1979) [11].

Najpowszechniej jest stosowany model Changa i Asaro (1981) [39] jako
najbardziej realistyczny i praktyczny dla okreslania deformacji w sferycznych
czasteczkach cementytu (weglik zelaza) w stalach. Model nukleacji pustek w
rozdziale 5 jest oparty na ich rezultatach.
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2.4 Kryteria powstawania pustek

Istniejace modele nukleacji pustek, mozna pogrupowaé, ze wzgledu na uzyte
kryterium powstawania pustek, na trzy kategorie. Modele wykorzystujace kry-
terium energetyczne, kryterium krytycznego lokalnego naprezenia lub kryte-
rium krytycznego lokalnego odksztalcenia. W literaturze spotyka sie réwniez
modele zawierajace elementy z wiecej niz jednego kryterium, i przez to two-
rzace kryterium bardzo ztozone. Modele wykorzystujace kryterium energe-
tyczne okreslaja powstanie pekniecia lub pustki, gdy zgromadzona energia
sprezysta w otoczeniu czastek drugiej fazy lub wtracenia, jest rowna lub wiek-
sza niz energia wymagana do utworzenia powierzchni pustki. To kryterium
jest traktowane jako warunek konieczny (nie jest to warunek wystarczajacy)
powstania pekniecia, pustki (otworu).

Kryterium krytycznego lokalnego naprezenia moéwi, ze pustki utworza sie
gdy naprezenia normalne wewnatrz czasteczek lub na granicy faz czasteczka—
osnowa osiagnie pewna krytyczna wartosc¢, ktora przewyzsza wytrzymalosé na
pekanie czasteczki lub wytrzymatosé potaczenia miedzyfazowego.

Model nukleacji pustek bazujacy na kryterium krytycznego lokalnego od-
ksztatcenia, dotyczy koncentracji duzego odksztatcenia, ktére moga sie tworzy¢
w niedeformujacych sie czgsteczkach drugiej fazy w ptynacej plastycznie osno-
wie. Takim obszarom skoncentrowanego lokalnie odksztalcenia moze towarzy-
szy¢ narastanie dyslokacji mniej lub bardziej jednolicie roztozone nieciggtosci
przemieszezen na granicy faz czasteczka—osnowa.

W kazdym przypadku mamy do czynienia z duzymi naprezeniami lokal-
nymi, ktore prowadza do uformowania sie pustki.

2.5 Modele analityczne nukleacji pustek

Trzy kryteria nukleacji pustek odnoszg sie do takich wielkosci fizycznych jak :
naprezenie, odksztalcenie, energia sprezysta, ktore wptywaja na warunki sprzy-
jajace powstawaniu pustek.

Wiéréd modeli analitycznych nukleacji pustek w literaturze najczesciej spo-
tyka sie modele:

A. Pekania twardych, kruchych czastek drugiej fazy podczas plastycznie
deformujacej sie osnowy (modele mikromechaniczne). Modele opracowane w
pracach McClintocka np.: (1971) [135] lub Argona (1976) [§].

B. Dekohezja polaczenia czasteczka—osnowa. Model ten zainicjowal swo-
imi pracami Ashby (1970) [10] a nastepnie Brown i Embury w pracy (1973)
[33] oraz Argon ze wspolpracownikami w pracach (1975) |5, 7| (na bazie prac
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Ashby’ego).

C. Pekania czastek sferycznych znajdujacych sie w poblizu lub na granicy
ziaren. Modele takie rozwazal Fisher w pracy (1980) [68] jako model g dla
sferoidalnej pustki w jednorodnej izotropowej osnowie oraz model 1 dla sfero-
idalnej pustki na granicy ziaren.

2.6 Modele analityczne wzrostu pustki/pustek
2.6.1 Opis Rice’a i Traceya wzrostu pustek

Wzrost wyizolowanej pustki z uwzglednieniem zmian jej ksztaltu, byt przed-
miotem analiz w wielu pracach np: Rice i Tracey (1969) [203], Budiansky i inni
(1982) [36] oraz McClintock (1968) [134].

W pracy Rice’a i Traceya [203] z 1969 roku szczegolowo analizowano wzrost
pustki sferycznej lub cylindrycznej w probie rozciagania. W pracy [203] rozwaza
sie pojedyncza wyizolowang sferoidalna lub cylindryczng pustke (istniejaca lub
reprezentujaca sume pustek o tej samej tacznej objetosci) o powierzchniSy i
promieniach Ry, Ry i R3s w kierunkach gtéwnych. Pustka znajduje sie w ciele
o duzych rozmiarach (pustka bardzo mata w poréwnaniu z wymiarami ciala)
z niescisliwego sztywno-plastycznego materiatu (bez wzmocnienia i ze wzmoc-
nieniem). W aktualnej chwili na material dziata jednolite, oddalone od pustki,
pole predkosci odksztalcenia €77. Rozwaza sie jedynie stan naprezenia i od-
ksztalcenia oraz ksztalt pustki posiadajacy osiowa symetrie (pustki sferyczne
i cylindryczne). Zagadnienie formuluje sie w sposob wariacyjny a na poszuki-
wane aktualne pole predkosci w takim materiale, naktada sie warunek niegci-
sliwosci 1 zgodnosci z polem predkosci odksztalcenia&fy oddalonym od pustki
wyrazonymi warunkami:

o0

§(ﬂi,j + ’L'Ljﬂ') = éij — é” gdy xix; — 0O

gii = 0.

Poszukuje si¢ zaleznosci zmiany wymiaréow pustki dla zalozonego polae;y.
Rozwigzanie szczegdlne otrzymuje sie stosujac metode Rayleigha-Ritza i ogra-
niczajac sie do materiatu sztywno-idealnie plastycznego przyjmujac, ze odlegle
od pustki pole predkosci odksztalcenia €77, nalozone na cialo z pustka, powo-
duje jego rozciagniecie z predkoscia €77 = € w kierunku z; i kurczenie sie z
predkosciami €55 = €55 = —%é w kierunku z2 i z3 , (tak jak to pokazano na
rysunku 2.4)
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Rys. 2.4. Pustka osiowosymetryczna w polu oddalonego naprezenia rozciaga-
jacego powodujacego jej wzrost z predkosciae; = € wzdtuz osi 1 oraz z pred-

kosciami €9 = €3 = —%é w pozostatych dwoch kierunkach gltownychzo i 23

Aproksymacja wariacyjna przyjetego niescigliwego pola predkosci pozwala roz-
tozy¢ dowolne pole predkosci na trzy czesci :

i; = &5 + Du + B,

gdzie D i E pelnia role statych. Pierwszy wyraz powyzszej zaleznosci reprezen-
tuje pole predkosci bedace rezultatem jednolitego pola predkosci odksztatcenia
€;y, ktore spetnia warunki brzegowe na zewnetrznej powierzchni ciata. Wyraz
drugi to pole predkosci odpowiadajace zmianie objetosci pustki bez zmiany
ksztalttu. Wyraz ostatni reprezentuje pole predkoéci, ktére zmienia ksztalt
pustki bez zmiany jej objetodci i zanika z odlegtosdcia od pustki. Czesto wyko-
rzystywanym wnioskiem z tego rozkltadu, jest to ze pole predkosci w otoczeniu
pustki mozna roztozy¢ na czesé zmieniajaca ksztalt pustki i czeéé zmienia-
jaca jego objetos¢é. W pracy Rice’a i Traceya (1969) [203] stwierdzono, ze dla
$rednich i duzych naprezen hydrostatycznych ogy (ofy, > %ay), gdzie o, jest
naprezeniem uplastycznienia materiatu otaczajacego pustke, decydujacy jest
czton objetosciowego wzrostu pustki. W przypadku ogélnym, wzgledna pred-
kos¢ wzrostu pustki sferycznej o promieniu R w jednym z kierunkéw gtéwnych
daje sie wyrazi¢ w postaci
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V3Tt
zwiekszona predkoéé powiekszania sie pustki w kierunku przytozonego pola
predkoéci odksztatcenia £7] (zalezy od stosunku Rs3/Ri1) i wlasnoéci umac-
niania sie otaczajacego pustke materiatu. C jest liczba z przedziatu <§, 2>
( % dla duzego wzmocnienia, 2 przy wysokim ciénieniu tréjosiowym i duzym
wzmocnieniu) a D jest funkcja naprezenia hydrostatycznegooy i dla prostego
rozciggania wynosi

gdzie | = 1,11, III, &> = /2%0£%°, C jest wspolczynnikiem uwzgledniajacym

D = 0.283 exp (M) .
27’0

Natomiast dla materialu bez wzmocnienia i przypadku osiowego rozciggania
w pracy Rice’a i Traceya (1969) [203] otrzymano

3015 350
D = 0.558 sinh (%) + 0.008 cosh <\gakk> ’
0

T0 T

gdzie 19 jest naprezeniem plynigcia przy Scinaniu. Tak wigc z postaci rownania
na % otrzymanego przez Rice’a i Traceya (1969) [203] wida¢, ze wzgledna
predkoéé¢ wzrostu pustki R/ R wynika z natozenia sie efektu hydrostatycznego
rozciagania na odlegte jednolite pole predkosci deformacji plastycznychéry.
Z okreslonej przez Rice’a i Traceya (1969) [203] zmiany wymiaréw pustki, w
czasie deformowania sie ciata, mozemy okresli¢ zmiane jej objetosci
V_ R _Rp
V. Rr "Ry

W zagadnieniu wzrostu pustek wazny jest rowniez efekt wzajemnego ich od-
dzialywania. Jakosciowo efekt ten byt okreslany w pracach: Needleman (1972)
[138], Tracey (1971) [240], Nemat-Nasser i Taya (1977) [147], Andersson (1977)
|4] oraz wielu innych. W pracy Needlemana (1972) [138] badano numerycznie
efekt wzrostu wzajemnie oddzialywujacych dwukierunkowo roztozonych cy-
lindrycznych pustek. Przyjete przez Needlemana (1972) [138] dwukierunkowa
okresowos¢ wystepowania pustek i symetria ksztaltu pustek, pozwalaja powyz-
szy problem dla catego uktadu pustek, zredukowaé¢ do problemu jednej komorki
z pustka, ktéra ma dwie osie symetrii. Autor pracy |[138] dopuszcza takie de-
formacje, ktore nie deformuja linii bocznych komérki oraz zachowuja symetrie
catego systemu. Dla kazdego przyrostu obciazenia poszukiwano pola predkosci
minimalizujacego funkcjonal opisujacy postawiony problem (kryterium jedno-
znacznosci Hilla) dla duzych deformacji i fizycznej nieliniowosci. Rozwiaza-
nia poszukiwano przy pomocy metody elementéw skoniczonych. Wyniki pracy
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Needlemana (1972) [138] oraz prac: Tracey (1971) [240], Nemat-Nasser i Taya
(1977) [147], Andersson (1977) [4] wskazuja na to, ze:

a) pustki przyspieszaja moment osiagniecia przez obciazenie maksymalnej
granicznej wartosci oraz redukuja znacznie catkowite odksztatcenie;

b) analiza stanu odksztatcenia i naprezenia wokot pustki pozwala wyznaczy¢
obszary uplastycznienia materialu wokoét niej oraz stwierdzi¢ obszary od-
cigzania;

¢) wzajemne oddziatywanie pustek przyspiesza ich wzrost;

d) stosowane metody opisuja prawidtowo sam poczatek zmiany odlegtosci
miedzy pustkami wraz z odksztalceniem i nie sa w stanie okresli¢ mo-
mentu taczenia sie pustek.

Model komorki z pustka Rice’a i Traceya z 1969 mozna wykorzystaé¢ w
modelu komoérkowym materiatu porowatego Gursona. W przypadku prostego
rozciagania wzrost pustki/pustek w objetosci materiatu, w funkcji promienia
pustki sferycznej wedtug Rice’a Traceya ma postac:
dR <3Z H

== 0.283 exp >, ) dE?,

gdzie R jest aktualnym promieniem pustki, X g, X i E¥ sa odpowiednio od-
legtym od pustki naprezeniem hydrostatycznym, naprezeniem efektywnym i
efektywnym odksztalceniem plastycznym w oznaczeniach Gursona (globalnych
dla agregatu).

Powyzsze réwnanie Rice’a Traceya na % mozna scatkowac i przyjmujac,
ze objetosé pustki V = %WR?’ przedstawié je w postaci

|4 Ee 3%
In{—)=3-0.2 EP
n<V0> 3-0 83/]550 exp(QEe)d L,

gdzie V jest objetoscia pustki przy odksztalceniu EP a Vjy jest poczatkowa
objetoscia pustki dla F%,.

Dla komorki z pustka parametr porowatosci jest okreslony z definicji jako

a jego przyrost (§ — Vousthi_

é— _ Vpustki
Vko'mo"rki

Vkomérki

jako

(1—=¢)) jest okreslony w przyblizeniu
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deustki L. AdR
komorki

Podstawiajac d—g otrzymane z modelu Rice’a i Traceya do powyzszego otrzy-
mujemy

3y
d¢ = 0.849 £exp ( o5, ) dE?.
Opracowano rézne modyfikacje modelu Rice’a i Traceya wzrostu pustek, dla
réznych przedzialéw cignienia hydrostatycznego, ktore okreslaja rézne zwiazki
na %. Model Rice’a i Traceya zmodyfikowany przez np. Huanga (1991) [97]
pozwala okresli¢ przyrost objetosci pustki wedtug zaleznosci

1

d¢ 1.281 ¢ (%H)Z exp(3)dEP  dla ¥ <1

d¢ = 1.281 §exp(322T’:)dE§ dla 3 > 1.

Poréwnujac opis stabilnego wzrostu pustek zaproponowany przez Rice’a i Tra-
ceya z innymi modelami np. modelem Gursona lub zmodyfikowanym modelem
Gursona-Tvergaarda-Needlemana mozna stwierdzi¢ pewng zgodnosé rezulta-
téw. Model Rice’a i Traceya jednak nie jest tak doktadny jak modele oparte na
modelu Gursona. Prawdopodobnie jest to wynik pomijania efektu skoriczonej
objetosci komorki w modelu Rice’a i Traceya. Efekt ten ma znaczenie gdy wiel-
kos¢ pustek jest wystarczajaco duza w poréwnaniu z komoérka. Przypadki takie
odbiegaja od sytuacji zatozonej w modelu, ze pustki rosna w o wiele wiekszym
ciele niz pustka.

2.7 Modele laczenia sie pustek

Koricowym etapem wzrostu sasiadujacych ze soba pustek jest ich taczenie. Brak
jest do tej pory pelnego wyjasnienia tego zjawiska. Jako kryterium taczenia
sasiadujacych pustek przyjmuje sie kryterium krytycznej odleglosci do ktorej
zblizaja sie wzrastajace pustki (patrz np. prace: Ashby i inni (1979) [11] oraz
Brown i Embury (1973) [33]). Wtedy odksztalcenie rzeczywiste potrzebne do
wytworzenia laczenia sie pustek w przyblizeniu wynosi:

(o))
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gdzie C* jest liczba okreslajaca o ile predkosé wydtuzania sie pustki osadzonej
w osnowie jest wieksza od predkosci wydtuzania probki, C* €< 1,2 >, «
jest liczba bliska jednosci a &j stanowi wzgledna objetos¢ czastek drugiej fazy
(wtracen). Kryterium to wyprowadzono z analizy zachowania sie sasiadujacych
pustek w polu deformacji jednorodnych bez uwzglednienia wplywu niestabil-
nosci makroskopowych w formie szyjki lub pasma $cinania, ktére znaczaco
wplywaja na tworzenie sie pustek i ich wzrost, a zlokalizowane pasmo $cinania
moze samo powodowaé laczenie sie nawet matych pustek. Tak wiec, zjawisko
taczenia pustek wskazuje na silne sprzezenie efektéw makro oraz efektow skali
mikro. Wzér powyzszy dla . stanowi jednak dobre przyblizenie rezultatéw
dla stopow ciagliwych, co stwierdzono w pracy Brown i Embury (1973) [33],
dla ktorych w obszarze szyjki tworza sie liczne i duze pustki. W pracach

Brown i Embury (1973) [33], Goods i Brown (1979) [82] oraz Andersson (1977)
[4] stwierdzono, ze laczenie pustek w materiatach ciagliwych nastepuje gdy
wzgledna miara objetosciowa pustek & osiaga wartosé & = fladcz z przedzialtu
( 0.15 - 0.25). Te wartosci graniczne dla  uwzgledniono przy modyfikacji mo-
delu Gursona dla materiatu z pustkami w pracach np.: Tvergaarda (1982) [241,
242] i Tvergaarda z Needlemanem (1984) [243]. W tych pracach Tvergaard i
Needleman wprowadzaja do modelu funkcje porowatoscié* = f(€) (w pracach
Tvergaard (1982) |242|, Tvergaarda z Needlemanem (1984) |243] oznaczona
jako f*):

£ — &
gF - gc
gdzie &, jest krytyczna wartoscia parametru dla ktoérej nastepuje taczenie
pustek co powoduje nagle zmniejszenie zdolnosci przenoszenia naprezen przez
osnowe natomiast przez g oznaczono wartosé € przy catkowitej utracie i braku
zdolnogci przenoszenia naprezenia przez material osnowy. Catkowita utrata
zdolnosci przenoszenia naprezenia przez ciato osiaggana jest gdy

) =¢ gdy £<& i £(§=¢&+ gdy &> &,

W pracach Tvergaarda i Needlemana (1984) [243], Needleman i Tvergaard
(1984) [145] wzrost porowatosci w wyniku laczenia sie pustek modelowany
jest nie jako wydzielona cze$é w ewolucji porowatosdci lecz przez funkcje li-
niowa nadwyzki ponad porowatos¢ & (opis taczenia pustek rozpoczyna sie,
gdy &€ = &.). Jest to wartosé progowa dla ¢, w ktorej nastepuje znaczny wzrost
predkoéci przyrostu porowatosci a przez to, w punkcie tym nastepuje zatama-
nie krzywej: £ — &P, porowatodé-ekwiwalentne odksztalcenie plastyczne, co nie
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jest uzasadnione teoretycznie ani eksperymentalnie. Zmiana wartosci porowa-
tosci spowodowana taczeniem sie pustek powinna wynika¢ w sposéb gtadki z
prawa ewolucji pustek.

Zlokalizowanie sie ptyniecia plastycznego do obszaru miedzy pustkami ozna-
cza poczatek laczenia sie pustek, gdzie efekty lokalnych oddzialywan decy-
duja o reakcji globalnej. W celu opisu tych efektéw, w wielu pracach, wybrano
wielkosé krytycznej porowatosci, ktéra ma zapewnia¢ zgodno$é przewidywan
modelu ciaglego z przewidywaniami modeli komoérkowych. Analiza tych prac
pozwala stwierdzi¢, ze wielkodc¢ &, zalezy od porowatosci poczatkowej&p, histo-
rii naprezenia, wtasnosci umacniania sie materiatu osnowy i rozktadu pustek
w materiale. Obliczenia przeprowadzone w pracach: Becker i inni (1988) [18],
Koplik i Needleman (1988) [107|, pokazaly, ze krytyczneé. jest funkcja porowa-
todci poczatkowej &p, nie zalezy jednak w sposéb istotny od tréjosiowosci stanu
naprezenia lub wlasnosci mechanicznych osnowy. Nalezy jednak podkredli¢, ze
rezultaty Koplika i Needlemana (1988) [107]| wskazaly na fakt, ze warto§c, sil-
nie zalezy od rozkladu przestrzennego pustek, ktéry jest okreslany w tej pracy
przez wspotczynnik ksztattu komérki. Podobne rezultaty otrzymano w pracy
Becker i inni (1988) [18], gdzie stosowano komorki szescienne, ktore nalezy
traktowac jako reprezentujace jednolity (réwnomierny) rozktad.

2.8 Efekt ksztaltu czgsteczek drugiej fazy i wzajemnego ich
oddzialywania na powstawanie pustek

2.8.1 Wplyw ksztaltu czastek drugiej fazy

Pekajace czasteczki drugiej fazy (wtracenia) sa dominujaca forma tworzenia
pustek w stali o duzej zawartosci wegla 1.05%C. W stalach o zawartosci we-
gla 0.17%C (stal B w eksperymencie Fishera (1980) [68] i Fishera i Gurlanda
(1981) [69]) czesciej jednak zachodzi zjawisko dekohezji. Popekane czasteczki
charakteryzuja sie tym, ze sa to czasteczki dlugie o nieregularnej geometrii.
Ptaszczyzna przetomu jest zwykle prostopadta do przyltozonego kierunku roz-
ciggania. Dla czastek niesferycznych, model nukleacji oparty na jednolitym
krytycznym naprezeniu relaksacyjnym na granicy faz, nie zawsze jest wlasciwy.
Odzwierciedla to skrajny przypadek dtugich czastek. Dla takich czastek w mo-
delach przyjmuje sie jawnie, ze catkowita relaksacja naprezenia nastepuje na
konicach czastek, gdy nie ma relaksacji naprezenia wzdtuz czastki, ktoéry ro-
snie liniowo z odlegloscia od konicow. W rzeczywistosci pewna relaksacja musi
zachodzi¢ wzdluz granicy faz, lecz nie musi ona by¢ jednolicie réwnomierna
na dlugodci. Podobnie jest dla czastek elipsoidalnych, relaksacja nie musi by¢
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réwnomierna a pola sprezyste w czasteczce i wokot takich czastek, moga by¢
okreélane na bazie rozwiazan Eshelby’ego dla ktérego zaktada sie jednolita
transformacje stanu odksztatcenia od koncow czasteczki do jej srodka (pola
sprezyste wewnatrz czasteczki nie beda dalej jednolite) a naprezenia beda za-
lezaly od szczegdlow relaksacji na polaczeniu czasteczka—osnowa. Przyblizone
kryterium pekania czastek, bazujace na modelu stabilnosci energetycznej, za-
proponowane dla dekohezji poltgczenia miedzyfazowego zaktada, ze catkowite
maksymalne naprezenie osiowe na przekroju poprzecznym czasteczki wynika z
nastepujacych naprezeii: przytozonego naprezeniac?, na brzegach i wewnetrz-
nego naprezenia o2, ktore powstaja jako rezultat naprezen resztkowych i prze-
kazywania obciazei. Jezeli przyjmiemy, ze plaszczyzna pekniecia w czasteczce
jest kolista o promieniu ag, wtedy energia wyzwolona przez pekniecie moze
by¢ okreslona z postaci wspotczynnika intensywnosci K7 dla pustki (szczeliny)
typu dyskowego ’ang. penny shaped. Zjawisko pekania czastek w pordéwnaniu
z dekohezjg jest bardzo czule na wielkosé energii potrzebnej do utworzenia
nowej powierzchni wewnatrz uktadu. Dla malych wartoéci energii poltaczenia
czasteczka—osnowa, preferowana jest dekohezja, podczas gdy dla duzych warto-
sci przewidywane jest pekanie czastek. Dla wydtuzonych i regularnych czastek,
mozliwos¢ wystapienia duzych naprezenn wewnetrznych wynikajacych z przeno-
szenia obcigzen towarzyszacych niejednolitej relaksacji moze podwyz'szyéafz
do wartosci, ktore sprzyjaja pekaniu czastek. Pekanie wzdtuz sasiednich blisko
i podobnie zorientowanych granic faz pomiedzy czasteczkami, moze rowniez
by¢ uprzywilejowane dzieki temu, ze tym plaszczyznom odpowiadaja mniejsze
wartosci powierzchniowej energii swobodnej czastek, osnowy i potaczenia.

2.8.2 Oddzialywanie wzajemne czastek

Obserwacje opisane w pracy Cialone i Asaro (1979) [44] oraz w innych pracach
wskazuja na fakt, ze wiele pustek jest zwiazanych z wiecej niz z jedng czasteczka
drugiej fazy. Nalezy bra¢ pod uwage fakt, ze pewne pustki tworzg sie, wzra-
stajac gwaltownie, co jest wynikiem oddziatywan wzajemnych sasiadujacych
czastek. Argon, Im i Safoglu w pracy (1975) [7] badaja wzrost intensywnosci
naprezenia na granicy miedzyfazowej czastka—osnowa spowodowanej naktada-
niem sie obszardéw plastycznych blisko potozonych czastek. Podobne rozwazania
mozna zastosowaé do modeli nukleacji pustek w otoczeniu blisko sasiadujacych
czastek. Jednak mechanizm relaksacji i samo pole deformacji musi uwzgledniaé
fakt, ze odstep miedzy czasteczkami bedzie sie zmienial w zgodzie z przyto-
zonymi odlegtymi odksztalceniami na brzegach ciata. Mozna wykazaé, ze dla
czastek blisko potozonych wzdluz osi rozciaggania prébki, odstepy miedzy cza-
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steczkami beda wzrasta¢ z wieksza predkoscia niz powiekszanie sie obszaréw
plastycznych sasiadujacych czastek. Naprezenie ptyniecia w obszarze osnowy
pomiedzy sasiadujacymi czasteczkami mozna okreéli¢ na dwa sposoby.

Tak jak w ksiazce Hilla (1950) [92] (na stronie 277 przyjmujac rozciaganie
zamiast Sciskania) dla rozciggania cylindra o promieniurg i wysokosci [ (ma-
terial osnowy miedzy kulistymi czasteczkami) poprzez dwa sztywne cylindry
(reprezentujace czasteczki) o zatozonym potaczeniu tych cylindrow z osnowa
(cylinder srodkowy) poprzez tarcie z wspotczynnikiem tarciap, przedstawio-
nych na rys.2.5.

Rys. 2.5. Materiat osnowy (cylinder srodkowy) poddany rozcigganiu przez dwie
kuliste czasteczki (zastapione sztywnymi cylindrami o promieniurg) o zatozo-
nym potaczeniu czasteczek z osnowa poprzez tarcie;r—odlegtosé od osi rozcia-
gania, [ wysokos¢ obszaru polaczenia.
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Rozwiazanie dla naprezeri normalnych o; ma postac:

2 —
o] = 0'2 eXp <lu(r(; T)> 5

gdzie 08 reprezentuje naprezenie plyniecia materiatu osnowy dla danego od-
ksztatcenia a I, r i rg sa odpowiednio: wysokoscia obszaru oddzialywania,
aktualnym promieniem w obszarze i maksymalng wartoscig promienia. W przy-
padku idealnego potaczenia czastek z osnowa przyjmuje siep = 0.5.

Ogodlniejsze rozwiazanie podal Fisher i Gurland (1981) |70| modyfikujac
model dwéch sgsiadujacych sferycznych czastek. Rownowaga sit w uktadzie o
wspolrzednych (z — r) dla przypadku idealnego polaczenia czastek z osnowa,
i dla warunku uplastycznienia Hubera-Misesa, 02 = const (idealna plastycz-
nos$¢) daje rozwiazanie dla naprezenia plyniecia w obszarze miedzy oddzialy-
wujacymi czasteczkami

Ino,, = —3/ c0s © do.
2 (i + 1) — cos©

2rg

Warunek, ze o7 = 02 dla © = 90" pozwala ostatecznie ustali¢ naprezenie
plyniecia miedzy czasteczkami, co przedstawiono na rys.2.6 pochodzacym z
pracy Fisher i Gurland (1981) [70](w pracy [70] Rys.15 str. 201).

Rezultaty Fishera i Gurlanda (1981) [70]| pokazuja, ze ptyniecie plastyczne
w obszarze blisko sasiadujacych czastek moze by¢ silnie ograniczone do tego
obszaru. Samo oddziatywanie czastek moze by¢ oszacowane przyblizonymi roz-
wiagzaniami dla pojedynczego wydtuzonego obszaru sprezystego (czasteczka) w
otoczeniu plastycznie deformujacej sie osnowy. Mechanizm przekazywania ob-
ciazen powoduje duze naprezenia w obszarze polaczenia i na granicy osnowa—
czastka. Trojosiowy stan naprezenia przy takich ograniczeniach sasiadujacych
czastek, moze by¢ wystarczajaco duzy by spetnié¢ kryterium energetyczne dla
stabilnego utworzenia pustki na potaczeniu czasteczka—osnowa, przy deforma-
cjach znacznie ponizej tych dla ktérych nukleacja pustek w wyizolowanej cza-
steczce bedzie zachodzié.

2.9 Deformacja przy osiowo-symetrycznym rozcigganiu

2.9.1 Deformacja w stalach z mikrouszkodzeniami

Poréwnania danych eksperymentalnych zwiazanych z powstawaniem i wzro-
stem pustek z danym modelem wymaga okreglenia lokalnego stanu deformacji
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Rys. 2.6. Zalezno$¢ naprezenia plyniecia od zmiennej r—odlegtosci od osi po-
taczenia czastek dla réznych unormowanych wartosci wysokosci obszaru pota-
czenia, [/rg. Rysunek z pracy Fishera i Gurlanda (1981) [70].
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w badanym obszarze w funkcji wielkosci, ktore sa stosowane w modelach. W
rzeczywistych pomiarach nie jest mozliwe okreslenie warunkéw, ktére istnieja
w kazdym punkcie materialnym, z powodu lokalnych zmian w mikrostrukturze.
Jednakze, mozna okresli¢ statystycznie uzasadnione wielkosci usrednione jak
dla kontinuum, o ile rozwigzanie dla deformacji wolno zmienia wartoéci na od-
legtosciach charakterystycznych dla danej mikrostruktury. Warunki istniejace
w obszarze szyjki rozcigganych probek, sa dogodne do pomiaréw i ustalenia
wplywu efektow deformacji na powstawanie pustek. W obszarze szyjki panuje
szeroki zakres zmian stanu deformacji, ale zmiany te sa malte i zachodzg one
na odlegtosciach ktore sg duze w poréwnaniu z istotnymi odlegtosciami mi-
krostruktury. Opis deformacji w rozcigganej stalowej prébcee cylindrycznej od
poczatkowego stanu sprezystego do koricowego zerwania probki dla stali sfero-
idalnej typu B podal Fisher (1980) [68].

o
~

Sila (g

Wydluzenie

Rys. 2.7. Typowy wykres zaleznosci sita-wydtuzenie dla stali w eksperymencie
Fishera (1980) [68].

Na krzywej sita-wydtuzenie z pracy Fishera (1980) [68], rys. 2.7, wida¢,
ze probka deformuje sie sprezyscie z punktu A do B. Poczatkowo deforma-
cje plastyczne zachodzg w sposéb jednorodny w catej probce. W punkcie C,
gbérnej granicy uplastycznienia pojawiaja sie mikroplastyczne niejednorodnoéci
(front Liidersa). Po tych quasi-jednorodnych deformacjach, cata probka pod-
lega deformacji z przytozona predkodcia odksztatcenia, ktéra powoduje wzrost
naprezenia (od F do G). Dalej zachodzi proces quasi-jednorodnych deformacji
plastycznych a materiat osnowy umacnia sie. W punkcie H pojawia sie inna
forma lokalizacji w wyniku niestabilnosci geometrycznych, ktorej rezultatem
jest tworzenie sie szyjki. Postepujacy proces odksztatcenia (za punktem H)
przebiega juz w sposéb niejednorodny i to zaréwno wzdtuz osi probki po diu-
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gosci jak i na dowolnym przekroju prostopadlym do osi. Rozwijajaca sie defor-
macja generuje zlokalizowane odksztatcenia w obszarze szyjki i towarzyszacy
temu spadek sity z deformacja (od H do I) spowodowany, stalym zmniejsza-
niem sie pola przekroju probki w obszarze szyjki. W wielu materiatach w tym
ostatnim etapie deformacji powstaja i rozwijajg sie mikropustki. Na pewnym
poziomie deformacji (punkt I), warunki sg takie, ze pustki tacza sie bedac zro-
dlem powstania promieniowego makropekniecia (szczeliny), powiekszanie kto-
rej doprowadza do koricowego zniszczenia probki. W zwyktych prébach, energia
sprezysta uwolniona przez probke i maszyne wytrzymalosciowa na utworzenie
szczeliny powoduje jej niestabilny wzrost i zwykle zachodzi szybkie zniszczenie
probki. Bluhm i Morrissey (1966) [22] zaproponowali urzadzenie do badania
probek przy spadku sity (od I do J) co odpowiada szybkiej redukcji pola prze-
kroju przenoszacego obciazenia, gdy nastepuje wzrost szczeliny. W badaniach
Fisher wykorzystat podobna maszyne.

2.9.2 Naprezenie i odksztalcenie w obszarze ’szyjki’ dla proby
rozciggania osiowego

Szyjka reprezentuje krytyczny etap deformacji probek rozciaganych, poniewaz
w tym etapie generuje sie tréjosiowy stan naprezenia, ktéry powieksza sie z
rozwojem szyjki. Bridgman dokonat analizy naprezeri w przekroju minimal-
nym prébki cylindrycznej z szyjka. Rozwiazujac rownania réwnowagi naprezen
i przyjmujac, ze odksztalcenia sa jednorodne na przekroju (naprezenie upla-
stycznienia pozostaje state), mozna okregli¢ sktadowe naprezenia,o,., 0zy i
oyy w funkcji naprezenia plyniecia o,, minimalnego promienia szyjki a oraz
promienia obrysu szyjki pr, rys. 2.8.

W eksperymencie Fishera potwierdzono etap jednorodnego odksztatcenia,
az do redukcji pola przekroju 92%. Rezultaty rozwiazania analitycznego Bridg-
mana mozna przedstawi¢ w postaci:

2apr

2 2
2 _
S <1+1n (W»
2apr

gdzie r jest potozeniem punktéw wzdtuz promienia. Taki stan naprezenia otrzy-
mano przez superpozycje jednolitego pola naprezenia uplastycznienia i pola
trojosiowego, ktore maleje w przekroju z oddalaniem sie od srodka (osi probki)

a® + 2apr — r?
Opg = Oyy = oyIn | —————— |,
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@ (b)

Rys. 2.8. Obrys szyjki, a) i konstrukcja do okreslenia rozwigzania w analizie
Bridgmana, b)przedstawina np. w pracy Hilla (1950) [92].

do powierzchni probki. W pracy Argon i inni (1975) 6] rozszerzono te analize
dla okreslenia naprezeni i odksztalcen wzdtuz osi probki rozciaganej (dla r=0)
w funkcji odlegtosci z, od przekroju minimalnego szyjki. Sktadowe naprezenia
wzdhuz osi sa wyrazone nastepujaco:

1a 22
o=y =0y |In(=—+1)—2In|—+1]],
7 oy Uy[n(QpRjL ) n<a(a+2m~z)+ )]

1la 22
2y = l1+In{=-——+1) =21 —— +1 .
7 Uyl - H(QPR+ ) n<a(a+2PR)+ )]

Poniewaz ekwiwalentne odksztalcenie plastyczneé, dla danego przekroju jest
funkcjg zmiennej z nalezy uwzgledni¢ zmian¢ naprezenia uplastycznieniaoy, =
oy(&p). A co wiecej, ze zmiang z naprezenia o, moga by¢ rozciagajace, §ciska-
jace i ponownie rozciagajace. Dla bardzo duzychz w poréwnaniu z promieniem
szyjki a, w obszarze deformacji jednorodnych poza szyjka, 0., musi osiggaé
wartos¢ o, (£,). Wzory na stan naprezenia z pracy Argona i inni (1975) [6] nie
spetniaja tych warunkéw brzegowych. Innego uogélnienia dokonano w pracach
Eisenbergi Yen (1983) [64] oraz Eisenberg (1985) [65]. W pracach tych przepro-
wadzono analize w podobny sposob jak Bridgman (dla materiatu izotropowego
z szyjka zachowujaca osiowa symetrie) ale dla materiatu anizotropowego, dla
ktorych poczgtkowo kotowe prébki cylindryczne miaty po deformacji przekroje
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eliptyczne. Analize Bridgmana zastosowano rowniez do ustalenia stanu napre-
zenia osiowo-symetrycznych probek ostabionych karbem, ktéra przedstawiono
np. w pracy Valiente (2001) [244].

Dokonano licznych analiz numerycznych dla okreélenia stanu naprezenia
i odksztalcenia w probkach rozciaganych osiowo. Nalezy wymienié¢ prace:
Needleman (1972) [139], Chen (1971) [41], Saje (1979) [213] czy Norris i inni
(1978) [152]. W pierwszych trzech pracach zastosowano metode elementow
skoniczonych do obliczenia ksztattu obrysu szyjki i stanu naprezenia i odksztat-
cenia na bazie teorii ptyniecia plastycznego Jz, dla réznych funkcji wzmocnie-
nia materiatu. Norris i inni [152] wykorzystali ekperymentalna krzywa napre-
zenia plyniecia z préby osiowego rozciggania i ustalili empiryczne prawo z
szescioma wspolczynnikami dla stali A533, natomiast rozwiazanie dla stanu
naprezenia otrzymano z zastosowaniem metody réznic skoriczonych. Wszyst-
kie analizy numeryczne daja poréwnywalne rezultaty i okreslaja wicksze na-
prezenia trojosiowe niz rozwigzania analityczne. Analiza w pracy Norris i inni
(1978) [152], okresla rowniez niejednorodne odksztalcenia na plaszczyznie prze-
kroju szyjki, co jest odmienne od zatozen modeli analitycznych. Rozwigzania
numeryczne uwzgledniaja istnienie obszaru naprezen $ciskajacych w osi probki,
z dala od szyjki, wskazujac na fakt, ze powierzchnia probki musi przenosié¢ ob-
ciazenia rozciggajace dla tych przekrojéow poprzecznych. Osiowe naprezenia
ponownie osiagaja naprezenie uplastycznienia w duzej odlegtosci od szyjki.
Na ocene rezultatéw numerycznych ma wpltyw wiele dodatkowych efektéw. W
pracy Briinig (1998) [35] analizuje sie wplyw warunkow poczatkowych i wa-
runkéw brzegowych na rezultaty obliczent numerycznych z wystapieniem szyjki
przy rozciaganiu. Bardzo istotny wplyw na wynik koncowy, pomijajac sam
algorytm rozwiazania, okazuje sie mie¢ to czy zaktada sie imperfekcje geome-
tryczng wywolujacs szyjke czy nie. Przyjecie imperfekeji geometrycznej moze
prowadzi¢ tylko do pewnych oszacowan (dolnych lub gérnych) procesu defor-
macji i zachowania w obszarze szyjki. Dlatego nalezy podkreslié¢, ze rozwigza-
nie analityczne Bridgmana przedstawione w ksiazce Hilla (1950) [92] (pierwsze
prace Bridgmana na ten temat sa z 1943 [26] i 1945 [27]| a pozniej w ksiazce
Bridgmana [29] z 1964) jest bardzo proste i dobrze zweryfikowane ekspery-
mentalnie dla réznych materiatéw, a w szczegolnosci dla stali. Rozwiazanie
analityczne Bridgmana wykorzystano w rozdziale 8.
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2.9.3 Proby dynamicznego rozciggania prébek cylindrycznych

W literaturze jest wiele prac eksperymentalnych, teoretycznych i numerycz-
nych poswieconych prébom rozciggania dynamicznego. W prébach tych obser-
wowano pojawianie sie szyjek, tak jak w prébie quasistatycznej, ale ich umiej-
scowienie oraz liczba byta zalezna od predkosci poczatkowej rozciggania oraz
od materialu. W pracy Nemes i Eftis [148] z 1993 r. rozwazono zagadnienie
deformacji sprezysto-lepko-plastycznych w smuktym precie rozciaganym dyna-
micznie. Analize numeryczna metoda elementéw skonczonych przeprowadzono
dla probek z miedzi typu OFHC z nieliniowym wzmocnieniem izotropowym.

Proces wewnetrznego mikrouszkadzania obejmujacy powstawanie i wzrost
mikropustek lub mikroszczelin przy dynamicznych obcigzeniach, o bardzo krot-
kich czasach trwania, zaleza od mechanizméw termicznej aktywacji. Ewolucje
mikroszczelin opisuje sie réwnaniem z progowymi wartosciami w naprezeniach
a powstawanie mikropustek zalezy od: porowatodci €, temperatury i ekwiwa-
lentnego odksztalcenia plastycznego. Réwnania opisujace ten proces zostana
omoéwione w podrozdziale 2.12.

Pelen opis modelu konstytutywnego i dobér parametréw materiatowych
zaprezentowano w pracy Nemes i inni (1990) [149]. Probki rozciagano z jed-
nego konca z rozna predkoscia poczatkowa w zakresiev = 10 — 100 m/s. W
pracach Nemes i inni (1990) [149] i Nemes i Eftis (1993) [148] wykazano, ze
przyczyna powstawania szyjki/szyjek (lokalizacji deformacji niesprezystych) w
réznych miejscach przekroju podtuznego probki jest proces falowy wzbudzany
dynamicznym obcigzeniem zewnetrznym. Nakltadanie sie frontéw fal wzbudzo-
nych i odbitych od konicéw prébki, powoduja bardzo zlozony niejednorodny
stan naprezenia i odksztatcenia. Te sama analize dla miedzi przeprowadzit dla
podobnego opisu konstytutywnego metoda roznicowa Dornowski (1999) [53],
wskazujac na réznice w otrzymywanej liczbie szyjek choé¢ rezultaty obydwu
prac byly zbiezne. Rownie ciekawe z tej dziedziny sa prace: Nilsson (2004)
[150], Nilsson (2001) [151] oraz Shenoy i Freund (1999) [218], omawiajace mie-
dzy innymi efekt inercyjny przy dynamicznych obciazeniach.

2.10 Badania eksperymentalne Fishera dla stali weglowej
z mikrouszkodzeniami
2.10.1 Cechy materialu uzytego do badan

Do badari eksperymentalnych Fisher i Gurland (1981) [69] przyjeli trzy typy
stali weglowej: stal weglowa o 0.17 %C wag. (typ B1, B2 1 Bs), stal weglowg o
0.44 %C wag. (typ Wi, Wa i W3) oraz stal weglowa o 1.05%C wag. (typ H).



Opis materiatu z mikrouszkodzeniami 43

W analizach przeprowadzonych w tej rozprawie wykorzystano dane dla stali
weglowej 0 0.17 %C wag. (typ Bi1). Dane o sktadzie chemicznym oraz $redni
wymiar czastek cementytu oraz wymiar ziarna (ferryt) dla stali typuB; jest
przedstawiony w tabeli 1.

Tabela 1. Sktad stali weglowej typu By w pracy Fisher i Gurland (1981) [69].

Stal Sktad, % wag. gredni wymiar | $redni wymiar
czastek ziarna
C | Mn Si P S cementytu, um | (ferrytu), pm
By | 0.17 ] 0.52 | 0.006 | 0.007 | 0.024 0.42 4.0

Stal dostarczona przez producenta zostata poddana obrébce termicznej,
tak aby uzyska¢ jednolity rozktad sferoidalnych weglikow zelaza (cementytu,
Fe3C) w osnowie zelaza a (ferryt). Material trzymano w temperaturze o 50
0C powyzej temperatury As przez 1.5 godziny. Nastepnie material byt gwat-
townie hartowany w wodzie z lodem w celu uzyskania drobnych pasm bainitu
lub struktury martenzytycznej. Zahartowane prety byty nastepnie odpuszczane
w temperaturze 700 °C' w kilku partiach: odpowiednio przez 1 godzine, lub
przez 24 godziny oraz przez 120 godzin w celu uzyskania réznych rozktadow
wielkosci czastek cementytu. 7 pretéw po obrébcee termicznej przygotowywano
standardowe probki na rozciaganie o bazie pomiarowej 0.0254 m diugosc i
grednicy 0.0064 m. Wszystkie badania na rozciaganie byty przeprowadzane w
temperaturze pokojowej a typowe wykresy zaleznosci sita—wydtuzenie przed-
stawiono na rysunku 2.9. Badania przeprowadzano w kilku seriach. Pierwsza
seria badani dotyczyla ustalenia krzywych sita — przemieszczenie, ktére uzy-
skano na maszynie Instron, gdy predkosé¢ deformacji odpowiadata predkosci
trawersy 2.12 x 107° m/s. Drugg serie badan przeprowadzono az do rozerwa-
nia probek i w tej serii okreslano redukcje pola przekroju w przekroju mi-
nimalnym. Badania powtarzano do okreslonej redukcji pola przekroju przed
zerwaniem prébek. Dla probek ze stali typu B najmniejszy uzyskany przekroj
mial $rednice 0.0033 m, co odpowiadato redukcji pola przekroju 73%. Prze-
prowadzono réwniez serie badan w celu przesledzenia, w sposéb kontrolowany,
wzrostu wewnetrznego makroskopowego zniszczenia (szczeliny promieniowej) w
rozcigganych prébkach osiowosymetrycznych. Do tego celu wykorzystano spe-
cjanie zaprojektowana ,sztywna maszyne”, podobnie jak w badaniach Bluhma i
Morrisseya (1966) [22].
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Rys. 2.9. Wykresy sita-wydtuzenie w % dla stali weglowych w eksperymencie
Fishera i Gurlanda (1981) [69].

2.10.2 Obserwacje metalograficzne

Proébki badano przed i po prébach rozciagania z wykorzystaniem mikroskopow
optycznych i elektronowych. Prébki niezdeformowane badano tylko w przekro-
jach poprzecznych, natomiast probki zdeformowane w przekrojach poprzecz-
nych i podtuznych tak jak to pokazano na rys. 2.10.

Przekroje podtuzne wykonano wzdluz osi gltéwnej probki uwzgledniajac
zmiane wymiardéw probki w czasie operacji szlifowania i polerowania powierzchni
przekroju. Przekroje poprzeczne byty przygotowane z wykorzystaniem specjal-
nego uchwytu, aby kontrolowaé¢ pozycje poszczegblnych powierzchni poprzecz-
nych i utrzymaé probki w odpowiedniej orientacji wzgledem osi prébki, podczas
polerowania. Z kazdej probki wycinano serie poprzecznych przekrojéw odpo-
wiadajacych matym przyrostom odlegltosci wzdtuz osi poczynajac od przekroju
minimalnego. Kazda powierzchnia przekroju byla polerowana, wytrawiana i
czyszczona chemicznie i ultradzwiekowo. Proces ten powtarzano zawsze czte-
rokrotnie. Parametry mikrostruktury okreslano dla probek zdeformowanych i
niezdeformowanych. Dla prébek zdeformowanych na przekrojach poprzecznych
okreélano gesto$¢ powierzchniowa pustek na oraz okreslano utamek objeto-
sci pustek &, stosujac standardowe techniki metalograficzne (patrz np. Russ
(1991) |211], Russ i Dehoff (2000) [212]) z uzyciem mikroskopu elektronowego
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Rys. 2.10. Przekroje probek w badaniach eksperymentalnych Fisher i Gurland
(1981) [69].

i powiekszeniem obrazu 2000 razy. Dla kazdego przekroju poprzecznego wiel-
kosci n4 i € byty okreslane w trzech miejscach (wzdtuz promienia dla r=0, 0.5,
1.0).

2.10.3 Ogodlne cechy mikrostruktury badanej stali przed i po
deformacji

Probki przed deformacjs.

Obrobka termiczna byta przyczyna jednolitego rozktadu czastek cementytu
w osnowie ferrytowej. Czasteczki cementytu byly otoczone granicami ziaren.
Wiekszym wymiarom srednim czastek odpowiadaly wieksze srednie wymiary
przekrojow ziaren. W przyblizeniu 70 % czastek bylo zwiazane z widocznymi
granicami ziaren, chociaz zmiany lokalne tej miary byty duze. Czgsteczki umiej-
scowione poza granicami ziaren byly mniejsze 1 bardziej sferyczne niz cala
populacja, podczas gdy czasteczki na granicach byly i mniej regularne i ukie-
runkowane z maksymalnym wymiarem wzdluz granicy ziarna. W przestrzeni
sa to sferoidy, ktorych o$ gtowna jest rownolegta do plaszczyzny powierzchni
ziarna.

Probki po deformacji.

A. Przekroje podtuzne.

W obszarze szyjki gdzie deformacje s3 maksymalne, mikrostruktura charakte-
ryzuje sie wydtuzonymi ziarnami w kierunku rozciagania. Z powodu duzych de-
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formacji plastycznych, ktorym towarzysza wysokie gestosci dyslokacji w osno-
wie ferrytowej, wytrawianie i okredlenie granicy ziaren byto tylko czesciowo
skuteczne. Obrazy mikroskopowe pokazuja jednak, ze granice ziaren odgrywaja
istotng role w nukleacji pustek. Poniewaz wysokiemu poziomowi deformacji to-
warzyszy powstawanie pustek i wydhuzenie ziaren, elipsoidalne brzegi czastek
maja tendencje do wydtuzania sie w kierunku rozciggania i pustki, ktoére sie
tworza w powiazaniu z tymi czasteczkami sa zwiazane z powierzchniami ze-
wnetrznymi czastek. Uwidacznia sie wplyw rozmiaru czastek na tworzace sie
pustki. Obserwowano dekohezje na powierzchni miedzyfazowej (powierzchni
przylegania) dla czastek wiekszych niz wymiar sredni czastek. Byty tez bardzo
nieliczne przypadki pustek powiazane z czasteczkami mniejszymi niz wymiar
redni.

B. Przekroje poprzeczne.

Obrazy mikroskopowe przekrojow poprzecznych probek po deformacji wyka-
zuja dwie istotne cechy. Pierwsza to taka, ze przekroje te posiadaty pustki.
Druga cecha to taka, ze choé srednie deformacje w kierunku promieniowym
sa izotropowe to deformacje poszczegdlnych granic ziaren nie byly jednorodne
(obserwowano zakrzywiona lub wirowa deformacje wokot pewnych granic zia-
ren). Zaobserwowano, ze pustki maja eliptyczne przekroje poprzeczne podobnie
jak czasteczki.

C. Trzeci typ przekrojow do badan (typu poprzeczno—podtuznego, patrz rys.
2.10.2) pokazal, ze generalnie pustki sg sferoidalne i posiadaja eliptyczne prze-
kroje poprzeczne prostopadte do kierunku rozciggania. Bardzo wydtuzone w
kierunku rozciagania ksztalty pustek umiejscowionych na granicach ziaren su-
geruje ich wzmozony wzrost przez rozdzielanie sie granic ziaren. Jednak nie
dawalo by to elipsoidalnych pustek ktoére sie obserwuje nie tylko na osi rozcia-
gania ale rowniez przy powierzchni probek. Wynika z tego, ze decydujacymi
czynnikami o wielkodci i ksztalcie pustek sa: mechanizm i ksztatt powstajacych
pustek a nastepnie plastyczny ich wzrost.

2.10.4 Parametry mikrostruktury

Analizy ilodciowe przeprowadzano dla przekrojow poprzecznych probek przed
i po deformacji. Dla kazdej probki ustalono nastepujace wielkosci:(N4), ozna-
czajaca liczbe przecie¢ czasteczek cementytu na jednostke powierzchni bada-
nego przekroju; (Np), oznaczajaca liczbe przecieé¢ czasteczek cementytu na
jednostke dtugosci wybranej losowo linii na powierzchni badanego przekroju;
(NL)g oznaczajaca liczbe przecie¢ granicy ziaren na jednostke diugosci wybra-
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nej losowo linii na powierzchni badanego przekroju. Przy pomocy tych wielkosci
ustalono nastepujace parametry:

e f, utamek udzialu objetodciowego czasteczek;
e 1o éredni promien czasteczek zaktadajac ich sferoidalny ksztalt;
e (Ny), liczba czasteczek na jednostke objetosci (Nv), = (Na)p/210);

e )\, $rednia odleglos¢ miedzy czasteczkami (\, = (1 — fp)/(NL)p);

e D grednia dlugosé¢ przekroju ziarna (D = ﬁ)

Wymienione parametry okreslano dla wszystkich prébek przed deforma-
cja. Parametry dla prébek po deformacji okreglano na przekroju minimalnym
szyjki, a parametru D nie okreslano ze wzgledu na trudnosci z okresleniem
granicy ziaren. W pomiarach zaobserwowano réznice dla wielkodci rg i A usta-
lonych z przekrojéw przed i po deformacji. Réznice te nie sa jednak znaczace.
Wystepujace roéznice wynikaja z obrotéw czasteczek o wydtuzonych ksztattach
i ich ustawianiu sie wzdtuz osi rozciagania.

2.10.5 Losowy rozklad przestrzenny czastek drugiej fazy

W pracy Fishera [68] ustalono rowniez losowy przestrzenny rozktad czaste-
czek w probkach przed i po deformacji. Okreslono eksperymentalnie prawdo-
podobienstwo z jakim, kazda kwadratowa komorka lub ptaski przekrédj bedzie
zawieral liczbe w czasteczek. Prawdopodobienistwo to ustala sie z zaleznodci

Pr(w) = Liczba komérek zawierajacych w czasteczek

Catkowita liczba sprawdzanych komoérek

Zastosowana przez Fishera [68] funkcja gestosci prawdopodobienstwa Po-
issona dla rozktadu losowego ma posta¢ (patrz rowniez np. Ohser i Miicklich
(2000) [162])

_
P(w) = 1 exp(-w),
gdzie u jest §rednig wielkogcia liczby w ze wszystkich zliczonych komérek. Wiel-
kos$¢ komorki wybrano tak aby p ~ 1. Przyktadowy wykres zaleznosci P(w) w

funkcji w dla wielkosdci pomierzonych i obliczonych zaczerpnieto z pracy Fishera
dla stali typu B i pokazano na rysunku 2.11.
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Rys. 2.11. Prawdopodobieristwo, ze ptaski przekroj bedzie zawieral okreslona
liczbe w czasteczek (rezultaty teoretyczne i eksperymentalne Fishera i Gur-
landa [69]).

Rozklad przedstawiony na rys. 2.11 jest reprezentatywny rowniez dla in-
nych materiatéow ciagliwych oraz jest wtasciwy, gdy analizujemy procesy z de-
formacja i uwzgledniamy efekt powstawania pustek. Istotne jest, co podkreslat
Fisher, ze rozklad czastek pozostaje mniej lub bardziej losowy nawet przy
duzych odksztatceniach. Oznacza to, ze sam rozkltad czastek, mniej lub bar-
dziej niejednorodny (wynikajacy z ich zbierania sie w grupy lub pasma), nie
jest odpowiedzialny za lawinowy proces powstawania pustek dla bardzo za-
awansowanych deformacji. Fisher takze zaobserwowat, ze liczba czasteczek na
jednostke objetosci (Ny ), jest stala, a w zwiagzku z tym, powstawanie i wzrost
liczby pustek w procesie deformacji nie jest powiazany z rozktadem czastek.

2.10.6 Losowy rozklad wielkosci czastek drugiej fazy

W modelowaniu powstawania pustek istotnym czynnikiem jest efekt losowego
rozktadu wielkosci czastek na powstawanie pustek. Krzywe rozktadu wielkosci
czastek uzyskano dla wszystkich stali w eksperymencie Fishera i Gurlanda
[69]. W pracy Fishera i Gurlanda [69] przyjeto dla materialow z wtraceniami
drugiej fazy, nastepujaca funkcje rozktadu logarytmiczno-normalnego

@ L | 1(lmd—Ind, ?
= — X _—— —_— s
Y V2rlnog P13 Ino,
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gdzie d = 2rg, d4 jest zwigzane ze Srednim wymiarem czasteczki aoy jest po-
wigzane z szerokodcig rozktadu. Zaktadajac sferyczny ksztaltt czasteczek i przy
okreglonej funkcji rozktadu mozna otrzymaé zaleznosé na logarytm éredniego
wymiaru czasteczek, gdy znamy ustalone parametry (Na)p, (Nv)p i (N)p

(NA)p

1
Ind, =2In —In ——~.
g (NV)p 2 7T<NV):D

Rezultaty Fishera i Gurlanda [69] dla stali typu B i W, sa przedstawione na
rysunku 2.12.

0 4 8 1.2 1.6 20 24 28 X
fopm

Rys. 2.12. Rozktad wielkosci promienia czastekry dla stali B i Wy w badaniach
cksperymentalnych Fishera i Gurlanda [69].

2.10.7 Zwiazek geometrii szyjki z lokalnym stanem deformacji

Dla powigzania danych eksperymentalnych dotyczacych powstawania i wzrostu
mikropustek z danym modelem analitycznym, konieczne jest szczegdtowe okre-
§lenie lokalnego stanu deformacji, w badanym obszarze. W literaturze znane sg
rozwigzania analityczne i numeryczne stanu naprezenia i odksztalcenia w ob-
szarze szyjki. Z rozwiazan tych mozna okreéli¢ stan naprezenia i odksztaltcenia
w wybranych punktach prébki zdeformowanej dla warunkéw odpowiadajacych
wartosciom zmierzonym wzdluz promienia przekroju minimalnego szyjki i pro-
mienia konturu szyjki. Wartosci numeryczne i analityczne dla naprezen mozna
okresli¢ dla dowolnych punktéw wzdhuz osi prébki. Co do dokltadnosci tych
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obliczen mozna stwierdzi¢, ze rozwigzania numeryczne daja lepsze rozwiaza-
nia dla duzych wartosci zmiennej z, narastajacej od srodka szyjki wzdtuz osi
probki, podczas gdy rozwigzania analityczne sa bardziej doktadne dlaz = 0.
Wartosci analityczne dla naprezen o, i 0., odpowiadajace plaszczyznie mini-
malnego przekroju mozna okresli¢ ze wzoréw Bridgmana. W rozwiazaniu tym
przyjeto, ze w przekroju minimalnym szyjki naprezenie uplastycznieniaoy (&)
jest state dla calego przekroju.

2.10.8 Ilosciowe pomiary parametru porowatosci

Rezultaty badan Fishera[68| i Fishera i Gurlanda [69] przedstawiono w postaci
wykreséow dla zaleznosci catkowitej miary powierzchniowej pustekna, czesci
nukleacyjnej miary powierzchniowej pustek 1} oraz miary objetosciowej pu-
stek & w funkcji ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznego. Dla minimalnego
przekroju poprzecznego w obszarze szyjki wielkoscing i € byty okreélane réw-
niez wzdluz odlegloéci p znormalizowanej promieniem szyjkir = a. Rezultaty
te przedstawiono na rys.2.13 i 2.14.

.03 -

Rys. 2.13. Objetosciowy udzial pustek & w funkcji ekwiwalentnego odksztal-
cenia plastycznego. Wyniki dla stali B i W w badaniach eksperymentalnych
Fishera i Gurlanda [69].
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Rys. 2.14. Objetosciowy udzial pustek ¢ dla minimalnego przekroju poprzecz-
nego w obszarze szyjki o szerokoscir = a w funkcji znormalizowanej odlegtosci
. Wyniki dla stali B i W w badaniach eksperymentalnych Fishera i Gurlanda
[69].

2.11 Opis ewolucji porowatos$ci w metalach—procesy
quasi-statyczne

W literaturze pierwsze propozycje réwnania ewolucji objetodciowego udziatu
pustek £ mozna znalez¢ w pracach Gursona (1975) [86] i (1977) [87].

Gurson w pracy (1975) [86] i w pracy wspolnej z Gurlandem (1977) [87] po-
daje postaé¢ rownania ewolucji objetosciowego udziatu pusteké, ktore obejmuje
dwa udzialy: czes¢ wynikajaca z zarodkowania (powstawania, ang.nucleation)
mikropustek i czesci zwigzana ze wzrostem (ang. growth) mikrouszkodzen, co
mozna przedstawi¢ w postaci

E=(n+ (-

2.11.1 Opis zarodkowania pustek

[osciowo cze$é zwiazang z zarodkowaniem (&), okresla sie w oparciu o kry-
terium zarodkowania ustalane w oparciu o eksperyment. Gurland w pracy
(1972) [85] stwierdzil, ze zmiana procentowa czastek popekanych jest funk-
cja odksztalcenia ekwiwalentnego a zaleznos¢ ta jest bardzo bliska zalezno-
gci liniowej i jest funkcja jednorodng. Rezultaty takie otrzymano zaréwno dla
rozciagania, sciskania oraz skrecania (poziom trojosiowosci naprezen byt zbyt



52 Opis materiatu z mikrouszkodzeniami

maly i nie obserwowano istotnego wpltywu pierwszego niezmiennika naprezen).
Gurson (1975) [86] w oparciu o rezultaty Gurlanda (1972) [85] zaproponowal,
zaleznog¢

(g)n = Olée ’

gdzie O} jest stata dla danego objetogciowego udziatu czastek drugiej fazy f,
(dla stali f,=0.15). W eksperymencie Gurland przyjal, ze przyrost odksztal-
cenia ekwiwalentnego w osnowie jest w przyblizeniu réwne przyrostowi od-
ksztatcenia ekwiwalentnego w reprezentatywnej objetosci (&, ~ dE,, w skali
mikro i skali makro). Wynikato to z faktu, ze w probkach uzytych do badan
wzrost pustek byt malo znaczacy i mozna bylo go zaniedbaé oraz porowatosé
poczatkowa & byla zero. Gurson wprowadzajac oznaczenie Py dla procento-
wego udziatu czastek, ktore popekalty (Pr=0.06, stal z 1.05%C) dla danego e,
(€¢=0.30), ustalil zaleznosé

_dP
O = fpff = 0.03

W badaniach Gurlanda (1972) [85] ustalono, ze duze czastki pekaja jako
pierwsze i konieczne jest wprowadzenie wspotczynnika korekcyjnego. Gurson
rozwazal réwniez zmiennosé C w zaleznodci od objetodciowego udziatu czastek
niepopekanych f,,. Mozna zatozyé, ze w przyblizeniu ta zalezno$é jest liniowa
dla matych udziatéw f_up~ Dlatego mozna przyjaé¢, za Gursonem, ze bardziej
uniwersalng jest zaleznosé

fup ~ Ci‘fupdse ,

gdzie C} jest malo zmienne z fip.

Agron ze wspoétpracownikami (1975) |5, 7] badal przypadki oddzielania sie
twardych czastek od osnowy. Ustalili oni, ze o dekohezji czastek od osnowy de-
cyduje krytyczna wartosé naprezenia normalnego do powierzchni styku czastecz-
ka-osnowa. Naprezenie miedzygraniczne o; ma postac

m
1-¢7

gdzie A jest wspotczynnikiem zaleznym od wzmocnienia materiatu osnowy a
Ym jest makroskopowym naprezeniem $rednim. Naprezenieo; jest monotonicz-
nie rosnacy funkcja lokalnej koncentracji czastek c. Przyjmujac, ze nukleacja
pustki nastepuje gdy o; = gt osiaga wartos¢ krytyczna oraz oznaczajac

)

o; = Aog +
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przez ¢* najmniejsza warto$¢ lokalnej koncentracji czastek ¢, Argon, Im i
Safoglu (1975) [7] wykazali, ze utamek czastek, ktore staty sie zrodtem pustek
(oddzielily sie od osnowy) da sie okresli¢ wedtug wzoru

o0 1

(1-P)=0.4412 - mdm ,
gdzie P jest utamkiem czastek, ktoére sie nie oddzielity, ac jest srednim udzia-
tem czastek w rozpatrywanej jednostce materiatu, natomiastI'(z+1) jest funk-
cja gamma Eulera. Mimo to, ze model ten korzysta z modelu statystycznego
dla losowego rozktadu czastek o takim samym ksztalcie (czastek kulistych),
zaobserwowano wyrazny wplyw wzglednego wspdtczynnika wielkosci czastek.
Oznacza to, ze c jest wieksze w otoczeniu duzych czastek niz ¢ w otoczeniu
matych czastek i dlatego jest bardziej prawdopodobne, ze ¢ moze osiagacc®.
Tak wiec zjawisko nukleacji zachodzi szybciej w powiazaniu z duzymi czastecz-
kami, co wykazuja eksperymenty Gurlanda (1972) [85] i Gangulee i Gurland
(1967) [74]. Rozniczkujac powyzsze rownanie na (1 — P) ze wzgledu na c*
otrzymujemy

a(1—P) 04412 1

oc* __F(%—Fl)g'

Zakladajac nastepnie, ze czasteczki oddzielone od osnowy zachowuja sie

jak pustki o tej samej objetosci otrzymujemy za Gursonem
C

Teraz pozostaje znalezienie dc*, ktore mozna okresli¢ dla danego
o; = of™ = A(cH)og + %’2 Wyrazenie d¢,, zalezy wiec od : ¢*, ¢, A(c"),
o; oraz od Y, ustalonego dla danego materialtu osnowy, ktéry moze ulegaé
jeszcze wzmocnieniu z odksztalceniem. Okredlenie dc* mozna przeprowadzié,
gdy sa znane stosunki g—é, gdzie o¢ jest naprezeniem uplastycznienia materiatu
osnowy, co pozwala okresli¢ A(c*) a nastepnie gﬁ i ¢*. Dla miedzi i zelaza,

Argon i Tm (1975) [5] ustalili, 7e 1 < % < 6.

Tak jak podano wczedniej, sa tez prace w ktorych nukleacja pustek oparta
jest na kryterium progowego odksztalcenia. Taki opis nukleacji pustek jest
znacznie prostszy w uzyciu niz w oparciu o kryterium progowego naprezenia.
Teoria ta zostala opracowana na bazie rezultatéw Gurlanda, ktore dotycza
predkoéci pekania czastek z odksztalceniem, raczej niz, z predkoécia oddzie-

lania sie czastek od osnowy. Dane otrzymane przez Gurlanda uzyskano dla
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testu rozciggania osiowosymetrycznego, czyli tego samego co w eksperymen-
cie Fishera [68] wykorzystywany w obecnej pracy. Krzywa umocnienia mate-
riatu w pracy Gurlanda jest opisana jako Z—g = (%) 2 , 0o= 275.79 MPa,
&y = 0.005, gdzie wyktadnik 0.25 obliczono dla poziomu naprezen odpowia-
dajacych € = 0.05 i jest to wykladnik umocnienia osnowy. C} okreslone tak
jak powyzej, jest funkcja ustalonej geometrii czastek i parametréw materiato-
wych, dlatego wydaje sie rozsadne przyjmowa¢ w obliczeniach zmienne tylko
¢. Kryterium odksztatceniowe zarodkowania pustek w przeciwienistwie do na-
prezeniowego ma nature stopniowego narastania i nie obserwuje sie naglego
spadku odksztatcenia do zniszczenia (ciggliwosci). Ciagliwo$¢ wzrasta jak kon-
centracja czastek drugiej fazy maleje, z mozliwoscig osiggniecia w granicy wiel-
kosci nieskoniczonej, gdy porowato$é poczatkowaéy i ¢ osiaga zero. Gdy ¢ jest
zero ciagliwos¢ stopniowo maleje ze wzrostem wykladnika umocnienia osnowy.
Omawiany model zarodkowania dobrze przewiduje zachowanie sie agregatu gdy
wystepuja w nim kruche czasteczki i moze by¢ interpretowany w zadawalajacy
sposéb. Dla bardzo maltych &, obliczenia numeryczne sa w zadawalajacym
stopniu w zgodzie z rezultatami badan doswiadczalnych. Rozbieznoéci nara-
staja, ze wzrostem £y i model wymaga ulepszenia lub poprawy.

Nalezy réwniez rozwazy¢ zatozenie zwigzane z izotropia. Przy duzych od-
ksztalceniach dewiatorowych zalozenie stalodé ksztaltu pustek nie jest wtla-
sciwe. Wynika to z poréwnania warunku uplastycznienia dla pustek sferycznych
i cylindrycznych. Ksztalt pustek ma réwniez wplyw na funkcje uplastycznienia.

2.11.2 Opis wzrostu pustek w procesach quasi-statycznych

Model Rice’a i Traceya opisany w rozdziale 2.6.1, to znany i powszechnie stoso-
wany model w literaturze, patrz prace (Budiansky iinni (1982) [36], Needleman
i Rice (1978) [144]). Wynikajaca z tego modelu zaleznosé &, = (1 — &)tr(DP)
zostala wyprowadzona przy pominieciu wpltywu wielu istotnych efektéw na
predkoéé¢ wzrostu pustek. Pominieto wiec wplyw tworzenia sie nowych pustek
na, predkosé¢ wzrostu pustek juz istniejacych, a takze wpltyw dyfuzji materiatu
wewnatrz ciata oraz efekt taczenia sie pustek. Istotny tez wplyw na predkosé
wzrostu pustek wydaje sie mie¢ ewolucja ksztattu pustek i ich wzajemnego od-
dzialywania w wyniku skoriczonych odlegtosci miedzy nimi. Tak wiec zaleznosé
fg = (1-¢&)tr(DP) nalezy traktowa¢ jako pewne oszacowanie wzrostu pustek, a
sam opis wzrostu wymaga dalszych modyfikacji lub nowych propozycji. Jedng
z nich jest propozycja Perzyny (1984) [172|, ktora zostanie przedstawiona w
rozdziale 5.1.3 i ktora, wykorzystuje sie w rozdziale 8.7.
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2.11.3 Parametr oslabienia materialu

Uwzglednienie w zwigzkach konstytutywnych objetosciowego udziatu pustek
&, zdefiniowanego jako & = % (wedtug prac Gursona (1975) [86], (1977) [87]),
znalazto uznanie wielu autoréw. Uzywanie takiej skalarnej miary uszkodzenia
w wielu przypadkach budzi pytanie czy jest to odpowiednia miara ostabienia
materiatu. Jezeli nawet ze wzgledu na prostote i wygode przyjmiemy, ze w
pewnych procesach miara taka jest dopuszczalna, to i tak w opisie rozwoju
ostabieniamaterialu napotykamy wiele innych probleméw. Jednym z nich jest
ustalenie kiedy mozna traktowa¢ rzeczywista pustke tak samo, jak i jej po-
tencjalny odpowiednik w postaci wtracenia lub czastki doznajacej pekniecia
lub dekohezji. Jak dotad, w opisie powstawania pustek, zaktada sie taky row-
nowaznosé. Jednak wyniki obserwacji mikroskopowych i niektérych rozwazan
teoretycznych wskazuja na fakt, ze nie we wszystkich przypadkach podejscie
takie jest stuszne. Jezeli np. zarodkowanie pustki zwiazane jest z peknieciem
czastki, nie oznacza to, ze czastka taka nie moze nadal przenosié¢ czesci obcia-
zenia, zwlaszcza, ze nie nastapita dekohezja na granicy z plastyczna osnowa.
Jezeli zarodkowanie polega na takiej wlasnie dekohezji, to najczesciej nie do-
tyczy ona catej powierzchni granicznej, a tylko jej fragmentu. Kikuchi i inni
(1981) [105] stwierdzili do§wiadczalnie i wykazali teoretycznie, ze pustki po-
wstaja na koncach eliptycznych czastek. W przypadku czastki kulistej rowniez
nie zachodzi calkowita dekohezja. Swiadcza o tym teoretyczne rozwazania Fi-
shera (1981) [70], poswiecone problemowi zarodkowania tego typu pustki w
powiazaniu z czasteczkami sferycznymi. Fisher analizowal pustki powstajace
na pewnej czesci powierzchni czastki, w warunkach jednoosiowego rozciagania,
patrz rysunek 2.15. Jezeli w wyniku postepujacego odksztatcenia plastycznego
nastapi jednak catkowita dekohezja, to réwniez nie oznacza ona, ze czastka
nie moze juz przenosi¢ zadnych obcigzen. Jak zauwazaja np. Perra i Finnie
(1977) [167], moze ona by¢ Sciskana, poniewaz, stanowi przeszkode dla swo-
bodnej zmiany ksztattu pustki. Dopiero w obecnosci duzego naprezenia sred-
niego o, co ma miejsce np. w szyjce dla zaawansowanego procesu rozciagania,
nastepuje wzrost pustki w kierunku poprzecznym i czastka taka nie przenosi
juz obciazenia. Tak wiec zalozenie o réwnowaznosci ksztaltu nowo powstatej
pustki i czastki bedacej jej zrodtem, jest przynajmniej w fazie zarodkowania du-
zym uproszczeniem. Istotny jest jednak sam sposéb modelowania oddzialywaii
miedzy pustkami. Gurson rozwazal pustki w osnowie o geometrii wzajemnie
podobnej. Dla cial z duza pustka (duze §) uzycie geometrycznie podobnych
do ksztattu pustki, zewnetrznych brzegéw dla osnowy, ma wplyw na oszaco-
wywanie zachowania calodci jako agregatu i na stan plyniecia plastycznego
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Rys. 2.15. Tworzenie sie pustki na fragmencie powierzchni granicznej przy roz-
ciaganiu z pracy Fisher i Gurland|70].

pomiedzy sasiadujacymi pustkami. Jest to widoczne w pracach, w ktérych roz-
waza sie dwuwymiarowy agregat z periodycznym szeregiem pustek. Thomason
(1985) |238| poszukiwat warunkoéw sprzyjajacych szyjkowaniu (skoncentrowane
plyniecie plastyczne) pomiedzy pustkami. Needleman (1972) [138| pokazal, ze
obszar plastyczny nigdy nie zajmuje calej osnowy. Inny aspekt oddzialywa-
nia pustek wytania sie, gdy rozwazymy pustki jako pustki losowo rozlokowane
w osnowie. Lokalna wartosé¢ £ moze wtedy rozni¢ sie od wartosdci sredniej i
lokalne obszary moga mie¢ rézne zachowanie plastyczne. Przewidywane zacho-
wanie agregatu moze wtedy rézni¢ sie od zachowania przewidywanego mode-
lem z jedna pustka. Wplyw opisu wzmocnienia materiatu osnowy jest istotny.
Przede wszystkim nalezy rozwazy¢ jednak mikrostrukture materialtu osnowy.
Jest to istotne, gdyz mikrostruktura osnowy sama w sobie, moze by¢ Zréodtem
powstawania pustek, gdy inne przyczyny sa nieobecne (decyduja mechanizmy
dyslokacyjne). Wazny jest takze sam sposob pomiaru udziatu pustek. Jezeli
nie mozemy okresli¢ objetosciowego udziatu pusteké za pomocg makroskopo-
wych pomiaréw (np. zmian gestosci wzglednej), to jestedmy zdani na pomiary
mikroskopowe. Pomimo, zautomatyzowania procedur zliczania pustek, w dal-
szym ciagu wiaze si¢ to z wieloma problemami technicznymi. Russ (1991) [211]
i Russ i Dehoff (2000) [212] wskazali na réznice w otrzymanych wynikach,
ktorych przyczyna sa rézne techniki przygotowania powierzchni do obserwa-
cji. Nalezy przy tym pamietaé, ze obserwacje takie dopiero po odpowiednim
przeliczeniu daja poszukiwang miare objetosciowa pustek, co moze by¢ zré-
dtem dodatkowych btedow. Fisher (1980) [68] wskazal na trudnosci zwiazane
z wyodrebnieniem gestosci powierzchniowej pustek, wynikajacej oddzielnie z
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zarodkowania 1 wzrostu.

2.12 Opis ewolucji porowatosci w procesach dynamicznych

W literaturze przyjmuje sie, ze przy obciazeniach dynamicznych w materiale
powstaja mikrouszkodzenia, ktére wynikaja z mechanizméw powstawania i
wzrostu pustek .

Istotne jest, ze mechanizmy powstawania i wzrostu mikrouszkodzen przy
obciazeniach dynamicznych sa inne niz w procesach quasi—statycznych. Rozwa-
zania fizyczne przedstawione w pracach (np. Curran i inni (1987) [51], Perzyna
(1986) [173| lub Dornowski i Perzyna (2000) [55]) wskazuja na fakt, ze powsta-
wanie mikropustek przy dynamicznych obciazeniach, ktére sg krotkotrwale,
zaleza od mechanizmoéw termicznej aktywacji. Na bazie tych spostrzezen i
uwrzgledniajac wplyw temperatury i tréjosiowosci stanu naprezenia na powsta-
wanie mikropustek (kryterium naprezeniowe) Perzyna (1986) [173] zapropono-
wal nastepujacy opis predkosci zmian porowatosci wynikajacy z powstawania
nowych mikropustek w postaci:

m*(9) | In — on(€,9, ) |
kv

(¢) = Tlmh*(g,ﬁ) [exp —1|, (@21
gdzie k oznacza stata Boltzmanna, h* (€, 1) reprezentuje funkcje materiatowa
powstawania pustek, wprowadzona w celu uwzglednienia oddzialywan miedzy
pustkami, m*(¥) jest zaleznym od temperatury ¥ wspotczynnikiem, o, (€, 9, €P)
jest naprezeniem progowym powstawania pustek zaleznym od: porowatoscié,
temperatury i ekwiwalentnego odksztatcenia plastycznego, natomiast

INn = aljl + ag\/JTé + as (j:;)ls (22)

okregla niezmiennik intensywnogci naprezenia dla powstania pustek. We wzo-
rze (2.2) wystepuja state materiatowe a; (i = 1,2,3), Ji oznacza pierwszy
niezmiennik tensora naprezenia, o = o — «, jé i jé sa drugim i trzecim nie-
zmiennikiem dewiatora naprezenia G = (o — a)/ gdzie v oznacza naprezenie
resztkowe tak jak w opisie ze wzmocnieniem kinematycznym.

!Obserwacje cksperymentalne (np. Shockey i inni (1985)) pokazaly, ze mechanizm acze-
nia moze byé¢ traktowany jako proces powstawania i wzrostu pustek w mniejszej skali, co
znacznie upraszcza opis procesu wewnetrznego uszkadzania biorac tylko w opisach mechani-
zmy powstawania i wzrostu uszkodzen. Korzystalo z tego wielu autoréw np.: Eftis (1996) [63],
Perzyna (1986) [173].
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Dla wzrostu mikropustek zamiast rozwigzania Gursona przyjmuje sie (tak
jak np. w pracach: Carroll i Holt (1972) [37], Johnson (1981) [101]; Perzyna
(1986) [174]; Perzyna (1990) [175]; Perzyna i Drabik (1989, 2006) [180], [181],
Perzyna i Nowak (1991) [184], Dornowski i Perzyna (2000) [55])

: 1 g*(gaﬂ) T p
6), =7 "= [l —oeal&0.22)] (2.3)
gdzie T, /Ko oznacza lepko$¢ dynamiczng materiatu, ¢*(£,9) reprezentuje
funkcje materiatowa wzrostu pustek z uwzglednieniem oddzialywania miedzy
pustkami, o¢4(§, ¥, €P) jest naprezeniem progowym wzrostu pustki zaleznym
od: porowatosci, temperatury i ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznego
oraz

1
Iy = biJy + boy/ Ty + b3 (J3) (2.4)
okregla niezmiennik intensywnogci naprezen potrzebnych dla wzrostu pustek a
b; (i =1,2,3) sy stalymi materialowymi.
Roéwnanie ewolucji dla porowatosdcié w procesach dynamicznych ma postaé

¢ = h*(€,9) [exp m* () | Iy — on(&,0,€7) |

—1] + (2.5)

k9

9" (£, 9)
/o

W teorii lepkoplastycznosci Perzyny wykorzystujacej funkcje nadwyzki zwy-
kle zastepuje sie funkcje wyktadnicza w czlonie opisujgcym powstawanie pu-
stek i funkcje liniowg w opisie wzrostu pustek odpowiednig funkejs nadwyzki
® okreglana doswiadczalnie a réwnanie ewolucji dla parametru porowatosci
przyjmuje postaé

{ig - Jeq(§> v, ele))} :

In

. 1,
§ = ﬁh (5719)<‘1)[m = 1)) + (2.6)
1, I,
+ﬁ9 (fﬂ%@[m —1]).

2.12.1 Zalozenia co do funkcji materialowych w procesach
adiabatycznych

Pewne uproszczenia co do funkcji materiatowych w dynamicznych procesach
adiabatycznych wprowadzono w pracy np. Dornowski i Perzyna (2000) [55].
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Dla funkcji potencjatu plastycznego f w postaci tak jak w pracy Perzyna
(1984) [171] lub Shima i Oyane (1976) [220]

£ = {5+ [ (0) + na(0)) 2} 27)

gdzie

ni(9) =0,  na(Y) =n = const. (2.8)
Funkcja izotropowego wzmocnienia — ostabieniak jest zatozona w postaci (np.
Perzyna (1986) [173] lub Nemes i Eftis (1993)[148])

¢ B(Y)
K= I%(&p’ﬁ,f) = {’is(ﬂ) - [’is('ﬂ) - 50(19)] exp [—5(19)5p]} [1 — <£F) ‘| ,
(2.9)
gdzie
rs (V) = £ = K70, ro(d) = kg — kg, (2.10)
5(9) = 6* — 57T,  B0) = — T, T=" ;0790,

&r jest wartodcig porowatosci przy zniszczeniu atg i wszystkie pozostale stale
z (-)* i (-)** sa opisane w pracy Perzyna (1986) [173].
Funkcje nadwyzki @ (£ - 1) w pracy Perzyna (1986) [173] przyjeto w postaci

¢<£_1>:<£_1>. (2.11)

Wykorzystujac rownania (2.7, 2.9) réwnanie ewolucji dla parametru porowa-
todci € ma teraz postaé

o (£,
5 - ngmst == jgm(lf()(lg) [Ig - Ueq(éa 197 Eg)} (212)
gdzie (patrz Dornowski (1999) [54])
g6 = ety

I, = biJi+ba/ o,
0eq(§,0,60) = c(d)(1-¢) 111; {25 (0) = [rs (V) = ko (D)] F (&0, &, D)},
c1(¥) = const,  c2(9) = const, (2.13)

oo - (125179 ()"

win

1-& ¢
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2.12.2 Funkcje materialowe w procesach izotermicznych

Kolejne uproszczenia uzyskano w pracach Perzyna i Dornowski (2002) [58, 56]
ograniczajac opis rozwoju mikropustek do proceséw izotermicznych, przyjmu-
jac, ze funkcja potencjatu plastycznego ma postaé

1
f=(Jy+nedt)?, (2.14)
a funkcje izotropowego wzmocnienia—ostabienia jest w postaci
¢ B
k= [ks — (ks — ko) exp (—0eP)] |1 — <§> , (2.15)
F

co pozwala zapisa¢ réwnanie ewolucji parametru porowatosci jak w réownaniu
(2.7) dla ktérego mamy

g =c 3 . Iy =biJy +boy/ s,

1—¢
Oeq(§,€0) = 02(1—€)ln2[Qﬁs—(ﬁs—ﬁo)F(fo,f)], (2.16)
(& 1-6\F  1-g\8
red = (725 ¢) (i=5)

W tym przypadku réowniez postaé funkeji nadwyzki przyjeto wedtug rownania
(2.11).

2.13 Podsumowanie
2.13.1 Powstawanie mikropustek w metalach

Realistyczny opis teoretyczny powstawania pustek powinien korzysta¢ z réz-
nych szczegdtéw morfologii pustek otrzymywanych z badan eksperymental-
nych. Duzo modeli zaktada w procesach quasi-statycznych deformacji, ze naste-
puje catkowita dekohezja potaczenia miedzyfazowego czasteczka—osnowa, pod-
czas gdy obserwacje pokazuja, ze w wielu przypadkach zachodzi dekohezja na
czesci potaczenia. Nie dotyczy to jednak proceséw dynamicznych i nie odnosi
sie do rownania (2.7). W procesach dynamicznych powstawaniu mikropustek
odpowiada ztozony stan naprezenia i powstaja one w wyniku przekroczenia
wartodci progowych. Dokonane obserwacje i proponowane wnioski zwigzane z
natura pustek w metalach ciagliwych, w szczegblnosci w stalach weglowych,
stanowia, podstawe analizy i wyboru modelu powstawania i wzrostu pustek w
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tej pracy. Obserwacje Fishera (1980) [68], Fishera i Gurlanda (1981) [69] oraz
innych (np. prace: Kwon i Asaro (1990) [114], Argon i Im (1975) [5]) mozna
podsumowaé w kilku nastepujacych punktach:

pustki powstaja najszybciej w izolowanych czasteczkach sferoidalnego ce-
mentytu przez czesciowa dekohezje potaczenia na granicy faz w otoczeniu
jednego z biegunéw czasteczki okreslanych przez o§ rozciagania;

pustki s3, w wiekszosci przypadkéw, zwiazane z czasteczkami o wymia-
rach wiekszych niz wymiar $redni ustalony dla wszystkich czasteczek.
Bardzo rzadko sie zdarza, zeby tworzyly sie one w bardzo matych odizo-
lowanych czasteczkach, nawet dla bardzo zaawansowanych stanéw defor-
macji, ktore istnieja w szyjce w konicowej fazie rozciggania probek;

czasteczki usytuowane na granicy ziaren, sa sprzyjajacym miejscem dla
nukleacji pustek;

pustki tworza sie przez dekohezje polaczenia czastka—osnowa dla blisko
sasiadujacych czastek lezacych wzdtuz osi rozciggania;

znaczna dekohezja potlaczenia czastka—osnowa rozpoczyna sie, przy za-
awansowanych deformacjach (w eksperymencie Fishera i Gurlanda od-
powiadajacych ekwiwalentnemu odksztalceniu plastycznemué, = 0.75,
dla stali typu B);

w przekroju minimalnym szyjki w stalach weglowych Zr6dlem pustek
byto 10 — 40% czastek drugiej fazy;

pustki wydtuzaja sie w kierunku rozciggania, lecz zachowuja eliptyczne
przekroje poprzeczne;

czasteczki cementytu o nieregularnych ksztaltach, ulegaja czesto we-
wnetrznym peknieciom. Pekniecia maja tendencje do uktadania sie w
kierunku prostopadtym do kierunku rozciagania;

pustki s tatwo rozroznialne w przekrojach poprzecznych a gorzej w prze-
krojach podtuznych rozciaganych prébek.

2.13.2 Kryteria nukleacji i modele analityczne

Zaproponowane w literaturze modele nukleacji pustek prowadza do stwierdze-
nia, ze czynnikami sprzyjajacymi powstawaniu pustek sa:
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e czasteczki o duzych wymiarach;

e mata praca adhezji;

e wysokie naprezenie plyniecia;

e wysoka trojosiowodé stanu naprezenia;
e duze odksztalcenia plastyczne;

e maly wymiar ziarna;

e czasteczki ulokowane na granicy ziaren.

Nalezy podkredli¢, ze zachowanie materialu osnowy pomiedzy blisko sasiaduja-
cymi czasteczkami jest szczegolnie ztozone. Pomiedzy czasteczkami, ptyniecie
plastyczne w osnowie prowadzi do wzrostu stanu tréjosiowego naprezeri lokal-
nych. Odpowiedni wzrost zmagazynowanej energii sprezystej sprzyja nukleacji
pustek dla niskich poziomoéw deformacji.

2.13.3 Rekomendacje dla dalszych badan
A. Eksperyment:

1. Okreslenie efektu rodzaju wtracenia na chemie powierzchniowych pota-
czen czasteczka— osnowa. 7 badan spektroskopowych powierzchni znisz-
czenia.

2. Okreslenie efektu wymiaru ziarna na nukleacje pustek w probkach ma-
jacych ekwiwalentny rozktad wielkosci czastek.

3. Okreglenie efektu trojosiowosci naprezen na nukleacje w préobach rozcia-
gania przy réznych poziomach cignienia hydrostatycznego.

4. Badania zmiany porowatosci dla r6znych geometrii probek w celu okresle-
nia nukleacji dla dowolnych standéw naprezenia i gradientéw deformacji.

B. Badania analityczne:
1. Analizy ilosciowe efektu wspotdziatania czastek na zarodkowanie pustek.

2. Uwzglednienie efektéw mikrostruktury w modelach, dla okreslenia defor-
macji lokalnych w czasteczkach usytuowanych na granicy ziaren.
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3. Warunek plastycznosci oraz prawo plastycznego
plyniecia materialu z mikrouszkodzeniami

W przedstawionym ponizej opisie materiatu z mikrouszkodzeniami zaktada sie,
ze oslabienie przez tworzenie sie pustek jest bezposrednio zwigzane z uszko-
dzeniem mikrostruktury materiatu i ma charakter izotropowy. Pustki maja
ksztatt zblizony do kulistego i podczas deformacji zmieniajg swoje wymiary
izotropowo. Skalarng miara mikrouszkodzenl jest objeto$ciowy udzial pustek,
ktory odgrywa role parametru ostabienia. Uplastycznienie $ciéliwego osrodka
jest mozliwe przy dowolnym stanie naprezenia. Wynika z tego, ze powierzchnia
plastycznosci f(oi;) = 0 w przestrzeni naprezeri powinna by¢ gtadka, wypu-
kta i zamknieta. Ponadto jej wymiary winny zaleze¢ od aktualnej porowato-
gci &, a w przypadku uwzglednienia wzmocnienia - réwniez od odksztalcen,
= floij, € ec).

Punkty lezace wewnatrz powierzchni plastycznosci, f < 0, odpowiadaja
stanom sprezystym, punkty lezace na powierzchni moga przedstawia¢ stany
plastyczne lub sprezyste w zaleznosci od tego, czy proces jest obciazeniem,
gij # 01 f =01lub odcigzeniem €;; = 0 i f < 0 lub stanem neutralnym
(i =01 f = 0). Réwnania ewolucji parametru i €, muszga by¢ niezmiennicze
ze wzgledu na zmiane skali czas.

W literaturze warunek plastycznodci, f — k = 0, materiatu ciggliwego z mikro-
uszkodzeniami formutuje sie w nastepujacych alternatywnych postaciach

(i) patrz Shima i Oyane (1976) [220] lub Perzyna (1984) [172], (1986) [173]

f:%mg <‘]1>2; (3.1)

0 ko

(ii) patrz Gurson (1975) [86] lub Tvergaard i Needleman (1984) [243]

J J
f= 372 + 2¢1£ cosh (qgl) : (3.2)
o oM

gdzie kg oznacza naprezenie uplastycznienia materialu osnowy,n = n(9) jest
funkcja materiatowa czesto zalezng od temperatury o, oy oznacza efektywne
naprezenie uplastycznienia materiatu osnowy przy rozciaganiu,qi i g2 s3 sta-
tymi. Naprezenie o) jest funkcja oar(€h,, ), to znaczy onr zalezy od ekwiwa-
lentnego odksztalcenia plastycznego materiatu osnowy e, i temperatury 9 i
opisuje krzywa umocnienia materiatu osnowy.
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Dla izotropowego wzmocnienia—ostabienia materiatu funkcje x przyjmuje
sie w nastepujacych alternatywnych postaciach

(1) patrz Perzyna (1984) 172, (1986) [173]| lub Nemes, Eftis i Randles
(1990) [149]

k= K2 {“1 (1= exp [—h*(ﬁ)s’e’]}Q [1 _ ( ¢ ” . (33)

Ko Ko ¢F
(ii) patrz Gurson (1975) [86] lub Tvergaard i Needleman (1984) [243]

k=14 3% (3.4)

gdzie kg 1 K1 oznaczajg naprezenie uplastycznienia i naprezenie nasycenia ma-
teriatu osnowy (obydwa moga by¢ zalezne od temperatury), h* = h*(9) jest
funkcja wzmocnienia zalezng od temperatury dla materiatu osnowy, natomiast
el = fg (%Dp : Dp)%dt jest odksztatceniem ekwiwalentnym, &€& oznacza war-
to$¢ parametru porowatosci dla ktérego rozpoczyna sie zniszczenie ags jest
stalym parametrem.

Roéwnanie (3.1) przedstawia we wspotrzednych (/J5 i J1 elipse o polosiach

\/Jz /ko 1 J1/ko ze érodkiem w poczatku uktadu. Graficzny obraz warunku
plastycznosci tego typu przedstawia poszczegolne elipsy (od najmniejszej do
najwiekszej) odpowiadajace kolejnym wartosciom porowatosci (od najwiekszej
do najmniejszej) np.: £ = &, &2, &3... = 0.20, 0.15, 0.10..., dla danych funkcji
n(9¥). Dla temperatury pokojowej obraz jednej czwartej omawianego warunku
plastycznosci dla réznych & i dla wybranych dwéch wartosci np. n = 0.05
in = 0.97 przedstawiono na rys. 3.1 i rys. 3.2. Warunek Hubera - Misesa
(¢ =0) narys. 3.1 1 rys. 3.2 przedstawia prosta pozioma dla \/jé/ﬁo =1.
Przyjmijmy, ze obowigzuje nastepujaca postaé¢ warunku plastycznodci:

f=F(Ja, Ji, & €b) = 3Jo+a(&)J} — b(E)k3(eL) = 0, (3.5)

gdzie: J, = %Sijsij jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezenia S;j,
J1 = 04j0;j = oy jest plerwszym niezmiennikiem tensora naprezenia, a(§) i
b(¢) sa funkcjami porowatosci €.

Rownanie (3.5) przedstawia w przestrzeni naprezen gltownych (01,09, 03)
obrotowa elipsoide, dla ktérej 0§ symetrii jest réwno nachylong do osioy, oa, o3.
Warunek plastycznosci (3.5) mozna takze przedstawié¢ w postaci:
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£=.005 n = .05

0.75 025

0.50 |~

Vgl

0.25

0.00
0.0 A 5 . 8.0 10.0

Jying

Rys. 3.1. Obraz warunku plastycznosci opisanej rownaniem (3.1) dla r6znych
porowatosci € i n=0.05.

Jylxg

Rys. 3.2. Obraz warunku plastycznosci opisanej rownaniem (3.1) dla réznych
porowatosei € i n=0.97.
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J J?
Bl
gdzie:
_ b9 _[b(E)
B = T/ﬂ}o(ﬁg) A= a(é_) /ﬁ}o(ﬁg).

Jak wida¢ z warunku plastycznosci (3.5) lub warunku jak powyzej, zmiany
powierzchni plastycznosci wywotane zmianami porowatosci nie maja charak-
teru izotropowego. Gdy zachodzi symetria wzgledem osi pionowej oznacza to,
ze znak Ji jest nieistotny, czyli material ma te same wlasnodci przy rozcia-
ganiu jak i éciskaniu. Zatozenie to mozna uznac¢ za poprawne dla materiatow,
ktore nie posiadaja defektow takich jak szczeliny ptaskie. Dla materialow z ta-
kimi defektami mozna wprowadzi¢ do warunku uplastycznienia ograniczenie
J1 < 0. Mozna takze dla odrodkéw porowatych stosowaé inne warunki plastycz-
nosci, znane z mechaniki proszkéw lub gruntéw.

Ogélnie mozna przyjac, ze osrodek porowaty sktada sie z osnowy i trojwy-
miarowych pustek, ktére nie zawieraja zadnego materiatu. Osnowe stanowi
material niescisliwy, wiec odksztatcenia objetosciowe wynikaja wylacznie ze
zmiany objetosci pustek. Podczas odksztalcen tworza sie nowe pustki.
Przyjmujac, ze powierzchnia plastycznosci f(o;;) = 0 stanowi potencjal dla
predkodci odksztalcen, otrzymujemy prawo plyniecia stowarzyszone z warun-
kiem plastycznosci:

of

80’1']'

Dz‘j =A = )\(3Sij + 2a(§)J15ij), (36)
gdzie: A jest dodatnio okreslonym mnoznikiem plastycznym.
Ze wzgledu na $cigliwoéc¢ tensor D;; i dewiator tego tensora D;j =D;;— %Dkkéij
nie sa tozsame, Dy = 6 - A - a(§)J; # 0. Odksztalcenie zastepcze osnowy
okredlimy z warunku réwnosci mocy odksztatcen plastycznych na poziomie
mikroskopowym i makroskopowym:

(1— 5)5’2;:p = O'UDZ
Z rownosci tej wynika, ze w przyblizeniu (uwzgledniajac lub nie wtracenia
wewnatrz pustek) nie ma strat energii na tworzenie powierzchni swobodnych
(nowych pustek).
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Nalezy podkresli¢, ze powyzsze propozycje (3.1) - (3.4) dla funkcji upla-
stycznienia uwzgledniaja wptyw naprezenia hydrostatycznego na uplastycznie-
nie, a takze spelniajg warunek symetrii i warunek wypuklosci wymagane w
makroskopowej teorii plastycznosci izotropowego materiatu z pustkami. Po-
rownujac poszczegbdlne warunki plastycznosci mozna stwierdzié, ze warunki te
réznig sie miedzy soba tylko ilosciowo. Powyzsze warunki plastycznosci dla
metali z mikrouszkodzeniami nie sg jedynymi. Najczesciej stosowanym dla me-
tali jest warunek Gursona, ktory staje sie réwnowazny warunkowi Hubera-
Misesa, gdy zaniedbujemy obecno$¢ pustek w metalach. Poszukuje sie nowych
sposobow ustalania zaleznosci Jo = f(J1,&, €e), gdyz nie zawsze jest mozliwe
dokonanie tego na drodze eksperymentalnej (pomiaréw makroskopowych). Po-
wstawanie pustek, peknie¢, tworzenie sie szczelin, zachodzi intensywnie dopiero
pod koniec odksztalcen i ma charakter lokalny. Pozostaje wiec droga analitycz-
nego lub numerycznego sprawdzania stosowalnosci proponowanych warunkow,
szczegdlnie w przypadkach ztozonych, gdy np. uwzgledniamy anizotropie.

Pewne modyfikacje warunku uplastycznienia Gursona budza kolejne wat-
pliwosci. Warunek Gursona zmodyfikowany przez Tvergaarda (1982) (241, 242]
oraz Tvergaarda z Needlemanem (1984) [243] przez wprowadzenie funkcji po-
rowatogci £ nie daje gtadkiej krzywej £(e.) az do zniszczenia, gdyz krzywa
ta ulega zalamaniu dla & = £ = 0.15. W innych pracach dotyczacych me-
tali z mikrouszkodzeniami ostabienie zdefiniowane jest przez wielko$¢ skalarna
D = D(&, 2). Tak zdefiniowane oslabienie zalezy nie tylko od objetoscio-
wego udziatu pustek £ ale takze od trojosiowodci stanu naprezenia, wyrazony
wskaznikiem (22) (ze wzrostem tego wskaznika dla $ciskania maleje D).

W ogélnie sformutowanym warunku plastycznosci wystepuja parametry
skalarne € i €. odpowiedzialne za ostabienie i wzmocnienie materialu. Przyje-
cie danej reprezentacji warunku uplastycznienia pozwala na identyfikacje tych
parametrow, co bedzie tematem rozdziatu 8.
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4. Stan naprezenia w prébkach rozcigganych
jednoosiowo z uwzglednieniem porowato$ci

4.1 Rozwigzanie Bridgmana

Dla niescisliwego materiatu plastycznego, stan naprezenia w punkcie central-
nym najmniejszego pola przekroju poprzecznego rozcigganej probki cylindrycz-
nej, wyraza sie wzorami Bridgmana

o11 = 033|,_, " In (Q%R + 1) ;
022 = 011; (4.1)
033 = 033|,—, T 011;

033, = Oyj

gdzie o33, 011 1 092 okreslaja sktadowe naprezenia w punkcie centralnym naj-
mniejszego pola przekroju probki, o, jest naprezeniem plynigcia materiatu
0Snowy a a oznacza minimalny promieri pola przekroju szyjki orazppr oznacza
promienia obrysu szyjki tak jak to pokazano na rys. 2.8 w rozdziale 2.9.2.

4.2 Rozwiazanie Bridgmana dla modelu Gursona ciala
porowatego

W celu wykorzystania rozwiazania Bridgmana dla materialéw z pustkami mu-
simy przyjaé proste przyblizenie, ze makroskopowe naprezenie ptyniecia ma-
terialu z pustkami Y33 mozna ustali¢é w oparciu o mikroskopowe naprezenie
ptynigcia materiatu osnowy z zaleznosci X33),_, = oy - (1 — §), gdzie £ jest
parametrem porowatosci. Uzycie wyrazenia (1 — &) ma na celu, w sposéb przy-
blizony, uwzgledni¢ fakt, ze naprezenia w ciele porowatym sa przenoszone tylko
przez materiat osnowy. Tak wiec stan makroskopowego naprezenia ciata zlozo-
nego z osnowy i pustek bedzie

Y1 :Uy(l—g)‘ln(i+1);

%o (4.2)
Yoo = X11.

Natomiast, X33 bedzie wyliczane tak by spetni¢ warunek uplastycznienia dla
ciala zlozonego z osnowy i pustek.
Z warunku plastycznosci Gursona mamy
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Rozwigzanie tego réwnania ze wzgledu na X33 jest mozliwe jedynie iteracyjnie.
Wykorzystujac jednak rozwiniecie funkcji cosh(z) w szereg potegowy, zacho-
wujac dwa pierwsze cztony cosh(x) ~ 1 + %2, warunek plastycznosci Gursona
ma postal

2
by by
<3311> Lae.

Oy Oy

2
1+;<E”+ ZS?’)}lg?:o. (4.4)

oy 2.0y
Rownanie (4.4) ma pierwiastki postaci

Ty _EBu 2-¢ . VA
oy oy 2(1+16) 7 201+ 1¢)

(4.5)

gdzie A = (%)2(2—92 —4(1- 1) {(%’,1;)2”5%(23)2—1—8] i
AN > 0.

Nalezy teraz dokona¢ sprawdzenia, ktory z pierwiastkow réwnania (4.5) spetnia
z wieksza doktadnoscia rownanie (4.3).
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5. Roéwnanie ewolucji parametru porowatosci dla
proceséw quasi-statycznych

W wielu pracach eksperymentalnych i teoretycznych (Fisher (1980) [68],
Gurland (1972) [85], Rice i Tracey (1969) [203]|, Needleman i Rice (1978)
[144]) wykazano, ze gdy obecne sa mikropustki w materiatach ciagliwych, skta-
dowa hydrostatyczna naprezenia moze powodowaé¢ makroskopows dylatacje
poprzez mechanizm rozwoju mikropustek. W powyzej wymienionych pracach
(|68], [85], [203], [144]) przyjmuje sie, ze hydrostatyczna sktadowa napreze-
nia sprzyja powstawaniu pustek wokdt wtracen poprzez ich udziat w wartosci
naprezenia miedzyfazowego na styku wtracenie-osnowa. Gurson badat wtasno-
$ci materiatu porowatego (zawierajacego mikropustki). Model fizyczny takiego
materiatu to jednostkowa komorka bedaca agregatem sferycznych lub cylin-
drycznych pustek i materiatu osnowy. Taka komoérka jest z definicji wystarcza-
jaco duza by statystycznie reprezentowa¢ wlasnodci makroskopowe materiatu
jako catosci. Gurson bazuje na podejsciu Berga (1969) [20], ktory traktuje kon-
glomerat osnowa+pustki tak samo jak Bishop i Hill (1951) [21] konglomerat
polikrystaliczny. To pozwala udowodnié spelnienie zasady maksimum pracy
plastycznej na poziomie makroskopowym o ile zasada ta jest spetniona na po-
ziomie mikroskopowym. Pojecie makro odnosi sie do wartosci érednich takich
fizycznych wielkosdci jak naprezenie, dysypacja, predkosé itp., ktore reprezen-
tuja zachowanie materialu w catosci. Pojecie mikro odnosi sie do wtasnosci
w punkcie, takich jak naprezenie lub pole predkosci w otoczeniu pustki. W
rozdziale 3 zostal omoéwiony opis materiatu z mikropustkami (ostabieniem)
wyrazony odpowiednim warunkiem plastycznosci i prawem plyniecia. Ponizej
zatozono, ze wielkos$cia makroskopowa bezposrednio zwigzana z uszkodzeniem
mikrostruktury materiatu jest porowatosé € i ma ona charakter izotropowy. W
podsumowaniu podkreéla sie jedynie konieczno$é uogoélnienia takiego opisu w
celu uwzglednienia efektéow anizotropowego rozwoju pustek. Przyjeta skalarna
miara porowatosci jest zdefiniowana, jako objetosciowy udziat pustek w sto-
sunku do calej rozpatrywanej objetosci ciala, ktory odgrywa role parametru
ostabienia.

5.1 Ewolucja objeto$ciowego udzialu pustek

W przedstawionym w tym rozdziale opisie materiatu z mikrouszkodzeniami mo-
del materiatu to agregat materiatu osnowy i pustek. Material osnowy jest nie-
§ciliwy a zmiana objetosci agregatu podczas deformacji wynika, ze zmiany ob-
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jetosci pustek. Pierwsze propozycje réwnania ewolucji objetosciowego udziatu
pustek £ mozna znalezé w pracach Gursona (1975) [86], (1977) [87]. Propozycja
Gursona z 1975 [86] réwnania na € obejmuje dwa udzialy: czes¢ wynikajaca z
zarodkowania (powstawania, ang. nucleation) mikropustek i czedci zwiazanej
ze wzrostem (ang. growth) mikrouszkodzen. Rownanie ewolucji na& ma postaé

é = (é)n + (5)9 .

Proces zarodkowania (tworzenia sie) pustek zwiazany jest z obecnoscia wtra-
cen i czastek innej fazy w materiale rodzimym. Mikropustki moga powstawacé
albo przez dekohezje na styku osnowa-czasteczka drugiej fazy lub poprzez pe-
kanie czasteczek drugiej fazy. W procesie deformacji obserwuje sie rowniez
mikropustki w ’czystym’ materiale bez udziatu wtracen, gdy odksztalcenia sa
wystarczajaco duze, dla dziatania mechanizmu dyslokacji z tworzeniem sie wa-
kansow (patrz Bauer i Wisdorf (1973) [16]), ten mechanizm jednak zostanie
pominiety w dalszej czesci rozprawy, poniewaz badania ograniczono do klasy
materiatow ciagliwych w ktorych wystepuja czasteczki drugiej fazy.
Utworzone lub istniejace pustki podlegaja wzrostowi, ktéry dokonuje sie przez
sprezyste i plastyczne deformacje w materiale osnowy.

Trzecia faza rozwoju pustek czyli laczenie sie pustek prowadzi do lawinowego
rozdzielenia sie (zniszczenia) materiatu i moze by¢ uwzgledniona przez doda-
nie trzeciego cztonu (€). jak w pracach Tvergaarda (1982) [242] lub Tverga-
arda i Needlemana (1984) [243]. Nieco inng modyfikacje zaproponowal Perzyna
(1984) [172], ktora polegata na zatozeniu zbiegania (€) — oo gdy ekwiwalentne
odksztalcenie plastyczne w materiale osnowy dazy do pewnej krytycznej war-
tosci.

5.1.1 Prawo zachowania masy

Pojecie porowatosci jest definiowane na podstawie analizy matematycznej roz-
wazanego materiatu przed i po deformacji w pracach Gursona [86, 87|. Zmiana
objetosci w osrodku niesprezystym jest w tym rozdziale analizowana wylacznie
w odniesieniu do zagadnienia deformacji ciagliwych stopdéw i metali, ktére pod-
legaja malym deformacjom sprezystym i duzym deformacjom niesprezystym.
Oznaczajac przez p gesto$¢ materiatu catkowitego i przez pps gestosé nie-
scisliwego materialu osnowy, a przez ¢ parametr porowatosci otrzymujemy

p=0-8pu = p=—E pu—& pur. (5.1)
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7 zalozenia o niescisliwodci materiatu osnowy, pps = 0, otrzymujemy

A
PM

a po podstawieniu do powyzszego zwiazku zaleznosci (5.1); na pas

p 3

p (1-8°
Masa materialu o pewnej objetosci 2 jest dana jako m(Q) = [ p(X, t)dS2.
Z prawa rownosci mass przed i po deformacji (przy braku wyplywu masy i
braku zamiany masy na energie) mamy

dm = pdv = pJdV = dm = (p-J +p-J)dV =0, (5.2)

gdzie dv i dV sa nieskoniczenie malymi elementami objetosci w konfiguracji
aktualnej i konfiguracji odniesienia odpowiednio, a J = det(F), gdzie F jest
gradientem deformacji.

Z rownania (5.2) otrzymujemy zaleznosé¢ w ogélnej postaci

b —tr(gradv) = —tr(FF1). (5.3)

P J

Wykorzystajmy multiplikatywny rozktad gradientu deformacji, ktory jest wyj-
sciowym zalozeniem opisu sprezysto-plastycznych deformacji ciata statego

F = F¢ - F? (Lee (1969) [115], Perzyna (1978) [170]). Gradient przestrzenny
pola predkosci mozna powigzaé z L gdzie

L = (F) ! (gradv)(F°), (5.4)
tak wiec

tr(gradv) = tr(L) = tr(L°) + ¢tr(LP) = tr(LP) = tr(D?) = D}, (5.5)

Podstawiajac (5.5) i (5.2) do (5.1) otrzymujemy nastepujace rownanie predko-
sciowe dla parametru porowatosci opisujace catkowita zmiane objetosci pustek

g =Dk (5.6)
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Przyjmujac tak jak Gurson [86], ze & = ég + &, i wykorzystujac to w rownaniu
(5.6) otrzymujemy
& én .
+ =D, . 5.7
i-ota-g P oD
Na podstawie rownania (5.7) jest zatem jasne, ze catkowita predkos¢ dyla-
tacyjna deformacji niesprezystych jest wynikiem dwoch udziatow. Zaktadajac,
ze & = g(1 —&)Dy,, gdzie g jest pewna stala lub funkcja materiatowg oraz
dla czgsci nukleacyjnej zgodnie z propozycja Gurlanda (1972) [85] &, = hép,
gdzie h jest takze pewng stala lub funkcja materiatlowa, otrzymujemy

| N
g~k g = Db

Korzystajac z zasady réwnosci mocy plastycznej na poziomie mikro i makro

(1 - §)6ép = O'ijDipj ,

mozemy dokonaé¢ zamiany zmiennych i otrzymujemy

3 hay; D
= gD? J DP
-6 "B T g T T
lub to samo ale w innej postaci
. iLO’ZJDf
§=(1-&gDpy + ﬁ =(1-&Dyy -

Posta¢ prawa zachowania masy (5.6)(rownania ciaglosci) jest zalezna od po-
staci rownania ewolucji na parametr porowatosci . Istotne jest samo zdefi-
niowanie parametru porowatosci £. Czy jest to stosunek objetosci pustek jako
pustek ’o objetosci bez wtraceri” czy tez pustek o objetosci wypetnionej mate-
riatem czastek drugiej fazy do catkowitej objetosci rozpatrywanego elementu.
Rzutuje to na uzycie miar do pomiaru porowatosci; miara lokalna mikro (okre-
lana przez udzial powierzchniowy pustek) lub miara makro (usredniona w
pewnej rozpatrywanej objetosci) okreslana przez gesto$¢ materiatu. Przez zde-
finiowanie parametru porowatosci dokonujemy wyboru zmiennej do pomiaru i
opisu konstytutywnego oraz wyboru zmiennych jako zmienne wewnetrzne lub
zewnetrzne.
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5.1.2 Zarodkowanie pustek

Tlosciowo czesé (§),, okresla sie w zaleznosci od kryterium zarodkowania. Jedno
to kryterium odksztatceniowe a drugie to kryterium naprezeniowe. Wyniki eks-
perymentalne Gurlanda (1972) [85]) poswiecone zjawisku pekania czastek ce-
mentytu w sferoidalnej stali weglowej o zawartosci 1.05%C $wiadcza o tym ze
liczba peknietych czastek jest proporcjonalna do odksztalcenia ekwiwalentnego
oraz, ze wczesniej pekaja czastki duze (o $rednicy wiekszej niz wymiar sredni).
W oparciu o te wyniki eksperymentalne Gurson (1975) [86]) zaproponowat
nastepujacy zwigzek

(g)n = clunke , (5'8)

gdzie c jest stala materiatowa, &, jest objetosciowym udziatem czastek drugiej
fazy bez peknieé a e, jest odksztalceniem ekwiwalentnym w materiale osnowy.

Formulujac zaleznosé¢ (5.8) Gurson zalozyt, ze pekniete czastki staja sie
pustkami o podobnych wymiarach. Gurson podaje rowniez alternatywne okre-
Slenie (§), wykorzystujac koncepcje krytycznego naprezenia normalnego
oN=0k + 0y, potrzebnego do oddzielenia plastycznej osnowy od sztywnej
czastki drugiej fazy. W swoich rozwazaniach Gurson uwzglednia, dyskutowany
wezesniej przez Argona z wspolpracownikami ((1975) [5], [7]), statystyczny
rozktad czastek i krytyczna ich koncentracje. Wyprowadzona przez Gursona
posta¢ odpowiedniego wyrazenia na (£), w oparciu o kryterium krytycznego
naprezenia jest bardzo zlozona i nie znalazta w pdzniejszych pracach zastoso-
wania. Bez jej przytaczania, nalezy jednak podkresli¢, ze Gurson (1977) ([87])
jako pierwszy zwrdcit uwage na szereg problemoéw zwigzanych z przyjeciem kon-
cepcji powstawania pustek zaleznej od naprezenia. Okazalo si¢ migdzy innymi,
ze jezeli (§),, zalezy od &5, to prawo plastycznego plyniecia jest niestowarzy-
szone. Innym utrudnieniem, jest koniecznosé §ledzenia przyrostéw sktadowych
naprezenia o;; 1 porownywania aktualnego naprezenia z wartoscig naprezenia
krytycznego zarodkowania pustek i stwierdzenia, czy zarodkowanie jest konty-
nuowane, czy tez nie. Needleman i Rice (1978) [144| przedstawili proste uogol-
nienie obydwu koncepcji powstawania pustek (odksztatceniowe i naprezeniowe)
1 zaproponowali

(&)n = Ady + Bo, (5.9)

Rowniez Perzyna (1986) [173] korzystal z tego typu rownosci, przeksztatcajac
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ja do postaci

Ah
(I =¢&)oy

W réwnaniu (5.10) uwidacznia si¢ zaleznosé zarodkowania od jednostkowe;j
mocy plastycznej a wyrazenie Ah traktowane jest jako nowa funkcja charak-
teryzujaca materiat. Jesli w rownaniach (5.9) i (5.10) przyjmiemy, ze B=0
to otrzymamy, podejécie oparte na zarodkowaniu zaleznym od odksztalcenia.
Przyjecie z kolei A = B prowadzi do zgodnosci z koncepcja naprezenia nor-
malnego. Chu i Needleman (1980) [43] podobnie jak w pracy Needleman i Rice
(1978) [144] rozpatrzyli oddzielnie zarodkowanie kontrolowane przez odksztat-
cenie

), = Gijéij + Bom . (5.10)

(§), = Ace (5.11)
oraz zalezne od naprezenia normalnego

(&) = B(y +0m) - (5.12)

Jednak ich oryginalnym wktadem do opisu nukleacji pustek byto stwierdze-

nie, ze istnieje pewna érednia wartos¢ odksztalcenia ekwiwalentnegoelY (lub

srednia warto$¢ naprezenia krytycznego), wokol ktorej zarodkowanie pustek

przebiega zgodnie z rozktadem normalnym (Gaussa). Wielkos¢ A utozsamia

sie z objetodciowym udzialem wtracen i czastek, ktére w wyniku odksztatcenia
jednostkowego staje sie zrodtem pustek, i okresla sie jako

2
En 1 (e.—eY
A= exp | —= = ) 5.13
SNV 2 P17 SN ( )
gdzie: £ jest najwiekszym mozliwym objetosciowym udziatem pustek powsta-
jacych w wyniku zarodkowania, zgodny z objetosciowym udziatem wtracen i

czastek bedacych ich Zrédlem, sy jest odchyleniem standardowym rozktadu
normalnego a £ jest odksztalceniem ekwiwalentnym zarodkowania pustek.

Podobnie mozna zdefiniowaé¢ B. W ogdélnosci zaréwno A, jak i B moga zalezeé
od historii odksztalcenia i obciazenia. Ich zaleznosé od statystycznych rozkta-
déw wtracen i czastek jest zapewne bardziej skomplikowana, niz to wynika z
przyjetej idealizacji o ktorej méwiono w rozdziale 2.11.1. Saje, Pan i Needleman
(1982) [214] przyjeli En rowne objetosciowemu udziatowi wszystkich wtracen
i czastek zmniejszonemu proporcjonalnie, zgodnie z maksymalnym ilosciowym
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udzialem wtracen i czastek bedacych zrodtem pustek. Badania Fishera (1980,
1981)) [68, 69] oraz LeRoy i inni (1981) [117] pokazaty, ze udziat takich czastek
w przypadku sferoidalnych stali weglowych, poddanych jednoosiowemu rozcia-
ganiu, nie jest wiekszy niz 40% ich ogoélnej liczby. Saje, Pan i Needleman [214]
réwniez zwrocili uwage na fakt, ze odksztatceniu ekwiwalentnemy nukleacjie¥
odpowiada w tej koncepcji najwieksza predkosc zarodkowania pustek.

5.1.3 Wozrost pustek

W celu okreslenia czesci (€) g» ZWiazanej ze zjawiskiem wzrostu pustek, rozpa-
trzmy w pewnym punkcie ciata porowatego elementarna, ale reprezentatywna
objetod¢ V. Objetosé te mozna wyrazi¢ jako sume objetosci pustek i udzialow
objetosciowych sktadnikéw stopowych osnowy:

V:Vm+Vwc+‘/cp+‘/])g

gdzie: Vy,, jest objetoscia materiatu litego osnowy otaczajacego wtracenia,

czastki innej fazy i pustki (V;,,=const, ze wzgledu na niescisliwosc). Viye jest ob-
jetoscig wtracen i czastek, ktore nie staly si¢ jeszcze zrodtem pustek.Ve, jest ob-
jetoscia wtracen i czastek zwigzanych z pustkami Ve + Vep = Vezastek = V9.
V, jest objetoscia istniejacych pustek oraz Ve, = VO, — Viye. Zgodnie z prezento-
wanym podejsciem, podobnie jak w pracach Rosochowski [208]|, Rosochowski
i Olejnik (1988) [209], Perzyna i Drabik [180] oraz Perzyna i Nowak (1985)
|182] objetosciowy udzial pustek £ moze by¢ rozumiemy jako £ = % lub
&= % Przy oznaczeniach jak poprzednio, odnognie masy i gestosci, powyzsze
okreélenia prowadza do nastepujacych zaleznosci:

m

vy == 8ou b p= 1-e (5.14)

p=(1-¢) v

Jezeli cialo porowate traktujemy jak osrodek ciagly, to zmiana gestosci
wynika z zasady zachowania masy (réwnania ciaglosci)(patrz rozdziat 5.1.1,
wzory (5.3) 1 (5.5))

p+pDl, =0. (5.15)

Podstawiajac p z (5.14) i predkos¢ p wynikajaca z (5.14) do réwnania (5.15),
otrzymamy

: Vwc

(5.16)
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Pierwszy sktadnik wyraza zmiane £ spowodowang ich plastycznym wzrostem,
natomiast drugi zwiazany jest z zarodkowaniem pustek, ktérych 7rédtem jest
pekanie lub dekohezja czastek drugiej fazy. Porownujac postaé rownania (5.7)
i (5.16) i zaktadajac, ze powstawanie nowych pustek nie wplywa na wzrost,
mozemy napisac

E=&6=(01-¢DY, . (5.17)

Zwiazek ten jest powszechnie wykorzystywany w pracach uwzgledniajacych w
opisie konstytutywnym objetosciowy udziat pustek{ (np. prace: Becker i inni
(1988) [18], Tvergaard i Needleman (1984) [243]).

Perzyna w pracach z 1986 r. [173], [174] zaproponowatl bardziej ogdlne okresle-
nie ég, zgodnie z ktérym

§=(1—8&EyDy , (5.18)
gdzie : Z;; jest stala macierzg charakteryzujaca material. Jezeli Z;; = d;5, to
(5.18) staje si¢ rowne (5.17).

5.1.4 Zwigzek porowatosci ze wzgledng zmiang gestosci

Uwzglednienie w zwigzkach konstytutywnych objetosciowego udzialu pustek
¢, zdefiniowanego jako & = % jest stosowane przez wielu autoréw. Sag jed-
nak watpliwodci, czy jest to odpowiednia miara ostabienia materiatu. Cze-
sto krytykowane jest zalozenie o skalarnym charakterze parametru ostabie-
nia. Zaktadajac, ze w pewnych procesach koncepcja taka jest dopuszczalna,
mozna rzeczywista pustke traktowac¢ jak jej potencjalny odpowiednik w po-
staci czastki drugiej fazy, doznajacej wewnetrznego pekniecia lub dekohezji
potaczenia czastka-osnowa. Jednak wyniki obserwacji mikroskopowych (juz w
pracach Gurlanda (1972) [85] czy Fishera i Gurlanda (1981) [69]) i niektore
rozwazania teoretyczne (Fisher (1980) [68], Gurson (1975) [86]) wskazuja na
fakt, ze powstawanie pustek jest bardziej ztozone. W réznych materiatach ob-
serwuje sie rozne sposoby tworzenia pustek w zaleznosci od zawartosci czastek
drugiej fazy. Dla przykladu jezeli powstawanie pustki zwigzane jest z pek-
nieciem czastki drugiej fazy, nie oznacza to, ze czastka taka nie moze nadal
przenosi¢ czesci obciazenia, zwlaszcza, ze nie nastapita dekohezja na granicy z
plastyczna osnowa. Jezeli nawet zarodkowanie pustki polega na takiej wtasnie
dekohezji, to najczesciej nie dotyczy ona calej powierzchni granicznej, a tylko
jej fragmentu. Potwierdzaja to np. obserwacje mikroskopowe w pracy Fisher z
Gurlandem (1981) [69]. Stwierdzili oni doswiadczalnie i wykazali teoretycznie,
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ze pustki powstaja na koricach eliptycznych czastek na ich przecieciu z granica
ziaren. Nawet w przypadku czastki kulistej rowniez nie zachodzi catkowita de-
kohezja. W pracy Fishera i Gurlanda (1981) [69], rozwaza sie powstanie pustki
(typu ang. hat, patrz rozdziat 2.11.3) na koliste]j czasteczce drugiej fazy i okre-
gla dla tego typu pustki wspotezynniki intensywnosci naprezen, w warunkach
osiowego rozciggania.

Nawet gdy nastapi przypadek catkowitej dekohezji, to nie oznacza to, ze
czastka wewnatrz pustki nie moze juz przenosi¢ zadnych obciazen. Duzym pro-
blemem jest pomiar objetosci tworzacych sie pustek, ktérych zréodtem sa czastki
drugiej fazy lub wtracenia. Powstajace 'puste’ pustki bez wtraceri maja bez-
posredni wplyw na zmiane gestosci. W pracach Palmer i Mellor (1980) [164],
Rosochowski (1985) [208] i Rosochowski i Olejnik (1988) |209] uzyto objetoscio-
wego udziatu pustek £ (§ = V,,/V). Zmiana w stosunku do & = (V, + Vo) /V
polega na pominigciu objetosci V., czyli objetodel wtracen i czastek bedacych
zrodtem pustek, tak wiec pustki sg pusta przestrzenig bez wtracen. Oczywiscie,
nie mozna wykluczyé¢, ze na etapie taczenia sie pustek istnieje wplyw objetosci
Vep czasteczek na ewolucje pustek i na ostabienie materiatu.

W oparciu o definicje £ mozna uzyska¢ zwiazek pomiedzy p i &

m
=(1- . 5.19
g ( g) (Vm"i_vwc"’_‘/cp) ( )
Dla danego elementu objetosci materiatu m = const, V;;, = const,

Viwe + Vep = const s wielkoSciami statymi i mozna p powigzac z . W praktyce
korzysta sie ze zwigzku wzglednej miary gestosci z¢€ (patrz np. Rosochowski i
Olejnik (1988) [209])

Ap
Po

§=1-(1-&)(1+—), (5.20)

gdzie: &y jest porowatoscia poczatkowa a pg jest gestoscia poczatkowsa okreslona
analogicznie do réwnania (5.19).

Jak podkreslaja Rosochowski i Olejnik (1988) [209] jezeli znamy porowatosé

poczatkowa & to mierzac wrzgledng zmiane gestosci (_pr) mozemy znalezé

aktualna warto$¢ parametru ostabienia . Jezeli £y = 0, to £ réwna sie bez-
posrednio (—%). Tak wiec, za pomoca pomiaréw makroskopowych wzglednej

zmiany gestosci, mozna okresli¢ wielkos¢ uznawana za parametr wewnetrzny
materiatu. Z punktu widzenia weryfikacji opisu konstytutywnego, jest to bardzo
wygodne. Jednak tak okreslony parametr £ nie mozna nazywaé parametrem
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wewnetrznym, przyjmujac definicje parametréw wewnetrznych zaproponowana
w pracach: Rice (1971) [204] lub Perzyny i Wojno (1976) [186]. Podstawowa
jednak wada tej metody jest jej nieskutecznoéé w pomiarach lokalnych co pod-
kreslaja Rosochowski i Olejnik (1988) [209]. Wyniki sa srednia z catej badanej
objetosci, dlatego tez wymagane sa probki, ktére doznaly tylko jednorodnego
odksztatcenia. Dodatkowy problem stanowi takze okreslenie porowatosdci po-
czatkowej . Bez wzgledu jednak na trudnosci wydaje sie, ze zalety zwigzane z
przyjeciem porowatosci £ jako parametru ostabienia sa widoczne i praktycznie
uzasadnione. Jednak jak wynika z powyzszych rozwazaii, przyrost objetosci pu-
stek spowodowany ich zarodkowaniem jest niemozliwy do wykrycia za pomoca
pomiaréw wzgledniej zmiany gestosci materiatu. Przyczyna jest utozsamianie
nowo powstajacych pustek z czasteczkami drugiej fazy lub wtraceniami be-
dacymi ich Zrédtem. Dopiero w wyniku dalszego plastycznego odksztalcania
sie otoczenia pustki, czyli materiatu osnowy wokdét pustki, pustki te doznaja
wzrostu, co objawia sie juz zmiang gestosci materiatu. Cenne i wartosciowe sa
wszelkie rezultaty eksperymentalne i te dla wzglednej zmiany gestosci, ktore
mozna znalez¢ w pracach: Palmer i Mellor (1980) [164], Rosochowski i Olejnik
(1988) [209] oraz w wielu innych.

5.2 Zarodkowanie pustek w stali sferoidalnej

Fizyczna interpretacja poszczegolnych sktadnikow réwnania ewolucji (5.7) wy-
nika z dotychczasowych rozwazan. Sam czlon wzrostu &y, powinien uwzgled-
niaé¢ wrazliwo$¢ na cisnienie hydrostatyczne, tak jak w opisie Rice i Tracey
(1969) [203] i decyduje on o zmianie porowatosci polegajacej na rozwoju juz
istniejacych pustek i zachodzacej w warunkach, gdy wskaznik tréjosiowosci
naprezenia % # 0. Dla okreglenia tego wyrazenia potrzebna jest tylko znajo-
mos¢ warunku plastycznosci i prawa plyniecia. Drugi czton w réwnaniu ewo-
lucji (5.7) decyduje o zmianie porowatosci &, zachodzacej niezaleznie od
wskaznika tréjosiowosci naprezenia i jest wywotany samym odksztatceniem
plastycznym (kryterium odksztalceniowe powstawania pustek). Badania mi-
kroskopowe Gurlanda (1972) [85] oraz pomiary Olejnika (1986) [163] pokazuja,
ze obserwuje sie przyrost objetosci pustek nawet przy prébach skrecania ma-
terialu. Poniewaz tradycyjnie rozumiany rozwdéj pustek jest w tych warunkach
niemozliwy, Gurland (1972) [85], Rosochowski i Olejnik (1988) [209] zatozyli,
ze jest on zwiazany z zarodkowaniem pustek. Zarodkowaniu pustek przy skre-
caniu towarzyszy poslizg po granicach ziaren co powoduje pekanie i nastep-
nie przemieszczanie sie czastek drugiej fazy usytuowanych na tych granicach.
Prawdopodobnie jest to przyczyna postepujacego wzrostu porowatosci.
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Rozniczkujac zalezno$é na porowatosé £ zdefiniowana za pomoca £ = %,
otrzymamy dla danego elementu materiatu (zaktadajacV, = V)

E=(1 —5)% : (5.21)

W rozdziale 5.1.1 okreslono réwnanie ewolucji (5.6) dla porowatosci £ i wy-
nikato ono z rownania ciggtosci (5.2). Rownanie ewolucji dla & ma postaé
(patrz wzor (5.6))

{=(1-¢DY, .

Predkos¢ dylatacji DY, wynika z prawa plastycznego plyniecia. Jezeli przyj-
miemy tak jak np. Rudnicki i Rice (1975) [210], Rosochowski i Olejnik (1988)
[209], Saje, Pan i Needleman (1982) [214], ze prawo to jest niestowarzyszone,
to powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ jako

E=(1-9(G+h)E., (5.22)

gdzie g jest wielkoscia odpowiadajaca za wzrost pustek, h odpowiada po-
wstawaniu nowych pustek a F. jest makroskopowym odksztalceniem ekwi-
walentnym agregatu (osnowa-pustki) oznaczonym tak jak w pracy Gursona
(1975) [86] duza litera.

Porownujac wzory (5.21) z (5.22) oraz zaktadajac g = 0, mozemy napisac

1dV]g=o

h= , 5.23

vV dE, (5.23)
gdzie dE, = dtE, a E. Jest makroskopowg ekwiwalentna predkoscig odksztal-
cenia. W celu okreslenia h w (5.23) nalezy skorzysta¢ z upraszczajacego zato-
zenia o proporcjonalnosci pomiedzy przyrostem objetoscidV |3—o 1 przyrostem

ilosci pustek dn, w rozpatrywanym elemencie materiatu

dV|g:0 = @ZJldTLp 5 (524)

gdzie w danym elemencie: 11 > 0 jest wspotczynnikiem proporcjonalnosei (tak
jak w pracach: Gursona (1975)[86], Kwon i Asaro (1990) [114] lub Rosochowski
i Olejnik (1988) [209], zaktada sie, ze jest on staly dla danego materiatu). W
réwnaniu (5.24) zatozono, ze n, = ny(Ee) i jest to ilos¢ pustek (ilos¢ wtracen
i czastek bedacych zrodtem pustek), ktora z zatozenia jest wynikiem zarod-
kowania zaleznego tylko od odksztalcenia osnowy bez efektu wzrostu pustek
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wowczas mamy E, = e.. Przeksztalcajac (5.23) i biorac pod uwage definicje
&, mozna okresli¢ h jako

d [ (E,)]
V V dFE, ’

h=(1-8i (5.25)
gdzie w danym elemencie objetosci V: n. = const to ilog¢ wszystkich wtracen
i czastek o okreslonej masie, Vﬁifvp = const - gestos¢ wszystkich wtracen i
czastek w litym materiale, Z—’:(Ee) - udzial pustek (udzial wtracen i czastek
bedacych zrodtem pustek).

Wielkos¢ ¢1n./(V —V,) zwykle tak jak w pracy Rosochowski (1985) [208]
mozna traktowac¢ jako nowsg stata materialowa. Oznaczajac ja jakow) otrzy-
mamy

h=(1- f)wid [”dng)} .

W tej propozycji uwzglednia sie w rozwazaniach udzial pustek wynikajacy
7z czastek popekanych lub oddzielonych od osnowy —(E ). Tak jak w kilku
pracach: Argon i Im (1975) |5], Fisher (1980) 68|, Kwon i Asaro (1990) |114]
mozna znalez¢ doswiadczalne i teoretyczne wykresy n—c( ¢), dajace wyobra-
zenie o przebiegu zjawiska. Wobec niezmiennosci w czasie deformacji liczby
wszystkich czastek lub wtracen n., cenne sy rowniez wykresy n,(E.) np. w
pracy Kwon i Asaro (1990) [114]. Podobnie jak w pracach cytowanych powyzej
trzeba podkresli¢, ze za pomoca samych obserwacji mikroskopowych otrzymu-
jemy tylko wielkosci odniesione do jednostki powierzchni, a nie do jednostki
objetosci. Rezultaty w wymienionych pracach dotycza réznych materiatéw, ale
s3 to rezultaty dla jednoosiowego rozciagania. Ustalone zalez'noéci% w funk-
cji makroskopowego odksztatcenie ekwiwalentnego E. lub mikroskopowego €,
sa liniowe, quasi-liniowe lub znaczaco nieliniowe (czesto w ksztalcie tagodnej
funkcji logistycznej lub w ksztalcie funkcji przypominajqcej litere S). W roz-
nych pracach ustalono rézne najwigksze wartosci 22 i wynosza one dla réznych
materialéw od kilkunastu do okoto 50% (dla stah)

W powyzszych rozwazaniach wykorzystano opis powstawania pustek w
oparciu o kryterium krytycznego odksztalcenia plastycznego. Jak pokazano w
rozdziale 5.1.2 i w oparciu o prace Chu i Needleman (1980) [43] lub
Needleman i Rice (1978) [144], mozna wykazaé, ze istnieje rownowaznos¢ po-
miedzy naprezeniowym i odksztalceniowym kryterium powstawania pustek.
Kryterium odksztalceniowe jest prostsze od naprezeniowego i nie zachodzi po-

(5.26)
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trzeba sprawdzania, czy zarodkowanie pustek nastapilo czy tez nie, gdyz bez
wzgledu na przyrost naprezenia decydujacym jest, zawsze dodatni przyrost od-
ksztalcenia ekwiwalentnego E.. Propozycja Rosochowski i Olejnik (1988) [209]
ma wiele wspolnych cech z koncepcja opisu zarodkowania wedtug Chu i
Needlemana (1980) [43]. Natomiast jedna z wazniejszych roznic polega na tym,
ze okresla sie w niej objetodciowy udziat pustek, a nie objetosciowy udziat wtra-
cen i czastek bedacych ich zrédlem. Obydwa podejécia réznia sie argumentem,
ktorym w pracy Chu i Needlemana (1980) [43] jest wielkoscia mikroskopowaee,
a w propozycji Rosochowski i Olejnik (1988) [209] wielkoscia makroskopowaF..
Zwiazek pomiedzy predko$ciami tych wielkosci wynika z réwnowaznosci mocy.
Jak uzasadniaja Rosochowski i Olejnik (1988) [209] z praktycznego punktu wi-
dzenia wygodniejsza miarg jest odksztalcenie Ee, gdyz moze byé ono, okreslone
za pomocg pomiaréw makroskopowych.

5.2.1 Rownanie ewolucji porowatosci stali niskoweglowej opartej na
wzglednej zmianie gestosci

Najwazniejsza cecha rownan ewolucji (5.7) 1 (5.22) jest uwzglednienie zarod-
kowania pustek. Istotne jest pytanie czy mozna okredli¢ zarodkowanie pu-
stek z pomiaréw wzglednej zmiany gestosci. W pracy Rosochowski i Olejnik
(1988) [209] przyjeto zaltozenie, ze w swojej 'czystej’ postaci zarodkowanie ob-
jawia sie zmiana gestodci podczas skrecania, ale zachodzi, oczywiscie, takze
w kazdym innym procesie, majac wplyw na ostateczng zmiane gestodci wy-
nikajaca ze wzrostu pustek. Taka prosta koncepcja opisu zarodkowania jak w
pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209] za pomoca wspolczynnikah jest nie-
watpliwie tylko przyblizeniem. W pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209]
tak rozumiane zarodkowanie pustek zalezy od wielu szczegdtowych cech mi-
krostruktury materialu oraz od historii obciazenia (szczegblnie od napreze-
nia hydrostatycznego). O przydatnosci propozycji opisu ewolucji porowatosci
przez Rosochowskiego i Olejnika (1988) [209], tak jak w kazdym innym przy-
padku moze zaswiadczyé¢ jedynie poréwnanie opisu teoretycznego z pomiarem
doswiadczalnym. Dzieki bezposredniej zaleznosci wyrazonej rownaniem (5.20)
pomiedzy porowatoscia & a wzgledna zmiana gestosci (—Ap/po), Rosochowski
i Olejnik (1988) [209] badali czy istnieje taka zgodnos¢, wykorzystujac wta-
sne wyniki pomiarow (—Ap/pp) dla stali perlitycznej 0.1%C, jakie uzyskano w
probie skrecania i rozciggania z walcowaniem (w celu wyeliminowania szyjko-
wania).

Koricowe rezultaty prac [208, 209] pokazuja, ze wzgledna zmiana gestosci
wraz ze wzrostem odksztalcenia charakteryzuje sie coraz wiekszym rozrzutem.
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Autorzy thtumacza to tym, ze nawet male roznice w porowatosdci poczgtkowejég
powoduja wielokrotnie intensywniejszy wzrost pustek. Okreslenie porowatosci
poczatkowej, wystepujacej w materiale wyjsciowym na skutek proceséw me-
talurgicznych i wezeéniejszej obrobki plastycznej na goraco lub na zimno, jest

trudne. W obliczeniach numerycznych do rozwigzania roéwnania ewolucji—=2

dla skrecania Rosochowski i Olejnik przyjeli &g = 0.0012. Dodatkowo poczp}?—
niono pewne zalozenia co do charakteru i najwiekszej wartoéci osiaganej przez
udzial pustek n,/n. ~ 0.33. Tak wiec, opis ewolucji pustek przy wykorzysta-
niu wzglednej zmiany gestoéci daje zadawalajace wyniki o ile znamy przede
wszystkim wielko§¢ porowatosci poczatkowej &y oraz wskaznik trojosiowosci

naprezeti (dla badan w pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209] 2 > 0.27).

Podsumowanie

W rozdziale 5 dokonano przegladu istniejacych opiséw ewolucji porowatosci
materiatu z mikrouszkodzeniami i analizowano role czastek drugiej fazy lub
wtracen na plastyczne zachowanie sie materialow ciggliwych. Sztywne wtrace-
nia, ktore sa zrodtem (miejscem) zarodkowania pustek wplywaja na sformuto-
wanie modelu materiatu i nalezy je uwzgledni¢ w opisie. Mechanizm powsta-
wania pustek wplywa na postac¢ funkcji uplastycznienia (kryterium odksztatce-
niowe lub naprezeniowe). Material osnowy oraz zachowanie agregatu jako calo-
sci idealizuje sie jako izotropowe. W opisie konstytutywnym zaproponowanym
przez Gursona (1975) [86] korzysta si¢ z wielu zmiennych niezaleznych takich
jak: parametr wzmocnienia, porowato$¢ poczatkowa, udzial wtracen i czastek
bedacych Zrédiem pustek (Z—i) oraz makroskopowe pole predkosci deformacji
E. Proces plyniecia plastycznego materiatu z pustkami zalezy od porowatosci.
Postaé¢ potencjatu plastycznego posiada cztony, ktére sg funkcja pierwszego
niezmiennika naprezenia, co dla agregatu oznacza jego plastyczna zmiane ob-
jetosci. Osnowa pozostaje niedcidliwa, a zmiana objetosci wynika w catosci,
ze zmiany objetosci pustek. Deformacja agregatu zwiazana jest ze zjawiskiem
wzmocnienia osnowy, ostabienia wynikajacego ze wzrostu pustek i ostabienia
zwigzanego z zarodkowaniem nowych pustek. Nawet wtedy gdy osnowa umac-
nia sie agregat (osnowa-pustki) moze sie ostabiac.

Przewidywania teoretyczne i symulacje numeryczne wedlug modelu
Gursona porownuje sie z wynikami eksperymentalnymi a rozbieznosci ttuma-
czy sie niedoskonatoscia opisu oddzialywania pustek, zatozeniem izotropowosci
co przy duzych odksztatceniach plastycznych wiaze sie z pomijaniem waznych
efektéw anizotropowych. Pomija sie takze mikrostrukture materiatu osnowy
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na tworzenie sie pustek. Pustki moga powstawac¢ na granicy ziaren lub w miej-
scach narastania dyslokacji. Oddzialywanie miedzy pustkami i uwzglednienie
bardziej ogolnego ich ksztaltu (oryginalna pustka sferyczna moze by¢ mode-
lowana jako wydtuzona elipsoida) moze poprawié¢ te zgodnosé. Pustki moga
powstawaé przez dekohezje materialu osnowy od czastek lub pekanie czastek.
Sity przenoszone wczedniej przez czastki (wtracenie) po ich peknieciu lub od-
dzieleniu od osnowy sg uwalniane i wptywaja na funkcje uplastycznienia. Ten
spadek wytrzymatosci zwykle jest symulowany przez odpowiedni przyrost para-
metru porowatosci. W pacy Becker i inni (1988) (|18]) zalozono, ze wzrost tych
nowo utworzonych pustek mozna zaniedbaé a przyrost porowatosci spowodo-
wany zarodkowaniem (nukleacja) pustek nie jest sprzezony ze wzrostem pustek
opisanym w rozdziale 5. Wzrost nowo powstalych pustek jest uwzgledniany w
algorytmie numerycznym w nastepnym kroku obliczeniowym. Zarodkowanie
pustek mozna uwzgledni¢ na kilka sposob6w i jest to szczegdlnie proste przy
powyzszych zatozeniach. W pracy Becker i inni (1988) [18] w celu uniknie-
cia btedéw zwigzanych z potencjalnymi duzymi zmianami w odsztatceniach w
przedziale kroku catkowania, predko$é¢ nukleacji nie jest catkowana numerycz-
nie, lecz wykorzystuje sie jej analityczng forme catkowania z uzyciem funkcji
bledéw, a przyrost funkcji nukleacji okresla sie, jako r6znica miedzy funkcjami
bledéw:

1 5e+é6At—sN> <5e—ew>}
A&, = = f —erf [ ————
13 2§N [er ( ) er Y

Modele zarodkowania pustek oparte o kryterium krytycznego odksztatcenia
i krytycznego naprezenia zaproponowane przez Chu i Needlemana (1981)([43])
maja podobna postaé¢. Kryterium odksztalceniowe powstawania pustek odnosi
sie do sytuacji gdy nukleacja powstaje w wyniku niezgodnosci odksztatcenia
(ich niedopasowania) pomiedzy czasteczka drugiej fazy i osnowa. Kryterium
to dotyczy rowniez nukleacji pustek wynikajacych z pekania czastek. Kryte-
rium naprezeniowe bazuje na naprezeniu hydrostatycznym i uwzglednia deko-
hezje lub pekanie czastek w wyniku wysokich naprezen rozciagajacych na po-
wierzchni przylegania (miedzyfazami) lub wewnatrz czastki. W wielu pracach
przyjmuje sie, ze predkosé¢ nukleacji przebiega zgodnie z rozktadem normal-
nym, symetrycznym wzgledem pewnego przedzialu odksztatcenia. Dla matych
odksztalcen nie obserwuje sie nukleacji. Dla duzych wartosci odksztatcen pred-
kos¢ nukleacji rosnie. Predkosé nukleacji spada, gdy odksztalcenie przekracza
pewna wartosé i gdy wiekszosé czastek, ktére moga staé sie zroédtem pustek
juz nimi sie stata. Parametrami w tak okreslonym modelu nukleacji sa:
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e ulamek pustek ktére maja powstaé, En;
e wartodé¢ srednia odksztatcenia wzgledem ktérej nukleacja nastepuje,en;
e odchylenie standardowe, eg;

e zmienna okreslajaca stan procesu nukleacji, ee.

Roéwnanie ewolucji wzrostu pustek juz istniejacych jest funkcja zmiany pla-
stycznej dylatacji (plastycznej zmiany objetosci) i jest dane wzorem (5.17) lub
(5.18) (patrz Gurson (1975) [86], Perzyna (1986) [173]). Utamek pustek powiek-
sza sie rowniez dzieki powstawaniu nowych pustek w wyniku pekania czastek
drugiej fazy lub oddzielania sie czastek od materialu osnowy. Powstale pustki
rosng lecz nie ma plastycznych zmian objetosci zwiazanych ze zjawiskiem nu-
kleacji. Dla prostoty zwykle przyjmuje sie ze wzrost nowo powstalych pustek
jest pomijalny w kroku obliczeniowym. Nowo powstale pustki wplywaja jed-
nak na funkcje uplastycznienia ale nie wptywaja na zaleznosé opisujacg wzrost
pustek. Poniewaz zarodkowanie nowo powstatych pustek nie wptywa na wzrost
pustek w tej samej chwili obliczeni (przyroscie) model nukleacji wowczas moze
by¢ rozdzielony od modelu wzrostu pustek.

Zarodkowanie pustek oparte na kryterium progowego odksztalcenia jest
znacznie prostsze niz w oparciu o kryterium naprezeniowe. Opis zarodkowania
pustek opracowany na bazie rezultatow Gurlanda, dotyczy predkosci pekania
czastek drugiej fazy z odksztalceniem oraz/lub dekohezji czastek od osnowy.
W przeciwienstwie do opisu wykorzystujacego kryterium naprezeniowe, opis
oparty na kryterium progowego odksztalcenia posiada ceche stopniowego na-
rastania i nie obserwuje sie naglego spadku odksztatcenia konicowego. Catko-
wite odksztaltcenie do zniszczenia wzrasta jak koncentracja czastek drugiej fazy
maleje, z mozliwoscig osiggniecia duzej wartosci gdy porowatosé poczatkowa i
koncentracja czastek drugiej fazy maleje do zera. Zachowanie agregatu moze
by¢ interpretowane w zadawalajacy sposob. Dla matych zakreséw porowatosci
obliczenia numeryczne sg w zgodzie z rezultatami eksperymentalnymi. Rozbiez-
nosci narastaja, ze wzrostem £ i opis wymaga ulepszenia lub poprawy. Nalezy
rozwazy¢ poczynione zatozenie zwiazane z izotropia whasnosci agregatu. Do-
datkowo dla duzych odksztalcenn dewiatorowych stalosé ksztaltu pustek staje
sie mato odpowiednie. Co wynika z poréwnania warunku uplastycznienia dla
pustek sferycznych i cylindrycznych. Ksztalt pustek ma silny wplyw na proces
ich wzrostu. Istotny jest réwniez sposéb modelowania oddziatywari wzajem-
nych miedzy pustkami. Gurson rozwazal pustki w geometrycznie podobnej
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osnowie. Dla duzych &£ uzycie geometrycznie podobnych zewnetrznych brze-
géw dla osnowy moze mie¢ wplyw na stan plyniecia plastycznego pomiedzy
sasiadujacymi pustkami. Jest to widoczne w pracach dotyczacych dwuwymia-
rowych rozwigzan dla agregatéw z periodycznym uktadem pustek. Thomason
(1985) [238] poszukiwal warunkow wystepowania skoncentrowanego ptyniecia
plastycznego ’szyjkowania’ pomiedzy pustkami. Needleman (1972) [139] po-
kazal, ze obszary plastyczne nigdy nie obejmuja calej osnowy. Inny jeszcze
aspekt oddziatywania pustek ujawnia sie gdy rozwazymy losowos¢ rozktadu
pustek w osnowie. Lokalna warto$¢ £ moze wtedy réznic sie od wartosci $red-
niej a lokalne obszary moga by¢ w réznie zaawansowanych stanach plastycznego
plyniecia. Zachowanie agregatu moze by¢ odmienne od zachowania modelu z
jedna pustka. Opis umacnianie sie materiatu jest dodatkowa trudnoscig. W
opisie nukleacji pustek nalezy réwniez uwzgledniaé strukture ’czystego’ mate-
rialu osnowy bez wtracen i czastek drugiej fazy. Gdy inne Zrédta powstawania
pustek sa nieobecne (brak czastek drugiej fazy) pustki mimo to powstaja w
ziarnach i na granicy ziaren. Odpowiedzialny za to jest mechanizm dysloka-

cyjny.
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6. Lokalizacja odksztalcen plastycznych w metalach

Wstep

Potrzeba zrozumienia i koniecznosé opisu zjawiska lokalizacji wynika z faktu, ze
lokalizacja zazwycza] poprzedza proces ciggliwego zniszczenia materialow. W
tym rozdziale zostanie sformutowany problem lokalizacji odksztatceri plastycz-
nych z zastosowaniem sprezysto-lepkoplastycznego modelu materiatu. Rozwa-
zono tez efekt ostabienia temperaturowego i wrazliwosci materiatu na predkosé
odksztalcenia. Motywacja fizykalna zostosowania takiego modelu zostala po-
dana przez Perzyne (1971) [169]. Celem naszej analizy jest identyfikacja statych
materiatowych w opisie powstawania zlokalizowanych pasm $cinania.

6.1 Dynamiczne wlasno$ci metali

Od poczatku lat 50-tych w literaturze pojawito sie wiele prac wskazujacych
na fakt, ze zachowanie sie plastyczne materiatu zalezy od predkosci odksztat-
cenia. Wszechstronny przeglad tych badan przeprowadzono w ksiazce Perzyny
(1987) [170]. Podczas obciazeri dynamicznych ulega podwyzszeniu granica pla-
stycznodci materiatu, ktéra moze osiaggnaé¢ wartos¢ kilka razy wieksza niz war-
tos¢ przy obciazeniach quasi-statycznych. Istotnym efektem podczas deforma-
cji niesprezystych (plastycznych, lepkoplastycznych) jest zmiana temperatury.
Wzrost temperatury (obserwowany i mierzony w eksperymentach) wynika z
wydzielania sie ciepta podczas takich deformacji. W procesach dynamicznych
przebiegajacych bardzo szybko odptyw ciepta jest bardzo maty a samo ogrze-
wanie wystepuje lokalnie w miejscach najwiekszych odksztatcen. Uzasadnione
jest w wielu przypadkach przyjaé¢, ze proces termiczny w warunkach dyna-
micznych jest adiabatyczny. Podczas lokalizacji odksztatcen niesprezystych na-
stepuje jeszcze szybszy wzrost temperatury z powodu wzrostu predkosci od-
ksztatcenia oraz dodatkowo w wyniku koncentracji naprezen zwiazanych z nie-
jednorodnosdciami w materiale spowodowanymi mikrouszkodzeniami materiatu.
Zmiany temperatury réznych materiatéw w rézny sposoéb odzwierciedlaja we-
wnetrzne zjawiska na poziomie mikrostruktury. W procesach adiabatycznych
lokalizacji odksztatcen niesprezystych waznym czynnikiem zachowania mate-
riatu jest przemiana czesci pracy odksztalcenia niesprezystego na ciepto. Prze-
miana ta nastepuje dla kazdego materialu w réznych proporcjach i ustala sie
ja w oparciu o eksperyment. Wspolczynnik przemiany czesci pracy odksztal-
cenia na ciepto jest przyjmowany jako uéredniona wartos¢. Dla metali srednio
80-90% pracy odksztalcenia zamienia sie na ciepto.
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6.1.1 Zachowanie sie polikrysztaléow

Badania dogwiadczalne wykonane na materiatach polikrysztalicznych wyka-
zaly, ze dominujgcym mechanizmem deformacji niesprezystych jest mechanizm
termicznej aktywacji. W zakresie temperatur od 20 do 570°C i dla predkosci
odksztalcenia w zakresie od 1073 do 10 4 57!
dzito lepki charakter mechanizmu niesprezystego ptyniecia i koniecznosé uzycia
w opisie konstytutywnym parametru (czasu relaksacji) okreslajacego lepkosé
materiatu. Obserwowane dodwiadczalnie powstawanie pasma zlokalizowanego
§cinania zwykle ma skoriczony wymiar. Szerokos¢ tego pasma §cinania w przy-
padku prébek stalowych jest rzedu od kilkuset do kilkudziesieciu mikrometrow.
Przy czym poréwnanie przebiegu procesu deformacji w samym obszarze pasma
i poza nim wykazato ogromne zréznicowanie. Odksztalcenia w pasmie moga
przekracza¢ nawet 600% (stal 1018, Marchand i inni (1988) [131]), a pred-
kos¢ deformacji w tym obszarze osigga wielkosci rzedu od 102 do 10 ® s
Roéwniez sama temperatura i jej pomiar lokalny pokazaly jej szybki wzrost
w koricowym etapie odksztalcenia. Obserwacje mikrostruktury za pomoca mi-
kroskopow pozwolity stwierdzié¢, iz termomechanicznemu powstawaniu pasm
§cinania towarzysza mechanizmy mikrozniszczen. W materiatach ciagliwych
wzdhiz pasm §cinania obserwuje sie mikropekniecia i szybki wzrost sasiadu-
jacych mikropustek az do ich taczenia sie w makropekniecie co uznawano za
przyczyne postepujacego zniszczenia probek.

, wiele eksperymentdéw potwier-

6.1.2 Charakterystyki materialowe

Préba dynamicznego rozciagania metali stuzy do wyznaczania podstawowych
wtasciwosdci mechanicznych w roznym zakresie predkoéci odksztalcenia. Usta-
lenie odksztalcenia do zniszczenia (ciagliwosci) dla danego materiatu i miejsce
zerwania sie probki jest podstawowym rezultatem oceny danego materiatu.
Dla prébek cylindrycznych obserwuje sie powstawanie szyjki. W prébach dy-
namicznych istotnym efektem jest efekt bezwladnosciowy. Ma on wplyw na
miejsce formowania sie szyjki i wystapienie zerwania (szyjka wystepuje nawet
przy braku wewnetrznych wad w materiale). Dla malych i srednich predkosci
odksztaltcenia, lokalizacja odksztatcenia w formie szyjki powstaje gtéwnie z po-
wodu nawet minimalnych imperfekcji geometrycznych lub materiatowych. Przy
duzych predkosciach odksztalcenia przekraczajacych 102 s~! istotne znaczenie
maja efekty bezwtadnosciowe. Wynika to z dynamicznej natury zjawiska, kto-
remu towarzyszy propagacja fal naprezenia i powstajaca niejednorodnosé stanu
naprezenia i deformacji (patrz Nowacki (1974) [154, 153], Nilsson (2001) [151]).
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Whnioski te potwierdzaja badania przeprowadzone i opisane w pracach: Nilssona
(2001) [151], (2004) [150], Nemesa i Eftisa (1993) [148]. Badania te pokazaty,
ze biorac pod uwage wymiary probek i ich proporcje (dtugosé, srednice) wy-
stapienie szyjki zalezato przede wszystkim od zjawisk falowych.

Inna prosta préba do badania zjawiska lokalizacji odksztaltcenia jest préba
skrecania dynamicznego. NajczeSciej cytowane prace dotyczace tej proby to
prace eksperymentalne Duffy’ego z jego wspotpracownikami (1971) [59], (1987)
[91], (1988) [130]. Badania te przeprowadzano dla réznych metali poddawa-
nych dynamicznemu skrecaniu z uzyciem zmodyfikowanego preta Hopkinsona.
W testach tych prawie zawsze powstawala strefa pasm §cinania. Pasma reje-
strowano kilkoma kamerami w calym procesie skrecania co pozwala na usta-
lenie chwili zniszczenia prébek. Ustalono réwniez szerokos$é pasma écinania i
pasmo to miato wymiar na tyle duzy, ze wewnetrzne sciecie wynikato z pro-
pagacji makroszczeliny. Pomierzona szerokosé¢ pasma $cinania, w zaleznosci od
rodzaju stali wynosita 30-1000 gm. Przebieg procesu trwat zwykle 450-500 us.
W samym pasmie $cinania wielko$¢ odksztalcenia narastata od 15%, zwykle
do 150-600%, a dla duzych predkosci skrecania odksztalcenia osiagaly na-
wet wartosci 900 % w centrum pasma (stal HY100, Marchand i Duffy [130]).
Dodatkowo mierzono w czasie eksperymentu zmiane temperatury w pasmach
§cinania. Narastanie temperatury rozpoczynalo sie wraz z deformacjami nie-
sprezystymi a jej wyrazny lokalny wzrost obserwowano z chwilg uksztaltowania
sie pasma $cinania. Zaobserwowano wzrost temperatura od poczatkowej war-
tosci 20 °C do wartosci z zakresu pomiedzy 200 a 575 °C. Dla pewnych stali
przy bardzo szybkich procesach skrecania mierzona temperatura, wynosita
748 °C (stal HY100, Marchand i Duffy [130]).

Badanie zjawiska zniszczenia tatwo jest réwniez przeprowadzi¢ w prébach
zderzenia dwoch metalowych plytek (ang. plate impact). Dla ciagliwego alumi-
nium badania takie przeprowadzono w pracach Curran i inni np. (1977) [50|,
(1987) [51]. W eksperymentach tych badano zniszczenie przez roztupanie (roz-
dzielenie) (ang. spalling), uderzona plytka ulegata rozdzieleniu na dwie czesci.
Odbijanie i naktadanie sie fal w uderzonej ptytce tarczy przez ptytke uderza-
jaca, wytwarzato bardzo silny impuls powodujacy wewnetrzne naktadanie sie
fal i powstanie naprezen rozciggajacych. Catkowite zniszczenie przez rozdziele-
nie dla stali (AISI 1008) zaprezentowal w pracy przegladowej Meyers i Aimone
(1983) [136]. Przyktad zniszczenia w w takim tescie przedstawiono na rysunku
6.1 pochodzacym z pracy Meyers i Aimone (1983) [136].

Tego typu eksperyment dla zderzenia ptytek stuzyt do wyznaczania para-
metréw materialowych w rownaniach konstytutywnych przy duzych deforma-



92 Lokalizacja odksztalceni plastycznych

S b i g e P Al
Rys. 6.1. Przyklad zniszczenia w tescie ptyta—plyta z pracy Meyers i Aimone
(1983) [136].

cjach i predkosciach odksztatcen w pracy Cliftona (2000) [47].

Oproécz badan dogwiadczalnych przeprowadzono wiele symulacji numerycz-
nych prob rozciagania, skrecania i zderzania dwoch ptytek. Analizy numeryczne
dla takich prob opublikowano w pracach: Batra (1998, 1994) [15, 14], Glema
iinni (1997) |79], Lodygowski i Perzyna (1997) [127], a takze Zbib i Jurban
(1992) [249].

6.2 Lokalizacja jako niestabilno$ci procesu deformacji

W teorii plastycznosci lokalizacja odksztalcen jest traktowana jako zagadnie-
nie niestabilnodci procesu deformacji. Przyczyna takiej niestabilnosci sg nie-
jednorodnosdci w materiale. Przejécie z obszaru jednorodnych odksztalcen do
obszaru odksztalcern niejednorodnych wykorzystuje sie w kryteriach matema-
tycznych wystapienia lokalizacji jako niestatecznodci materiatowej. Pojawienie
sie obszaru niejednorodnych deformacji w opisie problemu brzegowego sprawia,
ze uktad réwnan rézniczkowych opisujacy zagadnienie lokalizacji odksztatcen
plastycznych traci swoj eliptyczny charakter dla zagadnieni statycznych. Na-
tomiast wystapienie obszaréw zlokalizowanego odksztalcenia w zagadnieniach
dynamicznych skutkuje tym, ze problem poczatkowo-brzegowy przestaje by¢
hiperboliczny.

Lokalizacje odksztatcen plastycznych okresla sie przez ustalenie, kiedy na-
stepuje zmiana typu uktadu réwnan rézniczkowych opisujacych sprezysto-pla-
styczne ciato state tak jak w pracy Rice’a (1976) [205], Needlemana i Rice’a
(1987) [144] czy Rudnickiego i Rice’a (1975) [210]. Za kryterium lokalizacji
przyjmuje sie chwile w ktérej zostanie osiggniety punkt bifurkacji zdefinio-
wany w nastepujacych pracach (Hill (1958) [93], Rice (1976) [205], Loret i
Prevost (1990) [120], Petryk (2000) [187]). Istota metody bifurkacji jest rozwia-
zanie problemu wtasnego i okreélenie stanu uktadu w punkcie niestatecznosci.
Nastepnie wylicza sie wartodci i kierunki wtasne w tym punkcie co pozwala
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wyznaczy¢ miejsce i kierunki lokalizacji. Samo kryterium jest matematyczne i
przyjmuje, ze szerokos¢ pasma moze zbiega¢ do zera co nie odzwierciedla fi-
zycznie faktu, ze obszar lokalizacji jest w rzeczywistosci pasmem o skoriczonej
szerokodci. Dzieki tej metodzie mozna okresli¢ sam poczatek wystapienia zja-
wiska i wplyw réznych parametréw na jego wystapienie. Taki opis lokalizacji
nie pozwala jednak $ledzi¢ procesu az do zniszczenia.

6.3 Zregularyzowane sformulowanie zadania deformacji
niesprezystych

Istnieje wiele sposobéw matematycznej regularyzacji zagadnienia plastyczno-
sci. W tej pracy wykorzystano regularyzacje przez uwzglednienie lepkich wta-
§ciwosci materiatu. Przyjecie modelu materiatu zaleznego od predkosci defor-
macji sprawia, ze operator uktadu réwnan opisujacy zachowanie ciata sprezysto-
-lepkoplastycznego nie zmienia typu i problem jest poprawnie postawiony. Pa-
rametr lepkosci jest bezposrednim parametrem regularyzujacym (patrz prace
Perzyny (1994, 1995) [176, 178], Simo i Hughes [221]). Takie sformutowanie de-
formacji niesprezystych (plastycznoscé zalezna od predkosci odksztatcenia) daje
poprawne sformutowanie matematyczne i poprawne rozwigzania numeryczne.
W problemach lokalizacji poprawnos§é wynika z faktu, ze lepko$é¢ stanowi we-
wnetrzny parametr skali zjawiska lokalizacji odksztatcen plastycznych. Takie
ujecie zjawiska pozwala na analize zaawansowanych deformacji, a rozwiazanie
zadania jest jednoznaczne.

W rozprawie przyjmuje sie, ze zjawisko lokalizacji odksztalceri niesprezy-
stych powstaje i rozwija sie w lokalnej strefie o deformacjach, kilkakrotnie prze-
wyzszajacych deformacje w obszarach sasiadujacych. Proces jest zregularyzo-
wany przez wprowadzenie zwiazku konstytutywnego zaleznego od predkosci
odksztalcenia.

6.4 Numeryczna symulacja adiabatycznych proceséw
lokalizacji odksztalcenia wzdluz pasm $cinania

6.4.1 Wstep

Rozdziat ten jest poswiecony numerycznej symulacji adiabatycznych proce-
sow lokalizacji odksztatcenia wzdtuz pasm §cinania. Problem opisuje sie stosu-
jac teorie termolepkoplastycznogci w ramach struktury materialéow typu pred-
kosciowego, z parametrami wewnetrznymi (patrz: Duszek-Perzyna i Perzyna
(1994)[60]). Jako parametru regularyzacji uzyto czasu relaksacji T,,. Zakta-
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dajac szczegolny przypadek, ze czas relaksacji zmierza do zera, rozpatrzono
przypadek deformacji niezaleznych od predkosci odksztatcent. Taka procedura
regularyzacji przez parametr lepkosci, zapewnia stabilnosé algorytmu catkowa-
nia, przy korzystaniu z metody elementéw skoticzonych co pokazano w pracy
FLodygowski i Perzyna (1997)[127].

W wielu procesach technologicznego dynamicznego ksztaltowania metali
proces zniszczenia jest wynikiem powstania i rozwoju zlokalizowanych adia-
batycznych pasm $cinania. Pasma te sa wynikiem plastycznej niestabilnosci
procesu deformacji na skutek termicznego ostabienia materialu oraz generowa-
niu sie wewnetrznego mechanizmu mikrouszkadzania w czasie deformacji pla-
stycznych. Hartley, Duffy i Hawley (1987)[91], Marchand i Duffy (1988)[130],
Marchand, Cho i Duffy (1988)[131] oraz Cho, Chi i Duffy (1988)[42] opubliko-
wali wyniki obserwacji mikroskopowego powstawania i rozwoju pasm §cinania
w czasie skrecania cienkosciennych rurek stalowych przy pomocy skretnego
preta Hopkinsona z predkosciami odksztatceri okoto103s™1 i odksztatceniami
dcinajacymi wystarczajacymi do wytworzenia pasm Scinania. W pracach tych
badania przeprowadzono dla trzech réznych stali.

W obecnej pracy w sposéb szczegblny analizowano problem dobrego sformuto-
wania problemu ewolucji oraz znalezienia jego rozwiazania numerycznego. Ob-
liczenia numeryczne przeprowadzono przy pomocy metody elementéw skoniczo-
nych z wykorzystaniem systemu ABAQUS. Zregularyzowany model sprezysto—
plastyczny rozwigzano numerycznie dla tréjwymiarowych, adiabatycznych, de-
formacji cienkosciennych rurek stalowych z nominalnymi predkosciami od-
ksztalcenia w zakresie od 10® do 10* s™!. Przez poréwnanie otrzymanych re-
zultatéw, ze znanymi wynikami eksperymentalnymi dla takich samych préb,
okreglono materiatowe funkcje konstytutywne i state materiatowe. Do tego celu
wykorzystano wtasne procedury identyfikacyjne pozwalajace w najlepszy spo-
sOb opisa¢ proby skrecania i przyblizy¢ sie do badan eksperymentalnych. W
czasie obliczeni obszar lokalizacji w postacji waskiego pasma $cinania w cien-
kich skrecanych rurkach podlega silnym odksztatceniom oraz znacznemu ogrze-
waniu. Przebieg tego procesu symuluje sie numerycznie. Lokalne odksztalce-
nia i lokalne temperatury dla nominalnych predkosci odksztatcenia od 1000
s7! do 1600 s~! poréwnano z wynikami eksperymentalnymi opublikowanymi
przez Marchanda, Cho i Duffy’ego (1988)[131] oraz Marchanda i Duffy’ego
(1988)[130]. Ustalono, ze przy pomocy modelu lepkoplastycznosci prawidtowo
okreéla sie zasadnicze cechy procesu formowania sie pasm $cinania dla miekkiej
stali (AIST 1018 Cold Rolled Steel). Stwierdzono rowniez, ze gdy czas relaksa-
cji T,, maleje szerokos¢ obszaru lokalizacji takze maleje. Obliczono, ze maksy-



Lokalizacja odksztalceri plastycznych 95

malny wzrost temperatury w pasmie lokalizacji dla miekkiej stali, w procesie
dla nominalnych predkosci odksztatcenia 150051, jest w zakresie 250 —380°C,
a $rednia szeroko$¢ pasma wynosi okoto 0.3 mm.

Celem tego rozdzialu jest zastosowanie teorii plastycznosci wrazliwej na
predkoéé¢ odksztalcenia, do opisu procesu plastycznego plyniecia z powstawa-
niem pasm zlokalizowanego dynamicznego scinania w cienkich probkach rurko-
wych, w ktorych generowane sg predkosci odksztalcenia o zakresie od 1071
do 10* s7! (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178], Lodygowski i Perzyna
(1996)[121] oraz Lodygowski [123]).

W nastepnych rozdziatach opisano i sformutowano i zcharakteryzowano
proces adiabatycznego ptyniecia plastycznego, rozdziaty 6.4.2 — 6.4.4. Rozwia-
zanie numeryczne problemu poczatkowo—brzegowego (problem ewolucji) przed-
stawiono w rozdziale 6.4.5. Rozdziat 6.4.6 po$wiecony jest analizie wynikéw
numerycznej symulacji powstawania zlokalizowanego pasma $cinania. Probke
z uchwytami do maszyny i jej wymiary przedstawiono w dalszej czedci pracy
na rysunku 6.2. Analizowana préobka ma dtugosé 2.5 mm i srednice wewnetrzna
9.5 mm. Grubos¢ écianki rurki jest réwna 0.38 mm.

Sformutowany problem poczatkowo-brzegowy rozwigzano numerycznie przy
pomocy systemu ABAQUS metody elementéw skoriczonych. W analizie nume-
rycznej skupiono sie w szczegb6lnosci na obszarze pasma Scinania, w ktérym
obserwuje sie najwieksze deformacje i najwiekszy wzrost temperatury. W dal-
szej czesci przedstawiono dyskusje rezultatéw i poréwnanie z dostepnymi ba-
daniami eksperymentalnymi.

Podsumowanie i wnioski koficowe przedstawiono w rozdziale 6.5.

6.4.2 Proces adiabatycznego dynamicznego plyniecia plastycznego
dla cienkich rurek stalowych

Marchand, Cho i Duffy (1988) badali na skrecanie probki w ksztaltcie cien-
kosciennych rurek wraz z uchwytami w celu ich zamocowania. Skrecanie w
zakresie wysokich predkosci odksztalcenia generowano stosujac skretny pret
Kolsky’ego (ang. split-Hopkinson bar). Do analizy przyjeto wyidealizowany
problem poczatkowo-brzegowy zakladajac, ze probka to czesé centralna cien-
kosciennej rurki oraz rurka jest w spoczynku; rurka jest w jednolitym polu
temperatury i ze rurka jest wolna od naprezen w kazdym jej punkcie w chwili
poczatkowej.

W obliczeniach numerycznych rézne state materialowe przyjeto za praca
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Costin 1 inni (1979) dla miekkiej stali (AISI 1018 CRS). Rurke skrecano z
réoznymi predkodciami generujac nominale predkosci odksztatcenn scinajacych
w zakresie 103 — 104571,

6.4.3 Sformulowanie problemu adiabatycznego plyniecia
plastycznego

Zdefiniujmy proces adiabatycznego pltyniecia niesprezystego w sposéb nastepu-
jacy (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178]). Wprowadzamy nastepujace ozna-
czenia: u bedzie wektorem przemieszczenia, v wektorem predkodci, p gestoscia
materialu w konfiguracji aktualnej, T bedzie tensorem naprezenia Kirchoffa,
L¢ bedzie macierza moduléw sprezystych i przez ¥ oznaczymy temperature.
Nalezy znalez¢ u, v, p, T oraz 9 jako funkcje czasu t i x tak, aby

(i) uktad rownan

u = v,
v = x (Tgradp—i-diVT),
PM \P
p = —pdivo,
(6.1)

. ov
T = [L°]:symgradv + 2sym (T : 8}() - (L +gr+71g): P]

(™)

Tm S 9
b= X ey,
e U]

(ii) warunki brzegowe

(a) przemieszczenie u jest wymuszone na czesci brzegud,, obszaru 0y, (B)
a wektory naprezen (7-n) sa wymuszone na czesci O obszaru 0, (B),
gdzie 8u N 87- =0i 8u U 67- = 8U(B),

(b) strumien ciepta q - n = 0 jest zalozony na powierzchni 0, (B);

(iii) warunki poczatkowe
u, v, p, ¥ 1T sy dane w kazdej czasteczce X € B dla t = 0;

byty spetnione.
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W uktadzie rownan (6.1) p i pps oznaczaja gestosé aktualng i gestosé w
konfiguracji odniesienia materiatu osnowy, odpowiednio, gradv oznacza prze-
strzenny gradient predkosci, ks jest naprezeniem plyniecia materiatu z izotro-

powym wzmocnieniem, f jest funkcja potencjatu plastycznego dla materiatu w
postaci f = Jy = %'rlab'r/Cdgacgbd, gdzie g oznacza tensor metryczny w konfigu-

.. . 9 . . .
racji aktualnej, P = 2\}72%, q oznacza wektor ciepta, oraz T jest powigzany

z tensorem naprezenia Cauchy’egoo (7 = Jo, J jest jakobianem).
Dla procesow adiabatycznych (q = 0) réwnanie (6.1e) ma posta¢

1

pcpﬁzx-T:PTm

(f =r)™) =x-7:d", (6.2)

gdzie x jest wspotczynnikiem odwracalnodci, ¢, jest cieplem wlasciwym ciala,
Ty, jest czasem relaksacji a m jest wykladnikiem funkcji nadwyzki. Prawa
strona réwnania (6.2) reprezentuje predko$¢ wewnetrznej dysypacji w wyniku
procesu plastycznego plyniecia.

Z roéwnania (6.2) mozemy policzy¢ wspotczynnik odwracalnosci x. Otrzymu-
jemy )
pcpt

= ——. 6.3

AT (6:3)

W przypadku modelowania termomechanicznego zachowania sie materialow
X jest zwykle przyjmowane jako stale o wartosci z przedziatu0.85—0.95 (prak-
tyka stosowana za praca Taylor i Quinney z roku 1934 [237]).

Ostatnio jednak badania eksperymentalne przeprowadzone przez Masona,
Rosakisa i Ravichandrana (1994)[132] z uzyciem preta Kolsky’ego oraz szybkich
detektoréw podczerwieni pokazaly, ze te zatozenia nie sa stuszne dla wszystkich
metali. Powo6d takiej rozbieznodci jest przedstawiony w pracy Lodygowski i
Perzyna (1997)[122]. Autorzy ustalili, ze przyczyna rozbieznosci dlax moze
by¢ mechanizm wewnetrznego mikrouszkadzania w materiale.

Mason, Rosakis i Ravichandran (1994)[132| zaobserwowali, ze wspotczyn-
nik odwracalnoéci x zalezy od odksztalcenia i predkosdci odksztalcenia wyste-
pujacych w metalach. Ich obserwacje eksperymentalne maja powazne implika-
cje w badaniu warunkéw poprzedzajacych i rzadzacych procesem formowania
pasm $cinania i ich ewolucji oraz na ustalenie kryteriéw rzadzacych wybo-
rem postaci dynamicznego zniszczenia w materiatach wrazliwych na predkosé
odksztalcenia.
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6.4.4 Podstawowe wlasnosci mechaniczne modelu plastycznego
z wrazliwoscig na predko$é odksztalcenia

Zjawisko lokalizacji odksztatcen plastycznych w ciatach sprezysto—lepkoplasty-
cznych jest wynikiem odbicia i naktadania sie fal naprezenia i ma zupetnie inny
charakter dla materialéw sprezysto—plastycznych niewrazliwych na predkosé
odksztalcenia (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178]). Wrazliwos¢ na predkosé
ma swoje odbicie w przestrzennym operatorze rézniczkowym réwnan opisu-
jacych problem. W przypadku dynamicznych probleméw poczatkowo — brze-
gowych naprezenia i deformacje bedace wynikiem odbijania sie fal i ich na-
ktadania sie nie s3 jednorodnie roztozone i taki rodzaj niejednorodnosci moze
prowadzi¢ do lokalizacji odksztalceni, przy braku jakichkolwiek imperfekcji geo-
metrycznych czy materiatlowych niedoskonatosci. Taki rodzaj zjawisk lokaliza-
cji byl badany w pracach Nemes i Eftis (1993) [148] i Sluys i inni (1992) [222].

Poniewaz plastyczna reakcje materiatu otrzymuje sie jako przypadek gra-
niczny, gdy czas relaksacji T, zmierza do zera (poréwnaj Perzyna (1994,
1995)[177, 178]), teoria lepkoplastycznosci oferuje wtasnie procedure regula-
ryzacji dla rozwiazania dynamicznych probleméw poczatkowo—brzegowych z
lokalizacja plastycznych deformacji.

6.4.5 Dynamiczne skrecania cienkiej rurki stalowej

6.4.5.1. Adiabatyczne skrecanie

Cho, Chi i Duffy (1988) [42] badali na skrecanie probki rurkowe z wykorzy-
staniem skretnego preta Kolsky’ego. W naszej pracy podobnie jak w pracy
Batra i Zhang (1993) [14]| upraszczamy problem poczatkowo brzegowy i do
obliczen przyjmujemy centralna czeé¢ probki w ksztalcie rurki cienkoécienne;j,
patrz rysunek 6.2.

Warunki poczatkowe przyjmujemy w postaci

u(x,0) =0, v(x,0)=0, p(x,0)=pm=p}y,
T(x,0) =0, 9Y(x,0) =9y = stale w B. (6.4)
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Rys. 6.2. Rodzaj probki i jej wymiary w milimetrach w eksperymencie
Marchanda i Duffiego (1988) [131].
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To oznacza, ze ciato jest poczatkowo w spoczynku, jest wolne od naprezen i
ma jednolita temperature ¥g.

Jako warunki brzegowe, przyjeto

T7-n = 0 nawewnetrznej i zewnetrznej powierzchni rurki
qg-n = 0 = grady-n =0 na powierzchniach zewnetrznych,
1
U(:thQaOat) = 07 ’U(xlaanL?t) = W*(t) (ZL’% +$%>2 n*7 (65)

gdzie n jest jednostkowa normalna do rozpatrywanej powierzchni,w*(t) jest
predkodcia katows na skrajnej powierzchni xzg = L dla rurki i n* jest jednost-
kowym wektorem stycznym do powierzchnizs = L.

Przyjeto rowniez, ze

Wi - /40, 0<t< 40ps,
e )Wt 40 < t < 400pus,

wi(t) = wi (5 — 1670), 400 < t < 500us, (6:6)
0, t > 500us.

Czas narastania impulsu jest 40 us i jest typowy w probach skrecania ( patrz
np.: Batra i Zhang (1993) [14], Marchand, Cho i Duffy (1988) [131]).

Wtasnosci mechaniczne miekkiej stali (1018 cold rolled steel) okreslono dla
prob skrecania w pracy Costin i inni (1979) [48]. Krzywe eksperymentalne
dla quasi-statycznych i dynamicznych préb, pokazujace zalezno$é naprezen i
odksztalcen $cinajacych dla réznych temperatur, przedstawiono na rysunku
6.3.

Wykorzystujac rezultaty pracy Costin iinni (1979) [48] przyjeto do obliczeni
nastepujace wartosci parametréw materiatowych (AISI 1018 cold rolled steel)

py = 7860 kg/m3, ¢, =450 J/ke’K, G =80 GPa,

E =207.47GPa, &Y =305 MPa, x = 0. 90, 0. 80, 0. 70,
m=5 , T,=2 802-10"2-2.802 1078 s (dla ¥ = 20°C),
m=47, Ty =4 643-10"2—4.643-1078 s (dla ¥ = 107°C),
m=4.7, T, =6.622-10"2—6.622-1078 s (dla ¥ = 200°C).

Wartoéci poczatkowe m i T, okreslono, bazujac na wynikach eksperymen-
talnych Marchanda, Cho i Duffy’ego (1988) [131]. Rezultaty Marchanda,
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Rys. 6.3. Krzywe eksperymentalne dla naprezen i odksztalcen scinajacych dla
roznych temperatur w tescie skrecania dla stali 1018 CRS z pracy Costin i inni
(1979) [48].

Cho i Duffy’ego (1988) [131] przedstawialy krzywe srednich naprezen $cina-
jacych 7159, w funkcji srednich odksztalceri §cinajacych €157, i czasu t, dla
¢rednich predkosci odksztalcenia éf57 = 1500 i 1600s~1. W celu opisania
zachowania sie materialu wrazliwego na predkosé odksztalcenia w procesie §ci-
nania, naprezenie plyniecia dla danej predkosci odksztalcenia i temperatury

okreglano z nastepujacego wzoru

3=

7157 = rs(157) | 1.0+ (T, - €757) , (6.7)

gdzie rs(€]5”) jest naprezeniem &cinajacym w probie quasi-statycznej
(6557 ~ 107%s71), €159 jest érednig predkoécia odksztalcenia $cinajacego
w probee a T, 1 m sy nieznanymi statymi.

Przyjmujemy, ze rownanie (6.7) najlepiej opisuje rezultaty eksperymen-
talne Marchanda, Cho i Duffy’ego (1988) [131] dla odksztalceri §cinajacych,
€157 w zakresie od 0.04 az do odksztalcen écinajacych w chwili zniszczenia,
(1157). = 0.52, gdzie T, and m maja Srednig, stala wartos¢ w probee, ktore
powinny by¢ okreslone dla danego materiatu. Z réwnania (6.7) otrzymujemy
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avg
log (/ﬁg%g) - 1) = %(log (Tn) +1log (€157)) - (6.8)
Stosujac te zaleznosé, wykorzystano metode najlepszego dopasowania do krzy-
wych eksperymentalnych dla srednich naprezen $cinajacych i ustalonej wartosci
éredniego odksztalcenia Scinajacego z roznym doborem T, i m. Poszukiwano
wartosci T}, i m w przyjetych zakresach T}, od 2. 802-10~2 do 6. 622-10~% s oraz
m od 0 do 20, ktére daja najlepsze dopasowanie. Majac z eksperymentu zbior
warto$ci naprezenia §cinajacego T15” w funkcji srednich odksztalcen scinaja-
cych €757, dla éredniej predkosci odksztatcenia €757, w ktorym dwie wielkosci
(cechy) T, i m maja pewien dwuwymiarowy rozktad normalny. Jesli pewna
prosta o réwnaniu y = a + b jest prosta regresji drugiego rodzaju cechy m
wzgledem cechy T,,, wowczas
Om

a=corr(m,T,)— , b=E(m)— corr(m, Tm)a—mE(Tm) ,
oT,, OTm,

gdzie a jest wspoélczynnikiem regresji liniowej cechy m wzgledem T,,, b jest
wspolezynnikiem przesuniecia, o7, = E[(m—E(m))?]i0f, = E[(T,,—E(Tn))?]
a corr(m,T,,) = cov(m,Ty,)/omor,,. Prosta y = a + b jest oszacowaniem
metoda najmniejszych kwadratéw prostej regresji cechym wzgledem cechy 75,
na podstawie pomiaréw. Oznacza to, ze funkcja
n n

mi — (T}, + B)}Z =Y d”
= i=1

=1

osigga minimum, gdy & = A = RSSTZ i 6 =B = m— ATy, gdzie R jest
wspolczynnikiem korelacji liniowej z proby, sy, 1 s7,, sa estymatorami dla o,
ior, 7 proby am i T,, to wartosci rednie dlam i Tj,.

Estymatorem zgodnym wspo6tczynnikacorr(m, T,,) jest wspotczynnik korelacji

liniowej R z préby, ktorego wartosé r okredla sie z wzoru

n
15: e sl =
i=1
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Proces ten jest powtarzany dla kolejnych wybranych wartodci sredniego od-
ksztalcenia $cinajacego €157 = 0. 05, 0. 10, 0. 15, 0. 20, 0. 25, 0. 40 and 0. 50.
Jednakze, T),, i m tak okreslone sa nieco rozne dla kazdej wartoscie]s?. Kori-
cowe wartodci dla % i log T, ustalono jako $rednie wartosci zwigzane z czte-
rema typowymi odksztalceniami $cinajacymiely?= 0. 05, 0. 10, 0. 15, 0. 50.
Rownanie (6.7) najlepiej opisuje wyniki eksperymentalne Marchanda, Cho i
Duffy’ego gdy

T, =23872-10"%sim =48 .

W ten sposob, rezultaty dla $rednich naprezen Scinajacych, 7157, w funkcji
¢redniego odksztalcenia $cinajacego, €157, ustalone dla parametréow materia-
towych jak wyzej, najlepiej przyblizaja krzywe naprezenie-odksztalcenie dla
miekkiej stali (1018 CRS) opublikowane przez Marchanda, Cho i Duffy’ego
(1988) [131] dla éredniej predkogci odksztatcen 1600s~!. Srednie naprezenie
scinajace 7157 jest zdefiniowane jako Ti57— [Z=F Tigal (2,t) dz.

W przypadku trojwymiarowego stanu odksztalcenia w szerokim zakresie pred-
kosci odksztatcen nalezy uwzgledni¢ zaleznoé¢ parametrow materialowych od
temperatury i predkosci odksztatcenia. Wpltyw tych efektow i sposoby mody-
fikacji opisu lepkoplastycznego ze wzgledu na te efekty przedstawiono w wielu
pracach dla réznych materialéow np.. Batra i Kim (1990) [13],
Giovanola (1988) [77], [78], Clifton i inni (1984) [46], Clifton (2000) [47],
Litoriski (1977) [119]. W obecnej pracy skupiono sie na zbadaniu wpltywu zmian
temperatury na czas relaksacji T,, = T5,(9) i parametr m = m(J) w réwna-
niu (6.7) dla danej predkosci odksztalcenia. W oparciu o prace Perzyna i
Wierzbicki (1964) [185] i Perzyna (1978) [170] przyjeto

1

iy’ = kis(€1y?) [1.0+ (T (9) - €157) "7 | . (6.9)

Do obliczen, przyjeto nastepujace wartosci parametrow 1, i m w tempe-
raturze pokojowej (¥ = 20°C):

m(¥o) =5, Tm(99)=2.810"2s, 2.8107%s, 2.8107%s, 28107 %s.

Zaleznos¢ Ty, i m od temperatury w tej pracy jest modelowane nastepujacymi
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zwiazkami (patrz Perzyna i Wierzbicki (1964) [185])

2 -1
T, () = { 2. 39 - T (Vo) - Kl +2.6- (25 ﬂ dla ¥ < 220°C,
2. 39 - T, (Vo) dla ¥ > 220°C,
(6.10)

m(9) = m(90)(1.064 — 0. 003 - 9) dla 9 < 107°C,
1 m(do) dla ¥ > 107°C.

Rurke poddano skrecaniu z nominalng predkoscia odksztatcen, ]5? zmienia-
jacych sie w zakresie 10> — 10* s7'. Do prezentacji przyjeto przypadek rurki
skrecanej z predkoscia katowa o zmiennej amplitudzie opisanej wzorem (6.6),
gdy wi =800 rad - s71, ¢, = 40us, ts = 400us i t, = 500us.

6.4.5.2 Metoda rozwigzania i obliczenia numerycznych dla rurki
stalowe]

Sformutowany powyzej problem poczatkowo-brzegowy rozwiazano stosujac sys-
tem metody elementéow skonczonych ABAQUS (podobnie jak w pracach
FLodygowski i Perzyna (1996)[121] oraz Lodygowski i Perzyna (1997)[122]).

Prébka w postaci cienkosciennej rurki cylindrycznej jest modelowana przy
pomocy tréojwymiarowych elementéw (C3D8R) w jedna warstwa w kierunku
promieniowym.

Na obwodzie model zawiera 24 segmenty, kazdy z nich ma 20 elementéw
po wysokosci. W celu unikniecia odbijania sie fal w miejscu przylozenia im-
pulsu i aby modelowa¢ wplyw pozostatych czesci probki (szesciokatne elementy
do zamocowania) zatozono dodatkowe sprezyny a na nich elementy masowe.
Podriat na elementy badanego obszaru prébki przedstawiono na rysunku 6.4.
Siatke przed i po deformacji wybranego segmentu przedstawiono na rysunku
6.5.

Otrzymane rezultaty przedstawiono na rysunkach 6.6-6.11. Na rysunku 6.6
pokazano ewolucje temperatury w srodku pasma $cinania. Obliczone wartosci
lokalnych odksztatcen écinajacych dla wybranych chwil procesu jako funkcja
potozenia na osi probki pokazano na rysunku 6.7. Otrzymany rozktad odksztat-
cen dcinajacych pozwala okresli¢ szerokosé obszaru lokalizacji, ktéra wynosi
0.2—0.3 mm. Na rysunkach (rys. 6.8, 6.9, 6.10, 6.11) przedstawiono: rozktady
ekwiwalentnego naprezenia Hubera-Misesa, lokalnego odksztalcenia scinania i
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w" (rad/s)

Brzeg zamocowany

Rys. 6.4. Podziat na elementy badanego obszaru probki i przebieg zmiany pred-
kosci skrecania w symulacji numerycznej eksperymentu Marchanda i Duffiego
(1988) [131].

Rys. 6.5. Siatka przed i po deformacji wybranego segmentu.
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lokalnego naprezenia $cinania oraz lokalnej temperatury, na powierzchni jed-
nego segmentu dla koncowej chwili procesut = 5-107%s z czasem relaksacji
T (Yo) = 2. 8-107%s 1 m(y)=5.

Temperatura w centrum pasma, [OC]
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m(e)= 50

' I ! T ! 1
00000 00002 00004 0 D006
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Rys. 6.6. Wykres zmiany temperatury w srodku pasma $cinania w funkcji czasu

procesu.
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Rys. 6.7. Rozktady odksztatcenn §cinajacych dla wybranych chwil procesu jako
funkcja potozenia na osi probki.
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Rys. 6.8. Rozktad ekwiwalentnego naprezenia Hubera-Misesa na powierzchni
jednego segmentu probki w koricowej chwili procesut = 5. 0 * 10~ %s z czasem
relaksacii T}, (9) = 2. 8- 10745 i m(Jg)=5.
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Rys. 6.9. Rozktad odksztatcenia $cinajacego na powierzchni jednego segmentu
probki w koncowej chwili procesu t = 5. 0 - 107%s z czasem relaksacji
T (P0) = 2. 8-107%s 1 m(y)=5.
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Rys. 6.10. Rozklad naprezenia scinajacego na powierzchni jednego segmentu
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Rys. 6.11. Rozklad temperatury na powierzchni jednego segmentu probki w
konicowej chwili procesut = 5. 0-10~%s z czasem relaksacji T}, (9g) = 2. 8-107%s
1 m(ﬁo):f).
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6.4.6 Analiza wynikéw i poréwnanie z rezultatami
eksperymentalnymi

Gtownym celem obliczeri numerycznych byto okreslenie waskiego obszaru pa-
sma lokalizacji odksztalcen, ktore podlega znacznym deformacjom i wzmozo-
nemu ogrzewaniu. W przypadku dynamicznego adiabatycznego procesu dla
cienkich probek stalowych, obszar waskiego pasma $cinania propaguje sie
wzdluz obwodu rurki. Ustalona szeroko$¢ pasma lokalizacji w procesie skre-
cania 7 predkoscia katowa wj = 800 rad/s dla stali 1018 CRS wynosi okoto
0.2 - 0.3 mm. Rozklady ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznego dla réznych
czaséw relaksacji pokazuja silny wplyw czasu relaksacjil;, na szerokosé pasma,
na charakterystyczne cechy procesu lokalizacji oraz na caly proces propagacji
fal. Dla czasu relaksacji T, (J9) = 2. 8 - 107%s i m(9Jg)=5, przy predkosci
wg = 800 rad/s, maksymalne lokalne odksztalcenie Scinajace jest rzedu 70%, a
wzrost temperatury jest rzedu 380°C. Ten czas relaksacji reprezentuje rzeczy-
wisty parametr struktury dla tego materialu (miekka stal). Okreslona szero-
kos¢ pasma lokalizacji, zmiany temperatury i deformacji w pasmie s3 w dobrej
zgodnosci i wynikami eksperymentalnymi opublikowanymi przez Marchanda i
Duffy’ego (1988) [130] oraz Marchanda, Cho i Duffy’ego (1988) [131]. W czasie
obliczen ustalono, ze szerokos¢ pasma lokalizacji oraz warto$¢ temperatury w
pasmie zalezy od przyjetej sredniej predkosci odksztatcenia oraz zatozonego
czasu relaksacji (lub parametru lepkosci). Szerokos$é pasma lokalizacji maleje
gdy czas relaksacji T}, maleje. Podczas obliczen czas relaksacji mial dominu-
jacy wpltyw na stabilnosé obliczeni (podobnie jak w pracy Lodygowski i Perzyna
(1997) [122], a takze nawet dla bardzo gestych siatek elementow jak w pracy
Batra i Zhang (1993) [14]), a warunki stabilnoci spelniano w kazdej chwili w
calym procesie.

6.5 Podsumowanie

Poréwnanie otrzymanych rezultatéw z obserwacjami eksperymentalnymi wy-
raznie pokazuja, ze uzyta teoria lepkoplastycznodci w sposéb wtasciwy opisuje
proces lokalizacji odksztalcenia. W warunkach dynamicznych obciazeri rozpa-
trywana propagacja deformacji w probce, wykazuje niejednorodny rozktad na-
prezenia i odksztatcenia powodujac umiejscowienie sie niestabilnosci i tworze-
nie pasma §cinania. Te obszary zmieniaja sie w zaleznosci od zatozonej pred-
kosci odksztalcenia i zaleza od przyjetej wartosci czasu relaksacji (lub parame-
tru lepkogci). Uzyskane rezultaty pokazuja przebieg deformacji i zachodzaca w
koricowym etapie lokalizacje odksztalcenn plastycznych. Obliczone wartosci od-
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ksztatcenia ekwiwalentnego 1 wzrost temperatury w poréwnaniu z rezultatami
cksperymentalnymi Marchanda i Duffy’ego (1988) [130] wykazaly jakosciowa i
ilociowa zgodnoséé. Uzyskany w obliczeniach wzrost temperatury, a zwlaszcza
poréownanie go z danymi do$wiadczalnymi w miejscu lokalizacji odksztatcen
plastycznych (pasmo przewezenia), potwierdzil stusznosé przyjetego zalozenia
o adiabatycznym charakterze dynamicznego procesu deformacji niesprezystych.
Wyniki wykazuja duzg wrazliwosé wystapienia lokalizacji odksztalceri plastycz-
nych na predkos¢ deformacji. Miejsce lokalizacji zalezy od predkosci deforma-
cji. Dla proceséw quasi-statycznych (srednia predkos¢ odksztalceri plastycz-
nych &, < 1073s71) procesy koricza sie lokalizacja odksztatcert plastycznych w
tym samym miejscu. Dla proceséw z wiekszymi predkosciami nastepuje zmiana
miejsca lokalizacji. Jednak po przekroczeniu wartosci krytycznej nastepuje lo-
kalne, intensywne zniszczenie w bezposredniej okolicy przytozenia oddziatywan
zewnetrznych. Sama wartoéé krytyczna predkodci skrecania zalezy od charak-
terystyki materiatu i warunkéw poczatkowo-brzegowych i wymaga okreglenia
dla kazdego materiatu i danego zadania brzegowego.

W rozdziale tym parametry ustalano z dostepnej wiedzy i znajomosci pew-
nych stalych (np. stale sprezystosci) dla danego materialu. Pozostale para-
metry okreslano wykonujac szereg obliczent z réznym zestawem parametrow i
okregleniu najlepszych dopasowari. Taki sposéb identyfikacji parametréw w mo-
delu sprezysto-lepkoplastycznosci jest uproszczona metods identyfikacji. Jed-
nak sposéb ten jest wykorzystywany w wielu przypadkach i jest dopuszczalny
jako wstepny proces identyfikacji. Takie podejscie ma jednak wiele wad. Wady
te wynikaja z braku kryteriéw doboru statych materiatowych i silnej zalezno-
sci takiego sposobu identyfikacji parametréw od nagromadzonej wiedzy osoby
wykonujacej taka identyfikacje.
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7. Numeryczna identyfikacja i weryfikacja prawa
plyniecia plastycznego z udzialem mikropasm
Scinania

Wstep

Proces powstawania, wzrostu i taczenia pustek jest silnie powiazany z lokalnym

stanem naprezenia i odksztatcenia mikrostruktury w obszarze miedzy pust-

kami. Obserwowano w tych obszarach powstawanie zlokalizowanych stref ci-

nania. Schematycznie zostato to przedstawione na rysunku 7.1 z pracy Speicha
i Spitziga (1982) [227].

LOCALIZED SHEAR

Rys. 7.1. Schemat zlokalizowanych stref §cinania miedzy pustkami lub wtrace-
niami z pracy Speicha i Spitziga (1982) [227].

W rozdziale tym przedstawiono réwnania plastycznodci z udzialem pasm
$cinania, ktore zaproponowano w pracach Pecherskiego ((1992) [188], [189],
(1996) [190], (1998) [193], [192], (2002) [194]). W przeprowadzonej w tym roz-
dziale analizie postuzono sie zadaniem nieswobodnego Sciskania w ptaskim sta-
nie odksztalcenia. Problem ten opisuje w przyblizony sposéb znany z literatury
test laboratoryjny zwany proba kanalikowa (opisany w pracach Bronkhorst i
inni (1992) [31] i Anand i Kalidindi (1994) [3]). Dla tego zadania dokonano iden-
tyfikacji parametrow uzytych w opisie. Do obliczent numerycznych zastosowano



112 Pasma Scinania

program metody elementéow skonczonych ABAQUS/Standard (2001) [1]. Wy-
niki wspomnianej identyfikacji przedstawiono w pracach Pecherski i
Nowak (1998) [196], (2000) [198], Pecherski (1998) [193]. W pracy Pecherski i
Nowak (2002) [194] zastosowano nowe algorytmy zaproponowane w pracach
Nowak i Stachurski (2001) [157] i (2002) [158], ktore postuzyty do rozwiazania
problemu nieliniowej regresji metoda globalnej optymalizacji. Wykorzystano
je do opracowania automatycznej procedury identyfikacji poszukiwanej funkcji
udziatu pasm &cinania. Podjeto takze probe weryfikacji proponowanego opisu
konstytutywnego z zastosowaniem wynikéw badan do$wiadczalnych procesu
kucia matrycowego Pecherski i Nowak (2002) [194], ktore byly prezentowane
w pracy Kalidindi i inni (1992) [104].

7.1 Omoéwienie dostepnych wynikéw obserwacji
do$wiadczalnych oraz obliczen numerycznych dla
proéby kanalikowej

We wspomnianych pracach Bronkhorst i inni (1992) [31] i Anand i Kalidindi
(1994) [3] przedstawiono wyniki doswiadczalne nieswobodnego $ciskania w pro-
bie kanalikowej przeprowadzone dla polikrystalicznej miedzi. Badano ewolucje
tekstury oraz rozwdj pasm Scinania. Ksztatt matrycy oraz schemat ilustrujacy
probe kanalikowa przedstawiono na rys. 7.2.

Kierunek $ciskania

Kierunek wyplywu

Stempel
Probka

Matryca

e
Kierun ek reakcji
wiezoéw
€,
€y

Rys. 7.2. Schemat ilustrujacy nieswobodne §ciskanie w probie kanalikowej.
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Wymiary przyjetej do dodwiadczenia probki sa nastepujace:

e wysokos$¢ odpowiadajaca kierunkowi $ciskaniaes—6.35 mm,

e szeroko$¢ odpowiadajaca kierunkowi swobodnego wyplywu materiatu
e2—9.53 mm,

e dtugoséé¢ odpowiadajaca kierunkowi reakcji §cianek matrycye;—14.73 mm.

Zar6éwno probka, jak i matryca byly pokryte teflonem w celu zminimalizowania
efektu tarcia. W zwiazku z tym w symulacji numerycznej badanego procesu
przyjeto upraszczajace zalozenie, ze wplyw tarcia mozna pominaé. W bada-
niach prezentowanych w pracach Bronkhorst i inni (1992) [31] oraz Anand i
Kalidindi (1994) [3], wykonano cztery serie doswiadczenn nieswobodnego §ci-
skania w matrycy, w ktérych kolejne préobki zostaty $cidniete do poziomu: -
0,21; -0,52; -1,0 oraz -1,54 logarytmicznej miary odksztalceniaes z predkodcia
0,001 s~!. Powierzchnie odksztatconych probek poddano obserwacjom meta-
lograficznym. Rezultaty podsumowano w pracy Anand i Kalidindi (1994) [3],
str. 234, w nastepujacy sposob: ,...na rysunku 10a przedstawiajgcym mikro-
strukture widaé, ze dla odksztalcenia rzeczywistego- 0.52 ziarna sq sptaszczone
i w poszczegdlnych ziarnach widaé zlokalizowane pasma, ktore majg grubosé
0.1+ 0.5um i sqg odchylone o okoto ~ £30 + 40° w stosunku do powierzchni
horyzontalnej. Pasma te powstaja, gdy odksztatcenia rzeczywiste sqg w przedziale
od —0.21 do —0.52. Intensywnos¢ tych mikropasm Scinania narasta z rozwojem
deformacyi i dla odksztatcen rzedu—1.00 powstajq makropasma $cinania, ktdre
przecinajq granice ziaren’, (thumaczenie wtasne).

Obserwacje doswiadczalne, omoéwione szerzej w pracy habilitacyjnej
Pecherskiego (1998) [193], wykazuja, ze deformacji plastycznej polikrystalicz-
nych metali moze towarzyszy¢ silna koncentracja odksztalcenia postaciowego w
formie cienkich transkrystalicznych warstewek o grubosci rzedu 0.1um, ktore
nazywa sie mikropasmami $cinania. Obserwuje sie takze, ze mikropasma $ci-
nania dziataja w matym przedziale czasu, propagujac sie z duza predkoscia
w obszarach obejmujacych wiele ziaren, a potem nie wnosza juz aktywnego
udziatu do odksztatcenia plastycznego, stajac sie biernym elementem struk-
tury. Udzial aktywnych mikropasm scinania w catkowitym odksztatceniu pla-
stycznym roénie na ogét ze wzrostem odksztalcenia plastycznego, zmieniajac
sie jednak w czasie procesu dog¢ nieregularnie. Istniejace w literaturze informa-
cje na temat odksztalcenia, przy ktérym obserwuje sie pierwsze mikropasma
$cinania sa fragmentaryczne i niepetne. Sytuacje komplikuje fakt, ze inicjacja
oraz udzial aktywnych mikropasm écinania zaleza bardzo silnie od drogi od-
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ksztatcenia oraz przyjetego schematu obcigzenia. Dla obciazeri monotonicznych
obserwuje sie, ze pierwsze mikropasma $cinania wystepuja przy stosunkowo
duzej wartosci odksztalcenia. Badania Bochniaka i Korbla, prezentowane np.
w pracach (1995) [108], (2003) 23], wykazuja jednak, ze mikropasma $cinania
mozna generowaé praktycznie przy dowolnym odksztaltceniu przez odpowiednio
sterowang zmiane drogi odksztatcenia, co legto u podstaw nowych technologii
ksztattowania plastycznego metali opracowanych przez tych autoréw.

7.2 Identyfikacja prawa plyniecia z zastosowaniem
numerycznej analizy préby kanalikowej

Konstytutywny opis plyniecia plastycznego z udzialem pasm scinania zapropo-
nowano w pracy Pecherski (1992) [188] oraz (1997) [191]|. W pracach Pecherski
i Nowak (1998) [196], Nowak i Pecherski (2002) [156] przedstawiono identy-
fikacje modelu oraz jego weryfikacje. Istota modelu proponowanego przez
Pecherskiego (1998) [193], (2002) ([194], [156]) polega na addytywnym roz-
ktadzie tensora predkosci deformacji plastycznej, ktéry zostat wyprowadzony
dla makroskopowej miary predkosci deformacji z udziatem wielopoziomowej
hierarchii pasm $cinania w pracy Pecherski (1997) [191], na cze$é generowana
przez krystalograficzne poslizgi D? i czed¢ generowang przez pasma $cinania
D?‘B:

D? = D? + DY, | (7.1)

oraz na wprowadzeniu skalarnej miary udziatlu pasm $§cinania w predkoéci od-
ksztatcenia plastycznego, Kowalczyk-Gajewska i inni (2005) [110]:

_ DS

fs = D (7.2)

Identyfikacje modelu, ktéra polega na wyznaczeniu nieznanego udziatu
pasm Scinania fgp w funkcji ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznegoe?,
przeprowadzono dla zadania nieswobodnego Sciskania w ptaskim stanie od-
ksztatcenia. Stosujac program elementéow skoriczonych ABAQUS/ Standard
(2001) [1], wykonano numeryczne obliczenia procesu jednorodnego $ciskania
w plaskim stanie odksztalcenia, ktéry modeluje probe kanalikowa. Przyjeto
plaski element osmioweztowy typu CPES.

Do obliczen zastosowano uproszczone réwnanie prawa plyniecia z udziatem
symetrycznego uktadu mikropasm $cinania, ktére wykorzystano do sformu-
towania nastepujacej postaci predkosciowych réwnain sprezysto-plastycznosci
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przy zalozeniu matych odksztatcen sprezystych:

o 1% 1 / ’
0ij = CijtiDri, Cijr = 2G <5ik(5jl + méij(skl - aa%/aijakl)’ (7.3)

J
naprezenia i dewiatora tensora naprezenia, Cauchy’ego w uktadzie kartezjan-

skim, natomiast h jest modulem plastycznym w aktualnym stanie umocnie-
nia, ktéry wyznacza sie z zadanej charakterystyki materiatu. Zauwazmy, ze
udzial mikropasm $cinania fgp € [0, 1) uwzgledniony jest w parametrze o, po-
przez ktory wptywa na tensor modutéw sprezysto-plastycznych, a zatem moze
wplywa¢ na zmiane macierzy sztywnosci analizowanego schematu obliczenio-

gdzie a = % [1 + W}, Oij 0’;- oznaczajg odpowiednio sktadowe tensora

wego. Symbol gij oznacza sktadowe pochodnej obiektywnej tensora naprezenia
Cauchy’ego, ktora w tym wypadku ma postaé¢ pochodnej Zaremby-Jaumana.

W obliczeniach wykorzystano przewidziana w programie ABAQUS/Stan-
dard (2001) [1] mozliwoé¢ modyfikacji procedury materiatowej UMAT. W pro-
cedurze UMAT stosuje sie prosta wersje znanego algorytmu odwzorowania po-
wrotnego, tzw. algorytmu (ang. radial return) (powrotu po promieniu), ktory
jest typowy dla catkowania réwnarn konstytutywnych sprezysto-plastycznosci
z warunkiem Hubera-Misesa (por. np. Simo i Hughes (1998) [221] , Kleiber
(1995) [106], cz. II rozdz. 6). Obliczenia wykonano dla potegowej aproksyma-
cji charakterystyki materiatu otrzymanej doswiadczalnie w prébie swobodnego
$ciskania wykonanej przez Bronkhorsta i inni (1992) [31] (przedstawionej w tej
pracy na str. 450, Rys. 2). Przyjeto nastepujaca formutle

1
o =0y (E€p> " (7.4)
gy
gdzie granica plastycznosci oy = 0.02 GPa, modut Younga F = 126 GPa,
m = 2.93.

Postaé¢ poszukiwanej funkcji udziatu pasm scinania fsp, ktéra daje dopa-
sowanie z doktadnoscia okoto 5% do punktow doswiadczalnych krzywej napre-
zenie $ciskajace odksztalcenie logarytmiczne otrzymanej w probie kanalikowe].
Funkcja ta jest wyrazona réwnaniem

B fsB,
fSB (Ep) - 1 4 exp (CL _ b ‘€3|) ’ (75)

gdzie fsp, = 0.95, a ="7.5, b=13.6.
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3

Rys. 7.3. Porownanie wynikéw prostej identyfikacji z zadana funkcja (7.5) z
wyznaczonymi statymi fsp, = 0.95,a = 7.5,b = 13.6 — krzywa 1, z rezul-
tatami automatycznej metody identyfikacji iteracyjnej — punkty odpowiadaja
wynikom obliczen, a aproksymujaca je krzywa 2 odpowiada funkcji (7.5) ze
stalymi fsp, = 0.975,a = 12.5,b = 25 .
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Taka metoda identyfikacji polegata sie na intuicyjnym doborze postaci funk-
cji i dopasowaniu wystepujacych w niej statych przez wielokrotne obliczenia
procesu jednorodnego $ciskania w plaskim stanie odksztalcenia. Procedure te
mozna zautomatyzowac, stosujac metode iteracyjna. Na poczatku zaktada sie
pewna startowa warto§¢ udzialu pasm $cinania np. [, a nastepnie wyko-
nuje sie serie obliczenn omawianego problemu 4ciskania w plaskim stanie od-
ksztalcenia. Na kazdym kroku wyznaczonym przez zadany przyrost odksztal-
cenia Aeg sprawdza sie czy wartosci naprezenia oss, obliczone dla réznych
wielkosci fsp € [0, 1), leza odpowiednio blisko wartosci wzietych z krzywej do-
swiadczalnej. Iteracyjnie sprawdza sie, czy ich réznica jest mniejsza od zadanej
wielkosci. Przyjeto, ze zakres btedu wynosi 5%. Zmniejszenie tej wielkosci po-
woduje silny wzrost liczby iteracji i wydtuzenie czasu obliczeri. Do opracowania
automatycznej procedury identyfikacji zastosowano algorytmy zaproponowane
w pracach Nowak i Stachurski (2001) [157] i (2002) [158], ktore postuzyly do
rozwigzania problemu nieliniowej regresji metoda globalnej optymalizacji. Tak
zdefiniowane zadanie identyfikacji polega na poszukiwaniu wartoéci nieznanych
parametrow dla zadanej postaci funkcji fgp oraz znanych danych wejsciowych
i wyjéciowych. Zadanie takie jest nazywane problemem odwrotnym. Podejécie
takie w modelowaniu proceséw ksztaltowania plastycznego metali stosowano w
pracach: Kusiak i inni (1996) [113], Szyndler i inni (2000) [233], Szeliga i inni
(2002) [232], Kowalski i inni (2006) [111]. Przeglad osiagnie¢ w rozwiazywa-
niu probleméw odwrotnych zwiazanych z plastyczna przerébka metali mozna
znalezé np. w pracy Szyndler (2001) [234].

Narys. 7.3 przedstawiono zbiér punktéw odpowiadajacych obliczonym war-
tosciom fgp, ktore spetniaja zadany warunek zgodnosci z wynikami dogwiad-
czalnymi. Pokazano takze krzywa aproksymujaca te punkty. Mozna zauwazy¢,
ze proponowana do identyfikacji funkcja fsp(eP) niewiele odbiega od punktow
uzyskanych w automatycznej metodzie identyfikacji.

7.3 Weryfikacja modelu na przykladzie procesu kucia
matrycowego

Wyznaczenie funkcji udzialu pasm $cinania pozwala stosowaé prawo plynie-
cia plastycznego do rozwigzywania probleméw brzegowych opisujacych pro-
cesy ksztaltowania metali. Otwartym problemem pozostaje jednak okreslenie
wplywu zmiany drogi obciazenia lub odksztatcenia na postaé¢ zidentyfikowa-
nej funkcji fsp(e). Weryfikacje proponowanego modelu opisanego réwnaniami
(7.1-7.5) przeprowadzono w zastosowaniu do numerycznej symulacji ptaskiego
procesu kucia matrycowego w pracy Pecherski i inni (2000) [197] oraz Nowak
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i Pecherski (2002) [156]. Przyjeto podobna geometrie, warunki brzegowe oraz
typ elementu jak w pracy Kalidindi i inni (1992) [104]. Na rys. 7.4 przedsta-
wiono zalozony podzial na elementy skonczone i siatke zdeformowana.

L =t
Rys. 7.4. Zalozony podzial na elementy skonczone, przed i po deformacji
probki.

Obliczenia numeryczne wykonano, stosujac program ABAQUS/Standard
(2001) [1], dla klasycznego modelu Prandtla-Reussa z izotropowym wzmocnie-
niem oraz dla modelu ptyniecia plastycznego z udziatem pasm $cinania. Do pre-
zentacji wynikéw wybrano wykres zmian sity przytozonej do stempla w funkeji
przemieszczenia stempla z gérna powierzchnia deformowanej prébki pokazany
na rys. 7.5. Wykres z zaczernionymi tréjkatami odpowiada punktom dodwiad-
czalnym, natomiast wykres z trojkatami niewypelnionymi reprezentuje wyniki
obliczen numerycznych przytoczone z pracy Kalidindi i inni (1992) [104].
Mozna zauwazy¢, poréwnujac zebrane na rys. 7.5 wyniki, ze model plastycz-
nosci z identyfikowanym udziatem pasm $cinania zapewnia dobra zgodnosé z
danymi doswiadczalnymi oraz rezultatami symulacji numerycznej Kalidindi i
inni (1992) [104] otrzymanymi dla znacznie bardziej skomplikowanego modelu,
ktory wymaga duzo wiekszego czasu obliczeri. Wida¢ takze, ze powszechnie
stosowany model Prandtla-Reussa prowadzi do duzych rozbieznosci wynikow
obliczen i danych do$wiadczalnych. Na rys. 7.6 przedstawiono rozktad warto-
§ci udzialu pasm $cinania fsp w konicowym etapie deformacji. Pelna analize
rezultatow podano w pracy Nowak i Pecherski (2002) [156].
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Rys. 7.5. Wykresy sity przytozonej do stempla w funkcji przemieszczenia stem-
pla z gérng powierzchnia deformowanej probki.
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Rys. 7.6. Rozklad wartosci udzialu pasm scinania fgp w koncowym etapie
deformacji probki.
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7.4 Wnioski

Analiza wynikéw obliczeri numerycznych i doswiadczalnych, ktore zostaly ze-
brane na rys. 7.5, prowadzi do spostrzezenia, ze zastosowanie prostego modelu
zadanego przez rownania (7.3-7.5), ktory oparty jest na prawie ptyniecia dla
symetrycznego uktadu pasm $cinania daje dobra zgodnosé z doswiadczeniem.
Dobra zgodnosé¢ z eksperymentem obliczonej zaleznosci sity nacisku na stemplu
w funkcji przemieszczenia, pozwala stwierdzié, ze lokalne obroty osi gtéwnych
tensora naprezenia i tensora predkoéci naprezenia mieszcza sie w zakresie do-
puszczajacym stosowanie prostej postaci prawa plyniecia. Konieczne sa dalsze
studia polegajace na numerycznej symulacji badanych dodwiadczalnie proceséw
ksztattowania plastycznego, ktore pozwola okredli¢ klase proceséw do ktorych
mozna stosowaé proponowany opis konstytutywny.
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8. Zagadnienie identyfikacji parametréw w modelach
materialu z mikrouszkodzeniami

Wstep

Rozdziat ten poswiecony jest:

e Okresleniu problemu identyfikacji odpornej (malo wrazliwej) na bledy
pomiarowe.

e Sformutowaniu problemu identyfikacji dla réznych miar porowatosci z
roznymi funkcjami materiatowymi.

e Okregleniu metody i algorytmu optymalizacji oraz sposobu catkowania
réwnan rozniczkowych w celu rozwigzania probleméw identyfikacji.

8.1 Problem identyfikacji w mechanice

Przez pojecie identyfikacja rozumie sie utozsamianie pewnego modelu z rze-
czywistym obiektem. W mechanice ciata stalego przez identyfikacje rozumie
sie proces ustalania zaleznosci miedzy uktadem rzeczywistym a modelem. Rze-
czywistym uktadem jest badane ciato, ktore podlega pewnym obciazeniom i z
ktorego otrzymujemy dane o jego zachowaniu. Model natomiast stuzy do wy-
generowania podobnej zbieznej z rzeczywistoscia reakcji. Identyfikacja jest re-
lacja zgodno$ci miedzy danymi z uktadu rzeczywistego a danymi wygenerowa-
nymi przez model. W mechanice modele powinny mie¢ wtasnosé powtarzalnosci
tzn. dane generowane z modelu odpowiadaja danym z ukladu rzeczywistego.
Idealny model generuje taka sama reakcje jak badany obiekt i odzwierciedla
sposob, w jaki system rzeczywisty dziata. 7 praktycznego punktu widzenia
akceptujemy modele, ktére posiadaja te wlasnosé, ze pary wejécie-wyjscie mo-
delu sa zgodne w sensie przyjetego kryterium z parami wejscie-wyjécie obiektu
rzeczywistego dla danego typu eksperymentu. Dla innego eksperymentu dany
model moze okaza¢ sie nieodpowiedni. Tak wiec rodzaj i przebieg ekspery-
mentu okredla nam warunki, w ktérych dokonywana jest identyfikacja. Model
musi by¢ na tyle ogoélny, aby zapewnial uzyskanie wszystkich badanych reakcji
obiektu rzeczywistego. W praktyce nie korzysta sie z modelu, ktéry zawiera
nieskoriczong ilog¢ informacji. Natomiast korzysta sie z uproszczonego zbioru
informacji odpowiadajacych okreslonemu eksperymentowi. Wyboér elementow



122 Problem identyfikacji

daja model opisujacy tylko najwazniejsze, z punktu widzenia badan, wejscia i
wyjscia. Sam proces upraszczania modeli wynika z teorii modelowania i opiera
sie na zalozeniu, ze nie wszystkie efekty sa jednakowo wazne w okreélaniu rezul-
tatow. Wéréd modeli mechanicznych wyrédznia sie modele deterministyczne i
probabilistyczne. W modelach deterministycznych zasady opisujace wzajemnie
relacje miedzy elementami uktadu sg okreslane zmiennymi opisowymi. Modele
probabilistyczne to takie, w ktérych relacje miedzy elementami sg okreélone
regutami probabilistycznymi i sa nazywane zmiennymi losowymi. Sam proces
identyfikacji uzalezniony jest od stopnia wiedzy o badanym obiekcie jeszcze na
etapie wstepnym, przed rozwigzaniem problemu. Rozwigzaniu i analizie réz-
nych probleméw identyfikacji poswiecono wiele prac, np.: Soderstrém i Stoica
(1989) [226], Nelles (2001) [146], Sobczyk (1986) [224], Mahnken i Stein (1996)
[128], Springmann i Kuna (2003) [228].

Okregleniem struktury modelu konstytutywnego zajeto sie w poprzednich
rozdziatach. Okreslenie parametréw modelu jest przedmiotem tego rozdziatu.
Proces identyfikacji w mechanice ciata statego sktada sie z nastepujacych eta-
pow:

e zaplanowania eksperymentu: wybodr wielkoéci do pomiaru, wybor czesto-
tliwosci probkowania, ustalenie doktadnosci i rozktadu bledow;

e skorzystania z dobrego oprogramowania w procesie zbierania danych: in-
teraktywnego, z mozliwodcig robienia wykreséw, filtrowania, identyfikacji
nieparametrycznej z analiza korelacji, z wstepna weryfikacja, z mozliwo-
$cig transformowania prostych modeli do réznych reprezentacji;

e okreslenia struktury modelu: test F dla sprawdzenia czy model opisuje
nasze zjawisko, modele przeparametryzowane (zbedne komplikacje), mo-
dele niedoparametryzowane (mata doktadnosé);

e ustalenia poczatkowych wartosci parametréw modelu (znanych i niezna-
nych);

e ustalenia celu identyfikacji: identyfikacja wstepna, doktadna (do weryfi-
kacji modeli teoretycznych);

e minimalizacji funkcji strat (jakosci): estymacja parametrow okreslona
jako minimum globalne;

e zastosowania estymacji parametréw odpornej na bledy pomiarowe;
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e sprawdzenia, poréwnania i wyboru najlepszego modelu: testy statystyczne
FPE (ang. final prediction error), AIC (ang. Akaike information crite-
rion), Vuonga (1989) [245] (testy AIC i FPE opisane sa np. w ksiazce
Soderstrom i Stoica (1989) [226]).

Modelem matematycznym ciata stalego jest uktad réwnan rézniczkowych lub
algebraicznych, ktéore mozna wyprowadzi¢. Modele takie mozna podzieli¢ na
ciagte i dyskretne. Modele ciaggle to modele o parametrach roztozonych w spo-
sOb ciagly. Oznacza to, ze wlasnosci uktadu zaleza od wspolrzednych danego
punktu. Modele ciggle lub dyskretne, dzieli sie z kolei na liniowe i nieliniowe.
Przyczyng nieliniowosci jest nieliniowodé geometryczna i fizyczna. Uktady nieli-
niowe mozna podzieli¢ na uktady liniowe lub nieliniowe ze wzgledu na parame-
try (parametry zaleza lub nie zaleza od stanu uktadu). W zaleznosci od stanu
obiektu modele moga by¢ statyczne (stan uktadu nie zmienia sie w czasie)
lub dynamiczne. W przypadku modeli losowych, losowosé¢ parametréw uktadu
mechanicznego wynika z losowosci wlasnosci materiatéw. W praktyce mode-
lowania, przyjmuje sie jednak, ze wlasnosci materialtu sa zdeterminowane, a
za wartosci statych materialowych przyjmuje sie wartosci srednie. W samym
procesie modelowania popelnia sie pewne btedy wynikajace 7z nieznajomosci
wszystkich zjawisk fizycznych zachodzacych w obiekcie (btedy modelowania),
btedy przyblizenia rzeczywistego uktadu modelem liniowym lub stabo nieli-
niowym (bledy linearyzacji), btedy zwiazane z pominieciem niektérych, mniej
zmaczacych zjawisk fizycznych (btedy redukceji), btedy dyskretyzacji tzn. zasta-
pienia przebiegu ciaglego dyskretnym ciagiem wartosci. Trzeba podkresli¢, ze
w procesie modelowania istotny jest wybor struktury modelu. Przez strukture
modelu rozumie sie posta¢ rownain rézniczkowych opisujacych zachowanie sie
modelu z doktadnoscia do parametréw. Wyboru struktury dokonuje sie we-
wnatrz pewnej klasy struktur dopuszczalnych w rozpatrywanym problemie.
Wyboru tego dokonuje sie przy okreslonym celu badan i ograniczen na podsta-
wie wiedzy a priori, jak réwniez na podstawie dostepnych wynikéw ekspery-
mentow. Kazdy model opisujacy dany material podlegajacy identyfikacji musi
by¢: mozliwy do obserwowania, sterowania i identyfikowania (obserwowalny,
sterowalny i identyfikowalny). Proces jest sterowalny (ang. controllability)

jezeli mozna znalez¢ taki zbior zmiennych sterujacych, ktore sprowadzajg uktad
z dowolnego stanu poczatkowego do pewnego, okreslonego z gory stanu konco-
wego w skoniczonym czasie. Natomiast proces okresla sie obserwowalnym (ang.
observability), jesli na podstawie pomiaréw sygnatu wyjsciowego mozna okresli¢
stan wczesniejszy lub aktualny procesu. Szersze okreslenie tych pojeé¢ mozna
znalez¢ w ksiazce Nellesa (2001) [146]. Identyfikowalnos¢ uktadu jest zwiazana
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z mozliwoscig okreslenia optymalnej struktury i estymacji parametréw modelu
przy wykorzystaniu wiedzy a priori o obiekcie i danych z eksperymentu na tym
obiekcie. Mozna to pojecie okresli¢ réwniez w ten sposob, ze system jest moz-
liwy do zidentyfikowaia dla danej grupy modeli jezeli odpowiednie oszacowane
parametry sg zgodne. Nalezy podkredli¢, ze whasnosé identyfikowalnosci zalezy
od struktury modelu, metody identyfikacji i warunkéw przeprowadzenia ekspe-
rymentéw. W literaturze rdznie rozumie sie pojecie identyfikowalnosdci parame-
trow modelu o znanej strukturze, patrz np. Séderstrém i Stoica [226], Holnicki
iinni (2000) [94] lub Nelles (2001) [146]. Duza grupe stanowia prace w ktorych
pojecie identyfikowalnogci zwigzane jest z asymptotycznym zachowaniem sie
estymatorow (oszacowari) parametrow. Oznacza to, ze ciag estymatorow jest
zbiezny do wartosci dokladnych parametrow. W pracach z tej grupy stosuje sie
zbiezno$¢ prawdopodobieristwa, zbieznosé z pewnoscial, zbieznos¢ ze srednim
kwadratem. Tak sie postepuje gdy struktura badanego uktadu i wybranego mo-
delu sg jednakowe co spotyka sie rzadko. Inna grupa prac dotyczacych identy-
kifowalnosci parametréw oparta jest na przewidywaniu (przepowiadaniu, ang.
prediction) wlasnosci modelu. Tak rozumiana identyfikowalnoé¢ mozna zdefi-
niowa¢, dysponujac dowolng miara réznic pomiedzy sygnalami wyjécia modelu
i obiektu oraz niepustym zbiorem wartosci parametréow modelu takim, ze w gra-
nicy, gdy liczba pomiaréw rosnie do nieskonczonosci, miara réznic jest réwna
zero. Dokladniej pojecie to jest zdefiniowane w ksiazce Soderstrom i Stoica
(1989) [226] w rozdziale 6.4. Stwierdzenie, ze dany uktad jest nieidentyfiko-
walny oznacza, ze nie ma mozliwosci, na podstawie posiadanych informacji,
dokona¢ identyfikacji modelu rozwazanego uktadu.

Proces identyfikacji wymaga: okreslenia funkcji jakosci dopasowania, co jest
trescig rozdziatu 8.2, okreslenia danych eksperymentalnych wykorzystywanych
do oszacowania parametréw wystepujacych w modelu, co jest trescia rozdzia-
tow 8.3-8.7, ustalenia metody okreglania minimum funkcji dopasowania (me-
toda optymalizacji) przedstawionej w rozdziale 8.8 oraz sposobu rozwiazywania
rownan rozniczkowych rozwazanego problemu, co jest tematem rozdziatu 8.9.

8.2 Problem identyfikacji wykorzystujacej odporne funkcje
strat
W konwencjonalnej metodzie identyfikacji gtownym celem jest:
e znalezienie wartoéci parametréw modelu zapewniajacych minimalna war-

tos¢ funkcjonatu $redniokwadratowego obliczong jako wartos$é stosownej
funkcji strat (jakosci) f zaleznej od nieznanych parametréw x, co mozna
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zapisa¢ w postaci

M M
min f(@) =Y {Yi = F(&,, 2)}* =D _{ri(x)}’, (8.1)
=1 =1

zeV

gdzie V' C IR" oznacza zbiér wartosci dopuszczalnych parametrow (o jest liczba
nieznanych parametréow do zidentyfikowania), Y; sa wielkosciami obserwowa-
nymi, F(&,, ) sa wielkosciami obliczonymi. F reprezentuje przyjety model i
wigze wartosci wejsciowe niezaleznej zmiennej, €,,, z wartosciami wyjsciowymi,
Yi,  oznacza wektor nieznanych parametrow ar;(x) = Y; — F(€p,, x), gdzie
i =1,2,...,M a M jest liczbg obserwacji. Przez r;(x) rozumiemy wartosci
residuéw.

Oznacza to, ze poszukiwane parametry uzyskuje sie w wyniku minimalizacji
funkcji celu, ktora odzwierciedla rozktad bledéw wynikajacych z procesu mo-
delowania przy z gory okreslonych zatozeniach. Najczesciej przyjmuje sie, ze
btedy maja rozktad normalny a estymacje przeprowadzana jest metoda naj-
mniejszych kwadratow réznic. Optymalno$é metody najmniejszych kwadratow
jest warunkowa i zalezy od wtasnosci bledéw. Jezeli bledy sa niezalezne, iden-
tyczne i maja rozktad normalny otrzymujemy nieobcigzong i efektywng esty-
macje parametrow dla naszego systemu w sensie estymacji najwiekszej wiary-
godnosci (ang. maximum likelihood estimation). Powstaje jednak trudnosé¢ w
sytuacjach, gdy btedy nie spelniaja powyzszych zalozen a priori.

Zwykle w danych doswiadczalnych wystepuja pewne pomiary obarczone

btedami lub zupelnie btedne wielkosci spowodowane na przyktad przez zaklo-
cenia przy przetwarzaniu pomiardéw. Punkty pomiarowe znacznie odbiegajace
od pozostaltych (pomiary oddalone, ang. outliers) uwidaczniaja sie jako ’piki’
na wykresach residuoéw r;(x), i maja wplyw w sposob istotny na identyfiko-
wany model poprzez funkcje strat (jakosci).
W literaturze jest wiele prac poswieconych sposobom modyfikowania, uzupet-
niania lub usuwania znacznie odbiegajacych punktéw pomiarowych ze zbioréw
z danymi do$wiadczalnymi. Pewne wskazéwki takich dziatan podano rowniez
w ksiazkach: Séderstrém i Stoica (1989) [226] i Eadie i inni (1989) [61] oraz
w wielu publikacjach np. w pracy Mugglestone i inni (2000) [137]. Najczesciej
dziatanie takie polega na:

e uzyciu testéw na wyszukiwanie pomiaréw oddalonych i nastepnie ich
usuniecie;

e zastapieniu pomiaréw oddalonych nowymi wartodciami ugrednionymi lub
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przewidywanymi;

e ostabienie wpltywu pomiaréw oddalonych poprzez uzyciu specjalnych
funkcji strat.

Nawet dla jakosciowo dobrych danych doswiadczalnych rozktad btedéw nieko-
niecznie jest rozkladem normalnym. Mozna nawet stwierdzi¢ ogélnie, ze po-
miary rzeczywiste w swej naturze maja rozktady inne niz rozktady normalne.
Nieuniknione btedy pomiarowe zwykle dzieli sie na: btedy przypadkowe, syste-
matyczne (state w danych warunkach pomiarowych) i nadmierne (wynikajace
z falszywych odczytow), patrz np.: Bak (1989) [17], Taylor (1999) [236]. Pod-
stawowym Zrodtem wymienionych btedéw w procesie pomiarowym sa:

— niedcistosci w definicji wielkosci mierzonej i jej zalezno$é¢ od innych wiel-
koéci lub warunkéw np. otoczenia;

— btledy samego sprzetu pomiarowego, jego wskazan i czulodci;
— bledy odczytow wskazan przyrzadow (bledy ludzkie);

— bledy metody (niewlasciwe narzedzia dla badanego obiektu, oddziatywa-
nie narzedzi na obiekt);

— bledy érodowiskowe (warunki otoczenia: temperatura, ci$nienie, drgania,
uderzenia, zapylenie);

— bledy obliczeniowe (zaokraglenia i uproszczenia).

Roznice lokalne wtasnosci materiatu uzytego do badan oraz btedy pomiarowe
8§ przyczyna nieraz znacznych rozrzutéw w danych doswiadczalnych. Charak-
ter btedéw pomiarowych w istotny sposob zalezy od metody przeprowadzenia
pomiaru. Wyréznia sie metody bezposrednie i posrednie. Réznym rodzajom
pomiaréw odpowiadaja rézne metody analizy bledéw, patrz np. Taylor (1999)
[236]-metody standardowe, lub Kotulski i Szczepinski (2004) [109]- metody
zaawansowane prezentujace wektorowe funkcje zmiennych losowych.

Do chwili obecnej tylko niewiele prac poswieconych jest badaniu wptywu
rozrzutéw danych na identyfikacje parametrow w modelach nieliniowych. W
pracach Seibert i inni (2000) [216] oraz Harth i inni (2004) [90] bada sie wptyw
rozrzutow w danych doswiadczalnych na proces identyfikacji parametrow w
nieliniowym modelu materiatu Bodnera i Partoma w wersji rozrzeszonej zapre-
zentowanej w pracy Chan i inni (1988) [38]. W pracach tych problem estymacji
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parametréw traktowano jako problem stochastyczny wymagajacy duzej liczby
danych doswiadczalnych. Pomierzone zbiory danych doswiadczalnych powiek-
szano generujac komputerowo duza liczbe nowych danych. W obecnej pracy
zaktada sie, ze zbiér danych doswiadczalnych jest dany, zamkniety i zawiera
tylko wielkosci pomierzone. Takie dane obserwowane wykazuja efekt losowosci
i posiadaja rozrzuty. Gdy rozktad btedéw danych doswiadczalnych nie jest nor-
malny (gaussowski) oszacowane parametry nie sa wowczas nieobciazone (staja
sie zalezne od rozktadu btedow) na co wskazat Huber (1977) [98]. W takich
przypadkach konieczne jest uzycie metod identyfikacji parametréw odpornych
na rodzaje btedow (ang. robust identification methods). Celem identyfikacji od-
pornej (niewrazliwej) jest opracowanie takiej metody identyfikacji parametrow,
ktora bedzie okresla¢ parametry nieobcigzone zar6wno w przypadku gdy btedy
w pomiarach sa liczne i znaczace i maja znany rozktad (niekoniecznie rozktad
normalny) lub, gdy bledy te sa niewielkie, ale ich rozktad odbiega od dosko-
natoéci (np. nie wykazuje symetrii). Do zaprezentowania istoty tej metody,
postuzymy sie sformutowaniem problemu identyfikacji opisanym wzorem (8.1).

Metoda najmniejszych kwadratéw pozwala nam okregli¢ wektor parame-
tréw & w wyniku minimalizacji sumy kwadratéw réznic. W wielu pracach pa-
rametry otrzymuje sie po prostu, jako warunek konieczny, rozwiazania uktadu
k rownan, ktore otrzymujemy w wyniku rézniczkowania wyrazenia
M Y — F(&,,x)}* (patrz wzor (8.1)) ze wzgledu na wektor parametréw
x i przyréwnaniu tych pochodnych do zera:

M9
Za— (Vi = F(&p,2)}> =0, j=1,2,...,n,

gdzie wektor & oznacza zbiér parametréow od 1 do n a M jak poprzednio jest
liczba obserwacji.

Jesli btedy maja rozktad normalny, estymacje metoda najmniejszych kwadra-
toéw sa estymacjami najwiekszej wiarygodnosci, a estymacje maja najmniejsze
wariancje (rozbieznosci) w sensie statystycznym.

W przypadku, gdy w zbiorze danych doswiadczalnych sg liczne btedne po-
miary lub nawet pojedyncze lecz znacznie odbiegajace od innych obserwacji
wielkoéci, parametry okreslone metoda najmniejszych kwadratow sa niewta-
$ciwe, a konwencjonalna metoda identyfikacji minimalizujaca sume kwadratow
odchylent okazuje sie nieskuteczna. Do opracowania metody, ktéra bedzie od-
porna na rodzaj i rozktad bledéw, zwykle wykorzystuje sie podejécie znane w
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statystyce jako podejscie M-estymatoréw. W takim podejéciu jawng funkcje
kwadratowa w wyrazeniu (8.1) nalezy zastapi¢ ogdlniejsza funkcja J(r;(x)).
Jak podano w ksiazce Seber i Wild (1989) [215] przez analogie z odporna regre-
sja liniowa, M-estymatorem & parametrow & jest rozwigzanie rownania (patrz

Huber (1977) [98])

ﬁf: af(gpmj)ﬂ <Y; - f(€p¢a$)> —0

=1 c%:j o ’

gdzie ¥ jest odpowiednig funkcja, ktora zostata zdefiniowana ponizej, ag jest
oszacowaniem dyspersji (rozrzutu). Wiecej szczegotow o podejsciu zapropono-
wanym przez Hubera jako szczegblny podzbidr rodziny M-estymatoréw i o wia-
snosciach réznych funkeji ¥ podano réwniez w ksiazce Lehmanna (1991) [116]
(rozdzial 5.6 str. 353). Gléownym powodem wprowadzenia M-estymatoréow byta
potrzeba skonstruowania oszacowari parametré6w odpornych na odstepstwa roz-
ktadu btedéw od rozkladu normalnego, szczegdlnie wtedy, gdy faktyczne roz-
ktady sa rozktadami o szerokich (ttustych) zakonczeniach. W podejsciu tym
definiuje sie odpornodé, krzywa wptywu oraz punkty zatamania, pojecia wpro-
wadzone przez Humpela 1968, 1971, 1974 (patrz np. Lehmann (1991) [116],
rozdzial 5.6). Istotny wktad do rozwoju teorii estymacji odpornej miaty prace
Tuckeya, np. praca z (1960) a nastepnie prace Hubera z (1964), a syste-
matyczny wyktad teorii estymacji odpornej znajduje sie w ksiazce Hubera
(1981) [99].

Inne odstepstwa od klasycznych zatozeni, np. odstepstwa od zatozenia o nie-
zaleznosci pomiaréw (niezaleznych, ale nie jednakowo roztozonych obserwacji)
uwzglednial w swoich pracach Beran (1982) oraz Caroll i Ruppert (1982). Jesz-
cze inne odstepstwa, np. wzajemna zalezno$¢ pomiaréw, ktoérg badat Portnoy
(1977), omowiono i podano referencje wymienionych prac w ksiazce Lehmanna
(1991) [116] (rozdzial 5.6). Podstawowym zaltozeniem w pracach poswieconych
odpornosci jest zalozenie o symetrycznosci rozktadu (bez tego w takim podej-
ciu trudno jest nawet zdefiniowaé, co sie estymuje). Alternatywne podejécie
bez zalozenia o typie rozktadu podal Huber (1981) [99]).

Dla standardowej funkeji strat V(z) = M r2(x), jak juz wspomniano,
estymator najwiekszej wiarygodnosci jest asymptotycznie statystycznie efek-
tywny i maksymalizuje logarytmiczng funkcje wiarygodnosci (zdefiniowana w
rozdziale 9)

InL(x) =1np(€p,, €pys-- - €py | T)
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gdzie p(€p,, €py,---,€py | ) jest warunkowa funkcjy rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennej €p,,7 = 1,..., M.
Stosujac zalozenie, ze r;(x) jest biatym szumem o gestosci rozktadu normal-

r2

nego N (r;) = \/21—77/\ exp (—%)\—), mozemy policzy¢ logarytm takiej funkcji

—InN(r;) = r?(x) + sktadowa niezalezna od = .

Oznacza to, ze w przypadku rozktadu normalnego bledow (gaussowskiego)
optymalna funkcja strat sprowadza sie do standardowej funkcji sumy kwa-
dratow odchylen. W przypadku danych dodwiadczalnych z obserwacjami nie-
typowymi, funkcja gestosci rozktadu reszt (odchyleri) zwykle maleje wolniej
wraz z |r;| niz funkcja rozktadu normalnego. Tak wiec w standardowej funkcji
strat duze wartosci reszt sa w niej uwzgledniane w wiekszym stopniu i btedy
w pomiarach maja znaczacy wptyw na funkcje strat.

Jest wiele sposobow jakosciowej modyfikacji standardowej funkeji strat i
otrzymania r6znych funkcji 9(r;(x)) patrz np. Soderstrom i Stoica (1989) [226]
str. 498. Funkcja ¥(r;(x)) jest to zwykle funkcja wypukta, rzedu, ktory zapew-
nia jednoznaczne rozwigzanie i posiada ciagla pochodna ¢ = 9 (r;()). Rozne,
nawet proste propozycje na funkcje ¥ daja funkcje ¢ = ', ktére powoduja,
ze rozwiazanie procesu minimalizacji (estymacji parametréow) musi by¢ prze-
prowadzone numerycznie w ogélnosci z zastosowaniem zwykle procesu itera-
cyjnego. Uzycie funkcji » wynika z koncepcji Hampela funkcji wpltywu (patrz
np. Hampel i inni (1986) [88]), ktory badal wptyw pojedynczych residuéw na
oszacowania parametréow. I tak, gdy funkcja przybiera nieograniczone war-
tosci, to oznacza, ze btedy r;(x) maja nieskoriczenie duzy wplyw na estymacje
parametréw. Dlatego, najwazniejszym wymogiem dla uzyskania odpornoéci na
btedy pomiarowe jest, aby ¢ byla ograniczona. Funkcja 1) powinna mie¢ mate
wartodci tam, gdzie residua sa duze. W rzeczywistodci wartosciom funkcjiep
odpowiada wrazliwoéé na btedy. Funkcja ta aproksymuje wpltyw btednych po-
miaréw lub pomiaréw znaczaco odbiegajacych od innych, o ustalonej wielkosci
odchylen, na warto$¢ estymowanych parametréw (w sposob przyblizony). Po-
dejs$cie Hubera byto i jest inspiracja dla wielu opracowan identyfikacji odporne;j
na bledy pomiarowe, a wtasnosci funkcji wptywu Hampela sa heurystyka po-
zwalajaca okredli¢ funkcje ¢v. W celu otrzymania odpornych estymatoréw, ich
funkcje wplywu, charakteryzowane przezi, muszg by¢ ograniczone, gdy obser-
wowane residua r; () sa duze lub zbiegaja do 0o, i to bez znaczenia dla jakich to
jest rozktadéw btedéw r;. Dla estymacji metoda najmniejszych kwadratow, gdy
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jako funkcji ¥ uzywamy funkcji kwadratu bledéw,d = r;2, funkeja wplywu jest
wowcezas ¢ = 2-r;. Majac duzo obserwacji odlegtychr; — oo, ¥ bedzie rosto do
00, co oznacza, ze pomiary oddalone maja duzy wplyw na estymacje parame-
trow. 7Z tego punktu widzenia, estymacja parametréw metoda najmniejszych
kwadratow jest wrazliwa na bledy w pomiarach, gdyz kazda wielko$¢ pomie-
rzona jest traktowana réwnowaznie i ma te samg wage. W metodzie identyfi-
kacji odpornej nie mozemy traktowaé wszystkich pomiaréw doswiadczalnych
z ta sama wiarygodnoscia, jak w metodzie najmniejszych kwadratéw. Nalezy,
wprowadzi¢ ograniczone (zwykle mate) wagi dla blednych lub bardzo oddalo-
nych obserwacji lub wrecz zerowe wagi, aby pomija¢ ich wptyw na estymacje
parametrow.

8.2.1 Rozne funkcje strat (jakosci dopasowania)

Parametry materiatowe sa ustalone w wyniku minmimalizacji réznic miedzy
danymi do$wiadczalnymi a odpowiedzia modelu. W tym celu wykorzystuje sie
funkcje odlegtosci, ktére sa funkcjami skalarnymi parametréw dla ktérych sys-
tem réwnan okreslony przez nasz model i historie obciazenia ma jednoznaczne
rozwigzanie. W optymalizacji funkcje takie nazywane sg funkcjami celu.
W przeprowadzonej analizie wykorzystamy nastepujace funkcje strat:

1. Standardowa funkcja kwadratu réznic.

Kwadratowa funkcja strat (jakosci)

M
min /() = Fi(2) = Y r¥(a), (8.2)
=1
gdzie

V C IR" jest zbiorem dopuszczalnych wartosci parametrow do identyfikacji, n
jest liczba nieznanych parametréw do identyfikacji i M jest liczba obserwacji
(pomierzonych wartosci przyczyn (wejsé) i odpowiednich reakcji (wyjsé)). W
réownaniu (8.3) F (&, x) oznacza wyliczona reakcje modelu podczas, gdy Y;
jest pomierzona wartoscia zmiennej badanej (porowatos¢) w danym punkcie
dla danego ekwiwalentnego edksztalcenia plastycznegoe?.

W tym przypadku funkcja celu jest funkcjadi(r;) = (r;)?. W takiej meto-
dzie identyfikacji (metoda najmniejszych kwadratow) wszystkie obserwacje sa
traktowane jednakowo, maja te sama wage.
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Nastepne trzy funkcje strat (jakosci) pozwalaja ostabi¢ wplyw duzych odchylen
albo ich odrzucenie. Maja one rézne postacie funkcji strat i funkcji wpltywu.
2. Odporne funkcje strat.
Funkcja strat P.J. Huber’a

o (Ti(@)
Fya) = s ( > , (8.4)
i=1 X
gdzie
% [t < A,
792@) - { A‘t‘ _ A2, ‘t‘ > A. (8'5)
: )2, It| < A,
Vo (t) = { 24, it > A. (8.6)
792(t) - { 0’ ’t| > A (87)
i x jest pewng miara dyspersji okre§long przez
1 M
X"~ 7 DI (8.8)

gdzie ©% jest przyblizeniem do estymowanego x.
Funkcja P.J. Hubera (1977, 1981) (98, 99| pozwala na redukcje lub pominiecie
wplywu odlegtych (ekstremalnych) pomiaréw powodujacych wzrost odchylen
(residuéw) ponad zatozone wartosci progowe.

Funkcja strat Beatona i Tuckeya Fjs(x)

F3(x) jest taka sama jak funkcja P.J. Hubera Fy(x), lecz 9(t) jest zdefinio-
wane odmiennie

s = { B [- -] sa (89)
1A%, t| > A.

Dy(t) = { 2 [1 - <f/A>2]2’ 1l < A, (8.10)
0, It > A.

iy (1) = { 2=t fr-se/ar], s s
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Funkcja strat normy [y

M
Fy(z) =Y |ri(z)]. (8.12)
i=1

W tym przypadku funkcja celu 9 ma nastepujaca postaé

9a(t) = |t]. (8.13)

Minimalizacja funkcji strat normy [ zdefiniowanej wzorem (8.12) ostabia, po-
dobnie jak wczesniejsze funkcje strat, wptyw duzych odchyleri w poréwnaniu
do podejscia najmniejszych kwadratow. Funkcja wplywu @ = 9) ma war-
tosci —1 gdy t jest ujemne a +1 gdy t jest dodatnie i jest nieokreslone gdy
t = 0. Tak wiec spelnia wymagania odpornej funkcji wptywu, ktéra musi byé
ograniczona, gdy liczba obserwacjit zbiega do nieskonczonosci.

8.2.2 Problem identyfikacji dla odpornych funkcji strat

Problem identyfikacji parametréow materialowych jest problemem znalezienia
takich parametrow, ktére zapewniaja minimalne wartosci jednej z funkcji strat
opisanych w rozdziale powyzej. Problem matematycznie daje sie zapisa¢ jako

M
irél‘gFl(w) = jz:(;z?i(rj(m)), i=1,...,4, (8.14)

gdzie V' C IR™ oznacza zbiér dopuszczalnych parametrow (n jest liczba po-
szukiwanych parametrow). Wektor & oznacza nieznane parametry. Natomiast
ri(x) =Y; — f@ jest réznica pomiedzy wartosciami obserwowanymiY;, a od-
powiednimi wyliczonymi wartosciami Y;(Y; = F(&,x)). Wielkos¢ F (&, x)
reprezentuje przyjety model i wiaze ze soba wprowadzane wartoéci zmien-
nej niezaleznej E? z wartodciami wyprowadzanymi . Podstawiajac zwiazek

Y; = ]:(Eg, x)) do rownania (8.14), otrzymujemy

M
:Inneigj;ﬁi (Y; = P&y @), i=1,....4. (8.15)

Drugi czton w réwnaniu (8.15) reprezentuje obliczone Wartoécif/j, a M jest
liczba obserwacji. W rzeczywistosci rozwiazujemy cztery roézne problemy iden-
tyfikacji. Kazdy problem odpowiada innej funkcji stratd;(t), i=1, 2, 3, 4.
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8.3 Dane eksperymentalne Fishera uzyte do oszacowania
parametrow

Dane eksperymentalne uzyte do oszacowania parametrow zostaly dokladnie
opisane w rozdziale 2. Nalezy podkregli¢, ze

e dane uzyskano dla probek cylindrycznych, a pomiary dokonano w tem-
peraturze pokojowe;j.

Do dalszej analizy przyjeto wyniki uzyskane w pracy Fishera (1980) [68] i
Fishera i Gurlanda (1981) [69] dla objetosciowe]j miary porowatosci catkowitej
&, nukleacyjnej &, 1 wzrostu §, przedstawionej na rys. 8.1.

Total, nucleation and growth void volume fractions, Fisher's data (1980)[68]
0.035 T T T T T T T

* total void volume fraction, &
0.03+ n * 1
+ nucleation void volume fraction, §

o growth void volume fraction, &2 *

0.025 T

o

9

>
I

Porosity, &
o
o
2
a

0.01F

0.005

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14
Equivalent plastic strain, &

Rys. 8.1. Porowatos¢ catkowita & oraz cze$¢ nukleacyjna &, i wzrostu §; w
funkeji ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznego €, (dane z pracy Fishera
(1980) [68] dla stali typu B1).

W opisie ewolucji pustek wykorzystano nastepujace rezultaty eksperymentu
Fishera:

e Pustki powstaja generalnie w powigzaniu z czasteczkami drugiej fazy o
rozmiarach wiekszych niz sredni wymiar czasteczki z catej populacji. Rzadko
formuja sie pustki w bardzo matych, odizolowanych czasteczkach, nawet dla
zaawansowanego stanu deformacji, ktéry istnieje w obszarze 'szyjki’ w prob-
kach rozcigganych.
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e Pustki tworza sie przez dekohezje potaczenia czastka—osnowa dla blisko
sasiadujacych czastek lezacych wzdtuz osi rozciagania.

e Znaczna dekohezja potaczenia czastka—osnowa rozpoczyna sie przy zaawan-
sowanych deformacjach (w eksperymencie Fishera z Gurlandem odpowiadaja-
cych ekwiwalentnemu odksztatceniu plastycznemué, = 0.75, dla stali typu B).

e Na przekroju minimalnym w obszarze szyjki w stalach weglowych zrodtem
pustek byto 10 — 40% czastek drugiej fazy.

e Czasteczki cementytu o nieregularnych ksztattach ulegaja czesto wewnetrz-
nym peknieciom. Pekniecia maja tendencje do uktadania sie w kierunku pro-
stopadtym do kierunku rozciagania.

8.4 Model materialu z mikrouszkodzeniami

8.4.1 Zwiazek konstytutywny dla materialu sprezysto-plastycznego
z mikrouszkodzeniami

Zachowanie sie materiatu z mikrouszkodzeniami opisano z wykorzystaniem teo-
rii  plastycznodci i modelu konstytutywnego zaproponowanego przez
Rudnickiego i Rice’a w pracy z 1975 [210] wlasciwego dla materiatow dyla-
tacyjnych, wykorzystanego rowniez przez Gursona (1975) [85] dla materiatow
ciagliwych z pustkami. Posta¢ tego zwiazku jest nastepujaca

1 Ykl o¢ ¢
D = 7 hiQu o™, Py = Doy Qu = 7— (8.16)

ooy’

gdzie o jest pochodnej Zaremby-Jaumann’a tensora naprezenia Cauchy’go,DP
oznacza tensor predkosci deformacji plastycznej, H jest modutem plastycznym
ciata z pustkami i ¢ jest potencjatem plastycznym. Dla plastycznych ciat z mi-
krouszkodzeniami i z warunkiem uplastycznienia typu Gurson’a (np. Gurson—
Tvergaard—Needleman 7z parametramiq; i g2 = q12) i potencjalem ¢ o postaci

b(0,6,5) = 25955 4 ogiecosh (42) — 1 (¢126)° =0 (8.17)

g

zwiazek konstytutywny (8.16) da sie przedstawi¢ jako

1 35’2" «
Df = = < 523 + &5”) Qu oM (8.18)

gdzie Sij = 045 — 3oukbi; 1 a = q€sinh(%L).



Problem identyfikacji 135

8.4.2 Roéwnanie ewolucji miary objetosciowej mikrouszkodzen

Porowatosé definiujemy tak jak w rozdziale 5. przez parametr mikrouszkodzen
= “/}’ =1- p%, gdzie V,, to objetod¢ pustek w rozwazanej objetosci V o

gestosci p. Symbol V' oznacza objetos$é osnowy o gestosci pps a symbol V,,

objetos¢ pustek.

Roéwnanie ewolucji dla parametru mikrouszkodzen przyjeto w postaci

(Needleman i Rice (1978)[144|, Perzyna (1984)[172] oraz patrz rozdzial 5):

¢ - g

= h(ep,x )1 ¢t r(eDP) +g(&,x)(1 — §)tr(DP)
gdzie h(€y, x) i g(€p, ) sg funkcjami materiatowymi, €, jest ekwiwalentnym od-
ksztatceniem plastycznym. Przyjeto, ze funkcje materiatoweh(é,, x) i g(€,, x)
zalezg tylko od ekwiwalentnego odksztalcenia plastycznegoe, i nieznanych pa-
rametrow .

(8.19)

8.4.3 Prawo zachowania masy

Rozwo6j mikrouszkodzen jest zgodny z réwnaniem ewolucji i zachodzi w zgo-
dzie z prawem zachowania masy. Tak jak w rozdziale 5.1.1 przyjeto, prawo
zachowania masy w postaci

h(&p, ®) T2eptr(oDP) + (9(6p, ) — Vtr(DP) = oM — 0. (8.20)

PM

8.4.4 Roéwnanie ewolucji dla porowatosci w obszarze ’szyjki’

Przyjeto, ze w punkcie centralnym szyjki o wspéirzednych jak na rysunku 8.2
stuszne jest nastepujace réwnanie ewolucji dla parametru porowatosci

Eg , (8.21)

T 1
[h (Alg + W 1) +g(1 =)\ + X2 +1)
1Y

§ 2z Ozz \/F

gdzie €, jest ekwiwalentnym odksztatceniem plastycznym,h = h(€?, a1, b1, c1)
ig=g(e, ag,ba,cy) sy funkcjami materiatowymi do identyfikacji.
Wprowadzamy oznaczenia

Dgx )\2 — Dlz;y
D%’ D%,

A\ = i\ = %[(/\1)2 + (N2 +1].
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Rys. 8.2. Wspotrzedne punktu centralnego w obszarze szyjki.

Wykorzystujac zwigzek konstytutywny (8.18) mozemy A\, Ao wyrazi¢ jako

38 o

A1 = o =
1= 2735 15a

, (8.22)

1 1
Spzx = Ogg — 30kk » Sez =02z — 30kk » Okk = Ogz + Oyy + 02z .

8.5 Stan naprezenia w ’szyjce’

Wykorzystajmy rozwiazanie Bridgmana (1952) 28] dla stanu naprezenia w
punkcie centralnym minimalnego przekroju prébki cylindrycznej oméwione w
rozdziale 2.9.2. Wzory na stan naprezenia oy, 0yy, 0. dla punktu centralnego
szyjki (x, y, z = 0) podano w rozdziale 4.

Wyrazenia analityczne dla naprezenia w obszarze ’szyjki’ zaleza od&, na-
prezenia plyniecia materiatu osnowy i od wielkoéci definiujacych geometrie
'szyjki’, to znaczy R/pr, gdzie R oznacza promien najmniejszego pola prze-
kroju w obszarze 'szyjki’, a pr jest promieniem konturu (krzywizny zewnetrz-
nej) szyjki. Wlasnosci mechaniczne materiatu szyjki opisuje sie zaleznoscia
potegowa w postaci g = oy (&p/ ey)N. W zaleznosci tej o, jest granica plastycz-
nosci materialu osnowy przy osiowym rozcigganiu, €, jest odksztalceniem od-
powiadajacym poczatkowej granicy uplastycznienia materiatu osnowy iN jest
wyktadnikiem w prawie umocnienia materiatu osnowy. Dla rozpatrywanego
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materiatu, czyli stali weglowej, przyjetoo,=175.0 MPa, ¢,— 0.001 i N = 0.18.
Podobnie jak w pracy Saje, Pan i Needleman (1982) [214] zaklada sie, ze

R
— = 0.0, for € <0.18
PR
(8.23)
R _ _
— = 0.833(¢, — 0.18), for €,>0.18 .
PR

Uwzgledniajac zaleznosé (8.23) w rozwiazaniu Bridgmana dla rozciagania
osiowosymetrycznego otrzymujemy

Tor _ Twy _ (8.24)
Ozz Ozz
gdzie
1R 1R
A=In (—i—l) (1+ln <+1>> . 8.25
2pr / 2pr (8.25)

Ponadto, przyjeto zwiazek konstytutywny materiatu z mikropustkami w
postaci (8.16) proponowanej przez Gurson (1977) [87]. Wykorzystujac ten
zwiazek mozna okresli¢ Aj i Ao

A=Ay = (3575:]0 + 5’0&)/(35’22 + 5’0&) . (826)

W spos6b analogiczny postepujemy wykorzystujac rozwigzanie stanu napreze-
nia przedstawione w rozdziale 4.2.

8.6 Sformulowanie problemu identyfikacji w zalezno$ci od
miary mikrouszkodzen

W pracy Fishera przedstawiono rezultaty pomiaréw dla catkowitej i rozdzie-
lonej miary mikrouszkodzeri. Ponizej zaproponowano dwa sformutowania pro-
blemu identyfikacji dla miary catkowitej mikropustek i dla miary z rozdzielo-
nym udziatlem wzrostu i zarodkowania mikropustek.

8.6.1 Sformulowanie problemu identyfikacji dla modelu z catkowita
miarg nukleacji i wzrostu mikrouszkodzen

Naszym celem jest znalezienie parametréw materiatowych w réwnaniu ewolucji
(8.19) dla porowatosci £ jako miary catkowitej wzrostu i zarodkowania pustek
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dla okreslonej funkcji strat. W modelu z catkowita miara mikrouszkodzen wy-
liczamy odpowiedZ modelu jako rezultat catkowania réwnania rézniczkowego,
gdy po lewej stronie mamy pochodng ze wzgledu na zmienng wprowadzange,.
Prawa strona réwnania rézniczkowego zalezy natomiast od wprowadzanych i
otrzymywanych zmiennych i od nieznanych parametréw. Parametry te wcho-
dza przez proponowane funkcje materiatoweh(€y, a1, b1, c1) i g(€, az, b2, c2).
Mamy zatem:

§ = h(gpa ai, b, cl)llfgtr(o'Dp) + g(gpa az, bz, 02)(1 - g)tT(Dp) )
(8.27)
gdzie h(€p, a1,b1,c1) i (€, az, ba, c2) sa funkcjami materiatowymi z poszu-
kiwanymi parametrami. Pozostale oznaczenia sa opisane przy omawianiu réw-
nania (8.19). Sumujemy wartosci funkcji strat (jakosci) obliczone tacznie dla
zarodkowania i dla wzrostu

M
éneu‘} L;ﬁz (gj—ﬁ(Epj,m))} , i=1,...,4, (8.28)

gdzie £1 ¢ (€p;, ) oznaczaja wartosci eksperymentalne i obliczeniowe porowa-
tosci, dla danych parametrow .

8.6.2 Sformulowanie problemu identyfikacji dla modelu
z rozdzielonymi miarami nukleacji i wzrostu
mikrouszkodzen

Zaktadajac, ze dysponujemy rezultatami dla porowatosci z rozdzielonymi udzia-
tami (tak jak np. w eksperymencie Fishera), konieczne jest inne sformutowanie
problemu identyfikacji. Model identyfikacji ma teraz posta¢ dwoch rozdzielo-
nych réwnan ewolucji. Jedno opisuje zarodkowanie nowych pustek a drugie
opisuje wzrost juz istniejacych pustek. Obydwa te réwnania sa ze sobg powia-
zane przez wprowadzenie catkowitej miary porowatosci do ich prawych stron:

& = (e, ) —g—gtr(eD?),
(8.29)
§ = g(&, )1 —¢&" —&%)tr(DP) .

Wystepowanie miary catkowitej po prawych stronach oznacza, ze zacho-
wujemy zalozenie addytywnosci, & = £" + £9. Model reprezentowany przez
rownania (8.29; 1 8.292) nie jest matematycznie rownowazny modelowi repre-
zentowanemu przez rownanie (8.27). Przez takie sformutowanie modelu mamy
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tez inne sformutowanie funkcji strat. Sumujemy teraz wartoéci funkcji strat
obliczone oddzielnie dla zarodkowania i oddzielnie dla wzrostu, a mianowicie

M
arvnem Zﬁ( — " (&), )) Z ({ —&9(&;,x )) , 1=1,...,4,
7=1

J=1

(8.30)
gdzie €™ i £"(€p;, ) oznaczaja wartosci eksperymentalne i obliczeniowe poro-
watosci (dla danych parametrow ) wynikajace z zarodkowania nowych pu-
stek, a &9 1 &9 (€p;, ) oznaczaja wartosci eksperymentalne i obliczeniowe po-
rowatodci wynikajace ze wzrostu istniejacych pustek, odpowiednio. Obliczone
wartosci  £"(&;, ) i £9(€p,, z) uzyskano w wyniku catkowania numerycznego
rozniczkowych rownan ewolucji (8.291 i 8.293). W obliczeniach uzyto tych sa-
mych zestawéw funkcji materiatowych, jak w przypadku modelu z catkowita
miarg mikrouszkodzen.
Prawo zachowania masy dla tego modelu ma postaé

h(&: @) gegn—gayptr(0D?) + (9(&p, ) — Dtr(D?) = £4 = 0. (831)

PM

W powyzszym modelu zachowano jednak dodatkowe zalozenie, ze £ = £™+¢£9.

8.7 Funkcje materialowe

W literaturze znana i stosowana jest funkcja rozkladu normalnego dla nu-
kleacyjnej funkcji mikrouszkodzeri b (Chu i Needleman (1980) [43]).

Przy wyborze funkcji materiatlowych h = h(éP, aj, by, ¢1) i
g = g(é?, ay, b1, c¢1) uznano, ze nalezy sie kierowa¢ nastepujacymi zasadami:

e Nalezy preferowac¢ funkcje o znanej interpretacji mechanicznej.
e Wybieraé¢ funkcje najprostsze.

Do analizy wybrano:

1T7&, — 2
hi(€p,a1,b1,c1) = bail%exp <—2 [ep by 61} ) ) (8.32)
1

gdzie ay,b1,c1 83 nieznanymi parametrami. a; oznacza maksimum parametru
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mikrouszkodzen, by jest szerokoscia rozkladu mikroszkodzen (odchylenie stan-
dardowe), ¢ reprezentuje wartos¢ ekwiwalentnego odksztaltcenia plastycznego
€, w momencie gdy nukleacja mikrouszkodzen osigga swoja maksymalng wiel-
kos¢ (wartosé oczekiwana).

Badano réwniez nastepujgce funkcje materiatowe h:

ho = a (Ep)blexp(clép) , (8.33)

hy = al[l + tanh(blép + Cl)]. (834)
Po wstepnych badaniach pominieto ho poniewaz dawata gorsze wyniki niz hq
ihs.

Funkcja wzrostu g opisujaca wzrost mikrouszkodzen musi by¢ rownal gdy
nie ma nukleacji nowych i tgczenia mikrouszkodzeri. Efekty te sa powigzane i
do analizy przyjeto, ze funkcja g nie musi by¢ stata.

Jako pierwsza posta¢ przyjeto do analizy (Perzyna i Nowak (1987 [183]))

gl(ép, as, b, Cg) = ag exp [bz (Ep)CQ] . (835)

Przyjeto do analizy takze:

g = any/(&)? +ba(&) + oo, (8.36)
B = e (8.37)
g1 = 1, (8.38)
g5 = ag, (8.39)
g6 = a2+b2'€p- (840)

Modele z roéznymi funkcjami materialowymi g i h w przypadku caltkowitej
miary porowatosci oznaczono jak w Tab.la, natomiast modele z rozdzielonymi
miarami jak w Tab.1b. Litera (A lub C) w oznaczeniach w Tab.la okresla mo-
del dla funkcji materiatowej h a liczba okresla funkcje materialowag. Podobnie
w Tab.1b litery (DA, DC) okreslaja model dla funkcji materiatowejh a liczba
okresla odpowiednia funkcje materiatowag.
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Tabela la. Oznaczenia dla modelu z catkowity miara porowatosci.

funkcja g
g1 g2 g3 94 g5 g6
hi | Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6
hs |C1 | C2|C3|C4|C5|Co

Tabela 1b. Oznaczenia dla modelu z rozdzielonymi miarami porowatosci.

funkcja g
g1 g2 g3 94 g5 g6
hi | DA1 | DA2 | DA3 | DA4 | DA5 | DAG6
hs | DC1 | DC2 | DC3 | DC4 | DC5 | DC6

8.8 Metoda optymalizacji

Do rozwigzania problemu identyfikacji przedstawionego w rozdziatach 8.2.2 i
8.6 uzyto metody optymalizacji globalnej. Wybrana metoda optymalizacji glo-
balnej (Boender i inni (1982) [24]) w tej analizie identyfikacji zostanie przed-
stawiona przy zalozeniu, ze rozwazamy nastepujace zadanie optymalizacji

M
werglcnmnj;ﬁi (Yj - f(gpj,m)) Ci=1,...,4, (8.41)

gdzie: 9¥; oznacza funkcje celu zdefiniowane w rozdziale (8.2.1), wektor
x' =(a1, by, c1, az, bz, co ) (&' oznacza transpozycje wektora kolumnowego
x), V oznacza zbiér mozliwych (realnych, prawdopodobnych) wartosci para-
metréw an = 6 (czasami 3 albo 5). Minimalizujemy odpowiednie funkcje strat
okreglone jako réznice miedzy wartosciami obliczonymi i obserwowanymi para-
metru porowatosci (patrz wzory (8.28), (8.30)). Minimalizujemy odpowiednie
funkcje strat f(x) = Fi=1.4(x), co daje sie przedstawi¢ w tradycyjnej postaci
jako

mergicnﬂ%n f(x) . (8.42)

Wiele probleméw identyfikacji nieliniowej oraz wlasne doswiadczenia z mode-
lem porowatosci (prace Nowak i Stachurski (2001) [157], (2003) [159]) pokazaly,
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ze w nieliniowym zadaniu identyfikacji istnieje wiele miniméw lokalnych. Dla-
tego do obliczen zastosowano implementacje (w standardowym jezyku ANSI
C) globalnej metody minimalizacji Boender, Rinnoy Kan, Timmer i Strougie
w formie przedstawionej w pracy Torn i Zilinskas (1989) [235] opracowane;
przez A. Stachurskiego. Pewne szczegdly tej metody sa przedstawione w pracy
Nowak i Stachurski (2001) [157], a ogolny przeglad metod optymalizacji mozna
znalez¢ np. w pracy Findisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i Wierzbicki
(2001) [229].
Ogolnie metody optymalizacji lokalnej mozna podzieli¢ na dwie grupy:

— metody bezgradientowe;

— metody gradientowe.
Metody bezgradientowe sa to metody, w ktorych w kazdej iteracji wykorzy-
stywane sg informacje tylko o wartosciach funkcji strat modelu, obliczanej na
kazdym kroku. Metody bezgradientowe dzieli sie na dwa rodzaje:

— metody poszukiwan prostych (do tych metod naleza metody Rosenbrocka,
Hooke’a-Jeevesa, Neldera-Meada, metoda poszukiwan losowych (Monte

Carlo));

— metody 7z ninimalizacja w kierunku (do nich zalicza sie metody np.:
Gaussa-Seidela, Powella).

Do metod gradientowych zalicza sie metode najwiekszego spadku, metode gra-
dientu sprzezonego i zmiennej metryki, patrz np. Findesen i inni (1980) [67].
Algorytm tych metod sktada sie najczesciej z dwoch etapdw:

— etapu wyszukiwania kierunku, w ktérym prowadzona bedzie
optymalizacja,

— minimalizacja kierunkowa, najczesciej jeden krok obliczen.

Etap wyszukiwania kierunku wykonuje sie w kazdym kroku iteracji. W lite-
raturze opisano szereg metod minimalizacji w kierunku. Do najwazniejszych
naleza :

— metody geometryczne (zlotego podziatu);
— metody gradientowe (metoda $rednich, stycznych, reguta falsi);

— metody aproksymacyjne (aproksymacji kwadratowej, bisekcji, aproksy-
macji szesciennej).
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Wykorzystywane w tej rozprawie metody aproksymacyjne w obliczeniach zo-
stana przedstawione w dalszej czesci.

W rozprawie zastosowano metode optymalizacji globalnej (Boender i inni
(1982) [24]), ktora jest kombinacja :

e losowego probkowania,
e grupowania,
e lokalnego przeszukiwania wykorzystujac minimalizacje kierunkowa.

Lokalnie uzyto metode BFGS (metoda quasi-newtonowska z numerycznym
oszacowaniem gradientow). Metoda BFGS (Broyden (1970) [34], Fletcher (1970)
[72], Goldfarb (1970) [81], Shanno (1970) [217]) jest metoda optymalizacji bez
ograniczen, jednakze w naszym problemie wprowadzamy ograniczenia proste
(kostkowe) na parametry, co oznacza, ze Tmin < € < Tpmaz- Dla znalezienia lo-
kalnych minimizeré6w wykorzystuje sie metode minimalizacji kierunkowej tacza-
cej trzy rézne podejscia: z wykorzystaniem kwadratowej aproksymacji wzdtuz
kierunku przeszukiwan, szesciennych aproksymacji i bisekcje przeszukiwanego
przedziatu. Opublikowane wczesniej prace Nowak i Stachurski (2001) [157],
Nowak i Stachurski (2003) [159] przedstawiaja metode minimalizacji kierun-
kowej, dlatego metoda ta jest skrétowo przedstawiona w rozdziale 8.8.5. Wy-
mogi co do zapewnienia specyficznych wlasnosci niewypuktosci jednokierunko-
wej funkcji aproksymujacych wymusza uzycie nowego warunku wyboru miedzy
trzema wyzej wymienionymi podejéciami.

8.8.1 Metoda gradientowa poszukiwania kierunkéw poprawy

W algorytmach optymalizacji bez ograniczein, szczegblnie w algorytmach gra-
dientowych, wykorzystuje sie idee poszukiwania wzdtuz kierunku(po wspotrzed-
nych lub wzdtuz bardziej ogdlnego kierunku, ’line search algorithm’), patrz np.
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

Punktem wyjécia w tych metodach jest okreslenie punktu poczatkowego
poszukiwani x°. Nastepnie w kazdej iteracji wyznacza sie kolejny kierunek po-
szukiwan (w rézny sposob dla roznych metod) i przeszukuje kierunek w celu
znalezienia punktu minimum wzdtuz kierunku, tzn. punktu o mozliwie naj-
lepszej wartosci funkcji celu, potozonego na prostej wyznaczonej przez aktu-
alne przyblizenie rozwiazania optymalnego x* i kierunek poszukiwan d*. Jesli
funkcja celu jest minimalizowana, to jest to punkt, w ktorym jej wartosc jest
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najmniejsza, lub jego przyblizenie. Tym, co rézni poszczegblne metody, jest
sposéb wyznaczania nowego kierunku poszukiwan i zastosowana metoda mini-
malizacji kierunkowej.

Przebieg typowej k-tej iteracji metody realizujacej idee poszukiwania
wzdhiz kierunku, uzytej w obliczeniach jest nastepujacy:

1. Okresl kierunek poszukiwan d*.
2. Znajdz o minimalizujace f(a) = f(x* + ad¥) ze wzgledu na a.

3. Podstaw xFt1 = x* + oFd*.

Jedli w etapie 2 wyznaczamy minimum w kierunku doktadnie, to méwimy o
doktadnej minimalizacji w kierunkw, najczesciej jednak korzystamy z niedo-
ktadnej minimalizacji w kierunku. Jesli funkcja celu jest rézniczkowalna, to
doktadna minimalizacja wzdtuz kierunku oznacza znalezienie punktu, w kto6-
rym pochodna kierunkowa przyjmuje wartosé zero

df

da(ak) =0, = VfMHTdr=0.

Metody realizacji minimalizacji w kierunku i generowania kolejnych kierunkow
zostana doktadniej omoéwione w kolejnych podrozdrziatach.

W tzw. gradientowych metodach spadku poszukiwanie minimum w kierunku
mozna ograniczy¢ do a > 0, poniewaz %(a =0) < 0, jeli x* nie jest punktem
stacjonarnym, a kierunek jest tzw. kierunkiem poprawy.

Najczesciej do okreslania kierunku stosuje sie nastepujace dwa sposoby gdy

przyjmuje sie, ze:

o d¥ = —p i jest to metoda najszybszego spadku (MNS); metoda ta jest
wolna 1 zawodna oraz oparta na liniowym modelu funkcji,

e d¥ = —(G*)~1p¥ijest to metoda Newtona; metoda ta charakteryzuje sie
kwadratowym rzedem zbieznodci i jest oparta na kwadratowym modelu
funkcji,

gdzie p(x) oznacza wektor gradientu, natomiast przez p* oznaczono gradient
minimalizowanej funkcji f (x) w punkcie x* a G(x) jest macierza hesjanu funk-
cji f(x) w punkcie x.
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8.8.2 Ogdlny algorytm kierunkéw poprawy z poszukiwaniem
w kierunku

Algorytmy kierunkéw poprawy powinny sie realizowaé tak, aby spelnié naste-
pujaca wlasnosé (wlasnos¢ spadku)

(p"Tdk <0, Vk

gdzie d¥ oznacza kierunek poszukiwan w k-tej iteracji. Zwykle w obliczeniach
stosuje sie czedciowa minimalizacje w kierunku, tak by zapewni¢ spadek war-
todci funkcji

fk+1 < fk )

Konieczne jest woéwczas zapewnienie dostatecznie duzej redukceji wartosci, aby
punkty skupienia ciggu wartosci funkcji celu { f* heo byly wartoéciami w punk-
tach miniméw lokalnych. W zwiazku z tym nalezy unika¢ przesunie¢ o zbyt
bliskich skrajow przedziatu, w ktorym

(0,am) = {a € R": f(x* +ad") < f*} . (8.43)

Jako kryterium STOP-u w niedoktadnej minimalizacji kierunkowej, zapew-
niajacym zbiezno$é¢ metod jednostajnych kierunkéw poprawy, w uzytym w ob-
liczeniach algorytmie wykorzystano tzw. test Armijo

((p*HTdk| < —o(pM)d", (8.44)

gdzie parametr o musi naleze¢ do przedziatu (0,1). W takim sformutowaniu
tego testu, mozna zauwazy¢, ze reguta Armijo (8.44) w przypadku granicznym
o = 0 wymaga doktadnej minimalizacji w kierunku. Pociaga to wyliczania
nastepnego gradientu w kazdym punkcie podczas optymalizacji w kierunku.
W literaturze np. ksiazce Findisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i
Wierzbicki (2001) [229], najczesciej wykorzystuje sie nastepujace dwie pod-
stawowe metody spadku:
Metoda Newtona
Metode Newtona w wersji podstawowej wyprowadza sie przy wykorzysta-
niu modelu kwadratowego minimalizowanej funkcji. Model taki otrzymujemy z
rozwiniecia w szereg Taylora drugiego rzedu w punkcie aktualnego przyblizenia
rozwigzania x”

F(xF+8)~ fF+ (p*)T6 + %ETG’%S = ¢ (d) . (8.45)
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Symbol ¢¥(8) oznacza aproksymacje kwadratows funkcji f w punkcie x*, na-

tomiast symbol § = x — x* przyrost argumentu funkcji.
W podstawowej wersji metody Newtona

xR = xk 4 gk |

gdzie d* minimalizuje aproksymacje kwadratowa ¢*(8).
Aproksymacja ¢¥(8) ma jednoznacznie okreslone minimum, gdy hesjan GF
jest scigle dodatnio okreslony. Wowczas d¥ znajdujemy z warunku zerowania
sie pierwszej pochodnej

Vet (d*) =0.

Jezeli minimalizowana funkcja jest dwukrotnie ciggle rézniczkowalna, ele-
menty hesjanu spelniaja warunek Lipschitza, patrz np. Stchurcki i Wierzbicki
(2001) [229], dla wszystkich x, y w pewnym otoczeniu punktu optymalnegoX,
wowczas macierz G = G(X) jest §cisle dodatnio okreslona i punkt poczatkowy
x¥ jest dostatecznie blisko punktu %X, to metoda Newtona jest dobrze okre-
§lona dla wszystkich &k i zbiega do punktu optymalnego z szybkoscig drugiego
rzedu. W wersji podstawowej metody Newtona nie przewiduje sie¢ minimaliza-
cji w kierunku i w rezultacie metoda ta jest zbiezna tylko lokalnie, gdy punkt
poczatkowy jest dostatecznie blisko optymalnegoX.

Zmodyfikowana metoda Newtona

Do rozwiazywania ogdlnych nieliniowych zadan optymalizacyjnych nie na-
lezy stosowaé¢ metody Newtona z nastepujacych z nastepujacych dwoch powo-
dow, (patrz np. Stachurski i Wierzbicki (2001) [229])

e G* moze nie by¢ dodatnio okreglona, gdy x* jest daleko od rozwiazania,

e badz jesli G* jest $cisle dodatnio okreslona, to zbieznogé rowniez moze
nie wystapic¢, a ciag wartosci funkcji { f k}zozo moze nawet nie by¢ ciagiem
malejacym.

W celu unikniecia tego ostatniego problemu w uzytym do obliczen algoryt-
mie wprowadzono minimalizacje w kierunku. Uzyskano w ten sposob zwick-
szenie obszaru zbieznosci. W wersji metody Newtona przedstawionej w ksiazce
Stachurski 1 Wierzbicki (2001) [229] z poszukiwaniem w kierunku, poprawka
Newtona jest stosowana do generacji kierunku poszukiwan. Woéwczas

dk? — _(G_k?)—lpk

natomiast
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xFH1 = xk 4 ok gk
gdzie o znajduje sie jako punkt minimalizujacy (w przyblizeniu) funkcje
f(a) = f(x* + ad¥) ze wzgledu na a > 0.

Najbardziej wygodng metody rozwigzania rownania G*Fd¥ = —p*, w celu
znalezienia kierunku poszukiwan d¥, jest faktoryzacja hesjanu G¥ = LDLT
(patrz np. Stachurski i Wierzbicki [229]) i rozwiazanie trzech pomocniczych
uktadow réownar (odpowiednio z macierza trojkatna goérna, macierza diago-
nalng i macierza trojkatng dolng).

Algorytmy opracowane na bazie tej metody maja istotne problemy ujaw-
niajace sie gdy hesjan GF nie jest §cisle dodatnio okreslony. Woéwczas punkt
stacjonarny funkcji aproksymujacej nie jest punktem minimalizujacym dla tej
aproksymacji.

Proste wyjscie z takiej sytuacji jest omoéwione np. w ksiazce Satchurski i
Wierzbicki (2001) [229] na str. 108. Mozliwe sa inne podejécia do rozwiazania
tego problemu a szczegoly mozna znalezé réwniez w ksigzce Findisen i inni

(1980) [67].

8.8.3 Metody quasi-newtonowskie

W metodach quasi-newtonowskich wykorzystuje sie informacje o pochodnych
drugiego rzedu. Ich zaleta w poréwnaniu z metoda Newtona jest to, ze nie
wystepuje w nich koniecznosé¢ wyliczania dodatkowych pochodnych. Wykorzy-
stywana jest wylgcznie informacja o pochodnych pierwszego rzedu w aktu-
alnym punkcie x* oraz kolejnym po nim nastepujacym x*+1. W metodach
quasi-newtonowskich wykorzystuje sie mozliwoéé¢ aproksymacji funkcji nieli-
niowej bez jawnego wyliczania macierzy hesjanu. Szczegdty takiego podejscia
mozna znalez¢ w ksiazce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

W metodach tych aproksymujemy badz to GF (przez macierz, ktorg ozna-
czymy symbolem B*¥), badz tez jej odwrotnoéé (GF)~! (ktéra oznaczymy sym-
bolem HF). Na poczatku k-tej iteracji dysponujemy macierzami B* i HF.
W pierwszym przypadku kolejny kierunek poszukiwan wyznaczamy rozwia-
zujac réwnanie

B*dF — —p |

a w drugim przypadku w nastepujacy sposéb

d* = —HFpk .
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Jedli nie ma zadnej dodatkowej informacji, to zwykle przyjmujemy H® = I
(BY = 1), gdzie I oznacza macierz identycznosciowa.

Po znalezieniu kolejnego przyblizenia rozwiazania, czyli punktu x
(np. przez minimalizacje kierunkows), modyfikuje sie odpowiednio macierzHF
albo B¥. Dla aproksymacji na przypadek macierzy H* postepuje sie nastepu-

jaco.
Przyjmuje sie, ze

k+1

Hk+1 — Hk‘ +Uk 7

gdzie U¥ jest poprawka wyznaczana na podstawie przyrostéw zmiennych nie-
zaleznych

Sk — kL _ gk — Gk gk

i przyrostow gradientu
k= pktl _ph |

Nastepnie konstruuje sie poprawke w ten sposéb, by kolejna macierz spetniata
tzw. warunek quasi-newtonowski

HM P =gk (8.46)

Warunek (8.46) wynika i zachodzi w sposob naturalny w metodzie Newtona.

W metodach quasi-newtonowskich znanych w literaturze rozwaza sie¢ w za-
sadzie wylacznie poprawki U* pierwszego i drugiego rzedu, uzyskujac od-
powiednio metode WBD (metoda Wolfe’a, Broydena, Davidona, patrz np.
Findeisen i inni (1980) [67]) lub metode DFP (Davidon (1968) [52], Fletcher i
Powell (1963) [71]), patrz np. Stachurski i Wierzbicki (2001) [229]. Najczesciej
stosowana metoda quasi-newtonowska jest metoda BFGS, ktora przedstawiono
w nastepnym podrozdziale 8.8.4.

8.8.4 Lokalna metoda minimalizacji

Do poszukiwania lokalnych miniméw uzyto zmodyfikowanego wariantu metody
BFGS optymalizacji bez ograniczen (doktadnie metoda BFGS jest opisana np.
w: Fletcher (1987) |73], Findeisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i Wierzbicki
(2001) [229]).

Uzyty w tej pracy, tak jak i w pracach np. Nowak i Stachurski (2001, 2003) [157,
159], algorytm przebiega w sposob nastepujacy:

L U

Krok 0. Okresl ograniczenia ™ i % na zmienne. Wybierz mozliwy punkt po-

czatkowy x° spetniajacy ograniczenia. Okresl parametry dokladnosci



Problem identyfikacji 149

Krok 1.

Krok 2.

Krok 3.

Krok 4.

Krok 5.

Krok 6.

— egrgs > 0, w € (0,1). Oblicz wartogci gradientéw p® i wartosé
funkcji f© w punkcie poczatkowym x°. Przyjmij H? = I gdzie I jest
macierza jednostkowa, k := 0.

Oblicz biezacy kierunek poszukiwan wedtug wzoru:

d* = —H*p".

Znajdz 7 < 0 takie, ze reguta Armijo wielko§é kroku jest spelniona,
to znaczy
(Vf(a + Thdb)TdF| _
~(Vi@h)Td

Oblicz nastepny punkt
= gk 4 Rk,

F+1 w nastepnym nowym punkcie.

i gradient p
Sprawdz kryterium stopu (warunki Kuhn’a-Tucker’a). Jesli kryterium
stopu jest spetnione, wtedy STOP.

k+1 _ pk i réznice zmiennych niezaleznych

Oblicz gradient r* = p
s¥ = gkt ¥ Uaktualnij przyblizona wartosé¢ odwrotnosci Hessianu

stosujac wzor (8.48).

Przyjmij ¥t = ¥, p**t! = p¥. Zwieksz indeks iteracji k o jeden.
Oblicz f(z*). Wroe¢ do Kroku 1.

Metoda BFGS w oryginalnej postaci startuje z punktux i realizuje typowe
dla optymalizacji bez ograniczeri na gradienty nastepujace kroki

bt = gF 4 7k dk (8.47)

gdzie d* = —H*V f(x") jest kierunkiem przeszukiwanym a ¥ jest wspotczyn-
nikiem zaleznym od wielkosci kroku wybranym w minimalizacji kierunkowej
funkcji. Metoda ta wykorzystuje gradienty i réznice zmiennych niezaleznych,
w celu uaktualnienia przyblizonych wartosci H* odwrotnosci drugich pochod-

-1
nych (sz(ack)) minimalizowanej funkcji zgodnie z nastepujacym wzorem:
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rk THkrk sk ( sk B sk (rk THk+kark sk B
HY = HE + 1+<(3k:)Tsk (rk<)TZk:_ ( ) (rk)T gk ( )

(8.48)
gdzie r¥ = pFtl — pk sk = ghtl _ gk i pb = Vf(xF).

[teracje lokalnego minimizera sg zatrzymywane, kiedy norma gradientu (po-
chodnej) funkeji f jest mniejsza niz dana doktadnoséegrgs > 0. W minimaliza-
cji  kierunkowej uzyto kolejno kwadratowych przyblizen funkcji
f(1) = f(x* + 7 -d¥). Przeszukiwanie wzdtuz kierunku jest zakonczone, kiedy
speliona jest tak zwana regulta Armijo wielkosci kroku, ang. Armijo step-size
rule, to znaczy (kryterium Armijo)

_Tk mk Tk: k\\T k
’f!};Ff_(O))| — |(vf_i((vsza:k;)lT2k @’ < w, dla pewnych w € (0,1). (8.49)

Parametry eppgs 1 w sa okreslone przez uzytkownika.

Ten ogdblny schemat minimializacji zostal zmodyfikowany, przez uwzgled-
nienie ograniczen kostkowych na zmienne. Oznacza to, ze w naszych zadaniach
minimalizujemy funkcje z ograniczeniami kostkowymi czyli rozwiazujemy na-
stepujacy problem

minxemn f (x

)
. . . 8.50
przy ograniczeniach w% < :IZZU, dlat=1,...,n. ( )

Obecna implementacja charakteryzuje sie nastepujacymi cechami:

e Zachowujemy istnienie odwrotnosdci aproksymacji Hessianu w calym
obszarze;

e Generujemy kierunki spadku w catym obszarze;
e Przeprowadzamy minimalizacje kierunkowa w okreslony sposéb.

To odréznia zasadniczo to podejscie od typowej metody aktywnych zbioréw
dla zadan z liniowymi ograniczeniami.

Koniecznym okazalo sie tez, zmodyfikowanie kryterium stopu. Warunki ko-
nieczne optymalnogci Kuhn’a - Tucker’a w przypadku ograniczeri kostkowych
przyjmuja postac:
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(i) Nastepujace nier6wnosci powinny zostac¢ spelnione na brzegach

jesli - 2™ =zk wtedy pft! >0,

3
jesli 2t =2V wtedy pit! <o,
dla i=1,...,n.

(ii) Norma gradientu w podprzestrzeni zmiennych, ktore nie sa na ich brze-
gach w nowym punkcie 2"+ powinna by¢ réwna 0. Oczywiscie, w prak-
tyce sprawdzamy jedynie, czy sa one wystarczajaco male.

8.8.5 Minimalizacja w kierunku

Zadanie minimalizacji funkcji celu f w kierunku d polega na znalezieniu war-
tosci przesuniecia & takiego, ze funkcja f(a) = f(x* + a d) osiaga wartosc
minimalna w punkcie « = &. Czesto wystarczajace jest znalezienie minimum
lokalnego funkcji f(a).

Poszukujac minimum w kierunku tak jak wskazano to réwniez w ksiazce
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] i np. w pracy Nowak i Stachurski (2001)
[157], wykonujemy zwykle jedna lub kilka nastepujacych operacji:

1) znalezienie przedzialu (o, ag) akceptowalnych wartosci dtugosci kroku
«

7

2) redukcja przedziatu (aq, aa),
3) wykonanie pewnej interpolacji w celu znalezienia a bliskiego optimum.

Postepowanie jest przy tym rézne w zaleznosci od dostepnosci informacji
o pochodnych minimalizowanej funkcji. W zadaniach, w ktérych dostepna jest
pochodna, staramy sie ja zwykle wykorzystac.

Struktura typowego gradientowego algorytmu poszukiwania
minimum w kierunku

W metodach gradientowych optymalizacji bez ograniczeri zaklada sie zwy-
kle, ze generowany kierunek poszukiwan d jest kierunkiem spadku, tzn. ze
tworzy z kierunkiem minus gradientu w punkcie x* (aw = 0 odpowiednio) kat
mniejszy od 5. Woéwczas mozna przyjac jako lewy kraniec przedziatu poszuki-
wan w minimalizacji kierunkowej oy = 0.

Typowy gradientowy algorytm minimalizacji kierunkowej jest opisany w
ksiazce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229]. Jego struktura oparta jest na
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pojeciach kwadratowej interpolacji oraz ekstrapolacji minimalizowanej funk-
cji wzdhtuz kierunku d. Pojecia te sg wyttumaczone w ksiazce Findeisen i inni
(1980) [67] i zostana pominigte.

Koniecznosé minimalizacji funkeji f wzdtuz kierunku d* w kazdej iteracji po-
lega na rozwiazaniu nastepujacego problemu (patrz np. Nowak i Stachurski
(2001) [229]):

min f(7) = f(P(xk + Tdk)) , (8.51)

>0

gdzie P reprezentuje operator rzutowania na realny zbiér punktéw okreslonych
przez przejete ograniczenia kostkowe. Funkcja f(7) nie musi by¢ koniecznie wy-
pukta. Typowy algorytm gradientowej minimalizacji kierunkowej wykorzystuje
kwadratowa albo szescienng (trzeciego stopnia) aproksymacje funkcji f. Zwy-
kle aproksymacje te bazuja na

e w przypadku aproksymacji kwadratowej — na wartosciach funkcji w dwéch
punktach i wartosci gradientu tej funkcji w jednym z tych punktéw

e w przypadku aproksymacji szesciennej (na wartosciach funkcji i
wartosciach gradientu w dwoch punktach)

Aproksymacje te sa doktadne o ile nie sa one zbyt blisko aproksymacji li-
niowej. Jesli drugi punkt 7 jest bardzo blisko linii stycznej do wykresu funkeji
f w pierwszym punkcie 77, wtedy najlepsza aproksymacja kwadratows lub
sze$cienna jest aproksymacja liniowa. Natomiast, gdy f jest funkcja wypukla
to dla 7 > 77, bliskiego 71, najlepsza aproksymacja jest aproksymacja kwadra-
towa w przypadku przeciwnym najlepsza jest aproksymacja szeécienna. Dla-
tego w uzytym algorytmie sprawdza sie potozenie punktur i f(7) wzgledem
wspomnianej linii stycznej do f. W przypadku, gdy punkt 7, f(7) lezy znacz-
nie powyzej linii stycznej stosujemy aproksymacje kwadratowa, natomiast w
przypadku przeciwnym (punkt lezy znacznie ponizej linii stycznej) stosujemy
aproksymacje szedcienng, a w przypadkach nie nalezacych do wymienionych
stosujemy bisekcje (podzial przedziatu na dwie czesci). Dlatego wybor aproksy-
macji zalezy od wzajemnej relacji miedzy warto$ciami funkcji w nowym punkcie
probnym 7 i wartosci funkcji zlinearyzowanej na lewym skraju przeszukiwa-
nego przedzialu w punkcie 77, i obliczonej w tym samym punkcie 7 (7 > 71),
czyli stosujemy

e aproksymacje szedcienna jesli

Fro) + (@ +p)7f (1) > f(7) (8.52)
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e bisekcje (podzial na dwie czesci) jesli
Fr) + @+ p)rf'(r) < f(r) < flro) + (L= p)rf'(r2) 5 (8.53)
e aproksymacje kwadratows, jesli
F(r)> f(r) + @ = p)rf' (1) - (8.54)

Skalar p € (0,1/2) jest ustalonym parametrem. W praktyce przyjmuje sie
p = 1/10 lub mniej. Opisany sposéb doboru aproksymacji jest bardzo podobny
w jego geometrycznej interpretacji do znanych warunkéw Goldsteina stosowa-
nych jako kryterium stopu w wielu algorytmach przeszukiwania kierunkéw.
Jednak w testach Goldsteina dwa liniowe przeciecia sg powyzej linii stycznej i
stuza zupetnie innemu celowi, a mianowicie ograniczeniu jako kryterium stopu
minimalizacji kierunkowej. Jako kryterium stopu w omawianym i zastosowa-
nym w tych obliczeniach algorytmie minimalizacji kierunkowej wykorzystano
tzw. regule wielkosci kroku Armijo okreslona wzorem (8.49) i oméwiona w roz-
dziale 8.8.4.

Bezgradientowe metody minimalizacji w kierunku

Jezeli minimalizowana funkcja nie jest rézniczkowalna ani ciagla w sensie
Lipschitza, to pozostaja do dyspozycji tzw. metody poszukiwan prostych, ina-
czej metody bezgradientowe. W przypadku tych metod przeszukuje sie kolejno
pewne dane kierunki, np. przy wykorzystaniu kierunkéw wersoréow osi wspél-
rzednych tak jak w metodach Rosenbrocka lub Hooke’a-Jeevesa (patrz np.
Hooke-Jeeves (1961) [95], Kuester i Mize (1973) [112]). Brak jest ogolnej teo-
rii dotyczacej bezgradientowej metody minimalizacji w kierunku. Jak podaje
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] typowe dla wickszosci stosowanych algo-
rytméw jest przyjecie zatozenia o unimodalnosci funkeji f(a) = f(x* 4+ ad¥).
Ze sformutowania unimodalnosci funkcji wynika, ze w przedziale [a, b] musi
istnieé¢ jedyne $ciste minimum, a ponadto na lewo od tego punktu funkcja
musi by¢ malejaca, a na prawo rosnaca. Zalozenie unimodalnodci pozwala
zawezi¢ przedzial, w ktérym powinien znajdowaé sie punkt minimum. Pod-
stawa postepowania w takim przypadku jest twierdzenie 3.4 w ksiazce Sta-
churski i Wierzbicki (2001) [229]. Istnieje wiele metod opartych na podziale
przedziatu [a,b] na czesci i odrzucaniu jednej z nich. Jest to mozliwe dzieki
zalozeniu unimodalnosci. Jak podaje Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] ta
sama wlasnos$¢ wystepuje rowniez, jesli zamiast unimodalnogci zatozymy tzw.
Scista quasi-wypuktoéé funkeji f (tzn. dla dowolnych z1, w2 nalezacych do
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dziedziny funkcji f i dowolnego punktu z € (x1,72) zachodzi nieréwnosé
f(2) < max(f(x1), f(x2)). Rézne s sposoby okreslania punktow a' i o spel-
niajgcych warunek a < a! < o? < b, co okreéla szereg metod. Szczegoétowo

metody takie sa przedstawione w ksiazce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

8.8.6 Metoda optymalizacji globalnej Boendera i inni

Metoda optymalizacji globalnej Boennder i inni (1982) [24] charakteryzuje sie
zbieznoscig z prawdopodobieistwem jeden. Jest to typowa wtasnosé wszyst-
kich metod wykorzystujacych elementy stochastyki. Ogolnie, wykorzystanie
stochastycznych elementéw zapewnia nam absolutng gwarancje uzyskania suk-
cesu. Mozemy otrzymaé rezultat tylko wtedy, gdy prawdopodobienstwo wy-
boru punktu w sasiedztwie globalnego optimum x* zbiega do 1, jedli liczba
punktéw probki na etapie minimalizacji globalnej jest rosnaca. Pod pojeciem
‘sasiedztwo’ rozumiemy tutaj nastepujacy zbior punktow:

A(z") ={z € V;|[[z —x" [[< e} dla pewnego € > 0. (8.55)

Rezultat ten jest stuszny, co jest udowodnione przy stabych zatozeniach co do
minimalizowanej funkcji i co do rozktadu losowego badanych punktow. Jesli
rozktad tych punktow (probek) jest jednolity wV i funkcja f jest ciagla, wtedy
rezultat jest nawet mocniejszy. Mianowicie, sprawdzany punkt z najnizszg war-
todcig funkcji zbiega do punktu z minimalna wartoscig funkcji z prawdopodo-
bieistwem 1. Wynika z tego, ze minimalizacja globalna moze asymptotycznie
zagwarantowaé sukces. Jednakze, kazda metoda ograniczona tylko do pobiera-
nia probek moze byé¢ bardzo czasochtonna i moze by¢ nieefektywna. Wtlasnie
zwiekszenie efektywnodci przy zachowaniu asymptotycznie zagwarantowanego
sukcesu, jest jednym z wyzwanl w optymalizacji globalnej. W metodach sku-
pieni (klasteringu) probuje sie zwiekszy¢ efektywnosé przez uwzglednianie etapu
lokalnego przeszukiwania.

Dla wygenerowania grupy (klastra), moze zosta¢ uzyty pewien rodzaj me-
tody najblizszego sasiada. Wybierane losowo punkty, nie bedace w grupie sa
dodane do klastra, inicjowane przez punkt zarodek albo w X+t albo w X,
jesli odlegltosé tego punktu do jakiegosd punktu w klastrze jest mniejsza niz ’a
priori’ dana odlegltoé¢ ecy. Stad, odpowiednio, stwierdzeniex € X ix w
X powinno byé¢ rozumiane w ten sposéb. W wyniku tego, gromadzimy lo-

kalne minimizery (X ) i punkty prowadzace do punktéw minimalizujacych w
X,
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Jako kryterium stopu wymagamy spelnienie jednego z nastepujacych warun-

kéw:

e wszystkie punkty przeksztatconej probki moga zostaé sklasyfikowane;

e albo liczba znalezionych lokalnych miniméw, albo liczba punktéw prowa-
dzacych do minimum jest wieksza, niz ich maksymalna dozwolona liczba;

e albo liczba znalezionych miniméw globalnych, albo liczba globalnych
punktéw zarodkéw (to jest punktow probki prowadzacych do globalnego
minimum) jest wieksza niz zdefiniowana przez uzytkownika — maksy-
malna wartosé.

Szczegdtowa struktura algorytmu jest nastepujaca:

Krok 0.

Krok 1.

Krok 2.

Krok 3.

Krok 4.

Wybierz N-liczbe sprawdzanych wygenerowanych punktéw w pierw-
szym etapie i czesé v liczby punktéw sprawdzanych o najmniejszych
wartosciach funkcji. Oznacz przez X — komplet wszystkich lokal-
nych miniméw znalezionych dotychczas; przez X (1) — oznaczymy kom-
plet punktéw prowadzacych do minimumz € X . Wybierz parametr
ec1 > 0 stosowany w klasteryzacji.

Wybierz N losowo generowanych punktow ', 2, ... &V € V. Zakla-
damy, ze f* = f(z') dlai=1,...,N.

Dokonaj przeksztatcenia probki biorac czes¢ v najmniejszych punk-
tow biezacej probki (ich numery sa rowne N1), przeprowadzajac je-
den krok metody najszybszego spadku (ang. steepest descent method)
i zastepujac te punkty przez punkty otrzymane. Reszte punktéw po-
mijamy.

Zastosuj procedure grupowania (klasteryzacji) do przeksztatconej
probki. Elementy X (zbior globalnych punktéw — lokalne minima
znalezione do tej pory) sa wybierane najpierw jako punkty zarodki
(ang. seed points) po znalezieniu elementow X (zbior punktow
probki, ktore prowadza do minimum z € X™T).

Jegli wszystkie punkty x',x?, ... =V " sa zakwalifikowane wtedy

STOP, w przeciwnym razie przejscie do nastepnego kroku.

Dla i = 1,..., Nt wykonaj, jesli ' nie jest zaklasyfikowany ani do
X+ ani do XM wtedy
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a) nalezy uzy¢ procedury lokalnego przeszukiwania (ang. local se-
arch), zaczynajac od ' w celu otrzymania ',

b) jesli 't € X+ wtedy dodawac ' do X(1) (nowy punkt zarodek
prowadzacy do istniejacego minimum),

c) jesli 't ¢ X+ (x' jest nowym lokalnym minimum) wtedy do-
da¢ 't do X+ i’ do X,

Krok 5. Powrét do Kroku 1.

8.9 Metoda Rosenbrocka calkowania numerycznego

Kolejnym istotnym aspektem obliczen byto zastosowanie niezawodnej metody
rozwigzywania otrzymanych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Réwnania
te zawieraja osobliwosci, ktore utrudniaja lub uniemozliwiaja w sposob kla-
syczny ich numeryczne catkowanie. Metody Runge-Kutta ze zmiennym wybo-
rem kroku ulegaly zatrzymaniu bez wyniku lub zapetleniu (pracowaly w nie-
skoriczonym cyklu). Dlatego wybrano metode Rosenbrocka wtasciwa do rozwia-
zywania zle uwarunkowanych réwnan rézniczkowych. Algorytm i opis metody
mozna znalez¢ np. w ksiazce: Numerical Recipes in C (1993) [199]: The Art of
Scientific Computing.

8.10 Podsumowanie rozdzialu 8

Sformutowany problem identyfikacji z odpornymi funkcjami strat dla przed-
stawionych modeli materiatu ciagliwego z mikouszkodzeniami daje liczny zbiér
oszacowanych parametréw dla modeli o podobnym btedzie dopasowania rzedu
1077 dla modelu z calkowita miarg mikrouszkodzen i z btedem dopasowania
rzedu 1079 dla modeli z rozdzielonymi miarami mikrouszkodzeri. W oblicze-
niach kazdy przypadek odpowiada réznym kombinacja funkcji materiatowych
g i h i byt liczony z czterema funkcjami strat ¥;, i = 1,...,4 (patrz rozdzial
8.2.1). Rezultaty te przedstawiono w opublikowanych pracach Nowak i Stachur-
ski (2001-2003) [157], [158], [159]. Konieczne jest dokonanie selekcji i wyboru
modelu najlepszego. Do tego celu postuzono sie testami statystycznymi, ktore
omoéwiono w rozdziale 9.



Metody wyboru najlepszego modelu 157

9. Metody poréwnywania oraz wyboru najlepszego
modelu w zagadnieniach identyfikacji

Rozdziat ten poswiecony jest :

e Okresleniu kryteriow selekcji najlepszego modelu wsréd modeli z r6zna
liczba parametrow.

e Dokonaniu selekcji i znalezieniu najlepszego modelu wéréod modeli opi-
sujacych dane zjawisko (na przyktadzie modeli powstawania i wzrostu
mikrouszkodzen w ciatach plastycznych).

Podstawowe okreslenia i oznaczenia

W rozdziale tym wykorzystuje sie nastepujace okreslenia i oznaczenia:

x oznacza wektor nieznanych parametréw modelu a jego elementami sg liczby
rzeczywiste. Pomiary sa obarczone bledami a okreslone wartosci parame-
trow na podstawie tych pomiaréw nazywa sie oszacowaniami.

X oznacza oszacowane wartosci parametrow x. Oszacowany wektor parame-
trow X jest pewng funkcja pomiaréw i nazywa sie go rowniezestymatorem
parametrow. Oszacowanie jest tym samym co warto$é estymatora dla
ustalonych wartogci pomiaréw.

x* oznacza prawdziwe wartosci parametrow.

Wartoséé oczekiwana parametru lub wektora parametréwx oznaczamy naste-
pujaco E(x) 1 jesli spelniona jest rownoscé
E(x) =x",

gdzie E jest operatorem wartosci oczekiwanej, to estymator o tej whasnosci

nazywa sie estymatorem nieobcigzonym.

Przez wariancje estymatora rozumiemy wyrazenie

var(X) = E[x — E(X)]?

Macierz kowariancji natomiast to

cov(x) = E[x — E(%)][x — E(x)]T
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Rozrzut oszacowan wokol wartosci prawdziwych mozna scharakteryzowac za-
leznoscia
BE(x —x*)? = [B(X))? + var(x)

Dla skoniczonej liczby pomiaréw M, nie s3 znane metody prowadzace do esty-
matoréw nieobciazonych. Jednak mozna przyjac¢, ze wtasciwosci asymp-
totyczne beda w przyblizeniu prawdziwe dla skoticzonej, cho¢ duzej liczby
pomiaréw. Estymatory beda asymptotycznie nieobciazone, gdy

]L}EHOOE(XM) X

Przez estymator najwiekszej wiarygodnoscirozumiemy

x = argmaxIn L(y,x)
X

gdzie L(y,x) = f(y|x) jest funkcjq wiarygodnosci a f(y|x) jest
warunkowq funkcja gestosci prawdopodobienstwadla wektora pomiaru y
wzgledem wektora parametrow x.

Wielkogci obserwowane yas sa suma wielkosci mierzonych my; w M obser-
wacjach i losowego btedu pomiarury,

YM =my 41y

Zwykle zaktada sie, ze r1, 79, ..., 7y sa zmiennymi niezaleznymi o rozktadzie
normalnym f(ry;) = N(0,02) z zerowa wartoscig srednia i jednakowa
wariancja o2.

Dla takiego rozktadu normalnego wektora pomiaré6wy); mamy

(yn mn)

e 202

flym) = (27ra'2) T H

a zastepujac o2 przez estymator s otrzymujemy logarytmiczna funkcje
wiarygodnosci w postaci

M
I L(ya,x,s) = —LIn(2r) — Mns— 353 (ya —
n=1

Po zrozniczkowaniu In L(y s, X, s) po nieznanych parametrach x i s oraz po
wyznaczeniu estymatora najwiekszej wiarygodnosci wariancji btedow 5
Oln L(yar,x,8)
(z rownania ——5*== = 0) i po podstawieniu do In L(yu,x, s) za-
miast s, logarytmiczna funkcja wiarygodnosci przyjmuje postaé
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M
M
InL(ym,x,8) = =% In2r) + MInM — Mln[Z(yn —my)?] — >
n=1
Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci In L(yar, X, s) przyjmuje maksimum,
gdy
M
Z (Y — mn)? =99 funkeja strat osiaga minimum.

n=1

Funkcja ¥ jest kwadratem normy wektora btedow (r6znic) r,, w przestrzeni
lo.

Dla normy [y, czyli oszacowanie parametréw metoda sumy warto$ci
bezwzglednych mamy

M
191 = Z ‘I‘n’ .
n=1

9.1 Uwagi wstepne

W statystyce matematycznej odmiennie niz w rachunku prawdopodobieristwa,
nie zaktada sie pelnej znajomosci rozktadu zmiennej losowej, interpretowane;j
w praktyce jako cecha statystyczna elementéw badanego zjawiska. Punktem
wyjscia badania statystycznego jest przeprowadzenie doswiadczen i ustalenie
(wylosowanie) z calej populacji badanego zjawiska pewnej skoriczonej liczby
M elementow i zbadanie ich ze wzgledu na zmienng losowa (ceche)Y. Uzy-
skane w ten spos6b wartodcim;, ..., mys badanej cechy Y sa zaobserwowanymi
wartodciami M —elementowej probki. W statystyce matematycznej na podsta-
wie wyniku badania prébnego, staramy sie wyciagna¢ wnioski dotyczace ba-
danej cechy. Celem wnioskowania statystycznego jest oszacowanie nieznanych
parametréow badz ich funkcji, ktore charakteryzuja (rozklad) badanej cechy
badanego zjawiska (danej populacji) oraz weryfikacja (badanie prawdziwosci)
przyjetych hipotez statystycznych (co do modeli matematycznych opisujacych
dane zjawisko). Wnioskowanie statystyczne, jako oparte na czesciowej informa-
¢ji dostarcza jedynie wnioskoéw wiarygodnych - a nie absolutnie prawdziwych.
Dowolne dwie M-elementowe prébki z tej samej populacji sa na ogodl rézne.
Ciag liczbowy m;, ..., mps nalezy traktowac jako realizacje ciagu i, ..., Yar,
gdzie Y, 1 = 1,..., M jest zmienng losowa, ktorej zbiorem mozliwych warto-
sci sg wartosci i-tego sposrod M pomierzonych elementow. Ciag tych zmien-
nych losowych my,...,my bedziemy nazywaé M-elementowa probka losowa.
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Funkcje f(Y1,...,Yar) bedaca funkcja proby losowej my, ..., my nazywamy
statystykq testowq. Kazda statystyke ©7(Y1, ..., Yar), ktorej wartosci przyj-
mujemy jako oszacowanie nieznanego parametru 6 nazywamy estymatorem
parametru 0. Otrzymana na podstawie jednej konkretnej realizacji proby war-
to$¢ estymatora nazywamy oszacowaniem (ocena) tego parametru. Dla danego
parametru 6 mozna utworzy¢ wiele estymatorow @M(Yl, ..., Yy), ale dla
uzyskania estymatora o mozliwie ,optymalnych” wtasnosciach jest pozadane,
zeby mial on z gory narzucone pewne whasnosci (estymator zgodny i nieobcia-
zony). Jesli istnieje wartos¢ oczekiwana E@©)y), lecz E(©y)# 6, to Oy na-
zywamy estymatorem obcigzonym parametru 6, a roéznice E(éM)_Q = By (0)
obcigzeniem estymatora. W przypadku gdy limy/—o Ba(#) = 0 estymator
Om nazywamy estymatorem asymptotycznie nieobcigzonymparametru 6. Esty-
mator O/ nieobcigzony parametru 8, ktéry ma najmniejsza wariancje sposrod
wszystkich nieobcigzonych estymatoréw danego parametruf wyznaczonych z
prob M-elementowych, nazywamy estymatorem efektywnym.

Klasyczna estymacja parametrow zaktada, ze funkcja gestosci prawdopo-
dobieristwa ma znang postaé¢. Jesli nie znamy $cigle funkcji gestosci rozktadu,
lub znamy postaé funkcji gestosci rozktadu, ktora okreslono w oparciu o ob-
serwacje zawierajace rowniez pomiary wadliwe (odlegte), to estymatory para-
metréw ustalone dla takich rozkladéw nazywa sie w literaturze estymatorams
odpornymi. Okredlenie odpornosé oznacza mata wrazliwo$¢ na niewielkie od-
chylenia rozktadu od rozktadu écistego. Estymacja odporna ma duze znaczenie
praktyczne przy problemach identyfikacji. Jedli prawdziwy rozktad badanej ce-
chy oraz typ estymatoréow jakie rozwazamy, moga by¢ ograniczone do pewnych
og6lnych klas, to bedzie mozna wyznaczyé¢ estymatory ,optymalnie odporne”.
Istnieje scisty zwiazek miedzy metodami estymacji odpornej i niezaleznymi od
rozktadu testami hipotez opisanymi w nastepnych podrozdziatach rozdziatu
9. W szczegdlnosci mimo, ze odporne estymatory parametréow jak i testy hi-
potez mozna opisa¢ w sposéb niezalezny od rozkladéw, to wariancja takich
estymatoréw i moc takich testéw zaleza od rozktadéw. Estymatory metody
najmniejszych kwadratéw sa optymalne dla wartosci éredniej o ile rozktad bte-
déw pomiarowych jest rozktadem normalnym o skoiiczonej wariancji.
Warunkiem koniecznym dla testéw statystycznych jest, aby rozktad statystyki
testu (poziom istotnosci obszaru odrzucenia) byt znany lub mozliwy do wyzna-
czenia bez jawnego odwolywania sie do jakiegokolwiek rozktadu wystepujacego
w konkretnych testowanych hipotezach. Testy te nazywa sie testami niezalez-
nymi od rozktadu, co oznacza, ze rozktad statystyki testu zalezy tylko od tego,
czy hipoteza jest prawdziwa, oraz zwykle od liczby dostepnych danych, ale
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nie zalezy od samych hipotez. Testem takim jest np. test x> Pearsona. Przyj-
muje sie, ze obserwacje Y maja rozktad o funkcji gestosci f(Y]0) zaleznej od
wektora parametrow @, ktore nalezg do przestrzeni V. Wykorzystujac funkcje
najwiekszej wiarygodnosci mozna zdefiniowac iloraz najwiekszej wiarygodnosci

(patrz np. Brandt (1998) [25] lub Eadie i inni (1989) [61])

mazx L(Y|0)gc
maz L(Y[0)gev— v

9

a wartosé A jest z przedzialu 0 < A < 1.

9.2 Miara odleglo$ci miedzy modelami

Aby zweryfikowaé¢ poprawnosé przewidywan danego modelu, musimy poréw-
na¢ wskazania tego modelu z odpowiednimi wskazaniami (charakterystykami)
otrzymanymi z doswiadczenia. Interesuje nas takze poréwnanie kilku modeli
danego zjawiska. W takich sytuacjach konieczne jest okreslenie wtasciwej miary
rozbiezno$ci miedzy wskazaniami modelu a obserwacjami lub miedzy wskaza-
niami dwoch roznych modeli. Miara rozbieznosci (odleglosci) jest dobrze okre-
slona w statystyce matematycznej. Sg rézne propozycje tych miar w zaleznosci
od podejscia. W tej pracy wykorzystano podejscie oparte na teorii informacji
(patrz np. Sobezyk i Spencer (1996) [225], rozdzial 7). Podstawowe wtasnosci
takich miar oméwiono w podrozdziatach 7.2 1 7.3 tej ksiazki [225]. Zal6zmy, ze
mamy dwa ciagte rozktady prawdopodobienstwa Fy i Fy, o gestosciach f1(Y)
i fo(Y), odpowiadajace odpowiednio modelom M;j i My. Rozbieznos¢ miedzy
dwoma modelami M; i Mg bedziemy okresla¢ zgodnie z definicja odlegltosci
Kullbacka-Leiblera:

> h(Y)
d = Y)1 dy
(M Mo = [~ ) In( g dar
gdzie f1(Y) i f2(Y) sa funkcjami gestosci prawdopodobieristwa zmiennej Y’

a wielkos¢ }283 nazywana jest ilorazem wiarygodnosci (patrz Brandt (1998)

[25]).

Miare te mozna roéwniez wykorzysta¢ jako kryterium informacyjne jako-
§ci modeli. Jako§¢ modelu mozna scharakteryzowaé przez pewien funkcjonat
(patrz np. Sobezyk i Spencer (1996) [225] podrozdzial 7.4).

9.3 Kryteria wyboru modeli

Jedna z metod oceny modelu matematycznego danego zjawiska fizycznego jest
poréwnanie jego przewidywan z eksperymentem. Model, ktéry daje najlepsze



162 Metody wyboru najlepszego modelu

dopasowanie (np. najmniejsze odchylenie standardowe) jest preferowany. Zwy-
kle model z wieloma swobodnymi parametrami daje lepsze dopasowanie do
danego zbioru danych, niz model z kilkoma parametrami.

Celem tego podrozdziatu jest przedstawienie kryteriéw wyboru jednego mo-
delu, z grupy modeli opisujacych nasze zjawisko, ktéry mimo prostej struktury,
dobrze dopasowuje badane zjawisko do danych eksperymentalnych sposréd mo-
deli o r6znej strukturze (podobnej lub zupelnie odmiennej) z r6zna liczba pa-
rametréw. Nalezy znalez¢ model zapewniajacy kompromis pomiedzy prostota
i najlepszym dopasowaniem. Konieczne jest jednak dokonanie wyboru w gru-
pie modeli zagniezdzonych i niezagniezdzonych. Pierwsza grupa modeli jest
omawiana w rozdziale 9.5 a druga grupa modeli w rozdziale 9.6.

Modele matematyczne zjawisk fizycznych sa czesto poréwnywane miedzy
soba przez ocene jak dobrze kazdy z nich dopasowuje dane wygenerowane 7
danymi z eksperymentu. Dokonanie wyboru modelu oznacza okreslenie mo-
delu najlepiej dopasowujacego sie do danej probki danych do$wiadczalnych
dla danego procesu. Takie poréwnanie ma sens, gdy zakltada sie, ze modele te
odtwarzaja dane dogwiadczalne. Do oceny takiego dopasowania zwykle wyko-
rzystuje sie miare dobroci dopasowania (ang. goodness of fit). Jest to precy-
zja z jaka model dopasowuje przyktadowe dane doswiadczalne. Przewidywania
modelu poréwnuje sie z danymi obserwowanymi. Réznice (brak dopasowania)
pomiedzy obserwowanymi i wygenerowanymi rezultatami sa mierzone w rézny
sposob, na przyktad obliczajac pierwiastek z $redniego btedu kwadratu réznic
miedzy nimi. Istota takiego wyboru jest zalozenie, ze najlepszy model to taki,
ktéry zapewnia najlepsze dopasowanie dla wszystkich danych i musi by¢ naj-
lepszym przyblizeniem rozpatrywanego procesu spoérod rozwazanych modeli.
Taki wybor najlepszego modelu jest rozsadny o ile pomiary zostaly wykonane
w uktadzie wolnym od btedéw. Pomiary jednak nie sa bezbledne (o zrodiach
btedéw pomiarowych moéwiono w rozdz. 8.2). Dane z bledami czynia metode
dobroci dopasowania metoda malo zadawalajaca (uboga) dla celow porow-
nywania modeli. Metoda ta moze prowadzi¢ do wyboru modelu, ktéry moze
nie by¢ modelem najlepiej aproksymujacym badany proces. Poniewaz nie jest
mozliwe wyeliminowanie btedéw w pomiarach doswiadczalnych, nalezy ulep-
szy¢ sposob wyboru modelu. Jednym z nich jest uogélnienie metody dobroci
dopasowania modelu do danych obserwowanych przez uwzglednienie ztozono-
$ci modelu (ang. generalizability). Takimi uogélnionymi miarami uwzgledniaja-
cymi liczbe wolnych parametrow w modelu sa kryteria informacyjne Akaike’a
(AIC) i Bayesa (BIC).

Procedury poréwnywania modeli oparte na kryteriach wyboru modelu
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(AIC, FPE, BIC) pozwalaja poréwnywaé¢ wiele modeli jednoczesnie, tak ze
jesli mamy K mozliwych modeli, wtedy mamy K mozliwych decyzji: wybrac
model 1,..., wybra¢ model K. Takie procedury wyboru sa traktowane jako
procedury dobroci dopasowania. W praktyce sa sytuacje, kiedy nie ma wystar-
czajacych przestanek na wyboér ktoregokolwiek sposrod wielu modeli.

Testy statystyczne wyboru najlepszego modelu sg to takie testy specjalnie
przygotowane by zbadaé¢ hipoteze zerows ktéra mowi, ze wszystkie mozliwe
modele dopasowuja dane doswiadczalne roéwnie dobrze. Omawiane w obecnej
rozprawie procedury testow statystycznych do wyboru modelu ograniczaja sie
do poréwnywania tylko dwoch modeli réwnoczesnie, podczas gdy procedury
oparte na kryteriach (AIC, FPE, BIC) nie sa w ten sposob ograniczone. Oczy-
wiscie mozna opracowaé test do poréwnania réwnoczesnego wielu modeli wy-
korzystujac szereg testow dla poszczegélnych par modeli, lecz wtedy szybko
narastaja btedy dopasowarn. W takich przypadkach mamy doczynienia z duza
liczba kombinacji par modeli do sprawdzenia i metodologia procedur opartych
na kryteriach wyboru (AIC, FPE, BIC) jest o wiele prostsza. Testy staty-
styczne Cox’a i Vuonga (omoéwione w dalszej czesci tego rozdziatu) réznig sie
w zasadniczy sposéb od testéw dobroci dopasowania. Test dobroci dopasowania
jest zwigzany z testowaniem idealistycznej hipotezy zerowej, ktoéra stwierdza
ze dany model dopasowuje dostepne dane obserwowane. W testach Cox’a i
Vuonga mamy sytuacje przeciwng, gdyz testy te sa zwiazane z bardziej prag-
matyczna hipoteza zerowa moéwiaca, ze dane dwa modele umozliwiaja réwnie
efektywnie opis tych danych doswiadczalnych nawet w sytuacjach, gdy zaden
z modeli w rzeczywistogci nie jest w pelni odpowiedni.

W literaturze pierwsze powazne proby poréwnywania oraz wyboru najlep-
szego modelu i okreélenia testu statystycznego do takich celéw mozna zna-
lez¢ w pracy Wilksa z 1938 roku (Wilks S.S., The large sample distribution
of the likelihood ratio for testing composite hypotheses, Annals of Mathe-
matical Statistics, 9, 60-62, 1938), ktory zaproponowal uogélniony test ilo-
razu wiarygodnosci. Wilks testowal hipoteze zerowa stwierdzajaca, ze dwa
w pelni zagniezdzone modele sa rownowazne. Bardziej wspolczesnie Vuong
(1989) [245] zaproponowal test do poréwnywania modeli niezagniedzonych.
Podejscie Vuonga byto modyfikacja propozycji White’a (1982) i Linharta (1988)
w pracach cytowanych przez Goldena (1995) [80]. Istota teorii Vuonga jest po-
taczenie metody uogoélnionego ilorazu wiarygodnosci i metody Linharta dla mo-
deli niezagniezdzonych. Metode Vuonga stosowal 1 dokonal pewnego jej uogdél-
nienia w szeregu swoich prac Golden. Test Vuonga zostanie przedstawiony w
rozdziale 9.6
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Po analizie 1 wyborze najlepszego modelu nalezy dokonaé jeszczekornicowej
oceny modelu i przeprowadzi¢ analize dostepnych wykreséw oraz przeprowadzié
testy niezaleznodci reszt. Ocena jakosciowa modelu wymaga:

e Pordéwnania zachowania sie modelu i modelowanego procesu oraz zgod-
nodci modelu z wiedza o procesie.

e Wyjasnienia niezgodnosci wynikajacych z:
- niepoprawnej struktury modelu,
- zatrzymania sie algorytmu estymacji w lokalnym optimum,
- btedé6w numerycznych,
- btedéow pomiarowych,
- przeoczenia zjawisk, ktére wplynely na proces w trakcie
pomiarow.

e Przeprowadzenie analiza wykreséw prezentujacych graficznie jakosé do-
pasowania i sprawdzenie niezalezno$ci reszt:
- reszty powinny by¢ nieskorelowane ze soba a takze z sygnatem
wejéciowym,
- przyjmuje sie, ze reszty sa uporzadkowane wzgledem pewnej zmiennej
(pomocne jest przeprowadzenie testu korelacji wtasnej reszt, test
Durbina- Watsona, patrz np. Brandt (1998) [25]).

9.4 Definicje modeli zagniezdzonych i niezagniezdzonych

W tym rozdziale zdefiniujemy pojecia modeli zagniezdzonych i niezagniezdzo-
nych, najpierw w potocznym rozumieniu tych stéw, a nastepnie w sposéb mate-
matyczny. Dwa modele okreslamy jako zagniezdzone lub niezagniezdzone, gdy
jeden model jest przypadkiem szczegélnym modelu drugiego. Tak wiec dwa
modele sa zagniezdzone jedli jeden model moze byé¢ zredukowany do drugiego
przez nalozenie pewnych ograniczen na wektor parametréow.

W przypadku modeli zagniezdzonych zwykle poréwnujemy dwa modele
M i My, ktore charakteryzuja sie ta sama postacia funkcyjna i ta sama struk-
turag btedow. Modele te réznia sie zwykle liczba parametréw oraz doktadnoscia
dopasowania do danych doswiadczalnych. Jesli, dla przyktadu, okredlimy nasze
modele jako:

Mi: Y= Bi+ Paei+10
Msa: Y= B+ Boc1 + B33 +11
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gdzie B1,...,0n,n = 1,...,3 sa parametrami, €1 jest zmienng w naszym mo-
delu a rg i r1 sa btedami pomiaréw modelu M; i Ms, to modele te sg za-
gniezdzone poniewaz przez naltozenie ograniczenia, ze [F3=0 model My staje
sie modelem M. Innymi stowami, My zawiera M. Rozréznienie miedzy tymi
modelami wymaga zbadania ograniczen ze wzgledu na f3s.

Dwa modele sg niezagniezdzone, w pelni albo tylko czesciowo, jesli jeden
model nie moze by¢ zredukowany do drugiego modelu przez natozenie pewnych
ograniczen na wektor parametrow. I tak, gdy modele sg okreslone jako:

Mi: Y= i+ Bae1 + Bsel+ 10
Mo Y= ﬂ3€%+ﬂ48?+ﬁ5€%+7“1 ,

to modele te s3 niezagniezdzone poniewaz nawet jesli natozymy ograniczenie,
ze B4=01 B5 = 0, to model My nie staje sie modelem M. Powyzsze modele
s czedciowo zagniezdzone, poniewaz maja czton z B33 wspélny. Jesli My 1 Mao
nie zawieraja tego cztonu, to modele:

M Y= Bi+ Peer+r1o
Mo Y= ﬂ45§’+ﬂ58%+7‘1

sa Scisle (doktadnie) niezagniezdzone.

Pojecie modeli zagniezdzonych i niezagniezdzonych w terminach statystycz-
nych wymaga uzycia kryterium informacyjnego Kullbacka-Leiblera (patrz pod-
rozdzial 9.2). Uzycie kryterium Kullbacka-Leiblera ma te zalete, ze posiada
analityczna prostote i wazne wtasnosci. Kryterium to jest niezmiennicze na
zmiane wektora parametrow i jest nieujemne, ma wiasno$é¢ addytywnosci dla
niezaleznych zjawisk losowych i jest réwne zero, gdy fi1(Y) i f2(Y) (funkcje
gestosci prawdopodobieristwa modelu M 1 M3) sa identyczne. Stosujac kry-
terium Kullbacka-Leiblera mozna zdefiniowaé kiedy dwa modele sg zagniez-
dzone, czesciowo niezagniezdzone lub $cigle niezagniezdzone. Przyjmujac, zef?
jest wartoscig rzeczywista parametru @y dla modelu M oraz, ze 69 jest rzeczy-
wistg, wartodcig parametru 0y dla modelu My, kryterium Kullbacka-Leiblera
dla rozroznienia rozktadow f1(Y) i fa(Y) jest postaci

Lt (01, 02) = Eo[ln f1(Y, 61) — In f2(Y, 62)] ,

ktore ma minimum dla 63 (6?), gdzie 5 jest pseudo-rzeczywista wartoscia, ktora
oznacza, ze jest to wartosé ktora przyjmie 62 gdy fi jest rzeczywistym mode-
lem dla naszych danych. Blisko$¢ modelu My w stosunku do M2 jest wtedy
Wyrazona
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Cfle(g?) - If1f2{0(1)79;(0?)} .

Wykorzystujac pojecie bliskosci informacyjnej, mozna zdefiniowaé nastepujace
pojecia.

e Model M jest zagniezdzony wewnatrz modelu Ma wtedy i tylko wtedy,
gdy Cy, 1,(09) = 0 dla wszystkich dopuszczalnych wartogci parametru6?.
Podobnie, model My jest zagniezdzony wewnatrz modelu M wtedy i
tylko wtedy, gdy Cy,z, (09) = 0 dla wszystkich dopuszczalnych wartosci
parametru 63.

e Model M; i Ms sa scisle niezagniezdzone jesli Cy, 1, (6Y) i Cp,f, (09) sa
obydwa rézne od zera dla wszystkich dopuszczalnych wartoscif? i 69.

e Model M; i My sa czedciowo niezagniezdzone jesli Cr, 7, (69) i Cy, 1, (69)
sa obydwa rézne od zera dla pewnych lecz nie dla wszystkich dopuszczal-
nych wartogci 69 i 69.

Zwiazki pomiedzy modelami opisanymi powyzej rownaniami i ich katego-
riami okre$lonymi w oparciu o pojecie bliskoéci informacyjnej Gy, f, (69) wyni-
kaja bezposrednio z warunku czy Cy, 1, (69) = 0, lub czy Cp,f,(0)) # 0 oraz
czy Cpyp,(05) # 0.

9.5 Kryteria wyboru dla modeli zagniezdzonych

Teoria testowania hipotez statystycznych to problem okreglenia czy dana hipo-
teza statystyczna (dotyczaca modelu) jest zgodna lub nie z rozktadem praw-
dopodobienistwa charakteryzujacym zbiér danych obserwowanychY. Badana
hipoteze nazywamy hipoteza zerowa i jest ona oznaczana przez Hy. W uzu-
petnieniu do hipotezy Hy, zwykle jestedmy zainteresowani zbadaniem jednej
lub kilku hipotez, odmiennych do hipotezy Hy, ktére nazywa sie hipotezami
alternatywnymi i oznaczanych Hy, Hy itd. Zwykle hipoteza zerowa i hipotezy
alternatywne nie maja tych samych zatozeni. Hy jest hipoteza dobrze okreslona,
podczas, gdy hipotezy alternatywne np. Hi, Hs maja na celu tylko wskaza-
nie w jaki sposéb odchodzimy od Hy. Kluczowym problemem w klasycznym
testowaniu hipotez jest fakt, ze testowanie nie dostarcza kryterium wyboru
poziomu testu. Takiego problemu nie ma jesli testowanie hipotez formutujemy
jako problem, ktéry nie ma na celu okreglenie parametréw lub zbioru ograni-
czenl parametrow rozkltadu, lecz ktéry ma odpowiedzieé¢ na pytanie jak wybraé
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wérod dostepnych modeli jeden, ktoéry jest najlepszy przy okreslonych celach
naszej analizy. Rozwazajac r6zne powiazane modele, ktére dotycza tych samych
danych i maja ustalona strukture (niestochastyczna) mozemy zastosowaé¢ do
ich poréwnywania kryteria informacyjne. Nasze modele M1 i My réznigce sie
wektorem parametré6w naleza do pewnej rodziny parametrycznej. Dla danego
rozktadu parametrycznego Tg = {f(Y;6),0 € 0}, rozktadu ztozonego dla da-
nych obserwowanych Y, miara doktadnosci przewidywan uzyskanych z modelu
M dla’Y jest index roznicy (odmiennosci)

K0, fo) = Eo[ln fo(Y)] — Eo[ln f(Y;0)],

gdzie pierwsza wartosé oczekiwana jest wzgledem rzeczywistych gestosci praw-
dopodobienstwa fy dla danych Y. Akaike (1974) [2] zaproponowal jako miare
roznicy wielkosé 2K(0, fo), gdyz fo jest aproksymacjg elementu rodziny roz-
ktadow parametrycznych YTy. W szczegolnosci, jesli fo(Y) jest aproksymowane
przez f(Y;é), gdzie 6 = é(Y) jest estymatorem najwiekszej wiarygodnosci
parametru 6, wtedy roznica takiego poréwnania jest

r(0, fo) =2-K(9, fo) = 2Eo[ln fo(Y)] — 2Eo[In f(Y;0)],

gdzie wartos¢ oczekiwana jest wzgledem rozktadu dla zbioru Y. Najlepszy
model to ten, dla ktorego r(é, fo) jest najmniejszy. Poniewaz pierwszy czlon
Ep[ln fo(Y)] nie zalezy od parametru, jest wiec taki sam dla wszystkich po-
rownywanych modeli, wéwczas procedura ta sprowadza sie do poréwnywania

(0, fo) = —2Eo[In f(Y;0(Y))],

dla r6znych modeli. Jako przyblizenie estymatora nieobcigzonego dlar, Akaike
zaproponowal kryterium informacyjne

AIC(0) = —2L +2n.,

gdzie L = L(f) oznacza maksymalng wartos¢ logarytmicznej funkeji wiarygod-
nosci z proby, a n oznacza liczbe parametréw modelu. Procedura najlepszego
dopasowania przy wykorzystaniu AIC wybiera model, dla ktorego AIC jest
najmniejsze.

Rozwazmy dwa modele z liczbami parametréw ny i ng, : model My z ng i
model Ms z no, ny > ny.
Niech

Vi@ =S (Y- Vi) 9.1)
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bedzie wartodcig wskaznika estymacji w optimum dla modeluM; i analogicz-
nie V5 dla modelu Ms, obliczonych dla tych samych obserwacji o dtugosciM.
Wartos¢ V7 maleje gdy liczba stopni swobody rosnie (zbior punktow mini-
malizujacych). Porownanie modeli to badanie czy nastepuje zmniejszanie sie
wartosci Vj; gdy liczba elementéw wektora parametrow & rosnie.

Wskaznik V7 (2) ulega zmniejszeniu, gdy nastepuje rozbudowa modelu o

nowe czlony i zmiany te sa istotnie duze (wybér modelu przez minimalizacje
wskaznika V*(2)).
W wielu pracach zmodyfikowano ten wskaznik V(&) przez wzbogacenie go o
czlon wzrastajacy, gdy zwieksza sie liczba estymowanych parametréow modelu.
Wskaznik V3 (&) wykorzystuja znane kryteria informacyjne: Akaike’a (AIC)
lub kryterium informacyjne BIC Akaike’a oraz kryterium koricowego btedu
przewidywania (FPE). Ponizej przedstawiono wzory do wyliczania wartosci
tych kryteriéw.

e Kryterium koricowego btedu przewidywania (ang. final prediction error)
(FPE) (Soderstrom i Stoica (1989) [226], str. 444)

1+n/M
1—n/M"’
gdzie: M jest liczba obserwacji, & jest wektorem parametrow modelu, n
oznacza ich liczbe 1 V3 (2) jest kwadratowa funkcja strat.

FPE = Vi (&) - (9.2)

o Kryterium informacyjne AIC Akaike’a (Peracchi (2001) [168|, Soder-
strom i Stoica (1989) [226], str. 442)

AIC =M -InViy (&) +2-n . (9.3)

Dla poprawy witadciwosci asymptotycznych zaproponowano:
e Kryterium informacyjne BIC Akaike’a (kryterium SC Schwartza)

BIC=M -InVy () +n-1InM . (9.4)

9.6 Test Vuonga dla rozrézniania pomiedzy rywalizujacymi
modelami niezagniezdzonymi

W klasycznym testowaniu hipotez, hipoteza zerowa Hy jest zawarta wewnatrz
hipotezy alternatywnej Hi, to znaczy hipoteza Hy moze by¢ uzyskana przez na-
tozenie zbioru ograniczeri na parametry hipotezy Hi. Dwie hipotezy H; i Hy sa
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niezagniezdzone, o ile, ani H; nie zawiera sie w Ho, ani Hy nie jest zagniezdzone
wewnatrz H;. Hipotezy niezagniezdzone moga wynika¢ z faktu uwzglednienia
nowych nie zaleznych cech w modelu, lub kiedy sama postaé¢ funkcjonalna mo-
delu moze by¢ odmienna, np. wedtug pewnej teorii jeden model mozna przyjac
jako liniowy wzgledem Y, inny ma natomiast zalezno$é¢ wyktadnicza. Testy
hipotez modeli niezagniezdzonych réznia sie od tych rozpatrywanych w roz-
dziale 9.5 z dw6ch powoddéw. Po pierwsze mamy pelna symetrie w traktowaniu
dwdch badanych hipotez. Po drugie, w przeciwieristwie do testow z rozdziatu
9.5, ktoére daja dwie mozliwe odpowiedzi, a mianowicie ,odrzucenie Hy” i ,nie
odrzucenie Hy”, w przypadku testéw dla hipotez niezagniezdzonych mozliwe
sa cztery nastepujace odpowiedzi:

e odrzuci¢ H; lecz nie Ho,
e odrzuci¢ Hy lecz nie Hy,
e odrzuci¢ zaré6wno Hi oraz Ho,

e nie odrzuca¢ ani Hq ani Hs.

Sa dwa alternatywne podejs$cia do sposobu testowania hipotez niezagniez-
dzonych. Mozemy testowaé hipoteze H; wzgledem Hy lub odwrotnie. Podejécie
pierwsze jest wystarczajace, gdyz testowanie Hy wzgledem H; jest symetrycz-
nie zdefiniowane.

Istnieja nastepujace testy statystyczne do rozrézniania modeli niezagniez-
dzonych M7 i M5:

(patrz Granger i inni (1995) [83], Clarke (2000) [45], McAleer (1995) [133],
Vuong (1989 [245])

e test Cox’a,

test Vuonga ,

czynnikéow Bayesa,

test F,

test J,

test JA.
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W obecnej rozprawie rozwazono uzycie testow Cox’a i Vuonga. Bogata
literatura w zakresie testow statystycznych do poréwnywania i wyboru lepszego
z dwdch modeli niezagniezdzonych wynika z prac Davida Cox’a z roku 1962 i
1963 (patrz np. Granger i inni (1995) [83]).

Istota testu Cox’a jest fakt, ze prawdziwy model powinien byé w stanie
przewidywa¢ zachowanie innych szczegélnych alternatywnych modeli (zawie-
rac je w sobie). Celem testu Cox’a jest por6wnanie przewidywari modelu alter-
natywnego H; ze spodziewanym przewidywaniem modelu alternatywnego Ho
jako hipoteza zerowa. Z matematycznego punktu widzenia innowacja Cox’a
polega na uogolnieniu znanej statystyki testu ilorazu wiarygodnosci (defini-
cja testu patrz np. Eadie i inni (1989) [61]). Zmodyfikowana statystyka Cox’a
jest réznica miedzy ilorazem logarytmicznej funkcji wiarygodnosci a warto-
§cig oczekiwang ilorazu logarytmicznej funkeji wiarygodnodci jako hipoteza ze-
rowa. Obydwa modele musza spelniaé¢ hipoteze zerowa. To znaczy, jeéliL%(él)
jest wartoscia maksymalng funkcji wiarygodnogci z proby o liczebnosciM dla
przyjetego modelu M*1, a L%(ég) jest wartoscia maksymalng funkcji wia-
rygodnosci proby o liczebnosci M dla przyjetego modelu M*;, wtedy iloraz
logarytmicznych funkcji wiarygodnosci jest

Uy, = In L (61) — In L} (62) .

Licznik statystyki testowej Cox’a jest r6znicag mideyZ f1f2, @ Wartoscig ocze-
kiwana ilorazu logarytmicznych funkci wiarygodnosci jako hipoteza zerowa

Ty =lps, —Elpy) -

Statystyka Cox’a jest tak okreslona roznicg, jak w rownaniu powyzej, do-
datkowo normalizowana. Statystyka ta jest oceniana jako statystyka zesrodko-
wanego ilorazu wiarygodnosci dla ktérego

Ty
V(Ty)

N(0,1) ,

ma standardowy rozkltad normalny, a V' jest variancja. Najwieksza trudnogé
jaka powstaje przy zastosowaniu statystyki Cox’a do modeli nieliniowych jest
zwiazana z obliczeniem wartosci oczekiwanej ilorazu logarytmicznej funkcji
wiarygodnosci. Te wartoé¢ oczekiwana mozemy okreslic w sposéb przybli-
zony stosujac kryterium informacyjne Kullbacka-Leiblera, miara bliskosci. Gdy
kryterium Kullbacka-Leiblera nie moze byé¢ okreslone analitycznie, konieczne
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jest podejécie symulacyjne w celu okreslenia oszacowania pseudo-maksymalne;j
funkcji wiarygodnosci. Wykonanie symulacji nie jest trudne, jednak jest cza-
sochtonne. Rezultaty testu Cox’a czesto nie s jednak jednoznaczne. Istnieje
mozliwo$é odrzucenia obydwu modeli bez wskazania co zrobi¢ dalej (krytyka
testu Cox’a jest przedstawiona w pracy Granger i inii (1995) [83]). Testem
ktory sprawdza sie i w takich sytuacjach okazal sie test Vuonga.
Test Vuonga wymaga jedynie policzenia roznicy logarytmicznych funkcji wia-
rygodnosci dla naszych modeli i pewnej normalizacji (patrz Clarke (2001) [45]).
Nie wymaga on jednak ani symulacji ani zadnych wstepnych informacji. Test
Vuonga zawsze daje rozstrzygniecie, ktéry model jest lepszy. Pozwala wybraé
najlepszy model nawet wsréd stabych modeli.

Zerowa hipoteza Hy w tescie Vuonga oznacza, ze modele M7 i M3 sa row-
nowazne. Mozna to przedstawié¢, podobnie jak w pracy Clarke’a (2001) [45], w
nastepujacy sposob

. 4l
Hy: E° [lnfl(YAX“xM)] =0.

f2(Yi|Xi; 23))

Alternatywnymi hipotezami sa:

- Al
Hy : E° [mfl(YZX“‘”M)] >0,

fﬂWXi;jf?w)

J1(Y5| X3 25,)

H, : E° Ins———"-—735%~ 0.
’ [ f2(Yi] X 23,)

Hipoteza H; oznacza, ze model M7 jest lepszy od modelu M3.

Hipoteza Ha oznacza, ze model M7 jest gorszy od modelu M5.

Wartosé oczekiwana dla powyzszych hipotez nie jest znana. Jednak tak, jak w
pracy Vuonga (1989) [245] i innych pracach np. Clarke (2001) [45], dla catko-
wicie ogélnych warunkéw, wartoéé¢ oczekiwana moze byé¢ odpowiednio oszaco-
wana poprzez wykorzystanie statystyki ilorazu wiarygodnosci, gdy policzymy
LRy (23;,73,)(patrz objagnienia ponizej wzoru (9.7)) i pomnozymy to wyra-
zenie przez ﬁ, co mozna zapisa¢ w postaci

1 Yi| Xy 2}
MLRM@}V[,&?W) — E° [lnfl( il “xM)]

f2(Yi\Xi§55?w)
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Test Vuonga mozna zapisaé teraz w postaci:

LRy (%},,33))

Hy 4 N(0,1) 9.5
OF (V) - ons (0,1) (9.5)
H M LIPS (9.6)
(VM) - &y 7
LRy (&, 85) d
Hy: Z2MEwo M) 4, 9.7
’ (VM) -on > (9.7)
gdzie
LRy (&), 2%) = LY (&)) — LY (33)) (9.8)

M 2 M L 2
2 1 Z[ flerwxM)] _llzlnfmxi,x%) (09

f2 Y|X’L7xM> Mi:l f2(YL|‘X'7f7jj )

LM (2} )(LM (#3,)) sa maksymalnymi warto$ciami logarytmicznych funkcji
WlaI‘nganSCI, gdy postulowana jest hipoteza Hi(Hz), fi1(Yi|X;;3)))
(f2(Yi|Xi;33%,)), gdzie i = 1,..., M oznaczaja funkcje gestosci prawdopodo-
bienistwa warunkowego Y; gdy X; dla pierwszego (drugiego) modelu z parame-
trami réwnymi 23, (#3,) — wartoéci estymowane parametréw z! (z2).
Rozwazane modele maja rozne liczby parametréow dlatego zgodnie z praca

Clarke (2001) [45] przyjeto skorygowana statystyke ilorazu logarytmicznej funk-
cji wiarygodnosci.

LRu(#}y,#3) = LRu(ahy,73,) — [(%) (M) = (%) m(M)] ,  (9.10)

gdzie nl i n2 to liczby parametréw w modelu M7 i M3. Ostatecznie, wzor na
wyliczanie wartosci w tescie Vuonga ma postac

w = MM (9.11)
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9.7 Zasady selekcji modeli stosowane dla kazdej funkcji strat
Fl, F2a F3 i F4

Wykorzystajmy omawiane testy statystyczne do selekcji i znalezienia najlep-
szego modelu dla problemé6w identyfikacji przedstawionych w rozdziale 8. Pro-
ces selekeji przeprowadzono tak samo jak w pracy Nowak i Stachurski (2006)
[160] postepujac w nastepujacy sposob:

e dla wybranej funkcji h, na bazie kryteriow Akaike’a 1 FPE znajdowano
najlepsze modele z grupy modeli zagniezdzonych (g = 1, g estymowane i
g liniowe, dla przyktadu A4, A51 A6),

e na bazie kryterium Vuonga znajdowano najlepszego reprezentanta z da-
nej grupy modeli niezagniezdzonych (rézne funkcje b i rozne funkcje g,
dla przyktadu Al, A2, A3 i A6),

e wybrane modele w powyzszych krokach, niezaleznie (w danej klasie mo-
deli z catkowita miara mikrouszkodzen lub miara rozdzielona) sa nastep-
nie poréwnywane parami przy pomocy testu Vuonga.

W przypadkach odpowiadajacych modelom z rozdzielonymi miarami nu-
kleacji i wzrostu pustek (oznaczonych pierwsza literg ,,D”) wszystkie wielkosci
statystyczne, tacznie z kryterium Akaike’a i FPE sg obliczane dla przypad-
kéw rozdzielonych. W celu poréwnania tych modeli z modelami z catkowita
miarg porowatosci traktujemy je jako model catkowity (to znaczy po zsumo-
waniu danych wyjsciowych). Kryteria te sa zastosowane do rozrézniania modeli
zagniezdzonych konkurujacych ze soba. Nalezy podkreslié, ze tylko kilka mo-
deli tworzy taka grupe modeli zagniezdzonych. Dlatego tylko czesé wchodzi do
analizy.

9.8 Analiza uzyskanych oszacowan parametréw materialowych

W tym rozdziale przedstawiono rezultaty oszacowanych parametréw materia-
towych i wskaznikéow statystycznych dopasowania poszczegélnych modeli do
danych eksperymentalnych. Prezentacje wynikéw ograniczono tylko do jednego
minimum odpowiadajacego aktualnej wartodci funkcji strat. Inne znalezione lo-
kalne minima pominieto. Szersza analiza wynikéw jest przedstawiona w pracy
Nowak i Stachurski (2006) [160|. Celem analizy réznych postaci funkcji ma-
teriatowych byto uzyskanie optymalnego” modelu, ktéry pasuje do danych
eksperymentalnych, zapewniajgc najmniejsze wartosci funkcji strat, rownania
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(8.28) lub (8.30). We wszystkich przypadkach naktadamy ograniczenia na pa-
rametry, aby zapewni¢ ich wtasciwa mechaniczng interpretacje i aby pominaé
nadmiar w obliczeniach (w szczegolnosci dla funkcjig). W obliczeniach przyjeto
nastepujaca strategie:

e w kazdym przypadku dla danej funkcji strat rozpoczynano obliczenia,
zaktadajac na poczatku szeroki zakres prawdopodobnych parametrow.
Na przykiad, dla przypadkow A1, A2 i A3 i funkcji strat F; parametry
podano ponizej,

e w nastepnym kroku przyjmowano mate przedzialy parametréow zawiera-
jace poprzednio znalezione wielkogci,

Al: 001 <a; < 005 01 <b < 06, 09 << 13
1.0 <ay< 1.5, 001 <by< 03, 001 << 06

A2: 001 <a < 0.1, 01 <b< 05 1.0 << 13
01 <ay< 0.6, 05 <by< 1.2, 08 << 18

A3: 001 <a < 0.1, 01 <b< 10, 10 <e¢< 13
15 <a< 3.0, 25 <by< 5.0

We wszystkich przypadkach identyfikacji znajdowano wiele optimum lokalnych.
Wér6d nich byly i takie ktére zawieraly parametry bedace ich granicznymi
wielkosciami. Dlatego do obliczen uzyto minimalizacji z ograniczonym zakre-
sem zmiennosci parametréw. Pozwala to na dogtebne zbadanie zakresu pa-
rametrow, ktorym jestedmy szczegblnie zainteresowani. Drugim i szczegdlnie
istotnym powodem takiej strategii obliczenn byto ograniczenie duzego naktadu
obliczeni i duzej pamieci w celu zachowania wielu miniméw lokalnych i zachowa-
nia punktéw prowadzacych do tych miniméw co nie jest mozliwe dla nadmiernie
szerokiego zakresu parametréw. Kolejny powdd, nie mniej istotny to ktopoty z
numerycznym catkowaniem réwnan rézniczkowych. Ich prawa strona zawiera
osobliwo$é i jest bardzo wrazliwa nawet na wzglednie mate zmiany pewnych
parametrow. Czasami nie byto mozliwe spetnienie wymaganej doktadnosci na-
wet przy obliczeniach w arytmetyce o podwéjnej precyzji na komputerze typu
stacja robocza. W obliczeniach kazdy przypadek odpowiada réznej kombinacji
funkcji materiatowych h i g. Kazdy przypadek byl obliczany z czterema roz-
nymi funkcjami strat ¢; (patrz rozdziat (8.2.1). W obliczeniach funkcji strat
Fy (Hubera) i F3 (Beaton i Tuckey) uzyto wartoéci progowej A = 1075.
Okreslone wskazniki informacyjne zostaty przedstawione w nastepnych roz-
dziatach. Wskazniki te pozwalaja na wybor najlepszego modelu ze znalezionych
za pomoca kazdej z poszczegdlnych funkcji strat ¢;. Wyboér modelu przepro-
wadzono wedlug regut opisanych w rozdziale (9.7). Wyniki zaprezentowano w
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nastepnych rozdziatach. Ze wzgledu na brak miejsca pominieto pewne tabele
dla modeli z rozdzielona miara mikrouszkodzeri. Ogoélnie rzecz biorac rezultaty
dla modeli z rozdzielona miarg sa gorsze niz te odpowiadajace przypadkom
modeli z catkowita miara w tym sensie ze btad dopasowania f jest gorszy.

9.8.1 Rezultaty testow AIC i FPE dla modeli z calkowita miarg
mikrouszkodzen

Rezultaty testow sa przedstawione w nastepujacych tabelach. Tabela 2a pre-
zentuje wyniki identyfikacji dla modelu z catkowita miara porowatosci z funk-
cjami materialowymi wzrostu pustek.

Tabela 2a. Zidentifikowane parametry i btedy dopasowania dla przypadkéw
Al1-A3, A6, C1-C3, C6. h - funkcja materiatowa nukleacji z parametramiay,
b1 i c1; g - funkcja materiatlowa wzrostu z parametramiasg, bs i co.

Miara | Model aq by 2] as o Co fi
I 0.0I72 0.2974 1.0958 1.1350 0.1382 0.4934 1.6571e-7
Fy Al 0.0187 0.3007 1.1140 1.1180 0.1225 0.4090 2.3707e-7
F3 0.0154 0.2850 1.0695 1.1576 0.1526 0.4818 1.6567¢-7
Fy 0.0143 0.2758 1.0471 1.0413 0.2750 0.4417 1.6660e-3
i 0.0211 0.3049 1.1176 0.5775 1.0912 1.6879 1.6524e-7
Fy A2 0.0244 0.3478 1.1626 0.5883 1.1231 1.3453 3.6439¢-7
F3 0.0304 0.3422 1.2110 0.5214 1.0554 1.2481 1.7068e-7
F, 0.0180 0.2846 1.0753 0.6526 0.8496 1.4448 1.6643e-3
i 0.0244 0.3170 1.1514 2.4568 3.3547 1.659%-7
Fy A3 0.0260 0.3294 1.1585 1.5513 2.5871 2.5069¢-7
F3 0.0238 0.3112 1.1415 2.2490 3.1683 1.6715e-7
F, 0.0220 0.2995 1.1140 1.7755 2.7043 1.6637e-3
i 0.0226 0.3178 1.1438 0.7770 0.3454 1.6647e-7
Iy A6 0.0284 0.3951 1.2581 0.9505 0.2235 7.3475e-7
F3 0.0214 0.3116 1.1295 0.8143 0.3332 1.6738e-7
F, 0.0159 0.2741 1.0558 0.9093 0.3628 1.6740e-3
I 0.0207 29505 -2.5947 0.9867 0.0371 0.1728 1.7786e-7
F C1 0.0153 2.8486 -2.3422 0.9969 0.1980 0.2487 5.0016e-7
F3 0.0180 3.1582 -2.6648 1.0511 0.0376 0.2425 1.6992¢-7
F, 0.0215 3.0560 -2.6839 0.9334 0.0386 0.1997 1.7693¢-3
i 0.0261 2.8124 -2.5663 0.4395 0.7644 1.5244 1.8223e-7
Fy C2 0.0290 2.5598 -2.4443 0.4249 0.7486 1.6472 2.3876e-7
F3 0.0247 2.8514 -2.5650 0.4520 0.7332 1.6671 1.8154e-7
F, 0.0331 2.7081 -2.6111 0.3348 0.8829 1.6361 1.8791e-3
I 0.0375 25392 -2.5653 1.8899 4.1247 2.1265e-7
I C3 0.0284 2.3832 -2.2774 1.3934 2.7816 5.0255e-7
I3 0.0379 2.5518 -2.5799 1.8705 4.1585 2.1427e-7
F, 0.0199 3.5184 -2.9051 1.7428 2.9687 1.7325e-3
I 0.0262 28163 -2.5648 0.4191 0.3686 1.8121e-7
I Co6 0.0288 2.5698 -2.4557 0.5190 0.2792 2.2995e-7
I3 0.0262 2.7437 -2.5387 0.6325 0.2074 1.8790e-7
F, 0.0251 2.8978 -2.6144 0.5976 0.2328 1.8116e-3
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Dla kazdego przypadku (odpowiadajacemu wybranym funkcjom materiatowym
h i g) okreslone sg cztery linie odpowiadajace czterem réznym postaciom funk-
cji jakosci. Kazda linia zawiera okre$lone parametry materialowe funkcji ma-
terialowych i odpowiadajace wartosci funkeji jakosci.

Tabela 2b. Zidentifikowane parametry i btedy dopasowania dla przypadkéw A4,
A5, C4, C5. h - funkcja materiatowa nukleacji z parametramiaq, by 1 ¢1; g -
stala funkcja materialowa wzrostu z parametremas = 1 oraz as estymowanym

Miara | Model ay by c1 as I
F 0.0361 0.3729 1.2950 1.0 1.8809¢-7
Fy A4 0.0329 0.3474 1.2536 1.0 3.9949e-7
F3 0.0361 0.3729 1.2948 1.0 1.8810e-7
Fy 0.0327 0.3523  1.2540 1.0 1.7803e-3
F 0.0238 0.3373 1.1866 1.1919 1.7539¢-7
Fy A5 0.0156 0.2918 1.0896 1.3856 4.0086e-7
F; 0.0149 0.2862 1.0686 1.3841 1.6597e-7
Fy 0.0131 0.2717 1.0394 1.4377 1.6808e-3
Fi 0.0219 2.8618 -2.5637 1.0 1.8181e-7
) C4 0.0233 2.6711 -2.4721 1.0 2.3204e-7
F; 0.0218 2.8755 -2.5710 1.0 1.8127e-7
Fy 0.0205 3.1207 -2.7077 1.0 1.7671e-3
Fi 0.0222 2.8517 -2.5641 0.9921 1.8257e-7
Fy C5 0.0187 2.7608 -2.4088 1.1217 2.6622¢-7
F; 0.0221 2.8230 -2.5420 1.0 1.8479¢-7
Fy 0.0268 2.8219 -2.6292 0.8458 1.8377e-3

Uzyte statystyczne kryteria informacyjne tzn. Akaike’a i FPE wskazuja
zgodnie te same modele. Dlatego ponizej do prezentacji wynikéw wybrano je-
dynie wartosci kryterium FPE. Wartosci z kryterium FPE przedstawiono w
postaci stupkéw na rys.9.1.

9.8.2 Rezultaty testow AIC i FPE dla modeli z rozdzielona miara
mikrouszkodzen

Dla modeli z rozdzielona miara mikrouszkodzen btad dopasowania, czyli suma
odchylent dla modelu nukleacji i modelu wzrostu pustek. W tym przypadku
blad ten jest wielkosci 107°. Wskazniki statystyczne sa takze wzglednie dobre.
Wskazniki Akaike’a i FPE pokazaly, ze liniowe zaleznosci dla g (tzn. DA6
i DC6) sa najlepsze we wszystkich grupach. Pominieto prezentowanie tabel
wartosci z rezultami dla modeli z rozdzielong miara mikrouszkodzen, a wyniki
przedstawiono jedynie na wykresie stupkowym rys.9.2.
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Rys. 9.1. Wartosci kryterium informacyjnego FPE (dla réznych przypadkow
odpowiadajacych poszczegdlnym funkcjom jakosci) dla modeli z ogolng miara
porowatosci.
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Rys. 9.2. Wartosci kryterium informacyjnego FPE (dla réznych przypadkow

odpowiadajacych poszczegolnym funkcjom jakosci) dla modeli z rozdzielona
miarg porowatosci.
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9.8.3 Rezultaty dla testu Vuonga dla modeli z calkowita miara
mikrouszkodzen

Analiza danych na rys.9.2 pozwala stwierdzi¢, ze model A5 ( funkcjah—posiada
rozktad normalny a g—jest stalg wyestymowang) jest najlepszy w grupie modeli
powiazanych (zagniezdzonych) A4, A5 1 A6 (stwierdzenie stuszne dla funkcji
strat F} 1 F3). Dla funkcji strat Fy i Fy najlepszy jest model A4 (z funkcja
h ktoéra ma rozktad normalny i g = 1). Podobnie jest na rys.9.3 gdzie C4 (z
funkcja h—jako funkcja tangens i g = 1) jest najlepsze wérod C4, C5 i C6.
Stwierdzenie to jest prawdziwe dla wszystkich funkcji strat. Najlepsze modele
okreslone przy pomocy testow Akaike’a i FPE dla danej grupy byty nastep-
nie poréwnywane z wykorzystaniem testu Vuonga z modelami niezagniezdzo-
nymi (rozdzielonymi). Rezultaty testu Vuonga sa przedstawione graficznie na
rys.9.4. Rys.9.4 zawiera wartosci testu Vuonga z wzajemnego poréwnania mo-
deli A2, A3, A5, C2, C3, C4 uzyskanych dla funkcji strat F;. Na rysunkach tych
przedstawiono szes¢ grup stupkéw odpowiadajacych szesciu modelom, ktére sa
porownywane. Kazda grupa przedstawia wartosci testu Vuonga, jako wynik
badania hipotezy, ktéra mowi, ze aktualny model jest lepszy, w pordéwnaniu z
innymi. Na przyktad pierwsza grupa na rys.9.3 przedstawia rezultaty z poréw-
nania modelu A2 z modelami A3, A5, C2, C3, C4. Stupki powyzej poziomo
zerowego wskazuja na fakt, ze aktualny model jest lepszy niz model z nim po-
rownywany (np. pierwsza grupa pokazuje, ze A2 jest lepsze niz C2 i C3 jest
gorsze niz inne modele A3, A5 i C4).

9.8.4 Rezultaty dla testu Vuonga dla modeli z rozdzielona miara
mikrouszkodzen

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale rezultaty testu Vuonga dla modeli
z rozdzielona miarg mikrouszkodzeri przedstawiono graficznie na rys.9.4. Kry-
terium FPE okredla model DA6 jako najlepszy z grupy modeli DA4, DAS5,
DAG6 natomiast model DC6 jako najlepszy z DC4, DC5, DC6. Wniosek ten jest
stuszny dla wszystkich funkcji strat (F'1 — F'4) i dlatego model DA6 poréwny-
wano z DA2 i DA3 (natomiast DC6 z DC2 i DC3). Rys.9.4 zawiera rezultaty
wzajemnego poréwnania modeli DA2, DA3, DA6 i DC2, DC3, DC6.

9.9 Analiza rezultatéw identyfikacji parametréw

Rozdziat ten zawiera analize rezultatow przedstawionych w rozdziale 9.8 dla
modeli z catkowita i rozdzielona miara mikrouszkodzen. Poniewaz przeprowa-
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Rys. 9.3. Wartosci wskaznika w w testach Vuonga dla najlepszych modeli w
poszczegolnych grupach (cztery rozne przypadki odpowiadajace poszczegdlnym
funkcjom jakosci) dla modeli z catkowita miara porowatosci.
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Rys. 9.4. Wartosci wskaznika w w testach Vuonga dla najlepszych modeli w
poszczegolnych grupach (cztery rozne przypadki odpowiadajace poszczegdlnym
funkcjom jakosci) dla modeli z rozdzielona miara porowatosci.
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dzono dwa niezalezne warianty obliczeri numerycznych dla modeli z catkowita
miarag mikrouszkodzen, wyniki zamieszczono w tabeli 2a i 2b. Pierwszy wariant
dotyczy przypadkéw gdy funkcje materialoweg i h maja zmienny ksztalt i wy-
niki sa zamieszczone w tabeli 2a (funkcjag ma postac g1, g2, g3 1 g6, wzory 8.35-

8.37 1 8.40). Drugi wariant dotyczy stalych funkcji materiatowychg (badano

dwa typy — pierwszy z g = 1 i drugi z g stale o wartosci oszacowanej), a rezul-
taty sg w tabeli 2b. Kazda wybrang postaé funkcjig liczono z funkcjami h; i hs.

Dlatego te dwa warianty zawieraja wiele podklas. W obliczeniach otrzymano
wiele lokalnych niniméw w czasie kazdego przebiegu programu identyfikacji.
W tabelach 2a i2b przedstawiono jednak jedynie najlepsze wyniki. Kazdy wy-
bor funkcji h i g jest reprezentowany przez cztery linie odpowiadajgce réznym
funkcjom strat F} — Fy. W tabelach 2a i2b sg tez zamieszczone wartodci wskaz-
nikéw informacyjnych FPE dla tych modeli. Wskazniki te uzyto do wyboru
najlepszego modelu w grupie modeli zagniezdzonych. Funkcje materiatowehy

(funkcja rozktadu normalnego wzér 8.32) i hs (funkcja przesuniety tangens
hiperboliczny, wzoér 8.34) daja rownie dobre wyniki. Jednak jedynie parame-
try funkcji materiatowej hy posiadaja prosta interpretacje mechaniczng. Duza
liczba lokalnych miniméw we wszystkich przypadkach z tej grupy nieliniowych
modeli, prowadzi do wniosku, ze konieczne jest zbadanie prostszych funkcji
np. dla funkcji materialowej wzrostu pustek g = 1 (to jest g rozwazane przez

Gursona) i g bedaca stala wyznaczana (oszacowana). Rezultaty dlag = const

przedstawione w tabeli 2b pokazaly, ze btad dopasowania jest tego samego
rzedu jak w odpowiednich przypadkach gdy g byto funkcja zmienng. Wyniki w
tabeli 2b pozwalajg stwierdzi¢, ze najlepszym wyborem jest stata funkcjag = 1

uzyta tacznie z funkcja nukleacji h3. Ten wniosek jest stuszny dla wszystkich
funkcji strat Fy, Fo, Fy poza Fs dla ktorej przypadek A5 jest lepszy. Test Vu-
onga dla miar F7 i F3 wybiera model A5 z funkcjg rozktadu Gaussa jako funkcja
materiatowa nukleacji oraz oszacowana stata funkcja wzrostug (sposrod A2,

A3 i A5) ale za najlepsza ze wszystkich wybrat model C4. Taki wniosek wynika
rowniez z rys. 4. Jednakze, co jest interesujace, btad dopasowania (wartos¢ f

w tabeli 2b) uzyskany dla przypadku As z hy i g5 dla miar Fy, F3 i Fy jest

lepszy niz dla modelu C4. Dla miar F5, F3 i Fy ponownie jako najlepszy okazat
sie model C4. Jest to zgodne z rezultatami opublikowanymi w pracy Nowak
i Stachurski (2003) [159] dla identyfikacji przeprowadzonej w oparciu o me-
tode najmniejszych kwadratéw. Oznacza to, ze odrzucenie ,rozrzutéw” ostabia
wplyw obserwacji wiekszych niz dana warto$é¢ progowa.
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Tabela 3. Najlepsze modele.

Model z catkowita miara mikrouszkodzen

. Wybrane funkcje materiatowe . -
Miara|Model fm}l/k o g %unk Gah f kryterium Akaike’a

Fy C4 g4 hs 1.81809e-7 -581.5833

Iz C4 g4 hs 2.32036e-7 -574.0211

£y C4 g4 hs 1.81270e-7 -581.6753

£y C4 g4 hs 1.76710e-3 -296.9444

Model z rozdzielonymi miarami mikrouszkodzen

. Wybrane funkcje materiatowe . S
Miara|Model fUI}ik Ga g %unk Gah f kryterium Akaike’a

£y | DA3 g3 h1 1.74197e-6 -507.5290

Iy, | DA6 J6 hq 1.79088e-6 -506.6705

F5 | DA6 96 hy 1.78623e-6 -506.7511

Fy | DC4 g4 hs 1.76082¢-3 -297.0548
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Obliczenia i analiza modeli z rozdzielona miara mikrouszkodzeri przepro-
wadzono niezaleznie. Najlepsze modele z obydwu wariantéw, jak poprzednio,
poréwnano przy pomocy testu Vuonga. Poréwnanie wynikéw, pokazalo prze-
wage modeli z catkowita miara mikrouszkodzen.

9.10 Podsumowanie rozdzialu 9

Otrzymane rezultaty pozwalaja stwierdzi¢, ze:

e Dla modelu z calkowita miara mikrouszkodzeri kazda funkcja strat okre-
$la inny 'najlepszy model’. Dla modelu z rozdzielong miarg mikrouszko-
dzent posta¢ najlepszego modelu jest taka sama dla prawie wszystkich
funkcji strat. Zmienia sie tylko zbiér parametréw. Oznacza to, ze uzy-
cie odpornych funkcji strat ma wplyw na wybdr modelu a nie tylko na
oszacowanie parametréw materiatlowych, w zaleznosci od wyeliminowa-
nia wplywu obserwacji z duzymi rozrzutami (ang. outliers).

Najlepszg funkcja strat okazata sie funkcja strat Beaton Tuckey’a.

Najlepsza funkcja wzrostu g jest wyestymowana funkcja stata. Wszyst-

kie funkcje strat wskazuja, ze funkcje nukleacjih; i h3 sa réwnie dobre.
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Prosta interpretacje mechaniczng ma jednak tylko funkcja rozktadu nor-
malnego hy.

e Model z catkowita miarg mikrouszkodzen lepiej dopasowuje sie do
danych eksperymentalnych.

e Funkcje materiatowe zostaly okreslone przy zatozeniu, ze materiat osnowy
jest plastycznie niescigliwy (ppr = 0 gdzie pas jest gestoscia materiatu
osnowy) oraz Djj = Dj;.

e Wszystkie wnioski dotycza tylko jednego materiatu (stal B(0.1%C)).

e Przy wyborze i weryfikacji nieliniowych modeli konieczne jest uzycie
kryteriow informacyjnych i innych testow statystyki matematycznej.

e Dla wyznaczenia wlasciwej struktury modelu nalezy taczy¢ analize
wykresow z pomiaréw i oszacowan modelu z wynikami testow (pordéwnu-
jac wartosci funkcji strat odpowiadajace ré6znym modelom).

e Weryfikacja modeli jest tym lepsza im wieksza jest liczba dostepnych
rezultatéw. Uniezaleznienie si¢ od liczebnosci proby jest mozliwe i zostato
omawiane np. w pracy Chapelle i inni (2002) [40].

e Metody wyznaczania 'poprawnego’ modelu opieraja sie na zalozeniu sta-
tystycznym, ze pomiary pochodza z rzeczywistego systemu mieszczacego
sie w rozwazanej klasie modeli.

Nalezy podkredlié, ze nie nalezy przeceniaé znaczenia testéw statystycznych
i nie nalezy catkowicie zastepowaé badania wykreséw wielkosci mierzonych i
wyj$¢ modelu opartego na zdrowym rozsadku samymi testami statystycznymi.
W wiekszodci praktycznych przypadkow testy statystyczne sa dobrymi wskaz-
nikami poprawnogci modelu. Sposrod dwoch modeli ktore opisuja dobrze do-
stepne dane doswiadczalne, wybieramy ten, w ktérym wystepuje mniej para-
metréw. Nalezy kierowad sie zasadqg oszczednosct ktora pozostaje ze zdrowym
rozsadkiem: ,Nie wprowadzamy dodatkowych parametréw do opisu jesli nie
sa one niezbedne”. Teoretyczne uzasadnienie tej zasady omdwione zostato w
ksiazce Soderstrom i Stoica (1989) [226] w dodatku C 11.1.

Wyznaczenie struktury i sprawdzenie modelu s waznymi etapami proce-
dury identyfikacji. Przy wyznaczaniu wtasciwej struktury modelu konieczne
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jest uzycie testéw statystycznych i zbadanie wykresow sygnatéow wyjsciowych
otrzymanych z badan dodwiadczalnych i z modelu. W rozdziale tym opisano
testy porownujace wartosci funkeji strat odpowiadajacym réznym strukturom
modelu. Testy te wymagaja stosowania metody btedu dopasowania. Przykta-
dem takiego testu jest test AIC. Mozna go stosowaé do sprawdzenia, czy ma-
lejace funkcje strat spowodowane powiekszeniem struktury modelu jest zna-
czace. Inne, omoéwione w rozdziale 9 testy tego rodzaju, wykorzystuja infor-
macje o strukturze modelu w celu natozenia kary na zmniejszanie sie funkcji
strat spowodowane powiekszaniem sie struktury. Testy te sa §cidle zwiazane z
testem x2. Testy AIC, FPE dostarczaja regut selekcji modeli zagniezdzonych.
Pewne uogoélnienia tych testow podano w pracy Stoica i inni (2004) [231]. W
metodzie btedu dopasowania dokonuje sie estymacji parametréw wyznaczajac
minimum globalne funkcji strat. Z algorytmoéw minimalizacji musimy zastoso-
wacé taki, ktéry nie zatrzyma sie na minimum lokalnym gdyz tak otrzymanego
modelu (okreslonego przez znalezione parametry) dopasowanie bedzie niewta-
$ciwe. Zalozono réwniez, ze struktura modelu zawiera system rzeczywisty a
wszystkie minima dla naszego procesu sa minimami globalnymi. Jesli rzad mo-
delu zostatl wybrany prawidtowo, to minimum jest jednoznacznie wyznaczone.
W przypadku, gdy otrzymany model stabo, lub Zle pasuje do danych doswiad-
czalnych to préobujemy kolejnej minimalizacji funkcji strat zaczynajac poszu-
kiwanie numeryczne od innego punktu. Tak, jak podaje Séderstrém i Stoica
(1989) [226] w rozdziale 12.8 standardowe metody optymalizacji (np. metoda
Gaussa-Newtona), sa na ogot zbiezne do minimum globalnego.

W niniejszej rozprawie do wyboru najlepszego modelu wykorzystuje sie
reguty statystyki klasycznej, a nie reguty teorii podejmowania decyzji. Oka-
zuje sie wtedy, ze dowolna optymalna reguta statystyki klasycznej jest jakas
reguta bayesowska. Tak wiec w metodzie klasycznej musimy dokonaé wyboru
sposrod roznych mozliwych regut decyzyjnych (pewna nieokreslonosé), z kto-
rych kazda jest optymalna dla pewnych nieznanych wartosci parametrow. Te
nieokreslonos¢ w metodzie klasycznej pozostawia sie na poczet postepowania
obiektywnego i opisania danych eksperymentalnych w taki sposéb, aby wydo-
by¢ z nich jak najwiecej informacji o nieznanych parametrach, a nie decydowacé
o wartosci samych parametréow i ich rozktadzie statystycznym. Dlatego do es-
tymacji parametrow wykorzystano sposéb oparty na teorii informacji zamiast
metody bazujacej na teorii podejmowania decyzji.
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10. Wnioski

W pracy przedstawiono zagadnienie identyfikacji statych materiatlowych w mo-
delach ptyniecia plastycznego i lokalizacji odksztalceri plastycznych w ciele sta-
lym. Badano zachowanie metali ciggliwych zaréwno poddanych quasi-statycz-
nym jak i dynamicznym procesom obciazania w zaawansowanych stanach pla-
stycznych. Pierwszorzedne znaczenie dla powstawania i rozwoju lokalizacji od-
ksztatcen plastycznych maja wszelkie Zzrédta ostabienia materiatowego, ktére
sy zwigzane z wewnetrzna struktura ciata. W ramach kontynualnego opisu
porowatego materiatu sprezysto-plastycznego dokonano najpierw ogélnej cha-
rakterystyki tego materialu, zwracajac uwage na takie elementy opisu jak:
ostabienie przez rozwo6j porowatodci, wrazliwo$¢ na cisnienie hydrostatyczne,
dylatacje plastyczng czy tez prawo plastycznego ptyniecia.

Przedstawiona propozycja modelu konstytutywnego uwzglednia w opisie
materiatu ewolucje mikrouszkodzeri zdefiniowanych jako objetosciowy udziat
pustek w analizowanej objetosci materiatu. Jako parametr ostabienia przyjeto
porowatodé, ktérag mozna okresli¢ z badan mikrostruktury za pomoca obser-
wacji mikroskopowych. Porowato$é okreslic mozna tez z pomiaréw wzglednej
zmiany gestosci materiatu. Przy pomiarach gestodci niemozliwe jest rozr6z-
nienie objetosci peknietych i oddzielonych od osnowy wtracen lub czastek.
Pomiary takie jednak sa bardzo przydatne, gdyz z punktu widzenia ostabienia
materiatu nie ma réznicy pomiedzy pustka a wtraceniem (czastka), ktore moga
jeszcze w dalszym procesie odksztalcania przenosi¢é pewne obcigzenia. Za pa-
rametr wzmocnienia przyjeto odksztatcenie ekwiwalentne materiatu osnowy.
Przyblizone réwnanie ewolucji tego parametru okreslono na podstawie znajo-
mosci krzywej umocnienia materiatu, wyznaczonej w procesie nie sprzyjaja-
cym rozwojowi pustek, np. w prébie jednoosiowego Sciskania. Mikrouszkodze-
nia jako rezultat deformacji plastycznych metali ciggliwych sa spowodowane
tworzeniem sie mikropustek, ktére powstaja jako wynik pekania lub oddzielania
si¢ kruchych wtracen (inkluzji, czastek drugiej fazy) od ciagliwego rodzimego
materiatlu osnowy. Postepujacy wzrost istniejacych mikropustek i tworzenie
sie nowych pustek z narastaniem odksztalcenl, pomniejsza zdolnodé materiatu
do przenoszenia obcigzen, a w konsekwencji do jego catkowitego zniszczenia.
Podstawa, przewidywania kiedy i przy jakich odksztalceniach material osiaga
konicowe zniszczenie (efekt w skali makroskopowej) wynika z prawidtowego mo-
delowania mikromechanizméw.

Problem lokalizacji odksztatcen plastycznych sformutowano jako zadanie
adiabatyczne w ramach teorii lepkoplastycznodci. Zastosowano model mate-



188 Whioski

riatu w postaci zwigzkéw konstytutywnych Perzyny. Model ten stanowil pe-
wien element sformutowania zadania identyfikacji statych w opisie deforma-
cji niesprezystych, ktére rozwigzano numerycznie metoda elementéw skonczo-
nych. Rozwiazanie jest stabilne i jednoznaczne, a jego poprawnos¢ zapewniaja
przyjete zatozenia, w tym lepkodé materiatu. Model sprezysto-lepkoplastyczny
materiatu wiaze aspekty mechaniczne i falowe lokalizacji odksztatcen plastycz-
nych. Lepkosé¢ zapewnia poprawnos¢ analizy dla szerokiego zakresu odksztatcen
dla materiatéw ciagliwych, regularyzuje proces, eliminuje numeryczny problem
zaleznodci wynikéw od siatki podzialu. Zadanie lokalizacji odksztalcen przy
skrecaniu rurek rozwigzano metodami analizy dynamicznej z wykorzystaniem
pakietu elementéw skonczonych ABAQUS. Okredlono wszystkie poszukiwane
wielkoéci jako funkcje zmiennych przestrzennych i czasu. Uzyskano cala historie
zmian takich wielkodci jak: przemieszczenia, predkogci, odksztalcenia, napreze-
nia i temperatury. Prezentowane w postaci rysunkéow wyniki odksztalcen, tem-
peratury odnosza sie do wybranych chwil i wybranego miejsca w probce. Funk-
cje zalezne od zmiennych przestrzennych przedstawiono w postaci rysunkéw.
Zmiennos¢ zjawiska lokalizacji odksztalcen w czasie, pokazana na wykresach,
uzupeknia obraz stanu konicowego skrecania z predkoscia katowaw;=800 rad/s.
Wyniki wskazuja na losowy charakter badanego zjawiska. Rozprzestrzenianie,
odbicia i interakcje fali deformacji w obszarze probki oddaje obraz rozprze-
strzeniania sie zaburzen i lokalizacji odksztalceri. Obraz stanu odksztalcenia i
stanu predkosci punktéw materialnych wykazuje wspoétzaleznosé ich rozktadu
przy wystapieniu lokalizacji odksztatcen plastycznych. Propagacja frontu fali w
préobce wywotuje niejednorodny stan zmiennych od samego poczatku procesu.
W kazdym przypadku obliczeniowym (dla réznych predkosci skrecania) wy-
stepuje zréznicowanie stanu juz w sprezystym zakresie zachowania materiatu,
zanim front fali przebiegnie dtugodé probki i nastapi jej odbicie od zamocowa-
nego korica probki. Poszczegolne chwile procesu pokazuja, ze skutki przytozenia
oddzialywan zewnetrznych nie powstajg natychmiast. Koricowy stan deforma-
cji jest wrazliwy na przebieg procesu falowego. Rozprzestrzenianie, odbicia i
interakcje fali decyduja o miejscu lokalizacji odksztatcen plastycznych. Wynik
tej interakcji istotnie zalezy od warunkéw poczatkowo-brzegowych zadania. W
kazdym z analizowanych przypadkéw obliczeniowych z rézna predkoscia skre-
cania, dla danych warunkéw poczatkowo-brzegowych, rozwéj deformacji prze-
biega w przypadkowo (losowo) umiejscowionych strefach lokalizacji. Szerokosé
tej strefy ma skoriczony wymiar, a przemiany zachodza w niej w sposéb ewolu-
cyjny, stosownie do aktualnego stanu odksztaltcenia i naprezenia. Ustalono, ze
ze wzrostem lepkosci materiatu maleje szerokoséé strefy lokalizacji. W prezento-
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wanym przyktadzie geometria rurki, zamocowanie i obciazenie probki sa bardzo
uproszczone. Mimo to, zmienno§é parametréow materiatowych wptywa na roz-
w6] niejednorodnoéci. Dodatkowo geometria probki, warunki brzegowe probki
i predkos¢ procesu skrecania powoduja tacznie powstanie i szybki rozwoj nie-
jednorodnych deformacji, a wiec réwniez lokalizacji odksztatcen plastycznych.
Analiza przebiegu procesu potwierdza, iz lokalizacja odksztatcen plastyczanych
zachodzi bez jakichkolwiek materialowych, temperaturowych, geometrycznych
i numerycznych imperfekcji. Tak wiec lokalizacja odksztatcen plastycznych za-
chodzi przede wszystkim w wyniku propagacji i interakeji fali naprezenia.

Uzyskane rezultaty dla procesu skrecania pokazuja przebieg deformacjii za-
chodzacag w koricowym etapie lokalizacje odksztalceni plastycznych. Obliczone
wartodci odksztalcenia ekwiwalentnego i wzrost temperatury w poréwnaniu
z rezultatami eksperymentalnymi Marchanda i Duffy’ego (1988) [130] wyka-
zaly jakosciows i ilodciowa zgodnosé. Uzyskany w obliczeniach wzrost tem-
peratury, a zwtaszcza poréwnanie go z danymi do$wiadczalnymi w miejscu
lokalizacji odksztalcen plastycznych (pasmo przewezenia), potwierdzil stusz-
nosé¢ przyjetego zatozenia o adiabatycznym charakterze dynamicznego procesu
deformacji niesprezystych. Wyniki wykazujg duza wrazliwo§é wystapienia lo-
kalizacji odksztatcen plastycznych na predkosé deformacji. Miejsce lokalizacji
zalezy od predkosci deformacji. Dla procesoéw quasi-statycznych ($rednia pred-
kos¢ odksztalcent plastycznych &, < 1073s7!) procesy koticza si¢ lokalizacja
odksztalcenn plastycznych w tym samym miejscu. Dla proceséw z wiekszymi
predkosciami nastepuje zmiana miejsca lokalizacji. Jednak po przekroczeniu
wartosci krytycznej nastepuje lokalne, intensywne zniszczenie w bezposredniej
okolicy przylozenia oddzialywan zewnetrznych. Sama wartoéé krytyczna pred-
koéci skrecania zalezy od charakterystyki materiatu i warunkéw poczatkowo-
brzegowych i wymaga okreslenia dla kazdego materiatu i danego zadania brze-
gowego.

Analiza zachowania sie materialu pod réznymi obcigzeniami wymaga zna-
jomosci parametrow materiatlowych. Dane dla danego materiatu sa uzyskiwane
z dostepnych doswiadczeri. Parametry sg okreslane dla specyficznych warun-
kow eksperymentu (proste rozciaganie, Sciskanie, skrecanie). Przy przenoszeniu
wartosci zidentyfikowanych w tych probach statych materiatlowych do innych
zadan o odmiennej geometrii i dla innych stanéw naprezenia zaktada sie obiek-
tywnoéc¢ tych wartosci i uznaje sie, ze nie sg one zalezne od warunkéw, w jakich
byt prowadzony eksperyment. Najnowsze badania z zakresu mechaniki mate-
riatéw prowadzone sa w coraz mniejszej skali przestrzennej, co pociaga za soba
analize zjawisk w mniejszej skali. Konieczne wydaje sie do okreslania wtasno-
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$ci materialu stosowanie analizy w wielu skalach (patrz np. prace: Hutchinson
(2000) [100], Needleman (2000) [142], Ghosh, Nowak i Lee (2001) [76]).

Przedstawione rezultaty numeryczne zadania identyfikacji parametrycznej
i selekeji modeli w mechanice stanowia oryginalne, wtasne wyniki autora. Przy-
jete z literatury elementy sformutowania zagadnienia, model materiatu, czyn-
niki i ewolucja ostabienia, jak réwniez wlasciwosci sformutowanego zadania i
rozwiazania zostaly poltaczone w calos¢ z elementami optymalizacji i selekcji
modeli. Opracowang oryginalng metode identyfikacji dla sprezysto-plastycznych
materiatéw ciagliwych z mikrouszkodzeniami (rozdz. 8) i weryfikacji modeli
konstytutywnych przedstawiona w rozdz. 9 mozna zastosowac do petnej i szcze-
gotowej identyfikacji modeli w kazdym innym problemie. Metoda ta daje mozli-
wos¢ identyfikacji statych w procesach dynamicznych o ktérych mowa w rozdz.
2.12 i 6 oraz w problemach z powstawaniem pasm $cinania (rozdz. 7), co jest
celem nastepnych prac autora (np. Nowak i inni [155]).

Problem identyfikacji parametréw materialowych w mechanice, to problem
bardzo ztozony, wystepuje w opisie duzo parametréw, badania eksperymentalne
sa skromne a rezultaty maja charakter statystyczny. Najlepszy model materiatu
bez identyfikacji moze byé bezuzyteczny. Rozprawa nie wyczerpuje obszernej
problematyki dotyczacej wyboru najlepszego modelu konstytutywnego w me-
chanice ciala stalego. Przedstawione przyktady obliczeniowe potwierdzaja wy-
stepowanie problemu wyboru struktury modelu konstytutywnego. Odmienne
warunki geometryczne, wiele sktadnikéw materiatowych, a takze warunki ob-
cigzenia sprawiaja, ze ogodlne sformutowanie generuje nowe zagadnienia badaw-
cze.

Celowe jest wiec podjecie dalszych badan dotyczacych:

e opisu wzrostu pustek w osnowie z materialu ze wzmocnieniem uwzgled-
niajacy istnienie wewnatrz pustek sztywnych czasteczek o pewnej masie,
przenoszacych czesé obcigzen i ograniczajacych ich swobodny wzrost,
szczegllnie dla standéw naprezenia o wskazniku trojosiowosci naprezen
0.3 < 2= < 0.7 (zakres panujacy w obszarze szyjki) co podkreslono row-
niez np. w pracach: Steglich i Brocks (1997) [230] i Pardoen i Delannay
(1998) [165],

e opracowania modelu wzrostu pustek dla reprezentatywnego elementu ob-
jetosci jako kombinacja dwoch obszaréw: materiatu rodzimego i mate-
riatu porowatego o losowym rozkltadzie wielkosci i ksztaltu pustek (dla
pustek sferycznych patrz praca Ohno i Huchinson (1984) [161]),
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e weryfikacja modelu mikromechanicznego taczenia sie pustek w osnowie ze
wzmocnieniem z wystapieniem zlokalizowanych pasm scinania i zidenty-
fikowania parametréw materialowych w tym modelu dla réznych stanéw
obciazenia,

e okreslenia wplywu rozktadu pustek o dowolnym ksztatcie na sposéb ich
taczenia sie i predkosé przebiegu tego procesu az do zniszczenia

e analizy oddzialywania réznych populacji mikopustek z uwzglednieniem
anizotropii materialu w obszarze miedzy pustkami,

e opracowania nowych konstytutywnych modeli wieloskalowych dla mate-
riatéw z mikrouszkodzeniami i metod identyfikacji parametréw materia-
towych uzytych w tych modelach z wykorzystaniem pomiaréw ekspery-
mentalnych,

e identyfikacji odpornej i uwzglednienie w procesie identyfikacji testow
statystycznych wspomagajacych wybér struktury modelu i optymalnej
liczby parametréw.
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