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Yiktor Gambin ‘
Pracownia Matematycznej Teorii Plastycznodci
Zak¥ad Mechaniki Oérodkéw Ciggiych

\

PLASTYCZNOSC A OBROT SIECI W KRYSZTAZACH

Streszczenie

W pracy przedstawiono opis krysztaXéw ktdre deformijs sig
plastycznie na skutek wewnetrznych po$lizgdéw, Zdefiniowano i
szezegdXowo zbadano dwie klasy krysztaXéw: o niezaleinych sys-
temach po$lizgu i catkowicie sprzezonych systemach poslizgu.
Wykazano, ze budowa sieci krystalicznej i sposéb sprzgzenia
systeméw poslizgu catkowicie okredlaja postaé zwigzkdw konsty-
tutywvnych wigzacych plastyczng czgéé gradientu predkosci ze
stanem naprezenia, Poprzez wprowadzenie do opisu trzech dodat-

kowych révman konstytutywnych dla skZadowych spinu plastyczne-
. go otrzymano jawmy opis obrotdéw sieci krysztaiu,
Prawo Schmida zastapiono jego gradka, kwadratows aproksymacja.
Nowy warunek plastyczno$ci szczegéXowo zbadano, a nastgpnie
poréwnano z wyjéciowym kryterium,.

Zaréwno prawo Schmida jak i jego kwadratowg aoroksymach
wogélniono na warunki plastyczno$ci, ktére uwzgledniaja sprg-
zystq anizotropie materiaiu. SformuXowano zamknigty ukZad row-
nani teorii plastycznie pXyngcych krysztakdw,

Przeprowadzono Szczegélows analizg zachowania sig dwuwynmia-
rowych modeli rozcigganych monokrysztaXdéw, ze szczegdlnym uwzglg-
dnieniem wptywu obrotéw.sieci na proces plastycznego pXynigecia.
Otrzymane wyniki pordwnano ze'znanymi z literatury,

RozdziaX I
WSTEP
1.1, Cel pracy

DokZadnie jsze poznanie wewnqtrznéj budowy ciaX staxych Wy~
warto silny wpiyw na wiele gaXezi mechaniki, ligdzy innymi poz~
wolilo na uwzglednienie wynikéw sadan mikroskopowych w kontynual-



nym opisie odksztakcer niesprezystych.

Juz davno zauwazono, ze poczgtkowo izotropowe prébki meta-
1i staja sig probkami anizotropowymi, jezeli poddamy je duzym
odksztatceniom plastycznym, Okazuje sie, ze w przypadku metali
czystych i pozbawionych naprezel wewngtrznych, jednym z podsta-
wowych czynnikéw powodujgeych powstawanie anizotropii sa obroty
sieci ziaren krystalicznych, z ktérych zbudowana jest prdbka. .
Poczatkowo przypadkowo zorientowane sieci ziaren, pod wpiywem
plastycznej deformacji, dazg do pewnych wyrdznionych poozen po-
wodujace anlzotronig materiazu,

Pierwszy, utworzony na gruncie fizyki ciata staXego, opis obro-
téw sieci ziaren wywoXanych plastyczng deformacja polikrzsétalu,
zosta} zaproponowany jeszcze w latach 30-tych przez G.I,TAYLORA
/1047, a nastepnie rozwiniety w latach 50-tych przez J.F.W,BIS-
HOPA i R.HILLA /9-1Q/. W opisie tym, znanym jako teoria Taylora-
Bishopa-Hilla, obliczenie pél napregzefl i odksztaXcern plastycz-
nych w polikrysztale realizowane jest poprzez analize kazdego %
ziaren osrodka, W wyniku analizy otrzymuje sig réwniez orientac-
je sieci poszczegdlnyeh krysztaéw.
OczywisScie, powyzsza procedura jest bardzo czasoch!onna i dlate=~
go od dawna badano mozliwo$¢ fenomenologicznego opisu zachowania
sie polikryszta¥éw. Zbudowanie takiego»opisu byZo celem teorii
poélizgéw S.B,BATDORFA i B.BUDIANSKY ‘EGO /6-7/ oraz powstaXej
pod jej wpiywem teorii lokalnej deformacji A.A;MALMAYSTRA L1011
Obie teorie zajmowaly sig pocza,‘tkdwq fazg plastycznego pXynig-
cia, w ktdrej o anizotropii prébki decydowato pojawienie sie
naprezeni wewngtrznych, : .

Proby fenomenologicznego opisu dugych defbrmacji plastycz-
nych polikryszta¥éw, podejmowane w pracach J,MANDELA /73-74/, a
nastgpnie Y,F,DAFALIASA /19/, nie da¥y zadawalajacych wynikéw.

¥ tej sytuacji, uwaga wielu badaczy skoncentrowaZa sig na

Scistym, kontynualnym opisie duzych deformacji plastycznych
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- pojedynczego giarna metafu. W roku 1972 pojawia sie praca
‘R.HILLA i J.R,RICE"A [ZQ], w ktorej sformuXowano podstawy ma- -
tematyczne] téori‘i plastycznodci krysztaréw. W nastepnych la-
tach teoria ta byla intensywnie rozwijana przez J.ASARO i J.R.
RICE’A /47, D.PIERCE’A, R.J.ASARO i A, NEEDLEMANA /B6/, K.S.HAV-
NERA [46] oraz K.S.HAVNERA 3 A H.SHATABY /[47-487.
Wiekszos¢é obecnie prowadzonych prac w tej dziedzinie dotyczy .
opisu mechanizméw plastycznego wzmocnienia i lokalizacji od=-
ksztaXced plastycznych w pojedynczym kryszta.leX/'
Jednakze, pomimo ze teoria plastycznosci pojedynczego krysz-
tatu jest dyscypling stosunkowo dobrze rozwinigta, préby uogdl-
nienia jej na zagadnienia polikrysztaXéw nie dakty pozytywnych
wynikéw, Poszukujac- przyczyn owych niepowodzen nabraXem prze-
konania, ze zaréwno ‘teoria plastycénoéci polikrysztaXdéw, jak i
pojedynczych krysztatdw powinny stanowié naturalne uogdlnienie
klasycznej teorii plastycznosci ciaX izotropowych.' W tej ostat-
niej pu em wyj$cia jest matematyczny model ciaXa odksztaXcal-
n'ego ~dla ktérego postuluje sie¢ prawo komtytutywne wigzace stan
naprezenia z predkos$cig plastycznej deformacji. Prawo to wraz
2z réwnaniami ruchu i gtadkim warunkiem plastycznodci tworzy
zamknigty uk¥ad réwnax teorii. Natomiast, w dotychczasowym
sformp.lowaniu matematycznej teorii plastyczhoSci krysztazdw:
1° brak jest ScisZego modelun krysztatu deformujacego sie przez
podlizg, ; :

2° nie korzysta sie ze zwigzkéw konstytutywnych, ktére wigzg
stan naprezenia z predko$cia plastyczrej deformacji i ze
spinem plastycznymxx/,

x/ SzczegdXowie oméwienie osiagnieé matematyczng}' teorii plas-
tycznoéei mozna znaleZé w pracy R.J.ASARO /3/.

xx/ Role zwigzkdéw konstytutywnych peini prawo piynigeia, ktdre
wigze przyrost iensora naprgzenia z predkosSciami poslizgow
na poszczegélnych systemach poslizgu [3/.



{
6

3° brak jest zamknigtego ukXadu réwnai teoriixxx/.

Z punktu widzenia praktycznych zasf090waﬁ, szczegbélnie dotkli-

wyn jest brak zamkhiqtego uk¥adu réwnaii teorii, Jest on SpPOWO =

dowany przyjeciem, jakb warunku plastycznoéci krysztaXu, odcin-
kowo-liniowego prawa Schmida, :

Celem niniejsze} praci Jest przedstawienie prostego opisu
plastycznego prynig¢cia krysztaXdéw pozbawionego wymienionych
brakéw, Aby ten cel osiaggnaé podjeto nastepujgce kroki:
1° szczegétowo zbadano ruch sieci krystalicznej i ruch czastek

' materialnych krysztatu, dzig¢ki czemu mozna byXo wprowadzid
$cisty model krysztaiu deformujgcego sie przez podlizg;

2" zrezygnowano z formalizmu teorii z parametrami wewngtrzny-
mi, wprowadzajac dodatkowe réwnania konstytutywne wiagzace
stan napre¢zZenia ze spinem plastjcznym krysztatu;
wykazano, ze w miejsce odcinkowo=-liniowego prawa Schmida
mozna przyjgé-gradki, kwadratowy warunek iisesa, co umoz-

liwia sformuXowanie zamknigteg6 ukadu réwnar teorii, -u

1.2. Przedmiot rozwazard

Interesowaé nas bedzie ziarno czystego_getalu tworzace po=-
Jedynczy krysztal, Przypomnijmy, ze analizujac wzajemne nachy=-
lenia i odlegtosci piaszezyzd, ktére tworzg zewnetrzng powierz-
chnig krysztalu, mozna je zwigzaé z regularng siecig punktéw w
przestrzeni, nazywang siecig krystaliczng, W ten Sposdéb, na,
drodze rozwataﬁ'wyzqcznie geometxrycznych, A BRAVAIS w roku 1850
pokazaY, ze istnieje 14 typéw sieci opisujgcych wewngtrzng
gtrukturg krysz¥a¥ow., ; . <
/ Wigkszoé¢ waznych, z technologicznego punktu widzenia, me=-
tali tworzy sieci nalezace do jednego z trzech typéwgg?ys.1/’
sieci szedciennej prasko centrowanej /typ f.c.c. - np. mied?,

xxx/ Procedura obliczed sprowadzana jest zwykle do poszukiwa=-
nia minimum lub maksimum pewnej funkcji, dla ktérej row-
nania ruchu,warunek plastyczno$ci i prawo pXyniecia sta-
nowia ukad ograniczed /9-10/,
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. aluminium/, sieci szedtiennej przestrzennie centrowanej /typ
" DeCeCe = mp, 2elazo & , wolfram/ oraz sieci heksagonalnej zwar-
te} /typ ¢.p.h. - np, cynk, magnez/.

£

Rys.1. Typy sieci krystalicznej: a/ typ f.c.c.; b/ typ b.c.c.;
C/ typ c.p.h,

‘ Pod wpXywem 5iX zewngtrznych ziarno metala moze ulec trwa-
Yej deformacji. Obserwujgc powierzchnie ziarna Przy pomocy mi-
‘ kroskopu o zdolnoéci rozdzielczej: 10'3mm, mozna zauwazyé nie
tylko zmiane wzajemnego poXozenia widkien materialnych, ale i
Dojawienie sig, rozozonych w sposéb ciagly, charé.kterystycz-
nych linii. Z2jawisko to tXumaczymy tym, Ze trwate odksztaXce-
nia krysztau sg‘wynikiem poslizgéw materiaZu w okreélonych
kierunkach, na praszczyznach, ktérych przeciecie z zewngtrzna
powierzchnig ziarna utworzyXo obserwowane linie, Rodzing
piaszczyzn poslizgu nazwiemy systemem boélizgu. Zbidr wszyst-,

kich.wystezpujqcych w krysztale systemdéw poslizgu tworzy uk¥ad
Systeméw poslizgu,.

X/ Zdolnoéi‘srozdzielcza mikroskopu’ bgdzie miars dokZadnosci
prowadzonych obserwacji.
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Obserwujac proces $cinania na jednym z systeméw po$lizgu,
stwierdzamy, ze czastki materialne lezace na widknie nachylonym
do wyrdéznionej pXaszczyzny poslizgu, "przepiywaja" przez pozos-
iale,‘"nieaktywne' p¥aszczyzny ppélizgu nie zmieniajgc ich po-
Xozenia, . 2
¥ przypadku jednoczesnego poélizgu na kilku systemach, fzqstki
materialne przenikajg takze przez pkaszczyzny na ktérych zacho-
-dzi po$lizg. Oznacza to, ze ptaszczyzny poélizgu na ogéX nie sg

pXaszezyzrani materialnymi.

Drugie, wazne spostrzezenie dotyczy procesu jednoosiowego roz-

cizzania monokrysztaXu, Stwierdzamy, ze pXaszczyzny poslizgu

moga zmieniaé swoja orientacje wzgledem kierunku rozciagania.

UkZad systeméw poS$lizgéw jest zwigzany z typem sieci krysta-
licznej. Plastyczne odksztaXcenie wywoXane przez poflizg wysteg-
puje przede wszystkim w dwéch typach sieci: f.c.c, oraz_vh.c.c.x
Zak¥adajac, ze poélizgi réziiqce sie¢ tylko zwrotem kierunku
$cinania nalezs do tego samego systemu, mozna wyréznié 12 sys-
teméw poél&zgu ¥ krysztaXach typu f.c.c, oraz 12, a czasami 24
systemy poslizgu, w krysziaXach typu b.c.c.xx/. Rys.2 przedsta-
wia tzw, bazowe pkaszczyzny poslizgu i lezace na nich kierunki
poélizgu, w obu typach krysztaXéw. Pozostale systemy posdlizgu
' otrzymujemy przez obrdt pXaszczyzn bazowych o kat 90° wokéx osi
X,¥ 920

x/ W krysztaXach typu c.p.h. trwate deformacje spowodowane
przez bliZniakowanie sg réwnie czegste jak te, ktdre sg
wywoXane przez poslizg.

xx/ Mimo ze najczesciej, pXaszczyzny poslizgu sg plaszczyzna-
mi najgestszego upakowania atomdéw, to ich poXozenie zale-
zy réwniez od oddziaXywan miedzyatomowych.



a)

o

Rys.2., Bazowe pXaszczyzny posdlizgu i lezgce na nich kierunki
poslizgu dla krysztaXéws a/ typu f.c.c.; b/ typu b.c.c.

Na wyzej opisanych dwdéch typach sieci bgdziemy koncentrowali
uwage. Tym nie mniej, wigkszo$¢ rozwazall bedzie stuszna dla
krysztatéw o dowolnej symetrii sieci. Natomiast przyjmiemy sze-
reg innych ograniczen, Mianowicie zaXozymy, ze:

- jedynym mechanizmem plastycznej deformacji jest uplastycznie=-
nie przez po$lizg;

- odksztakcenia‘plastyczne s3 na tyle duze aby mozna byXo zanied-
baé odksztatcenie spquyste{

- nie uwzglednimy plastycznego wzmocnieniax//por. ryse3/;

= zakres temperatury i szybkoéci oddziaYywad mechanicznych poz-
wala na zaniedbanie zjawisk: peXzania, wzrostu granicy plas-

tycznoéei, kruchego pgkania i pojawiania sig przemien fazowych,

x/ Wzmocrienie zalezy od zadanego warunku plastycznosci, Brak
plastycznego wzmocnienia oznacza, ze krytyczra wartoéé przy-
jetej miary wytezenia materia¥u nie zmienia sig¢ w procesie
plastycznej deformacji.
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Rys.3. Typowa krzywa napre¢zenia - odksztaXcenie, dla krysztaidw
metali czystych typu f.c.c.

T - naprezenie Scinajgce na jednym z systeméw poélizgu;

¥ - odpoiiadaj ce mu odksztaXcenie postaciowe /wg mono-
grafii [51;/. ; v

Proponowany w.dalszej czeSci pracy model, wzorowany na kla-
sycznej teorii cia¥a sztywno - idealnie plastycznego jest mode-
lem fenomenologicznym, ZostaX sformuowany na podstawie wynikdw

badan zwigzanych z obserwacjg wiékien meterialnych i linii po$-
lizgéw na zewngtrznych powierzchniach ziaren monokrysztaXéw,

Nie jest to jedyna droga prowadzaca do 9pisu plastycznego za-
chowania sig ziaren krystalicsznych, Odmienne podejécie polega

na budowaniu modeli makroskopowych, ktére bazujs na wynikach ba-
daf fizyki ciaa statego, a w szczegélno$ci na teorii defektow
sieci, PrzykYady tej drogi postgpowania mozna znaleZé w pracaéh
A BLINOFSKIEGO [11-12].

'

1.3« T20 rozwazaii: poziom submikroskopowy i makroskopowy

Zadaniem naszym jesd zbudowanie prostego, ale ujmujacego
istote zjawiska, mocelun prlastycznego pZyniecia krysztaru,
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Obserwacje potrzebne do jego sformuowania i péiniejszej wery-
fikacji, powinny byé prowadzone na poziomie mikroskopowym. Dok~
Yadno$é tych obserwacji przyjmujemy jako 10 “mm, Jednakze, dla
uzmysk¥owienia sobie miejsca modelowanego zagadnienia wérdéd zja-
_wisk z nim zwingnych, bedziemy zmieniaé poziom obserwacji.
Powiegkszajac krysztaX przekonamy sig, e "linie poélizgu" sg w
rzeczywistosci pasmami poflizgu szerokoSci rzgdu 10"4mm zYo0%0=~
nymi z warstw grubosci 1O-Smr'okoko 100 odlegrodeci migdzyatomo-
wych/, tworzac obraz bardzo niejednorodnej deformacji,
Na poziomie submikroskopo@ /10-7mm/ okaze sie, ze krysztaX

jest ‘pelen wevmetrznych defektéw, ktérych przemieszczanie sig
‘pod wptywem oddziaXywah zewngtrznych, prowadzi do wzajemnego
przesuv&anla. siq wspomnianych warstw, Zjawiskami rejestrowanymi
na tym poziomie zajmuje sie teoria defektéw sieci atomowej /147,
Av.

Zwréémy uwage na réznice w charakterystycznych wymiarach obiek-
téw ukazujacych sie na résnych poziomach obserwacji /rys.4/.

Na ogét, prowadzac obserwacje mamy W polu widzenia obiekty o wy-
miarze co najwyzej o dwa rzedy wielkosci wigkszym od zaXozone]
dok¥adnoci, | 3 :

- a) b) cl
Jligs s ‘ Y . i e, log;: (mm]
107 103 10°
0 @
oo A

Rys.4. Trzy poziomy prowadzonych obserwacji:
a/ submikroskopowy, b/ mikroskopowy, ¢/ makroskopowy
/a = charakierystyczny wymiar obiektu obserwacji/
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Na pozlomie mikroskopowym mozemy obserwowaé w caXosci
ziarna o $rednicy nie wiekszej niz 10~ mm. Aoy stwierdzié jak
zachowuje siq-otoczenie tych ziaren w badanym procesie, nalezy
zmniejszyé dokYadnodé prowadzonyéh obserwacji, ZaXozymy, Ze
krysztat tworzy jedno z wielu, takich samych ziaren, z ktdrych
zbudowana jest prébka metalu, Na poziomie makroskopowym /1 mm/
fragment prébki stanowi jednorodny materiax, ktéry przy jedna-
kowym prawdopodobiedstwie zorientowania sieci ziaren w danym
kierunku, jest jednocze$nie materiaXem izotropowym.

Jak wiemy, w procesie plastycznej deformacji, sieci krysz-
tatéw obracajg sig. W efekcie odksziaXcenia plastycznego ma-
kroskopowej prébki metalu moga pojawié sie uprzywilejowane
orientacje sieci poszczegdélnych ziaren., Powiem wéwczas, Ze W
prébee polikrystalicznej pojawila sie tekstura. Poczgtkowo izo-
tropowy materiax stal si¢ materiazem anizotropowym.
¥ przypadku metalu czystego, bez naprgzen wew}xqtrznych, poja=
wienie si¢ tekstury jest bezpodrednia przyczyng powstania ani-
zotropii prébki. Moze ona nadawaé szereg pozadanych lub niepo-
4gdanych cech gotowym wyrobom przemysowym. W monografii /18]

‘ poswieconej wptywowi tekstury na wlasciwoéci materiaXu, zwrdco-
no uwagg na nastepujace zjawiska: powstawanie "uszu" na obrze-
zach wytraczanych blach oraz pofaXdowanie ich powierzchni; réz-
nice w xatwosci magnesowania blach transformatorowych, wytrzy-
matoéci blach na rogrywanie, podatnodci sprgizyn i resordw,
efektywnosci dziaXania przetwornikéw magnetostrykcyjnych uzywas
nych do wytwarzania ultradiwickéw; ponadto réznice w wytrzyma-
¥osci na peXzanie i zmegczenie Yopatek turbin gazowych oraz
réznice w podatnosSci na korozje elementdéw metalowych.

W dotychczasowym opisie zwigzku pomigdzy anizotropiy prébe
ki, a jej teksturg zaXozylisdmy, ze w materiale nie wystepuja
' naprezenia wewn¢trzne i Ze jest on idealnie czysty. W praktyce
mamy do czynienia z materiaYem, w ktérym oprécz naprezen reszi,
kowych wystepujg pasma metalu szczegélnie wzbogacone we itrq-

]
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cenia niemetaliczne, Ponadto, widoczna jest wyraina réznica
ksztaXtu i wielko$ci poszczegdélnych ziaren, a takze istnienie
Silnych zanieczyszczel na ich granicach.

Powyzsze zjawiska mogg rdwniez, a czasami przede uxystkivm, de-
cydowaé o anizotropii prébki, Nalézy jednak podkre$li€, ze po-
jawienie sie w2asno$ci anizotropowych dotyczy wyrobdw, kidre

. zostaty poddane znacznym odksztaceniom plastycznym. Okazuje
sig, %e poczgtkowo izotropowy material poddany umiarkowamie @un-
zym odksztaXceniom *rwatym, prakiycznie nie zmienia swoich wXas-
nodci /106/.

1.4. Istniejgce kierunki badain

Interesowaé nas bgda kierunki badad plastycznego piymigcia
krysztaXéw w zakresie opisanym w punkcie 1.2, WSréd nichrmeina
wyodrebnié teorie fizycznex/, wyjasniajace zjawisko poflizgu na
gruncis teorii defektdéw sieci, oraz teorie matematyczne, opisu-
jé‘ce je poprzez sformuiowanie i analizg modeli femomenologicz-
nych.

Najwazniejsze wyniki teorii fiszycznych, uzyskane w latach
30=-tych, to:
= zbudowanie dyslokacyjnego modelu zjawiska poSlizgu,

- opis geometrii poslizgu z udziaXem jednego i dwdch systemdw,
= sformuXowanie prawa uplastycénienia kryszt?aku.

Pierwsze obserwacje linii poslizgn pojawiajacych sig ma po-
wierzchniach rozcigganych monokrysztaiéw metali opisal E,N.da
C . ANDREADE w roku 1914 /1/. Dopiero po kilkmmastu latach nkaza--
¥y sie prace E,SCHMIDA 95/ oraz R.KARNOPA i G.SACHS& /537, w
ktérych wykazano, ze wydkuéenie' monokrysztatu wywoXane pojedym-
czym poSlizgiem, ;jest z¥ozeniem plastycznego Scinania eraz -
sztywnego obrotu prébki [rys.5/.

x/ Istniejacy przeglad tego typu teorii podaje T, H,LIN 6.
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a) , 5 b)

Rys.5. Geometria podlizgu przy rozcigganiu: a/ stan poczatkowy,
b/ fikcyjny stan prostego $cinania, ¢/ stan korcowy.

Geometria po$lizgu przy Sciskaniu monoﬁrysztalu jest podob=-
na, chociaz nieco inna niz w prpcesie rozeiggania /rys.6/.

c)

Y=>4,

Rys.6. Geometria poslizgu przy éciskaniu: a/ stan poczatkowy,
b/ fikeyjny stan prostego scinania, ¢/ stan kodcowy, .
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v cytowggyéh pracach wyprowadzono proste wzory wiagzace kat
nachylenia praszczyzn posSlizgu do kierunku rozciaggania / Sciska-
nia z wielkodcia wydZuzenia /skrdcenia monokrysztatu, Analogicz-
ne wzory otrzymax G,I,TAYLOR [?02-1017; dla jednoczesnego poé-
lizgu na dwéch systemach.

W roku 1924, E,SCHMID sformdzowaz kryterium uplastycznienia
krysztaXu przez podlizg /947, W literaturze, znane jest ono jako
prawo Schmida, lub prawo krytycznych naprezed Scinajacych.
Zgodnie z nim, po$lizg pojawia sie na tym systemie, na ktérym
_ naprezenie $cinajace osiggnie pewns warto$é krytyczna. Wartosé

ta jest uwazana za wielkod¢ staXa, dla materialu z ktérego zbudo=
wany jest kryszta, Badane naprezenie $cinajace jest definiowa-
.ne jako rzﬁt-tensora naprgzenia na pXaszczyzne i kierunek WY =~
braneéd systemu poslizgu. Bedziemy je nazywad efektywnym napre-
zeniem écinajgcymx .

Prawo Schmida daje kryterium uplastycznienia analogiczne do
warunku Tresci, stosowanego w prazypadku materiaXéw izotropowych.
Jezeli ustalimy orientacje krysztaiu wzgledem kierunkéw gtéwnych
tensora naprézenia, to prawo Schmida Opisuje, w przestrzeni na-
prezed gxéwnych, powierzchnie nieskoficzonego graniastosZupa o
0si réwnolegxej do linii ciénien, Tworza ja pary prasszczyzn
réwno oddalone od osi cisnien, OdlegXosci tych praszezyzn zale-
28 od przyjetej orientacji krysztaXu., Mamy wige do czynienia 2z
prawem odcinkowo-liniowym, zadanym poprzez tyle ograniczefi na-
rozonych na stan napre¢zenia ile jest systemdéw poélizgu.

W roku 1928, R,v.MISES w synnej pracy o potencjale plas-
tycznym [7%/, zaproponbwal dla krysztaiéw warunek uplastycznie=-
nia opisany jedns kwadratows funkcjg naprezer., Przy ustalonej
orientacji krysztazu, warunek ten generowa? gxadkg powierzchnie
plastycznosci. Ze wzgledu na brak, w owym czasie, danych doS-
wiadezalnych potwierdzajacych sXusznoéé tego kryterium, nie
doczekao si; ono powszechnej akceptacai.

x/ W literaturze anglosaskiej najczqéciej uzywany jest termin
"resolved shear stress"
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Opis mechanizméw poslizgu i sformulqwanié prawa uplastycz-
nienia krysztatu stworzyXo podstawg do sformutowania fizycznej
teorii plastybznoéci metali., Potrzebne jeszcze bylo przyjgcie
kryterium wyboru aktywnych systeméw poslizgu, Spoérsd wszyst-
kich systeméw, geometrycznie dopuszczalnych dla danego stanu
odksztaXcenia, . I,TAYIOR zaproponowal wybdr tych, na ktérych
suma bezwzglednych warto$ci predkodci poslizgéw byZaby naj=
miejsza [104/.
J.F.W.BISHOP i R,HILL wprowadzili réwnowasng powyzszej, zasade
maksymalnej pracy plastyczne] [10/. W ten sposéb problem brzegow
wy, dla plastycznie odksztaZconego krysztatu, sprowadzony zo0S=-
taX do zagadnienia programowania matematycznego.

Przejdziemy teraz do oméwienia matematycznych teorii plas-

tycznoéei krysztaXéw., Pierwszg prébg opisu zachowania sig¢ krysz-

tatu w ramach teorii plastycznodci ciaX anizoiropowych przedsta-
wit J.MANDEL w roku 1965 /72/. Wiprowadzi} on pojgcie reperu
kierunkéw, ktérym opisywat anizotropig oSrodka. WykazaX, ze
xompletna analiza duzych deformacji plastycznych ciala anizo-
tropowego bedzie mozliwa jezeli beds sformutowane trzy dodatko=-
we réwnania konstytutywne opisujace spin plastyczny elementu
materialnego, Réwnania te podrednio okredlaXyby obrdt reperu
kierunkéw, a w przypadku krysztatu - obrét sieci. Wprowadzone
przez J.NMandela pojecia mialy charakter ogélny, bez dokZadnej
interpretacji fizycznej [73/. Dalszy rozwij tego kierunku badad
dotyezy? préb opisu zachowania sig polikrysztaXéw [74/.

Ime podejécie przedstawili R HILL i J,R.RICE w pracy 29,
Bazujac na termodynamicznej teorii materia¥éw z parametrami
wewnetrznyni [83], stworzyli podstawy matematycznej teorii
plastycznoSci kryszta¥éw. Jako parametry wewngtrzne teorii pray-
jeto predkofci podlizgdw na poszczegdlnych systemach oraz wiel-
kosci opisujgce wzmocnienie materiatu, Odpowiednio dobrane pra-
wa wzmocnienia zastgpily dodatkowe réwnania konstytutywne w
teorii Mandela. Szereg prac poswigcono sformuXowaniu takich
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 ‘praw. Naiezy'tu wymienié przede wszystkim prace K.S.HAVNERA>[Z§]
braé K.S.HAVNERA i A,H,SHALABY /47-48/., Zagadnieniem ktéremu
poswigcono najwiecej uwagi byXo wyodrebnienie wpywu orientacji
éieci z caXoksztaXtu zjawisk opisujgcych wzmocnienie,
~ Koficzge ten krétki przeglad teorii plastycznoseci krysztaldéw na-
lezy pamig¢taé, ze zagadnienia te silnie wigza sieg, z jednej
strony, z teoria defektéw sieci /por. monografie A.H,COTTRELIA
/A7 4 H.G.BUERENA [14/ oraz prace E,KRONERA /627, D.ROGULI /307,
A SEEBERA /99/ i C,TEDDOSIU /1057/, a z drugiej strony z plas-
tycznoécia polikrysztaXéw /prace: A, A MALMAYSTRA /70-71/ i A.F,
KREGERSA /59-60/ w Zwiazku Radzieckim, E,KRONERA /617 w R.F,N.,
M,BERVEILIERA i A.ZAOUI /8] we Francji, T.LEFFERSA /667 i
N,HANSENA /457 w Danii, grupy pod kierunkiem U,F,KOCKSA /587,
/16] w Kanadzie oraz J, POSPIECHA, W,TRUSZKOWSKIEGO, J.JURY i
JKROLA /87/, K,WIERZBANOWSKIEGO i Z,JASIZNSKIEGO /107/ w Polsce/.
i Silny jest tez zwigzek plastycznosci krysztaléw z fenomenolo=-
' ‘giczng teoris plastycznodci materiaXéw anizotropowych /prace
W.OLSZAKA i W,URBANOWSKIEGO /80-81/, J.RYCHLEWSKIEGO /92/,
W,OLSZAKA i J.OSTROWSKIEJ /79/, A.BALTOWA i A,SAWCZUKA /57,
Z.MROZA /[76/ oraz T.KURTYKI i M,%YCZKOWSKIEGO /637/.
Bogaty przeglad modeli stosowanych w tej dziedzinie mozna zna-
lezé w monografii M,ZYCZKOWSKIEGO /109/. Nalesy tez pamietaé
o inspirujgcej roli jaka dla plastjcznoéci krysztazéw odgrywa-
Ja badania nad ksztattem powierzchni plastycznoéci dla metali
/prace P,PHILIPSA i H,MOONA /B85/, K,IKEGAMI /52] oraz W,SZCZE~
PINSKIEGO /100//. Interesujacy przeglad zastosowar tych badar,
w procesach formowania wyrobdw metalowych, przedstawit
W.SZCZEPINSKI w monografii /101/.

Jezeli odksztaXcenia w prébee polikrystalicznej sg bardao
duze, moga pojawié sie pekniecia na granicach ziaren, Prowa-
dza one do powstania mikroszczelin i w efekcie do zniszczenia
elementu, Szczegolowa analize i matematyczny opis tego typq
zjawisk mozna znaleZé w pracach P,PERZYNY /83-84/.
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Iwréémy uwage na jeszcze jeden kierunek badaid, Przypomnijmy,
ze powstawa.nie tekstury w metalach pod wpXywem deformacji plas- A
tycznych dotyczy wyrobéw ktére zostaly poddane znacznym od-
ksztaXceniom /powyzej 104/ /106/. Do opisu zachcwania sie mate-
riatu izotropowego poddanego umiarkowanie duzym odksztaXceniom
wystarczy teoria duzych odksztaXcel sprezysto-plastycznych
ofrodkéw izotropowych, zaproponowana przez E.H,LEE /647,
Teoria ta ma obecnie solidne podstawy termodynamiczne /por.
prace: B.RANIECKIEGO /B8] oraz M.KLEIBERA i B,RANIECKIEGO 55671,
Préby rozszerzenia teorii E.H.Lee na dowolne materialy plas=-
tycznie anizotropowe nie daly zadawalajacych wynikéw. Polegaly
one g¥éwnie na poszukiwaniu pochodnej konstytutywnej, ktéra
definiowaZaby obrét elementu materialnego /65/. Prébe takg
przedstéwi!em w praéy [22]. Wyniki jej zostaly uwzglednione w
pracach C,FRESSENGEASA i A MOLINARIEGO /217 oraz B,IORETA /687,
Inne ujecie zagadnienia bazujgce na teorii materialéw standar-
dowych uogélnionych [44/, przedstawiZem w pracach /23/ i [31/.

Trudnosci gwiazane z opisem duzych deformacji plastycznych
dowolnych materiaXéw anizotropowych skXonily mnie do studidéw
nad uplastycznieniem monokrysztazdw.
Praca niniejsza stanowi podsumowanie i rozszerzenie moich do-
tychezasowych badad w tym zakresie /24-26/.

435 System oznaczen

-
3
'

predkosé podlizgu na r-tym systemie; 5

" - wersor normalny do pZaszczyzny poslizgu r-tego syste-
mu3 ,
m"- wersor kierunku poélizgu r-tego systemu;
- @, = reper kierunkéw sieci /o = 1,2,3/;
7% - skadowe wersora n" wzgledem kierunkéw sieci;
my'~ sk¥adowe wersora m™ wzgledem kierunkéw sieci;
€: = ortonormalna baza uk¥adu odniesienia /i = 1,2,3/;
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skadowe wérsora 0"’ wzgledem bazy {e:} ;

sk¥adowe wersora m"’ wzgleden bazy {e:};
tensor obrotu reperu i@} wzgledem bazyle;

katy Bulera orientujgce sieé /m = 1,2,3/;

spin siecij

spin sztywno obracajacego sie krysztaiu;

plastyczna czeéé gradientu predkosci;

tensor predko$ci plastycznej deformacjij

spin plastyczny;

catkowity gradient predkoScij;

tensor predkosci carkowitej deformacjij;

spin catkowity; ¢

pole predkosci czastek materialnych krysztaXuj.

tensor naprezefl Cauchy “ego; :

dewiator tensora € ;

predkoéé plastyczne] dysypacji energii;

efektyvne naprezenie §cinajgce na r-tym systemie podliz-
guj :

krytyczna wartodé 'C”; '

wigzy naprezeniowes;

wigzy mnapre¢zeniowe stowarzyszone z r-tym systemem pod-
1izgu; :

- warunek plastycznodei;

nogdélniony potencjax Misesa.;‘

tensor plastycznej anizotropiil krysztaXu w warunku Mise-
saj

tensor plastycznej anizotropii krysztaXu w kwadratowej
aproksymac ji prawa Schmidaj :

tensor moduldw podatnodci sprezystej krysztaru,
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Rozdziaz II
KRYSZTAZY DEFORMUJ4CE SIE PRZEZ POSLIZG

2.1, Reper kierunkéw sieci i ukXad systemdéw poslizgu

Celem niniejszych rozwazan jest sformuXowanie definicji
krysztatu deformujacego sig przez poflizg., Podamy ja na koricu
rozdziaiu, Przedtem orzypomnimy szereg pojqé pomocniczyéh,
opiszemy ruch sieci i ruch czgstek materialnych krysztatu,
Zaczniemy od pojgcia sieci prostejs

Pr'zesu\"va.;)qc wielokrotnie o pewien odeinek ustalony punkt
przestrzeni, w trzech niezaleznych kierunkach, otrzymamy sieé
prosta. Kazdy z oirzymanych punktéw stanowi wgzex sieci pros-
tej. Wyrdznione kierunki sg kierunkami krystalograficzanymi, a
rozpigte na nich praszezyzny - pXaszcezyznami krystalograficz-
nymi. Przez ziozanie sieci prostych otrzymujemy jeden z 14 ty-
poéw sieci Bravaisx/ wspomnianych w punkcie drugim poprzedniego
rozdziazu,

Rozwazmy dowolny sieé Bravais. Jedna z sieci prostych, kté=-
re ja tworza, przyjmiemy jako bazowg. W sieci bazowej wyrdznia-
my pewns piaszczyzng krystalograficzng oraz kierunek krystalo-
graficzny na niej lezacy. Wprowadzimy tréjke ortogonalnych
wersorsw {&4,@1,@,} , Pierwszy z nich jest normalny do wybranej
pXaszezyzny, drugi - réwnolegly do ustalonego kierunku, a trze-
td :)est. iloczynem wektorowym dwéch poprzednich,

Tréjke 9w}/ ol = 1,2,3/ nazwiemy reperem kierunkéw sieci
- krystalicznej. '

Oprécz paszczyzn i kierunkéw sieci bazowej, wyrézniamy

Jeszcze inne paszceyzny i kierunki krystalograficzne. Beds

x/ Dowolns sie¢ Bravais mozna otrzymaé przez wrozenie w siebie
odpowiednio przesunietych, dwéch, trzech lub czterech '
identycznych sieci prostych.
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to wszystkie mozliwe pZaszczyzny 1 kierunki po$lizgu.

Oznaczmy préez nf’ wersor normalny do jednej z piaszczyzn pos= .

lizgu, a przez "o pewien, lezacy na niej, kierunek poslizgu /.
Pare (m"n’) nazwiemy systemem poélizzu. Zbidr wszystkich moz-

liwych systemdéw po$lizgu stanowi ukZad systeméw po$lizgu badanego
krysztatu : :

1244/ = { (@ 0%, (2 M™Y. x

2.2. Ruch sieci krystalicznej

Rozwazmy dowolng deformacjg badanego.k;ysztaku. Jezeli jest
to deformacja sprezysta, wgzly sieci mogq.byé identytikowane z
lezzcymi na nich czgstkami materialnymi krysztaXu. Jednakze, je=
ze1i w ziarnie pojewia sig poslizgi, to ruch wezXéw rézni sig
0d ruchu czastek. Dlatego musimy rozpatrywaé oddzielnie ruch
czastek materialnych i ruch niematerialnej struktury krysztau
jaka jest sieé krystaliczna,

Zaniedbujac sprezyste odksztaXcenia w krysztale, przyjmie-
my, ze jedynym mozliwym ruchem sieci jest ruch ciaia sztyﬁnego.
Oznacza to, 2ze aktuainw stan sieci jest opisany orientacjs re-
veru {a.y wzgledem ustalonego, kartezjaﬁskiego'ukladu wWSpGXe
rzednych {e:} . '

Jezeli, dla «,i = 1,2,3, 12‘,&) jest macizrza obrotu do=-
wolnie zmienna w czasie, a wige takg, ktéra w kazdej chwili t

spexnia warunek

J2.2/  Rul)Racft)=1,

to ruch sieci opisuja obroty reperu kierunkéw sieci

x/ ZaXozenie to wyklucza powstawanie niepXaskich powierzchni
poslizgu, typowych dla zginania i skrgcania monok*ysztalow.
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/2.3/ s (4:) = R e,

Z macierzg 12,,“ zwigzemy tensor obrotu

12,4/ R(t) = R‘S(t) e g,
; w ktdrym ’
Jasr, Ry (#) = Sui Rej (8).

Sk¥adowe R:i(t) tensora R[f)wyrazamy przez katy Bulera
P (t) /x =1,2,3/, opisujace nachylenie kierunkéw sieci
do osi przyjetego uk¥adu wspéirzednych., Odpowiednie wzory
przytoczone sg w Dodatku A,
Tréjka wersordw {g...lf)} moze byé interpretowana jako baza
pewnego obracajacego sig, ortogonalnego ukXadu wspétrzednych,
Rozkladajq\c przyrosty wersordw fe« ‘“}w tej bazie otrzymamy

/2.6/ C G, s RERT() ault),
W dalszym ciagu, tensor
/2.1/ w')s REJRTR)

bedziemy nazywaé gpinem sieci.
Rozwasmy dowolny system poélizgu (w", '_‘,m)/r = 142, caelly
Wektory g"‘ i g"' 83 sztywno zwiqza:né Z reperem kierunkdw sieci

~ &) A (v)

przez wspéczynniki w, oraz n,

f2.8/ B ORISR0

/
n®t) = A7 acw).
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Wspérczynniki te sa skradowymi obracaja‘cych sie wersordw n_w"‘.’

i _v_w",w ruchomej bazie. {g,,, (f)] i nie zmieniajg sig w czasie. :

Moga wige byé traktowane jako state mikrostrukturalne opisujge

ce wewnetrzna budowg krysztaZu. : :
W ustalonej bazie {g;,} , mamy

) = .7 Ry (He:

§2e9/ n?(t) = AL Ru t) e,

Z powyszszych wzordéw wynika, ze v_\gwqraz v_\",sq funke jami
trzech katéw Eulera opisujacych orientacjg¢ sieci, Widzimy, ze
ruch systemdéw posSlizgu jest taki sam jak ruch reperu kierunkéw
sieci i dla zadanego spinu sieci <.,_J_L(¢) moze byé opisany ukra=
dem réwnan rézniczkowych

ml) =) ),

/2.10/ \f:‘ M“‘) = (:)L(t) n(ﬂ(“'

z warunkami poczatkowymi

VL" ) (to) pix V_V\O(V)

ISR e
/ / V\"’ (tc) ;o DO().

2.3+ Ruch czgstek materialnych

2.3+1. Podstawowe zaleznosci

Do tej pory zajmowalisdmy sie opisem ruchu niematerialnej
struktury krysztaXu. Przejdziemy do opisu ruchu jego czastek
materialnych, W przypadku plastycznego pkyniqcia, wywoZXanego
poélizgiem na jednym systemie, ruch taki jest zXozeniem pros-



tego dcinania i sztywnego obrotu krysztatu /rys.5, punkt 1,4/,

Przyjmujemy, ze jest to sxuszne réwnies w przypadku poslizgu na
kilku systemach, ] '

‘Rozwazmy poslizg materiatu na ptaszczyznach prostopadiych do
wersora gM s W kierunku «ga", , zachodzacy z predkoscia f") ’
/rys.7/.

(r)'
n

Rys.7. Proste $cinanie na r-tym systemie posSlizgu.
it 1 3

Niech di bedzie infinitezymalnym wktorem stycznym do pewne=
go wlé}cna materialnego. Przyrost wektora pre¢dkosci czastek na
dxugosci tego wiékna d'\_;“’ jest rzutem tensora ¥ m“®n na
wektor dx

;¢ . '~
i : d.fU'"”= f(v)mmop !_\”'d-E :

WyobraZmy sobie teraz jednoczesny poslizg na kilku systemach,
Ich poXozenie wzgledem wybrancgo ukXadu wspéirzgdnych jest
ustalone, Mozna przyjaé /por. np. /98//, e wypadkowy wektor
Axf jest sumy wektoréw dar®™, dla r = 1,2, cesrMs -
: Zatem w przypadku krysztaXu, w ktérym moze ‘pojawié sie H sys-
teméw podlizgu, mamy
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b L e I~ ™
/2.13/ cdv?=Z ¥ m%endx.

Dla systeméw na ktérych poslizg nie wystepuje, odpowiednie war=-
toei ¥ w /2.13/ znikaja.

Tensor
e Z" X'-'(v) (v)® V\"’
= w n
/2.14/ L Py o :
nazwieny ¢zescia plastyczna gradientu predko Sci.

Poniewas predkodci podlizgéw ¥ moga tworzyé niejednorodne
pola skalarme 8' Zx t), bedziemy mieli na ogdék do czynienia z
polem tensorowym L x.t),

Wzér /2.14/ okredla zardéwno pole tgnsora predkosei plastyczne]
deformac;i

P " )
/2.15/ d(x.t)= Z‘, ¥ Ym0 +n @w\)
5 A
jak i1 pole spinu Bigsnc&gg
"
(2] () 2 @ m
12,16/ Wex )= 4 Z X By )

KrysztaXy deformujace sig¢ przez podlizg sa ciaXami plastyeznie
nieéci§liwymi. Istotnie, poniewaz dla r = 1,2,.., M

12,11/ _ m 0= O

to

/2.18/ tr g_tp‘(z.*)=0.
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Nalezy zwfécié»uwégq, ze spin-g;&)byz obiektem globalnym, przy-
pisanym catej sieci krysztau, natomiast spin plastyczny gf?th)
przypisany wtéknom materialnym krysztatu, ma charakter lokalny,

—— N ——

% ruchem wxdkien materialnych.krysztaZu zwigzemy jeszcze
jedns wielko§é zadana globalnie, Bedzie nig spin gfﬂ)opisujq-
cy chwilowg predkos$é obrotu krysztatu poruszajacego sig ruchem
ciaXa sztywnego.

Jezeli ﬁr?fd)jest.polem prqdkoéci czgstek obracajacego sig
krysztau, to przyrost prqdkoéci dv® , na d¥ugosci wXdkna d¥ ,
mozna obliczyé ze wzoru

12,19/ dof= w®dx,

¢/ Ruch wypadkowy

Z¥osenie pél predkosci wywokanych po$lizgami i sztywnym
obrotem kryszta¥u prowadzi do wzoru na calkowity przyrost pred-
‘kosci

/2.20/ : da = dafedo®

Podstawiajac /2.13/ i /2,19/ do /2.20/ otrzymamy wyrazenie na

pole catkowitego gradientu predkodci
: \

P 14
/2,21/ Lxt)= L xt) v+ (4),
: Niejednorodnoéé tego pola wywoXana jest wyZagcznie niejednorod-
- nodcig pola czesci plastycznej gradientu predkodci i stanowi
przedmiot zainteresowania wielu prac poswieconych lokalizacji
odksztaXceri plastycznych w krysztaxach /4/, [86/.
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24324 Zwiqzki kinematycznej zgodnosci

Z zadanym polem L‘( ) mozna zwigzaé pole predkoSci ar(x 'U
poprzez wzér

/2.22/ L (xt) = grad ar(at)

jezeli pole L (x#) spernia zwigzki kinematycznej zgodnosei, Wyni-
kaja one z oczywistego warunku :

/2.23/ ru-;"a-k = a3, 4

i majg postaé
/2.24/ : Lid',k €jut = 0
gdzie przez € Y oznaczono symbol permutacyjny. Podstawiajgc

(29211 J2.29] a0 [2.24/ otrzyma.my 9 réwnaii rézniczkowych
dla pél predkosci -poslizgéw ok (x. t)

12425/ Z o ,k m; n‘ €jxe =0,

Podkreélmy, ze speinienie réwnaf /2.25/ przez pola ¥ “(x.t)
/T = 1,2, euey M/, jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
aby mogiy one opisywaé¢ deformacje plastyczng wywoXana posdliz-
gami krysztaXu,

2+.3+3. Rodzina chwilowo nierozciggliwych pYaszczyzn

W przypadku jednorodnego pola odksztaXcen piastycznych

“. zwiazki /2,25/ spernione sg tozsamoSciowo. Gdy deformacja jest
niejednorodna, zwigzki powyzsze nakiadajq silne ograniczenia
na jej postaé, :
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" Dla zilustrowania otrzymanych zaleznodci rozpatrzymy ptaskie
pZynigcie wyidealizowanego krysztatu z dwiema rodzinami orto-
' gonalnych pXaszczyzn poslizgu /rys.8/. Plynigecie to wyworane
Jest jednoczesnym poélizgiem na dwu systemach, Niech proste
Scinanie w kierunku osi X, zachodzi z predkodciz ¥, mato-
‘_miast w kierunku osi X, niech ma prgdkos$¢: ‘3’”. Praszezyzna
rysunku jest prostopadla do 0si Xjy. W badanym przypadku, z 9
réwnath /2.25/, 5 jest spemmionych tozsamodciowo, Pozostate maja
postaé

R ad

22

D 8 5 Yﬁ‘:3 =Q0.

, 3

>

/2.26/

w

- Oznacza to, ze

%-(‘) = *—a)(xl-t))

/2.21/ .
\( ) (X,,f) ;

Pole pregdkodci jednoczesnego posSlizgu na obu systemach przed-
stawione jest na rys.8¢, Sytuacja bedzie nieco bardziej skompli-
kowana jezelf ptaszczyzny poslizgu nie bgda ortogonalne.

a) b) c)
8.(1) ¢ s

e

<)

. =
“.m

Rys.8. Dopuszczalne pola predkosei poslizgow, dla przypadkn
ortogonalnych praszczyzn poélizgu.
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Wréémy jednak do przypadku ortogonalnych paszczyzn pos-

lizgu. Vzory /2.27/ sugerujq, ze pXaszczyzny materialne pokry-' :
wajace sie w pewne}j chwili czasu z pXaszczyznami poélizgu 1Y
chwilowo nierozciqgliwe. :

Istotnie, dla dowolnego wdékna materialnego stycme;o do_';gekto-
ra & 1 lezacego chwilowo na pXaszczyZnie poflizgu o wersorze
normalnym n , a wigc takiego, ze

/2.28/ an=0,

P
skadowa normalna tensora C_[ s dla kierunku a znika

/2.29/ : - a-d'a =0,

-— —

Zwiqzék /2.29/ ogznacza, ze rozpatrywane wékno nie ulega wydzu-
zeniu, ; :
Zauwazmy, ze dla cial izotropowych powierzchnie poslizgu sa
zawsze ortogonalne. Zatem, kazda powierzchnia poslizgu jest po-
wierzchnig chwilowo nierozciggliwg.
Zagadnienie plastycznego pXynigeia ciaX izotropowych z rodzinq
chwilowo nierozeizgliwych piaszczyzn badaXem w pracach [27-31]
oraz [42/. Wyniki badad pozwolily na interesujacs klasyfikacjg
znanych rozwigzan teorii ciata sztywmo=idealnie ;Slastycznego,
uogdlnienie twierdzer Hencky “ego na stany trd jwymiarowe oraz
rozwiazanie szerokiej klasy zagadnier brzegowych. :

‘

2.3.4, Wiezy naXozone na obrét wxdkien materialnych

Interesowaé nas bedzie ta c2g$é caXkowitegp spinu elementu
materialnego krysztaXu, ktéra jest wywoZana sztyvmym obrotem
cazego krysztaiu w procesie plastycznej deromacji. Jest nig
‘spin w(t) Przypominam, ze spin carkowity zdefiniowany jest
wzorem



. -

2,9

/2.30/ w(st) = A2 [ gradyt) - gm'f«.r «b]

gdzie 4 (xt) jest polem predkosei. Zgodnie z 12.21/, W &t) jest

suma spinu plastycznego w’(xt) i spinu w‘(’d X/.'

Zatem, jezeli znanw pole prquoéci nAr(xt) i pole’ w"(a.f) to mo-
zemy otrzymadé “®) . Pole oD( t) znajdujemy z odpowiednich
réwnan konstytutywnych, natomiast pole ~r(x,t) powinno spetniad
warunki zadane na powierzchni krysztaiu, Niezbedna jest wiec
informacja o ksztatci» ziarma.

Jednakﬁe; Jezeli ograniczymy sig do badania jednorodnych
stanéw deformacji krysztaiu, to ani pole aAf(xt) ani ksztatt ziar-
na, nie bgda potrzebne do wyznacgzenia spinu w®).
¥ takich przypadkach zamiast kinematycznych warunkéw orzegowych
nalezy przyjaé pewne wigzy mnarzucone na catkowity spin oD (x,t),

Xtére jednoczednie okresls &ge(fl
Wyjaéniﬁy to na przykradzie jednoosiowego rozciggania monokrysz-
tatu /rys.5/.

Przyjmiemy nastgpujgcy warunek,
V. 1. Wxékna materialne rownolegle do kierunku rozciagania
przed derormach, pozostajg do niego réwnolege w
catym procesie deformacji.
Powyzszy warunek mozna przedstawié w postaci anali-
tycznej.

W tym celu rozwazmy infinitezymalne wdkno réwnolegke do kie-
runku.ﬂ « Réznice predkosci czagstek, 1ezqcyéh na koricach te-
go widkna, oznaczymy przez duv . Wektor dy rozosymy na dwa
kierunki: rdéwnolegly i prostopadky do_ﬂ » Otrzymamy wektory:

N; dar; AQ oraz  da - hl'citr Nj» :
Jegell rozpatrywane wkékno nie obraca sig¢ w procesie rozciggania
$o-

x/'Zwrocmy uwage, ze niejednorodnosé pola spinu catrkowitego
moze by¢ spowodowana wqucznie niejednorodnoscig pola spinu
plastycznego.



12,50/ : dv‘- A/;.—,{«;,-Al/- = O,

Biorge pod uwagg,  ze

/2.32/ duv = [ = (dy fu;/)Ag
otrzymamy

/2.33/ N c‘v;-M‘ = (N; du N, + N Af}/‘/’
gdzie

/2.34/ TNy, Ny 20,

Podstawiajac /2,32-2,34/ do /2.31/ dostaniemy 3. réwnania wyra-
zajace 3 skiadowe spinu ca.kkowitego (,..): przez sktadowe pre¢dkos-
ci plastycznej deformacji d’] cl? s & mianowicie

Jo.35f iy [w7'+(&e*MM)dg']M'=0.‘

Niestety, tylko dwa sposréd trzech otrzymanych réwnai sg nieza-
lezne. Istotnie, z uwagl na tozsamodé ./2.34/, ‘réwnania /2.35/
nie daja zadnej informacji o sk¥adowej normalnej spinu (_»_)(t)
wzgledem kierunku N ‘

Aby mozna byXo okreslié jednoznacznie spin w(t) na.lety przyjaé

dodatkowy warunek,
W.2. Kierunek N nie jest osia obrotu krysztalu.
. Jezeli wprowadzimy wektor predkos$ci obrotu

12.36/ Wi = € i
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to, zgodnie 2z dodatkowo przyjetym warunkiem, rzut wektora W
_'na kierunek " powinien znikaé, Otrzymujemy wiqc, trzecie bra-
kujace réwnanie

/237/ i : N é:/a e = 0.

Zwigzki /2.35/ i /2.37/ wyrasajs 3 sktadowe calkowitego spinu
W) praez sk¥adowe danego pola d.(f) d@) i umozliwiajy wyzna-

czenie z réwnath /2,30/, spinu ¢2°(t) . Postepujac podobnie mozna

-4

stormn&owaé‘-odpowiednie'warunki dla przypadku jednoosiowego
éciskania monokrysztaXu.

2.4, Sprzezenie ruchu sieci z ruchem wateriaru

7 punktach 2.2 oraz 2.3'apisaliémy koléjno: ruch reperu
kierunkéw sieéi krystalicznej razem z przypisanym jej nkZadem
systeméw podlizgu oraz ruch czastek materialnych krysztaXu. .
W procesie plastycznego pXynigeia oba ruchy s3 ze sobg dcisle
zwigzane. Podczas plastycznej deformacji opisanej polem pregd—
Xosei «'\_!_"(z.t) sieé krysztalu nie obraca 'siq. ‘Hatomiast podczas
B Qbi-otu krysztatu jako ciaYa sztywnego, uktad syste_;néw vodlizgn
oljraca sig z caxym krysztaXem, Zate;_n, Rnozemy p‘rzyjqé ze ;

f2,38/ £ : W' = O

Podsumujemy dotychczasowe rozwazania wprowadzajac nasigpu-
jaca definicjge.

DEFINICJA 1: KrysztaXem deformujacym si¢ przez voflize nazwie-
my pare (BU), taka ge:
1/ W jest oSrodkien ciariym /ciatem odksztaXcal=-
nym, kontinuum materialnym/ bedacym zbiorem

czgstek materialnych, rozumianym jako tréjwymia-



2/

3/

4/

5/

3.2
rowa rozmaito$é rézniczkowa, dyfeémorfic'zna ¥
podzbiorem przestrzeni euklidesowej & ; otoczenia
czgstek ﬁ:aterialnych nazywane sz elementami mate-

rialnymi;
U jest zbiorem par:

(w” n”) | vee y (M0

) ) j
utworzonych z wersoréw m i n speXniajacych

warunki

13

dla T = 1,2,...,8 , Przy czym pary
(0" ") nazywane sa systemami poélizgu, a zbidr
- ukka&em systeméw goéliigg ; ;
wszystkie wersory, tworzgce uk¥ad systeméw pos-
lizgu 11. » Moga doznawal jednoczesnego obrotu
opisanego spinem (0'(t); ,
dowolny element materialny ciaZa E}dozna;je ruchu,
ktéry' jest zXozeniem

a, ruchu o gradiencie prgdkoéci

[fed) = Z ¥ sty m™0) 0 n"®)

w ktérym wielkosei ¥ “(st) /r = 1,2, ..., ¥/,
nazywane sg predkosciami poslizgdws

b. obrotu opisanego spinem wz(t) , takim samym
dla kazdego elementu materialnego; »

ruch uk¥adu systeméw poslizgu U , zwigzany jest z

ruchem elementu materialnego ciata ¥ zaleznos-

cig

AYCREHON

\

sfuszng zawsze, dla kazdej deformacji ciaxa ¥,
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‘Rozdzial IIT

" KRYSZTAZY SZTYWNO-IDEALNIE PLASTYCZNE

5 1. Uwgi ogoln

Zaréwno ciaZo B jak i ukrad systeméw poslizgu U oddzialy-
“wuja z pewnymi polami dynamicznymi /naprezenia, naprezenia mo-
menfowe, itp./;' ZaXozymy, ze otoczenie wywiera wpXyw na ciaXo
'popréez Isily, masowe i kontaktowe, Natomiast, dwie czgsSci ciata

oddziaXywujg ze sobg tylko pbprze,z sizy kontaktowe, Oznacza
to, ze istnieje pole wektordéw napregzenia t(),t.t) s Na brzegu
ciaYa ‘i pole tensoréw naprezenia Cauchy ‘ego Gex.t) , wewnairz
ciata, Oba pola zwigzane S naprezeniowymi warunkami brzegowy-
mi .

/3.1/ ‘ng.&)

gdzie g jest wersorem normalnym do brzegu ciata,

Interesowaé nas bedzie wplyw oddziaywan zewngtrznych na
zachowanie sie krysztaru, Zgodnie z dotychczasowymi rozwazania-
mi, jezeli znamy ruch elementun materialnégo ciata P to obrét
uk¥adu U mozemy wyzneczyé na podstawie zaleznosei /2,38/. Na-
tomiast, zwigzek pomigdzy ruchem elementu materia.lnego ciata
53 a polem naprgzenia & ¢st) opisuja:

klasyczne zasady zachowania,
2o kryterium uplastycznienia,
‘50 zwigzki konstytutywne.

W dalszym ciggu, uwzglgdniajac dysyacjg¢ energii wywoang

poslizgani krysztalu, pominiemy wszelkie efekty termicazne,
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324 Klasyczne zasady zachowania. :

Rozpatrzymy kolejno, lokalne zasady zachowania wielkoéci
fizyeznych przypisanych elementowi materialnemu ciata .
Niech Q(X t) bedzie skalarnym polem ggstodci krysztalu, a {(! f)
- zewne;trznym polem wektorowym sit masowych ‘Symbolem () ozna-
czaé bgdziemy pochodns materialng, przez tr() - $lad, a przez
) transpozycjq tensora drugiego razedu. ;
RozWdzmy prawo zachowania masy /réwnanie ciggXosci/ -

Poniewas ciato P jest ciaXem niedciéliwym /wzdr /2.18// i od
poczgtku jednorodnym, réwnanie /3.2/, speinione jest tozsamos$-
ciowo, Prawo zachowania pgdu /réwnania ruchu Cauchy “ego/

13,3/ | dw g+ gf =g
i prawo zachowania momentu pedu,

/3.4/ o o AN

zachowujg swoja 0gdélng postad,

Oznaczmy przez €(xit) gestodé energii wewngtranej ciara ¥3.
Biorae pod uwagg, ze w badanym przypadku pola pre'dkoéci defor=
macji catkowitej i plastycznej sy takie same, prawo zachowania

energii jest nastepujace:

305/ "gé - te(5-d"),
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i :'P’on‘iewaz podczas plastycvznej deformacji cia*a ¥ nastepu-
‘je zmiana entropii, to dla kazdego procesu powinna byé spraw-
_ dzona nieréwno$é Clausiusa-Duhema

gdzie ple ,t) jest polem gestoSci entropii,
Nalesy jednak zdefiniowaé wielko$é P . W tym celu przyjmiemy
nastepujace entropiine réwnanie stanu:

B ~ gT-?=trc§'-§’),

_gdzie T jest tempera‘éurq absolutng.
Wielkosé

/3.8/ s DP=te(5d’) > O,

nagwiemy predkodcis plastycznej dyspacji energii. W rozpatrywa-
nym przypadku nieréwno$é /3,8/ jest réwnoznaczna nieréwnosci
Clausiusa-Duhema, :

'Yli'elkoéé D’ mozna zwigzaé z poslizgami krysztaXu, Dla usta=-
lonego systemu poslizgu (m“,’g”) wprowadzimy skalar

: e ) o)
7349/ TR om G
Nazywany jest on efektywnym naprezeniem Scinajascym na r-tym

-systemie poslizgu. Wielkodé T przedstawia naprgzenie Scinajg-
ce na praszczyZnie g"’,‘ w kierunku m”'." Jeie1i do /3.9/, podsta-
wimy wzér /2.15/ '



>

- I ; " . Y N ‘v :
/3.10/ =% Z t%men” + We w™)
; T x4 Fa e R, Gt
to nieréwno$é Clausiusa-Duhema przyjmie postaé

/3.11/ : £ ey 3 0,

3+3s Kryterium uplastycznienia

3+3.1. 0gbélna postaé warunku plastycznosci

W krysztatach, ktére moga ulegaé uplastycznieniu, na stan nas
prezenia i orientacje sieci na.?.oZone-SQ wiezy jednostronne, za-
dane uktadem nierdwnodci 5

: ‘ = ey NG
/3.12/ . fk (g;d-,ge__) €0 4‘: A2, ‘

Uk¥ad ten, Zacznie 2z réwnaniem

” ¥
/3.13/ : '["fk €5, %) =52,

gdzie \‘ig“ jest iloczynem f.'f;"' fn ’ nazym%é bedziemy
Vielkodoi }, (6.\f.) bedzieny traktowaé jako tréjparametrowe -
/z parametrami . / funkcje sktadowych tensora naprezenia CTG
~ Jezeli krysztak nie jest uplastyczniony, kasda z funkcji h
przyjmuje wartodci njemne. Pojawienie sie podlizgéw w krysz-
’ ‘tale oznacza, e jedna lub kilka funkeji f, przyjmuje wartodei

Zerowe,
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Dla uproszczenia rozwazaﬁ przyjmiemy, Ze pojedynezy poé-
lizg powoduje zerowanie sig tylko jednej funke ji fk. Oznacza to,
Ze liczba wiqzow N nie przekracza liczby systemdw poSlizgn w
‘krysztaleﬂ tzn,

¥ ogdlaym przypadku, N moze zmieniaé sie od 1 do M. ¥ nas-
tgpnych punktach pra~y rozpatrzymy szczegbtowo dwa prazypadki:

"~ gay N=M oraz gay N=4 ., w pierwszy przypadku kazdemu syste-
mowi poslizgu przyporzadkowana jest jedna funkecja fg s ¥ drugim
- uplastycznienie jest wywoXane poflizgiem na wszystkich sys-
temach jednéczeén.ie.

Przejdziemy do opisu wrasnodci funkeji *k. Funkcje te mnie
zaleza od kulistych stanéw naprezenia, poniewasz zgodnie z wzo-
rem /3.13/, stany te nie powoduja zmiany dysypacji emergii,
Naturalnym tez, wydaje sig przyjgcie ograniczenia

(3.15/ | )Qk (.c‘\.d-,cp;).—_ P“ (G‘?ifte“,) s k=42, N

Biorae pod .uwage powyzsze wrasnoSci funkc;)i f stwierdzamy, Ze
kazde z réwnari: $,=0 /k=42,.., N/ , opisuje w przestrzeni na-
prezed powierzchnie walcows, o tworzgeych rdwnolegXych do linii
'ci§nieﬁ. Linia cidnied jest osia symetrii tych powierzchni,
Ukzad nieréwnosci /3.12/, opisuje podzbidér przestrzeni naprg-
ze¥ ograniczony powierzchnia, na 0géX nie gadka, nazywany po=
wierzehnia plastycznoéci. W ogélnym przypadku, wyrézniony pod-
zbidr nie musi byé obszarem wypuklym.
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343.2, Uk¥ad niezalesznych systeméw poslizgu

Rozwazmy sytuach; gdy zerowanie sie jednej z funkeji {k :
powoduje poslizg tylko na jednym systemie. Oznacza to, ze liczf
ba tych funkeji N, pokrywa sig z liczbg systeméw poélizgulr(l

/3.16/ N'M"
Dla kaidego ustalonego T = 1,2, ...sy ¥, moina teraz zrealizo-
waé proces plastycznej deformacji, w ktérym predkosé dysypac ji

opisana bgdzie wzorem

' 4 ) g )
3T i Des Tl

Punkcje }kkbznaczaé bedziemy w tym przypadku przez {“i pamig=~
tajac ze indeks r przebiega wartosci: 1,2, ... , M,
ifamy teraz do czynienia z sytuacjs podobng do opisywanej prawem
Schmida: poslizg na jednym systemie nie zalezy od wartosci efek—
tywnyeh naprezed $cinajacych na pozostalyeh systemach.
¥éwizmy wéwezas o niezalesnych systemach pos§lizgu, OczywiScie mo=
ze mied miejsce jedncczesny po$lizg na kilku niezalesnych syste=
mach poélizgu., W takich przypadkach, dla uzyskania odpowiedzi na
pytanie o to czy moyy do czynienia z ukZadem niezaleinych eyste=-
méw poélizgu, pomocre bgdzie przyjgcie nastgpujacej definicji.
DEFINICJA 2: Uk¥ad systemdw poslizgéw nazwiemy uk;adem niezale-
nych systemdw poslizgu, jézeli kazdemu 2z nich mozna
podporzgdkowaé nieujemng predkosé dyspacji energii

e v) .‘ ~ : 3
D =T f(»)z O 3 A=Ade0 M.
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3.3. 3, UkZad calkowicie aprquonych systemdéw podlizgu

Gay zerowa.nie sie jednej funkcji *n pociaga za sobg pos-
uzg na kilku systemach, mamy do czynienia ze wzajemnym ich
qddziatywaniem. Méwimy Wowczas o grzgzonzch systemach posliz-
gue Jezeli upla.styczmeme krysztalu jest zwigzane z Jednoczes-.
nym poélizgiem na wszystkich systemach, dla ktérych : nie jest

;pwne zeru, to
/3.18/ : N=1,

a warunek plastyczno$ci opisany jest jedng funkcja . f‘
Rozwazmy mechanizm takiego, Jjednoczesnego pds’lizgu, Jezeli zna-
ny jest stan naprqzema w kryszta.le, to znana jest wartosc efek-
tywnego naprezzenia dcinajacego ; 4 , dla kazdego systemu poslizgu. ‘
Natomiast zwiazek pomiedzy predkoscia poSlizgu ¥, a pred-
koéciaml poélizgéw na wszystkich pozostaiych systemach, moze byé
zadany w sposéb dowolny, ale uwzgledniajacy symetrig sieci.
Ustalajac taki zwigzek narzucamy pewne ograniczenia na charakter
plastycznego piyngcia krysztatu, W dalszym ciggu przy jmiemy
nastepujaca definicjg. /
DEFINICJA 3: UkXad systeméw poslizgu nazwiemy ukXadem caXkowicie
sprzezonych systeméw poslizgu jezeli, dla kazdego
T /r = 1,2,0000000y M/ réznego od zera
o ‘k (w)
ey Ty 5 T’

Z uvk¥adem sprzqzonych systeméw po$lizgu mamy do czynienia
w przypadku warunku 'pla.stycznoéci za.proponowanym przez R, v.hise-
sa [75]. Warunek ten zakZada, ze krysztal ulega uplastycznie=-
niu, gdy funke ja
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osiggnie pewng krytyczng wartosd,

WspéXezynniki ky,.., kg powinny byé tak dobrane, aby funkcaa &
zaleza¥a od cisénienia hydrostatycznego i nie zmienia¥a sie przy‘ :
obrotach krysztatu nalezgcych do jego grupy symetrii.

W rozdziale V pokazemy, ze przy pewnym, wainym z praktycznego
punktu widzenia, doborze wspéXeczynnikdéw k..,---,lt“bgdziem mieli

——————

gu.

3.3.4, Krysztaly typu Schmida i typu Misesa
Wprowadzone pojecia umozliwiaja przyjecie nastepujacych de-

finicji,

DEFINICJA 4: Krysztatem sztywno-idealnie plastycznym, z warune-
kiem plastycznosci zadanym funkejami f, /ktl.%---)N/,
nazwieny krysztal deformujgcy sig. przez poslizg,
ktérego dowolny element materialny

1? pozostaje sztywny jezeli, dla kazdego k=4,2.,N

’v.( “Q.) <0,

lub

(A) *k (G':é ) Lo ) =0 ofai f'k (G;" ’ “?...‘) <o >

4 :
2" ulega deformacji, jezeli dla pewnego k

(62) {l.c_&‘-.’\a..)so oraz f-u(‘-",\?_);’—o



< e

Warunki () nasywad bedziemy warunkami odcigzenia krysstalu.
- Systemy poélizgu na ktérych speXnione sg warunki (as) nazywaé
bedziemy aktywnymi systemami poslizgu,.

DEFINICJA 5: KrysztaXem typu Schmida nazwiemy krysztal sztyw=
; no-idealnie plastyczny, z warunkiem plaétycznoé-
ci zadanym funkejami ?M/r 2050 e vreiagil/y
" ktérego ukad systeméw pos$lizgu jest ukadem nie-

1

zalesnych systeméw poslizgu.

DEFINICJA 6: Kryaztakem typu Misesa nazwiemy kryszta sztywno-
: idealnie plastyczny; z warunkiem plastycznosci

zadanym funkcjg { , ktérego ukxad systeméw pos-

lizgu jest ukXadem calkowicie sprazgzonych syste-

: . méw poslizgue

Tak wiec, niezaleznos$é systeméw poSlizgu, lub sposéb w jaki ze
soba oddziaXywuja, okreéla typ’ krysztaiu., W dalszej czeSeci
pracy pokazeny, ze dla danego typu krysztalu mamy ustalong pos-
taé prawa pynigcia. Natomiast funkeje 'P /D312 dveesylhl

lub :F » ktére opisuja warunek plastycznosci, mogs byé przyjete
w sposéb dowolny, jezeli tylko nie zaleza od ci$nienia hydro-

statycznego i speiniaja warunek /3.15/.

3+¢3. Zwigzki konstytutywne
3¢3+1. Uogdélnione prawo p‘:ty'niqcia dla krysztalow typu Schmida
Rozwazmy krysztar typu Schmida, z warunkiem plastycznosci
zadanym funkcjami {w/r = 1,2,000000eli/s Aktualna orientacja
sieci krysztatu opisana jest trzema katami Eulera (P.,.
Za¥ézmy, %e na pewnych systemach poslizgu (m"’, gf"), na kté=-
rych wystepuja efektywne napr¢zenia Scinajace T ,‘ojawiky sie
poslizgi propagujace sig z predkodciami X"'.')

' ,Ni‘ech Blxt)vedzie stanem naprezenia w rozwazanym krysztale, a

L(x t)odpowiednim polem plastycznej czqéei gradientu predkosci.
Interesowaé nas bedzie zaleznoéé pola Lxt) od porla E(2d).
Zw_rocmy uwage, ze T z3efiniowane wzorem /3,9/ moznra przedsta-
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wié w postaci

s , i
/3.20/ o 7%= /5/ m: oy,
gdzie

1398 : j /39' = 5'?‘ o //.Jgku Jy‘

Ponadto, przypomnijmy ge

o prie s M s N
/3.22/ ; L= 2 X m; "35.

¢
/ P

Peniewas dla krysztaéw Schmida, kazdemu systemowi posdlizgu
mozna »rzyporzadkowaé nieujemns predko$é dyspacji

/3.23/ : T o S e a2, M,

to wielkos$ci

- sites o &)
% 5 a - {0,
/3.24/ 2 :

I

O vy ala {‘Qo’ lub
f‘('i Ooraz «’.‘?O,

réwnies s nieujemne dla kazdego r = 19250000000y M,
Hozemy napisaé, ze



/‘3-?5/ ‘- : 5 {(o’)z ﬂ(ﬂ-'r(‘) ylicre 4.2,---, M?
gdzie‘
/3.26/ TG O,

S - ‘ “ W
Pomnézmy obustronnie réwnania /3.25/ przez diady m ®n

' ./r = 142500000000000y/, 2 naste:pnie zoumajny je stronami,

Otrzymamy rowna.nie

H w, ('7 (")
(v) @ ) _ @) o= € /
13.2770 o 2 ¥iwm v ;2.._; G oy
: ofza o :

ktére po uwzglednieniu zaleznoSei /3.20/ i /3.22/ przyjmie
postaé zwigzku

: e ey
/3.28/ -1_% (xt) = Z 2"aH) Hyue @Ay 09 |,
w ktéryin
! o ) & ) v, v
/3.29/ ‘Hiw (0) = Mf )({-) n‘.)(t) M:’(t) “Z’(t),

1 ; {

: )

sa skXadgwymi tensoréw czwartego rzedu H y dla r =1,2,,,,M,
Zwigzek /3.28/ nazywad bedziemy uozélnionym prawem piyniegcia
dla krysztaXéw typu Schmida. ‘




: gy T - : ot
Skzadowe tensoréw H  maja nastgpujace wiasnoSei

’ «) w)
/3.30/ Hf’“ % H”'f" g
Hé"'kk = Hiwe = O

i zalesg od aktualnej orientacji sieci krysztaXu opisanej kata~
mi ‘P,. . Zgoanie z definicjg /3.29/, macierze H_‘:; nie s sy-
metryczne wzgledem pierwszej, jak tez wzglgdem drugiej, pary
indekséw, ; ;
¥ zwigzku /3.28/, moga byé jednak zastgpione przez macierze
otrzymane 2z H;'u, przez symetryzacjg wzgledem drugiej pary
indekséw, d

Nalezy zwrdcié¢ uwage, e W kla.sycznej teorii plastycznosci
materiaXéw izotropowych prawo prynigcia mogXo byé dobierane do
uprzednio przyjetego kryterium uplastycznienia, Tu, postaé :
uogélnionego prawa pryniecia jest jednoznacznie opisana ukiadem
systeméw po$lizgu i nie moze byé przyjmowana dowolnie.
Zbadamy szczegéXowo wnioski piynace ze wzoru /3.28/.

Wyodrqbnlenie z pola L(x t)cze;éci symetrycznej ak! 1)i antysymete
rycznej g_a(z.t) pozwala na sformuowanie nastepujacego wniosku,
WNIOSEK 1: Dla dowolnego krysztalu sztywno-idealnie plastyczne~
go z ukXadem niezaleznych systemdw poslizgu prawdzi-
we sg dwie grupy réwnai konstytutywnych:

1° aQ1a predkosei plastyc'zne;j defornacji

(%) ci (5.%) Z X”(xf) H%,u (£) A (xit)

2° d1a spinu plastycznego * :
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e 8w o
w ktérych : ’
) : ) “
Ha"m < "4'("‘:{“‘ * Hipw),
) :
H(.‘>u = 4y (l—l =~ Hiwd)
oraz

A ) 20, ala w=dzioM,

w “l:ym miejscn nalezy wyjas$nié potrzebq wprowadzenia trzech dodat-
kowych réwnafd konstytutywnych wigzacych spin plastyczny w ze
stanem naprezenia,

Jak wiadomo w materiaXach poddanych duzym odksztatceniom
Plastycznym, a nastepnie odeigzonych, powstajg samozréwnowazone
pola naprezed resztkowych, Wigkszo$é teorii duzych deformecii
plastyéznych zak¥ada, ze dla kazdej czgstki zdeformowanego :
ofrodka istnieje jej otoczenie, ktére po myélowym wycigeiu z
ciaZa i odcigzeniu, znajdzie si¢ w stanie beznaprezeniowym /4],
Za¥ozenie to nazywane jest hipoteza o istnieniu lokalnej kon-
figuracji odcigzonej, Konfiguracja taka, zdefiniowana Jjest z
dokZadnoscig do sztywnego obrotun izglqdem ciaka;, z ktérego zos-
tata mys$lowo wycieta /54/.

Wykazano /507, ze dla cia% izotropowych mozna: albo postulowaé
niezmienniczodé réwnad konstytutywnych wzgledem obrotdw, albo
tez - z gdéry zadaé obrét konfiguracji odcigzonej, w dowolny
8posdb, ¢

Inaczej wyglada sytuacja w przypadku ciat anizotropowych,

a do takich nalezs badane krysztaly. Teraz, predko$é obrotu
. wxékien materialnych konfiguracji odcigzonej wzgledem g¥éwnych
0si anizotropii materiatu powinna byé opisana trzema dodatko-
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wymi réwmaniami konstytutywnymi [13]. W przypadku krysztaiu
mamy do czynienia z obrotami jego wiékien materialnych ﬁzglgdém !
reperu kierunkéw sieci krystalicznej. Obroty te moga by é wywo=
Yane tylko plastyczng deformach.vl’otrzebne s8g wige trzy dodat-
kowe rdwnania wigzace spin pléstyczxw ze stanem napfqﬁenia.'
Podsumowujac, widzimy ze réwnania (%) opisujg klasyczne prawo
pXynigcia uzywane w teorii plastycznosci krysztaéw sformuXowa-
nej przez R.Hilla i J.R.Rice’a  [49/. Fatomiast zwigzki (x %)
stanowig trzy dodatkowe rownania. niezbgdne przy formuXowaniu '
teorii duzych deformacji plastycznych oérodkéw a.nizotropowych. :

Rozwazmy krysztal typu Schmida. :

Niech 1( ((P..) /T = 1,2,00000009i/, bedg pevmymi, przyjmujacymi
wartodci dodatnie, funkcjami katéw Eulera Q.-

ZaXozymy, %e mamy do czynienia z pojedynczym poslizgiem na

r-tym systemie, W krysztale pojawi sig cze$¢ plastyczna gradien-.
tu predkoéei ;

Plf)

: ()
- [3.31/ d =N H--u At .

Woweczas funkcja dziewieciu skXadowych tensora naprezenias
S,‘_G,,,G' «+yGg,B34 OTAZ trzech katéw Bulera: ‘P, Y., fs

i , . 4
1332/ 3"’}5.3. ®)=4 H.-F,, (@)~ [K Q]

; a2 (')
pexni role potencjaiu dla wielkosei [ A ] [,
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- Zatem, dla dowolnego procesu deformacji kryaztaiu typu
~ Schmida, uogélnione prawo piynigcia mozna zapisaé w postaci

‘ paiah s P LB ")"’?;'(T} i
/333 _ W="Z A 38

WNIOSEK 2: Dla dowolnego krysztaiu sztywno-idealnie plastycz=-
nego % ukYadem niezaleznych systeméw poslizgu ;
istnieje uk¥ad funkeii T /T = 1,2,0000000000yli/,
zadanych wzorem /3.32/, takich ze réwnania konsty-
tutywne (%)-(%%), dadza si¢ przedstawié w postaci

-~ ) —Cr)
Ly s PSR P Y
d;a- - /'/z Z 'A (,BQJ, s 2 ’—t)gi )i

o 24

oraz
o~)
“ /by'(v’ /B
) ) b Mg WG, et
gdzie
?'("’20, ' M*"-QI""M'

rzyszony z prawem pXynigcia

e e e s . e

Geometria ukXadu systeméw poSlizgu, w sposéb kategoryczny prze-
sadza o postaci prawa piynigcia dla krysztaléw typu Schmida

" o)

i )
/3.34/ dyj = Z A H(cpu A,



o : e
Oznacza to, bze tensor &' traktowany jako wektoi'fw szeSciowymia-
rowej przestrzeni naprqzeli na 0géx nie jest ortogonalny do )
powierzchni plastycznoéci /, opisanej funkejami -f&) fo= 42, "/
Interesowaé nas bedzie warunek plastycznosci, dla ktérego
spexniony jest postulat ortogonalnoéci. Poka.zenw, ze jest to
warunek opisany wigzami

)
/3.35/ G5 P) €0
gizie, dla «z 4.2,.-., M,

/3.36/ f(ﬂ(s;‘- Q. ) = 'S‘"‘"’(E%L*z.;‘fi » @),

)
a funkeje §  zadane s wzorem /3.32/,

Zgodnie z Wnioskiem 2, prawo piyniqcia /3¢34/, przyjmuje
postaé '

)69
/3.37/ d% = g zis‘,.
w=a .d

Rozwazmy stan naprezenia w uplastycznionym krysztale, w oto-
czeniu ktérego powierzchnia plastyéznoéci jest powierzchnig
gradka, Oznacza to, %e tylko jedna z funkeji f«) przyjmuje war-
to$¢é zerowa, :
Zaxézmy, ze interesujacy nas fragment pow;.erzchm plastycznos- -
ci opisany jest nastepujgco

x/ Mamy na myéli te punkty powierzchni plastycznosci w otocze-
niu ktérych jest ona powierazchnig gradka.



v
e E *’(ﬂ)‘ 0 _)
/3'38/ ®) : Wi ;
L s ‘F ‘<O 5 .‘d].‘ A2 35 % M.

Wéwezas, zgodnie'ge wzorem /3.24/

Ao
/3.39/
)“’: O’ dla 432,3'.--, nl

Zatem, w badanym punkcie powierzchni plastycznosci, wektor

G e

/3.40/ dij = A 'a(;;’-

- Jest do niej prostopadiy. =
Widzimy, #e dla warunku /3.35-3.36/ speXniona jest zasada orto-

. gonalno$ci. Ponadto, zauwasmy ze jezeli d% jest ortogonalny do
pewnej powierzchni plastycznofei, to zgodnie ze wzorem /3.34/,
musi byé ona utworzona przez warunek /3.3%5-3.36/,

WNIOSEK 3: Tensor'éitraktowany jako wektor w szesciowymiarowej
przestrzeni naprezen, jest ortogonalny do powierzchni
plastycznodci dla k:ysztalu typu Schmida, wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest ona opisana przez warunek plastycz- :
nosei stowafzyszony 2z prawem pXyniecia,

3.3.2, Uogélnione prawo pkynigcia dla krysztaXdw typu Misesa

Zajmieﬁy sie krysztaXem sztywno-idealnie plastycznym typu
. Misesa, W krysztale tym mamy do czynie z wigzami zadanymi nie=-
réwnodcig '

__.'./3.'41:‘/ i {(ﬁ,%)_ <0
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oraz warunkami opisajacymi mechanizm jednoczesnego poslizgu

?m ' 8—0')

/3.42/ <o so'd ST
Wprowadzimy wielkos$é
o : o w ‘f{w : .
: | oav e .fr") ala 4= =O
1343/ 1y to e $=1-0,
O s ,dla 240, lub

.}- 0 éra.z f(O,

Poniewaz nieréwnosé Clausiusa-Duhema /3,11/, w badanym przypad-
ku przyjmie postaé : \

: . .
3,44/ —2— = It >0

o«=A

to wielkodé X jest nieujemns funkeja potozenia i czasu. Mozemy

ﬁiqc napisaé, se

/3.45/ <™ = %‘1_ 'C‘f’ =AM,
gdzie
/3'46/ %(élt) 2 O .

() &)
Mnozac obustronnie réwnania /3.45/ przez diady wm @ n

/T=42,..., M/ , a nastepnie sumujgc je stronami,-‘bt;zymamy
réwnanie ' :



e

. & A7 o ™) . é- ™M "') (*) (,r)
 /34_7/ i = AV d'..ng‘T d’

N =4

. ktére po uwzglednieniu zaleznodci

G e L A5 w, n;r)
oraz
/3.49/ : L.. - Z x’(av) (0’ ("))
| | i g
przyjmuje posiaé Zwigzku
P :
/3.50/ : Z‘J (x.t)= A(xt) Hﬁu (t) A, (%)
W réwnaniu tym, wi/elkoéci
) y "
/3.51/ 1“ (t) = = EZ )lm;‘(élnc (f)

sg skXadowymi tensora czwartego rzedu H

Zwigzek /3.50/ nazywaé bedziemy uogélni‘;nym prawenm pXyniecia
dla krysztaXéw typu Misesa. :
Skladowe tensora H maja te same wrasnodci co sktadowe tensoréw

H /por./3.30//.
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Hi“-‘;”“ﬁ »

/3.52/
H:I‘xk = H'.ua =0.

Postaé uogélnionego prawa pynigcia, w tym przypadku, jest
Jjednoznacznie opisana ukZadem 'systeméw‘poélizgu i warunkiem
/3.42/ okre$lajacym mechanizm jednoczesnego poSlizgu.
Zbadamy szczegélowo wnioski wynikajace ze wzoru /3.50/.

Rozkladajqc pole Lll‘f)na czgséé symetryczng JQ!.t)i anty-
symetryczng wxt) otrzymujemy nastepujacy wniosek.
WNIOSEK 4: Dla krysztaXéw sztywno-idealnie plastycznych typu
: Mlses‘a sXuszne sg dwa uk¥ady rdéwnaid konstytutywnych:
° Q1a predkosci plastycznej deformacji

(") : df ) = Azxd) H(;J')u(f){s“ x.t)

2 dla spinu plastycznego

€x) | g )= 28 Hopa )b t4)
w ktérych
anzg é(*%u +FHWJf

H(a‘}u = /zl (Hiékl - Hi;»kl.))

oraz

x.t) >0

/ Uogélniony potencjat Misesa

Funkcj¢ dziewieciu sk¥adowych tensora naprezenias G'M,C;,,_,
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ﬂ:{--ﬂ&sﬁu oraz trzech katéw Eulera: i, @, , 5,

{3‘55'/ e o Y (6:6‘.%.)= Aa ng(%)m— VM,),

gdzie H.‘u dane sg wzorem /3.51/, a k(\(’.‘) jest pewng funkecja
o warto$ciach dodatnich, nazywad bedziemy uogélnionym potencja-

Yem Misesa, ' :

WNIOSEK 5: Dla dowoliego krysztain sztywno-idealnie plastyczne-
: go typu Misesa, istnieje funkcja F zadania wzorem
'/3.53/, taka ze réwnania konstytutywne (¥)~(X¥) dadza
. si¢ przedstawié w postaci

?.:2.{9\(/3;‘ ?;f.)

y ’5—6; 1"‘b6}'¢,
oraz
ety 3 IDF
w;d-= 2 (’aSt‘- 6/
gdzie" :
A2 0.

——— — —— — —— — — — . ——" s | . e

Szony z prawem p'q'ni’ici_a

Dysponujgec potencjatem T(C", LP,,.) moseny wprowadzié warunek pla-
stycznosei, ktéry spexnia postulat ortogonalnodci, Poniewaz,
prawo pZyniecia dla krysztaXdéw typu Misesa ma postaé

?
/3.54/ d;d' = A Hijue Ay )



sS4

to poszukiwane kryterium uplastycznienia'quzi’e nastegpujaces
s & TGy +65

/3.55/ f(ca.%)- F( AL ,%)g 0,

gazie F zadane jest wzorem /3.53/. Istotnie, wéwczas

/3.56/ ‘ : d% = 2 ';?é‘.‘

Otrzymujemy te: nastepujacy, oczywisty wniosek,

WNIOSEK 6: Tensor ép, traktowany jal;o.ﬁe}ctor w szeSciowymiaro-
wej przestrzeni naprezen, jest ortogonalny do po=-

- wierzehni plastyczno$ei dla krysztalu typu Misesa,
wtedy i tylko tedy, gdy Jjest ona opisana przez wa-
runek plastyczn;)éct stowarzyszony z prawem pYynie-

cia.

34343, Efekt "geometrycznego wzmocnienia/os¥abienia® krysztaow

Rozwazmy proces rozciggania sztywno-idealnié plastycinego
krysztaru, dowolnego typu, z jednym systemem po$lizgu /rys.5/.
Stan napre¢zenia, zadany parametren (~g i kierunkiem rozcigga-
nia N mozna opisaé tensorem o skXadowych

/3.51/ € =S N;NJ-.

Nachylenie pa:aszczyzny posdlizgu do kierunku N okreéla Jjeden

kat (p

Warunek plas tycznosci

I3u58/ e f__(s‘,cp) =0,
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zaiezy w aposéb istotny mrMo od © , jak i od QP + Oznacza
to, ze - ;

: /3.59/: S :g—é# 0 oraz ;2{0 £ 0.,

Ponigwa.t

3.6/ fs. €)= _Z

)

to
/3.61/ 6 = - (5 )“'Qﬁ sp 20,

jezeli tylko

/3.62/ - Y7+ 0o
Kazda z dwéch nieréwnoéci /3.61/, opisuje pojawienie sig "wzmoc-
nienia” lub "ostabienia" rozciaganego, idealnie plasiycznego mo-
. nokrysztatu, Zjawisko to, wywoXane obrotem praszczyzny podliz-
‘gu, jest dobrze znane /98/.

Bardzo wazny jest wpXyw tego zjawiska na zachowanie sig
konglomeratu ziaren sztywno-idealnie plastycznych, a w szcze=

gélnoéci na lokalizacje odksztarced plastyczrych w polikrysz=-

taxach /2/.
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Rozdgiat IV
ERYSZTAZY OPISANE PRAWEM SCHHIDA
* 4.1, Prawo Schmida

Rozwazmy krysztat sztywno-idealnie plastyczny typu Schmi-
da. Dla takiego krysztatu warunek plastycznosSci stowarzyszony
2 prawem pYynigcia generowany jest przez ukzad nierdwnosci

e o ' :
e T g ok
gdzie ‘y
: : ) ) . = 2
/a.2/ FT = Hijue () Au - kce)]

M %
a kc (‘0..) s3 pewnymi funkejami przyjmujacymi wartodci dodatnie.
Ograniczymy sie do sytuacji, gdy :

«) : &)
/4.3/ ‘<¢ (‘p,.) - ’(c -=¢GAS+ % 1-4.2,...‘ M.
Teraz uktad wiezéw /4.1/ mozna przedstawié w postaci -

=) 2
/4.4/ Ao ’}{dumu_ < [L:"] Al

gdzie

f

. ) )
/4.5/ : .‘m (Ht‘kt + H‘;K + Hau + Hdd.k)
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3 ¥ o) ; ;
Kazda z wielkoéci 'x.‘d'ut speXnia warunkix/

s : “ « )
4.6/ ‘xdu 7 u.-d": ?e“kl >

J‘
A 'Jf.‘d-u S;a =0.

Poniewaz
: ) , @ ™) ) &)
L Hiwe = m; n; WMy 1)
q 4 {
oraz
. : &) =) (,,.,
/4.8/ Ad i T T

to lewe strony nieréwnosci /4.4/, mozna przedstawié w postaci

) )1
/409/ Aba‘ Wfl'kl 6“( = [T()J .

Zatem uk¥ad nieréwnosci /4.4/ jest réwnowasny mastepujacemus

¢ >

/4.10/ 2 'TG') l g k('") i A= /1.2.--‘,M-

UkXad ten jest znany jako prawo Schmida. Prawo to bylo postu=-
lowane w roku 1924 w oparciu o badania mikroskopowe. Na jego
podstawie weryfikowano budowane pééniej modele oddzialywad na
poziomie submikroskopowym /por.v prace }M.PEACHA id .S.KOHILE.RA
- [82]/.

x/ Identyczne warunki speiniaja tensory plastyczne] anigotropii
rozwazane w pracach /B0-8
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Wielkosci k. nazywane sa l:rytycznymi napqueniami Schmi.-
da, Systemy posélizgu, na ktdérych TH przyjmuje wartosé: k,, nazy-
wane sg akiywnymi systemami poélizgu.

Generowany przez ukad wiezéw /4.10/ warunek plaetycznoé-
¢i jest warunkiem odcinkowo~liniowym w przestrzeni na.prgzel‘i.
¥ przestrzeni tej kazda z nieréwnodci /4.10/ opisuje zbiér
ograniczony przez pare hiperpraszezyzn réwnolegiych i réwno-
oddalonych od osi ecifénier, Czgsé wépélna tych zbiordw tworzy
nieskoriczenie dXugi graniastosiup o 0si réwnolegtej do osi cis-

nien,
Stan napre¢zenia, ktéry lezy tylko na jednej $cianie gia.niasto-
stupa, wywoXuje plastyczne piynigcie na jednym systemie poéliz-
gu. Znajdujac sig na krawgdzi graniastositupa /narozu plastycz-
nym/ mamy -do czypienia z poflizgiem na dwéch lub wigksze]
liczbie systemdw. ;
Przyjecie dla pewnego elementu materialnego krysztazu
wigzéw /4.10/ oznacza, ze:
1° jezeli dla kazdego A= 42,y M

= )
A % sl B4

to element materialny pozostaje cialem sztyvmym,
2? jezeli dla niektérych «

/4.12/ i 2 P

a dla pozostaXych

/4.13/ 1 = kS e T <8,

to element ulega odcigzeniuj
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3° jezeli dla conajmniej jednego +

L4
——

: )‘4.1.4/ ' Sl 4 L P k‘f’) oraz—t TR =0

)

to element ulega uplastycznieniu.
Ponadto sa sXuszne dwa uk¥ady réwnan konstytutywnych

v e ‘
/4.15/ Cma = Z_E‘ A H(gd')kl B

oraz

or) i
/4.16/ / Z >\‘ H<s)’>kl AuL .

‘ =4

Widzimy, ze dla stanéw naprgzenia, ktére znajdujg sie tyl-
¥o na jednej $cianie powierzchni plastycznosci, kierunek d.
i predkosé poslizgu’ ¥ na jedynym aktywnym systemie sg okreé-
lone jednoznacznie. Dla stanéw naprezenia, ktére znajduja sie w
narozu plastycznym, kierunek d% oraz predkosci X ha aktyw-
nych systemach poslizgu nie sg okreSlone jednoznacznie, Wybdr
wIaéciwych'wymaga przyjgcia dodatkowego kryterium, Do obliczed
przyjmowane jest jedno z dwéch kryteriéwxl $
1° 6.I.Taylora zasada najmniejszej predkoéci poslizgu /1047,
" 2° J.P.W.Bishopa i R.Hilla zasada najwiekszej pracy [9/.

¥ nastepnym punkcie pracy ograniczymy sig¢ do krysztatdw
z jednym systemem poélizgh. Dla takich krysztaXéw mozna zbudo-
waé zamkniety ukfad réwnai bez dodatkowych zaYozed, UkZad ten
bedzie réwnowazny otrzjmanemu z teorii R.,Hilla i J.Rice ‘a, dla
x/ SformuZowane w punkcie 5.4.3. /przypadek b./.
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przypadku krysztaléw sztywno-idealnie plastycznych. Pokazemy,
ze rozw;.qzame zagadmema. jednoosiowego rozcis,gania kryszta—'
Yu, daje wyniki identyczne z wynikami otrzymanymi na podstawie
prostych geometrycznych rozwazal BB] . :

4,2, Teoria pojedynbzego poéli.zgu

4.2.1. Podstawowy ukXad réwnai

Rozwazmy krysziai sztywno-idealn;e plastyczny z jednym sys=-
temem podlizgu. Krysztal podlege oddziaxywaniom zewngtranym,
opisanym przez napre¢zeniowe i kinematyczne warunki poczgtkowo- :
brzegowe. Ponadto, moze nath oddziaywad pole six masowych‘-f(!,ﬂ.

Wrasnodei krysztaru opisuja: gestosé §, krytyczne napr-gzé-
nie Schmida k oraz staZe mikrostruktiuralne ﬁ‘i ﬂ( s Na pod=-

stawie ktérych mozna obliczyé sktadowe wersoréw ™M i 1

my,; (f) ’= Q‘L (t) ﬁd 3
ng (f) o Rut (t) ﬁ-( s

/4.11/

Macierz obrotu reperu kierunkéw sieci K,;(f)okreélona jest przez
podanie trzech kgtéw Eulera /Dodatek A/. :

W procesie plastycznego piynigeia stan krysztatu opisany
jest przez: trzy sk¥adowe polas pradkodci aR@.t), trzy katy Bu-
lera . (t) oraz szeéé sk¥adowych pola naprgzenia G'..' x.t),

Sformutujemy zamimiety uk¥ad réwnad, z ktérego mozna beg-
dzie wyznaczyé powyzsze wielkoSci. Zaczniemy od ‘réwnad wiaza-
cych wielkosci kinematyczné ze Stanem nap&:qienia.

W rozdziale II przyjelidmy, ze

/4.18/ i L‘i (z.i)%Lgd-(s-f)-tw;(i)-

Trzy pola wystgpujace w powyzszym zwigzku to?
- pole caXkowitego gradientu predkosci
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W : o Ly (xt) = W o t) :

- pole czgbos plaétyéznej gradientu px:qdkoéci

/4.20/ , L; (£,) = A(%) H.;,-u (t) Aucxt),
" ktsrym

/a1l H:J'kt () = my(t)njk) mid) n@)

At sg sktadowymi dewiatora naprezenia, a A(%t)- nieujemns fun-

kcja poXozenia i czasuj o :

= Jednorodne pole spinu wywo}anego sztywnym obrotem krysztaiu
Jest wozsamione z polem spinu repern kierunkdw sieci

/4.22/ w i) = W) ;

| 1 1
Przy czym to\Pstatnie zdefiniowane jest wzérem
/4.23/ w:" (4) = Rult) Rju(f) ’

Podstawiajac /4.19-4.23/ do /4.18/ otrzymujemy uk¥ad 9 réwnar
wigzgcych pochodne pola predkoséci z polem dewiatora naprezenia

/4.24/ vug_&'-r M (Pn) Aue +Ra ) Ri"(‘f-)-
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Kolejnym réwnaniem bgdzie warunek plastycznosci étqwa.rzy-
szony 2z prawem piynigcia

/8.25/ /J'V' W?'k‘ (‘Pw)A“ & k:"O_,

w ktérym

/4.26/ ; ?{l z,‘(Hlkl. +Hrk¢ +H lk"' tk)

Dila ustalonej orientacji sieci krysztaiu wzgledem kierunkdw
gxéwnych tensora naprgzenia, warunek /4.25/ opisuje w przes-’
trzeni napiez'eﬁ pare réwnolegiych hipex'plaszézyzn.* Sg one ‘
jednakowo oddalone od hiperpXaszczyzny rozpigtej na osi cisde
nief i prostej na ktérej leza stany jednoosiowego rozciggania w
kierunku réwnolegkym, bad% prostopadym do pkaszczyszny poslizgu.
Stany naprezenia lezace na wyréznionej hiperpXaszczyznie nie
moga spowodowaé uplastycznienia krysztaiu. DoXaczajac do /4 24/
T 25/ réwnania ruchu otrzymujemy ukad 13 réwnad -

6y *S‘}J ‘S""c' )
Vi = b\ H‘J'u (\B‘)Au "’é;k () pjk{%),.
A Wijie (o) e - k=0,

/4.27/

na 13 nieznanych wielkosci: 1”:,\&"(“- oraz N :
Uk¥ad ten mozemy rozwigzaé jezeli znamy odpowiednie warunki po-
czatkowo-brzegowe narzucone na pole predkoéeci, stan napreze=-

nia i orientacje krysztatu, Warunki te dla Vi(.t) 1 €y(at)
zadajeny w sposéb standardowy, natomiast dla katéw (@ (t) wys-
tarczy zada¢ warunki poczatkowe



b3
/4.28/ i Yo (1.) = \p: j w423

Warunek plastycznosci /4.25/ mozna zaatqpié Jjego rézniczkows
postacig. :

( («a.)
/4.29/ , A.‘ lu (t?...)A:’--Pi- '@ 470

Réwnanie /4.‘29/ nazywane jest réwnaniem zgodnosci warunku plas-
tycznos$ci z prawem pryniecia,

4.2.2, Przypadek pél jednorodnych

Ze wzgledu na ewentualne zastosowanie otrzymanych wynikdw
do analizy zachowania sig polikrysztatdéw, szczegdlnie wazny jest
opis zmian orientacji sieci wywoZXanych Jednorodng deformacja
krysztatu, w ktérym panuje jednorodny stan naprezenia, Jezeli
ograniczymy sie do proceséw quasistatycznych, to pole predkosci
mozna wyeliminowaé z rozwazan,

Zauwazmy, ze teraz zaréwno réwnania ruchu /3,3/, jak 1 zwia-

~zki kinematycznej zgodnosei /2,24/, speinione sa tozsamoSciowo.
Ponadto z uwagi na niedcisliwoéé krysztazu deformujacego sie
przez poslizg, tensor predkodei deformacji OpisaLny jest przez
5 niezalesnych sk¥adowych dij.

Zaxézmy, ze w procesie jednorodnej defommacji krysztaXu zadana
Jest predkosé rozciggania, Sciskania lub $cinania, Oznacza to,
Ze znane sy pewne SkZadowe Jq-

Zagadnienie analizy krysztalu, w ktérym panuje jednorodny
stan naprezenia i predkosei deformacji, mozna sformuXowaé nas-
tgpujaco.

| = Danyeh jest n/n=42,..,5/  skradowych dij(t) oraz
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(§-n) skadowych A{"(i) , poszukujemy pozostaXych
sk¥adowych al.‘ﬂ) A4 @) oraz wielkosci ‘Pu(t).
Ze wzgledu na mozliwodé "geometrycznego ostabienia” krysztakn,
wszystkich skadowych & @) zadawaé nie mozna.
Wykluczamy tez sytuwacje, w ktérej jeden z kierunkéw gXéwnych
tensora gfl) jest prostopadly badi révmolegly do pZaszczyzny
§cinania, Sytuacja ta uniemozliwia jakgkolwiek deformacje krysz-
tatu, ;
¥ przypadku pél niejednorodnych, réwnania /4.27/ byly uzupe?-
niane warunkami poczgtkowo-brzegowymi narzuconymi na pble napreg-
zenia i pole predkosSci., Teraz, zamiast _warunkéw naktadanych na
pole predkosci, pojawig sig¢ wiezy narzucone na caikowityg pred-
koéé obrotu widkien materialnych krysztazu /por. pe2.3.6./s
Po tych uw. ach widzimy, ze ukZad réwnad /4,27/ redukuje sie
do nastqpujza;:égo ‘uk¥adu 9 réwnai:
‘ Aa,- = A Hepkt (@) Awe
/4.30/ ‘ = A Hegppd (Qu) A *Rsk('{’-)%u(‘&.)

1“, (&Pm)lh‘g ‘L = O)

xtdry Xgcznie z 3 réwnaniami wigzdw na caZkowity apin kryszta=-

Zu, stanowi komplet réwnad dla 12 niéwiado.mych /op. dla: i,
i, W, A, Je2e11 zadane sg wszystkle skradowe diy /. Dodatkowe

3 rownania wiezéw, dla przypadku rozcia,ga.nia krysztaXu, maja

posta.c

1431/ | [g_.);‘--u- -(&x—il:”k)d,v']fll

x/ Przvpominamy, ze tylko 2, spoérod napisamrch formalnie 3 réw-
nan /4 31/, to réwnania niezalezne.



n
Vi

Mo/ o - MNe€yreay =0

gizie N; sa skadowymi wersora réwnolegtego do kierunku rozcig-
ga.nia. : : :

4.2.3. Analiza rozcigganego monokrysztatu

Sieci krysztaXéw lcadm&, cynku, magnezu reprezentujs typ sie-
ei heksagonalnej zwartej /rys.1/. W rozcizganych monokryszta-

. Zach tych metali posdlizg ziastq_puje na paszczyinie, na ktérej
lezy szeSciokatna podstawa komérki sieciowej. Jedna z trzech
przekatnych szesciokgta okreéla kierunek poslizgu, Oznacza to,
ze na ogéx kierunki wm,n i kierunek _N nie lezg w jednej pXasz-
czyZnie /98/. e -

W dalszym ciagu rozpatrzymy sytuacjg wyidealizowans, przedsta-
wionag na rys.9. Znajdujacy sie w praskim stanie odksztaXcenia
monokrysztar , o dxugosci poczgtkowej

/4.33/ {(‘t.) ”'t,

Jest rozciggany w kierunku H réwnolegtym do osi X,.

Kzt Y8) opisuje nachylenie pierwszego z kierunkéw reperu sieci
{94} do osi X,, a kat Of)= nachylenie pXaszczyzny podlizgu do tej
osi., Oba katy zmieniaja sig¢ w procesie deformacji, natogu‘.a.st
ich réznica ;

/4.34/ w=Qi) - o)

" jest wielkoécig sta.!:q' dla badanego monokrysztaXu,.
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Rys.9,. Rozcigganie wyidealizowanego monolu'ysita?:u z jednym
systemem poslizgu.
Zak*adamy, ze w procesie.roz'cia‘gania znana jest aktualna
dYugo$é monokrysztatu {#), Zatem znana jest skradowa

/4.35/ du * 'f.“ d)
tensora predkosci deformacji.

Ponadto przyjmiemy, ze

/4.36/ G2 =Ca=0,
natomiast
/4.31/ ol G B (1)

jest nieznanym naprezeniem rozciggajscym. Oprdez €(1) poszuki~-
waé vedzieny das(t), du(t) oraz xata O().

WielkoSci te obliczymy korzystajsc z réwnah /4.30-4. 32/, a
otrzymane wyniki poréwnamy ze znanymi z literatury /98/.
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o/ ilyMki obliczeri

. Wezystkie wielkosci, niegbgdne do sformuXowania ukZadu
réwnati /4,30-4,32/, podane sa w Dodatku B, Sam ukZad przyjmuje
postaé : :

o "d=-d,, . gzs'a'n'zé,
/4.38/ dy =-§ 26 s 46,
v ' » 'c.)“=..§)6'.sd;29-é.
6 s BeonO-k. = O,
Oy -y =O.

Rozwigzujac go otrzymamy

: d’g i "do :
1439/ dp = - d ct926,
: : L,
g‘ - SO D )

4d
sin220

a =
oraz
/4.40/ ; e =“H'3@' _

Ostatnie réwnanie przy warunku poczatkowym

/4.50/ Clt.)= 6,
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w peni opisuje obrét pXaszezyzny rozcigganego monokrysztalua

Wykresy zalesnosci ©- '-/( dla réznych poczgtkowych wartoéci ka‘-
ta 9 pokazano na rys.10.

TETAH
TE= 8@
ag Ta= BR
TR= 4B
B2 + Tl= 218
ug
2@ {
= L/Lme
-2
~4g
-B3 | TR=-20
& TR=-412
-ap & TB=-E2
| Te=-80
|

Rys.10. Zaleznosé kata © od wydtuzenia l/[. dla réznych wartosdci
poczatkowych B,

Réwnanie zgodnosci /4.29/ ma teraz postaé

A L

14,51/ € sm20+ 206 en20=0.
Korzystajac z /4.51/ mozna pokazaé, Ze
g

/1:521 ot o

Oznacza to, ze X przyjmuje wartosci dodatnie, jezeli

/4.53/ B<p . 4 0<@<7,E
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oraz

/4.54/ ' >0, dla 7?( Q(%’,

Mw wige do czynisnia z dobrze znanym efektem "geometr&'cznego
wzmoenienia/osabienia®,

Zwréémy tez uwage, ze dla kata %) réwnego 45° predkosé od-
¥sztacert ppstacim;rch zmienia znak /wzdr /4.39//. Zatem, jeze=
11 6, > 450, to mamy do czynienia ze zjawiskiem zmiany kierun=-
ku scinania wxdkien materialnych w procesie rozciggania mono-
krysztazu,

Juz w latach dwudziestych wyprowadz mo, na podstawie pros-
tych geometr&cznyeh rozwazan, zwigzek pomigdzy poczgtkows i
aktualng d¥ugofcig rozcigganego monokrysztaXu, a poczatkowym i
aktualnym poXozeniem pXaszezyzny voslizgu [987:

/4.55/ {;= ::

$

|

®

. Pokazemy, ze ten sam wynik mozna uzyskaé z otrzymanego uprzed-
nio wzoru :

/4.56/ . é:—d%@.

Istotnie, poniewasz

{

/4.57/ E d’, 2? Y

b PN
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to wzér /4.56/ mosma napisaé w postaci
BB oty 0O = -fdl.
Po scazkowaniu otrzymamy

/4.59/ l5n@ld = [sin Q[ b5 .

Poniewaz katy e ib, muszg by¢é tego samego znaku, to wzdér
/4,59/ jest réwnowazny znanemu z literatury zwiazkowi /4.55/.
Pokazaliémy uprzednio, ze nanrqéenie rozciggajace 6 jako
funkcja prqdkoéci rozciggania monokrysztalu '/L s moze rosmgé
lub maleé, zaleznie od orientacji p¥aszczyzny poéllzgu wzgle=
dem kierunku rozcizgania /wzory /4.53-4.54//s
Okazuje sie, ze sprowadzajagc powyzszg funkcje do zaleznoéci po=
miedzy naprezeniem nominalnym /,qo, odniesionym do pocza‘tkowej
wartos$ci pola przekroju poprzecznego monokrysztau Ao s & Jjego

wzglednym wydXuzeniem

74,60/ Ex =
Otrzymamy efekt "geometrycznego osiabienia", niezaleznie od
. orientacji praszczyzny poSlizgu. Istotnie, podstawiajac /4.39/

do otrzymanego poprzednio wzoru

k.

S1b e O

i biorze pod uwagg, ze aktualna wartodé pola przekroju popz‘zeczg
nego A zwizzana jest z. A, warunkiem niescisliwosci



/4.62/ CAL=AL

otrzymamy zalezno$é

J4.63/ Boa ke 18 ;
X AD 5&490 14 o .“o‘ v
(4+£)*

€l%]

Rys.11. Teoretyczne krzywe napresenie - odksztacenie /wg /98//.

4:3, g_ggdlniehi'é prawa Schmida

Klasyczne prawo Schmida, jako stowarzyszone z prawem ply-
nigeia ' : '

/4.64/ : d,~=

N
(+)
> e § H(.-pu Bu
o=q

speinia “zasade ortogonalnodci® sformurowang we Wniosku 3,
Zauwazono, ze dla niektérych krysztaXéw powyzsza zasada przes-
taje byé stuszna [2/, [O1/].
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Mozliwos¢ opisu takich kryszta!ow tkwi w innym wyborze funkcji :
% (Gla,l?...) definiujgcych warunek plastycznosci. -
2 Wprowadzony model krysztaiu sztywno-:.dealnie plastycznego
mozna traktowaé jako idealizacje krysztau o wiasno$ciach spre-
zystych i plastycznych, ktdérego odksztaicenia spreszyste sg za=-
niedbywalnie ma*e w pordéwnaniu z plastycznymi, W tak rozumiany'm
modelu, anizotropowe kryterium uplastycznienia powinno zaleieé
nie tylko od wzajemnej orientacji systeméw podlizgu, ale i od
anizotropii wzasnos$ci spregzystych.

Zaxézmy, ze badany krysztax znajduje sig w stanie spresys-
tym. Pod wpXywem naprezenia G'f powstaje w nim odksztaXcenie

: . :
/4.65/ 6.-{- - Scju 6wt »
zwigzane 2 G'.'J' tensorem moduXéw podatnosci sprezystej s\‘jkl ,
Podobnie jak wprowadzilismy wielkos$ci

| , :
/4.66/ T™= m?"',‘-"/s‘}- Az,

-

gdzie A:j jest dewiatorem Q:'J', mozemy wprowadzié odksztaXcenia
postaciowe na r~tym systemie poslizgu

14,61/ &= ming g“ ; M
wywoXane naprezeniem G:.'. :
OdksztaXcenie ‘6':’11 materiale spresyscie anizotropowym, moze
by¢ wywoXane zardwno przez dewiator Ay , jak i przez czgsé
kulistg tensora G'-J « W dalszym ciqgu interesowaé nas bedzie
. t¥lko ta czeéé odksztaZcenia ‘&_ ktéra powsta;je pod WpZywem
: A,‘ , @ mianowicie
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/4.68/ X'.d = MM"'?) et By .

Przyjmiemy nastgpujacy warunek plastycznoéci

e .
/4-69/ G'i‘, 0 G'.'" BB 1 3
{ Gy, ) g{c,ap) 0
w ktérym
: ) ., )
/4,70/ : - f (6'5,\9..)'—'-'5"{&;,-%‘\40;
= 42..,M1,

)
a h. jest krytyczna wartoScia wyrazenia T Yed otrzymang

w prdébie Scinania na r-tym systemie poélizgu. W ten sposéb naj~-
wigksza z liczdb T X;J dle weui2,.M, stanowi miare wytezenia
_ krysztatu. Podstawiajge /4.66/ i /4.68/ do /4.70/ dostaniemy

=)
/4.m1/ ‘)0(51 Q)= ’&)Y‘JHS kcéu‘l'em‘oy
édzie
Gy oy ) & 1. R
1{¥r? g7 (H?Tg +Fbvﬁ'+k@1fivw1f';

L) ™ 19

Hq'n e e B

/4.72/

: dla A= A4,2,i.0, M

Wprowadzone kryterium uplastycznienia nie Jest stowarzyszone z
prawem piynigcia /4,64/. Dlatego tez, w ogdlnym przyoadku, nachy-
lenie d do powierzcani plastycznodei bedzie zalezato od wlas-
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noéci sprqzystych materiatu,
Kwadratowa aproksymacja wprowadzonego wa.runku plastycznoéci bg-
dzie szczegolowo zbadana w punkcie 5.3, nastgpnego rozdziaXu.
Nalezy jeszcze wyjaénié dlaczego w przyjgtym kryterium

uplastycznienia pominglidémy prace dewiatora A.’ na odksztaXce-
niach postaciowych wywoXanych przez kulists czedé . tensora na.prg—v ;
zenia, 0tdéz kazda miara wyte¢zenia materiaiu powinna zawsze
przyjmowaé wartosci dodatnie, Pokazemy, ze tak jest w przypadku
wyrazenia e 2(3} . Istotnie , poniewaz dla dowolnego Ay

/4.73/ /51 sid'k( Ayt >/ O )
to dla

) ) ) &
/4.74/ Ay = T (w'n + myng )
mamy
14,75/ TN Sa

Natomiast wyrazenia 'CMx.eM ﬁoga‘ przyjmowaé wartosci ujemne
poniewas praca A‘i na odksztatceniach wywoanych cidniemiem hy-
drostatycznym © moze byé dodatnia lub ujemna w zaleznosci od
znaku €, Na fakt ten zwrécit uwage J. RYCHLEWSKI w pracy /92/.
To, ze odksztatcenia postaciowe wywoane kulistym stanem napre-
zenia mogg by¢ znaczne wykazaly badania J,P.BOEHLERA i A,SAWCZU=-
¥k /13] na skalach osadowych, kidre uléga.l_y uplastycznieniu fod
wpXywem odpowiednio duzego cisnienia hydrostatycznego.

Sytuacja jest zupeinie inna w przypadku krysziaiéw deformujg=-
cych sie przez posdlizg. Plastyczna niedcifliwoéé takich kryszta=-
6w powoduje, ze cisnienie hydrostatyczne nie moze w nich wywo-

zaé dyspacji emergii /por, wzér /3.8//.
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RozdziaX V

KRY SZTAZY OPISAKE WARUNKIEM MISESA

5.1, Warunek Misesa

w punkcie 52.5% podaliémy przykad krysztaXéw sziywno-
idealnie plastycznych z ’ukladem sprzgzonych systeméw poslizgu,
Byzy to krysztaly dla ktérych speiniony jest warunek plastycz-
noéci zaproponowany przez R.v.Misesa /757, Zgodnie z tym warun-
kiem, krysztaz ulega plastycznej defomacdi gdy nastgpujgca
kwadratowa funkcja naprezeif:

/5017 Fe §0k6. + ke .f+-"*i'«62,')+

4Ky by + -+ oy Goibp # ot b b3y 67y

osiagnie pewnsg krytyczna wartogé. Wspétezynniki /(/ / c;/'*'""%---)‘/
powinny by¢ tak dobrane, aby :
a/ funkcja Fnie zalesala od czedei kulistej tensora naprese-
nia;
b/ funkcja F nie ulegala zmianie po zastapieniu uk¥adu wspéZ-
- rzgdnych innym, ale tak samo zorientowanym wzgledem kierun-
kéw sieci krysztatu,
Po uwzglqdnie;xiu powyzszych ograniczef czedé wspSrezynnikéw
zniknie, a pozostaXe mozna bedzie wyznaczy¢ z dodwiadczen,
W,OLSZAK, W,U,URBANOWSKI /817 rozszerzyli rozwazania pra-
ey [75] na plastycznosé dowolnych materiaXéw anizotropowych.
Pokazali oni, ze warunek plastyczno$ci R.v.Misesa mozna przed-
stawié w postaci

Bl /->?’ qu'u Aee — k*=0,

gdzie k jest wielkoécia staxs, a’ ,ﬂ,, sg skadowymi ‘pewnego
tensora czwartego rzedu ug
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Tensor {? nazwano tensorem olastyczne; anizotronii. Jest on re-

prezentowany orzez 15 niezaleznych skkadowych, poniewaz zachodza :

nastepujace zwigzkis
vq?'kc - qulg' - Ue/'c'k(;‘
:)9.7&: AR O,

W pracy /927, J.RYCHLEWSEKI uogélnix warunek /5.2/ dopuszezajac

jego zaleznosé od kulistej czeSci tensora naprezenia i nadai mu

/543/

interpretacje energetycznga.
Szezegdrowe] analizie tej interpretacji byia posSwiecona praca
7.OLSZAKA i J,0STROVSKIES [797.

5.2, Xwadratowy warunek plastycznos$ci aproksymujacy prawo
Schmida

Se2els Kwadratowy warunek vlastyczno$ci stowarzyszony z prawem
piyniecia
Poréwnajmy ogélng postad warunku Misesa /5.2/ z warunkiem

plastycznosci stowarzyszonym z prawem pXyniecia /punkt 3.3.2.,
orzypadek c./. Przy zaXozeniu, ze

/5.4/ /((tp_) = k = const,

ten ostathi opisany jest réwnaniem

/5.5/ a5 Hyue 3, - k7= 0,

gdzie

/5.6/ W?h ( 71.( PE Hltk* hlliu))
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o ) o)
m; ‘"/‘ ”y, n,

v
£

o b ~
/5.7/ : H;jk‘ S 'ﬁ §
P
Widzimy, ze tensor d.';' traktowany jako wektor w szedciowymiaro-

.we] przesirzeni naprezen, bedzie ortogonalny do powierzchni
plastycznosdei wtedy i tylko v&tedy, gdy

ey Hjie = Hjne

W tym przypadku pojawia sig nie tylko sprzgzenie systeméw pos-
lizgu, ale mamy tez do czynienia z ukXadem carkowicie Sprzeso-

nych systeméw poélizgu, to znaczy takich, ze

¥ v
/5.9/ T@w = T T

Samo prawo piyniecia mozna napisaé¢ w postaci

/5.10/ d.;: = A M"« S 3 220.

W dalszym ciggu zaproponujemy pewns procedureg, ktéra
umozliwi zas:t@ienie odcinkowo~linjowego prawa Schmida warun-
kiem kwadratowym, Pokazemy, ze warunek /5,5/ s stowarzyszony
z prawem plynigeia /5,10/, przy odpowiednim doborze staZej k,
stanowi dobre przybliéenie‘ prawa Schmida,

Dla jasno$ci przedstawimy najpierw tok postepowania na

 prayk¥adzie ciak izotropowych. Mianowicie, wprowadzimy waru-
nek Hubera-lisesa jako kwadratowg aproksymacje warunku Tresci.
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5.2.2. Warunek Hubera-liisesa jako aproksymacja warunku Tresci -

Zaxbzmy, ze ma.m" do czynienia z warunkiem Tresci utworzo-
nym przez wigzy ‘ :

/5.11/ "tma-:‘tl.,‘ k«,-

i chcemy przyblizyé go pewnym kryterium kwadratowym. Wielkos¢é
k7 we wzorze /5.11/ jest krytycznym napre¢zeniem écinajacym

cbliczonym ze wzoru
it v
/5.12/ ey ® Wi

a ©p jest nap‘rqéeniem uplastyczniajacym otrzymanym w prébie
jednoosiowego rozquvarua. :

Zapiszmy zaleznodé /5.11/ w postaci ukladu nierownoéci

16,-6,] €%,
IG’"G‘l ‘Gﬁ,
lG, -6'4‘ ‘6;,

/541357

zazie G4, Oy oraz €y sg naprezeniami gkéwnymi, -
7 %olei mozna /5.13/ przedstawié réwnowasznie
; (6‘ -G )2‘ 'G:,
/5.14/ (5'3’5'3)‘,‘ )
(6,-6)" 46, .
Stmujse powyzsze nieréwnosci .stronami, dzielgc przez 3 i mno-.

zac praws stirone wyniXu przez pewien dodatni wspélczynnik‘m;
otrzymamy nastqnujacce ieh: "usrednienie"°

ok o I[CF 5‘.)+6' 6‘,)"+<5',-6')‘,7.:m.-.
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Zauwazmy, ze w prébie jednoosiowego rozeiggania, ’gdy

G:"Ge )

75416/ -
Gy=by=0,

nieréwnosé /5,15/ staje sig réwnodciz, jezeli

/5.11/ me * ‘% :

" Okazuje sie, ze po podstawiemniu otrzymanej wartosci mgdo nie-
réwnosci /5,15/ otrzymamy warunek Hubera-Misesa

/5.18/ 3’[(5’. ->Q)'4 (6, ;63)‘4' (63’84).'] ¥ S.oz,

z tym samym co przy warunku Tresci rozciaggajacym naprezeniem
uplastyczniajacym Q, , ale nowym krytycznym napr¢zeniem $cina-
jacym : :

Powyzsza pfocedurg mozna powtdérzyé przy zaXozeniu, ze kry-
tyczne napregzenie Scinajace wzigte jest z doswiadczenia i jest
takie samo w modelu Tresci i w jego kwadratowej aproksymacji,
lamy wéwezas :

/5.20/ [Twax| £ ke,
lub
's.a’s'tl ‘ ST ’
/5.21/ 62 -64| £ 6,
1§3-S. 1< 6y |
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gdzie Gt jest rozciqga;jécym napregéeniem‘uplastyczniajqcym obli=-

czonym ze wzoru

/5.22/ G = 2ko.

Po "usrednieniu" otrzymamy

/5.23/ 4 [06,-6, )% (6,-6,0% (G-6)"] < me K,

gdzie Mg jest pewnym nowym, dodatnim wspdXczynnikiem,
W prébie czystego $cinania, gdy

6;8—6—3 ‘Iko,
G= 0,

/5.24/
nierdwnoéé /5,23/ staje sie réwnoscia, jezeli

/5.25/ iy % .

Ponownie otrzymujemy warunek Hubera-lisesa
2 2
/5.26/ (6.~ 6)+(6-6,)¢+(6-6,) ] = k.

z tym samym co przy warunku Tresci krytycznym napre¢zeniem Sci-
najgcym ‘<, » ale nowym rozciggajacym naprezeniem uplastycznia- !

Jacym

/5.21/ En = ko (3.
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5.243. Aproksymacija prawa Schmida

Aproksymacjq prawa Schmida wprowadzimy podobnie jak aprok-
symacjg warunku Tresci, '
Dla usta.lenia uwagi ograniczymy sig do sytua.cji, ktéra ma
miejsce w przypadku krysztaXéw o symetrii szesciennej, gdy

/5.28/ ke B ez l( g8 k = const.

Prawo Schmida opisane jest teraz ukladem nierdwnodci

W) 2
2 Ay TLgke 4"1 £ ke ;7= /.2,...,”,
/5429/ Ity

gdzie )“c Jest krytycznym naprezeniem $cinajgcym wzietym z
préby czystego $cinania na dowoinym systemie podlizzu. .
Zgodnie z opisany procedurs "uSredniania", uk¥ad /5.29/ zasta-
pimy jedna nierdwnoscig

: 2
f55807 - : 4:,‘ w?'kt A £ me ‘Q )
gdzie :

/5.31/ ‘/

¥
o
ik
~N
¥

2 me jest pewnym dodatnim wspélczy’nhikiem, ktéry dobieramy tak,
aby nieréwnos¢ /5,30/ mozliwie najlepiej aproksymowata uk¥ad
nierdwnosci /5.29/. W tym celu przyjmiemy, ze nieréwnosé /5,30/
przechodzi w réwnosé, jezeli w prdébie czysiego dcinania na
r-tym systemie poslizgu efektywne napre;éenie écinajqée TM‘
osia‘gnie' wartoéé krytycana k.. Zatem do wzoru /5.29/ nalesy
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podstawié £ -

15432/ el el it !"’ e me)

A =

i obliczyé odpowiednig wartosé¢ myg,

Przeprowadzajac podobns prébe dla innego systemu poSlizgu, na
0gét otrzymamy inng wartoéé mz .‘ Oznaczmy wartosé mg stowarzy-
szong z r-tym systemem przez r 1 Korzystajac ze W2Or6w /5,30«
5.32/ otrzymamy

/5.33/ /4“: 4 'Jﬂ/zl %kt ; e :

Przyjmiemy ostatecznie, #Ze m, w /5.30/ jest éredniq wartoéciq
wszystkich wspdXczynnikéw r o Zatem

/5.34;(/ ; me = 4 ;ﬁ]‘u 78’"& :

" Wielko$é ta jest niezmiemmikiem tensora g i moze byé przyjeta
jako kwadrat normy tego tensora.. Normq z oznaczaé quzienv
?f x/
przez || ﬂ
¥ ten Sposob wprowadziliémy nowy, kwadratowy warunek plas-
tycznodéei, ktéry mozna zapisaé w nasigpujgcej postaci

2
/5.35/ F:J_'C'Ir’..é'?.f":‘- -k =0

Skladowe tensora plastycznej a.nizotropii * opisane wzorem

/5.31/, zaless poprzez wersory mTn™ fre a2, M/ 0d orientacji

x/ Dla prawa Hooke’a norme taks badaX JL RYCHLEWSXI /93] nada-
jac jej interpretacje éredniego kwadratowego modulu sztyw-
nosci,
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: sieci.
- Ponadto, skladowe te zwigzane sq zaleZnoéciami

- /5.360 | Veu. ?
s . E e Su = O.

Otrzymanemu kryterium uplastycznienia mozna przyporzadko-
waé unogélniony potencjaz Misesa /punkt 3.3.6/

/5.38/ | : ?(c,i,t.p_) = ,3,3- H;iu (\.P_)A“ i |<t
‘ w kfér&m | ' '
posel ke g 1 ke .

Potencjax ten umozliwia wprowadzenie uogélnionego prawa piynig-
claw postaci dwéch zwigzkéw konstytutywnych:

"33"
75,40} dif = £x (faG' ;)
] § 0%
- F  F
/5.41/ O .z A (""‘ Sen /!
1 | 767 26
. gdzie
/5.42/ A2 0.

Przedstawiony poiyéej tok postepowania ﬁoﬂna ratwo rozsze-
rzyé na przypadek krysztaléw o dowolnej symetrii sieci, dla
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ktorych staze k° na réznych systemach pos§lizgu nie musza byc

jednzkowe, Nalezy wowczas, we wzorze /S.35/ podstawié

3 . 2 M & 2
/5.43/ » KE%‘Z:“[k]
. b

tym przypadku zakadamy, e nieréwno$¢é /5,30/ przechodzi w
réwnosé, jezeli w prdbie czystego s’c‘inania na r-tym systemie
podlizgu efektywne naprezenie Scinajace T osiggnie wartodé
krytyczng kt okreslong wzorem /5.43/. W ten sposédb obliczymy
wartosci /u dla kazdego systemu pdélizgu. ’v‘la.r’coéé wspéXezynni-
ka me przyimujemy jako Srednig wartoécl/" 2

5.2.4. Pordwnanie prawa Schmida z jego aproksymacja dla Xrysz-

ta¥éw o symetrii szeSciennej

Rozwazmy krysztaX o symetrii szeéciennej wraz przypisanym mu
reperen kierunkéw sieci f@,}i ukadem staxych A oraz ne
Joe s 4,2, M/ Reper {Qy}§ bedziemy traktowali jako ukad od-
niesienia, 7 ukXadzie tym, zadamy wiezy narzucone przez DpIrawo

Schmida
: )
/5.44/ lt(vl \< k‘ s Nz 4.20-.-1“
oraz jego kwadratowa aproksymacje
/5.45/ ot o ekt
“n ®aYs 33 = .
Uk¥ad nieréwnosci /5.44/ mozna przedstawié¢ w postaci

_ o ;
AT 3R [TV L hliy meai aalt

gdzie
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q:u A ) ; Aeﬂ.‘(ﬂ
i c‘ wm, n, qg ™y ht 4 G” ‘aﬂ"’a‘ﬁ"‘.
. 4 ~’o\«’ ) A g
ey + Gup (W0, 11y +v¢.‘n g B C’,,(m.n"’
.
da A o) A tw) A ) bl
+ My R, "’Gn(m ﬁ; +m,""“")

Zatem, dla T=42,.1 mamy

/5.4}8/ e _%(l(“'c"" k 4 i k“ 4s)+
N ST k"” T G 6,
gdzie
k= (#742°),
/5.49/ E-:,: (g + fyne),
k' = ATRATAY, ,

o sy

Mo AMAw AN Am o pe
k"‘ = m, n, ("14 nz “’V;‘\z A ),

g

)
k (“‘""{”H?o';’ﬁi")(m.ﬁ + gAY

Procedura "uSredniania" uk¥adu nierdwnosci /5.44/ prowadzi do

relacji
2
/5.50/ . 2F & me ke,
w ktdrej
2 2 2
/5.517 % %(k"e‘”k“qﬂ*"'*\‘“%)*

. kac'« gn"‘""‘ "A\G:M ?41,*' '"+k$6 6;;&3,

W wyrazeniu /5.51_/, 15 wspdéczynnikéw przy sktadowych C.m
obliczamy ze wzordw

/5452/ n Z krv s f'q= A2..,6,

a4
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Wyrazenie /5.51/ opisuje kwadratows funkcje¢ naprezein F /por.
F% P AN zéprbponowanq przez R.v.Misesa jako funkcjg definin-
jaca warunek uplastycznienia krysztaléw,

W pracy /75/ pokazaX on, e dla krysztaiéw o symetrii szesciem-
nej, kazda kwadra%owa funkcja skadowych Q;&, odniesionych do . -
reperu {g}“}’ redukuje sie do postaci '

= "g: k«. [(6'“ "G-“)z+ 6;1-€’3)z+(€13- “Z]‘

+4 by (B +655+6,3 ).

/5.53/

Jezeli F osiagnie warteosé krytyczng

/5.54/ F=F,

)
to speZniony'quzie nastepujacy warunek plastycznosci

2 2 [ a®
/5.55/ [(6u-8w) + (62 -65) + (63 -6u) ]+

+ 2 (6neRytb) = 2?',

gdzie
k== I-E:- )
/5.56/ "
Lod

¥

Zauwazmy, ze warunek /5.55/ przechodzi w warunek Hubera-Misesa,
jezell
u:é,

'éje S, .

W przypadku XrysztaXéw o symetrii szesciemnej, R.v.Mises suge-

/5.51/

rowa¥, aby wielkodci »e i ? wyznaczy¢ z doswiadczer. W ni-

niejszej pracy proponujemy taki ich wybdr, aby nierdwnosé
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/5.45/ byla mozliwie najlepszym przyblizeniem wiezéw narzuco-

nych przez prawo Schmida /5.44/. State % i b wyrasone sg po=

przez Ky, Mgoraz F, . Wielkosei k, 1 k..., obliczymy bezpodred
nio ze wzoréw /5.49/ 1 /5.52/, natomiast ¥ otrzymujemy z re-

‘lacji /s.so/ e J

/5.58/ IF, v el

‘Wspérezynnik wme W powyzszym wzorze, wyznaczamy ze wzoru /5.34/,
ktéry w badanym przypadku mozna zredukowaé do zwigzku

/5.59/ me = 72 ke o3k

¥

Rozwaszmy przypadek krysztaXéw typu f.c.c. ¥ krysztatach .
tych mogemy wyrdéznié 12 systemdw posSlizgu, generowanych przesz
yi?:a.szczyznq bazows (111) i lezace na niej kierund. [110], [0,1,1]
oraz [1,0,1] /rys.2a/. Przypominamy, ze po$lizgi zachodzgce w
okredélonym kierunku, lecz przeciwne co do zwrotu, utozsamiamy
ze Soba. :

Dla rozwazanych krysztaXéw znajdziemy wartoci: ke, Kug,mrc, 38
oraz ?

Zaczniemy od okreélenia wielko$ci n, [d= A2y A2 ],
Otrzymugemy je obracajae trzylcrotnie wektor (111) woké¥ osi a;
o xat 90°, Zatem

s @ sién 2:44“. sén ‘lw-3
aen ¥ # o -3
/5.60/ n‘ = 'E @aﬂTF'sw —'“‘{"lr

4
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gdzie

/5.61/ a=B3Mn-A) rwmine= m-s-‘f s = A 2,3,

Przystapimy do okreslenia wielkosci m,{J fn=4 2,‘..,,42,/
Zammznv, %e na piaszczyinie o wektorze normalnym (111) mamy
3 kierunki posdlizgu

Sin g (e T

/5.62/ St &l s wew RS,

S

Son & (we-) W

Obracajac trzykrotnie wersory /5.62/ wokéX osi A, o0 kat 90°,

otrzymamy
Siia Mz—. 0 (lﬂ“)ﬂ 'ﬁu “.(-»!h’
o) e & =
/5.63/ PR X sc\».‘{i-‘n-sm-g-(m)usu L% TS
Sim Z(wm-4)W
gdzie - :
/5.64/ a=3(u-1)+m;n=4234 m=42,3,

: ; ¢ A
Po podstawieniu otrzymanych wielkosci v';\.( 5 r?:’ do wzordw

/5.49/, a nastepnie skorzystaniu ze wzoru /5.52/, otrzymamy
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i A . '

; S k 2 - 2y k = -_-. .

- [u5.65/ R e

'Powyzszy wynik podstawiamy do wzoréw /5. 59/ oraz /5. 56/.
Otrzymujemy =

A4

o AL 6 me =%
~oraz

a2,
/5.61/

s_ ¥ 3

e

Okazuje sig, ze te same wartosci k«. ku. a zatem i my, de oraz
p ‘otrzymemy dla krysztaéw typu b.CeCey W ktérych wystgpuje

réwniez 12 systeméw poslizgu generowanych przez praszczyzne bazo-
wa (170) i lezace na niej kierunki [111] oraz [TT1] /rys.2v/.

b/ Poréwnanie

Dotychczasows analizg postaci funkeji FMi F prowadziliémy przy
zaZozeniu, ze skladowe‘tensora naprezenia C.'m odniesione s3 do
reperu kKierunkdw sieci [a‘}. Pozostaje ona stuszna w przestrzeni
naprezen gxéwvmych, jezeli kierunki g¥éwne tensora napr¢zenia po-
krywaja si¢ z kierunkami sieci krysztazu,

Przy dowolnej orientacji tensora naprezenia wzgzledem reperu {Q.,,}
rozwazania nalezy odnie$é do ustalonego, kartez janskiego ukZadu
wspéXrzednych {€:}s Wéwezas staXe m:’ oraz V\f‘, we wzorach
/5.49/ na wspéXczynniki k?:\( , nalezy’ zastapidé skXadowymi MM
nf-'" wersoréw v " oraz '.l « Sk¥adowe te obliczamy ze wzordw
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~) ooy f“’)

m; = RJ\ R

/5.68/ Yo R A

gizie R jest macierza obrotéw sieci. Jezeli funkcje F bedziemy 3
rozpatrywaé w ukradzie {€;}, to redukcja 15 wspéXczynnikéw kpq:
do awéehs ¥, oraz ‘(.,., nie jest mozliwa. Dwa niezalezne parametry

wystepujace w funkcji F beda w skomplikowany sposéb wyrazaé sig
przez wszystkie wspezynniki Kpq: '

W dalszym ciggu, pozostajac w przestirzeni mprgzen glow-
nych pordwnamy pow:.erzchniq plastycznoéci generowanq przez ukxad

merownoéci

B £

[
x
cp

R 4,2,.--,”2,
z powierzchnia utworzong przez nieréwnos¢

: : : 2

/5.70/ ouitrgs S % k.

dla réznych orientac)i krysztalu. Przytoczymy tylko zasadnicze

wyniki analizy przeprowadzoneg w pracy [24] : : :
Rys.12 przedstawia porowname obu warunkdw plastycznoéci,

dla trzech orientacji sieci wzglgdem przyaqtego ukXadu wspéx=

rzndnvch X0 Xey X33 s :
krawgdme szebciennej komdrki pokrywajq sig z osiami Xa, X,
oraz X; /rys.i2a/,

2° szescian z pozycji 1° obrécony zostar wokéX osi X, o kat 45°
/rys.12v/, : ' :

3% szedcian z pozycji 2° obrécony zostat wokéx osi k; o kat
54°44 "08" /gtéwna przekatna szescianu pokryra sig z osia X3/
/rys.i12¢c/. ) :
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Rys.12,Poréwnanie warunku plastycznosci Schmida z jego kwadra-
towa aproksymacjg, dla réznych orientacji krysztazu o
symetrii szesciennej.

Zauwazmy, ze wartoSci rozciggajacych naprqzeﬁ uplastycz-
niajgcych w przypadku. 2°, a zwXaszcza w przypadkua 3°, s3 wiek=-
sze dla warunku kwadratowego niz odcinlcowo-liniowego;
Poréwnajmy ten fakt z wynikami dodwiadczed /20/. Fa ryé.13 po-
kazano zaleznos¢ krytycznych naprezeri_écix.\aja\cy'ch T 0d orien-
tacji sieci, dla roszcigganych monokrysztaidw miedzi, Sg to
krysztaly typu f.c.cCe ¢
Na podstawowym trdjkacie rzutu stereogi‘aficznegoxl , wartosci
dla orientacji w ktdrej jeden 2z kierunkéw sieci pokx_:ywa sie z
kierunkiem (011) /por.rys.12b/, lub z kierunkiem (111) /por,
rys.12¢/, sa znacznie wyzsze niz przewidywane przez prawo :
Schmida. : : : :

x/ Metoda przedstéwiania. orientacji sieci przy pomocy rzutu
stereograficznego opisana jest np. w monografii 517,
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Rys.13. Zaleznosé Ter dla krysztaléw miedzi, od orientacji sie-
ci, Wartodci w HNm-‘/wg[éO]/.

Rys.13 pokazuje, ze wyniki préb jednoosiowego rozeiggania mono-
krysztaXéw miedzi Sg blizsze proponowanemu kryterium niz prawu
Schmida, Wydajé sig, ze spowodowane jest to tym, ze kryterium
kWédratowe, W przeciwiendstwie do prawa Schmida, uwzglednia od-
dziatywanie pomiedzy systemami poélizgd. Sugeruje to prawie
staXa wartodé Ty w otoczeniu Srodka pokazanego na rys.13 tréj-
kata, gdzie mamy do czynienia 2z po;edynczym poslizgiem i znaczmr
wzrost Ter przy jego krawedziach, gdzie wigczaja sie dodatkowe
 systemy poéllzgu.

——— o —— - - - ——— — - ——

Bardzo poglgdows ilustracjg kryterium uplastycznienia Jjest
"powierzchnia plastycznodei” rozcigganego monokrysztatu, Budu=-
jemy 33 nastepujaco /987, :

» Niech kierunki sieci krystalicznej pokrywaja sie z osiami
przyjetego ukadn wspéirzednych, WyobraZmy sobie, ze monokrysz-

- tax jest rozciggany w dowolnym, ale ustalonym kierunku, Rozwazmy

pek prostych przechodzacych przez poczgtek uktadu wspékrzqdnych,
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Na prostej, réwnolegtej do kierunku rozcia‘gaxiia, odkadamy vo
obu stronach poczatku uktadu wspé¥rzednych warto$é naprezenia
uplastyczniajacego. Zmienia;)qc kierunek rozciggania otrzyinamy
zbiér punktéw, ktdéry tworzy "powierzchnie plastycznosci® roz-
ciaganego monokrysztaiu. : :

Wzory /5.48-5.52/ umozliwiaja zbudowanie takich powierz-
chni dla krysztaéw typu f.c.c. i krysztaléw b.c.c. z opisany-
mi uprzednio systemami poélizgu /por. /98//. Wyniki pokazano
na rys.14. 3

IS

Rys.14, "Powierzchnie plastycznosci" rozcigganych monokryszta=-
¥éw o symetrii szesciennej; a/ wg prawa Schmida
b/ wg proponowanego warunku kwadratowego )
/Rysunki wykreflone przez ploter kalkulatora H-P 9830 A

Zwréémy uwage na zaoquéienie wszystkich narozy i krawgdzi
"powierzehni plastycznodci" w warunku kwadratowym. '

d/ Dyskusja : : : :

Powstaje pytanie: dlaczego pomimo niewatpliwych korzysci
wynikajaeych 2 przyjecia warunku kwadratowego nie by on do tej
pory stosowany? Odcinkowo~liniowe prawo Schmida jest Sciéle
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}zwiqzane Z mechanizmem powstawania plastycznych odksztaXcen w
 krysztale. Mechanizm ten sprowadza sig¢ do poslizgu na wyréznio-
: ‘nych pkaszczyznach krystalograficznych, Aby podaé prawo Schmi-
da dla konkretnego materialuvastarczy przeprowadzié préve
$cinania i wyznaczyé jedns stais materiakowa'kt. Staxosé k‘zos-
taXa wykazana w licznych badaniach przeprowadzonych na mono-
‘krysztaXach kadmu, cynku i magnezu /987. W tych heksagonalnych
krysztaXach podlizg nastgpuje z reguly na jednej praszczyZnie.
Watpliwodci powstajs przy badaniu krysztatéw szedciennych, w
ktéryéh moga pojawié sig jednoczesne poélizgi na kilku syste-
mach, Tym niemniej, w szerokim zakresie zmian orientacji krysz-
taXu, mozna byXo uznaé k; za. staZe,

Kwadratowy warunek plastycznosci zostaX wprowadzony przez
R.v.ilisesa w sposéb carkowicie formalny, Dla krysztaitéw o sy-
‘metrii szeéciennej liczbe staxych materiaowych ograniczono do
dwéch /757. Sposdéb ich wyznaczania nie zostat jednak podany,
Sprawe przesadziYa krytyka E.SCHMIDA i W,BOASA /96-917, oparta
‘na poréwnaniu lokalnych wasnosci "powierzehni plastycznosci®
rozcigganego monokrysztau, dla obu kryteridéw uplastycznienia.
W pfzypadku prawa Schmida ksztaxt takiej powierzchni byt znany
/por. [98]7/ = dla warunku Misesa, dana bya tylko postaé dwu-
parametrowej rodziny takich powierzchni., Przedstawiona w
niniejszej pracy procedura "usrednienia umozliwiYXa ustalenie
ksztaltu drugiej z poréwhywanych powierzchni, Rzut oka na rys.14
wystarcza do przekonania sie, e rdéznice ich wZasnosci lokal-
nyeh /np. poXozenie miniméw,wartosci maksiméw/ rzeczywidcie sa
znaczne, ale zupeinie nieistotne, Jjezeli chodzi o globalny

ksztaxt powierzchni.

5.3. Wp¥yw anizotropii sprezystej

5.3.1. Aproksymacja uogdlnionego prawa Schmida

Potraktujemy badany model krysztatu sztywno-idealnie plas=-
tycznego jako idealizacje krysztaXu o wkasnosSciach sprezysto-
~ plastycznych.
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Za.rowno prawo Schmida jak i jego kwadratowa aproksymacja- wply- :
wu anizotropii sprqzystej nie uwzglgdniajg. ¥V obu nrzynadkach
"powierzchnie plas‘cycznoéci“ rozcigganych monokrysztaXéw, dla
tak réznych materiaéw jak mied%, nikiel, aluminium czy wolfram,
bedg sig rézniy migdzy sobg tylko skalg podobieristwa,

Mozliwo$¢é zréznicowania ksztattu tych powierzchni, W za=-
lezno$ci od wiasnoSci sprezystych metalu, w przypadkn prawa ‘
Schmida zostaxa pokazana w punkcie 4.3, e O
% przypadiu warunku kwadratowego 6dwoxamy sig¢ do ogdlnej pos=-
taci prawa Misesa:

/5.11/ : A:d' uch‘m_ Aue — k=0 )

w ktérej sktadowe tensora plastycznej anizotropii .ﬂ,
speiniajq okreslone warunki /wzory /5.3//. Okazuje sie,

ze vrzy szczegblnym wyborze skadowych ﬂdu , kryterium ¥ .71/ :
mozna traktowaé jako kwadratows aproksymacje wprowa.dzonego w
rozdziale IV uogdlnienia prawa Schmida

o :
/5.12/ Gror F bl
/.S.J L&e? r«}hs‘va'k( Aue Lc £0

dla w=A9--,M,

gdzie 'J{’,:;),, dane sa wzorami /A 12/, Snu sa modu¥ami podat-
nosci spre_-zystej krysztaru, a ‘lg Jest krytyczng wartoscig wyra-
'remaT‘ X'ed, otrzymang w prébie $cinania na r-tym systemie pos-
lizgu /wzory /4.65-4.68//.

Zastosowanie procedury "uSredniania" do ukZadu merownoécz
/5.72/ prowadzi do relacji
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/5.73/ A4 ‘3{-‘”7 Smht A -4 €0,

; ed;ie’

/5.74/ ‘a{ Z ‘M

e

aJA Jest dobrane w ten sposéb, aby nieréwnodé /5.73/ byta moz-
liwie najlepsza aproksymacjg uk¥adu nieréwnodci /5.72/. W ce-
lu okreélenia h przyjmienmy, %e w prébie Scinania na r-tym sys-
temie podlizgu krysztal ulega uplastycznieniu, gdy'tw osiggnie
wartoéé k. o

Oznacmy przez L\ vartoéé A otrzymang z takiej préby.
Dostaniemy

. 4515/ l(,(mf'u:'im“ o x”,’ Snu(w:"n:" + vuf'n,‘,')k‘ :
‘B:lora,c érednig wartodé Ll.), dla =42, M, otreymamy

SEee : 2
Zauwazmy, g%e vynzeni’

/5-77/ My = 4 ‘;&in Sf1 ke w“‘:]

x/ ¥ przypadku dowolnej symetrii sieci kryuta.tu, wielkodé K
zadana jest wzorem /5.43/. :
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nie ulega zmianie przy pm;éciu do nowego ukZadu odniesienia.
Aby to pokazaé ozna.czmy przes M,_. wartodé mew nowyn ukZadzie
wspéirzednych {e:}.

Poniewa?

'
/5.78/ 1(.&\([- * Qn'm ‘Q"n ri 12(5 'Jeumfj )
oraz

] ;
/5.79/ Snu i anﬂah Qk‘f Rls Smwf.i,

gdzie R‘" jest macierszq obrotu uk¥adu {e:j wsgledem ukladu {e:},
to wzér /5.77/ prowadzi do réwnosci

/5.80/ : m.’,— =M .

Zatem, warunék plastycznoSci generowany przez nieréwnosé /5.13/
mozna zapisaé w nastepujacej, inwariantnej postacit

I~

~ -

: 2
/5.81/ 4-%-4 =l i=0

5.3.2. Krysztaly o symetrii szeéciemj

Zbadamy postaé warunku plastycznodci /5.81/ w prazypadku
krysztatéw o symetrii szedciennej. Poniewaz wlasnosci sprezys-
te krysztatu majg tg samg symetrig co Jjego wXasnoéci plastycz-
ne, moemy powtérzyé tok postepowania sz punktu 5.2,4, /wzory
/5.44-5.56//+
Podobnie jak poprzednio otrzymamy
[(Cu-6un) + (82, - S35 ) + (633 ~ €u§zJ +

/5.82/
+e (S +Cra B )= 25",

~
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gdzie

ki
WEsr ot )
/5.83/ : ~ ke
z= A
s o

Jednakze wielkodci k& i ku. bedg teraz opisane wzorami

/5.84/ df")o\!-) A‘,) A(-,
| o apepn i s
oraz
/5.85/ ; k = A,Z(MWAM Awar-))';"w»\r-) f?a

Zbadajmy "powierzchnie plastycznosci® rozciaganych mono=-
krysztazéw o réznych wrasnodciach sprezystych. Powierzchnie te
otrzymamy ustalajgec wartodé parahetréw 22 orasg ?

Parametr ? » Przy ustalonym 2 , opisuje skale podobieristwa
kazdej 2z nich. Natomiast powierzchnie opisane przez rézne pa-
rametry € réinig sig¢ miedzy sobg ksztaXtem, Dla materiatéw
sprezyécie i plastycznie izotropowych otrzymujemy sfere, dla
krysztaXéw sprezyécie izotropowych - powierzchnie pokazang na
rys.14b, Tak wigc wptyw aniszotropii spre¢zystej na ksztait "po-
wierzchni plastycznoéei” uzednqtrznia si¢ w gzmianie parametru 2€.

Znajgc moduly podatnodci spresyste] dla krysztaXéw miedzi;
niklu, aluminium i wolframu /77/, obliczono wartodci parametruse:
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nieds 1,49 1,33 0,630 | 0,627
nikiel 0,799 0,844 -0,312 | 0,760
aluminium 1459 3,52 =0,4580 1,62
wolfram 0,257 0,660 -0,00730 | 2,00

Krysztaly kazdego & badanych materiaéw, z wyjgtkiem wol=
frama, tworzg sieé typu fic.c. Wolfram krystalizuje w sieci
typu b.c.c., & jego osobowodcig jest isotropia wkasnodcl spree-
gystych, Dla tego metalu ;

e/ x=2,

a odpowiednia "powierzchnia plastycznoéci' jest identyczna gz
pokazana na rys<14b, Przypominamy, se dla materiaXéw sprezys-
cie i plastycznie izotropowych

/5.81/ € = 6,

a odpowiednia "powierschnia plastycznodei® staje sig sferg. Dla
materialéw o silnej anizotropii spreizyste] wp&czynnik € jest
duzo mmiejszy od dwéch.

Tak jest w prsypadku miedzi, dla ktére}

/5.88/ : 2= 0, 627

Odpowiednia “"powierzchnia plastycznodci® pokazana jest na
rys.15. :



Rys.15, "Powierschnia plastycznodei® rozcigganego monokryszta-
in miedzi, :

Jdeseli na prostych wychodzacych & poczatku ukYadu wspéz-
rzednych bedziemy, samiast napresenia granicznego G, odkzadaé
wartoéci gj/ to otrzymamy sredukowane "powierzchnie plastycs-
nodei®,

?ordmie ‘przekrojéw poprzecznych takich powierzchni; dla ba-
danych materialéw pokazano na rys.16.

~

Rys.16. Przekivje poprzeczne zredukowanych "powierzchni plastycz-
noéci®: 1/ wolframu, 2/ aluminium, 3/ niklu, 4/ miedzi.
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5.3 30 hergetycsne kryteru uplastycznienia

Warunek uplastycznienia krysztaXéw za.proponwa.nv pmz
R.v.Misesa gostal wprowadzony w sposéd formalny. | prcponowa;
nych w niniejszej pracy Xwadratowych warunlm.eh uplastycmienia, ;
parametry funkecji F oznaczone prsas “H wyra.zone sg przes sta-
Ze mikrostrukturalne krysstatu v, et | ewentualnie praes
moduly podatnodel spresysted Sykt e Parametry te syskaly dsie-
ki temu pewng interpretacjq mechanioznge Jednakse, wprowadzone
miary wytgzenia krysztaiu nie maja interpretacii energetyczne] ‘
podobnej do tej, jakg ma warunek Hubera-Misesa w nasycmaj
teorii plastycznosci. SformuXowanie encrsetycznych warunkéw
plastycznoéci dla dowolnego materiaiu anizotropowego umozliwia.
metoda stanéw bezpiecznych zaproponowana praez Je n!cmwsmeo
[32]. Ze wzgledu na stosunkowo sXosony aparat matematyczny
potrzebny do skonstruowania netody ograniczynw sie tylko do Jejd
oméwienia, Istota rzeczy pole@a na pewnym, szczegdlnym rozkia-

dzie energii sprezystej materialu anizotropowego, analogicznym
do rozkadu na energie odkutaZceﬁ postacioiryeh i objetodcio=
wych w materiale izotropowym. Kazda & vydsielonych porcji
energii gwigzana jest £ pewnym stanem naprqtenia. VWywoXuje on
odksztacenie, na kiérym nie pracujg napreszenia zwigzane £ po-
gostaXymi porcjami energii, Méwiny wtedy ¢ stanach napresenie
energetycznie ortogonaluych, Jezeli ustalimy jeden 2z nich; to
liczba pozosta!ych galezy od synetrii wrasnodoi aprqzystych
materiazn, lecz nie przeh-acsa 6, Moze sieg sda.rzyé %e niektd-
re z nich, dajgc dowolnie duzy wklad do energii sprqzystej, nie
mogg spowodowaé uplastyczmienia materiaru, Méwimy wtedy o bezw .
pieeznych stanach napreienia. Pozostale stany nazwiemy niebez-
pieczmymi, Jesell przyjmiemy, se suma odpowiednio wainych
~energii sprezystych pochodzqcych od niebezpiecznych stanéw
naprezenia nie moze przekroczyé pewnej wartosci kry*l:ycznej,
otrzymamy najbardziej ogélne, emergetyczne kryterium uplastycae
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‘nienia maferiazu anizotropowego.

5.4, Teoria wiélokrotnych poslizgéw
Se4e1. Podstawowy ukXad réwnai

Rozwazmy krysztal sziywno-idealnie plastyczny z warunkiem
plastyeznoécix/

15489/ A Rijua Ay =1*=0

Kazde qdksz'ta&cenie takiego krysztatu spowodowane jest jedno-
czesnym poSlizgiem na wszystkich systemach, na ktérych B
Jest rézne od zera. Predkoéci poslizgéw na kazdym z nich spe-
niaja zwigzek :

/

*(.) i *_(“)
/5.90/ ?{.) T e —t'm) 3

Wasnoéci krysztatu opisujg: ggstosé S s krytyczne né.prgﬁenie
Schmida k. orez state mikrostrukturalme Wiy i ny definiuja-
éa ukZad systeméw poélizgn;'
Stan krysztaXu opisany jest przez: trzy sktadowe pola predkos-
ei an(xt), trzy katy Bulera P, (t) oraz szeéé skadowych po-
la napregzenia G‘&x(g.t).

~ Analogicznie jak w punkcie 4.2.1., budujemy ukad réwnai
wigzacy powyisze wielkofci

: G‘{" +e ﬁ- =¢a, '
’U'c.s = ™ Hiue (@ )Aue + Riw (R.) Ry (@),

/5.91/
/S:" “36.-5“4 Aw - k%= 0,

x/ Rozwazania tego punktu bez trudu mozna przenie$é na przy;gadek
krysztatu opisanego warunkiem plastycznodei /5.81/, w ktérym
uwzgledniony jest wpyw anizotropii sprezystej. :



w ktérym

/o A H;Ju. = {’— ,:Z“: "unﬁ"’n:'." g Vs .

/5.93/ ‘}f‘a‘“ = fT (Hcd'kc +H i HJU‘ . HJ‘“‘)
/5.94/ ¥'=4 wi)"" ‘?ﬂym .

¥ podanym ukXadzie réwnai, ?Cd’ jest macierzg obrotu reperu
kierunkéw sieci wyrasong przez trzy katy Bulera /Dodatek A/.
Uk¥ad 13 réwnati /5.91/, pozwala na wyznaczenie 13 nieznanych
funke Jis A%, \(’m,G':a‘ oraz » . Warunki poczgtkowo-brzegowe dla
(x.t) oraz Sc"j'()s.{:) zadajemy tak jak w klasycgznej teorii
plastycznofci, natomiast dla kabdw (ﬁ' (t) ustalamy warunki po-
czatkowe

15.95/ » Cult) = QS wer23,

5.4.2. Przypadek pél jednorodnych
Szczegélnie wazns jest zmiana orientacji siecl wywozana

jednorodng deformacjs krysztatu, w ktérym jednoczes$nie panuje

jednorodny stan naprg¢zenia. Sytuacja taka byza rozwazana w

przypadku krysztaléw z jednym systemem poélizgu /punkt 4.2.2./.

Przypominamy wyniki tych rozwazail

= réwnania ruchu i zwigzki kinematyqzné;] zgodnoSci speXnione
8g tonamoéciowo,

- wielkoéci opisujgce stan krysztau to: 5 sk¥adowych 41 @),
5 skXadowych Ay (-t) ‘oraz 3 kaqty Eulera £, (t);

= W procesie plast'ycznej deformacji mozna zadaé: n [n=42..45/
skXadowych d‘i(") oraz (s-w) sk¥adowych A;(t) , a poszukiwaé
pozostaxych skXadowych d;i(t), 6.3(%) oraz wielkodei (L, (t);
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- warunki poczgtkowo-brzegowe nakYadene na pole naprezenia i
pole predkosci w przypadku pél niejednorodnych nalezy zasta-
pié trzema réwnaniami wigzéw marzuconych na calkowity spin
krysztatu, z

Uwzgledniajgc powyzsze uwag!,; otrzymujemy nastepujscy
uk¥ad réwnad opisujacych proces jednorodnej deformacji rozcig-
ganego w kierunku N monokrysztaXu /por./4.30-4.32//.

d‘}j =2 H(ca') kt () At

/5.96/ ix
k)

Ay 3’&0\«. (@) A - K= 0,

N H et () Aue + R () Ry (92)

[c.);a' ¢ (dumw I\/;M,)dk‘.)[\{,.,ol

N €gp g =
Cllf C\)/k & g

UkYad 12 niezalesnych réwnai /5,96/ umozliwia znalezienie 12
nieznanych wielkodci. /np.: 45,62, @, A, Jeteld zadane sq
wszystkie sktadowe di /.
5.4.?. Analiza rozcigganych monokrysztaréw

R.J.ASARO /2] zauwasyX, se podwsjny podlizg krysztaXéw
typu f.c.c. lub b.ce.c., rozcigganych wzdtus osi symetrii pasz-
cgyzn poslizgu, mozna w przyblizeniu opisaé modelem dwuwymiaro-
wym, W modelu tym, oé rozciggania oraz wersory m%n® wm® n®
leza w jednej plaszczyinie /rys.17/.
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6‘ 6‘- ‘ ) b)

- -

WD

1
Jmm -

. 1

¥

Rys.17. Schema.tyczne przedstawienie geometrii podwéjnego pos-

lizgu: a/ kryssztain rgeczywistego, b/ wyidealizowanego,
dwuwymiarowego modelu R,J,ASARO,

Zatem interesujace nas kryssztaly mozna badaé w sytuacji
pokazanej na xys.18.

——— kierunki sieci
——— kierunki poslizgu

um

\/ m(Z)

(5]

e

Rys 18. Rozcigganie wyidealizowanego nonoln-yaztalu z dwoma sys-
temami poslizgu.
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Znajdujgcy si¢ w praskim stanie odksztacenia monokrysztal,
0 dxugoéci poczgtkowe]

/5.91/ : lite) = 4.,

jest rozciggany w kierunku N, réwnolegym do osi x.,.

Kat Pit) opisuje nachylenie pierwszego z kierunkéw reperu sieci

do osi X, o Obie pXaszczyzny poslizgu nachylone sg symetrycznie
do kierunkéw siecis i'achylenie to opisunje kgt <O ustalony dla
‘danego krysztalu, Zauwazmy, e krysztal moze ulec deformacji przy
dowolnej orientacji sieci, jezeli tylko plaszczyzny poslizgu

nie sg ortogonalne, W tym ostatnim przypadku rozcigganie wspéz-
osiowe z jednym z kierunkéw poSlizgu nie moze spowodowaé uplas-
tycznienia, ;

Nachylenie pXaszeczyzn poslizgu do osi X, opisnja wzory

Gl‘)= P+,

%= @-w.

/5.98/

ZgkYadamy, %ze w procesie rozciggania znana jest aktualna
dXugo$é monokrysztatu L(f) . Zatem, znana jest skadowa

/5.99/ du= $2d®)

ténsora predkodci deformacji.
Ponadto, przyjmiemy ze

: " natomiast
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/5.101/ . G EB(t)

Jest nieznanym napre¢seniem rozciggajacyme
Oprécz Sft)poszukiwaé bedziemy clz.(t),d,,(t) oraz kata Plt). Viel-
Xoéei te obliczymy korzystajac z réwnad /5.96/.
a/ ¥zory ogflne

Wszystkie wielkodci, niezbedne do sformutowania ukadn
réwnai /5.96/ podane sa w Dodatku C, Sam uk¥ad przyjmuje postaé

d =-dy * % NS (4 = con i con ),
A=~ 5 A6 sk coshe,

/5.102/
D=~ % PE s 2Peos 20 - P

6% (4~ o liep conbu) - bk (4+co5™43)=0,

Wz = dag -
Rozwigzujge go otrzymamy
d— 22 o d—
/5.103/ - S0 0 et
da A~ eor hPeon
. PRSI
o = kA
4d__

i

)

G(1- cor ¥ con b))

x/ Zawwazmy, ze z wyjatkiem sytuacji gdy W=(o= DT .
$3,../, 6 jest dobrze okreslone, * (s - /'”0'1
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2 oras

/5.104/ ké:d"a&’l(peoo%-&hzwmw_
: ' A = cor¥tp coslg)

Réwnanie /5,104/, dla ustalonej wartodci ¢ 1 warunku po-
czgtkowego ;

/5.105/ $t) = @,

opisuje obrét rozcigganego monokrysztau,
' P
Zwigzki pomiedzy sk¥adowymi AJ oraz z.)‘ a predkodciami po-
$§lizgéw O oraz ¥ ¥sa nastepujace:

= 3 E Wi 200000) + § “hin 2(0-0)]
/5.106/
das= $ [ ™e0s 2000-00) - }f(')cooz(&ew)l

P oo gl
G 3(5()‘3’@) '

Réwnanie zgodnoSci warunku plastycznodci z prawem piyniecia ma
postaé ;

/5.101/ 6 (4~ c0s lip eon 40 ) 6 su lp ey o =0,

Korzystajagc z niego mozna pokazaé nastgpujaca zalezno$é:

/5.108/ A=2& 2 g fimin ;
O SliPeosties (sin 260 c0s 2 - sinlip costa)
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¥ celu przedyskutowania otrzymanych wynikéw rozpatrzymy
krysztaty o réiznych wzajemnych poXozeniach dwéch pXaszczyzn
poflizgu. PoZozenie to opisuje kat ¢) © ktérym wystarczy zaXozyé,
%ze nalesy do przedziaiu

e
.

/5.,109/ o< W < -i":

Niektére z wartoéci wpfowadzq do dwuwymiarowych modeli krysz-
tatéw o interesujacych wkasnoéciach.
Oméwimy je kolejno.

—— — —— — — — — ———_— v — o s

Przypadek ten gachodzi, gdy

/5.110/ e » L
w q "’

Podstawiajac /5.110/ do wzoréw /5,103-5,104/, otrzymamy

2

d22=—d‘ )
/5.111/ _
d,u"d.','ca.Z\‘P)
= ..._-_——__. '2'
¥ '2k‘v Atenyp
A
SCatcorlip)
oraz
/5.112/ ue =od fzaZL?.

Wykres zmiany kata f w procesie rozciggania, dla réznych war-
toéci poczgtkowych (@l pokazany Jjest na rys.19.
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Foo-2g
~30 + =

- F@=—3a
—yg 4+ Fl=-4R

Rys. 19, Zaleznodci kata fod wydtuzenia L/Co s dla monokryszta-
Zu o ortogonalnych pXaszezyznach poslizgu, przy réznych
' wartodciach poczatkowych .

Analiza wzoru /5:112/ prowadzi do wniosku, ze

/54113/ $>0, ata e (< ul,

oy A W <&P<(2».+4)L“;)

gdzie n=,243) . ..

Oznacza to; %e w procesie plastycznego piyniecia obie prasz-
czyzny poslizgu "starajq sig" ustawié symetrycznie wzgledem
kierunku rozciggania /rys.20/.



]
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Rys.20. Obroty sieci rozcigganego monokrysztaiu z dwiema. orto=-

gonalnymi pXaszczyznami poélizgu.

W poYozeniach tych, opisanych wartosciami

/5.114/ p= ﬂf y e O, 438,
mamy
/5.115/ : 6=y =0,

Poniewaz wzér /5.,108/ przyjmuje teraz pdsta.é

/5.116/ S
&

to dla kazdej wartosci kqta. ¥réznej od opisanych wzorem /5.114/
' gachodzi

/5.117/ é(O-

Mamy wigc do czynienia z efektem "geometirycznego ostabienia”
idealnie plastycznego krysztaZu.



315

Na koniec szauwazmy, se dla dowolnej ’orientacji sieci, w
rozcigganym monokrysztale o dwéch ortogonalnych systemach pos-
- 11zgu, bezwzgledne wartosci T na kazdym z nich sa takie same.
Istotnie podstawiajac /5.98/ oraz /5.110/ do wzoru

/5.118/ : . T®s {C 80 207 5 =42,

. otrzymamy

/5.119/

Oznacza to, Ze[t“|osiaga wartodé krytycsna k na obu systemach pos-
lizgu jednoczednie, Zatem,- W rozwazanym przypadku, warunek
uplastycznienia jest zgodny g prawem Schmida, jak i jego kwadra-
towg aproksymacdq; Natomiast oba pordwnywane modele krysztaléw
83 istotnie rézne,

Powierzchnig plastycznoéci, generowans przez prawo Schmida,
tworzg dwie, 1dentyczne pary hiperpZaszczyzn réwnolegtych do
osi cidnief i do prostej, na ktérej lezq stany rozciagania nie
powodujace uplastycznienia krysztalu,

Pokrywanie sig dwéch powierschni plastycsnodci powoduje, e

kazdy ich punkt rachowuje sie tak, jak gdyby znajdowak sie w na-
rozu plastycznym, Dla danego stanu naprezenia rézne predkosci
poélizgu ¥¥1 X") moga prowadsié do tej samej deformacji al%’-

Natomiast w prdponowam modeln usrednions powierzchnie
plastycznodci tworzy jedna para hiperpraszczyszn, Warunek caX-
kowitego aprzqtenia. systeméw podlizgu /Definicja 3/, narsuca
- réwnoéé ¥ ¥, Dla danego stanu napresenia predkodel pos-
liggéw na poszczegélnych systemach s3 dobrze okresdlone,
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Interesujgce byoby poréwnanie otrzymanych wynikéw z uzyse
kanymi na podstawie teorii R,Hilla i J.R,Rice’a [49/. V teorii
tej predkosé plastycznej deformacji JI i spin plastyczny u;
wyraszone sg przez predkosci poslizgéw b’ na poszczegblnych
systemach, Oczywiécie, dla krysztalu sztywno-idealnie plastycz-

nego
. ; P
/5.120/ | d‘d =d8 2

W naszym przypadku, korzystajgc & /5.106/ otrzymujemy

. 1( Al fis 2
/5.121/ . et

dap = £ (i @ ™) salQ,
")u. f (S’ﬁ)— {a))

Na ogéx istnieje wiele kombinacji predkosci poslizgéw )7“,)
ktére prowadza do tej samej predkodci deformacji d}" « ¥ybdr
wladoiwej bazuje na jednym g dwéch kryteriéw [9]

1° sposréa wszystkich kombinacji ¥, ktére prowadzq do tej
samej predkosci deformacji d. naleZy wybraé te, dla ktérej
suma wartodci bezwzglednych: Z | X"hest najmniejsza;

spoéréd wszystkich mozliwych atanéw na.pquenia S § o ktére
prowadzg do tej samej predkosci deformae;ji d‘l i dla ktérych:
speiniony jest warunek plastycznosci, nalezy wybraé tem, dla
ktérego predkosé dysypacji G':a' d:" Jest najwicksza.
Niestety, Zadne z powyiszych kryteriéw, w rozpatrywa.nym
przypadku, nie pozwala na jednoznaczny wybér wielkosei ¥ i ¥
Dla dowolnych nieujemxvch ‘6' s ktérych suma jest ustalona, oba
"kryteria sg speinione.

Fakt ten uniemozliwia znalezienie wartosci ), a zatem i kata
obrotu sieci .

®
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Tak wige, teoria R.Hilla i J.R,Rice’a nie bopisuje obrotdéw sie-
¢i rozcigganego monokrysitalu; o dwéch ortogonalnych systemach'
poéiizgn. Natomiast, otrzymane na'jej podstawie pole pregdkosei
deformacji i pole naprezenia sg identyczne z tymi, ktére opi-
suja wzory /5.411/.
¢/ Przypadek krysztaléw plastycznie izotropowych

— - — Vo wn — v — — — — —

Bardzo interesujgca jest sytuacja, gdy

/5.122/ W=g> . w=IT.

Wéwczas, dla dowolnej orientacji sieci krysztatu, skradowe
tensora plastycznej anizotropii 4 sg -takie same i wynosza /por.
‘Dodatek C/

8

%NM £ .aezuz 2T %‘421 = v&,ﬂ_ = é )
?Cuaz = w”—u i 2

/5.123/

Tensor ?f Jest wige tensorem izotropowym.

Generowany przez 14 i1zotropowy warunek plastycznosci ma postaé

/5.124/ (44 —4,,)2 O W ? = (@)

>

analogiczng do warunku Hubera-Misesa w paskim stanie odkszta-
cenia. Prgdkoé¢é deformacji i stan napregzenia réwniez nie zale-
%3 od orientacji sieci krysztaiu

S ; dae = -dl )
/5.125/ e
ES g = 2l‘g >

Ah & .
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Zatem w doswiadczeniu makroskopowym krysztax zachowuje sieg tak,
Jak materia izotropowy. Natomiast ruch sieci zalezy od Jej po-
czgtkowe] orientac;u, poniewas

L8
3

/5.126/ W=3 5ds 21P

powyzsm wzorze znak gérny odnosi sie do wartodci ¢ réw-
nej & g dolny - do wartodcd g-‘r,
Analiza wzoru /5.124/ dla w:I prowadzi do wniosku, e

/5.121/ : P>0, qa @u-f<ep< i,
. o5 i ‘T :
p=0, dla P= ”z-

$<o, a1 O Lpd 2w,

gdzie wn=0,%4, %2,...
Oznacza to, %Ze jedna z osi symetrii plaszozyzn poslizgu dgsy do
pokrycia si¢ z kierunkiem rozciggania ixonokrysztalu /rys.21/.
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Rys.21. Graniczne poXozenie pZaszezyzn podlizgu dla o =%.

5 przypadku; gdy w:%h‘ znaki \é W relacjach /5,127/ zmienig
8ig¢ na przeciwne, ‘
Zauwazmy, %e dla dowolnej orientacji krysztaxu

/5.1‘28/ =0,

& réwnanie zgodnofci /5.107/ speinione jest tozsamodeiowo.,
Oznacza to, ze krysztaX nie wykazuje efektu "geome trycznego
wzmocnienia/osabienia”,
Pordwnamy otrzyma.ne wyniki z wynikami jakie daje teoria
R,Hilla i J.R.Rice‘a. Ograniczymy sig do przypadku o= Je-
Zgodnie z prawem Schmida, podlizg pojawi sig na tej praszczyi-
nie poélizgu, na ktérej

/529 Tz 4G s207=

Bgdzie to ta pfaszezyzna poélizgu, ktéra lezy blizej jednej 2z
DPXaszezyzn granicznych pokazanych na rys.21. Gdy obie pZasz-
czyzny podlizgu przyjmujg poZozenie graniczne, a wige gdy
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—

/5.130/ ©oWpE uE 5 m=03420 .,

to mamy do czynienia 2z Jed.nocéeanm poélizgiem na obu systemach, -
¥ przypadku pojedynczego poslizgu na plerwszym systemie, mamy

d22’0‘-) :
d4¢ Rt d- ﬁ ('ZCP"%:):
A

" = 2 b O AL AR R 1
/5.131/ 6 ke = G L) )

Kg oo

A sa«"(zw,f) ;
oraz
/5.132/ P =-d fy (3 ).

Dla jednoczesnego poslizgn na obu systemach, ctrzymujemy roz-
wigzanie identyczne z opisanym wzorami 75.125-5.126/, Widzimy,
se teoria R,Hilla i J.R,Rice’a prowadzi do nieciggej zmiany
napreszenia &, predkodei odksztaXcenia postaciowego d. 1 kata
¢, przy przejdciu od pojedynczego do podwéjnego poélizgu, Dobra
ilustracjg tego faktu jest rysunek 22, Poréwnano na nim zalez-
nodci kata (P od wydtuzenia monokrysztaiu %o, dla réznych
wartoéci poczatkowych ({, .
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Toey ©
eEé

I

Rys.22. Zaleznoéé kata '@ od wydtuzenia W, , dla monokrysztaXu
o wXasnoéciach plastycznie izotropowych, przy réznych
poczgtkowych wartodciach ¢, : a/ wg teorii R,Hilla 1
J.R,Rice“a, b/ wg proponowanego modelu,

d/"Praskie modele krysztatéw f.c.ce i b.c.c,"

¥ pracy /2/, R.J.ASARO stwierdzi, ze modelujac zachowa-
nie sig¢ rozcigganych wzdiuz osi symetrii praszczyzn poslizgu
rzeczywistych krysztaéw, moina przyjgé

"

/5-133/ (JJ‘Z 4

« dla krysztaléw typu f.c.c.,

/5.134/ w=I,

= dla krysztaXéw typu b.c.c.
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Dla obu przypadkéw otrzymujemy

8 ol
d',u.: CL _SJMI!LP o
&+ conlip
73135/
6=k 1
<+ eond P
_ 8d
oraz A 6 (2 +009/H.?)-
/5.136/ ' L'P= g Hdpr e

2 teor P

Gérny znak w /5.136/ odnosi sig¢ do wartodci w réwnej g;

dolny - do “‘)='§‘ ¢

Zgodnie z teorig R,Hilla i J.R,Rice’a mielibyémy dwa rozwigza=-
nia: :

1° pokrywajgce sig z opisanym wzorami /5.135-5.136/, gdy

/5.131/ WP=2% . w=0,24,22...;

mamy witedy do czynienia z jednoczesnym poslizgiem na obu sys=-
temach;

2° opisanym wzorami /5.131-5.132/, w ktérych wartosé % na-
lezy zastgpié wartodcia % , dla "pZaskiego modelu i‘.c.c.",
ludb wartoscia J:“— dla "paskiego modelu b.c.c.”, gdy (P przyj-
muje wartosci rézne od podanych w /5.137/; mamy wtedy do czy-

nienia g poélizgiem tylko na pierwszym systemie,
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Podobnie jak poprzednio widsimy, Ze teoria R.Hilla i J.R.

" Rice’a prowadszi do nieciggoéci rozwiszai przy przejéciu od
pojedynczego do podwdjnego podlizgu. Rys.23 przedstawia zalez-
noéé kata (P od wydiuzenia l/(o s dla "plaskiego monokrysztatu
f.c.c.", przy réinych poczgtkowych wartodciach Wo.

Fl - A/
4 Fi= 4@
- -
v & FB= 18
a-.
1]
2| s
—l' -+
e | Fo=-18
-3g 4 Fp=-2p
FP=-3@
47 - Fie=-4g
&

‘Rys.23. ZaleznoSé kgta © od wydtusenia U, , dla "praskiego
monokrysztatu f.c.c.", przy réznych poczgtkowych war-
todciach @, : a/ wg teorii R,Hilla i J.R.Rice’a,

b/ wg proponowanego modelu.

— — — — — — — —— o— —

Powréémy do ogélnych wzoréw /5.103-5,104/., Widzimy, ze w
procesie rozciggania monokrysztaiw o dowolnym nachyleniu prasz-
czyzn podlizgn, ale takim, Ze {

/5.138/ O<w«

moze zdarzyé sig, Ze kat LF osiggnie
1? Jedng z wartoéei:

/50139/ LP': '% -’ nws= 0.14.32)...,
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lub

2° jedns =z wa;'toéciz

/5.140/ @' = (4w 1'4)% § . 0,24,22,».
W pierwszej sytuacji

15141/ i da=6=% =0,

Zatem sieé rozcigganego monokrysztaiu nie obraca sig, a on sam
w procesie idealnie plastycznego pZfynigcia nie doznaje odksztaX-
ced postaciowych. Wartodci ,(P' sq tymi, do ktérych kat (P dazy
asymptotycznie w procesie deformacji. ;

Druga sytuacja oznacza, ze

/5.142/ dp,=6 =0,
ale
/5.143/ x &p 0,

Oznacza to, %Ze stan idealnie plastycznego élyniqc:la i brak od-
ksztaXcer postaciowych monokrysztatu jest stanem chwilowym,

Po przekroczeniu przez kat p wartodci (p" nastqpﬁ;}e zmiana kie-
runku $cinania rozciaganego materiaZu, -
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Rozdziax VI
ZAKOKCZENIE
6.1e Podsumowanie 3
¥ moim przelconan.tu praca zawiera nastepujgce nowe elemen-
ty:

- sformuowanie écisXego modelu krysztaXu deformujqcego sie
przez posliszsg;

- zdefiniowanie i szczégélowe zbadanie dwéch klas krysztaXéw
deformujacych si¢ przesz poslizg:

a/ o niezaleznych systemach poélizgu,

b/ o caikowicie si:rzetonych systemach poslizgu;

- wyitazanie. ze budowa sieci krystalicznej i sposéb sprzgzenia
systeméw poslizgu calkowicie okreélaja postaé zwigzkéw kon-
stytutywnych wigzacych plastyezna cz¢éé gradientu predkosei
ze stanem naprgZeniaj

- wprowadzenie do opisu zachowania sig krysztalu trzech dodat-
kowych réwnad konstytutywnych dla skadowych spinu plastycz-
nego, w wyniku ézego otrzymuje sig jawny opis obrotéw sieci
krysztaXu;

- wprowadzenie gradkiej, kwadratowe] aproksymacji prawa Schmi-

' da, szczegélowe jej zbadanie, a nastgpnie poréwnanie z wyj-
Sciowym kryterium;

- uogélnienie prawa Schmida i Jegd kwadratowe] aproksymacji na
kryterium uplastycznienia, ktére uwzgle¢dnia sprezysta anizo-
tropie materiazu;

- sformuXowanie zamknigtego ukladu réwnai teorii plastycznego
p2ynigcia h'yszta.qu;

- 8zczegbowsy analize¢ zachowania sig¢ dwuwymiarowych modeli roz-
cigganych monokrysztaXéw, ze szczegélnym uwzglednieniem wpiy-
wu obrotéw sieci na proces plastycznego plynigcia,

6.2, Dalsze kierunki badai

Otrzymane w niniejszej pracy wyniki sugerujg potrzebg pro-
wadzenia dalszych intensywnych badad w nastgpujacych kierun-
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a/ w ramach teorii plastycznodei pojedynczych krysztaYéw, nad

uwzglednieniem:

v w

deformacji sprezyste] /3], _

wpiywu naprezer wewngtrznych na ksztart powierzchni plas-
tyczmoéei i proces piyniecia [/6-7/,

zjawisk wywoanych lepkoécia materiaru /37, -

ramach opisu plastycznego pZyniecia polikrysztaXéw, nad
ScisXym opisem funkcji rozkradu orientacji, dla sieci zia-
ren ofrodka polikrystalicznego /157,

sformuowaniem kryterium wytezenia polikrysstatu /23], /377,
ramach zastosowad i analizy numerycznej, nad

wpiywem orientacji sieci ziaren na proces lokalizacji od-
ksztaXced plastycznych w wyrobach metalowych /917,

wptywem orienta.—cji sieci ziaren na proces pekania zZmecze-
niowego metali /57/, /718/, [38-407,

sformuXowaniem przyrostowym otrzymanych réwnai, zalgoryte
mizowaniem procedur obliczed i wigczeniem do pakietu progra-
méw metody elementéw skoficzonych [54-557, [108], [32-36,

M7, [1y.
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DODATEK A: Katy Eulera

Reper kierunkéw sieci o osiach {ona,,a,} mozna otrzymaé
w wyniku obrotu ukZadu wsp6irzednych {x.. %, %} .
Zgodnie z Tys.24, obrét ten jest zXozeniem /69/:
a/ obrotu wokéX o0si. Xy 0 Kat @, ; { X, % Xa§ —= [ Ka, Xy, Xy Xy}
b/ obrotu wokéx osi X, o kat

- . - = - = =
. Woy, (%, %o, X3} —= {%,5Ka, Xq, Xa};
¢/ obrotu wokéx osi X3 o kat :

(es b { ?4,;‘, ;3] R [a,, a.,_,aff_aj,

&

Rys.24. Trzy katy Bulera /wgl69//.

Powyzsza procedura prowadzi do nastgpujgcej macierzy obrotu

MLP-”"PL’WLQ‘WL&.&;“W-; >

‘/.L.“/ ‘R‘J: = o a s"'“('Pg"' S‘\:V'LPACO”(PZ C0°L?3)
S g, s P, :

=5, conlfy ~ Sl conlh Kuldh,y SEn(p, win Py
- S, walp, + oy, Cm(.("z o, , = Snlf, clpy

oD, Watp, od Py

b
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DODATEK B: Monokrysztal z jednym systemem podlizgu
Obrét sieci opisuje macierz /rys.9/

s, —sm@ , ©
131/ Rec = | sin, st s o | >
gy o 4

a odpowiadajacy Jej spin ma postaé

: L . O : 2 d 2 o
/B.2/ “)o((s = QP A s e ;
i 0 ) o » O

Skradowe m oraz N w bazie {a,} sa nastepujace:

# AW o S
/B.3/ my= |- % v N ® 4 contd 7
@ o

Natomiast w bazie {g;]manw

U]
P
1
§&
oo
Nt

nb ;
/B.4/ m:=fseo} » M
O

Nieznikajace skXadowe H;‘-u zwigzane sg % katem () zwié,zlcami



13

\n

Huu = % 50020 = Hypoo |
Hueo =- 4 sdvniiQ': Heors
Huia == 5 (30 + 3526) = Hypur)
Hogy == § (5046 -25. 20)= H, .,
Hyin= 4 (5iu 40 +256.20)= H

szu . % (sen 40 -2 %29)= Hlun.,

/B.5/

Huw = 5 (00 4O +4 ¢y 26 +3),

Huza 8 (cn e '4)

2442.)

H3424 . % (e 40 "460929*3).

PodziaX na czeéé symetryczng i antysymetryczng tensora H;'n
wzgledem dwich pierwszych indekséw, prowadzi do wzordéw

-

H(n) A" St 1‘9’

/B.6/

H (42 = (cnrl® +2¢0520 ¢1),
(o

e
8
H (‘;)21 » g Son I(QI
4
8
£ (w0 -2¢05 20 +1 ),

H (22)24 =

oraz
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H(l?.)u T é 5&029)
/3.1/ Hewraa = § 544 28,

H¢azy 43 = ﬂ' (con 20 +1),

Hazy 24 4; (con20-1).

-~

Tensor wvu ma skXadowe

1 it
/B.8/ Koo = . o2,

Na podstawie powyzszych wzoréw otrzymujemy dla p2askiego stanu
odksztaXcenia:

=~ potencjaX plastyczny

g-'f ‘é"[(J,'—/);t)ag“’ZQ-(4“-4”)4‘3 (396 + »

/8.9/ * 2 5n20) ~ (B4 - B0 ) Ary (346 - 354, 20)+

t 4 (4 '@ ~ Dy 5";129)‘]" ,{A,z)
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= warunek plastycznosci

7[ (/-’44 31) MZQQ "-Z(/J«M 12)4"5m@f
/Bi10/ FYAL a0 -4 k=0,

- prawo pzyniqcia

Au = -dypy = & A [0, )25:%0+4,5:46]

/3.11/ d4:= ‘64 2 [[4« '4:,,)5&4#9 1'24,3@4‘2%

= dodatkowe réwnanie konstytutywne

_ /B.2/ a = "5 X (BasBu) £ ¥P,

= warunek zgodnosdci

[(B- 44, ) i 220 - 4, 560 48] (01 - 42 ) #

“[f’%"’u)/)u'ﬂ 40 - 44, d‘”zgj/-’a z

/B.13/

+[(4,,-/Ju)4-5¢—b 40 "' 4’ /4,,,-4,,_)60049 g
~ 44, 20r 4016 =0,
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DODATEK C: Monokrysztal g dwoma systemami poélizgu

Macierz obrotu sieci i odpowiadajgcy je] spin opisane sg
wzorami /B,{-B,2/ :

SkXadowe _rpm oraz gM/d'-d.z/ w bazie {a,] sg nastepujgce
/rys.18/:

on e
/0‘1/ A (v) ,‘(ﬂ 2
- My = e s » Nt = ) )" |
o o

Natomiast w bazie f_e;f mamy

o L

cooar B

/c.2/ w, = { s efﬂ.j ) Ng = (.4)" 9'7 s
. o 5

Nieznikajgce skXadowe H; ¢t 2owigzane 83 z kgqtami 6 zwigzkami
3 J‘k 22 a2

) (v)
Hmp uu 7 H :.244' 2
STt e &
B HA%II o Hz.‘g = o Q s‘:"‘:@ )
C.
/e.3/ ) Y = I
e ™ e % 2242 = Huu ~Co @»9
(;v') ) (w) () : “
= Bk g ) J
Hmaa U Hnu Huu 6039 &
(=) 4 Cw)
=
HA;(L s Q )

o= sler
2424
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)
PodziaX na czefel symetryczne i antysymetryczne tensoréw |: e
prowadzi do wzoréw

(«? ).
ot . (]
H(‘)‘)“ b H(“)lz - é %MI{Q 5

/C.4/ ) w, v)
Huu = % (00k™'+ 2 02 20%%44)
(~) v) )
Heyes = % (c0046- 2 con 26741),
oraz :
o =) 5 : v
Hus)u T T a0 T _% sein 26 3
) o
1045/ Hases = 4 (cor 207+1),

() «)
H(M-)),A= 4" (’;1;1,‘ lQ -4)

(-')
Tensory d‘u maja skZadowe

() () - é_ i (v)
WAM‘ t~}eun RS uz T hase 29,
) )
o « ik ™)
\?emz by 8™ he >

: () & A_ =)
%uz 4 t» '20 ‘

Dla usSrednionego tensora H'u obliczamy kolejno

1
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Hmn = Hmmz e Hmu R Hze« e Hﬂﬂ:
=".H;uz ta % (/1- cmlﬁ-Pooa ‘lk’),
/c."/ H4412_ -~ HA2M e ng.q'_ oo H4233- -
==L (300 Ao i) + .3 sin 2P eoaded),
HMZd = Hyuun =~ Hazae == Haez =
=_§ (son Hpeos by — 2 s -?(.Pcoozcd),
Hazn s O llLPc,mllc.J 4 I{M&PM&)‘G): |
Hyuse = % (costtp conlew =4 e22 4Pcor2%)

/c.8/ me . ch:a)zz o éﬁ 5“" 4 CPcoolw,
H(u)/u: /8i (o0hpeonticy +.5e0s 2pean 2o44)

H (u2)24 = /é (cos hitpeos liwo ~2 mth cmz‘;*;z

; R = - 4— o .
S H<4z>40 Ha,,”,' 7 S &P mzu)

H siapaz = ’;"-(ws&p con 2D +1),

Hemraa = ’{; (condep cos2o —4),
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{ h&e““ = Wanza” - gemm: g;(,{-w,t,(?ml,‘,))
Hoez = ’%wf 7 % s Alpear 4L,
‘?’ena = é (4 +cos “‘Pwl““") .

Norma tensora V%u zalezy od kata w nastepujacos

/C.10/

/e.11/ l['}“z= 45, \?Qu - f(n *‘sz‘lw).

Na podstawie powyzszych wZoTéw otrzymujemy dla pZaskiego sta-
nu odksztaZcenia
- potencjax plastyczny

/e.12/ I G [Cha-0) 1 - e bpeorte,) ¢
= o2 (A~ Ber) App (Suir 4(pm ey +2s, Xpeos )t
~ 2 (A~ %) Ay, (300 YPeos 40 -2 5, 2peo 2)+
* (s #9e0 ) ¥ (o0 U Ppen b0 —7) 4
t (a4 ) ((eo Yp cos o t4) +
* 4‘(4,;,44;) Ph] =0
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' = warunek plastycznodci

= (Ak'4¢1)2(4~w99(p¢m4u)f
~ Yy ~Bar. ) Ayg 3n 43P 0 #
+ 4 by corbipeos b —~Ek =0,

/C.13/

Dla jednoosiowego rozciggania znajdujemy kolejno
- prawo pzynigcia

dit =ty = F A (M-eorbPeosbes),

/c.14/
dz =~ £ N s 4peos 4,

- dodatkowe réwnanie konstytutywne
. P b
/c.15/ Wi = "7 A3 P e 200

- warunek zgodnodci

/C.16/ slg‘a-wqu4w)+¢6”&h4'(pcos4w =0,
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