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Stefan Jan KOWALSKI

Pracownia Teorii Konsolidacji i Termodyfuzji
IPPT - Poznan

WSPéLRZEDNE NORMAINE I WAILUNKI BRZEGOWE
W TEORII MIESZANIN

WSTEP
J

Kontynualna teoria mieszanin jest w ostatnich latach
intensywnie rozwijana przez wielu autoréw; Swiadczy o tym duza
iloéé prac, wérdéd ktérych nalezy wymienié przede wszystkim prace
TRUESDELIA, [78], [79], GREENA i NAGHDIEGO, [32], [33], [34], [35],
[37], MBLLERA,[64], [65], BOWENA, [9], [11], WILLIAMSA, [82],
OLIVERA, [67], GURTINA, [41], i innych (por.spis literatury).
Nie bedziemy tutaj zamieszczaé szczegdiowej analizy tych pracf
Dla nas istotne sg dostrzezone niedociggnigcia aktualnej teorii
mieszanin i na nich skupimy naszg uwagg¢. Jednym.z nich jest pomi=-
niecie w dotychczasowej teorii mieszanin efektu sprzgzenia ruchu
przez mase. Ten oczywisty mankament stanowi jednoczesnie powdd,
dla ktérego w ramach ogdélnej teorii mieszanin nie miesciXa sig
szeroka klasa zagadnieri dotyczacych osrodka porowatego wypeinio-

nego cieczg - teoria komsolidacji.

*Chronologiczne zestawienie takich prac, publikowanych przed
rokiem 1970 Czytelnik znajdzie w publikacji GURTINA i DE L& PHENA
[41]. Krotkie oméwienie osiggnieé w dziedzinie teorii mieszanin
w ostatnim dziesiecioleciu mozna znaleZé w pracach cytowanych
w spisie literatury np.(37].
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Warto w tym miejscu wspomnieé, ze w oérodku wieloskadnikowym
wyrézniamy trzy rodzaje sprzezed. Pierwszy rodzaj zwigzany jest
z deformacjg sktadnikéw, W mieszaninie nie moze zajsé deformécja
(zmiana objgtosci) jednego skadnika bez wywozania deformacji
czy sit w pozostatych skXadnikach. Ten rodzaj sprzgzenia wysitg-
puje w zwigzkach fizycznych.

Drugi rodzaj sprzezen zwigzany jest z ruchem wzglednym skadni-
kéw i wynika z ich niedoskonaXosci (sity tarcia, lepkosci), badi
tez wymiany (dyfuzji) pedu sktadnikéw poruszajacych sig z rézny-
mi predkosciami. Ten rodzaj sp;zqienia wywoluje sity wewnetrzne,
zwane sitami dyfuzji. Sity dyfuzji majg charakter funkcji Zréd-
Yowych. Ujawniajg sie tylko wtedy, gdy istnieje ruch wzgledny,
znikaja w globalnym bilansie pgdu lub gdy skXadniki sg idealne
(brak lepko$ci, tarcia itp.).

Trzecim rodzajem sprzezenia, ktérym w tej pracy bedziemy sig zaj-
mowac, jest wspomniane sprzezenie ruchu przez masg¢. Polega ono
na wymuszeniu ruchu jednego skXadnika przez drugi skXadnik, badz
tez wymuszenie to jest wzajemne. Charakterystyczng cechg tego
sprzezenia jest, Ze dany skXadnik nie posiada jednorodnego pola
predkos$ci. Ten rodzaj sprzezenia wystgpuje szczegbélnie wyrainie
w mieszaninach cia staxych i cieczy.

Efekt sprzezenia ruchu przez masg uwzgledniony zostaX w os-
rodku porowatym wypernionym ciecza przez BIOTA w 1956 r., [3],
[4}. Odgrywa on istotna role w analizie ruchu falowegoe w osrodku
konsolidujacym (por. np.[31, [4],[5],[61, [13], [14], [15], [16].
Efekt ten pragniemy w niniejszej pracy wpfowadzié do teorii mie-
szanin. Uczynimy to jednakze w sposéb odmienny niz to zrobix

BIOT, [3], w przypadku osrodka porowatego wypeXnionego ciecza,
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Dynamiczna teoria konsolidacji BIOTA L3], aczkolwiek bogatsza
od analogicznej teorii GREENA i NAGHDIEGO, [35], jest niedogodna
ze wzgledu na trudnosé formuXowania warunkéw brzegowych, {55],
a takze i;>wigledu na zbyt zXozona formg matematyczng réwnarn
ruchu [54]. BIOT wyprowadzil swoje rownania korzystajac z rdéwnani
lagrange’ a. Energie kinetyczng dla dwuskadnikowego osrodka
zdefiniowat jako peing formg kwadratows wspétrzednych uogdélnio-
nych, ktoérymi sg wspéirzgdne wektoréw przemieszczenia szkieletu
i cieczy. W efekcie otrzymal rownania ruchu sprzezone DPrzez masg.
Zdaniem autora, Téwnai tych nie mozna otrzymaé z zasad zachowa-
nia. Blizej ;roblem ten naswietlimy w rozdziale I.

W tej pracy uwzglednimy efekt sprz¢zenia ruchu przez mase:
w sposOb zaproponowany przez DERSKIEGO,[H7]. DERSKI otrzymaz
réwnania ruchu dla osérodka porowatego wypeinionego ciecza,bazujac
na zasadach zachowania masy i pedu. Majac na uwadze osrodek poro-
waty z kons&stentnym szkieletem (model takiego osrodka jest ;
zaprezentowany w pracach [51], [52],[53]), zauwazyl, ze w takim
o$rodku nie caa ciecz porusza sie z jednakowa predkoscia. Po=-
dzielix wiec tg ciecz ze wzgledu na pola predkosci na ciecz
swobodng i uwieziong, przy czym zaXozyi, Ze ruch tej ostatniej
cieczy jest caikowicie narzucony przez ruch ciata porowatego.
W rezultacie otrzymai rdéwnania, ktére roznia sie od roéwnari BIOTA
prostszg formg matematyczng i jasng interpretacja wielkosci wys-
tepujgcych w tych rownaniach (por.rozdzial I). Identyczne row-

nania otrzymali DERSKI i ENE, [19], korzystajac z metody

X Préba poréwnania teorii BIOTA oraz GREENA 1 NAGHDIEGO podjsta
przez TABADDORA i LITTLE, [74], Jjest gieporozumieniem. Autorzy ci
kojarza cztony majace diametralnie roézng interpretacjg fizyczna.
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homogenizacji réwnai dla oSrodka sprezystego w przypadku szkie-
letu i rdéwnan Naviera-Stokesa w przypadku cieczy. Réwnania te
zostaly potwierdzone jeszcze raz przez DERSKIEGO i autora, [22],
w oparciu o zasade niezmienniczosci funkcji stanu (energii wew=-
netrznej) wzgledem ruchu sztywnego osSrodka.

Pozostajac przy modelu osrodka porowatego z konsystentnym
szkieletem, wypeinionego cieczg, autor w pracy [54] wykazat, ze
réwnania BIOTA, [3], i DERSKIEGO, [17], mimo réznej formy matema-
tycznej, s réwnowazne pod wzgledem tresci tj. opisuja te same
zjawiska fizyczne. Przytaczajgc podstawowg tezg pracy [54 mozemy
powiedzieé, ze BIOT w swoich rozwazaniach wyrazii energie kine-
tyczna w postaci pexnej formy kwadratowej, podczas»gdy DERSKI,

z punktu widzenia rdéwnar Lagrange’a, uzyX réwnowaznej kanonicz-
nej formy kwadratowej. Zatem do réwnan podanych przez DERSKIEGO
mozna dojsé drogg zaproponowang przez BIOTA, jezeli rdéwnania
Lagrance’a wyrazi sie we wspélfzednych normalnych (gXéwnych).

%W tej pracy nie bedziemy korzysta¢ z rownari Lagrange’a.
“ykorzystamy jednakze sens wspéirzednych normalnych. Istotg tych
wspéirzgdnych jest to,ze dajg si¢ w nich wyrazié prawa zachowa-
nia, czy tez rdwnania bilansu dla mieszaniny ze sprzezeniem
ruchu przez masg. Inng istotng cecha tych wspéirzednych jest, ze
wielkosci kinematyczne takie jak przemieszczenia, predkosci
rrzemieszczer wyrazone przy ich pomocy s3 wielkoSciami natural-
nymi (rzeczywistymi). Znaczenie tej ostatniej cechy doceniamy
przy formuXowaniu problemdéw brzegowych w teorii mieszanin. Na
brzegu obszaru spotykamy sie bowiem z obiéktywnie istniejgca
rzeczywistoscia.

Jeéli rownania lokalne wyrazajace ruch, stan termodynamiczny itp.
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we wnetrzu obszaru sg wyrazone za pomocg wielkosci nierzeczy-
wistych, to powigzanie zjawisk zachodzécych we wnetrzu z obiek=-
tywna rzeczywistoéci% na brzegu napotyka na trudnoSci. Tak jest
np. w przypadku réwnan BIOTA, [3], w ktdérych przemieszczenia i
predkosci przemieszczen majg sens wielkosci Srednich .barycentrycz-
nych (por.rozdziat I oraz prace [54],[55]). TrudnoSci z formuZo-
waniem warunkéw brzegowych moga sie pojawié, jeSli réwnania
ruchu mieszahiny quziemj ustanawia¢ w oparciu o trzeciag zasade
metafizycznag Truesdelléf Trudnosci te wytaniajg sig¢ stad, ze
kinematyczne wielko$ci barycentryczne odnoszg sie¢ do srodkdw mas
wieloskladniﬁowych"czqstek“, a wigc nie istniejg na powierzchni
brzegowej mieszaniny ( por.rozdziat VI).

Inng zaletg wspéirzednych nofmalnych jest tez to, ze rzu-
caja one pewne Swiatlo na dotychczasowe dyskusyjne kwestie w
teorii mieszanin: migedzy innymi parcjalny tensor napre¢zenia
(por.[9], [42],(80], [82],[84]), globalny tensor naprezenia (por.
[34]), sposéb bilansowania energii i entropii (por.[84])itp.

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest N-skladnikowa
mieszanina ciaX odksztaXcalnych. Uwzglednia sig przy tym efekty
wynikajgce z ruchu wzglednego skadnikow (sity ayfuzji) oraz
efekty cieplne przy zatozeniu rdéznych temperatur skXadnikow.
Caze rozumowanie oparte jest na konstrukcji globalnych rdwnar
bilansu i funkcji stanu. Rozwazania prowadzi sie na gruncie
termodynamiki procesdéw nieodwracalnych dla proceséw bliskich

stanowi rownowagi. Zakada sig¢ przy tym, Ze mieszanina stanowi

* The motion of the mixture is governed by the same equations
as a single body.



oérodek jednorodny i izotropowy, a skadniki sg wzgledem siebie
chemicznie obojetne. Nie mnak¥ada sig zadnych ograniczen na prze-
mieszczenia i predkosci przemieszczern skXadnikéw. Przyjmuje sie
natomiast, ze gradienty tych wielko$ci sg maZe.

Niniejsza praca ma na celu:
Po pierwsze, wprowadzenie do teorii mieszanin jakosciowo mnowego
efektu jakim jest sprzgéenie ruchu przezrﬁasq. Efekt ten nie byz
dotychczas brany pod uwage w pracach dotyczgcych teorii mieszanin,
a moze mie¢ istotne znaczenie przy anélizie propagacji fal,
Po drugie, w zwigzku z wprowadzeniem do rozwazan sprzezer ruchu
przez mase, proponuje sie koncepcje wspbéirzednych normalnych jako
efektywnq metode analizy ruchu sprzezonego.
Po trzecie, wyeliminowanie z dotychczasowych réwnani teorii mie-
szanin tzw. wielkosci érednich wagéwych (barycentrycznych) i wy-
razenie ich za pomocg wielko$ci bardziej adekwatnych do rzeczy-
wistosci, tj. wielkos$ci wyrazonych za pomocg wspéirzgdnych nor-
malnych. GXéwnym powodem podjecia tego zamierzenia sg trudnosci
z formutowaniem warunkéw brzegowych dia réwnaii wyrazonych za
pomoca wielkosci Srednich barycentrycznych.
Po czwarte, rzucenie nowego swiata na stosowane dotychczas, lecz
réznie interpretowane pojecia parcjalnego i globalnego tensora
naprezenia,
Po piate, przedst;wienie w miare prostej i jasno zinterpretowa-
nej metody bilansu energii i entropii. Na ich podstawie wycigg-
niecie wnioskéw odnosSnie uogdélnionego prawa przepiywu ciepza,
wymiany ciepa pomiedzy skXadnikami i postaci sit dyfuzji (tarcia).
o szdéste, przedstawia’ sie propozycje zwigzkéw fizycznych i réw-

nania przewodnictwa ciepXa dla ogélnej teorii mieszaniny ciax
odksztacalnych. :
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Niniejsza praca pretenduje do przedstawienia teorii
zamknietej, tzn. ereytem koﬁcbwym jest peiny zestaw réwnan
teorii mieszanin z uwagami na temat formutowania warunkéw brze-
gowych.

Praca sktada sie z 7 rozdziaiéw. W rozdziale I przedsta-
wiono szczegbrowo istote sprzezenia ruchu przez masg w osrodku
porévatym‘vypelnionym,cieczq. Wyprowadzajgc réwnania ruchu dla
tego odrodka na podstawie rdéwnan Lagrange‘a, zasugerowano sens
wspélrzednych normalnych. Ponadto, w rozdziale tym zaprezento-
wano wXasny punkt widzenia autora dotyczacy interpretacji wspoi-
czynnikéw w Féwnaniach ruchu BIOTA, [3]. WspéXczynniki te nie
posiadaty dotad jasnej interpretacji i budzily wiele kontrowersji
w kregu zainteresowanych,

RozdziaX II poswigcono kinematyce osrodka wieloskadnikowego.
Wskazano na znaczenie sprzgzed ruchu przez mase oraz uzasadniono
potrzebg wprowadzenia dwojakiego podziaYu mieszaniny: ze wzgledu
na wiasnosci fizyczne (sk¥adniki fizyczne) oraz ze wzgledu na
naturalne pola predkosci (sk¥adniki kinematyczne) Naszkicowano
sposéb opisu ruchu mieszaniny za pomocg wspéirzednych normal-
nych. Wprowadzono pojecia udzialu oqutoéciowegé, powierzchhio-
wego i masowego sktadnikéw oraz zdefiniowano energig kinetyczng
mieszaniny we wspdirze¢dnych normalnych. W ostatnim punkcie tego
rozdziatu podano réwnania ciggrosSci masy i wskazano, ze masa
skkadnika-kinematyczhego w 0gélnym przypadku nie musi by¢ zacho-
wana. :

¥ rozdziale III dokonano kfytycznej oceny prezentowanych w lite-
raturze poglgddéw na temat parcjalnego tensora naprezenia oraz
zaproponowano definicje tej wielkosSci z punktu widzenia wspdX-

rzednych nermalnych, W kolejnych punktach tego rozdziaiu
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dokonano bilansu pedu oraz momentu pedu i wyprowadzono rdéwnania
ruchu mieszaniny,
W rozdziale IV, poswigconym termodynamicznym podstawom

teorii mieszanin dokonano bilansu energii i entropii. Formalnie
przyjeto, ze temperatury sksadnikéw sg rozne, aczkolwiek w-roz-
wazaniach postugiwano sig¢ rdéwnaniem Gibbsa., Bilansujgc entropig
okreslono funkcje dysypacji emergii. Na podstawie ograniczerd wy-
nikajgcych z drugiej zaéady termodynamiki i postulatu, ze funkcja
dysypacji ma posta¢ formy kwadratowej dodatnio okreslonej zapro-
ponowano postac prawa przeplywu_ciep&a w mieszaninie oraz postac
si¥ dyfuzji. Postugujac sie klasycznym rdéwnaniem Gibbsa dla ukia-
du otwartego zastosowanym do dowolnego sktadnika fizycznego okres-
lono funkcje wymiany masy pomigdzy sk¥adnikami kinematycznymi.

Kozdziatx V poswiecono réwnaniom konstytutywnym. Wykorzystu-
jac funkcje energii swobodnej rozwinigtg w szereg Taylora i réw-
nania stanu wyspecyfikowano zwigzki fizyczne i funkcje stanu.
W punkcie 5.4 tego ro0zdzialu wyprowadzono réwnania przewodnictwa
dla mieszaniny,

W rozdziale VI zestawiono funkcje niewiadome, ktdre naleza-
Yoby okreglic przy rozwigzywaniu problemoéw poczatkowo-brzegowych
W teorii mieszanin oraz rdwnania sfuzace. do ich okreslenia .
W punkcie 6.2 tego rozdziatu wskazano na trudnosci jakie moga
wynikngc przy formulowaniu warunkéw brzegowych,: jesli réwnania
teorii beaa wyrazone za pomocg wielkoSei Srednich barycentrycz-
nych,

. rozdziale VII przedstawiono przyklad, w ktérym ilustruje *
sie przejécie z réwnan ogolnych do réwnar teorii termokonsolidacji

zaprezentowanej w pracach [18], {20], [21].
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Rozdziax I

PROBLEM SPRZEZENIA RUCHU PRZEZ MASE
W TEORII KONSOLIDACJI

1.1, Analiza'kinematyczna oérodka porowatego wypeinionego cieczg

Zanim przystapimy do systematycznego ujgcia problematyki
teorii mieszanin z uwzglednieniem sprz¢zed ruchu przez masg,
pragniemy yprowadzié'Czytelnika w to zagadnienie na modelu prost-
szym. W tyﬁ rozdziale ograniczymy si¢ mianowicie do oSrodka dwu-
skXadnikowego, a édiéléj méwigc do osrodka porowatego wypeinio-
nego cieczg. Czynimy to przede wszystkim dlatego, Ze teoria
oérodka porowatego wypeXnionego cieczg, zwana teorig konsolidacji,
posiada juz pewne tradycjet éczkolviek nie zost;Za jeszcze "zupet-
nie ugruntowana.

Teoria konsolidacji i teoria mieszanin mimo, 2é obie trak-

tuja o osrodku wielosktadnikowym, uwazane byty do tej pory za

* Sformuowanie ogdlnej teorii odksztaXcalnego oSrodka poro-
watego wypeXnionego cieczg nalezy do BIOTA (1941r), [2], chociaz
za tworce teorii konsolidacji uwazany jest TERZAGHI (1925r.), [75].
Systematyczne ujecie teorii mieszanin nalezy do TRUESDELIA (1957r.) ,
ktéry opracowal teori¢ mechaniczna, [78], a nastgpnie rozwingt
teorie termodynamiczng, [79]. Pewne przyczynki do teorii mieszanin-
wniesli FICK (1855r.), STEFAN (1871r.)i inni (patrz [41]).
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dwie oddzielne dyscypliny (por.przeglad literatury w pracy
DZIECIELAKA,[27D. We WSTEPIE zasygnalizowalismy, Ze przyczyng roz-
biezncsci tych dwich teorii jest pominigcie,efektu sprzezer ruchu
przez mase w teorii mieszanin. Efekt ten jest uwzgledniony w
teorii konsolidacji i odgrywa istotng role przy analizie fal w
oérodku porowatym wypelnionym ciecza (por.np.prace BIOTA, [3], [4],
(5], (6], DERESISWICZA, [13], [14], DERESIEWICZA i RICA, [15],
DERESIEWICZA i WOLFA, [16] i inne.

Cheé unaocznienia efektu sprzezenia ruchu przez mase¢ nie jést
jedyng przyczyng prezentowania w.tej pracy teorii odrodka porowa-
tego wypelnionego cieczg. Jak wspomnielismy wyzej, teoria ta nie
jest jeszcze ugruntowana. Przede wszystkim, wspéXczynniki formy
kwadratowej, za pomocg ktérej BIOT wyrazit energig kinetyczna,
(por.[}]), nie posiadajg jasnej interpretacji fizycznej. Prédby
indywidualnego interpretowania tych wspéXczynnikéw przez poszcze~
gbélnych badaczy prowadzg do szeregu nieporozumieri. Rézne opinie
na ten temat mozna usiyszeé na seminariach i podczas dyskusji
w kregu zainteresowanych. Podejmuje si¢ tez préby wyprowadzenia
réwnar BIOTA na podstawie zasady zachowania pedu (BIOT wyprowadzi%
swoje réwnania opirajac sie na réwnaniach Lagrange a). Pokazemy
wkrdtce, ze sa to préby raczej daremne.

Rozwazania rozpoczniemy od analizy kinematycznej i napisa-
nia réwnan pedu. thym celu wyodrebnijmy w przestrzeni zajetej
w spos6b ciagly przez szkielet i przez ciecz pewng objetodé V,
ograniczong giadkg powierzchnig A, zorientowang w kierunku na

zewngtrz jednostkowym wektorem normalnym W& (rys.1).
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Rys. 1. Konfiguracja przestrzenna oSrodka porowatego
wypeinionego cieczg.

Konfiguracja V w chwili t przejdzie Q konfiguracje V' i V*
w chwili t+At. Konfiguracje V/i V” sg zdeterminowane przez dwa
rzeczywiste pola predkosci Wy(%,t) i vz (%, t).
ZaléZmy; ze ﬁierwsze z tych pél opisuje ruch szkieletu wraz z
pewna iloscia cieczy, ktéra porusza sig wraz ze szkieletem. Dru-
gie natomiast pole niech opisuje ruch cieczy wraz z pewnymi
czastkami szkieletu, o ile szkielet jest niekonsystentny.
Niech g, oznacza parcjalng gestosé szkieletu, natomiast St Ble.a
te jej czesSci, ktdére poruszaja sig¢ odpowiednio z predkosciz ¥, i
V; . Z kolei_niech,gzoznacza parcjalng gestosé cieczy, a €02
3,3 te jej czesci, ktorym przypiséna.jest predkosé odpowiednio ¥,
iVﬁ_.

Wprowadzimy pojecie macierzy udziatéw masowych, ktdrg
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J
w odniesieniu do oSrodka porowatego wypeinionego cieczg okres$-

limy jak nastepuje:

(1.1.1 [9,:,,] & Sa gai]

Sad ngJ
Sposéb wyznaczania poszczegélnych udziaiéw okreslimy w punkcéied.3.
Teraz zauwazmy, Ze suma wyrazéw w wierszach daje ggstoSci parcjal-

ne poszczegdélnych sktadnikéw fizycznych tj.:

ip W S48

S2 = S22 * Sy

Suma wyrazéw w kolumnach natomiast prowadzi do gestosci pewnych
mas o tych samych predkosciach tj.:

! §;=§4;+g23 )
(1.1.3)
S3 = S48 * Sat - :
Te ostatnie gestosci bedziemy w &alszyn ciggu nazywaé¢ gestoscia-
mi sk¥adnikéw kinematycznych.
Globalna gesto$é oSrodka jest nastepujgcg sumg:
(1.1.4 LTSty =81 .55
Rownania peddéw mozemy zapisaé na dwa sposoby:

- dla skZadnikdéw fizycznych:

(1.1.42) P, : f(?,;v, + %iiY,‘)dY :

V 4
(1.1.4D) ‘Pz » J‘(QM‘V;* gzivi)dv,
v

-dla skadnikéw kinematycznych:

(1.1.52) E‘fg;v,d\f,
V
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Predkosé zmian tych quow wyrazajg rownania'

(1. ¥z6adat ?4 j(§4 V;)dV+ dt I(S’,,w)dv

(1.1.6b) Pz & dt f(g,,v,,)dV+ —J(ez'v.)dl’

(1.1.72) ‘P1 =4 5(9.v,~)dv
S e

(1.1.70) L ‘;ij(gwi)dv
v

przy czym df'\/dt i d!/dt oznaczajg pochodne materialne z predkos-
ciami konwekc)ji odpowiednio ¥; i ¥y .

Réwnania bilansu pedu i na ich podstawie réwnania ruchu napiszemy
w punkcie 1.4. Przedtem naswietlimy sposdéb ich otrzymywania za
pomocg réwnai Lagrange’a, zaproponowany przez BIOTA, [3]. Dla tego
celu konieczne jest okreslenie energii kinetycznej. Energia ta,
odniesiona do jednostki objetosci, przyjmuje w naszym przypadku
postaé:

g8 X - %(QQV;V; + 93 Vs Vy).

BIOT napisa tg energig w postaci peinej formy kwadratowej. Zacho-
dzi wigc pytanie: kiedy energia kinetyczna przyjmie postac¢ peinej
formy kwadratowej? Glebsza analiza zagadnienia (patrz twierdzenia
dotyczace przejscia z petnej do kanonicznej formy kwadratowe]
zamieszczone np.w ksigzce JEFIMOWA i ROZENDORNA, [43] ) oraz czes-
ciowa interpretacja fizyczna wspdéXczynnikéw pélnej formy podana
przez BIOTA, {3], sugerujg przypu.szczenie, ze emergia kinetyczna
ma postaé peinej formy kwadrafowej, je®li jest ona wyrazona przez
$§rednie barycentryczne predkosci ruchu sktadnikéw fizycznych.
Predkosci te w naszym przypadku wyrazajg sig¢ jak nastgpuje:
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af
SV, = %1V *%aVs
(1.1.9) ¢
Q¥ £ G Vs + Qi Vs
Je$li rozwiazemy ukad réwnan (1.1.9) wzglgdem predkosci rzeczy-
wistych ¥, i ¥, i otrzymane zaleznosci podstawimy do wzoru (1.1.8),

to otrzymamy nastepujacg postaé energii kinetycznej:
(1.1.10) X, = 3(B. Y, V, * 2B,V Wy t BV, V),

gdzie: ; 2

g 2 -.
811 2 e [(ga? *851) 823 * (83 * 9s3) 9:;] y
S+ 8
- gtk - [(e,:*ezg)eﬁeza*(g.s +8,5)8,; 94:],
{1.4.41) 3, W i \
By = oz (84 $a1)8is * (8¢ S’zi)?n] :

o= odet [ g
Wyzej wypisane wspéXczynniki B“P nie mogg byé utozsamiane ze wspéi-
czynnikami udziatéw masowych Snt jak to sig¢ niekiedy sgdzi.

Macierz [B jest macierza sze$é na szesé. Forma (1.1.10) odpo-

%
cPap |

wiada cérodkowi izotropowemu i w tym przypadku macierz [de]przyj-

muje prostszg postad, [54}:

v

(3. 0.0 350 @ ]

Voot el g e W

toafs fp®iRt Y| guzoptangy sgstege By
: 184 Dopaflsx. Ors By Ozadd

o X D B A0

IR T i

Czy wspéczynniki B, odpowiadaja tym, ktére wystgpujg w definicji

(5
energii kinetycznej podanej przez BIOTA (BIOT oznaczal: B, =8,
.00 Bgg B¢, )7 Nalesy przypuszczaé, ze tak bowiem wspéXczynni-

ki te, zgodr'.e z ich interpretacja podang przez BIOTA muszg spei-

niaé¢ warunki:
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811#812=€1 ’ 1841>O'
Ba* B =Sz, By €0,

.1. 2 v
e B s kAPt B s

B, B,y - B, 0.

Zatwo sprawdzié, ze wsp6iczynniki (1.1.11) speiniaja te warunki.
Swiadczy to o tym, ze forma (1.1.10) pokrywa sig dokadnie z ta,
jaka postulowaX BIOT, [3].

Reasumu jagc stwierdzamy, ze w oSrodku porowatym wypeXlnionym
ciecza energie kinetyczng mozna wyrazié¢ w dwéch réwnowaznych
postaciach: w postaci kanonicznej i w postaci peXnej formy kwadra-
towej. Stwierdzenie to ma charakter bardziej ogdlny w tym sensie,
ze odnosi sig¢ do dowolnej N-skXadnikowej mieszaniny, w ktérej :
zachodzi ruch sprzezony. Do tematu tego wrécimy w nastepnym roz-
dziale.

Obecnie pokazemy jakie konsekwencje wynikajg ze stosowania
petnej lub kanonicznej formy przy wyprowadzaniu réwnarn ruchu

na podstawie réwnai Lagrange’ a.

1.2. Réwnania ruchu oérodka porowatego wypelnidnego cieczg |
z punktu widzenia Lagrange’a

Przyjmujemy stuszno$é nastgpujgcych zaXozend:
- odrodek porowaty jest jednorodny i izotropowy,
- w-kazdym punkcie przestrzeni znajduje sig réprezentacja kazde~-
go skadnika, '
- istnieje mozliwosé dwojakiego podzialu dwuskXadnikowej"czgste-
czki” majgcej masg wlaécivqg:

I. podzial fizyczny: na "czasteczke" szkieletu o estosci
P Y e gest :
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parcjalnej Q, i "czasteczke" cieczy o gqstos’_ci parcjalnej gz;
Tkl PR UL
II., podziaX kinematyczny: na"czgstke" poruszajgcg sie z
predkosciag rzeczywisty Wy o ggstosci parcjalnej ¢, i
"czasteczke" poruszajgca si¢ z predkoscig rzeczywista Vi
o gestosci parcjalnejgi; g= 8% 8s : :
- wyzej wymienione czgsteczki traktujemy jako punkty materialne,
- dwuskladnikowa "czgsteczka" jako zXozona z dwéch punktéw mate-
'rialnych, majacych swobode ruchu posiada szesé stopni swobody,
- masy poszczegolnych sktadnikéw fizycznych i kinematycznych
w jednostce objgetosci catkowitej sa state, tzn. nie ulééajq
zmianie w trakcie ruchu.

Zgédnie z przyjetymi zaXozeniami, dla opisania ruchu kazdej
dwuskadnikowej "czasteczki" nalezy zadaé szedé¢ wspéirzednych
uogolnionych. Bedg to:

- trzy wspéirzedne wektora przemieszczenia szkieletu i'trzy wspoX-

rzedne wektora pfzemieszczenia cieczy przy podziale fizycznym:

1 g0y R
2.0 {gL; S R e AR ,6} = {u‘, L n;, L n’}’
lub tez:

- trzy wspoirzedne wektora przemieszczenia skXadnika kinema'_tycz-
nego ) (o prqdkos’civ,'.) i ti-zy wspéirzedne wektora przemiesz-
czenia skladnika'kinematycznego 2 (o predkosci vi) przy podzia-

le kinematycznym:

A A ~ " 4 2 3 1 2 3
(1.2:2 Ig"; Towokelysd i ,6} ={u*, Ugs Uz Uy By, “§}°
Réwnania ruchu osrodka porowatego wypeinionego cieczg wyprowa-
dzimy przy pomocy réwnani Lagrange’a, [3]:

(1.2.3) iy

1 ; - B B P E ey
pt . T e
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gdzie:

J(' - oznacza epergi¢ kinetyczng na jednostkg objetesci,

D, - oznacza energi¢ dysypowans ne jednostkg objgtosci,

g, - oznacza 'uogélniona‘ sixe na jednostke objetosci, .
Wykorzystujac definicje wspdéirzednych uogdélnionych (1.2.1), moze-

my réwnania (1.2.3) zapisa¢ w réwnowaznej postaci:

d_9X @D, _

& I T

9 ax( 3D4 ¢ s
e + % s g" H 11,8 3
§t auz a uz ) ’ <y

(1.2.4)

przy czym:
1 s el
iy K, =3 (B, w,u; + 2B, u u; + Bzzuzuz)'
g §oio oot algom ¢80
Dy = 3 b (u; - w)E, -u3),

. o
5;3611.1 oy X5 ol 4,24

1
W powyzszych wzorach energi¢ kinetyczng przepisano zgodnie ze

wzorem (1.1.10) przyjmujac V, =W, i V,=W, . Funkcje dysypacji
1 2 2

1
energii,"ktéra zalezy wylacznie od ruchu wzglednego skXadnikow,
przyjeto za BIOTEM, [3], jako jednorodng kwadratqwq forme predkos-
ci wzglednych. Podobnie za BIbTEM przyjeto, ze éila uogélnibna
jest rowna diwergencji tensora naprg¢zenia 6,-: , Przy czym dla
cieczy 65 = 626';3 . Tutaj zatozylismy dodatkowo, ze czgScia siiy
uogélnionej jest sia masowa g  X;.

Réwnania (1.2.4), po wykorzystaniu (1.2.5), mozemy przepisac
w nastqpujac_ej postaci: :
S 5).24 + ¢ X, +b(aj -u}) =3, 8, +B, 1,

£ ‘i i R oy
sii,i + gzxi -b(u, -u)=B,u;+'B, u.
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Sg to réwnania ruchu osSrodka porowatego wypenionego cieczg ,
podane przez BIOTA, [3]. Po prawej stronie tych réwnai widoczne
sg cziony wyrazajace sprzezenie rwlchu Przez masg.

Obecnie, réwnania lagrange’a wyrazimy we wspéXrzgdnych
opisujacych potozenie sktadnikéw kinematycznych. Wykorzystmjac
ich definicje. (1.2.2) mozemy napisaé¢ przez analogig¢ do (1.2.4):

2 3%, 9D, N
5 ou © dag. Bd flhe

(1.2.7)

przy czym tutaj:

;| | y R
X, = 3(3u7 vg + g3 4y ,

.

3 b (i - ag)(af - 8y,

(1.2.8) D,

A
o

T G o :
Wspéirzgdne opisujace poXozenie sk¥adnikéw kinematycznych nazywaé
begdziemy ws poirzednymi normalnymi,. :
Ich charakterystyczng cechg jest, Ze energia kinetyczna wyrazona
w tych wspdirzednych posiada postaé kanoniczng formy kwadratowej.
Réwnania ruchu wyrazone we wspéirzednych normalnych przedstawiajag

sie¢ nastgpujgco:

b ~ o <% %

61..‘.3 +,g?x.- + b (u§ - ua) =8, Uy
(10209) i g = = :

6}‘-1 + gsxé - b (u; - n}) =gy iy .

Zalezno$¢ pomiedzy naprezeniami 6; i 6;" otrzymujemy z warunku, ze
moce si uogélnionych na odpowiadajgcych im predkosciach prze-
mieszczen mozliwych sg réwne tj.:

g tuan & o
(1.2.100 - § gaéu&=z:g;<§u;.

=% ot=q
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Wykorzystamy zaleznoSci (1.1.9), na podstawie ktérych znajdujemy:

B e~
(1.2-11) Ju‘ = E"Ju‘ + "E;_'Juf ’ K = 1’20
Po podstawieniu do (1.2,10) zaleznosci (1.2.5)3, (1.2.8), 1 (1.2.11)
i przyréwnaniu wyrazéw wystgpujacych przy odpowiednich predkosciach

przemieszczer mozliwych po obu stronach réwnania mamy

qu i e a8
g 4+ 8, i R
(1.2.12) A
S et oH st M
) j»,j e, ) 92

SwiaEky” (1. 1.2), (0.3, (1619, (N1 18 .. a8, - (1.2.42)
oraz zaleznosé «
(1.2.13) b =bd(=%) ; w=det[g;]

: 184 82

pozwalaja przetransformowaé ukrad réwnai (1.2.6) w ukXad réwnan

(1.2.9) i na odwrét. Swiadezy to, ze uktady te s réwnowaine

w sensie opisywanych przez nie zjawisk.Sprze¢zenia ruchu przez

mase vidocz:ne po prawej stronie réwnai (1.2.6) zostaly uwzglednio-

ne, lecz w odmienny spdséb,w réwnaniach (1.2.9). Wyrazajg sig one

poprzez udzialy masowe danych sk*adnikéw w. ruchu innych skXadnikow.

Mozemy tez powiedzieé, ze réwnania (1.2.9) sg réwnaniami ruchu

dwéch kontinuéw o gestoSciach odpowiednio $ i g;. , ktére sg scha-

rakteryzowane poprzez rzeczywiste pola przemieszczend "q & ui &
badZz tez predkosci przemieszczed u‘ =V, i Ui= v; . Nalezy tu

podkreslié zalety réwnai (1.2.9) w stosunku do (1.2.6):

- po pierwsze: wielkosSci kinematyczne takie jak:przemieszczeniel,,
predkosé ﬁ& =V » przyspieszenie ﬁ& , 53 wielkos-
ciami rzeczywistymi,

- po drugie: forma matematyczna réwnaid (1.2.9) jest prostsza w

stosunku do (1.2.6),
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- po trzecie: rdéwnania (1,2.9) mozna wyprowadzié korzystajac
z rownan bilansu pgdu, podczas gdy w przypadku
réwnan (1.2.6) jest to raczej niemozliwe.

Na zakonczenie tego punktu zwrdéémy jeszcze uwage na dwie
rzeczy:

- gdy szkielet osSrodka porowatego jest konsystentny, to S = i A
a rdwnania (1.2.9) odpowiadajg rownaniom prezentowanym przez
DERSKIEGO, [17], i

- gdy przyjmiemy rdowniez €3= 0, to réwnania (1.2.6) i (1.2.9)
maja taka samg postac: :

§;j +¢X +b (ﬁ; - i:): 3, ai -4

(to2,14) b ok i -ﬁ‘)gg T
4 ¢ 2 1 g’ 2

Takg postaé roéwnan ruchu dla osrodka porowatego vypeknionegp

ciecza otrzymalibySmy na podstawie dotychczasowej teorii mieszanin,

Jak widaé, nie opisuja one sprzezed ruchu przez mase.
1.3. Réwnania bilansu masy

W punkcie 1.1 wprowadzilismy pojgcie udziaXéw masowych, nie
méwiac nic o sposobie ich wyznaczania. Obecnie zajmiemy sie tym
zagadnieniem przy okazji bilansowania masy. Rozwazania prowadzié
bedziemy bazujgc na ogdélnej teorii réwnania bilansu w opisie
przestrzennym. W odniesieniu do masy;réwnanie to wyraza zmiany
masy w oqutoéci,spowodowane strumieniem masy przéz powierzch-
nig oraz ewentualnymi Zrédtami masy. Napisanie réwnania bilanaﬁ
dla o$rodka jednoskadnikowego nie nastrecza trudnosci, gdyz
sk¥adnik ten wypeXnia calkowicie my$lowo wyodrebniona objetosé
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i jest gesto rozXozony na powierzchni bilansowej oraz scharakte-
ryzowany przez jedno’pole predkosci. Zachodzi natomiast pytanie:
jak mozna zbilansowaé mase¢ danego sktadnika w mieszaninie, ktéry
posiada jedynie pewien udziaX na powierzchni, a ponadto pole
perkoéci tego sktadnika na péwierzchni moze byé , wskutek sprze-
genia ruchu przez masg, niejednorodne. 0té%z réwnanie bilansu
pugeruje; ze warunkiem koniecznym poprawnego zbilansowania masy
danego skXadnika w mieszaninie jest znajomoééfjego udziau

' w objetoSci i wzgledem powierzchni, a ponadto rozréznienie jego
ndziaXéw Powierzchniowych o danych predkosciach.

Powyzsze stwierdzenie ogdlne wyrazimy formulami matematycznymi.
W tym celu wyodrebnijmy pewng objetosé V wypeiniong przez o$ro-
dek porowaty wypeiniony cieczg. Czes¢ V, tej objgtosci zajmuje
szkielet, a czesé V, ciécz, przy czym V = V, + V, , Masg szkieletu
oraz cieczy mozemy formalnie wyrazié nastepujacymi catkami:

m, = fg‘f av ,
(1-3- 1) 5 V1

m, = Sg;’ av ,

gdzieg) ig: oznagaajq rzeczywiste gqstoéci saktelotu 4 cietzy.
Budujemy teorie¢ kontynualng. Zékladamy wiee, ze tréjwymia-

rowg przestrzen Euklidesa R"wypelnia'bez reszty osrodek dwuskXad-
nikowy. Mozna go zdefiniowaé podajgc zbidér V, ="ziaren, ktdére
tworzg szkielet" i jego dopeXnienie V, -"pory"..
Celem opisu takiego osrodka porowatego mozna wprowadzié pewng
funkcje alternatywna f(®), ktéra nazywamy "porowatoscig". Definiu-
je sie ja jak nastepuje:

fx) = 1 * jezeli ¥ znajduje sig w porach,
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£f(%) = 0 jezeli ¥ znajduje sie¢ w ziarmach szkieletu.

% eksperymentalnego punktu widzenia, osrodek porowaty charaktery-
zuje si¢ przez wybdr stalych parametréw makroskopowych takich
jak: porowato$é Srednia, przepuszczalnosé itp. ZakYada sie przy
tym zawsze, ze do pomiardw uzyty jest osrodek o objetosci wielo-
krotnie wiekszej w pordéwnaniu do_wymiarév granulonetrycznych'tego
oSrodka. Zak¥ada si¢ tez dodatkowo, Zze ta duzg objetos¢ mozna
wydzieli¢ w dowolnym miejscu przestrzeni zajmowanej przez-oérédek.
Tak pojeta jednorodnosé ma nature czysto statystyczna. Mozemy
zatem powiedzieé, ze tak pojeta .jednorodnosé statystyczna f(a¢)
jest realizacjg pewnej funkcji losowej alternatywnej, ergodycz-
nej i stacjonarnej. Hipoteza ta jest matematycznym sformuiowaniem
obserwacji doéwiadczalnej: istnienia jednorodnego osrodka porowa-
tego. :

Funkcje losowg f(®) mozna zastapié odpowiedxiiq naiiziejq ma=-
tematyczng. Zatem, porowatosé sSrednia réwna sig¢ Sredniej wartosdci

f(x) w dostatecznie duzej objetosci:

- j £(3¢) AV(x)
v s
W praktyce, porowatosS¢ objetosciowg definiujemy jak nastepuje:

ay,
v 2
{1.3.2a) fz gw—

Porowatosé objetosciowa oznacza jednoczeSnie udziat cieczy w da-
nej objetosci. Analogicznie mozemy okreSlié udzia szkieletu
w danej objetosci:
v df 3%
(1.3.2p) 9
Wykorzystujac pojgcia udziaXéw objetoSciowych (1.3.2a i b), moze-

my dokonaé zamiany zmiennych pod catkami (1.3.1) i okreslié masy
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skXadnikow jak nastgpuje:

m, =[e,4v 5 ¢=gt1],
(1.3:3) v
Ma =v.§g:.dv iy f: ’
przy czym gaj'gz nazywamy gestosciami parcjalnymi szkieletu i
cieczy. Catki (1.3.3) sg dobrze okreslone tak ze wzglgdu na funk-
éjq podcatkowa jak i na obszar catkowania.
Réwnania bi;ansn masy szkieletu i cieczy mozemy formalnie

wyrazié jak nastepuje:

m, = %{ fg:‘mr1 + §9fv,-ndA,¢ *§ ST vz -mdA,; =0,
(1.3.4) Vi A Agg ;
iy - 3 [gran, § Svendhg s mdy =0,
Vo Azt A23

gdzie A11i‘Aiioznaczajq powierzchnie "ziaren szkieletu"” na
powierzchni A , na ktérych to powierzchniach "ziarna" majg odpo-
wiednio predkosci¥, i Vj. :

Analogiczne powierzchnie w odniesieniu do cieczy stanowig A i Azi-
Celem b;;Zazego unaocznienia powierzchni szkieletu i cieczy

o danych prqdkoéciach,‘przedstaviamy na rys. 2 pewien model osSrod-
ka porowatego wypeXnionégo cieczg. Jest to model ze zwartym szkie-
letem, tzn. nie ma "ziaren szkieletu" poruszajgcych sig razem

z cieczg.

7 osrodka tego wycieto mysSlowo dwie kostki "a"™ i "b" o ekstremal-
nych powierzchniach cieczy. Ciecz na powierzchni kostki "db" po-
siada dwie rdézne predkosci. CzesSé tej cieczy ﬁorusza sie z pred-
kosScig szkieletu ¥;, 2 czedé z wz'aqu predkosciaq W; .

W obliczeniach poslugujemy sig¢ srednimi wartosciami powierzchni

sk¥adnikow o danych predkosciach,
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Rys. 2. Model ofrodka norowatego wypeinionego cieczy.
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Udziaty powierzchniowe definiujemy w podobny sposdb jak
udzialy objetosciowe{ a mianowicie:
dA
A
(P gayseraighidn T

"

oznacza sredni udzia¥ na powierzchni A szkieletu majgcego predkosé
V1»;

A df 9dhg
(13, hls bibS i veuyr

oznacza Sredni udzia powierzchniowy szkieletu majacego predkosé

v; ;o

2 a df 9Byt
oo b S ¢
oznacza $redni udziat na powierzchni A cieczy majacej prqdkoéé\q;
a df Ay ;
(1.3.54) £3 =

oznacza Sredni udzial powierzchniowy cieczy majacej predkosc Vs .
Aby mie¢ peXny zestaw definicji, podajemy ze:

A A A

(1.3.62) £, = £+ L2

oznacza $redni catkowity udziat szkieletu na powierzchni A,oraz :
A a A

(1.3.6b) fz = fi¢+ f.5

oznacza Sredni catkowity udziat cieczy na powierzchni 4.
Dla osrodka jednorodnego i izotropowego, $redni udzia powierz-
chniowy skiadnika jest réwny udziaZowi objetosciowemu, [57],tj.:

(1.3.7) #Xp #qy

Wykorzystujgc pojecia udziaidéw powierzchniowych i objetosScio~-

wych, mozemy réwnania bilansu (1.3.4) przepisaé jak nastepuje:

(1.3.82) f%—%— av + §(gq,v‘ +8,3¥3)-mdA =0,
v A

(1.3.8D) 5%‘35 av + §(€23V4 + 823¥5)-mdA =0,
v A
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przy czym:

A -t L A
(1.3.80) @, =¢Rfay85=¢r T35 €= 8 Toro %53 =61 fad

nazywamy udziatami masowymi danego skXadnika W ruchu innego skXad-
nika. : i
Wykorzystujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego oraz odpowiednie
zaYozenia gradkosci funkecji, otrzymujemy na podstawie (1.3.6a i D)
nastepujace lokalne postaci réwnain bilansu masy dla ﬁskieletn
i cieczy:

%‘ii +div[e,ve + g3vs] =0,
(1.3.9) '

%& + aiv[guyv; + S28vz] =0.
Réwnanie globalne bilansu masy w formie lokalnej otrzymamy sumu-

jac réwnania (1.3.9) tj.:

(1.3, 10) 2-% + div [g?v; + 83 Vi] 0%

gdzie g, i ¢; oznaczaja gestodci sktadnikéw kinematycznych okres-
lone wzorem (1.1.3). :
Masy skXadnikéw kinematycznych wyrazajg nast§épujgce carki:

ma = 592dv ’
(1:3:31) v

S vfgi av .
Tak jak dla skladn;kéw fizycznych postulowanie zasady zachowania,
wobec braku reakcji chemicznej byXo situszne,tak dla skXadnikéw
kinematycznych zasada ta moze nie byé speXniona. Wskutek defor-
macji os$rodka moga sig zmieniaé¢ udzialy masowe sk¥adnikéw fizycz-
nych w ruchu poszczegdélnych skadnikéw kinematycznych. Dlatego
tez, w bilansie masy poszczegdlnych skadnikdéw kinematycznych

wprowadzimy formalnie funkej¢ Zrdédta danego skradnika
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kinematycznego.

Réwnania bilansu prz’edstawiajq sie nastgpujgco:

i: =Vj%gt3' dv +A§g¢vt-n dA *v"g; av:,

ﬁ!aj%iédV+§g£V5-ndA=fg;dv..
v A %

gdzie g; i g; oznaczaja wspommiane zrédia sk¥adnikéw kinematycz-

(1.3.12)

nych.
Przy zadanych zatozeniach gXadkosci, réwnania (1.3.12) mozemy
napisa¢é w formie lokalnej tj.:
Q%’{ + divgtv‘,= g: ’
(1.3.13) ,
%?ti + divgivim 9; .
Suma powyzszych réwnai prowadzi do globalnego réwnania bilansu

masy (1.3.10). Musi by¢ przy tym speiniony warunek:

(1.3.14) ‘ g;+g;= O

Funkcje a_i,rédel okresla sig przez zalozenia konstytutywne, [36]' [64}.

1.4. Réwnania bilansu pgdu

W punkcie 1.1 wypisalismy ogélne formuly okreslajace zmiang
pedu poszeczegélnych sk¥adnikéw osrodka porowatego wypelnicnego
ciecza. Celem napisania réwnai bilansu pgdu nalezy okresli¢ sity
pcwierzchnioye i sily masowe dziaXajgce na poszczegblne sktadniki,
a takze ewentualne Zrédta sit wynikajace z ruchu wzglednego skiad-
nikéw. Zanim to uczynimy, nawigzemy do uwagi zamieszczonej w punk=-
cie 1.1 odnodnie trudnosci uzyskania réwnaii BIOTA (1.2.6)na pod-

stawie réwnaf bilansu pedu, a scislej,z réwnad bilansu pgdu
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skadnikéw fizycznych. Pedy te oraz ich pochodne wyrazajg onry
(1.1.4a 1 %) oraz (1.1.6a i b).

Rozpisujac pochodne materialme catek (1.1.6a i b) stwierdzamy, ze
nie uzyskujemy wyrazeri odpowiadajgcych prawej stronie réwnai
(1.2.6). Wyrazen takich nie uzyskujemy tez, gdy réwnania pgdu
(1.1.42 i b) wyrazimy za pomocg pgdéw Srednich (1.1.9)t3., gdy
napiszemy: .

13=5g“v‘ d¥ ; ‘o= 1,23

'
Pochodna materialna tego pedu:

B

ﬁf Igd%ﬁ av ; '%‘? g—t»fvd-grad( Y. o=.1,2
V -

zupeinie nie przypomina ruchu sprzg¢zonego przez maseg.

_ Zdaniem autora, aby dojsé do réwngﬁ BIOTA (1.2.6) na podsta-
wie réwnal bilansu pedu,nalezaXoby w odpowiedni sposéb okreslié
vsily powierzchniowe, a Scislej méwigc parcjalne tensoiy napreze-
nia. Nie dysponujemy jednakze zadnym kryterium umozliwiajgcym
konstruowanie takich tensorodw. .

Problem definicji tensordéw parcjalnych stanowi jeﬁen

z najstabszych punktéw teorii osrodkéw wieloskzadnikowych. ;decy;r
dowana wiekszos¢é autorow zajmujqcych sie tymi zagadnieniami
akceptuje pojecie parcjalnego tensora naprezenia. Pojgcie to
umozliwia opis ru;hu dyfuzyjnego. Nie ma jednakze w literatursze
Scistych definicj; tej wielkosci. Definicja podana przez
TRUESDELLA, {por.[79], str.567} zostata zakwestionowana przez
GURTINA, OLIVERA i WILLIAMSA, [42], jako implikujaca paradoksalng
symetrie oddziatywah (por. réwniez: praca WIIMANSKIEGO, [84] oraz
praca doktorska UZIEMBLY, [80] ). Propozycje tych autoréw podziazu

parcjalnego wektora naprezenia na czgS¢é wewnetrzng i zewngtrzng
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nie mozna uzna¢ obecnie za zadowalajacg ze wzgledu na brak jasnej
interpretacji tych wyréZnionyéh czesci.
W tej pracy, wprowadzajac pojecie parcjalnego tensora naprezenia,
oprzemy sig¢ na koncepcji BIOTA, ktora zdobyka sobie szerokie uzna-
nie w literaturze (por.przeglad literatury w pracy 27]). Koncep-
cje¢ tg wykorzystalismy w punkcie 1.2. Jej istota jest traktowanie
diwergenc ji parcjalnego tensora naprgzenia jako sity uogdélnionej
w rownaniu Lagrange’a.
WOZNIAK {por.{36}, str. 141 wzdr(25.24)} otrzymat réwnania ruchu
osrodka wielosk}adnikowego, ktére w przypadku dwoéch skradnikow
pokrywajg si¢ z rownaniami BIOTA (1.2.6), lecz bez specyfikacji
six dyfuzji.
DERSKI,[17]. opierajgc sig¢ na rownaniach bilansu masy, wyprowa-
dzi¥ réwniez rdwnania ruchu dla osrodka porowatego wypeinionego
cieczg. Jego rdéwnania roéznity sie formg matematyczng od roéwnar
BIOTL. Autor, w pracy [54]. wykazat, Ze réwnania DERSKIEGO pokry-
wajg sic z rownaniami BTOTA, gdy te ostatnie wyrazimy we wspét-
rzgdnych normalnych, tj. w postaci (1.2.9). Oznacza to, ze diwer-
gencja parcjalnego tensora naprgzenia w réwnaniach DERSKTEGO jest
sitg uogdlniona w sensie Lagrange’a, lecz wyrazong we wspoétrz-d-
nych normalnych. Stgd wniosek, ze jezeli rdéwnania bilansu rsdu
napiszemy dla sktadnikéw kinematycznych, to otrzymane na ich vod-
stawie rdéwnania ruchu b:;dg zawieraly parcjalne tensory navrgzenia
w sensie BIOTL z tym, Zze wyrazone we wspé¥rzednych normalnych.
Obecnie napiszemy rdwnania bilansu pedu z wykorzystaniem
okreslonych przez wzory (1.1.7a i b) przdkosci zmian vedu.

Réwnania te wyrazimy jak nastgpuje:
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; 7dA + ”Q?de *‘)AFu_dV‘ (ggdd:'*% V“)dv
C1aki 1) A s

fTan + gEXdV'f‘}FﬂdV ‘J'(gz LYe L Syvy)dV

R \'d
Przy obliczaniu pochodnych materialnych calek pgdu wykorzystano

réwnania ciggosci (1.3.13).

W réwnaniach (1.4.1)T; i T3 oznaczaja sity powierzchniowe odnie-
sione do jednostki powierzchni catkowitej, dziatajgce na skXadni~-
ki kinematyczne T1%, Sity te bedziemy w dalszym ciggu nazywaé ;
parcjalnymi wektorami naprgzenia.

Przyjmujemy, ze wektory te wyrazaja sie wzorami Cauchy’ego:

(1.4.2) #ed

Ponadto, w réwnaniach (1.4.1) X oznacza sile masows odniesiong
do jednostki masy, natomiastf}ij.sﬁ oznaczajg sitry dyfuzji na
jednostke objetosci(érédra siX) ;

Siry dyfuzji mozna wyspecyfikowaé w sposéb zaproponowany przez
BIOTA. Polega on na zapostulowaniu funkcji dysypacji jako jedno-
rodnej kwadratowej formy predkosci wzglednych, i zdefiniowaniu
si¥ dyfuzji jako pochodnej tej funkcji wzglg¢dem predkosci.
DERSKI i autor, [20], [21], zaproponowali inng metodg okreslania
tych six. Ich postaé¢ mozna mianowicie ustalié¢ na podstawie
wniosku wynikaja?ego z nieréwnosci Clausiusa-Duhema. Oczywiscie,
aby globalne rdéwnanie bilansu byZo zachowane, suma sit dyfuzji

musi sie zerowaé tj.:
(1.4.3) F;; g F,ga i

Podstawiamy wzory Cauchy’ego (1.4.2) do réwnai (1.4.1) oraz

wykorzystujemy twierdzenie!Gaussa-Ostrogradskiego celem zamiany
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catek powierzchniowych na objg¢tosciowe.
Zakadajac, ze funkcje podcatkowe s3 ciggie, a dobdr objetosei V
byt zupelnie dowolny, mozemy napisacé nastgpujace postacie lokal=
nych réwnani bilansu pedu:
el A diw
R SNt T YT TR
(1.4.4) .

1 £ :
6; e, SN0 T I

+ & ) (UL
Jest to ogdlna postaé réwnad ruchu dla oérodka porowatego wypek- °
nionego ciecz3.

Jesli przyjmiemy, ze masy skadnikéw kinematycznych sg zachowane
oraz zalozymy, ze F;i = -F;" =b (vg- v;), to réwnania (1.4.4)
|- oznaczajg réwnania (1.2.9) wyrazone we wspéirzgednych normalnych.
Z kolei, aby rdwnania (1.4.4)7 pokrywatry sie z tymi jakie wyp;owa-
dzi DERSKI, [17], nalezy przyjaé: ‘3:‘ 9; %0, 9,= ¢-% , ¢,=3 ,
gdzie (g-@) oznacza parcjalng gegstosé szkieletu wraz z cieczg
uwigziong, (§ oznacza ciecz swobodng.
Réwnania DERSKIEGO odpowiadaja oSrodkowi porowatemu z konsysten-
tnym szk’ielet’em; Macierz udzia¥éw masowych dla tych réwnai wyraza
sie¢ jak nastegpuje: i

3, ©
(1.4.5) [8at] = |62 3

Problem symetrii tensordéw parcjalnych przedyskutujemy w | roz-
dziale III.
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Rozdziax II

KINEMATYEA MIESZANINY

2.1, Fizyczny i kinematyczny podzial osérodka wieloskZadnikowego

Punktem wyjécié do rozwazan nad teorig mieszanin w niniejszej
pracy jest stwierdzenie oparte na przestankach doswiadczalnych,
ze w osrodku wielosk¥adnikowym pole predkosci danego sktadnika
na hipotetycznej powierzchni poprowadzonej przez ten oSrodek
jest niejednorodne., Przyczyng tej niejednorodnosci jest zjawisko
sprzezenia ruchu przez masg, tj. zjawlsko narzucania ruchu
czesci danego skadnika przez inny skladnik. Zjawisko to ingeru-
je przede wszystkim w réwnaniach bilansu i prawach zachowania.
Réwnania bilansu w ujgciu przestrzennym opisuja, najogélniej
méwigc, zmiany danej wielkoSci w objetosci spowodowane jej tran-
sportem. przez powierzchnie, Oczywiscie, niekiedy odgrywajg tez
role objetosciowe ;oddziatywania zewngtrza i funkeja Zrédex.
Oddziatywaniem dalekozasiegowym w tej pracy zajmowaé sig¢ nie
bedziemy.

Jak z powyzszego wynika, przy pisaniu réwnani bilansu dla

¥ w hydrodynamice zjawisko to nazwano efektem masy przyzg-
czonej, [58], [69].
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poszczegélnych sktadnikéw mieszaniny decydujace znaczenie ma
znajomosé udziaXéw tego sktadnika w objetosci i wzgledem
powierzchni, a takze znajomo$é rozkradu jego pola predkogci.

W zwigzku z niejednorodnoscig pola predkosci dla danego
sktadnika fizycznego, proponuje si¢ w niniejszej prac& wyréznid,
oprécz podzialu mieszaniny na skZadniki fizyczne, takze podzial
ze wzgledu na naturalne pola predkodci. Ten drugi podziat nazy-
waé bedziemy krétko podziaiem kinematycznym, a skXadniki przy
tym podziale skXadnikami kinematycznymi. Sk¥adniki kinematycz-
ne sg fizycznie niejednorodne, tzn. sg zozone z tych czesci
skXadnikéw fizycznych, ktdére posiadajg tg samg naturalng (rze-
czywista) predkosé . Jak juz zésygnalizowaliémy w rozdziale I,'
r-n ch skladni kAé w kinematycznych
opisujg wspoé2rzedne normalne,

Dla ustalenia uwagi rozpatrzmy element dwuskXadnikowy ,

naszkicowany pogladowo na rys.3.

LI
P U

—
S
Iy

r
a T".t‘
] @ konfiguracja
w ChWIlI feat

1~

il
K
Iﬁl
l
I .l!ll

<

“konfiguracja
@ w chwili ¢

Rys. 3. Pogladowe objasnienie fizycznego i kinematycznego
podziatu skadnikéw.
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Przy podziale fizycznym wyrdzniamy skXadniki o€ i [ jako, ze
kazdy z nich stanowi materig o okreslonych wlasnosciach fizycznych.
Przy podziale kinematycznym vyroinimy sk¥adnik P P’ posiadajqcy
prqdkoscvﬁ oraz skradnik & =ov ) posiadajgcy predkosé v;‘(vat vé.).
Fakt, ze w osrodku wieloskadnikowym ruch czesci skadnika
fizycinego moze byé narzucony przez ruch innego sktadnika fizycz-
nego (niejednorodnosé pola predkosci danego sktadnika fizycznego)
sugeruje przypuszczenie, iz ﬁrzez predkosé takiego skZadnika -
rozumieé mozna jedynie predkosé érednig np. predkos¢ barycentry-
czng.
Tak wigc, skXadnikowi fizycznemu P.na rys.3 mozemy przypisaé
srednia predkosé Vb okreslong np. 2z rdéwnania bilansu pgdu w

sposéb nastepujacy:

(2.1.1) B¥p = By Vg * PesVi
; vu.g v& k]
gdzie mp= m_+ mPE oznacza catkowitg mase skadnika g

Jak wspomnieli$my we WSTEPIE, wprowadzanie do rozwazan tak
 zdefiniowanych pregdkosci Srednich ma swoje ujemne strony. Uwaga
ta dotyczyla szczegdlnie trudnosci ze sformulowaniem warunkéw
brzegowych dla réwnai wyrazonych za pomocg predkosci srednmich,
ale nie tylko. Tutaj pragniemy unaocznié inng niedogodnos¢,
mianowicie interpretacje wspéczynnikéw formy kwadratowej wyra-
- zajacej energig kinetyczng w przypadku, gdy energia ta wyrazona
jest przez predkosci Srednie.

Postuzymy sie rys.3 i dla przedstawionego tam elementu dwuskiad-
nikowego napiszemy rownanie energii kinetycznej. Energia ta

 (we wspéXrzednych normalnych) wyraza sig nastepujaco:
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(2.4.2) X =3 [myvavy + (me myp) Va Vel

Wykorzystujac révnania (2.1.1), wyrazimy wz6r (2.1.2) za pomocy

‘érednich predkosci przemieszezen sktadnikéw fizycznych:

2.3 X = 3[(ny aHwV- vy (ne 1Y%V,

przy czym m‘= ﬁMCmP/mﬂ) oznacza pewien parametr, ktéry w dalszym

ciggu bedziemy nazywaé parametrem sprzgzenia ruchu przez masg.

Widzimy, ze energia kinetyczna wyrazona za pomocg predkosci

$rednich przyjeta postaé peXnej formy kwadratowej. Wspéxczyn-

niki takiej formy jest znacznie trudniej zinterpretowaé niz

wspéXczynniki formy kanonicznej (por. punkt 1.1).

Poniewaz powyzsze rozumowanie mozna droga indukcji przeniesé
na model N-skadnikowy, zatem postulujemy susznosé nastepujg-
cych aksjomatdéw:

A1, Energia;kinetyczna N-skadnikowej mieszaniny przy podziale
kinematycznym ma postaé kanoniczng formy kwadratowej, tzn.
jest wyrazona za pomocg wspérzednych normalnych; wspéXczyn-
nikami formy sg masy sktadnikéw kinematycznych.

A2, Energia kinetyczna N-skka@nikovej mieszaniny przy podziale
fizycznym ma postaé peinej formy kwadratowej; wspékczynhiki
z géry zapostulowanej formy sg trudne do okreslenia i zinter-
pretowania.

Vyjasnieniesz:

Liczba skkadnikow w podzzale flzycznym N moze byé rézna od
liczby skXadnikéw w podziale kinematycznym N np. N-skXadnikowa
mieszanina sztywno zwigzanych skzadnikéw jest z punktu widzenia
kinematyki jednoskradnikowym kompozytem (ﬁ = 3). Dla opisu jej
ruchu wystarczy podaé jedno réwnanie.



Wykorzystujac pogladowy rysunek 3, zwrécimy jeszcze uwage
na mozliwosé wieloznacznej definicji predkosci dyfuzji, w przy-
padku stosowania predkosci barycentrycznych.

W tym celu okreslimy barycentryczng predkosé ruchu catego dwu-

sktadnikowego elementu, tj. predkosé réwnﬁ:

d
(2 1.4 my i mlsv{A +mV, = m{; vﬁ + Moy,
gdzie: m = m + mps m,+ mﬁ; mp= mﬁ¢ n%ﬁ; m=m+ mpi'

Widzimy, ze masie mP'3 przypisana jest prqdkoéévh ( naturalna)

i predkosé Ve (8rednia barycentryczna).

Tej samej masie m(!ﬂ-_I mozna wige ﬁizypisaé dwie rézne predkosci dy~-
fuzji, a mianowicie:

2.1.5 = -

(‘ ) u, vp v,

oraz

{208 w=Vv-v #up. :

Na tym prostym przyktadzie pragniemy unaocznié fakt, ze korzysta-
nie z wielkosci barycentrycénych moze prowadzié¢ do réznych defi-
nicji tego samego zjawiska. Nasuwa sie tu problem wyboru, ktére

z wprowadzonych wielkosci bliZzej opisuje obiektywna rzeczywistosé.
Wydaje sig, Ze najbardziej naturalnag predkoscig dyfuzji w naszym
przykadzie byaby predkosé:

(2.1.7) u&='v&-v{;,é UifM,,

tj. réznica predkosSci naturalnych skXadnikéw kinematycznych,

W niniejszej pracy, ruch dyfuzyjny okreslaé bedziemy wzglé-
dem naturalnego ruchu dowolnego skladnika kinematycznego, a pred-
. kos¢ dyfuzji wyrazaé we wspéirzednych normalnych (patrz punkt
nastgpny).
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2.2. Opis ruchu mieszaniny
Zgodnie z koncepcja opisu ruchu osrodkéw wieloskladnikowych

- metodami mechaniki osrodkéw ciggrych zakadamy, ze w kazdym

punkcie ¥ tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa znajdujg sie

czgsteczki Ia(ét=?,§,...,ﬁ) reprezentujace skXadniki kinematyczne

danej mieszaniny. Czgsteczki te znakujemy poprzez przypisanie im

miejsca&‘ (&=1,2,...,N) w konfiguracji poczatkowej.

Ruch kazdej czasteczki opisuje jednoparametrowa rodzina konfigu;

racji przestrzennych:
(2.2.1) XKV =La(X,1); (ceo<Tst)

Wspétrzedne kartezjaﬂskie xg(t)opisnjqce przesfrzennq konfigura-
cjg czastek X; skXadnikéw kinematycznych nazywaé¢ bedziemy
wspoéz rze dnymi normalnymi., Nazwg ta zaczer-
pnigto z terﬁinologii uzywanej przy opisie ruchu za pomocg réw-
naii Lagrange’a (por.punkt 1.2). Méwigc najprosSciej, energia kine-
tyczna ékladnikéﬁ kinematycznych ma postaévkanoniczna formy kwa-
dratowej i to jest cecha, ktéra wyréznia wspéirzedne normalne.
Innymi s%owy, energia kinetyczna majgca péstaé kanoniczng formy
kwadratowe]j jest wyrazona we wspéirzednych normalnych lub gZow-
nych.,

Aby odwzorowanie czqstek'mate;ialnych w przestrzen konfiguracji
b&lo jedno-jednoznaczne, jakobian przegsztalcénia musi byé wigk-

szy od zera:

g (T

XK >0.

(2.2.2)
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¥ takim przypadku mozliwe jest odwrécenie funkeji (2.2.1) i okres-
lenie poXozenia poczatkowego czgstki w konfiguracji poczgtkowej,

w zaleznosci od jej porozenia chwilowego w chwili T (-eo<T<gt):

(2.2.3) X&=I§<x,r).

Wybieramy w chwili T= t dowolny punkt X w przestrzeni. W punkcie
tym znajduje si¢ jednoczesnie ﬁ czgstek kinematycznych. Wektory
pozycyjne tych czastek sg rowne:

(2.2.4) Xo(£)=Xz(t) = ... =% (}) =X,

Konfiguracje czgstek w chwili T-= t nazywaé begdziemy konfigu-
racjg aktualng.

Historig g&(t) czgstek, ktore w chwili t znmajdujg sig¢ w miejscu
mozemy okreslié za pomocy (2.2.1) i (2.2.3) w sposéb nastgpujacys

225 byt = Xyx - Xox0). :

Oczywidcie, dla tej rodziny konfiguracji musi byé réwniez spex-

niony warunek:
3 (1)
ox, > 0.

Rys.4 ilustruje wyzej omawiane konfiguracje przestrzenne czgstek

(2.2.6)

sktadnikéw kinematycznych.
Kazdy skXadnik posiada odrebng kinematyke¢, a wigc kazdemu skad-
nikowi przypisane+jest inne pole predkoscis:

; \ a S ( rt)
(2.2.7) \A (Xa,t) = —x—;—x—-

X& :

Predkosé czgstki X&, ktéra wchwili T=t zixajdnje sig¢ w punkcie

X przestrzeni , wyrazZamy nastepujgco:



o d) =

a) opis materialny

X XFX

Xz..=X,=X
Ty I3
konflq- t Konfig. t

Rys.4. Konfiguracje przestrzenne sktadnikoéw.
: t
(2.2.8) va(X t) dx“(‘ ) 2 g— = a—t—+§;‘—g

Va X
&
Predkodé wzgledng sktadnikéw o ir‘s okreslamy jako réznice ich

predkosci tj.:

(2-2-9) Na - (v‘; o V’;) H &-9(—;’ " 1v2v"°’vn'

: p
Predkosé odniesienia ¥, , wzgledem ktérej okreSlaé bedziemy
predkosé dyfuzji, stanowié bedzie predkoséé dowolnego skiadnika

kinematycznego, tj.:

(2.2.10) V¥, € { V, ; &= ?,ﬁ,...,fx} -
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Predkosé dyfuzji skladnika & wyrazamy wiec jako réznice predkosci
tego skadnika i predkosci odniesienia:

A

(2.2.10 Wy =(w V)i a=d,2,.E

Na- zakoriczenie wypiszemy jeszcze zaleznosé, - ktérej quzigmy
uzywaé przy okreslaniu mocy mechanicznej.

Wykorzystujgc zaXozenia poczynione we WSTEPIE odnosnie maXych
gradientéw deformacji i predkosci deformacji, mozemy przestrzen-
ny gradient predkosci wyrazié jako pochodnq materialng gradientu
wektora przemieszczenia tj.:

S
(2.2.12) %= dF &,

Na tej samej zasadzie wyrazamy symetryczng cze$é gradientu wékto—
ra predkosci, jako pochodng materialng tensora odksztaZcenia ti.:

“

' P o T 4 A
(2.2.13) v y=3 (v&'} * Ve = E .
gdzie:
ooy . J
(2.2.14) e;)_ =3 (u&‘j + u&‘;) 2
W rozwazaniach nie czynilismy zadnych ograniczer odnosSnie prze-

mieszczern i predkosSci przemieszczerd. Stad tez, pochodna material+

na d”/dt posiada tak czg$é lekalng jak i konvekcyjﬁq.

2.3. Udzialy objetosSciowe, powierzchniowe i masowe skladnikéw

4 v
mieszaniny. Energia kinetyczna mieszaniny

Jak stwierdzono w punkcie 1.1, znajomo$é udziau skZadnikéw
w objetosci i wzgledem powierzchni stanowi warunek poprawnego
ustawienia réwnad bilansu. Sposéb okreslenia tych udzialéw za-

demonstrowalismy na przyktadzie osSrodka porowatego wypeinionego
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cieczg w punkcie 1.3. Oczywiscie, sposoby te mogg byé rézne. Nie
bedziemy tutaj ich apalizowaéd. :
Przystgpujemy do ogélnego sformuXowania definicji, ktére zapo-
czgtkowalismy w punkcie 1,3, W tym celu wyodrebnijmy w otoczeniu
punktu X przestrzeni elementarng objgtosé dV(w). Objetosé ta
wypeiniona jest N-skZadnikows (tu: w sensie fizycznym) miesza-
ning. Rozdzielamy myslowo ta mieszanine na skadniki w taki spo-
s6éb, aby kazdy z nich po rozdzieleniu posiadal takie same para-
metry stanu jak w mieszaninie. Wowczas udzial objetosciowy mozemy
zdefiniowaé jak nastepuje:

Def.I. Stosunek objgtosci wydzielonego sktadnika dV, (¥,t)
do objgtosci dV(®), w ktérej ten sktadnik sie znaj-
duje nazywaé bedziemy udziaXem objetoSciowym danego
sktadnika w mieszaninie:

, dVy (X ,t
(2.3.1) ‘fZ(l,t)di——“%W)—z :

Zgodnie z prawem Leduca mamy:

AT N v
(2.3.2) 2 :fd(x,t) il

=1 :

tzn., objetosé rozwazanej mieézaniny jest sumg objetosci jej
skadnikow.,
Definicja udziaiu powierzchniowego, ktérg tu chcemy podaé jest
bardziej zXozona niz definicja udziatu objetosciowego. W defi-
nicji tej, oprécz udziaiu danego sk¥adnika fizycznego o na wyo=. °
drgbnionej w przestrzeni powierzchni, chcemy Jjeszcze wyrdznié
Jego podzial ze wzgledu na naturalne pola predkosci.
Niech dA(X) oznacza element powierzchni w otoczeniu punktu g .

Niech “«ﬁ(”t) oznacza czg¢$¢ powierzchni dA(X) zajeta w chwili ¢
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przez tg czgsé skladnika fizycznego O , ktéra porusza sieg
z predkoscig naturalng (rzeczywista) V‘g .

Def.II. Udziatem powierzchniowym sktadnika fizycznego
majacego prqdk§éé V’; na powierzchni dA(X) nazywamy
funkcje ciaglg i rézniczkowalng, wyrazajaca stosunek
powierzchni dAup(x,t) do dA(%) tj.:

(2.3.3) PG gy eday (it

P dA(X) :
Przez catkowity udziaz skXadnika fizycznego oL na przesirzennym
eiemencie powierzchniowym dA(xX) bgdziemy rozumieé wartosé Sred-

nig réwng sumie: :
N
A A
(2:3:% f = E S5 b
e
P
Mozna wykazaé, {por.np. [57]}, ze dla osSrodka izotropowego Sredni

udziax powierzchniowy f: i udzial objetosciowy r: sg "sobie

réwne, tzn.:
- A
(2:3.5) 1, 0,t) = £(%,t) -1 3 1[%] *

Niech g:(x) oznacza rzeczywista funkcje gestosci skiadnika fizycz-
nego .
Def.III. Udzialem masowym sktadnika fizycznego o W ruchu

skadnika kinematycznego (3 nazywamy funkcje¢ ciagia

i rézniczkowalng postaci:

l > -
(2.3.6) | . g(Re¥) =g,',‘a)f.(f~,(x.t)-1 .
Def.IV. Gestoscia parcjalng skiadnika fizycznego nazywamy
nastepujgcg sumg udzialdéw masowych:

L)

N
(2.3.7) 8, (% t) = Zedf,(x,t).
pri
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Def.V., GestosScig parcjalng skXadnika kinematycznego nazy-
wamy nastqpnjqca, sume¢ udziaXéw masowych:

(2.3.8) Sxt) - Ze,,r,(x t).

ol=4 .
Jezeli wspéXczynniki udzialdéw masowych zapiszemy w formie macie-

rzowej:
Cils Bitnss « Sad
(2.3.9) %\Y] T -7 SR O% S -
"?N? gNi e 9nﬁ )

to suma wyrazdw w wierszu & oznacza ggstos¢ parcjalng skadnika
fizycznego o , natomiast suma wyrazéw w kolumnie {'; oznacza
gestosé parcjalng skadnika kinematycznego {3 . Suma wszystkich
wyrazéw macierzy stanowi caZkowitq ggstoéé miesza.ninyg(x,t) :

(2.3.19) e(X,t) = Z% Z?h ZZ%P

Energia. kinetyczna mieszaniny zawartej w jednostce objetos-
ci calkovitejh zapisana we wspéirzednych normalnych, wyraza sie

nastepujaco (por.punkt 2.1, aksj.1) :
i
(2310 X, =3 }_;gg‘\g 7
&=

Tak napisa.ng forma kwadratowa jest stuszna dla mieszaniny izo-
tropowej, [54] . Tg forme energii kinetycznej bgdziemy stosowaé
w niniejszej pracy. : :

Dla pelnego obrazu podajemy, ze energia kinetyczna, wyrazona
za pomocg Srednich predkosci skl:ad.nikow fizycznych, przyjmuje
posté.é peinej formy kwadratowe] (por. punkt 2.1, aksj.z_) :
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N N
(2.3.12) - moie i o DakoB ¥y ¥y
ol=q {5:4 4

gdzie B_, sg wspélczynnikémi tej ﬁomy.

“p
Przejscia z jednej formy kwadratowej do drugiej, (por.np. rozdz.I),
mozna dokonaé¢ za pomocg przeksztaXcenia liniowego postaci:
M ’
(2-3013) ded » § : gdﬁvﬁ »
a 2 P
Ps
Zwigzek (2.3.13) otrzymuje si¢ z zasady zachowania pedu danego
sktadnika fizycznego. Stanowi on jednoczesnie definicje predkos-
ci Sredniej V.. W przypadku, gdy ilosei sktadnikéw fizycznych
i kinematycznych sg réwne, tzn. N = Ni det[g,‘ﬁ]# 0, to prze-
ksztaXcenie (2.3.13) jest niezdegenerowanym przeksztateceniem
liniowym.
UkZad réwnari tego przeksztaXcenia mozna rozwigzaé wzgledem pred=
koSci W, ¢
p i
et T a A
20 3.14 = 9 v ~
( ) V'; e[g‘,?‘] rrriid B ST
gdzie Adh oznacza dopeinienie algebraiczne elementug&ﬁ macierzy
{2:5.9).
WspéXezynniki formy (2.3.12) wyrazaja sig wtedy jak nastepuje:

2.3.15 B o888 v ooaXN
G eiiad e " @et[gdfﬂ)'% % Aaf Apg =B -

Dla zdegenerowanych przeksztaXcerd (2.3.13), i;rzejécie z kano-

nicznej do peZnejlformy kwadratowej lub odwrotnie, naleiy rozwa-

zaé indywidualnie dla kazdego przypadku.
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2.4. Réwnania bilansu masy

- Bilansowaé bedziemy masy skladnikéw fizycznych i Kinema-
tycznych. Réwnania ciagtodci sktadnikéw fizycznych wykorzystywaé
bedziemy przy bilansowaniu energii i entropii, natomiast rdéwnanie
ciggZosci sk¥adnikéw kinematycznych przede wszystkim przy bilan-
sowaniu pedu, ale takze przy bilansie energii.

Wyodrebnijmy w przestrzeni zajetej przez N-sktadnikowa mie-

szaning dowolng objgto$é V ograniczong gradka powierzchnig A
i zorientowang w kierunku na zewngtrz jednostkowym wektorem“nor-
malnym M (rys.5). Poniewaz przestrzen wypeXniona jest skXadnikami
w sposéb ciggly, ‘zatem mozemy zaXozyé, ze w chwili t: V(%) = s (t):
s (D) =T, £
Czgstki mieszaniny w chwili t+At zajmujg pozycje w konfigurac-
jach V, (t+At) # V5 (t+4L) # ... # Vi (t+at) # V, zdeterminowanych
przez pola predkosci naturalnych Vt" \ dH,. . #Vﬁ (rys.5).

Rys. 5. Konfiguracja V;(t) = V3 (t) = ... = Wns=v
sk¥adnikéw mieszaniny w chwili t i odpowiednio
Vp (t+0t) # V3 (E+4%) # ..o # Vi(t+0t) # V
w chwili t+4at . :
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W pierwszej kolejnosci ‘dokonamy bilansu masy sktadnika fizycz=-
negool .

Mase tego skladnika, znajdu;)ch‘siq w objetosdci V w chwili t
okres$la nastepujaca catka: :

(2.4.1) m, (&) = §9\((‘,t) av (x).

¥
Funkcja m_(t) jest dobrze okreélona z uwagi na ciggXo$é funkcji

podcatkowej gd(u, 1) i regularnosé obszaru calkowania.
7 uwagi na chemiczng obojgtnosé skradnikow, masa kazdego

sktadnika fizycznego musi byé zachowana, tzn.:

[ % 2
(2.4.2) n, (1) = f s Tt I;g‘*ﬁvﬁ.n.dAw.
v A ped

7 réwnania (2.4.2), po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa=-Ostro-

gradskiego i opuszczeniu znaku catki po objetosci, wynika nastg-
pujace roéwnanie 'cia‘glos'ci sktadnika fizycznegoodl : 5

N
(2.4.3) %—iﬁ + dinedFvo; e SRR A
ped .

Jedli przyjmiemy predkosé jednego ze sk¥adnikéw kinematycznych
jeko predkosé odniesienia {por. (2.2.10) i (2.2.11)} , to powyz-
sze réwnanie mozemy wyrazié w postaci: :

2% ST
(2.4.3a) SE Are V&% div s’%up

p=1

Sumujac réwnania (2.4.3) lub (2.4.32) Ppo wszystkich skXadnikach,
otrzymujemy globalne prawo zachowania masy dla calej mieszaniny

w postaci lokalnej tj.:

~ N
N g
(2.4.4) a—i +div) 2 8zv: =0 ¢<D .8« )
F=2 P P =1
lud
(2.4.42) :t_g + divey, = -diveﬁuﬁ .
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Wykorzystujac zaleznosé (2.3.10), mozemy rdéwnanie (2.4.4) prze-

pisaé w nastepujqcej formie:

(2.4.5) Z(—A + aivgavs) = 0 .
=

W odréznieniu od masy skadnika fizycznego, nie mamy podstaw do
stwierdzenia, Ze masa skXadnika kinematycznego jest zachowana.
Innymi stowy, nie mamy podstaw do stwierdzenia, Ze wyrazenie

w nawiasie we wzorze (2.4.5) jest réwne zeru. Wrgcz przeciwnie,
istnieja przestanki ku temu, Ze masa sktadnika kinematycznego
ulega zmianie. Powodem tej zmiany moga by¢ deformacje (zmiany
objetosci) poszczegélnych skradnikéw, w wyniku ktérych zmieniaja
sie udzialy masowe skZadnikéw fizycznych w ruchu skXadnikéw
kinematycznych. ZakZadamy wiec, ze:

(2:4.6) _21! + divgﬁvs 99 3 zg

gdzie g» oznacza "Zrédra" skadnika kinematycznego rs o

ZrédXo masy danego sk¥adnika kinematycznego wynika, jak
wspomnielismy wyzej, ze zmiany udziaXéw masowych skXadnikow
fizycznych, lub inaczej méwigc, ze wzajemnej wymiany masy po-
miedzy skla_dnikami kinematycznymi: "

% -
(2.4.7) g gap : gar} » gﬁ& ;

*

gdzie gaﬁ oznacza zmia.nq masy skadnika kinematycznego & na rzecz
skzadnika kinematycznego ‘3 . Funkcje irédel'masy nalezy specyfi-
kowaé przez zatozenia konstytutywne, [36], [64] .
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Rozdziat III

DYNAMIKA MIESZANINY
3.1. Analiza si w mieszaninie

W prezentowanej tu teorii miesianin ograniczamy si¢ do roz-
wazenia oddziatywar mechanicznych i termicznych. Pomijamy inne
oddziatywania, takie‘jak np. elektryczne, magnetyczne, chemiczne
itd. Zgodnie z mechanikg kontinuum, oddziaXywania mechaniczne
reprezentowane sg przez siky’powierzchniowe’i masowe. Przez sity
powierzchniowe rozumieé bedziemy wzajemne oddziatywania dwdch,
rozdzielonych hipotetyczna powierzchniag, czesci mieézaniny. Poje~-
cie sit masowych ograniczamy do sit grawitacyjnych.

Poza sitami powierzchniowymi i masowymi, w teorii mieszanin
zachodzi potrzeba uwzglgdnienia dodatkowo si dyfuzji ( six tarcia,
iepkoéci), ktoére moga towarzyszyé ruchowi wzglednemu skadnikéw.
Sity te bedziemy odnosié do jednostki objetosci catej mieszaniny.
Siry dyfuzji maja charakter funkcji Zrédrowej, tj. ujawniajg sie
tylko wtedy, gdy istnieje ruch wzgledny i znikajg w globalnym
bilansie pedu. 4

Opis ruchu dyfuzyjnego w mieszaninie jest jednym z trudniej-
szych zagadnien teorii. Nalezy wtedy rozpatrywaé indywidualny .
ruch poszczegdlnych skXadnikéw. Trudnosé pélega na okresleniu
realnej sity, ktdéra bytaby odpowiedzialna za ten ruch.

* W przypadku sit powierzchniowych, problem prébuje sig¢ rozwigzaé
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poprzez wprowadzenie pojécia parcjalnego wektora naprezenia.
Niestety, do tej pory nie ma sukcesu na tym polu. Intuicyjnie
czujemy i potrafimy ;mierzyé cisnienia czastkowe mieszaniny ga-
zéw w zamknietym naczyniu, tym bardziej gdy sa to gazy doskonaZe,
Problem jest jednakze bardzo zXozony w ogdlnym pojeciu mieszaniny
np. mieszaniny ciaa staXego i cieczy.

Istnieje kilka réznych pogladdow odnosnie definicji parcjal-
nego wektora.naprqﬁenia. W rozdziale I wspomnielismy juz o defi-
nicji TRUESDELIA {por. [19], str.567, ktéra zostaZa zakwestiono-
wana ﬁrzez GURTINA, OLIVERA i WILLIAMSA, [42], Jako implikujaca
paradoksalng symetfig oddziatywar, GREEN.i NAGHDI,{[34],str.4301
podwazaja stuszno$é podanej przez TRUESDELLA {por.[79],str.567},
a czesciowo zinterpretowanej przez MULLERA, {E4],str.5$, defi-
nidji globalnego tensora naprezenia. Wtasne poglady na temat
| parcjalnego teﬁsora naprezenia prezentowali takze BOWEN [9],
| UZIEMBZO, [80], WILLIAMS, [82], i inni. UZIEMBZO, [80], i
WILLIAMS, [82], uzasadnili na drodze teoretycznej propozycje
GURTINA, OLIVERA i WILLIAMSA, [42], dotyczaca usunigcia paradoksu
TRUESDELLA. przez rozdzielenie parcjalnego tenéora napre¢zenia na
czeSci wyrazajace oddzialywania zewngtrzne i we&netrzne. W 'swo-
ich rozwazaniach oparli sie oni na postulacie ciggosci dla siZ.
Brak jasnej interpretacji fizycznej poszczegdlnych czesci tego
nowo proponoﬁanego tensora utrudnia formulowanie warunkéw brze-
gowych dla sit na powierzchni.

Niniejsza praca nie pretenduje do rozwigzania problemu
parcjalnego tensora naprezenia., Tutaj bedziemy postulowali, ze
taka wielkosé istnieje, i ze jest to sia powierzchniowa, odpo-
wiedzialna za ruch skXadnika kinematyeznego, tj. ruch masy
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wyréznionej na podstawie rzeczywistego pola predkosci. Z punktu
widzenia opisu ruchu we wspélrzqdﬁjch Lagrange’a, postulowany
przez nas parcjalny tensor naprqzénia odpowiada tensorowi wyra-
zonemu we wspéirzednych normalnych (por.rozdz.I).
Poniewaz opis ruchu we wspdéirzednych norna;nych jest opisem naj-
bardziej naturalnym, postulowany przez nas parcjalny tensor
naprezenia wydaje sig byé rowniez naturalny. Tensor ten definiu=-
jemy jako siXe powierzchniows, wyrazajaca wzajemne oddzialywania
dwdéch, rozdzielonych hipotetycznq powierzchnia, czesci tego
samego skadnika kinematycznego. DziaXanie tej sily na skZadnik
kinematyczny powoduje naturalne‘(a nie Srednie barycentryczne?)
jego przyspieszenié, tj. naturalng zmiane pedu. Okreslenie real-
nej zmiany pedu skXadnika fizycznego, charakteryznjqcego sie
Srednig barycentryczng prqdkoécié (1ub niejednorodnym polem pred-
kosci) jest, jak to pokazaliémyww rozdziale I, niezwykle trudne,

Przez globalny tensor naprgzenia.quzienu rozumieé prosfgbf

sum¢ tensoréw parcjalnych, tj.2
(3.141) Z 6
&=1

TﬁﬁESDELL,{[?Q], str.ssvj, okreslit ten tensor jako sumg tenéo—?
réw parcjalnych pomniejszonych o pewien czon dyfuzyjny, tj.:

D N A
(3.1.2) 6, d g(s;‘-g. as u.)
gdzie Gx SEMEGR ArGREHS By Pus L otilediony o Predoses Darys
centrycznej catej mieszaniny. Konstrukcja tensora (3.1.2) wynika
z pewnego formalizmu matematycznego (trzeciej zasady metafizycz=
nej TRUESDEIJA} Brak jej podstaw fizykalnych tj. uzasadnienia, ze
taki tensor moze mieé znaczenie praktyczne. Taka wgtpliwosé nasu-

neXa sie wtaénie GREENOWI i NAGHDIEMU, [34], oraz GREENOWI i
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LAWS, [36], ktérzy wyrazaja obawe, ze sformuowanie warunkéw
brzegowych dla tensora (3.1.2) moze napotkaé na duze trudnoSci.
Interpretacja tego tensora, zaproponowana przez MULLERA { 4],
str.S} taka, ze" EJ-';, dAj stanowi sitg dzialajaca na powierzchnig
dAj , ktéra jest w spoczynku wzgledem barycentiryczmnego ruchu",
nie rozwigzuje trudnoSci z postawieniem warunkéw brzegowych.
Dlatego tez, autor niniejszej pracy podziela opinig¢ GREENA i '
NAGHDIEGO oraz GREENA i LAWS i uwaza, ze z punktu widzenia
warunkéw brzegowych, definicja (3.1.1) jest bardziej uzasadniona

8i% (3.1.2)¢
3.2. Bilans pedu. Réwnania ruchu

Réwnania bilansu pedu wyrazimy we wspéirzednych normalnych.
Dla mieszaniny zawartej w objetosci V ograniczonej gXadky po-
wierzchnig A, zorientowang w kigrunku na zewnatrz jednostkowym
vektoren_,normglnym n, ré\maniaqudu przyjmujg postaé :

{3%.2:0) ?& g SngQdV‘, & = '1\,5, vae.» N
\ > :
Pochodna materialna tego pedu, po wykorzystaniu réwnania cig-

gXosci (2.1.6) wyraza sig¢ nastgpujgco:

& 0 o
(3-2.2) P“ = s[gaddtva +* ?;va]dv ; ?E— =§t—)-+va-9md( )

) :
Widzimy, Zze pod catkg pojawit sie czXon g;va ‘wyrazajgcy zmiane

pedu sktadnika kinematycznego wskutek istnienia "Zrddex" masy
tego skZadnika.

WedXug praw ruchu Newtona, "zmiana pgdu masy w inercjalnym
ukradzie odniesienia jest réwna wektorowi giéwnemu przyXozonych

8ixz" tzn.:
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(3.2.3) B-W,

¥ rozwazanyn przypadku, wektor glévny.‘& si? dziazajgcych na
wybrany skZadnik kinematyczny jest éumq siX powierzchniowych,
masowych i dyfuzyjnych, a zatem: *

N
(3.2.0) §T dA "Jg XdV+ ({57 F av.

V PB= 1 4
Pierwsza catka po prawe; stronie (3.2.4) reprezentuje sity po-

wierzchniowe, druga masowe, a trzecia dyfuzji. Sity dyfuzji
na jednostke objetosci wyrazaja tu opory ruchu skiadnika X
wzgledem skXadnika ﬁ . OczywiScie, na podstawie prawa akcji i

reakcji mamy:
e 2 == fPaa
(3.2.5) E(z FM

Wobec asymetrii siX dyfuzji, totalny wektor gidéwny nie zawiera

czZondéw dyfuzyjnych:

(3.2.6) §TdA+feXdV
v
Drzy czym, w przyaqtych oznaczenlachw ZN T=ZT. ’

Py

g= Zg. oraz ﬁ f:F =0. i

&=1 a1
Zgodnze z zasadg naprgzen Cauchy’ego, przyjmujemy liniowsg

zaleznos¢ wektora naprQZenia'Ta od kierunku, tj.:

(3.2.7) Ta‘(=6j°“ n ,
gdzie wspéZczygnikiGﬁ( formy liniowej (3.2.7) nazywaé bedziemy
wsplirzednymi parcjalnymi tensora naprg¢senia.

Podstawiamy zaleznoéé (3.2.7) do (3.2.4) i po zamianie caiki
powierzchniowej na objetoéciowg przy pomocy twierdzenia Gaussa

-0Ostrogradskiego otrzymujemy:

A

N §
.28 W 6.+ s X+ # 2RV,
v p=1
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Po podstawieniu wzoréw (3.2.2) i (3.2.8) do rdéwnania (3.2.3)
i opuszczeniu znaku catki jako, Ze rozumowanie jest sfuszne

dla dowolnie duzej objetosci V, otrzymujemy nastepujgcg postac

lokalng rdéwnania bilansu pedu:

: a > & s da v: * : : » asa A
(3.2.9) 6;; +ga1‘ +§Fa6=%-—1-dt +9 V. 3 W= 1,2,...,N..
Réwnania (3.2.9) stanowig ogélng postaé réwnan ruchu mieszaniny,

wyrazonych we wspélrzednych normalnych.
Sity dyfuzji F&(g , podobnie jak Zrédta masy g; nalezy wyspecyfiko-
waé przez zwigzki konstytutywne. Do tematu tego wrécimy w punkcie
4.2, analizujgc funkcje dysypécji energii.v :
Pragniemy zaznaczyé, ze sumujgc rdéwnania (3.2.9) mozna dojsé
do réwnania speXniajgcego trzecig zasade metafizyczng TRUESDELIA.
Poniewaz w tej pracy nig bedziemy korzysta¢ z takiego globalnego
réwnania, wiec rezygnujemy z jego wypisywania,

3.3. Bilans momentu pedu

Aczkolwiék nie bedziemy uwzgledniaé w tej pracy efektow
mikropolarnych, to w tym punkcie, aby unaocznié 'dalej czynione
zalozenia upraszczajgce, dokonamy bilansu momentu pedu z uwzgled-
nieniem tych efektéw.. Skorzystamy tu z prawa ruchu Newtona, zgod-
nie z ktérym zmiana qutuHajest réwna wypadkowemu momentowi

przyXozonych six My tj.:

(3.3.1) H-M, .
&

Krget w rozwazanym przypadku' Jest sumg momentu pedu X, x gaV&

oraz "spinowego" momentu pedu J, @4 tJ.:
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(3.3.20 M= [(* & ¥y + Jyw,)dV,

gdzie Jy oznacza moment bezwtadnoéci rotacyjnej, natomiast hﬂ.
predkosé katowa.

Pochodna materialna kretu przyjmuje postaé:
(3.3.3) H.q:j[x. (ga pe +9&Yd)+_]'a dt & 4], u.]dV

gdzie przez {; oznaczono Zrdédia -nmentuybsgn&-dnoéci rotacyjnej

tzn.:

akio oy ias
G e rdvivedy

Wypadkowy moment sit stanowi suma momentu wektora gZéwnego oraz

momentu géwnego tj.:

(535 oMy —§xdx1' dA +J'xg-(g.X+ ):F..)dV+

a dA + J(Y . ZH..)dV

w réwnaniu tmm]! oznacza wektor napreZen momentowych, \f oznacza
momenty masowe, natomiast 'QQFoznacza zrédxa momentu ( momenty
dyfuzji).

Przyjmujemy liniowg zaleznosé naprezer momentowych od kierunku:
(3.3.6) M, = /u%‘; n;

ktéra podstawiamy wraz z (3.2.7) do onru (3.3:5),

Po zamianie caek pdwierzchniowych na objetoSciowe za pomocy

twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymujemy:

¢ & Mooy &
(3:3.7) M, = f O xj(sm‘i.+§&xk* Z; Fag)* e e *
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gdzie &k oznacza symbol Leviego-Civity.
Po podstawieniu (3.%.3) i (3.3.7) do réwnania (3.3.1) i wyko-
rzystaniu réwnania ruchu (3.2.9) otrzymujemy nastgpujace rdéwna-

nie bilansu momentu pgdu; piszemy od razu formg¢ lokalng:
A A : & ’ a . il 73
o & i i d% eaz .
(303.8) eLLkSl.K + /,L,;j + Y& + EM&({ = J'&_a.{_“ + Ja (_Ja ;
Pt

Jesli moment gXéwny oraz "spinowy" moment pgdu kazdej czgsteczki
sk¥adnika kinematycznego sa pomijalnie maXe, to rdéwnanie (3.3.8)
redukuje sig¢ do postaci:

A a A
o -3

(3.3.9) e B = 0 —= 6y = 6y

Jak widaé, tylko w takim przypadku parcjalny tensor naprezenia’
moze byé symetryczny.

W dalszej czedci pracy bedziemy pomijaé¢ moment gXéwny i "spinowy"
moment pedu, tzn. bedziemy zakadaé symetrycznosé parcjalnego

tensora naprgzenia,
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Rozdziax IV

PODSTAWY TERMODYNAMICZNE TEORII MIESZANIN
4.1. Bilans energii

Bilans energii, podobnie jak bilans masy,i pedu, przeprowa-
dzimy dla mieszaniny zawartej w dowolnej objetosci V, wﬁdzielo-
nej w przestrzeni Euklidesa wypeXnionej mie§zaninq. ZaXozymy, ze
wydzielong objgtos¢ ogranicza gtadka i zorientowana w przestrzeni
pbwierzchnia A, zwana tez powierzchnig kontrolng lub bilansows.
Jednostkowy wektor normalny ¥§ orientujacy powierzchni¢ A w przes-
trzeni, skierowany jest na zewnqtfz objetosci (rys.6).

e

L=t

Rys.6. Mechaniczne i termiczne oddzialywania w miesza-
ninie.



K

Globalne réwnanie bilansu energii dla tej wydzielonej
objetosci ma postaé:

(4.1.1) TR I

gdzie ﬂ. oznacza predkosé zmian energii vewnqtrznej,j( predkosé
zmian energii kinetycznej, .C moc siY mechanicznych, Q moc nie=-
mechaniczng.

Rozwazania ograniczamy do oddziaXywan mechanicznych i ter-
micznych. Zmiana energii mieszaniny wynika zatem ze zmian pracy
bmechanicznej oraz ciepa. Przystapimy do napisania 1lokalnej for=-

my réwnania bilansu energii, zakladajac sIusznosé zasady stanu
lokalnego, [48], [85].

Niech u, oznacza energig wewnetrzng na jednostke¢ masy skXadnika
fizycznego o« . Energig wewanrzna na jednostke masy skXadnika
kinematycznego okreSlamy wykorzystujac wkasnosé¢ addytywnosci tj.:

& N
(41.2) -~ 3 ecna's Tl

=4

Globalng predkosé zmian energii wewnetrznej wyrazamy jak nastg-

puje:
(4.1.3) U - J' U, dv ,
. v 3
przy czym: : 5 ; 5
3 Ua % d‘ 3 - i
(4.1.4) U, =§(g, T %) T AR A

Przy rézniczkewaniu materialnym calki objetosciowej (4.1.3) wy=-
korzystano réwnanie ciggXosci masy (2.4.6).

Energiq’kinetycznq mieszaniny na jednostke objetosci przed-
stawia wzér (2.3.11). W odniesieniu do mieszaniny zawartej w

objetoSci V, energie tg przedstawia caika:
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(41.5) - K=f3 ):g. v,v, dV.

v c{t1
Rézniczkowanie materialne tej caxki i wykorzystanie réwnemia
cigg¥osci (2.4.6) prowadzi do nastqpujqcej' formuty wyrazajgcej

predkosci zmian energii kinetycznej'

(4.1.6) =fZ(9 vA+19A vive)dV.

Moc mechaniczna jest réwna mocy sit powierzchniowych i mocy

six objetosciowych tj.. .

et Dricuicd » §ZT v.dA+jz:'e.x vy dV,

H q: ”
Wykorzystamy wzér Cauchy’ego (3.2.7) i zamienimy calke powierz-

chniowg na carke¢ objetosSciowg wediug formuly Gaussa-Ostrogradskie-
go. Nastgpnie grupujemy wyrazy w taki sposéb, Ze po podstawieniu
réwnai ruchu (3.2.9) otrzymujemy:

N N Sei
% & i PR, t :. Lo
(4.1.8) I-fz B Ve, * 3.8 Va Ve ZF va]dV+]{.
v &=1 3
We wzorze tym wydzielono caltke¢ wyrazajgca prqdkoéé zmian energii

kinetycznej (4.1.6). Wykorzystamy jeszcze wzdr (2.4.7) dla
iréder masy i wyrazimy czXon dyfuzyjny i czion Zrédowy we wzorze

(4.1.8) w nastqpu;a,cy sposob. g

N :

(4.1.9) Z[igavg( V~ ZN:AE‘PV&]S_Z ap (V;:‘ :

&e=d i}: 6:&0{ &= P
przy czym: iy

t 3¢ . . . *3

' i e h e i
(4.1.10) F&(; ¢ F&ff 84 Rd o p&
v +v

oznacza sity dyfuzji pomniejszone o czton g;ﬁ Lz—}- , Wyrazajacy

zmiang pgdu z tytulu wymiany masy pomigdzy skZadnikami o i ﬁ ~
Moc niemechaniczna réwna sie ciepiu dostarczonemu do uktadu

w postaci strumienia ciepza q przez powierzchni¢ A oraz wskutek
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przeptywu ciepXa transportoﬁe.nego z masg przez t3 powierzchnig,
ZaXozymy, Zze globaln‘y strumied ciepta jest sumg strumieni parcjal-
nych: i

N N
(4.1.11) 9 - Z‘tq‘ Z% 4
&= otz .
pPrzy czym 13‘ odnosi sie do skXadnika kinematycznego & , natomiastu
qudo sk¥adnika fizycznego o« ,

Przy zaXozeniu idealnej wymiany ciepia pomigdzy skiadnikami,
temperaturait(x,t) = Tu(x,'t) - T, wszystkich skladnikéw w danym
punkcie przestrzeni jest taka sama tj. \Z’, =\7; = Jae =V;‘ =V,
Wtedy ilosé ciepza dostarczong do danego skadnika kinematycanege
okreslamy jak nastgpuje:

(4.1.12) Qg =~ §[8s - casa (V4- v, P]- mdA.
R
Wz6r ten interpretujemy nastepujgco. Niech powierzchnia A w chwi-

1i t bedzie zwigzana z tym skadnikiem kinematycznym, ktérego
pole predkosci wynosivl,(x,t)e{v& - &= f,é,...,fl} (rys.T).

Rys. 7. Schemat strumieni ciepfa i masy na powierzchni
bilansowej.
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Wektorcla oznacza strumien ciepa transportowanego przez po-
wierzchnig poruszajgcg sig z predkoscig W,

Jesli pole predkosci ¥, (X,t) sktadnika & jest rézme od pola
predkosci V,(%,t), to strumien ciepzaqa nalezy pomniejszyé
(powigkszyé) o ilosé ciepa transportowanego przez strumied masy
R (Tys.T).

Strumien ciepa transportowanego z masg wynosi:

(4.1.13) C&?&ﬂ’ 3 .q&=§a(va_v°)’
gdzie cy oznacza ciepio wtasciwe skZadnika kinematycznego X

CiepZo to mozemy wyrazié za ponioca, ciepeX wiasciwych skXadnikéw
fizycznych zgodnie z formuzg:

N
of
(4.1.14) Cats * 2 Suata

ols1
Globalne ciepXo mieszaniny w objetosci V jest sumg ciepet par-
cjalnych poszczegdlnych ékladnikév. Na tej podstawie piszemy:
N N &
(4.1.15) Q= sz& = -fE divha- AN ]dV.
& v &1
Po podstawieniu wypisanych wyzej wzordw okreslajacych zmiany
energii, do globalnego rdéwnania bila.nsu (4.1.1) otrzymujemy:

A

(4.1.16) fu dv = I}: 6 a5/ ):Ea(v.‘-v-)]dV-
oL

& o1 o

St\[%'c 05 ],idV.

Na podstawie wzoru (4 1.4) stwierdzamy, ze U oznacza zmiany

4
energii wewngtrznej tej samej ilosci mieszaniny. Nie oznacza na-

tomiast zmian spowodowanych przyrostem czy ubytkiem masy (jesli
wezmiemy pod uwagg, ze &gzs 0). Aby wiec zachodzila réwnosé

obu stron we wzorze (4.1.16) musimy przyjaé, %Ze nie ma przyrostu
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masy mieszaniny w danej objetosci, czyli:
(4.1.17) div ?ago_

Ponadto, wykorzystamy wtasnosé energii wewngtrznej jako funkcji
stanu tj. wtasnosé, ze fnnkcjé ta nie zalezy od drogi przejscia
z jednego stanu do drugiego. Pozwala to nam rozdzielié moc nie=-
mechaniczng na ciepXo dostarczone do uk¥adu przy staXej objetos-
ci oraz na energig¢ ekspansji termicznej. T3 ostatnig energig
wigczymy do czZonu mechaniéznego przyjmujgc, zZe gradient pred-
kosci deformacji zawiera poza deformacjg mechaniczng czgsé ter-
miczng tj.:

B :
[ ar &

(4.1.18) VA ) = E E‘j N
przy czym:

; " & a 4 l‘. J: .
(4.1.19) 5; = vhbadiet e dy 5 7 (ug,; * Ya,))-

We wzorze (4.1.18) wziglismy pod uwage tylko czgsé symetryczng
gradientu predkoéci deformacji jako, Ze iloczyn symetrycznego
tensora,ﬁf‘ ;_antysymetryczneg czesci gradientu predkosci defor-
macji V&G,j] zerujg si¢ tj.:
(4.1.20) 5,3: v;') - 5;(V:,'33* V&&,)]) < 6 Vg‘f,p"-
We wzorze (4.1.19), (aﬁ)" oznacza tensor matych odksztatcer me-
chanicznych,(ef:.)T tensor matych odksztaXcer termicznych, natomiast
W 5 oznacza wektor przemieszczenia skZadnika X .

Uwzgledniajgc powyzsze uwagi, a takze tg, ze funkcje pod-
catkowe we wzorze (4.1.16) s3g z zaXozenia ciagte, a objetosé V
dobrana dowolnie, mozemy napisaé nastg¢pujgcg lokalng postaé¢ glo-

balnego rownania bilansu energii:
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. i ‘s N ‘ ﬁ ‘ -1 x. . :
(412 =T - Z[qa,,-c 2 - Z ZF.}(v;—v;,),
o ol &=

przy czym ()= g% oznacza pochodng materialng indywidualnego
skiadnika, natomiast ¢ oznacza ciepXo wXasciwe skadnika & przy
statej objetosci., ]

Na podstawie (4.1.21) stwierdzamy, ze prqdkbéé zmian energii
wewnetrznej jest rdéwna mocy mechanicznej (pierwszy czion), ciepiu
dostarczonemu do ukXadu w postaci strumjenia ciepZa i ciepiu
transportowanemu przez masg (drugi czon), oraz ciepia powstaXego
wewnatrz ukradu wskutek dysypacji mocy sil dyfuzji na predkos-
ciach wzglednych (trzeci czion);

Réwnanie bilansu energii (4.1.21) zostalo wyprowadzone przy
zaYozeniu idealnej wymiany ciepa pomiedzy skXadnikami. Jesli
taka wymiana nie ma miejsca lub jezeli procesy zachodzé dosta-
tecznie szybko, to moze zachodzié konieczno$é¢ wyrdznienia tempe-
ratur poszczegélnych sk¥adnikéw fizycznych. Przy okreslaniu
ciepta wygodniej jest wtedy postugiwaé sie ciepZem dostarczonym
do danego sktadnika fizycznegoo :

(4.1.22) Q = -§ [q; - c“r?a l=(]d/‘\*' §Zhdpdv
A rs;ﬂ

gdzie c, oznacza ciepo wtasciwe skladnikacx, h«p“'hpd oznacza
ciep¥o na jednostke objetosci , wymieniane pomigdzy skXadnikami

i [ natomiast:

A

(4.1.23) . Ze“(v. v,)

oznacza dyfuzyjny strumien masy skladnika X .,

Wykorzystujac wszystkie uwagi, ktére uczynilismy skreslajac

ciepXo przy zaYozeniu idealnej wymiany pemigdzy skXadnikami,
otrzymujemy nastepujacg postaé globalnego réwnania bilansu.
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energii z uwzglednieniem réznych temperatur skXadnikéw:

o W R’ NN,
(4.1.24) B =Y 60 _ Y lghenerp 9ol £ (vi-
; o 55 S S e [%,'- o Tt a,c.] gg &p( & Vﬁ)
przy czym wykorzystané tu warunek znikania ciepXa wymienianego
pomigdzy skladnikami w bilansie globalnym: §

(4.1.25) ):):'h

x=4 p=1
oraz warunek bilansu energii tej samej ilosci masy, analogiczny

do (4.1.17):

(4.1.26) dives 0.

4.2, Bilans entropii. Uogélnione prawo przepiywu ciepta. Sity
dyfuzji

"W punkcie tym dokonsmy bilansu entropii i okreslimy funkcje
dysype‘c;!:i.‘i energiiﬁ postulujqc, ze jest ona formg kwadratowg do-
datnio okreslonq. Postulat ten oraz ograniczenia wynikajace 2z
drugiej zasady termodynamiki pozwolg nam wyciggngé wniosek od-
nosnie prawa przeptywu ciepta i siz dyfuzji. Bi}ans entropii
przeprowadzimy najpierw dla réwnych, péiniej dla réznych tém-
peratur skradnikéw.

Entropia calkowita S mieszaniny zawartej w objetosci V
dzleli si¢ na entropig S, wymieniang 2z otoczeniem przez powierz-
chniq A oraz na entropig wzrastajaca nieodwracalnle SN.

Zgodnie z postulatem Clausiusa-Duhema, predkosci zmian tych
entropii musza speiniaé nieréwnosé wyfaiajch drugg zasade ter-
modynamiki:

(421 §=8-8730.
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‘PrzyjelisSmy za obowigzujaca zasadg stanu lokalnego, zgodnie z
ktdéra powyzsza nierdwnos$é jest speiniona w kazdym pﬁnkcie
przestrzeni zajetej przez mieszaning,

Predkosé¢ zmian globalnej entropii $ okreslimy analogicznie jak

predkosé zmian energii wewngtrznej w punkcie 4.1,. tj.napiszemy:

(4.2.2) $ = sé‘ av ,
v
gdzie: ) & g i
iy F e R e R S
(4.2.3) 84-5(9&? M), Gt Etas e
4 N
gab&'—f ggaa‘-’d;

przy czym s, i s, oznaczaja entropie odniesione do jednostki masy
sk¥adnika klnematycznegocx i fizycznego o. Funkcja S‘ wyraza
predkosé zmian entropii mieszaniny w jednostce oqutoéci, spowo-
dowanych zmiang stanu tej samej ilosci mieszaniny(z:jgs 1.
Predkosé zmian entropii Sz wyliczamy ze strumienia ciepza
przez powierzchnig, przy czym uwzglqdniamy tu ciepZo dostarczone

drogg przewodnictwa oraz cieplb tfansportowane wraz z masg, tj.:

(4.2-4) = —£ Z qa-cé"z“ n dA,- Z(qa fe(l})

"

Na podstawie (4.2.1),(4.2.2) i (4.2.4) okreslamy nastepujaca

lokalng postaé nierdéwnoéci Clausiusa-Duhema:

W
e

(4.2.5) (i“———— e 11§

Zrézniczkujemy drugie wyrazenie we wzorze (4.2.5) i caig nie-
réwnoéé pomnozymy przez T. Nastepnie wyeliminujemy z tej nierdw-
nosci czion wyrazajacy ciepzo dostarczone'przez powierzchnie A,
wykorzystujgc w tym celu réwnanie bilansu energii (4.1.21).

Nieréwnoéé nasza przyjmie wtedy postaé:



AT
(4.2.6) TS, - G, +3 6762 « D30,
&1 9 Y
Przy czym przez: .
4 2 7 D & "‘""‘ X J . 1 ﬂ . s ')‘}
2 =- oa (Ve - Va)- = A 200 % :
C IR =t sCATRURES » O LR

oznaczono t3 czesé energii, ktdéra jest dysypowana.

Konstrukcje¢ funkcji konstytutywnych oprzemy na metodzie
mozliwie najprostszej, a mianowicie na réwnaniu Gibbsa., Réwnanie
to pozwala konstruowaé proste zwigzki konstytutywne o jasno
zinterpretowanych wspéiczynnikath. Bardziej ogélny formalizm,
ktéry zastosowal np.MULLER [64], daje ogélniejsze informacje
odnos$nie postaci zwiazkéw konstytutywnych lecz wspéiczynniki po-
siadajg mniej jasng interﬁretach.

Réwnanie Gibbsa jest siuszne dla stanéw niezbyt oddalonych
od stanéw réwnowagi. Ograniczenie naszych rozwazan dla proceséw
przebiegajacych w bliskim sgsiedztwie stanéw rdéwnowagi wprowa-
dziliémy jﬁz wczeéniej, postulujgc stusznosé zasady stanu lokal-
nego. :

Réwnanie Gibbsa w naszym przypadku wyraza sig jak nastepuje:

Bocaige g
(4.2.8) U,=3 6.6 +'T5,. .
&1 99 ; !

Podstawiajgc to réwnanie do nierdéwnosci (4.2.6) stwierdzamy, ze
funkcja dysypacji energii D jest dodatnio okreslona tj.:

(4.2.9) -Z;th' V“)‘r(‘% U‘ZZC- 7,‘)?-. >0.
’ fg:w

Okreslimy teraz analogiczng nierdéwnosé w przypadku, gdy temperatu-
ry skadnikéw eq rézne. Wtedy w réwnaniu (4.2.8) czion Té4 zas-

tepujemy przez z:: T S i otrzymujemy:
az1
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. A ,& ’
(4.2.10) U=) 6 £+ i ST
=1 oK =1 !
przy czym éw = }i"gﬂ(%ﬁ + %"’4 va“) oznacza predkosé zmian entropii
&=1 » - .
sk¥adnika fizycznego o na jednostke objetosci.
Z poréwnania (4.2 10) i (4 1.24) widzimy, ze.
’ z x
(4-2.11) E quua Z(qd‘ “7d d") Z} :F,at‘ (va‘-
oy i
prat @=d
Bazujac na powyzszej zaleznosci postulujemy nastgpujgce réwnanie

okredlajgce predkosé zmian entropii kazdego skXadnika of :

(4.2.12) §iia PR A L H%h""’

41a

gdzie th oznacza wystepujace we wzorze (4.1.22) ciepo wymienia-
ne pomigdzy sktadnikami wskutek ich réznych ‘temperatur, natomiast
S;‘ oznacza Frédia entropii dla skadnika o . Jesli réwnanie
(4.2.12) pomnozZymy obustrppnie przez Td i zsnmujemy; a nastep-
nie wykorzystamy (4.1.25) i otrzymany»wynik pordwnamy ze wzorem
(4.2.11) to zauwazymy, ze Zrédta entropii powstajg wskutek dysy-
pacji pracy six dyfuzji tj.:

N & NN
4.2.15) ):Tds“= 2 :z :F& (V. V@)
=1 praed &=1 p
Na podstawie (4.2.12) stwierdzamy, Ze globalna pregdkos¢ zmian

entropii wyraza sie¢ nastepujgco:
: N
L 2 fomclold )+3 3h
4.2 5= f338 dV- f?: i Cu i ) s +S5 ]V
vdd VO(1 Tu o
; Entropia wymieniana z otoczeniem ma postaé analogiczng do (4.2.4),

a mianowicie:

(4.2.15) §,= '§Z MndA-—j):(% u?c( «).dV.

ot=1 ad=1 |
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Rézn%ca tych dwéch wyzej wymienionych caXek oznacza, zgodnie ze

wzorem (4.2.1% predkos¢ produkcji entropii w objgtosci V. WedTug
obowigzujgcej tu zasady stanu lokalnego, produkcja entropii jest
nieujemna w kazdym punkcie przestrzeni zajete] przez mieszaning,

tzn.:

N_ N
(4.2.16) at 32 z::

2
d.sd oh=q o= Ta ol=1 Tu

):' Q_.‘__C_.,qu_o)o.

o,
Oméwimy teraz wnioski wypXywajgce z powyzsze] nieréwnosci, przy
czym sa one jednoczeSnie stfuszne w odniesienit do nierdéwnosci
(4.2.9). Jak wynika z (4.2.16), tworzenie si¢ entropii ma miej-
sce z trzech powodéw. Po pierwsze, z powodu zamiany pracy sii dy-
fuzji na ciepto (ZrédZa ciepta i jednoczesnie entropii). Zaklada-
my, ze ten rodzaj produkcji entropii jest nieujemny w kazdym
sktadniku tg.:

(42.17) BramOidinaimtm daResees¥ 4

Jesli przyjmujemy stusznoéé (4.2.17), to automatycznie speiniona
bedzie réwniez nastqpujqca nierownoéé
(4.2.18) ZT,SM ):' : .. (v;(-vi) ;0

"oy petel & F
Jako, ze T >0.
Aby zapewnié dodatnia okreélonosé wyrazenia (4.2.18)przyjmujemy,
e jest ona formg kwadratowsg dodatnio okreslong, tzn.:

% . ;
4.2.19) A b&ﬁ(va- ) -

Warunek dodatniej okreslonosci formy kwadratowej (kryterium
Sylwestra) zgda, aby wszystkie minory gtdéwne macierzy E! = [baﬁ]
byly dodatnie. Warunek ten w naszym przypadku sprowadza sig do
zadania, aby b..= b,..>0; &,8 = 1,2,...,8. Wspézczynniki b,

& ’ i PH Pd> P} ,P ) ’ ynn ap
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nazywaé¢ bedziemy wspéiczynnikami oporu ruchu skXadnika & wzgle-
dem skzadnika ﬁ . W ogdélnodci nalezy je okreéiaé na drodze dos-
wiadczalnej. W pewnych przypadkach szczegélnycﬁ (jak np. wspéxi-
czynnik Darcy, [66]), mozna je réwniez okre§lié na drodze teore-
tycznej. :

Z pordéwnania wzoréw (4.1.10) i (4.2.19) okreslamy sity dyfuzji
wystepujace w réwnaniach ruchu (3.2.9) tj.:

: v v
(4.2.20) ﬁ b,.(v-va)»f “—5—5-

Pierwszy czXon wyraza opory ruchu (tarcie, lepkosé), drugi na-
tomiast érednig predkosé zmiany réznicy pedéw pomiedzy dwoma
sktadnikami, z tytulu wzajemnej wymiany masy. Ten drugi czZon
wyraza efekt analogiczny do tego, jaki zachodzi na przykZad
pomiedzy dwoma obiektami & i & , poruszajacymi sieg o?ok siebie,
gdy z jednego obiektu n# drugi przerzucana jest w sposéb ciggty
jakas substancja. Efekt ten uwidoczni sig¢ w réwnaniach ruchu

w zredukowanym wspéXczynniku opordéw b;% , a mianowicie:
(4.2.21) F;a= -b;ﬁ(v‘i- wy+ gr:ﬁv; :

Drugi czlon po prawej stronie uprosci si¢ po podstawieniu do

réwnar ruchu, natomiast:

(4.2.22) e v ):,q 3
o2 .ﬁ= ﬁ
ETS aﬁ 2 ﬁ« o St ™
Zréznicowanie wspolczynnlkow b._# b* wpiywa na zmniejszenie lub

Fd

zwickszenie sig¢ réznicy prqdkoscl pomiedzy dwoma skXadnikami .

Drugg przyczyng tworzenia sig entropii jest proces wyré@ny-
wania sie temperatur sktadnikdéw. Produkcja entropii przy wymia-
nie ciepta pomigdzy sﬁladnikami przypomina dysypowang pracg

silnika Carnota, pracujgcego pomigdzy Zrédtem ciepta o tempera-
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turze TP i chZodnicg o temperaturze»ﬂ,{por. BB],str.35}. Stwier-
dzenie to staje sieg sbardziej jasne,'jeéli drugi czon we wzorze

(4.2.16) zapiszemy jak nastgpuje.

(4.2.23) 2"_':

q=4 P“ peost o=
przy czym:

(4.2.24) “fs -£+ “——P-) “«p -1:-7‘5 }

Trzecig pPrzyczyng povstavania entropii jest pole gradientu
temperatury. Zaktadamy, Ze proces wyrdwnywania si¢ temperatur
skiadnikév, jak tez przewodzenie ciépka wywoXane gradientem tem-
peratury dajg dodatniq produkcj¢ entropii niezaleznie, tzn.:

(4.2.25) ﬁ' Zth(T T)

rndﬂ ol=1
oraz: " :
1 i P
4.2.26 - :77(0,:—5;?;!7;)17;,; >0
olaq. &

¢

Stusznosé niezaleznego speXnienia nieréwnosci (4.2.25) oraz
(4.2.26) uzasadnia siq'odmiennq reprezentacjg tensorowsg strumie-
nia ciepia (vekfor) : 2 miqdzyskladnikowej wymiany ciepta (skalar).
W mysl zaaady Curie, przyczyna bgdgca skalarem (roZnica tempera-
tur)nie moze wywozaé¢ skutku o charakterze wektorowym i(strumien
ciepa).

Postulujemy, jak poprzednio, ze eraZenia.(4.2.25) 1(4.2.26)
sg formami kﬁadratowymi dodatnio okreslonymi. Zatem strumien
ciepza qi i predkos$é wymiany éiepla miedzj skkadnikami,hdp moze-
my okre$lié nastepujgco:

(Aa2ell).. A -xu‘a)“i +clpe e 1,30,

(4.2.28)  Mgp=X (T, )5 Ry, 0.

\iéwnanie (4.2.27) jest uogélnionym w stosunku do Fouriera prawem
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przeﬁodzenia ciepta; ¥, oznacza parcjalny wspbéiczynnik przewodze-

nia ciepZa. W prawie tym interweniujeAstrumieﬁ ‘ciepta transporto-

L. i

wanego wraz ze stirumieniem masy.?: 'Z&(E - v;)'.

Wzor (4.2.28), gwany w literatu;;; wzorem Newtona, {por.[éﬂ
str.231}, okre$la ruch ciepta przez konwekcje wzglednie wnikanie,
WspbéXezynnik ddp, zZwany wspélczyngikien konwekcyjnego wnikania
ciepta, okreSla ile ciepa w ciggu jednostki czasu wnika od
sk¥adnika ¢ do sk¥adnika « , przy réznicy températur réwnej jed-
nosci. W przypadku réwnych temperatur skadnikow, nie ma wymiany
ciepZa pomigdzy skadnikami; h&P? 0. Prawo przewodzenia ciepZa j
(4.2.27) mozemy zastapié wtedy jednym wzorem ogdélnym dla catej

mieszaniny:
g N :
(4.2.29) ‘= -al: + quIC; D

gdzie:

q;= ﬁ q; ; x=[N}xd y Zu:c:‘u?i - ZN;C;?;,
iy’ *=a oA &=

Dotychczas stosowalismy réwnanie Gibbsa, wyrazone za pomo-
cg wielkodci odniesionych do jednostki objgtoSci mieszaniny. Réw-
nanie to w literaturze jest czg¢sto wyrazone za pomocq'funkcji
odniesionych do jednostki masy.mieszaniny, ktdérej przypisuje sie
predkosé barycentryczng. Zmiany udziau poszczegdlnych skXadnikéw
w catkowitej masie mieszaniny oraz ruch dyfuzyjnyiposzézegélnych
sktadnikéw wzgledem ruchu barycentrycznege okreSla sig wprowa-
_dzajac pojecie potencjaru chemicznego. Przyktadowo, jesli w
mieszaninie pdminiemy sprzgzenia ruchu przez masg¢, a masy posz-
czegdlnych skradnikéw sg zachowane i tempefatury réwne, to réwna-
nie Gibbsa, wyrazone za pomocg funkcji odniesionych do jednostki

_masy ma postaé:
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. 1 .
(4.2.30) e 6, ¢ ;

&j+Ti,+§Jl2déd
gdzie przyjeto oznacsenie:
u - catkowita enmergia wewngtirzne mieszaniny na jednostke
masy, :
- calkovita entropia mieszaniny na jednostke¢ masy,

.temperatura bezwzgledna,

.
]

s

- globalny tenSor napregzenia,
- globalny tensor odksztaicenia,

-

s P
'

pqtencjal chemiczny (entalpia swobodna) skladnika o ,

c

« =§/8 - udzial gramowy skXadnika of w mieszaninie.
Pochodne materialne wystepujgce we wzorze (4.2.30) odnosza sig
do ruchu Sredniego barycentrycznego. :

Te;modynamiczna teoria mieszanin oparta na rownaniu Gibbsa
(4.2.30) przedstawiona jest w monografiach GUGGENHEIMA, [38],
GUMINSKIEGO: [39], [40], WISNIEWSKIEGO, STANISZEWSKIEGO, SZYMANIKA,
[85] i innych. Teoria ta stosowana jest najczesciej do mieszanin
gazow 1up ptynéw, i w zwigzku z tym moc mechaniczna wyrazona jest
przez moc si objetosciowych, tj. tensor naprezenia posiada jedy-
nie czedé kulista: G;j = =p <5: N :

Teori¢ zaprezentowang w wyzej wymienionych monografiach wraz
z formalizmem matematycznym sZuzgcym do opisu reakcji chemicznych
(por. tez WILMANSKI [83], str.131), wykorzystamy w niniejszej pra-
cy do okreslenia "Zrdédex" mas skZadnikéw kinematycznych.

GREEN i LLWS, [36], MOLLER [64), pnoponujé okreslaé zrédra
masy przez zalozenia konstytutywn;. Funkcje zZrdodex traktujg jako
funkcj¢ konstytutywna, ktéra na podstawie zasady wspétobecnosci
zalezy od tych samych parametrdéw stanu co np. energia wewngtrzna,

Nastepnie wykorzystuja zasady: obiektywnosci, determinizmu,
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nieréwnosé Clausiusa-Duhema i ustalaja faktyczng zaleznosé tej
wielkosci od danych parametréw stanu. Formalizm ten aaje jedynie
ogdélne pojecie o funkcji Zrddez, 'tj. pozwala jedynie okreslié
zaleznoéé funkeyjng. Konstrukcja konkretnej postaci funkeji Zré-
dex jest na ogéx trudna.

W tej pracy podamy propozfch okreslenia tyi:h irédeX na podstawie
réwnania Gibbsa, napisanego dl}i\fankcji stanu odniesionych do
jednostki masy skXadnika ‘ﬁzycznegoa . Réwnanie to ma analogiczng
postaé do réwnania (4.2,30)tj.:

N
sl s 2
(4.2.51 = - sl H
2.5 u 3-6ijeii+”dT¢*a2=4:‘M&°u&'

W réwnaniu tym oznaczono:
S energia wewngtrzna skadnika fizyczZnego of na jednostke
jego masy,
- $redni tensor naprezenia, analogiczny do tego, jaki
wystepuje w réwnaniach ruchu BIOTA (1.2.6),
£ s %(v‘:'j + vi.‘ ) - sredni tensor predkosci odksztazcei,
przy czym $rednia barycentryczna predkoéé W, okreSla
wzor (2.3.13),
s - entropia sktadnika fizycznego o na jednostke jego masy,
T - temperatura absolutﬁa sk¥adnika o« ,
M. - potencjal chemiczny (entalpia swobodna) sk¥adnika kine-

matycznego & ’

- udzia} gramowy skiadnika flzycznegoa
(P v, - majacego predkosé Wy,

CzXor konwekcyiny pochodnych materialnych we wzorze (4.2.31)
zawiera $rednig barycentryczng predkosé vd‘tj.(‘)= 8/ot +(8/ax) V: ;
Wykorzystamy réwnanie ciggrosci masy (2.4.3), ktére tu napi-

. szemy w dwéch réznych postaciach, a mianowicie:’
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3—;;—+divgd\l¢ =0,

{4.2.32)
War + divgaV, - ik
°

gdzie 9:;; oznacza predkoéé gzmian ("Zrédia")masy skradnika fi-
zycznego o w ruchu skradnika kinematycznego & . Kombinacja réw-
nan (4.2.32) pozwala okresli¢ pochodng materialng udziatdéw gra=-
_mowych w nastgpujacy sposéb: ¥

& . cok
(4.2.33) 8. %a= ~4ivg s (Vg - Vo) *+ Sy
Zaleznos¢ tg podstawiamy do réwnania Gibbsa (4.2.31), ktore

przepisujemy wyrazajgc zmiany entropii w funkcji pozostatych pa-

rametréw:

T

. . N
(4.2.34) g A, = Sala G ET >, "?—j[dive,a(\'a'\'a)‘?:a]'.
o o=1
Réznica pomigdzy predkosScig zmian energii wewngtrznej i mocy
mechanicznej okresla moc niemechaniczng sktadnika o tj. predkosé
zmian ciepia. CiepZo to okreslilidmy juz czesSciowo w punkcie
poprzednim {por.wzér (4.1.22)} . Obecnie na}ezy je uzupeznié
o czXon 'érédl‘owy' oraz zmienic¢ predkosé. odniesienia w strumie-
niu masy ‘u z ¥, na Vd . Latyo sprawdzic, wykor?ystujqc wzor
(2.3.13) , ze po tej zamianie strumied ciepta transportowanego

wraz z masg zeruje sie:
; N L
(4.2.35) L elpud, ;= }:ic;gd&(v:; -vad,, =0.
o= :

Wzdér (4.2.34), po wprowadzeniu pre¢dkosSci zmian ciepta, wyrazi
sig jak nastgpuje: J :
i N
“Gi+ 3 hy

(4.2.36) Qu by *
o &=1
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PrZy Czym 0zZnaczono:
ild - strumier ciepa przez higbtetyczng powierzchnie poruszae-
sty jacg sie z prqdkoéciavu $
lq;&t .gda(%-v“) - dyfuzyjny strumier masy skladnika o wzglgdem
predkosci barycentrycznej ¥y .
Predko$é zmian entropii (4.2.37) mozemy wyrazié jako sumg pred-
ko$ci zmian entropii wymienianej z otoczeniem g‘é: oraz pred-
kosci entropii wzrastajacej nieodwracalnie g 's: tj.
(4.2.37) gd;;d.-.g“,‘f‘ *Qu‘:::’ )
przy czym:
(4.2.38) 8 ba

(4.2.39) 8y by

s To y ‘
%53 et 15" b
{ 5 T; 1;(,& £ Ty P“ hdrf Sm

ST :
Ta';vl“g‘td Tds}‘_’—_;'zuaﬂ;",;}>0.

Niektore skradniki nierdwnosci (4.2.39)ﬁ omawialismy juz analizu-
Jac ograniczenia wynikajgce z nierdéwnosci (4.2.16). Dlatego, aby
nie powtarzaé dyskusji, dokonamy nastepujgcego przeksztaXcenia

tej nierdéwnosci: pomnozymy jg przez Td i zsumujemy po wszystkich

skZzadnikach. Otrzymamy wtedy:

N FriaN L
(4.2.40) {[gT,SL-gf‘;@;'ZJ"Za" )‘7&,;]*

£ A&
qx?
BRORCI I RE Pt
- g; ~ ¥ 73 e L e ]} 0
ﬁ=a0f &7 dp " P o= &:=1 Qdd M&,ﬂ >
przy czym|wykorzystano tu zaleznos$é:
ﬂ * & N * * *
(4.2.41) 3 ISt Sz S Sap e Spn
fs‘? %=1

oraz wzlr (4.1.25).
Na podstawie (4.2.18) i (4.2.26) nalezy sgdzié, Ze wyrazenie w

pierwszym nawiasie prostokgtnym jest nieujemne. ZakYadamy réwniez,



-T7"=
ze wyrazenie w drugim nawiasie prostokgtnym, wyrazajace dyfuzyjny
ruch masy, powodnje nieodwracalny wzrost entropii 5 e
(4.2.42) [ :Z%MS‘Q - J3)- B z'?dd.!"l :]>0

psan a=1 &1
Ponadto, rézne reprezentacje tensorowe (funkcje skalarne w pierw-
szym czlonie, & wektorowe w drugim) sugeruja, ze poszczegélne
sktadniki powinny spelniaé nieréwnosci niezaleznie tzn.:

(4.2.49) ZNZ Zedﬁ(ﬂ L

adH “14

(4.2.44) t' ﬁ 'an M )0

of=1 =4
Dodatnig okreslonosé vielomia.néw “.2. 45) i (4.2.44) zapewnimy,

przyjmujgc podobmie jak poprzednio, Ze sg one formami kwadrato-
wymi dodatnio okreslonymi. Warunek ten speinimy, jesli:

X
(4.2.45) . Sa3 ‘Va(s(wp 1), Yup 20,
(4.2.46) fate =~ Rz My W0,

Pierwszy Qzéri pfzypomina wz6r Newtona (4.2.28) .dla przenikania
ciepta pomiedzy skXadnikami. Mozemy go zinterpretowac naatq'pu-
Jjgco: przepiyw masy ze skadnika kinematycznegoﬁdo skXadnika ki=-
nematycznego & nastapi wtedy, jesli potencjat chemiczny (ental-
pia swobodna) skiadnika (3 bedzie wiekszy niz skZadnika & . Pred-
ko$¢ przenikania tej hasy Jjest wprost proporcjonalna do réznicy
pbtencjaléw. Vzérv(4.2.46) nazywaé tu bgdziemj uogblnionym pra=-
wem Ficka. Swojg budowg przypomin'a on prawo Fouriera dla ciepZa.
Informuje, %e dyfuzja skXadnika & zachodzi w kierunku przeciw=-
nym do gradientu potencjatu chemicznego.
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Rozdziax V

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

5.1. Réwnania stanu - A

Réwnania stanu dla N-skladnikowej. mieszaniny okreslimy
bazujac na tozsamosci Gibbsa (4.2.18). Wprewadzimy przeksztal-
cenie Legendre’a dla tej tozsamodci i wyrazimy Jg w funkcji
energii swobodnej Helmholtza‘ : :

| ot ol
(5.1.1) E = Zsse'a ZS T
&1 ol=4
przy czym:
daf N
(5.1.2) FE¥u-37T S,

ol=1
Zaktadamy, Ze zmiennymi niezaleznymi funkcji energii swobodnej

53 tensory odksztalcen poszczegbélnych skXadnikéw kinematycznych
oraz ich temperatury tj.:

3 N
(5 K3y F=F @k,...,eq; e AT B B
Pochodna materlalna tej funkcji wyraza sie jak nastepuje:
[
hd 8F1 ‘ol an ’
. R 7=
(5.1.4) = 4 o Z’. o

Z poréwnania pochodnej materialnej funkcji energii swobodnej
wyrazonej wzoremi(5.1.1) i (5.1.4) otrzymijemy zaleznodé:

N N = N
& OF (s& iR e
(5.1.5) 2 '.(Gi.j = a“"g_-_)C;,' = ) (Sa* SR
s=d 9 a=q
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Aby powyzsza zaleznosS¢ bya speXniona dla kazdego dopuszczalnego
procesu, a $ciflej méwiac dla dowolnych zmian parametréw stanu
&: iT, ktére sg od siebie niezalezne, muszg byé speinione

nastgpujace réwnania:

& 9OF SR a
(5.1.6) 6-- = = 3 X= 1,2,.040,N
tj aebjp ’ .59 ? *
(501-7) . S,a’ - -a-fi; o= 1.2....,”-
Réwnania (5.1.6)i (5.1.7) nazywamy rownaniami stanu. W nastep-

nych punktach pracy wykorzystamy je przy okreslaniu zwigzkdw
fizycznych i funkcji stanu.

5.2, Zwiazki fizyczne

Celem okreslenia zwigzkéw fizycznych, vyrﬁzimw energie
swobodng (5.1.3) w funkcji niezmiennikéw‘poszczegélnych tenso-
réw odksztélcenia.oraz tenperatur; Z uwagi na to, ze naszym celem
jest teoria quasilinioﬁaf pomi jamy trzecie niezmienniki tensordw
odksztaXcenia- jako wielkodci wyzszego rzgdu. Energig swobodng
‘'wyrazamy wiéc w funkcji dwéch pierwszych niezmiennikéw tensoréw
odksztazced i temperatui tj.:- :

. § gtk
(5.2.1) F, = 1?1(1!,1,1,1;,1?,...,11,1 S SRR B

i ¥ nazwa "teoria quasiliniowa“ wynika z przyjetego wczesnie]

zaloZenia, iz rozwazamy maie gradienty przemieszczen i predkosci
przemleszczen, natomiast nie czynimy ograniczen odnosnie samych
przemieszczen i predkosci przemieszczen. Stad tes, niektére
wspélczynnikl przy pochodnych moga zalezeé od prqdkosci rze-
mieszczen (rzadziej samego przemieszczenia). Tak np. wsp tczyn-
nik hyg wyrazajgcy opory ruchu we wzorze (4. 219 moze byé funkcjag
predkosei, pochodna materialna posiada czXon lokalny i konwekcyj-
ny, ktéry w Swietle powyzszego wywodu jest quasiliniowy, staXe
materiaXowe mogg byé funkcja temperatury itp.



przy czym:
LS A 5 “
8 ,l f; =€ -=£§<;ﬁ ’
(5.2.2) - ~ - ~ A A o
) ‘E:i e?’ . &= 1,2,-.0,] .

Rozwijamy funkcje energii swobodnej (5.2.1) w szei:eg Taylc;ra
w otoczeniu stanu o zerowym polp mechanicznym i danym polu ta—

_ peratury:
C o BR(0;<T>) &
(5.2, 35} 54 (<1> <T>) = F,(0;<T>) +¥ o T+
E)II;

ﬁ BR(0;<T?) f‘ )E ar,(o~,<r>2 I 15
] aI’ &.; i or oIf
_przy czym dla skrécenia zapisu oznaczono przez <I> zbidr niez-
miennikéw, a przez < T> zbidr temperatur. ‘ :
W rozwinieciu (5.2.3) pomineliémyvkons'ekwentnie cziony rzedu
wyzszego niz drugi. ’ ;
Wykorzysta.my teraz réwnania stamu (5.1.6) i napiszemy zwigzki

pomiedzy naprqieniaml i odksztazceniami:

| w o A
g, AR
(5.2.4) 67 = 2Pa€“+(}:7t Sy —i ),
gdzie:
P OF(0;<T>)
<T 2= ‘__T—)
(5.2.5) ~ o5

0&(0,<T>) =
FRATESSST

X = Naa <T> §

. Z geometrycznej interpretacji rozwinigcia funkeji F, W szereg
Taylora wynika nastepujgca interpretacja mechaniczna jej pochod-
nych: ; .
/"'&' oznacza parcjalny moduz odksz.taZceﬁ. postaciowych
skZadnika &,
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7\&6- oznacza wspél::zynnik wpiywu odk.sztalcenia objetosciowego
skZadnikafS na naprezenie w sktadniku & , gdy & # A
WspbXczynniki A&ﬁ dla & -ﬁ s3 odpowiednikami staXej Lamego dla
danego skXadnika.
Wyjasnimy obecnie znaczenie pochodnych %‘- , (= T,ﬁ,...,ﬁ),
w zwigzkach fizycznych (5.2.4). W tym celu zatézmy, ze osSrodek
poddany zosték dzial;nniu tylko pola temperatury. Mamy wiec zerowe
pole naprezer i odksztaXcen mechanicznych. Ze wzglqdﬁ na zrézni-
cowang rozszerzalnosé cieplng sktadnikéw, w mieszaninie mogsg
powstaé naprezenia termiczne. Moga one odgrywaé role szczegdlnie
w tych mieszaninach, w ktérych skXadniki majg znacznie ograniczo-
ng swobode ruchu. Zagadnienie naprezen termicznych w mieszaninach
jest zbyt szerokie i wykracza poza ramy tej pracy. Dlatego tez
tutaj zakladamy, 2e skadniki majg swobodg ruchu na tyle duzg,
ze ewentualhe naprezenia termiczne mozna zaniedbaé. Podtrzymujemy
wezesniej uczynione zaXozenie o izotropi-i i jednorodnosgci roz-
wazanej mieszaniny dodajgc, ze pod tymi pojgciami rozumiemy row-
niez izotropie i jednorodnos$é termiczng. W zwigzku z powstéymi
zaXozeniami, polé temperatury nie bedzie wywokyv}aé naprezen’ ter-
micznych, a zatem przyjmujemy 6: = 0, Dla takiego stanu mozna
okres§lié odksztaXcenia osrodka, posiugujgc sig pojgciem parcjal=-
~ . WspbXczynnik ten

3
wyraza udziat skradnika fizycznego & w odksztaXceniu termicznym

nego wspéiczynnika rozszerzalnosci cieplnej k,

skladnika kinématycznego ﬁ .Aby blizej wyjasnié jego sens, skor.
rzystamy z zaleznosSci (2.3.1), (2.3.2) i wyrazimy objetosé mie-
szaniny poprzez sume objgtosci parcjalmych:

N 3
(5'2-6) dv =8 dVd .
=1
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Wskutek zmiany pola temperatury, elementarna oqutoéé mieszaniny b

zmieni sie i wyniesie:

:dv ’Z(3K Qo+ 1) ay, =Z’3KJ: av_+ av ,

of=1 o1 ol=1
lud %
-39 R

przy czym K, oznacza wspéiczynnik liniowe] rozszerzalnosci ciepl-
nej sktadnika fizycznego o ,JL Jego temberaturq wzgledns,
Korzystajac z zalezno$ci (2.3.5) i (2.3.4) mozemy wzér (5.2.7)

przepisaé w postaci:

(5.2.8) ‘" i Z e

gdzie:

(5.2.9)

Obecnie dokonamy kontrakcji wskaznikéw w zwigzkach (5.2.4) i
podstawimy zerows wartosé naprezen oraz odksztaXcenia okreslonego
wzorem (5.2.9), .

Po przeksztaiceniach otrzymamy:

N
(5.2.10) --62-51—:287.\7

il e asa Yo
gdzie: ¢
=

(5.2999) 8a= 2,&0‘ -+):3Adﬁk
W przypadku, gdy temperatury wszystklch skzadnikéw lokalnie sg °
takie same, tzn.‘ﬁ =1% =...=U; =0 , zaleznodé (5.2.10) przyjmje

prostszg postaé:
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f N

(5.2.12) --—.-330( ;% Z

Zwigzki fizyczne (5.2. 4)ostateczni Zajq sie jak nastepuje:
(5.2.13) GLJ s 2/‘0‘ [ZA Z&ua u]
W przypadku, gdy temperatury skladnikéw lokalnie sg takie same
mamy: &

A A A&
(5.2.14) 6; = Rpg & + [Z(h

5.3. Funkcje stanu

. W punkcie tym wyspecyfikujemy te funkcje stanu, ktére beds
nam pomocne przy wyprowadzaniu réwnania przewodnictwa ciepza.
Rozpoczniemy od funkcji energii swobodnej (5.2.3). Dla peinej
Jejd specyfikacji,naleZy okre§lié jeszcze jej wartosé dla zero-
wego pola mechanicznego, tj. funkcje F,(0; <T>) = F’. W tym celu
wykorzystamy znang w termodynamice,{por.np.[28],[40“, zaleznosé
pomigdzy ciepzem wasciwym przy stalej'oqutoéci a drugg pochod-
ng energii swobodnej. Dla naszego przypadku zalEZnoéé ta wyraza
sie jak nastepuje:

£5.5.1) ¢t = Td(as“.)e = ‘(a 2 )E

przy czym c: jest parcjalnym ciepZem wtasciwym sktadnika fizycz-
nego d przy staléj objetosci, odniesionym do équtoéci! natomiast
F:( jest energig swobodng skladnika ol dla stanu wyjsciowego.
Energia swobodna jest wielkoscig ekstensywng tzn. podlega prawu
sumowalnosci., W naszym przypadku catkowita energia mieszaniny

zawartej w jednostce objetosci jest sumg parcjalnych energii
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poszczegdlnych skadnikow tj.:

N
(] 4
(5.3.2) F, =0‘):_4 s

Zwiazek (5.3.1) catkujemy dwukrotnie wzgledem temperatury, a

otrzymany wynik podstawiamy do (5.3.2). Otrzymujemy wtedy:
Tat %

(5.3.3) - Z dedf ST,
ox4T h_"

Jedli zaXozyé, ze c“ nie zalezy od temperatury, to catkowanie
nie nastrecza trudnosci. :
Obecnie mozna energi¢ swobodng napisa¢ w postaci jawnej,

a mianowicie:

Ta N T
(5.3.4) F, =-§5 “J & dT,- g%;mé\»gpae;ep
ok
ﬁ: én..g“gp
p=1_a=1

Drugg funkcjg stanu, entropig, otrzymujemy natychmiast,
rézniczkujac energie swobodng wzgledem temperatury {por.(5.1.1)§,
przy czym zakladamy, ze dla interesujacego nas przedziatu tempe-

ratur My = const i "&p= const @

(5.3.5) S, -Zs,,, Z[c i i{s“f"‘]

oA=q
Trzecia i ostatnig 1nteresujch nss funkcjg stanu jest

entalpia swobodna, zdefiniowana wzorem:

N - ¥ S
(5.3.6) G4=ZGM= Fq-: :C
di=4

od
Funkcja ta, wyrazona za pomocg naprezer, pozwoli nam okreslié

%

ciepto wxasSciwe przy staiym cidénieniu. Réznica ciepet przy sta-
¥ym cisnieniu i przy staiej objetosci stanowi kolejng wielkoéé,v
ktérg wykorzystamy przy wyprowadzaniu réwnania przewodnictwa
ciepza.

Celem wyrazenia funkcji G, za pomocg naprQZeﬁ, nalezy
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odwrécié zwigzki fizyczne (5.2.13), tzn. wyrazié odksztaicenia
za pomoca naprezen. ‘Otrzymane zaleznosci nalezy podstawié do
funkcji energii swobodnej oraz entalpii swobodnej.|Nie bedziemy
tu przepisywaé otrzymanej w ten sposéb funkcji, lecz od razu
piszemy druga pochodng parcjalnej entalpii swobodnej 'Gm wzgle-

dem temperatury Ty tj.:
phelyt «Tadgs

(5.3.7) s o >
gdzie ‘
i b} Zu’ﬁ gTA XT 4 Das
«a D pei & o ol 28
Srtra e To e
(5.3.8) D= A:E’ 3/‘5;%2"' A?& =det [%-/*agaﬁ*ka(ﬁ])

‘ L P T I 1T Mt

{ o 8
D“"(" oznacza dopelnienig algebraiczne elementu ( 3;;5‘6'&(3 A% (;)
Sap

Parcjalne ciepXo wkasciwe przy statym ciénieniu sktadnika « ,

oznacza delte Kroneckera.

odniesione do jednostki objetosci catkowitej okreSlone jest
wzorenm, [28] , [40], : :

6 s 64x
(5.3.9) g = Td(_EAT:‘-)G = —Td(_aT_q-)G .

Na podstawie‘ (5.3.7) i (5.3.9) znajdujemy poszukiwang rdéznice
pomiedzy parcjalnymi cieplamiwlaécivymi przy-staiym cisnieniu

i staXej objetosci, 2 mianowicies:

€
(5.3.10) R ] I
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5.4. Réwnanie przewodnictwa cieplnego

Celem wyprowadzenia rdéwnania jrzewodnictwa-cieplnego Qﬁko-

rzystamy zaleznos¢ (4.2,12), ktérg przepisujemy tu w nastepujacej .

formie:

’ . v s 3 *
{5.4.1) 8,7 -(qui- C«'Z&",,J* z’f’:hﬂp»fs“]'d :
Wyraéenie po lewej stronie wzoru (5.4.1) mozemy, na podstawie
(5.3.5), okreslié nastepujaco:

N ’

" 3 ’ T A n
(5.4.2) Sy = ST+ Ty ) BET
Wykorzystujgc réznice pomigdzy éiepkem wiasSciwym przy staiym
cidnieniu i prazy statej objetosci (5.3.10), eliminujemy tempera-
ture T. 1

: : . Wi 4
(5.4.%) Ty G = G () + (- o )-m5 3 satf

Obecnie przeksztatcimy prawg strong wzoru (5.4.1) . W t}m celu
wykorzystamy uogélnione prawo przewodzenia ciepta (4.2.27), wzdér
okreslajacy WymiaHQ!ciepla miedzy sktadnikami (4.2.28) oraz
warunek (4.1.26). Po podstawieniu tych wzoréw do prawej strony
réwnania (5.4.1) otrzymujemy:

(5.4.4) P S = xd\)‘w»fpzlj':'xﬂp(T‘,-T,)* S:,T,,.

7 poréwnania wzoréw (5.4.3) i (5.4.4) otrzymujemy poszukiwane
réwnanie przewodnictwa ciepta dla skkadnika o« G

(5.4.5) H T, + S Tu= G o Z’.*u,,(T % ¢)+ Z&f,i"
przy czym V? oznacza operator Laplace a, Jesli uwzglgdnimy

zwigzek pomiedzy ciepiami wasciwymi przy staiej objetosci odnie=-
sionymi do jednostki objetosci i do jednostki masy tj. zwigzek:
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(5-4-6) ol Sa “»
to czion c:‘Q.“ mozemy okreslié jak nastepuje:
(5.4.7) c:n? - c \7‘ + °n’2«‘7;..

Kropka nad symbolem oznacza pochodng materialng z predkoscia
konwekcji V¥, . Drugi czZon po prawej stronie oznacza ciepio trans-
portowane przez mase {por.(4.1.22)+(4.1.24)}.

W przypadku idealnej wymiany ciepa znika czXon wyrazajacy prze-
niakanie ciepta od skadnika do skXadnika. Wprowadzajac globalne
parametry dla calej mieszaniny, wystarczy rozwigzywaé¢ jedno réw-
nanie globalne aby znaleZé pole temperatury mieszaniny. Réwnanie

to ma postaé:

A

N N T o
= P.
gdzie: 4
¢ A= Zxd)
o=
&l
=21 p €
=T TovCeusl
§ = th &uﬁ T
b o i °‘_ 95538 v
Q= 2 (vi-va)(vs -v
S & e(é P)(a p)

Przy catkowaniu réwnania przewodnictwa pomija si¢ zwykle czXony
konwekcyjne w pochodnych materialnych, tj. rozwigzuje si¢ row-

na.nle postaci:

(5.4.9) AT = 4 }:;,P Yo (B3

W pierwszym przyblizeniu pomija sie tez niekiedy wpiyw zmian
dylatacji na rozkad temperatury.
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Rozdziaz VI
ROWNANIA ZBIORCZE I WARUNKI BRZEGOWE

6.1« Zestawienie réwnani

Zestawimy tutaj réwnania, ktére sg niezbedne przy rozwia-
zywaniu problemdw poczatkowo-brzegowych w teorii mieszanin,
Rogpoczniemy od napisania réwnan ruchu (3.2;9) w postaci jawnej,
tzn. z wyspecyfikowanymi sitami dyfuzji. Sizy te okreé}one sg
wzorem (4.2.21), Réwnania ruchu po uwzglednieniu tych si wyraza-
ja sie nastgpujaco: :

a

: S
(6.1:1) .. + g& X;= S5 V& + ;l—'-:b&f’(vﬁ ‘Va).

0]

. . 2 *
WspbéZzczynniki baﬁ
nimy, Ze wyrazaja one opory ruchu sktadnika & z tytulu tarcia,

ombéwiliémy szczegélowo w punkcie 4.2. Przypom-

lepkosci (b-~= b-n) oraz wymiany masy pomigdzy sktadnikami kine-
*
matycznymi (2g..= ? ﬁa)'

(6.1.2) o lg.. é e

W punkcie 4.2 wspomnielismy, ze wspbétezynniki by naleZy , W ogbél-
nym przypadku’okreslac drogg eksperymentalng, ale niekiedy mozna
réwniez na urodze teoretycznej jak np. wspéiczynnik Darcy [66].
Prawo Darcy, wyrazajace ustalony przepiyw cieczy w osrodku porowa-
tym, przy nieobecnosci sit masowych, wynika natychmiast z (D B £
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Przyjmujemy mianowicie: G;f =G<£j s X2 0, v;‘: 0, X2 ik otrzy-
mu jemy:
(6.1-3) 6,;,= b(vi.-v!); bz§= b 9

przy czym wskaZnik i odnosi sie do szkieletu osrodka porowatego,
a skadnik 2 do cieczy w porach.
Predkosé wymiany masy pomiedzy skZadnikami kinematycznymi
#

ga“s Jest proporcjonalna do réznicy potencjaréw chemicznych skiad-

nikéw kinematycznych {por. (4.2.45)} :

(6.1.4) €:§= YVap (M- 1) Vay #0-

WspéZczynniki V&’; , podobnie jak wspéczymniki wymiany ciepia

w prawie Newtona (4.2.28), sg zwykle wyznaczane doswiadczalnie:
i tabelaryzowane {patrz literatura zwigzana z wymiang ciepZa
i masy np. [81]} .

Przy rozwigzywaniu problemdéw poczgtkowo-brzegowych teorii
mieszanin ﬁaleZy w ogblnym przypadkub oszeélié nastepujace
funkcje: »

1). ¥ funkeji gestosci g,(¥,1t);

2) 3N wspoirzednych N wektoréw przemieszczex'i Uy (X,t);

3o 6N wspérzednych N pa.fc;jalnych tensordw ixapreéenia 6;?( X, t),

4). N funkcji temperaturla(x,t) .
Wprowadzilismy 10N+N niewiadomych wielkosci. Celem ich wyznacze-
nia dysponujemy 10N+N réwnaniami:

1). N réwnad ciggosci (2.4.6),

2). 3N réwnar ruchu (6.1.1),

3). 6N zwiazkéw fizycznych (5.2.13), przy czym wykorzystujemy

zwigzki geometryczne dla maXych odksztaXcen,

4). N réwnai przewodnictwa cieplnego (5.4.5).
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Liczbe réwnar mozemy zmniejszyé, jezeli do réwnan ruchu wprowa-
dzimy zwiazki fizyczne i skorzystamy ze znanych zwigzkdw geo-
metrycznych dla marych odksztazcen. W wyniku opisanej procedury

otrzymujemy rdéwnania zbiorcze:

{6.1.5) ,A.dv’u. + (/"d+ha(d)€ + Zh ﬁ x v
‘ut

=gyl + Zb 5(“ﬁ' ag) + ;;"-:3:&‘7;“ &=42,..N
Wypisany ukiad réwnani uzupelniaaq wspomniane réwnania ciggosci
masy (2.4.6) i rdéwnania przewodnictwa (5.4.5).
Razem, réwnania te stanowia peiny zestaw réwnai teorii mieszanin,
w ktdérej uwzglednione sg sprzezenia ruchu przez masg. S3 to
réwnania quasiliniowe. Niektére wspéXczynniki przy pochodnych sg
funkcjami predkoéci przemieszczeidn (np. czloﬁy konwekcyjne w po-
chodnych materialnych) badé tez niektére czony sg kwadratami
predkosci, jak nb. zr6da ciepa. Zwykle w pierwszym przyblizeniu
pomijamy tego typu quasiliniowe czlony. Przyjmujemy tez, ze
gestosci masowe, wobec matych odksztalcen, sg niezmienne oraz,
ze temperatury poszczegbélnych sktadnikéw w danym punkcie sg réw-
ne (procesy bliskie stanom réwnowagi) . Po tych uproszczeniach

otrzymujemy nastepujgce réwnania:

,uavzu;+ (Ma* Aga )5 + Znaﬁe +85X; =

(6.1.6) il - s

ga = COﬂSt .

Jest to liniowy ukXad rdéwnaid teorii mieszanin.
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6.2. Warunki poczatkowo-brzegowe

Jednym z iétotnych elementdéw tej pracy jest zwrdcenie
uwagi na problem warunkéw granicznych dla osrodka wieloskiadni-
kowego. Na brzegu obszaru zajgtego przez dowolny osSrodek spotyQ
kamy sie zawsze z obiektywnie istniejaca rzeczywistoscia. S3 to
obiektywnie istniejgce sity, wymuszenia kinematyczne czy okreslo-
ne warunki termiczne. Od warunkéw na brzegu zalezy stan wngtrza
obszaru, ktéry mamy opisaé przy pomocy réwnan’ teorii otrzymanej
w wyniku abstrakcyjnego rozumowania, wspartego prawami przyrody
(zasady mechaniki i termodynamiki). KXopoty z adekwatnym powizza-
niem obiektywnej rzeczywistoSci na brzegu ze stanem osrodka w‘
jego wnetrzu zaczynajg sie wtedy, gdy symbole, 2za pomocg kté=-
rych wyrazone sg réwnania teorii, oznaczaja wielkoSci nierzeczy-
wiste. Takimi wielkoSciami sg np. predkoSci barycentryczne
sktxadnikow fizycznygh:»

N

Sa&
(6.2.1) - wv,,,-==§: e Vs .
&sd. 0%

Nie istnieje w rzeczywistosci pole predkoSci barycentrycznej.

Zadna "czgstka" skXadnika o w przypadku ruchu sprzezonego ta-
‘kiej predkosci nie posiada.
Podobnie, nierzeczywistg wielkodcia jest globalna predkosé bary-

centryczna: -
(6.2.2) ¥ ¥ g Va= 2. ¢ Va-
1 ol =1 &=1

Nie naturalnym jest tez rdéwnanie ruchu barycentrycznego $rodka

masy:
L

(6.2.3) 513,3 +¢X;=¢ T
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Tensor naprezenia w tym réwnaniu zdefiniowany jest jako "siZa
szdkj dziaZajgca na powierzchnig di;, ktéra pozostaje w bez=-

ruchu wzgledem barycentrycznego ruchu” {[64], sfr.S}. Nie wiemy
natomiast jak ta si%a ma sig wzglqdem'powierzchni'brzegong, na
ktéreﬁ punkty barycentryczne nie lezg, a na ktérej moga diiazaé
obiektywnie istniejace sity, GREEN i NAGHDI, [34], kwestionujgc

definicje tensora:

N : o s

. ol T U R R
(6.2.4) O » é(&j-%% o B ML s
podnieéli wxa$nie trudnosé sformutowania warunkéw brzegowych
dla tego tensora.

Siza T; wyrazona przez ten temsor tj.:

(6.2.5) = G

w Swietle wyze] zaprezentowane] interpretacji, nie-jegt na pewno
sirag, ktora mogtaby istnie¢ na brzegu.

Nasuwa sie pytanie: jakie moze byé znaczenie réwnania (6.2.3)

w teorii mieszanin, jeS1li formuXowanie warunkdéw brzegowych dla
tego réwnania nastrecza trudnosci? Z punktu widzenia warunkéw
brzegowych, rdwnanie to i koncepcja tensora naprezenia (6.2.4)

s3 nie do przyjecia. Byc moze, posiadajg one inne pozytywne cechy
nieznane autorowi.

W tej pracy yprowadziliémy podziat kinematyczny skXadnikéw
majac na uwadze naturalne (rzeczywiste) pola predkosci. Bilansu-
jac ped wprowadzilismy pojecie sit, ktére sg odpowiedzialne za
zmiane tych naturalnych predkosci. Trudno -jest daé zdecydované
odpowiedZ, ze taka koncepcja opisu ruchu jest najlepsza. Wska-
zemy jednakze przykady potwierdzajgce jej siusznosé.

Na rys.8 przedstawiono warunki brzegowe dla porowatego walca
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wypelnionego cieczs, ktérego drgania analizowai autor[51], [52],

[53]. )2

’ Z

GL(hﬂ:)ﬂ,=-‘P(t) % stempel g
""“'-*)“o‘o 62 021+ 63t Ao PLE)
| vnt) = vacht)

porowaty walec

b vi{(0t) 0
Gi(ot)ccmst uz(0%)

sprezyna

0
\waty walec
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Rys. 8. Przykad warunkéw brzegowych dla porowatego
walca wypeinionego ciecza.

Pragniemy tn przede wszystkim zwrdci¢ uwage na predkosé cieczy
na powierzchni brzegowej na rys.8b (dolna podstawa walca).
Skorzystamy 2z zaleim‘aééi (1.1.9) pomigdzy Srednig barycentrycz-
ng prqdk’oécj_.a- cieczy a jej predkosSciami rzeczywistymi tj.:

(6.2.6) 8, vz(z,t)di Qar Vg (2,t) + 83 V2 (z,%) .

Na dolnej podstawie rogzpatrywanego walca mamy v;(z,t;)L:(:> 0.
Ponadto ggstodci w swietle (1.3.3) 1 (1.3.8¢) mozemy wyrazié

nastepujgcos
? = g v —‘V—E— = ﬂ.ﬂg )
- (6.2.7) 2 V h-Ao 2 Ap
-3 A
gli gﬂ. AK

gdzie V = A'h oznacza objetosé walca , VP objetosé por,

IP= L& /b érednig powierzchnig por, A, powierzchnig kanatéw pio-

nowych, A, calkowita powierzchnie przekroju walca, h wysokosé



<o ©

walca.
Réwnanie (6.2.6) dla z = O przyjmuje postac:

(6.208) 72(0,1'.)2? = Vi(o,t)LK.

Poniewaz Ip>AK’ zatem:
(6.2.9) Vi'(oot)7v2 (0, %) .

Nie ulega watpliwosci, ze czasteczki cieczy na brzegu z = O posia-
dajg predkosé vﬁ(o,t). Predkosc va(o,tf jest wigc predkoscia
fikeyjng, nie istniejgcy ﬁa brzegu. To rozrdznienie ma istotne
znaczenie w przypadku kinematycznych wymuszen drgan.

Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla naprgzen
na przepuszczalnych powierzchniach walca, Zaleznosci pomiedzy
naprezeniami wystepujacymi we wspéirzednych normalnych i napreg-
seniami érednimi, okres$lone przez wzér (1.2.12), mozemy w naszym

przypadku wyrazié nastepujaco:

g 4 2 AP‘A(
(6+42410a) 6= 5;3,,‘+G,; e

e P
6.2: 908 e

’ RP

Jesli p oznacza rzeczywiste cisnienie cieczy, To aby zachodziXa

zalezno$é (6.2,10 b) musi byé:

6i= - %& )
6.2.11) A

2. gl

6 P Ao

Ewentualna siYa dziaZajaca na ciecz na powierzchni brzegowej

z = h na rys.8a byiaby:
(6.2.12) P (+) = p(b,t)4, # p(h,t)lp.

W analizowanym przykiadzie, wobec swobodnej powierzchni cieczy



sira ta jest réwna zeru zzn.Gs(h,t7 = 0. Nie oznacza to, zeG*
jest réwne zeru. Zattm 6* jest w 0golnym przypadku wielkoscig
'fikcyjnq na brzegu.

Niemozliwe jest , w ramach jednej pracy, oméwien}e wszyst-
kich probleméw zwigzanych z formuXowaniem warunkéw brzegowych
w teorii osrodkéw wieloskiadnikowych. Zagadnienia te wymagaja
indywidualnego rozpatrzenia w kazdym szczegdlnym przypadku.
Tak np. formulowaniu warunku dla sktadowej stycznej predkosci
cieczy na powierzchni brzegowej poswiecili swoje prace BEAVERS
i JOSEPH, [1], oraz SAFFMAN, [70]. W pierwszej przeprowadzono
badania doswiadczalne i ustalono pewien empiryczny warunek, w
drugiej natomiast podano jego teoretyczne uzasadnienie.
Warunki brzegowe dla 6srodka porowatego analizowai tez MULLER,
[65].

Naszym; zasadniczym celem byXo zasygnalizowanie trudnosci
z formuXowaniem warunkéw brzegowych w teorii mieszanin w przy-
padku, gq; réwnagia tej teorii sg wyraZoneAza pomocg wielkosci
érednich.baryéentrycznych. Jako droge wyjscia z tych trudnosci
wskazalismy mozliwos¢ formuXowania tych'réwnaﬁ we wspéirzednych
normalnych, WielkoSci wyrazone we wspéirzednych normalnych sg
bardziej naturalne i lepiej opisujg obiektywng rzeczywistosé

_ na brzegu.
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Rozdziax VII

TERMOKONSOLIDACJA~Przyktad

W rozdziale I dokonalidmy szczegbXowej analizy ruchu
o$rodka porowatego wypetnionego ciecza. (!‘eraz f pokazemy, zZe wy-
prowadzone tam réwnania ruchu mieszczg si¢ w ramach ogdlnej
teorii mieszanin. Ponadto uzupeinimy rozwazania o podstawy termo-
dynamiczne i rdéwnania konstytutywne. Bgdzievto wxasciwie przejscie
z réwnai ogdélnych, zaprezentowanych w tej pracy, do réwnai termo-
konsolidacji, prezentowanych w pracach [20],[21] i w pracy [18],
przy czym w stosunku do tej ostatnie] zaprezentowano tu nieco
inny sposdéb okreslania wymiany ciepa pomigdzy skZadnikami.
Rozwazania dotyczyé beda osrodka porowatego z konsystentnym
szkieletem tj. przyjmiemy g, = 0 (por.rozdziat I). W stosunku
do pozostazych gestosci uzywaé¢ bedziemy nastepujacych okreslen:
Qs =¢ =8 = ¢, +9,7 - gestosc szkieletu wraz z ciecza uwiezions,
8= 8 = Q;3 - gestosc cieczy swobodnej. Ggstosé szkieletu wraz
z cleczg uwigziong posi'é.da predkosé ¥y = V¥V , natomiast ciecz
swobodna posiada predkosé Vé = W (oznaczenia zgodne z pracami
(173, bi8l, [20], [21], [22]). Naprezenia bedziemy oznaczaé GJ =ng -
b.

5.-}' =6d,; , natomiast wspétczynnik oporéw przeprywu b,; = b,

Réwnania ruchu (6.1.1) dla S mozemy zapisaé jak nastepuje:
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6y + (- = (g-3) Fh + (b+ $el3)(we-va),

(7.0.1 EeD . *
6, + 8X.= 8 %-(b*fi‘?i:)(“i"'i)’

przy czym d/dt = 3/t + (3/0x) v, ; D/Dt = 9 /2t +(9Rx;)w;
oraz

o * *
(7.0.2) 835 =Y (M- 00 <-eg1 ;
‘N; il‘?i oznaczajg odpowiednio potencjaty chemiczne dla szkiele-
tu wraz z ciecza uwieziong oraz dla cieczy swobodnej.
Przepiszemy tu jészcze raz réwnania ciggrosci,aby blizej zinter-
pretowa¢ Zrédta masy. Dla skXadnikéw fizycznych mamy (por. punkt

1.3 lub 2.4):

(7.0.3)

9%s
st
‘ %3{- + a%’%/‘- = -[a(w-v],

gdzie S =g, oznacza ggstoéé parcjalng szkieletu, natomiast
S, =4 gestosd¢ parcjalng ciecsy.
Réwnania ciqg]:oéci dla sk¥adnikéw kinematycznych wyrazaja sig

nastgpujgco:
Ae-3) eV _ *
ot o 1)
(7.0.4)
2 MWy _
2ot Taw "

Pierwsze z réwnan (7.0.4) mozemy uproscié¢ wiedzgc, zZe:
i X15049) €-§ =8 . +8,; %98
gdzie g, oznacza parcjalng gestos¢ cieczy uwigzionej tj. cieczy

poruszajgcej si¢ razem ze szkieletem.

Po podstawieniu (7.0.5) do pierwszego z réwnan (7.0.4) i
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i wykorzystaniu (7.03) otrzymamy:,

Bu , Wuv _ *
(7.0.6) 5 a:» g

Widoczne jest teraz, ze "Zrddta" masy skiadnikéw kinematycznych
wynikajg z wzajemnej wymiany cieczy swobodnej, majgcej prQ;ikoéé
W, i cieczy uwigzionej w kawernach szkielétu tj. majacej pred-
ko$é ¥ . {
Sumowanie stronami réwnai (7.0.4), i (77.0.6) prowadzi do réwna-
nie ciggrosci dla catej cieczy (7.0.3) , przy czym uwzglednia sig,
- ze:

% £
(1.0:7) S35 +-31 =0

Sumowanie réwnai (7.0.3) lub (7.0.4) prowadzi do globalnego réw-
nania ciggoseci:

93 , 9%V b fi e

éT + é-x“—= - [g.(N&-V‘_)]);

przy czym: € =g +8Qc = (8-8)+ 8.

Réwnanie bilansu energii (4.1.21), przy zaXozeniu réwnych tem-

(7.0.8)

peratur sktadnikéw, przyjmuje postaé, [20],[21],:

e o 9 * ot
(7.0.9) U = Y 5;,' ” 6”&,3. 2 [q;,;' 8 (Wi -v;) ,.‘.]* Fqi (W=%),
przy czym:
(7.0.10) & =3 (v;;* v;i)-
Dla réznych tempe;'atur mamy:
(7.0.11) U, =6;€;+6w;-[9::" cp 8 (w:- v)\7‘J+Fu(w -v;).

Predkoéé zmian entropii w poszczegélnych skladnikach okresla.my

na podstawie wzoru (4.2.12):
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dSss _ .—Cfs,&*hs; Py

S 9
(7.0:12) ” 2 !
DSy -[9%i - 30w -vd Wi lvhys %
» T, *5¢ 5
przy czym:
%-9*9>
* * x¢
(7:0.13) Sis Tgt Sy T= By (W, = W),
h5§+ hfs= 0

hs{ - ciepzo wnikajgce od cieczy do szkieletu.

Na podstawie (4.2.19) mamy:
.
(7-0-14) ; F;£= b(wi- v;) -

Prawo przeptywu ciepta, okreslone wzorem (4.2.27) wyraza sie tu

jak nastepuje:

L S VTN L o
q; = -t v (w-v) Y ot 20,
w przypa&ku réwnych temperatur skiadnikéw, globalny strumien
ciepta okresSlamy: : : 1 ' f~
(7.0.16) q‘= —3(0:;* C:é(WL'V.‘)O',

Pray czym A= A+ o, >0

CiepZo wnikajgce od cieczy do szkieletu okreslamy na podstawie
wzoru (4.2.28)tj.: '

{71.8.17) hs;”‘s;(Tf' T) s R 20

Zwigzki fizyczne teorii termokonsolidacji wyrazajg sig nastepu-

Jjgco:
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(ool 8 2ptg (A€ e 00y 5530y - Ty 0Ty

T ¥
G = A€+ A0 50 - 5V,

przy czym €= n;"‘- - dylatacja szkieletu, 6 = “;i,i - dylatacja cie-
czy oraz &T’a - wspéXczynniki wyrazajgce wpiyw temperatury na na-
prezenia {por.(5.2.11) i (5.2.9) .

Rownania przewodnictwa cieplnego dla osrodka porowatego z
ciecza (por.punkt 4.5) przyjmuja postads

g dd

g 3
e de . 7 DB
AV, + S T nd SF S0 (TR S (! pick oy

(7.0.19) 81t ssi

i DN 6'_ de
AT+ Sy Ty = G op * A (T T+ 5 (Xru GG

Réwnania ruchu dla termokonsoli&acji wyrazone 2za Pomocg prze-

mieszczed przedstawiajg sig Jjak nastepuje:
p ;*(/“ Ag) i+ A5 6,4 (¢-X; =
* T -
(7.0.20) =(e-8) 3 —" (b’i325)(“1“’0*85305,-'.*‘843‘73 )

1
PR +7Lu6 +3X,; -g — -(b' ;;)(”L'Vi)’&i‘)ﬁi*
+3,,\7‘; ;
PeXny zestaw réwnai liniowej termokonsolidacji, analogiczny do

zaprezentowanych w pracach. [20] i [21] , ma postad:
/u-Vzw (e ) i+ Ay 6 + (-, = (8- )i +
- b(ui —u,)-u-x,\?
(7.0.21) Ngg€o+n336,+8XK,; = §u§ - b(u;-v;)+'g;\7;; ‘,
AT = P i S,
(g-8)=const | G=comst = ()Z 3 -
Przyjeto tu zatozenie, ze temperatury cieczy i szkieletu lokalnie

sg takie same.
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UWAGI KONCOWE

W pracy tej przedstawiono teorig mieszanin w sposéb mozli-
wie najprostszy, birgc pod uwagg jedynie oddziatywania mecha-
niczne i termiczne. Miﬁo to, réwnania koricowe przedstawione w
punkcie 6.1 sg zXozone. Ich zYozonoéé wynika nie tylko z wielo-
sk¥adnikowo$ci opisywanego odrodka, ale przede wszystkim z ist-
nienia sprz¢zen ruchu i deformacji (wspominalismy o tym we WSTE-
PIE), a takze sprzgzer termicznych poprzez temperatury.

W tej pracy nie uwzglednili$my wielu zjawisk moggcych mieé¢ zna-
czenie w teorii mieszanin, jak np. efekty mikropolarne,
oddziatywania magnetyczne, elektryczne, reakcje chemiczne itp.
Zdaniem autora, uogélnienie teorii mieszanin na tego typu zja-
wiska jest‘sprawq przysztoéci. Aktualnie prace powinny sig kon=-
centrowaé nad dalszym doskonaleniem opisu ruchu, na bardziej
wnikliwyﬁ, opartym na przestankach fizykalnych, formuzowaniu
réwnaii bilansu, na jasnym interpretowaniu wproﬁgdzanych wspbt-
czynnikéw, na eliminowaniun cﬁlonéw maXo waznych celem otrzyma-
nia teorii w miare prostej. Pod takim kierunkiem byta miedzy
innymi orientowana niniejsza praca. Zjawiska autentycznie wystg-
pujgce w mieszaninach, takie jak np. sprzgzenie ruchu przez masg
czy transport ciepia przez maéq staraliémy sie uwzgledniaé u sa-
mych podstav; Takie podejScie pozwala fowiem jasno interpretowaé
staZe wystgpujace w réwnaniach teorii (w naszym przypadku migdzy
innymi wspétczynniki w réwnaniach BIOTA, wspéXezynniki w uogdl-

nionym prawie przepiywu ciepia, sity dyfuzji, itp.) .
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Nie ujmujac nic metodom matematycznym warto podkreslié,
ze hadmierny formalizm matematyczny stosowany przy opracowywa=
niu tedrii moze niekiedy znacznie zaciemniaé fizyczny obraz
zjawisk. Podobnie, przedwczesna aksjomatyzacja nieugruntowanej
teorii moze byé przeszkodg w dalszym jej rozwoju. Stwarza -ona
bowiem pozory porzadku i dopracowania, a tak obecnie w teorii
mieszanin jeszcze nie jest.
Wréémy tu jeszcze razbdo trzecie] zasady metafizycznej TRUESDELLA
(por.str.7) by stwierdzié, Zze spetnienie tej zasady wymaga wpro-
wadzenia pojgé wielkosci Srednich barycentrycznych, a te jak
wiadomo, nie'mogq byé speXnione na brzegu obszaru. Pozostaje
wiec problem wyboru: czy speXniona ma byé zasada metafizyczna;
czy warukni brzegowe? Do wielkosSci barycentrycznych prowadzi
réwniez koncepcja trakiujgca mieszanine jako algebre Boole'a,
a sk¥adniki jako skoficzony podziaX tej algebry (por.[82], [80]).
Chcemy tez zwrdcié uwage na pewien aspekt formalizmu stosowanego
przez MULLERA [64], [65], oraz DUNWOODY i MULLERA [2&], prIZy
wyprowadzaniu zwigzkdéw konstytutywnych teorii mieszanin. Forma-
lizm ten wymaga speXnienia zasad: wspéobecnosci, obiektywnosci,
lokalnoSci dziazania, determinizmu, termodynamicznej dopuszczal-
nosci, symetrii materiaXowej. Nie moze on stanowié, podobnie jak
formalizm‘Onsagera, przepisu na otrzymywanie réwnai konstytutyw=-
nych. Speznienie uyZej wyszczegbdlnionych zasad, aczkolwiek ko=
nieczne, nie zwalnia od wnikliwej analizy fizxkalnej zjawisk.
W przeciwnym razie, stale wysigpujace w formalnie napisanych -
zwigzkach konstytutywnych nie bedg miaty jasnej interpretacji.
Dla przykadu pordwnamy Prawo przeplywu,ciepka,w'oérodkn dwu-

sk¥adnikowym, otrzymane w tej pracy i przez MULLERA w pracy (64].
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Tutaj prawo to, przy zaXozeniu réwnych', temp_eratur skXadnikoéw,
ma postaé (7.0.16) td.:

g = =%+ cp @ (w-v).
Aby otrzymaé to réwnanie, poswiecilismy w tej pracy wiele miejsca
zagadnieniu ciepZa transportowanego wraz z masg juz przy bilanso-
waniu energii. Bardziej ogélne prawo otrzymar MULLER bez analizy
takiego ciepa {por. [64] ,str.9#11 i wzdr (7.3)} 7
: q = =KD + Ko(Wi- Vi) = Kgq$,:~ KgaSai -
W tym miejscu chcemy podkreslié, ze trud ktdéry wozylismy w ana-
lize ciepZa transportowanego wraz z masa procentowaX przy inter-
pretacji wspéZezynnikéw w réwnaniach koricowych, MULLER otrzymaX
wyzej wypisane prawo przeptywu ciepta w sposéb niemalze mecha--
nieczny, jedna}cZe napotkat na trudnosci przy interpretac:j‘i wspoi-
czynnikow Kv"‘o’"é« s Kgy + Interpretacji tej poéwiqcil wiele
miejsca w swojej pracy i po diugiej dyskusji doszed do wniosku,
se Kg = ,Kg,=‘ 0 {por. [64]‘ wzor (7.12)}. Nie podax natomiastf dosta-
tecznej interpretacji wspéXczynnika Ky {por. [64], wzlr (9.9)} .
Otrzymané' przez nas prawo przeptywu ciepta ma tu przewage nad
prawem gtrzymanym przez MULLERA, gdyz wiemy co_?znacza wsp‘élczyno
nik k, , mianowicie w naszym ‘przypadku o= c:§\>.
Tego typu uwag mozna wymienié wigcej.
Na zakonczenie pragniemy podkre$lié, Ze niniejsza praca nie
';lyczerpuje wvszystkich probleméw zwigzanych z doskonaleniem
dotychczasowych podejéé do tebrii mieszanin., Niektdére problemy
zdoXaliSmy zaiedwie zasygnalizowaé, wiéle tez zapewne uszio na -
szej uwadze. Zakres rozwazadh ujetych w tej pracy podsumowujemy
nastepujacymi uwagami og6lnymi:

1. Teoria mieszanin, w ktérej uwzgledniono efekt sSprzgzenia



2.
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ruchu przez masg, zawiera w sobie teorig osrodka porowatego
wypelnionegd cieczg, ktdrg do tej pory trakfovaﬁo jako
odrebng dyscypling.

Réwnania teorii mieszanin, z uwagi na warunki brzegowe, ﬁo-
winny byé formulowane we wspéirzgdnych normalnych; nalezy
unikaé formutowania tych réwnai za pomoca wielkosci Srednich
barycentrycznych, ;
DokYadna identyfikacja zjawisk zachodzgcych w mieszaninie i
ich uwzglednienie u podstaw teorii,‘ pozwalaja Jjasno interpre-
towaé wspdXczynniki wystepujace w réwnaniach koricowych.
Teoria mieszanin wymaga dalszych wnikliwych badail i doskona-

len,

Szereg wnioskéw szczegbéowych Czytelnik znajdzie wewngirz pracy.
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z [n]
x; [n]
t [s]
v, & [E]

v [3]

. 5 7
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V;;&V,.. ]
v, m’]

g2 8= Aup/a T
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fu = Va/v 1]

- OS5

OZNACZEN

wspdirzedna uk}adu kartezjaniskiego,
wspéirzedna normalna,

czas,

érednia predkos¢ przemieszczen sktadnika
fizycznego o ,

predkosé przemieszczen skladnika kKinematycz-
nego &,

predkosé¢ wzgledna,

predkosé odniesienia,

predkoéé dyfuzji,

powierzchnia catkowita,

powierzchnia sktadnika fizycznego « na po=-
wierzchni A,

powierzchnia tej czesci skadnika fizycznego
o. na powierzchni A, ktdérej predkos¢ wynosi V,;,
objetosé¢ globalna mieszaniny,

objetosé zajmowana przez skradnik fizyczny
o w objetosei V,

wspbérczynnik udzialu powierzchniowego tej
r-:zqs’ci sk¥adnika fizycznego o , ktéra ma
predkosé vr: v

wspétczynnik udziatu skadnika fizycznego

% na -povierichni A, .

wspbXczynnik udziatu skradnika fizycznego

o w objetosci V,
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masowy udziat sk¥adnika fizycznego o w ruchu

sk¥adnika kinematycznego ﬁ,

parcjalna gestos¢ skiadnika fizycznego o ,

parcjalna gestosé skadnika kinematycznegoﬁ,

rzeczywista gestosé skZadnika fizycznego o ,

t

parcjalny wektor napre¢zenia dziaXajacy na
sktadnik kinematyczny p na powierzchni A,

globalny wektor naprezenia na powierzchni A,

parcjalny tensor napr€zenia odnoszécy sie

do skadnika fizycznego & ,

parcjalny tensor napr¢zenia odnoszgcy sie do
sktadnika kinematycznego @ . 3

tensor matych odksztacen skiadnika fizyczne-
go o, ;
tensor matych odksztaXcen sk}adnika kinema-
tycznego & ” :

funkcja Helmholtza,

funkcja Gibbsa,

energia kinetyczna,

moc-six mechanicznych,

moc six niemechanicznych,

strumien ciep?a,

entropia,

energia wewne¢trzna,

temperatura bezwzgledna skadnika fizycznego «,
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temperatura wzgledra sktadnika fizycznego &« ,

=
"
3
&y
=]
—
=
[
]

nﬁ
— 8
ggl

o
3
o

]

¢iepXo wasciwe sktadnika o przy statej obje-
tosci odniesione do jednostki masy,

3 J
Ca [m] - ciepfo wasciwe skladnika « przy starej obje-
toSci odniesione do jednostki objgtoSci,

67 J
Ca [m] - ciepzo wtasciwe skladnika & przy statym cié-
nieniu odniesione do jednostki objetoSci,
J ¥ p . ’
JC; [m] = DPparcjalny wspéXczynnik przewodzenia ciep?a,
parcjalny wspéZczynnik wymiany ciepta pomiedzy
sk¥adnikami o i [

-

B8

-

il
]

[515(-53] - parcjalny wspé'lczynnik wymiany masy pomigdz.y
dwoma skfadnikami kinematycznymi.
Wszystkie wielkoSci wyraZone za pomoca wspéirzednych normalnych
oznacza¢ begdziemy " A - daszkiem" nad symbolem indeksu np.Ss 0z~
nacza ggstosc parcjalng wyrazong we wspéirzednych normalnych,
Indeks "1" oznacza wielko$¢ odniesiong do jednostki objetosci
np. S, 6znaczé. catkowits entropie na jednostke: objetosci,
Kartezjaiiskie wektory i tensory wyrézniaé bedziemy indeksami Ya-
cidskimi, ktére przyjmuja wartosci 1,2,3. Dla tych indekséw obo-
wigzuje umowa sumacyjna. Greckie indeksy o, Poryoseee= 19 2yieniecn
stosowa¢ bedziemy dla wyrdznienia sk¥adnikéw fizycznych, natomiast
&',(& p § . e ‘T,_é, weey N dla wyréznienia sk¥adnikéw kinematycz-
nych. Dla greckich indekséw umowa sumag¢yjna nie obowigzuje,

Wektory oznaczaé bedziemy grubym drukiem.
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