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‘Wojoiech Krzysztof Nowacki
Zaktad Mechaniki Osrodkéw Ciggiych

L3

TROJWIMIAROWE ZAGADNIENIA ROZPRZESTRZENIANIA SIE FAL
¥ OSRODKACH SPREZYSTO/LEPKOPLASTYCZNYCH

WSTEP
‘Niniejsza praca jest poéwiecona zagadnieniom falowym w

teorii lepkoplastycznodci. Zagadnienia te sg zwigzane z
dzialaniem intensywnych obcigfefi dynamicznych na elementy
konstruko ji, przy csym intensywnoéé napregenia jest na
tyle du2a, se powoduje plasiyoszne odksztalcenie tych ele-

mentéw. e : :
: Wiele .zagadniefi, zwlasgoza Jednowymiarowych zostalo

juz szozegllowo zbadanych, Istnieje =zzereg monmografii
przedstawiajacych w sposéb ogéiny teorie udersenia w ukla—
_dsch oiaglyoh. Zagadnienia falowe w cialach niespreiystych
. sg opisane réwnaniami réfniczkowymi czastkowymi guasi-li-

niowymi lub prawie liniowymi, W wigkszofci wypadkéw nie
udaje sie znalefé rozwiszania w postaci zamimie¢tych wzo-
réw, Romifqnnia te konstruuje sie na drodze numerycznej,
lub wprowadza sig¢ pewne uproszogzenia w réwnaniach konsty-
tutywnych. I tak w przypadku wprowadzenia modelu cérodka
% tzw. "sztywnym odoigseniem®,np. [48,49,83,84,43], riw-
nania ozastkowe opisujgce ruch oérodka w zagadnieniach
Jednowymiarowyoh, redukujs si¢ w procesie odcigienia do
réwnafi gwyozajnych lub ted do réwnah calkowych. W przypad
¥u oérodkéw spresysto/lepkoplastycsnych, pomijajac w réw—
paniach ruchu czlony niisgzego rzedu, skonstruowane sg ros-
wigzania propagacji fal jednowymiarowych w precie,propaga-
cji fal kulistyoh, lub tet wprowadzajgqc szczegélng postaé
niejednorodnodcd ofrodka otrzymuje sig¢ zamkniets postaé
rogwiggzania, sprowadszajac réwnania problemm do réwnah typu



Eulera-Darboux [123] -

Jednak wiekszo$é probleméw falowyoch w eSrodkach niespre-
tysiyoh mogna rozwigzaé tylko na drodze numeryoznej.

W ostatnich latach dokemal sie szybki roswl] technik
sbliczeniowych., Opracowanc szereg metod nuUmeryosnego oai-
kowania réwnaf résnicszkowyoh ozgstkowyoh guasi-limiowyoh i
prawie liniowych, mp. [ 57] . Badsnicu tym towarsyssq studia
nad odpowiednim opracowsniem metod analityosnych rozwigzywa-
nia sagadniefi granicsaych dla ocial niesprefystyoh. Gtéwnie
dotyosy to snpdnieﬂ rogprzestrzeniania sig fal napresenis
w _przypadka yro%laﬁ przestrzennyoh, fal napregtenis w prey-
padku zloionego stanu napresenia, fal mmh, wre-~
szoie termicmnych fal napresenia.

. Wiele zagadnief zwigzanych z rozprsesirsenisniem sig fal
napresenia w oérodkach niespresystiyoh basuje na saloetenin
symetrii ofrodka eraz symetrii warunkéw brsegowych - np. Sy~
metrii cylindrycznej lub sferyozne), bgdf tei pa szaloseniw,

%e sily powierschniowe ma brzegu oérodks sg rozloteme w
apu& rdna-ieny, emieniajq sie jedynie w czasie - por.
grupa rozwigsaf zagadnieh tsw. "samopodobmyoh® [11,12,107,
108] .. Jednakde w rspemutoéoi rzadko realisuje sig réw-
nomierny rozkiad napresemis ns powierschni oérodks. Na ogfl
PrEy wybuohu ma powierschni ofrodka nastepule konoemtracja
cifnienis na male] pewierzohui, pesa ktérq olfnienie maleje.

~lmknﬂu1duptmqlhqlm1'nh-
raturge istnieje bardso mala licsba prac , mp. [1,2,4-9,10,
27,30,66] , roswigsujsoyoh te sagadnienia, wasne se wsgle-
d6w praktyosnyoh. Rémmiet nie istniejs pelme roswigssnia

- gagadniefi dyfraknji fal eylindrycsuych lub kulistych ma

piaskich no':lemhniach w oérﬁh plutyomn lub lepkeopla-
styczoym. ' :

Ismtk:le te npdniun m:g nréu epracewah teore-
tyosnyoh bardzo skomplikowanych i pracechlomnysh obliosef
pumeryosnych., W literaturse motna gléwnie snalefé badania
zwigsane z okreSlemiem predkoSol dwuwymisrowych fal mapre-



,.

#enis, ewentualnie rozwigzania przyblizome [119] , ktére sg
skonstruowane w otoozeniu ozola fali [95] .

Ukiad pracy jest nastepujgoy. W rozdziale I sg opisane w
skréoie wissnodci dynamiczne metali. Podane sg rdéwnania kon-
stytutywne oérodkéw plastyoznych, wrazliwych na predkoéé
edksztaleenia. Bazuje sie na réwnaniach konstytutywnych teo-
~ rii lepkoplastyosznoéci, gzaproponowanych przez P.PERZYNE [ 87,
88 ] . Réwnenia te sformmtowano w ukladzie wspélrzednych krzy-
weliniowych, Podano réwniez sformuiowanie réwnah ruchu osrod
ka, jak réwnie: réwnanie ciggZosoci oraz warunki cie,gldéci
dynamiczne] i kinematycsznej, we wspéirzednych krzywolinio-
wyoh.

Zasadniozg ogzesoig pracy jest rozdzial drugi w kidrym
jest przedstawione roswigzanie problemu dynamicznego pustki
eylindryozne] znajdujace] sie w oérodku sprezysto/lepkoplas-
tycznym., Rogwiggzanie przedstawiono w ukladzie wspdéirzednych
krgywoliniowych ortogonmalnych - w ukladzie wspélrzednych
bipolarnych.

Celem wprowadzenia opisu problemu we wspéirzednych bipo-
larnych bylo to, Ze :

1° we wepélrzednych tych obszar nieograniczony /péi-
przestrzefi/ transformuje sie w obszar ograniczony
- w prostokgt, ktérego jeden bok reprezentunje po-
wierzohnie péiprzestrzeni a drugl bok - pustke cy-
lindryosng.

2° mosus latwo spelnié we wspéirzednych bipolarnych
warunki brzegowe na powierzchni pélprzestrzeni i
jednoocgednie na ctworze oylindrycznym.

¥ rozdsiale II podano szereg przypadkéw, ktére mozna
reswigzaé przy pomooy przedstawione) metody, wykorzystujac
réwnania problemu zapisane we wspéirzednych bipolarnych,np.
sagadnienie propagacji fal w péiprzestrzeni oboigzone] na
brsegu ohohm:lani wieloparametrowymi, zmiennymi w czasie
oras w possozegélnych punkitach powierzchni péiprzesirseni;
sagadnienie propagacji fal kulistych w péiprzestrzeni,spo-



wodowanych eksplozia wewngtirz pustkil cylindryczne] zanurzo-
nej w pbiprzesirzeni; dyfrakeji fal eylindryosnyoh na innym
konturge oylindrycznym w nieograniczone) przestrzenijpropa-
gacji fal w cylindrze z niewspélkoncentryosnym otworem pod-
danym dzialaniu oboigsef dynamiozmych. Sformulowano réwnies
zagadnienie dynamiki pustki kulistej w pSélprzestrzeni spre-
zysto/lepkoplastyognej, réwniei w ukladzie wspbirzednych
bipolarnych, przy zaloteniu symetrii osiowej.

. Przedstawiono ssosegliowo rogwigsanie problemu rozprze-
strzeniania si¢ fal w pdlpmlmeni nprgmtollepkophsﬁ-'
cgnej 1 dyfrake ji ich na komturze oylindryosuym. Rozviq.mu
uzyshno na drodze numeryogzne), wykorzystujgo d»o ont‘kwuu
. réwnafi problemu w ozasie uogélniong metode TREANORA {418] .

: D_okonano ‘jednoozesnie ooeny prsydatnofol wspommiane] metody
w rozwigzanisch probleméw propagacji fal w oérodkach lepko-
‘plasiyczanyoh. Podano liozne mm obluuﬂ mﬂemnyoh
- pmprmdsono ich dyakn:g. ;

< ‘Rozdzial trgecl sewiera uwagi o pewnych rommh
mgadnieﬁ propnsuji Jodnmmrmoh fal niespresystych.
Przeprowadgono dyskusje prmpo:i fal w pélprzestrzeni
sprgzystollepkepmtyonej ohoiqtono: ‘na brzegu mmru-
metrowymi oboigseniami, Réwniet przeprowadsono mtuuhn
podstawie wynikéw pracy [00] s nad sagadnieniami wpiywu
pola temperatury ma pole odksgztaloenis i pole mapresenis w
zagadnieniach falowych teorii ‘plastyosnofol. Pokagano na
- preykiadzie propageji fal w opreocie -mmtollapko-
plastyoznym wpiyw przyjetych hipotes dla réwnania termody~
namiki na pole temperstury 1 pole odksztaloemia W precic.

Obliozenia numeryoszne wykonamo na msssynie oyfrowe]
UNIVAC 1018 w Laboratoire de Mécanique des Solides,Bscole
Polytechnique w ParyZu. Program .obliogzer numerycsnysh wyko-
"nano w jezyku FORTRAN IV i PHYSICTRAN.



I. ROWNANIA DYNAMIKT OSRODKOW NTBSPREZYSTYCH

loDynamiosne wtasnosdoi m etali

Przedstawimy w skréoie analizge dynamicznych wiasnmodoi
materialéw na podstawie isniejgoyoh badah doswiadozalnych,
Prace dodwiadosalne 88 prowadgone w kilku kierunkach. Pod-
stawowym kierunkiem badaf Jest okresdlenie dynamioznej ocha-
rakterysiyki materialu. Ponadto prowadzl sie liczne badania
ktérych celem jest znalegzienie rozktadu odksztaleefl trwalych
wzdiut badane] prébki, jak te: badania wplywu ruchu poprze-
ezZnego podezas roszchodzenia si¢ podZuznyoh fal naprefenia w
préboe, povodujqoego efekt dyspersji fal, Przeprowadzane 88,
réwniez liczne badania dedwiadeszalne okreslajgce wplyw tem-
peratury, wpiyw napromieniowania na dynamiogne sachowanie
si¢ metali, .

W przypadku procesdw statyosnyoh,wlasnodoi mechaniozme
materialu ujmje wykres napre¢fenie~odksztalcenie, Natomiast
¥ przypadku obcigmef dynamicznysh ujawnia si¢ wplyw predko-
S0l odksztalcenia na swigsek odksztalcenie-napresenie, Ob-
serwuje sie réwnieg istotny wpikyw sgeregu innych ogynnikdw,
jak temperatury, napromieniowsnia itp.

¥ niniejszym punkcie gostang prgedstawione podstawowe
w2asnodoi dynamioczne metali,

Badania dodwiadozalne nad wilasmodciami dynamicznymi me-
tali ¢ D,S.CLARKA i P.E,DUWEZA [21] , m.MaANJOINE [e0] , ».
E HAUSERA, J,A,.SIMMONSA, J,E,DORNA [39],J.D,CAIPBILLA, W,
.FERGUSONA [19], K.J.MARSHA ,J,D,CAMPBELLA [64], U.8,LIN-
DHOLMA [54-56), oraz wielu innyoh sutoréw, jak np. [18,31,
90,53] wykazujq, e metale wymagajs snsognie wyiszego naprg-
tenia , aby osiggnaé uplastyosnienie Przy naglym oboiggenin



nis¢ prsy oboisseniu powolnym. ¥ przypadku sseregu praktyes-
nie watnyoh materialéw /nmp. stale wysokoweglowe/ w warunks-
ch dynamiognyok oboigfefi moina postugiwaé sie swigskiem
piegaleénys w sposéd jawny od predkodel odksstaloenia {98] ¢
& = 6(g) ,otrzsymanym przy dynamicsoym oboigteniu prébki.
Zwigzek ten réinl esi¢ w sposéd istoimy od oharakterystyki
statyosnej. Jednak w wielu pracach doéwisdogalnych stwie-
rdsono,se metale, ktére posiadaje wyrafng granio¢ plasty-
ognodoi, sa szogegélnie wratliwe na predkosé odksgtaloe-
nia, Dobrym przykladem metalmn, xtéry szachowuje si¢ odmie-
nnie podogas statycgnego 1 dynamicznego odksztaloenia, wy-
xazujgoego dutg wratliwoéé na predkodé odkssztsiloenia, jest
miekka stal oraz csyste selazo. Wpiyw predkodel odksgtaloe-
nia na gmiane granioy plastyognodoi dla miekkiej stall byl
gbadany miedzy innymi w pracach [20,21,36,61 s64]. Na prey-
ktad D.S.CLARK i P.E,DUWEZ [21] stwierdzili w prrypadku
miexkiej stali /0,22 % wegla/ , e granioa plastyosnodod
wgrasta wraz ze wgrostem predkosoil odksstaloenia, od war-
tofoi okolo 2760 KG/om® /statyosns granics plastyoznedod/
do wartodol okoto 5870 KG/om® , prsy predkodci odksztaloe-
ais £ = 200 s~' . Granios plastyosnoéod wsrasta do mo-
mentu,dopékl nie polaczy sig¢ £ krsywg obrasujgcy smiang
granicy wytrzymalo$ci. Umowna granics wytrgymaloSci wsrasta
w zakresie predkosci odksgtaloenia od 0 do okole 200 s~
 Wieksgzodé badah,zwigszanyoch % okredleniem charakterystyki
dynsmiczne] materislu, przeprowadsono ¥ warunakeh jednoosio-
wego rozoiggania badfé Sciskania lud w prsypadku osystege
§oinania., Istnieja jedynie nieliczme badania dodwiadozalne,
ktérych efektem jest podanie dynmamioznych charakterystyk
materisiu w warunkach oboisief slogsonyoh. Do pilonierskich
prac w tej dsiedzinie naleis prace U.S.LINDHOLMA [5a-56].
Prgedstawiajs one wyniki badania prébek aluminiowych pras
stalowych, poddanych jednoosiowemun rezoisganiu 41 Soimaniu.
¥ chwili obeonej istnieje dodé obszerma literaturs doty-
cgaca gzaréwno wpiywu predkoded odksgtaloenia jak i wplywu



temperatury na zwigzki miedzy napreseniem 1 edksstaloenienm,
prey ozym wpiyw kasde] z tych wielkodei jest roswasany od-
dzielnie. Ha drodze deéwiadczalme] stwierdsomno, 2e w niski-
ch temperaturach dolna granica plastyccno$ci metali nie
jest zaleina od predkofci odksztaloenia, natomiast w wyso-
kioh temperaturasch newet bardzo male zmiany predkosoi odksz-
tatoenia powodu)q snacemy wzrost ludb spadek granioy plasty-
csnodod [19,20] .

2, 0§ rodki plastyocoszne wrailiwe
na predkoédé odksztaltcenia

Przedstawimy réwnania konstytutywne dla oérodkéw spresy-
sto/lepkoplastyoznyeh w przypadku przyjecia malych odksztal-
cefi, Badania w tym kierunku byly szapoczgtkowane w 1932 reku
prees K, HOHENEMSERA i W.PRAGERA [40] . Ioh idea byla konty-
nuowana nast¢pnie w pracach W,W,SOKOZOWSKIEGO [109] i L.E.
MALVERNA [59] /dla zagadniefi jednowymiarowych/,ktérzy wyka-
zali,2e w oparoiu o zalosenia X, HOHENEMSERA i W,PRAGERA[40]
moina opisaé pewne wiasnoscl dyramicezne oSrodkéw wrazliwych
na predkoéé odksgialoenia, Teoria K.HOHENEMSERA i W.PRAGERA
zostals uogélniona przes P.PERZYNE [87,88] .

Poosgtkowy warunek plastyozmofei [ze wzgledu na to,se
oérodek w obszarach spreiystych nie posisda cech lepkioh/
nie rézni sie od zmanych kryteridéw plastyczmodoi w klasycs-
nej teorii plastyocszmosdel.

Przyjmuje sie, e funkcja uplastycgnienia Jjest postaci

/2.1/ F(g‘i eh)= m-i,
(| ®

gdzie -F(G & ) galesy od stanm napreiemis G' i od sta-
nu odkutatoenia plastycznege &P [saklada sie, $e pred-
kosé odksstaleenia rozklada sie na ozedé spretysty i mie-
spresysts Eu=£5 + €5  ,prsy ozym E£f representuje sprae-
tenie efektéw lepkich i plastyocznyoh/, ¢ jest parametrem
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venconlenis, sdefiniowanyn :ako

2.2/ w=se(WP)=2( jeudgu

¥P osmacza emergic edkutalecnh plastyoznego materialu.
Zaklada si¢, fe powlerszchnia piyniecia F = 0 rozwasa-
na w dziewigoiowymiarowe] przestrzeni napresenia jest regu-
larna i wypukila.
P.PERZYNA [88) zaproponowal przy powyiszych saloseniach
nastepujgoe réwnania konstytutywne dla materialéw wrazliwy-
ch na predkosé odksztalcenis:

. A-29

72.3/ 7 %H.Aﬁ" e 6;,‘ +8< §(F)>"a% ?

gizie E ’ A‘, s5 odpowiednio skladowymi tensora odksstal-
cenia, skhduy-i dewiatora temsora naprg¢senia, E jest modu-
lem Younga, Y - wepélczynnikiem Poissena, § vwepélozynnikiem
lepkofoi materialu, § Jest ogélnie nieliniows funkojg argu-
mentu P, symbol (§(Z)) Jjest zdefiniowany w nastepujacy
sposéb:

TRl B B

0 £
e (Q(’))'{ L 16D) LR g |

Punkoja P(F) jest okreflsma na podstawie reszultatiw
badafh eksperymemtelnych, dotycsaeyoch dynamiosznych wiasmodoi
materialu. Odpewiedni dcbér tej funkecji poswala na opis
wplywe predkoéci edkszialoenia na granice phstybnoéci.

Réwnania konstytutywne /2.3/ mosns réwniei przedstawié
w innej pestasi, mianowiocie :

4

/2.5/ é‘i_‘é‘ii‘é"<§(\:)> %1  Eu=zRSi,

gigie .13 83 skladowymi dewiatora temsora ecdkszialcenia,
K jest modulem odkszialoenia objetodciewege.

Powyisze réwnania Swisdozg, e predkoéé miesprgiystege
odksszialoenia jest funkojg stanu maprefenia, ktéry jest
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réinicg miedszy stanem rzeczywistiym i stanem odpowisdajgoym
statyognenn warunkowi uplastyoznienia. Funkcja rétnicy sta-
_nm napresemis okredla predkesé odksstalcenia niumsystego
zgodnie z prawem lepkodoi Maxwella. Eatomiast skladowe spre-
fyste tensora odksztalcenia mie 8§ zaledme od predkefei od-~

ksztaloenia, W réwnaniach kousiytutywnyeh /2.3/ lub /2.5/
uwsglednione réwniet wzmoonienie materialu. Funkcjs P mos-
us opisal saréwno wzmoonienie isotropowe jak 1 anizotropowe.
Szogegélnym przypadkiem materialn sprefysto/lepkoplasty-
cznego jest material plastyogny wratliwy na predkodé odikssz-

talcenia 1 wykazujgoy moonienie izotropowe. Zaillimy,se
funkoja F ma postal

/2.6/ F= ﬂgﬁ)’i:

ten. fe funkoja f salesy jedymie od stamw napresenis. Ogra-
nicza jge roszwasania do nrunku plutyomoéoi Buben—lhen,
tsn. preyimjge, se

12,7/ Fegi=(], i

gdgie 'Tz Jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprgtenn,
otrzymujemy s /2.5/ réwnania

/2.8/ éﬁa;—%+ Ar(?f( i))%.&*&ﬁ.

Réwnania konstytuiywne opisujace ofrodek sprefysto/lepko~
idealnie plastyozny otrzymuje sie gakladajac, e funkoja ¥
Jest nleszaletna od odksztaloef, tan.

/2.9/ F=£(gfc*2‘l~i_,

gisie J, jest trzecim niezmiennikiem dewistora napredenia,
a ¢ Jest staly materialows,
Réwnania konstytutywne w tym przypadkn majs postad



12.

{l gk 2
Gdy sie preyjmie, fe funkcja F Jest postaci

Y3
=__k— ‘ib

/2.40/ é;3-=é—;£/$;1-+x(§

/2.44/

gdzie k oznacsza granice plastycsznodcl przy czystym Sci-
naniu, to réwnania konstytutywne /2.18/ przyjms postaé:

£ ol
/2.12/ éﬁ=éjiﬁ+-§—(§(g—1))%a €= 3¢ Se -

W ofrodkum sprezysto/lepkoplastyoznym ze wggledu na to,2e
Jz jest funkejg predkesci odkntaloenia,zodkutaloenie lep-
koplastyczne wystepuje, je!eli Jz DK niepleznie od
znaku pochodnej czasowe] 32 » Znak pochodne] '72 Jest isto-
tny przy okre$lenmiu stanu oérodka /obcigZenie,odoigsenie,
stan neutralny/ w odksztalceniowej teoril plastycszmoseci.

W przypadku szczegélnym przy zatozeniu liniowej funkeji
&(P) , tzn, QLP) =F , g réwnah /2,12/ otrzymuje si¢ réw-
nania przedstawione przez A M. FREUDENTHALA [35). Zakiada jgo
ponadto, 2e odkszialoenia spreiyste sg male w poréwnaniu g
odksztalceniami niespresystymi, otrzymuje sig¢ réwnania kon-
stytutywne K.Hohenemsera i W.Pragera [40] .

Réwnania konstytutywne oérodkéw spresysto/lepkoplastycsz-
nych przedstawione w tym punkcie byly podane we wspéirzedmych
prostokataych, Przedstawimy obeonie sformulowanie rdéwnaf
konstytutywnych /2.3/ w ukladzie wspéirzednych krzywolinio-
wych w skiadowych kontrawariantnych tensora naprezenia oraz
tensora predkoSci odksztalcemia, w bagie naturalne].

Réwnania /2.3/ przyjms postaé:

)

Sk, . 9
/2.13/ d'sz'—u/s'th’iT”gkug‘”ﬂm‘:»’a—ézg
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Prey czym

/248 M=% -L T G'kkg:'é, L G oo

’

di’ jest temsorem predkodol odkszialcenia, zdefiniowanym
nastgpujaco:

D "3 L
du‘%‘(q;: f]a);;)

i
gdsie vi = g?ﬂ s8g skladowyml kontrawariantnymi wektora

/2.45/

predkoseli , 4%-53 oznacza pochodng kowariantng wektora
predkodel, ktéra Jest zdefiniowana jako :

D \‘
1246/ gt faqL “+ F‘
qi sg wspélrzednymi punktu w ukladzie wsplirzednych krzy-
woliniowych, gid s8g skiadowyml tensora metrycznege, Y‘§1

oznaczajs symbole Christoffela drugiego rodszaju /por. p.3/.
W przypadku malych odkssztalcefi tensor odkszialcenia we
wapéirzednych krzywoliniowyoch ortogonalnyoh bedzie mial na-

stepujsog postad [61,63]:

uw dla 1# 3,
'Z[% ’_31 it 'ao,] 7
dla i = J

i
€= foq, "'i’%'%
/nie sumowadé wsggledem 1 /,

gdsie e jest wektorem przemieszcrzenia, Skiadowe kowarians
tne tensora odksstaloenla okrellimy ma podstawie zwigsku

/2.18/ g‘i:g‘"“%i"gm

Skzadowe fizyoszne temsors naprefenis 67‘“‘ s skladowe
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fizyozne tensora ocdksztaicenia E(%)oras skladowe fizyozne
wektora predkosci v okreflimy na podstawie swigzkiéw:

7219/ 6%=6hiky , e W=l , v P=vth;

gdzie hi = u Gli .

3., R6wnania ruchau réwnania
i warannki ocigglofsi

Réwnania ruchu we wspélrszednych prostokginych xi sg

postaci ¢

£3.9/ ?X‘ ok d'tb +X, )

lub po wykorzystaniu definicji pochodnej materialne}j
065 _
Dxé
W przypadku malych gradientéw prgemiesszczenia réwnania
ruchu npraszezsjq sie do postaci :

/3.3/ Qx‘ ag(avu +X

/3.2/ g,a"‘*-g'a”*'\rp-x..

Wyprowadzimy obecnie z rdéwnafh ruchu we wspdélrzednych
kartezjafiskich /3.3/ réwnania ruchu w dowolnym ukladzie
wspéirzednych krzywoliniowych.

Oznaczmy w przestrzeni 33 , punkt M o wspéirzednyoh
kartezjanskioh prostokgtnych x“,xa,x3 i o wspélrzednyoch q1,
qz,q3 w ukiadszie wspllrzednych krzywoliniowyoh. Oznacszmy
przez i 'Té, 13 wektory jedmostkowe osi x1,x 2X”
Pworzg one baze¢ stale /ortonormalng/. Rogwasmy jednoczednie
v punkcie M wektory



k 3

-
— ’31"1 Qx

/3.4/ g‘ = ’aq, ‘a% "k .
Sg ome styczne do linii wepéirzednych krzywoliniowych.Two-
rzg one baz¢ /nie ortonormalng/ zwang bazg naturalng w
punkoie M , ktéra zmienia si¢ od punktu ¥ do punktu 8g-
siedniege.

Sktadowe tensora metryosnege /podstawowego/ &3 %8 okre-
élone nasigpnjgoe

- . Q)_('_k(ax".

Wyznacznik maciersy 854 Jest réwny :

/3.6/ 'g 4 ,—— hr

Symbole Christoffela pierwszego rodzaju rwijk 8§ wyra-
Zone przesz - skladowe tensora metryoznego 513 w nastepu-
Jgoy speséd :

/3.7/ : "Z( _%*a o,«'k)'

Symbele Christoffela drugiego rodza ju r" ;k sg okreslone
Jako :

v th
/3.8/ 5 rjk" 8 Pa;u :

2z warunkiem symetrii wzgledem indeksdéw dolnych F’ =\-1

ml*
W przypadku wspéilrsednysh krzywoliniowych ortogonalnzo
symbole Christoffela drugiego rodzaju sgq okreslone naste-
pujacoe ¢

.Jeteli 3 indeksy 1,j,k sg rézine,

gdy 1 £ 3 .

e

r' =0
/3.9 b =A 99
‘39 ::‘ 24'3_;"

(L
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[kreseczki pod jeduakowymi indeksami oznaczajlq, %e nie nog-
na sumowaé wzgledem tych par indekséw/.

Réwnania ruchu /3.3/ mozemy we wspllrzednych krzywelinio-
wych napisaé w postaci @

/3.18/ ’?q"- = ga. "Xu )
lud

DEY . ks
/3.41/ ra_q,' b X

gdzie 2  jest wektorem przemiesszczenia, symbol é:gj ogna-
q
cza pochodng kowariantng.

Skladowe kowariantne wektorh prsyspiesszenia a, majg
postaé :

d 3 _%hk
.12/ R Y
13A8) T Gk d,t(%'qu) vk,
skladowe kontrawariantne wektora przyspieszenis li 8g
wyrasone nastepujgeo :

W ’av ih ’_b_g...A i Qg
vo 20 o8 v AL AT Al
71300 fat/{)q %( (aofglv ))
przy czym vi oznaoza:q . sktadowe Xkontrawariantne we-
ktora predkosci @ vi = %% . Korzystajac 2z definicji sym-
boli Christoffels /3.7/ i /3.8/ moZna wyratenie /3.13/
przedstawié w prostlzej postaci, mianowicie H

/3.18/ 'g—t ;g;:v +rhw’h .

Réwnania ruchu /3.10/ 1 /3.11/ w dowolnym ukiadgie
wspbirzednych krzywoliniowych beds odpowiednio postaci ¢

DEI_ o[ g yi)-172
/3.15/ (b"ri 3[()&(%“’ ré_a?hk,oh,vk]_x;’



D6l ’bv"
s 8 hof 3 8 h] X
qul ot qy} h
W przypadku wspéirzednych krzywoliniowyoh ortogomalmych,
biorge pod uwage wyraizenia /3.9/, mozemy réwnania ruchu
/3.16/ przedstawié w postaci :

/3.17/‘{—\3(? [\FG’ g,,] 3 c# —?” 9z ! ,a‘”-Xa),

gizie ai jest wyrazone wzorem /3.14/.

Réwnanie cizaglodci otrzymuje sie z warunku zachowaniz
masy., W ukladzie wsplirzednyoh krzywoliniowych réwnanie
ciggioéci przyblera postaé /w zmiennych Eunlera/ :

I AR Vg'%tg*.’%’?(q@.\uz):

We wspéirzednych prostokgtnych réwnsnie to upraszoza sie
do postaci :

2 2
/3.19/ 5—5 +Q Vi =0,

Na frontach fazl silnych niecigglofcil /na powierzechniach
na ktérych skladowe tensora mapreienia 6’ 33 orssz skladowe
wektora predkoSci czgstek materialnych vy majg niecigglo-
$c1/ powinny byé speinione nastepujgce warunki [38,112]

- warunek cigqgioéci dynamiczne]

/3.20/ [ ]n,‘--gG[v] Przy czym v;=3—‘—;‘ .
- warunek cigglodci kinematycznej
/3 21/ [0’ ] ’-G'n, [& +wl’a] ) 81 uvu,.) > utp"]

W wyrazeniach tych nawiasy kwadratowe oznaczamis wielkofoi
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skok6w warto$ci w nich zawartych, przy przejdciu przesz po-
wierzohni¢ mieoiaglodoi, mp. [v,] = vI -V T jest we-
Xtorem normalnej do powierzchni nieciaglodeci , G jest pred-
~keoécig propagacii fali.

Jezeli ruch jest bezwirowy, to wéwczas co“ =0, a ga-
tem warunek ciagloS$oi kinematycznej /3.21/ przybiera postaé:

.22t [yl =-Guileg]
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II. DYNAMIEA PUSTKI CYLINDRYCZNEJ W OSRODEU
SPREZYST0/LEPKOPLASTYCZNYM

4, Sformulowanie wproblemm

¥ rozdziale tym zostanie przedstawiome rozwigzanie sagad-
nienia rogprsestrzeniania si¢ fal w péiprszestirseni sprefysty/
lepkoplastycznej, sawierajscej pustke cylindrycsng,wywola—
nych prrez oboigienie brzegu zmiemne w csasie i w przestrse-
ni, przy prezyjeciu piaskiego stanu odksstaloenia.oraz malych
deformac ji, : ;

Zostang przedstawiome roswigzanis, uszyskane na drodse mu-
meryosgue], okreflajqoe stan dynamiosny pustki cylindrycsnme)
w funko]i jej zagi¢bienis w pllprzestirseni oraz w funkoji in
tensywnosol oboigsef dynamiosnyoh, w szakresie odksztale=f
plastycsnych. : :

Wprowadsimy uklad wspélrsednych bipolarnysh, poswalajgoy
Ba uwproszozenie geomeitrii roswasanego problemm. Poprzes dys-
kretyzacj¢ w stosunkn do wprowadsonych wapdirsednyoh bipolar-

nyoh, roswigdemy sagadnienie propagacji fal, calkujse réwns—
 nia problemm w osasie przy wykorzystaniu metody TREANOR A
[118] o smiennym Xroku calkowania.

W rozdziale tym sostang podane sformmlewania innyoch sagad-
niefi, ktére mosna roswigsaé we wsplirsednych bipolarmych
przy sastosowanim opracowanege programm cbliczef numeryss—
nych, smieniafige w nim jedynie warunki brzegowe.

1. Preblem tki oyl znej w T e
strs 8 ile snej.
bo.11, Pélprzastrzefi sawierajgoa pustke oylindryosng, oboig~
tong ma brsegu gmiemnym cidniemiem normslnym.
Zbadamy ruch eéredks spresysto/lepkoplastyosnego, wypel-
miajacego pélprzstrzef x> 0 , na powierzohni ktérej sg
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prsytotene gmienme w czasie oras w funkoji xz s & natomiast
stale w funkoji = s napresenia normalme /rys.i/ :

“
I8t/ == p (X5 ).
Zaklada si¢, fe naprefemia te sg funkojy cigsly ozasu, res-
B4og od zera, w chwili + = 0 1 kté:yoh imtemsywnodé w pew-

peXi t)

5 T

5 ———

x3

Vx,
: m. L £F p
nym przedsiale x° przekracsa granic¢ plastyczmedeci materis—
Iu przy ozystym Scinaniu. Na hrngl pélprzestrzeni metna réw-
niz zalosyé napresenia styczme 6 '2 gmiemne w cmasie jak i w
funke ji xz .

Wewngtrz péiprsestrseni x') 0 znajduje sie w odlegiofol h
od brzegu pélprzestrzeni pustka oylindryozna o promienin r=r,
ktére] o jest réwnolegla do osi x> .

¥ rozwasanym zagadnieniu plaskiego stanm odksztaloenia,
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ruoh eérodka jest nieszaleiny od skladowe] wektora przemie-

ssosenia w kierunku osi x° s tz=n,
skladowe tensora odksszialoenia

/4e2/ el 2.0,

w’ = 0. Znikajs zatem

eras skiladowe tensora napresenis @

/‘c’/ ?‘s- G‘z‘- O-

¥ roswatanym preypadiu oelowe jest wprowadzenie wspéirzed-

-—-—o
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-nyoh krzywoliniowych. W piasgzozyfnie (x' 5 x2) wybrano uklad
wspéirsednych krzywoliniowych bipolarnych (oc sp) = rys. 2
[42,65,62] . Na rysunku 2 x". i x° oznaczajs wspélrzedne
punktu B wewngtrz pdlprzesirzeni , Bl e promief pustki
oylindryosznej, X 1 Y sg wspélrgednymi sredukowanymi punktu M

; A 2
/bob/ X:-,—"f.;- : Y,.%,

hr oznacza giebokodé zanurgenia pustki oylindryczne) wewna-
trez péiprzestrzenis

/8.5/ e =%.

Ve wprowadzonym ukladszie wspbirzednych bipolarnych (ac.{s,z),
punkty 0, 1 0 /rys.2/ s=znajdujgce siz na osi 0X o od-
oietych + a = ']5112 - 4 85 biegunami transformacji z ukla-
du wspdlrszednych kartezjafiskich X,Y,Z .

Ognacgajgo przes

/b.6/ 7= Iml °:“ %=10.M| .
91=-(O—\’/,D:—ﬁ) 92'(6?(,—0:?4) >

gizle r, 1 r, 84 na plaszozyfnie (X,Y)odpowiednio odlegie-
$ciami punktu M ed blegunéw transformacji 0, 1 02 i &

i G,, 8§ odpowiednio katami Jakie tworzs te promienie ¢ osig ¥.
Otrzymamy zatem

R7 “=ln 3| p=6,-6,
oraz relacje odwrotne

- wh & A _f__
s TR ™

Krzywe o[ = const. stanowigq rodzine okregéw o promieniach
a ch& , majgoych bieguny /O,-a/ 4 /O,+a/ . 0§ 2 od-
powliada krzywej o~ = 0 , wartodol o = of, /dodatniey/,
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gdgie o, = Arg sh a , odpowiada okrgg pokrywajgcy sig z
konturem pustki oylindrycznej. Krzywe (5 =const, przedsta-
wiajg Ruki k6% przechodzgoych przez bieguny /O, a/ , przy
ozZym P Jest katem zawartym miedzy promieniami r, : B Ty
Krzywe p = const. majsa niecigg?odsé wartodel 2% miedzy
blegunami O, 1 0, mnaosi x' .

Na piaszozyfnie (o, P) pSiprzestrzeni X > 0 , na zew-
ngtrz pustki oylindrycznej,transformuje sie¢ w prostokgt
0 0°A'A /rys. 3/ . Zaletg tej transformacji jest ponadto to,

b
+7 b——-— —_—— e e A
II 1=Arg shivh?_7)
|
|
ED c a
E|D’ C’
mio A

Rys. 3 .

e obsgar nieskofiozony /pbilprzestrzefi/ we wspéirzednych pros-
tokgtnych X,Y,Z <transformuje sie w obszar ogranicsony.
Jeseli przyjaé dodatkowo,se obcigienie brzegu péiprzestrzeni
Jest symetryczne wzgledem osi O0X , rogwazajgc ruch oérodka
we wspdirzednyoh bipolarnych /of,n / wystarczy ogranioczyé
sie jedynie do obszaru mp. 0°A°C’D’ tzn. do {5 £ 0 /rys.3 /.

Ze wzgledm na to, %e réwnania dymamiczne problemu bedziemy
sapisywali w ukladzie wspdirzednych krzywoliniowych - bipo-
larnych wprowadzimy najpierw metryke przestrzeni, Tensor me-
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tryczny 8y na podstawie /3.5/ we wepéirzednych bipolar-
nych /oc,P ;2 / ma nastepujace skladowe :

] aZ
i e :(chuc—wo(s)[ ) Gae® (Zh—oc—m{s): > Gm® ¥

oraz skladowe macierzy odwrotnej] gu sg nastepujgoe [we
wspbirzednych krzywoliniowyoh ortogonalnyeh/ :

, 2
/8.10/ 8“=L———M“°"‘ PPty gy

(,\,2'

Wyznacznik g maciersy g11 jest réwny :

[Ba11f %’ G Gaz " i%44)2~

Okreélimy nastepnie symbole Christoffela drugiego rodzaju.
Wyrazimy Jje przez wspéirzedne tensora metrycznego 8yg « W
przypadku wspéirzednyech krzywoliniowych ortogonalnych symbo-
le Christoffela okre$limy na podstawie wzordw /3.9/, przy
czym qi oznaczajg wspbéirzedne bipolarme /<, Gy 2/. Sym-
bole Christoffela drugiego rodzaju w rozwazanym przypadku
maje postaé :

n4 M & 2 o Ain e

- ]
o ]
1 O"ld,-cm(b ) M ha - Coan ’

4 !—-.Z r—qﬁ f—'4
Wiggr T T Lot v |
/'4012/ | S |
A o 2 R
= - | i ==
22 A4 22 14
("! 4 ‘-rﬂ?. — 23 rq4
24 Va4 » | 24 144 .

Pozostate sg réwne zeru.

Sformmlujemy obecnie inne problemy przestrzenne w przypad-
ku piaskiego stanu odksztalcenia, ktére moZna latwo opisaé
we wprowadzonych wspdirzednych bipolarnych. Metryka przes-
trzeni /o, By z/ pozostaje w tych przypadkach niezmienio-
na.
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bo1,2, PéIprzesirzefi oboigsona na brzegm obcigfeniami zmie-
nnymi.

Przyjmujac h Ybardszo duZe w stosunku do promienia pustki
oylindrycszne) T, mosemy w ukladzie wspéIrzednych bipolar-
nych /<, Bs z/ skonstruowaé rozwiazanie zagadnienia pro-
pagacji fal w pSiprzestrzemi na brzegu ktére) se zalotome
napresenia 6 "' oraz 6 '2 smienne w ozasie jak 1 w fun-
koji wspbirsedne] 12 s natomiast stale w funkecji ::3 /plaski
sten odksztalcenia].

¥ przypadku granicznym me#na rozwiazaé dynemiczne zagadnie-
nie Lamba, przyjmujec na brzegn péiprzestrzeni x1 = 0 oboig-
tenie G11 przytotome wzdlui osi x° w postaci :

A4

/k.13/ 6 =4 s H(t),
x*=0

gizle 1 Jest silg skupiong na jednostke diugosei , & x)
Jest funkojs Diraca , H (t) jest funkcjs Heaviside'a .,
Problem ten ze wggledu na symetrie obciazenia moina réwniez
rozwigzaé na ptaszozyfnie / oy / ograniczajsc ebliczenia
do ebszaru np. 0 A C D +zn. dla >0 /Tys.3/.

s1.3. Eksplozja wewnatrz pustki oylindryczne] znaJdquoe:
sig w pbiprzestrzeni.

Na brzegu pustki cylindrycsznej znajdujace] sie w odlegio-
§ci h od brzegu pélprzestrzeni /rys.i/ dla £ =, ,gdzie
dy = Arg sh & /rys.2/, motemy zalosyé ciénienie szmienmne
w ozasie ; ;

/hAk/ 6“"‘“%-?0({)84_ dla ket

MoZna ghadaé we wspbirsednych bipolarnych zagadnienie pro-
pagasji fal oylimdrycznych i dyfrykoji ich ma brzegu péi-

prrestrzeni ol = 0. Réwniet ze wezgledu na symetrie obolg-
tenia /4,14/ mosemy ograniczyé rozwasania do obszaru np.

0OACD, tsm. dla > 0 /rys.3 /.



26

P
QL pt)

d =d, sArg sha

L

Rys. &4 .

b,1.4, Dyfrakcja fal cylindrycznych na konturgze oylindrycz-
nym w p6lprzestrzeni nieograniczonej.

Niech wewngtrz péiprzestrzeni znajdujg sie¢ dwie pustki
eylindryczne u réznych promieniach, réwnych r = r, orag
Pow oS /rys.5/, ktérych osie s do siebie réwnolegie.
Odlego$é osi pustek cylindrycznych wynosi d . Niegch wewng-
¥rz pustki o promieniun T, bedzie przyioZone oiénienig (%)
- warunek brzegowy /4.14/. Pustka o promieniu r, niech
bedzie wolna od naprezefi, lub niech wewngtrz niej panuje
stale ciénienie Py - Jest to réwniez przypadek plaskiego
stanu odksztaicenia.

Dobieramy uk2ad wspéirzednyoh bipolarnych /«,p , z/ tak,
aby okre¢gi o promieniach o =o, 0raz L=<, , przy csym
Ly> 0 4% < 0, w wybranym ukiadzie wspéirzednych z*

i na piaszczyfnie (11, 12) pokrywaly sie¢ z konturami pustek
eylindrycznych.

Obszar nieograniczony w przestrzeni x1 s zawierajaoy
pustki cylindryczne transformuje sie we wspdélrzednych bipo-
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larnych /"C’P , 2/ w obszar ograniczony A A'G G /rys.6/.
Ze wzgledu na to, ze problem jest symetryczny wzgledem x1

/ pusika (11 )
po -/0‘:0
hy \ L

(] 3
h1 d=d1
i
X t) pustia (1)
¥
Rys. 5 .

w;ntarozy,_te ograniczymy sie w przestrseni /oz,(s s 8/ do
obszarw w ktérym 2> O - obszar A C H G ,(por. rys. 6.).

£,1,5, Cylinder z niewspélkoncentrycznym otworem poddany
radialnym lub stycznym oboigsteniom dynamicznym.

Niech oylinder, ktérego przekrdéj poprzeczny bedzie ogra-
niczony dwoma niewspélkonecentrycznymi okregami /rys.7/,be-
dgie poddany réwnomiernie rozioZonemu cisnieniu normslnemu
wewngtrs powierschni Srodkowe] - p,(t) , oraz jednorod-
nemu w funkoji 13 s zmiennemu cisnieniu zewnetrznemu
pz(d.';, () t) . Mozna jednoczednie zalosyé napresenia styczne
6*f na obu powierzchniach zmienne w funkcji konturm i w
ozasie, oraz moZna galofyé ewentualnie, %e jednz z powiers-
chni cylindrycznych jest wolna od napreZefi mormslnych.



Zagadnienie powy#sze jest réwnieg prgypadkiem plaskiege
stanu odksztaloenia, gdys se wzgledu na prrzyjete oboigfenia

pustka( 1)

R £

5
I

]
pustka(il)

G x

H D

iy gEns
|
|

G |

m

Rys. 7 .

ruch oéredka jest
niezalesny od wspdi-
rgedne] 13 .

We wspbirzednysh
bipolarnych /«,p,z/
na pilassozyfnie/p/
zdefininjemy prze-
kréj gewnetrzny oy-
lindra przez o =o;
& breeg wewnetrzny
przer o *ot, , Prgyl-
miemy of, 1] dedat-
nie oraz oly > ol
/xys. 7/ .

We wspéirzednych bipolarnych problem sprowadsa si¢ do ros-
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wigsania w prostokacie A A'F F° /rys.6/ sPrEyjEmiagc na otwo-
rze wewnetrsnym waloa o = of, /na brzegu A A’/ oiSnienie
P4(t) , oraz na zewngirsz walea , dla o = «; /[na brzegu
F '] oisnienie pz(uz',’ s t ). 0dy pyletfyp, t) Jest sy-
metryczne wzgledem [ tzn, gdy ciéniemie to jest symetry-
cgue wzgledem osi x1 s rozwigzanie problemm moina ograni-
ozyé do obszarm A C E F /rys, 6/.

4,2, Problem dynamicogny pustki kulistej w pSiprzestrzeni
qrgtlﬂo[logkophsgcznq

Niech w pélprzestrzeni x1>0/rya.1/ znajduje sie w odle~
gtoéci h od brzegu pustks kulista o promieniu r = T, .
Wewnairz pustki kuliste] przyzozone Jest cidnienie zmienne
w czasie po(t) + Brzmeg péiprzestrzeni x' =0 jest wolny
od naprezefi, Mamy zatem do ozynlenia z problemem osiowo-
symetryoznym, wsgledem osi x' ,

Wprowadzimy w tym przypadku uklad wspbtrzednych bipolar-
nyoh ( o, B ¥) » gdzie ¥ Jjest katem jaki tworzy wektor
OF = dodatnia osig O x° - rys, 8 . Zwiaski /4.k/ 1
/4.7/ przybiors obeonie nastepujacs pestaé :

/8.15/ X' x* X
SLAe S-S E R SR

)
£

/4.46/ o(,-ln':—!: ; P.Q,‘-Gz‘ : ?a(OY,O

Relaoje edwrotne de /4.16/ beda postaci :

2 Aha, Anp Hnp a0
/817 X Q'dw.-mp A Yao,—Li.%d_wP ,Zaa—l‘__‘tam_o:('s ‘

Temsor metryosay &4 ma we wspbirzednych bipolarmych
(s B s ) mastepujace skiadowe :
2

: REE TR o a’sin'a
it g“g(d\d.-cwe) » Gu” (dhat - coop)? ’3‘“(&\&-»7}) :
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g

O A
Fed

N

2\

E’ G’ . = S \‘[e1 / E
A T lr ElE Ty
g by h2Z1 ;L;; A \

-

D'ID
"X
Rys. 8 .
Mamy do czynienia z ukladem wspéirzednych oricgonalnych,

gatem symbole Christofella drugiego rodzaju okrefla sig
na pedstawie wzordw /3.9/. Otrzymamy :

r‘"- M d rz Ain B
AA Uket-unp ? cha -~ -conp

r.4; z g rv?z. "rzf' rM ’
B ees T = S AT,
rzgsm’(CM(s r,“)

/4s19/
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Podobnie jak w przypadku dynamiki pustki eylindrycznej
w péiprzestrzeni spresysto/lepkoplastycznej mozna sformulo-
wal sgereg innych zagadnief brzegowych, ktére mozna opisaé
w ukladzie wspSirzednych bipolarnych (o, B $) .
Mianowicie : :

1. dyfrakcja fal plaskich na konturze kuli [bodobnie
e v ii1i17 7,

2, dyfrakcjas fal kulistych na innym konturze kulistym
/podobnie jak w 4,1.47 ,

3. propagacja fal w kuli z niewsp6ikoncentrycznym . otwo-
rer kulistym , spowodowanych obcigZeniem dynamicznym
powierzohni zewnetrzne] lub wewneirznej /podobie jak
w 4.,1.57.

5., Réwnanis problem w przypadku pustki oylindryczne]
¥ _péiprzestrzeni spreéysto/lepkoplastyczne]

Zakladamy , %e oSrodek wypeiniajacy pdéiprzestrzeh xi; 0
/rys. 1/ jest oérodkiem sprezysto/lepkoplastycznym. Réwna-
nia dynamiczne problemu zapiszemy w skladowych kontrawa-
riantnych tensora naprezenia w bazie naturalnej & 13 4
tensora predkodci odksztalcenia dij s oraz w sktadowych
kontrawariantnych wektora predkodci vi . Réwnania kon-
stytutywne dla oSrodka sprezysto/lepkoplastiycznego przyjeto
zatem postaci /2.13/, ograniczajac sie do warunku Hubera-
Misesa /2.6/, przy ktérym réwnania te przybiors nastepujgeg
postaé 3

&
af:

21/ dmgy 394 52 T SN g B (A F

~

g 3 A 4
m P Ly S dion . Mg
& k“%kmg » Ja zé‘écd"zé‘écgugq .

We wspéirzednych bipolarnych /o, 3 , z/ temsor naprezenia
613 ma nastepujace niezerowe skiadowe :
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6% 2 g (aipt) , 60F=5®(apit)
(2% 6% 6%t (cpt) s Ee E(2p),

a tensor odksztalcenia ma nastepujgoe niezerowe skladowe 3
/5.3/ Ed“= E‘dl'(a(,(&,f) ) Eﬂb‘ EPP(J~,{§,£) N 5‘93 E“f(d.(),‘t).

Okreélimy skladowe kontrawariantne tensora predkoseci
odksztazcenia dij . Na podstawie /2,16/ poohodne kowarian-
tne v' wektora predkodei V"-V"(d-,p‘t) y Ea P (4 ) .
biorac pod uwage warto$ci symboli Christofela ,/4.12/ sa
nastepujgee ¢

v

;%%.L’—' %{-‘.‘ m(v“ﬁoc*v(f&n(s\ :
: '-g_g.‘.—_- et T e = Weha ),
D_;.”_—‘es ’%“-’-P- mw‘&n{s -yPaha).

Na podstawie wzoru /2.15/ skiadowe tensora predkosci ed-
ksztaicenia dij sg nastepujgee @
dew-__"av‘ S
T Qd d'lot-ws‘n

ut A -
d(b(s=,ag oy (0% shat + P sinp ),

1557 dd.l}a%—(?'y‘d:f@—v"),

’b(s ok
AY e, A= d* =0, 4= d®e0 , d™=0,

(v*sha +m“>tn/3) :

Réwnania konstytutywne /5.1/ /biorac pod uwage niegero-
we wartodci tensora rradkodci odksztalcenia /5.5/ oras nie-
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zerowe skiadowe tensora haprezenia /5.2/, jak réwnies
wyrasenis /4.10/ ] redukujs si¢ do nastepujacej postsci ¢

22 ("4 64" * 3% 6"+ p<HFD(e™ 4eg"),
dff /w(w £6¢") 9&""5 +;<3(F)>(€ff-§e'3*),

/5.6/
B 2/-“_(6“-3'«) + 336 1 <FER(E™L6) ,

d‘l’-%“e“hx <IFH>ET,
przy czym
- LEA i
/507/ = *“i e g
<§(.F)> <§( % )>13: L4
orag 6= 344(5'““1- 5'(;P)-|»6'1z

/5.8/ Jz-z{%[(s“) R i M G i | “7.
[2gu(3- 3.-)-1]]

Dla uproszczenla rozwigzaf ograniczymy sie do oérodka
spresyste/lepko-idealnie plastycznego. Przyjaiemy, Ze
funkcja F Jest postaci /2,.11/. Wyragenie /5.7/ bedzie
zatem nastepujgce] postaci :

CUBRE GYSTE BT O

Wyprowadzimy réwnania ruchu oérodks, we wspdlrzednyoh
bipolarnyoh /&£,p, 2/ . Z réwnaf ruchu w przypaiku
wspélrzednyoch krzywoliniowych ortogemalnyck /3.17/ , przy
pominigein wektora sil masowych / T= o0 /s uwzgledniajge
/5.2/ oraz /4.9/ 1 /k.11/ otrsymamy nastepujgoy ukiad dwu
réwnaf @
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A (2
1{%(32 %(gm} e (6et) = ga,
{u(‘&« (‘,}« )} d,———‘s—“_w (6*+6tt)=ga®.
Skladowe kontrawariantne wektora przyspieszenia [ y Wyste-
pujace ¥ réwnaniach ruchu /5.19/ okred$limy na podstawie
/3.14/ , blorac pod uwags wartosci symboli Christofella
/4.12/. Otrzymamy zatem :
o_ W Qo+ R
el T g v TS P = oh__a.-cmb{““‘(" %
=0PyP) +2 ainp vwf
/5.41/ i

o= b L 0P s, PO s

A
'31’»' ’bo‘ op ")"‘*'0'”? {0"\{) (0“"""'
=0yt ~2 sha vivt ] . :

Otrzymaliémy ostatecznie uklad sgzefoiu réwnah - réwna-
nia /5.6/ 1 /5.10/ z uwzglednieniem /5.5/ i /5.11/. Jest to
uklad szescin réwnah rézniczkowych czastkowych pierwszego
rzedu wzgledem szesSciu poszukiwanyech wielkodci : czierech
skladowych +tensora naprezenia &% = , gy t/ , 6/ «, Py tly
&%/ o, B e /sypy %/ oraz dwéch skiadowych wekto-
ra predkosdei v"'/d-,P, /) 4 aP /otypy t/ .

Powyzszy uklad réwnah rozwiaZemy z zerowymi warunkami
pocsqtkowyni dlat =0 :

P? ud = e
/5.12/6“(“‘(’0 =6 (“P 0) = 6% (at,p,0)=6"*(,p,0)2 0,
v (2p,0) = ¥8(x.p,0)=0,

.oraz z nastepujgcymi warunkami brzegowymi :
PRZYPADEK I : Dla zagadnienia dynamiki pustki cylindry-
cznej w pbiprzestrzeni spreiysto/lepkoplastyczne] obcigieone]
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nn brzegn ciénieniem gmiennym w czasie oraz we wspéirzedne]
x2 ; [preypadek opisany w punkcie k.4.1,/
dla « = 0 /[brzeg péiprzestrzeni]

6“’“‘(0,{3.t)= (4-coap)* 6% t),
E*%(0,p.t)=0
przy ozym G":/(:s, t/ = - po/p o X/ -:-2 jest zadang skZado-

/5.13/

wg normalng do powierzchnl péiprzestrzeni tensora napreze-
nia, wyrazong w sktadowych fizyeznych, :
dla oL = oty 9 DPTZY CZYym ol,= Arg sh a
[brzeg pustki cylindrycznej/

/5.14/ 6“"‘(&,,(5.t) =0, 670 (d,p.t)=0.

PRZYPADEK II : Dla zagadnienia rezprzestrzeniania sie
v pélprzestirzeni faleylindryeznychwwolanych dynamicznym ob-
clgzeniem pustki oylindrycznej, znajdujacej sie wewngtrz
ted pdlprustrzeni [wewngtrz péiprzestrzeni Jest przylosone
oidnienie P/ %/ -1] [przypadek opisany w punkoie 4.1.3]
dls & =ot, [brzeg pustki cylindrycznej/
olot %
/5.3 (a,p €)= (hemes ) o (1),
G"P(dq'{s‘t)— 0
dla « = 0 /brzeg péiprzestrzeni/

/5.6/  €77(0,pt)=0, 67¢(0,p.¢)=0.

Wprowadzimy obecnie nastepmjgce wielkosSci bezwymiarowe :

ot rluf R v G‘(‘(‘ Sy 8e
13517/ u’ Qa ,V Qs ,P ga% s Q= ga S 9“—4 >
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o~ ol

B _Qu ke a,*
/5'17/c.d.T=9a1- v r'-'a—z >W=9a} ki e )Posé% 3

gizie a, Jest predkoscis propagacji talApodlnznyoh y 8,
Jest predkoscig propagacji fal peprzecznych
IK +h4u \ Y,
a=( 252", - ()%

ko jest granicsg plastyczno$ci przy czystym Scinaniu.

Uk¥ad réwnafi problemu : réwnania konstytutymme /5.6/,
réwnania ruchu /5.10/, z uwzglednieniem /5.5/ 1 /5.11/,we
wprowadzonych wielkoéciach bezwymiarowych /5.17/ , po do-
konaniu przeksztalcef algebraicznych, mozZna przedstawié w

nastepujgce] formie :

w, =-U, U- K“Vq- [(u -V )Mnat-\-ZuV
(Q«P) (31 T)] +d\d A (P*‘Q) 5
- =V U V,, - m"mp LT v*) sina - 2uv-

Anp

k] +-r[w(3 ™) s (gl + 2 (e @),
P’t = c.‘um“'cs‘v.? d"_ma Lu%d+Vs|nfb)-€M +
T csc [(B+Q)cr +97,5]- 3 [ Pey -G,
goas
Qe = "vsva,_p ‘c’u“‘-chd—m ( U aha +V/.sin{> Y bt
- AFCP o [(Pe8) 44", 8143 P - 6, 1],
A = -
'T;‘: = F@Lux?* ,.,,) x5 8‘ FGI <Y> 2 & 5
S:‘i‘ 3"‘);i?,: . Qﬂ-’)‘aﬁ— f; g < q’> [ZS'(E'P Q)%«],

/5.18/




gdzie
b l—,Z r'?. Pz ‘b
= — " 3
gl Z sema o A3t ez
: gaq
/319/ C1= —— ! (4 b")LS y C4F 2“'1c2a:.) Ce= y
: ———i—c‘“ om0 (mi-k
CA(C1+?-C&) 5 C«(C'M’Z(.z_) 2 s S
Cg=*'1+2 b;_ N 614'—‘ Cs-cs 4 := ;"5?-5_ s
1
oraz

/5420/ <\‘P>=<§(¥z_i)>\‘_%___)

/5.21/ 52=‘z{c% (PHq+2Ti] o™ 'L[P-t-ai'S(a“Jx
[2%‘,‘(3 %M) 1_‘3

Warunki poozgtkowe /5.12/ beds postaci :

Plaip,0)= Q(e6,0)=T(2:p,0)=S4,3,0)=0,
Tl'u,(stO) = V(tp, 0)=0.

/5.22/

Warunki brzegowe /5.13/ - /5.16/ beds obecnie nastepujgce:
PRZYPADEK 1 :
dla « =0

P(O;s T)=(4- cx»(s) AR
/5.23/ ‘T(o, 5.T)=0,
dla oL-‘o{‘I

P(“QIP'T) = O)
T(OLA,? .7) = 0,



PRZYPADEK II :
dla L= 0

F(OL{}.T) =O ] T(()‘?.T)’O,

dla o =of,

/5.24/

?(dh‘i’s,’t):(h‘r_miA)on(T) y T((’-.J&"ﬁ')’ Vs

t

Skiadowe tensora odksztaloenisa 813 mosna okreélié na
podstawie wzoréw /2.,17/ . Poniewai wektor przemiesgczenia
I ma skZadowe niezerowe Ry d Uy otrzymamy nastg¢pu-
jgce wyrazenia dla skiadowych tensora odksgtaicenia :

AT U
E o [: 'SZ‘(C}""W?)_ Up 53“(5] '
B s,
r5.25 Ept @ ['T{JPWW"CMP)‘ Wy sha ],
)
E-ﬂs‘2—1&[('—3—?‘*%.&3)(**'be)*uisinib +‘\LPMML] s

gt

Skladowe kontrawariantne tensora odksztatcenia
okreélimy na podstawie /2.18/ , otrzymujgoe :

2‘0‘: SM%“ & ot ?
pe _ MM
/5.26/ €N =979 Eu,
E‘P = 3“ %“ E"P 5
Skiadowe fizyczne tensora naprezenia © ) s tensora

odksztacenia a(ij) oraz wektora predkodoi vu), okre-
$§limy na podstawie /2,19/ i /4.9/, otrzymujac relacje :

/5.27/ 6'(‘“)” 814G#‘ ) G{PP)=3MG'(‘P:
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£ 745 S

(etet)

€ L 3“ E“ > etpp)s %“ 8”, eu-p)= guawp,
v“’-‘\/-g: 4% v‘e’-\/é: vE

Ognaczmy w wielko$ciach bezwymiarowych /5.17/ skiadowe fi-
zyczme tensora naprezenia oraz skiadowe fizyczne wektora
predkesci, wezykiem u géry. Otrzymamy nastepujgce relacje:

/5.28/

6. Wybér metody rozwigzania

Uklad réwnafi problemu /5.6/ i /5.10/ z uwzglednieniem
wyraseh /5.5/ 1 /5.11/ mozna przedstawié w bardziej zwar-
iym zapisie maciergowym

/6.1/ L‘.%l’ﬁ\g,t+AB1¢,¢+Qg +D=0,

o
gdzie u Jest wektorem, A , B i1 C sg macierzami

~

symetryoznymi o wymisrach 6 x 6 , oraz pomadto naoierz‘5'
jest okredlona dodatmio, D Jest nieliniowym wektorem :

0 o] (v

UG gy 0 pkigitg il
 hauh LG e ToEe T S SN ok el s L
§ ¢ girEgicrg 09l 8 Sl e e R
$= g ey, N Lm0 0 b0y o gl
U0 0 b,-b, " O agico- g D
0 0 0<%, g"v,e" blg'] B s i eid Sl Ja

/6.2/ . 1

wadw v e, pyey 8l

~
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o 0 0.0l - ¢, ]
[$:8 e8] poions s> 0 10 0 -9,
e 2a %u ;
a KA G 8 el 0L -84
0. 0 0 0 DD -&,5
ot P 0 D §33_J
‘gdgie %
Pr= CM MP[AM P+Q-U+V* )+ZsmPU-V]

o [S\n(s (B+R-UV )+ Lsha UV ],
3, o m[u s +Vainp] +§<PI(P-4T 4",
By L Wb o Veims 1 §CP(A- 4 g4),
B, 9" ¥<I>(5-5Lg")

3. 25<DT,

2 =g,(B+Q)+S.

Elementy macierzy A , B , C orasz wektera D s fun-
¥cjami & , oraz u . Uktad réwnah /6,1/ jest ukladem
réwnaf réiniczkowych quasi—liniowoh, typu hiperboliceznego.
Ze wezgledu na nieliniowo$é problemu bedziemy poszukiwali
rogwiggania zagadnienia granicznego na drodze numerycsznej.
Ukzad réwnah /6.,1/ mo#na rozwigzaé metodg réznic skoficzonych
wzdiuz biocharakterystyk. Metoda ta bya stosowana w prze—
strzennyoh zagadnieniach dynamiki gazéw przez D.S,BUTLERA[17)
M, BURNATA, A, KIELBAS]ISKIEGO i A,WAKULICZA [_16] s D,J,RICHA-
RDSONA [103], W.W,RUSANOWA [104]. Metoda ta byla réwnies
stosowana w dynamicznych sagadnieniach teorii spreiystosei
przes P.C,CHOU i R.R.KARPA [22], R.J.CLIFTONA [26], W.W.RE-
CKERA [102], P.F.SABADASZA i R.A.CZERWIENIENKO [105] , W.N.



44

KUKUDZANOWA [52] oraz M.Ziva [128-130] . ¥ dynamiozaych
zagadnieniach teorii plastyczmodci metode te stosowali :
M.I.ESPRIN [30] , R.J.CLIFPON [27] , L.D.BERTHOLF [10]
orag H,SAUERWEIN [106]. W zagadnieniach falowych teorii
lepkoplastycznodci metoda byla adaptowana przes A,BAZ-
20WA [1,2] , D.KOLAROWA i A,BAZTOWA [51] , J.BEJDE [4-9]
oraz S.MUBAKAMI i J.BEJDE [66] .

Metoda résnic skoficzonych wzdluz bicharakterysiyk po-
lega na okredleniu powierzchni charakterystycznyeh ukladun
réwnaf /6.2/ ; stodkéw charakterystyoznych ; bicharaktery-
8tyk réwnah /6.2/, a zatem predkod$ci propagacii fal, wresz-
oie réwnafi rétniczkowych wzdiué bicharakterystyk. Nastepnie
poszukuje sie¢ rozwigzania problemu granicznego metods rdéi-
ric skoficgonych, rogpisanych wzdlu® bicharakterystyk, W
preypadku zagadnief dynamicznych dwawymiarowych [dwie zmie-
nne przesirzenne o , p oraz ozag 4+ ] w tréjwymiarowe]
przestrzeni /o, P , t/ obieras sie rodzine plaszozyzn
t = nat, gizie 4t Jest mals liogzbg dodatnig rdéwng od-
cinkowi podgialu siastki w kierunku osi czasu % , n jest
liczbg catkowits. Znajgc rozwigzanie réwnania /6.41/ na
n - tej ptaszozyfmnie ¢ = const., poszukuje sie rozwigza-
nia w dowolnym punkoie /do, PO/ pilaszczyzny /n+i/-ezej
w obszarze okreflonodci, caltkujgo zwigzki réinicowe wzdiuz
bicharakterystyk biegngoyeh od punktu /do, Po/ do punkiu
przesiecla sie tyoh bicharakterystyk = piaszczyzng un -tg.
Calkowanie wykomuje sie w sposdb przybliZony, najozedoies
sgodnie g regulg trapezdéw, Wystepujace w rdéwnaniach réini-
cowych pochodne czgstkowe, w punkcie /¢°, Po/ pPlaszoLyE~
ny n -te] , eliminuje si¢ z dodatkowych réwnafd - kombinaoji
liniowyeh réwnah réinicowych wzdlus pewnych wybranych bicha-
rakterystyk, jak tei samych réwnah /6.1/ scalkowanyoh wzgle-
dem ozasw [%zn. prsy o = L, P=p, /. Pochodne ozgat-
kowe wzgledem ok 1 P w piasszezyfnie /n-1/ -szej wystepu-
jace w réwnaniach réinicowych problemu zastepuje sig przes
schematy réinicowe.
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Pomiewas powierzchnie charakterystyczne sg jednoozesdnie
powierzohniami falowymi, przedstawiona w skrécie metoda
résnic skoficzonych rozpisanych wzdluz bicharakterystyk -
ms te zalete, se daje ona dobrg ilustracj¢ prooesu roz-
przeafrzenianis sie fal, ich odbié oraz ich wzajemnych
wspéldzialaf, Ponadto w nielicznych prgypadkach udaje
sie skonstruowaé rozwigzanie problemu na frontach fal w
postaci zamkmietej.

Metoda ta posiada jednak pewng wade. Mianowicie, otrzy-
muje sie schematy rdéznicowe w skomplikowanej pestaci, por.
np. [ 5] . Rozwigzanie problemu brzegowego na drodre numery-
cznej mosna wykonaé jedynie na masgzynie cyfrowe) posiadajag-
cej bardzo duzg pamieé woewnetrzng. Ponadto czas liczenia
jest bardzo diugi.

W zagadnieniach jednowymiarowych rozprzestrzeniania sieg
fal plastycznych lub lepkoplastycznych najczeécie) stosowa-
ng metodsg jest metoda charakterystyk. W przypadku gdy ruoch
rozwatanego o$rodka zalezy tylko od Jedne] gzmienne] preze-
strzemnej x , uklad réwnafh /6.1/ redukuje sie¢ do postaci:

/6.3/ Llul=Au, +Bu, +2=0,

Poniewaz maciers A Jest okredlona dodatnio [zatem jest
macierszs nieosobliwg/ i1 jezeli a/x,t/ Jest rzeczywistym
rozwigzaniem réwnania algebraicznego

/641 Q={2-ef.

‘rzgdu n~-tego wzgledem a , to krzywe okreslone réwnaniem
- rézniczkowym zwyczajnym

/6.5/ dx =ta.(x %) dt,

ss krzywymi charakterystycznymi ukiadu réwnafh /6.3/.
Uklad réwnah /6.3/ mozna zastapié ekwiwalentnyn mu
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ukladem réwnafi résniczkowych zwyczajnych wzdlui charaktery-
styk, mianowicie :

. d -
/6.6/ LLIwl=LB(ZE)+L2=0,
gdzie & Jjest lewym wektorem wilasnym macierzy
/6.7/ L(B-aR)=0.

Réwnania /6.6/ opisuja zwigzki na charakterystykach.
Wektor L okreéla si¢ g réwnaf /6.7/. Tak wiec w przy-
padku uktadu réwnaf /6.3/ typu hiperbolicznego tzn. gdy
istnieje n rodzin krgywych charakterystycznych, mozna
ten uklad réwnafi zastgpié ukladem réwnah /6.6/, w ktérym
katde réwnanie zawiera résniczkowanie jedynie w kieruniu
Jednego tylko kierunku charakterystycznego.

Rozwigzanie poszozegllnyoh probleméw brzegowych opisa-
nych ukladem réwnaf /6,3/ dokonmje si¢ metods przyblizons,
polegajgoce na gzamianie réiniczkowych réwnafi charakterysty-
cznych /6.6/ na ptasszczyfnie hodografu oraz na plaszezyfnie
fagowe] réwnaniami w przyrostach skoficzonych. W szczegdl-
nyoch przypadkach mosna przy usyociun metody charakterystyk
skonstruowaé Soisle analityczne rozwigzanie zagadnieh gra-
nicenych, gwtaszogza na frontach fal silnych nieciggZodei.

Powréémy do zagadnienia przestrzemnego, opisanego rdéwna-
niami /6.1/.

W niniejszej pracy postanowiono zastosowaé do rozwigsa-
nia postawionego przesirzennego problemm brzegowego metode
begpodredniege calkowania réwnafi problemm /6.1/. Do calko-
wania réwnaf problemu w czasie wykorzystano metode TREANORA
[118] , uogélniajaec Jg ma przypadek ukiadu réwnah réinicz-
kowyeh , oraz uogélniajac na przypadek zmiemnego krokm cal-
kowania w czasie, Metoda ta poswala na szybkie rozwigzanie
postawionego problemu przy uiyciu maszyn oyfrowych Sredmiej
wielkodoi, Ze wzgledu una mozliwoéé uzmiennienis krokm cal-
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kowanis w czasie metoda te nadaje si¢ doskonale do rozwig-
zywanis zagadniefi dynamioznych, gdzie mamy do ozynienia 2
szybkimi zmianaml napreienia w trakcie procesu obeigzef
dynemicznych.

Metoda ta zaproponowana poraz pierwszy przez Ch.E,TREA-
NORA [118] s Jest przydatma do rocwigzywania rdéwnaf réini-
czkowych gwyczajnyoh typu ¥y /%/ = [y /t/ - ¥ /¢/]
gdy funkeja f przybiera znaczne wartodci a y Jest fun-
ko ja wolno zmienng w funkoji czasu t . Metode te mogna w
prosty sposéb uwogdélnié na przypadek ukiaduv réwnah réinicz-
kowych zwyczajnych.

Aby sie przekonaé o przydatnodci te] metody w rozwigzy-
waniu zagadnieh falowych teorii lepkoplastycznodei rozwig-
zano prosty przypadek propagacji fal plastycznych w precie,
Rozwazono przypadek preta o skoficzomej diugodei 1 , kté-
rego brzeg x = 0 gzostal obecigZony ci$nieniem gmiennym w
czasie, narastajgcym w krétkim czasie monotonicgnie od zera
stale] wartosSci, przewyiszajgce] granice plastyczno$ei na
rozcigganie, Brzeg preta x =1 Jest utwierdszony.

Réwepania konstytutywne /2.12/ w przypadku jednooziowego
stanu naprezenia upraszczajg sie do postaci :

/6.8/ 21,--‘5-%'1'3 sign € §< -1y,

gdzie f’e Tf“ 5

Réwnania ruchu i réwnanie cigglodci beds mialy postaé:

’36‘ ¢ & _7v
/6.9/ 3:%-; ' SE T A

Przyjeto zerowe warunki poczgikowe :
/6.10/ €(x,0)=w(x,0)s0,

oraz warunki brzegowe :
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/6e11/ S'(O.t).?'LA-e*—) 3 'P°>O oraz 6°(0,4)= 0.

Przedstawimy plerwszy przypadek efektywnosci metody
Treanora. Mianowicie prgzedstawimy rozwigzanie na froncie
fali silnej niecigglobdci propagujace] sie w péinieskon-
czonym precie sprezysto/lepkoplastycznym.

Zgodnie z /6.4/ uklad réwnah /6.8/ , /6.9/ posiada na-
stepujace rodziny charakterystyk : dx = % a dt , gdzie

a = VE/g » Wzdluz charakterystyk otrzymamy na podstawie
/6.6/ nastepujace zwigzgki :

/6.12/ d€ F ga.dv+gay” sign & Q(‘%—Q&no, dla dx=%a 4t

Fala silne] niecigglo$ci spowodowana nagiym obecigzeniem
brzegu /[przyjmiemy warunek brzegowy €/0,0/ = - p0],bedzie
pokrywala sie z charakterystykg o réwnaniuv x = at , Na fali
te] powinien byé spelniony warunek cigglosci dynamicznej
/3.20/, z ktbrego oirzymamy ©& = -ga v /przy przyjeciu
warunkéw poczgtkowyek /6.11/ /.

Otrzymamy zatem na froncie fali silnej niecigglodeci x = at
réwnanie :

/6.13/ %% *3gay*signe §< ‘—t—'l—w =0,

Dla modelu ciala SOKOLOWSKIGC [124] , tzn. przy @< F>=<F),
oznaczajsc 4 = 0.5 @s ¥ sign & oraz s ,l%‘_ 1

Py T kw t otrzymamy réwnanie wzdluz fali silnej nie-
cigglodol

/6.14/ %,% +<{8>=0,

ktére rogwigtemy z warunkiem poczatkowym dla T = O :
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$(0y=8,= £-4.

Roswigzanie réwnania /6.14/ jest postaci :

1645/  S(ty=S,e".

Réwnanie /6.14/ rozwigzano réwnies numerycznie, metods
RBulera, metodsg Runge-Kutta czwartego rzedu i metods Treano-
ra o stalym kroku calkowania. Rozwigzania te oraz rozwigza-
nie Scisle /6.15/ przedstawiono na rys. 9 , przy przyjeciu

6l
S=

-1

o EULER
® RUNGE - KUTTA .

® TREANOR

Rys. 9 .

§ = 2 , Znaoczkami "e" oznaczone rozwigzaaie metodg Treano-
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ra, przyjmujgae o¥ = 2 , Znaczkami "e" oznaczono rozwig-
zanie metodg BRunge-Kutta, przy przyjeciu takiego samego
kroku calkowania aT = 2, Natomiast znaczkaml "o" ognaczono
rogwigzanie metodg Eulera, przyjmujac aT = 0.5 , co jest.
uwarunkowane zbieznodcis metody, tzn. koniecznodcis spelnie-
nia warunku at< 2,

Widaé, Ze metoda Treanora daje rozwigzanie ScisZe w caiym
przedgiale czasu [Rozwiazanie Scisle jest oznaczone linig
ciggls/. Ponadto przyjety krok catkowania AT w metodzie tej
jest znacznie wiekszy nis dopuszezalny w metodzie Eulera.

W sgeregu innych problemach propagacji lepkoplastycznych
fal silnyoch niecigglo$oi, na fromtach tych fal zmiana napre¢-
2enia opisywana jest réwnaniami podobnymi do /6.14/. Z powy-
s2ej przytoczonego przykladu widaé Jak metoda Treanora Jest
przydatna w rogwigzywaniu zagadnief na frontach fal silnych
niecigg?odci. B2ad obliczefi popeiniony przy wyznaczaniu pa-
rametréw rozwiszah na froncie fali przenosi si¢ nastepnie w
obszar za fals, gdzie nastepuje jego nawarsiwienle.

Z tyoh wzgledbéw zastosowano algorytm Treanora nie tylke
w gzagadnieniach przestrzennych propagacji fal lepkoplasty-
oznych, lecz réwniez w zagadnieniach jednowymiarowych, roz-
wigzywanych metodg charakterystyk. Algoryim ten zastosowano
do rogwigzaf na frontach fal silnych niecigglosci jak tes do
calkowania zwigzkéw wzdiuz rodziny charakterystyk okreslone]
réwnaniem dx = 0 .

Nastepnie, réwniez w charakterze przykiadu rozwigzano za-
gadnienie propagacji fal lepkoplastycznych w prgcie o skof-
ozonej dlugodoi, przy przyjecim warunkéw brzegowych /6.11/.
Zagadnienie to rogwigzano kilkoma metodami numerycznymi
i poréwnano otrzymame wyniki.

Rozwigzania skonstruowano nastepujgoymi metodami :

1° metodg siatek charakterystyk : okreélomo charakterys-

tyki ukladu réwnath /6.8/ 1 /6.4/, nasiepnie okreslono
réwnania rézniczkowe wzdlusz tych charakterysiyk. Réw-
nania te zastapiono schematami réznicowymi.
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2° metodg réznic skoficzonych [explicite/: rozwigsano
ukzad réwnaf problemu, zastepujgc go odpowiednim ukila-
dem réwnah w przyrostach skoficzonysh, prsyjmujae sche-
mat dyskretyzacji expliocite, speilniajge warunek siate-

cznodci rogwigzania at £ %E y gdzie a =\ .
3° metodg réinic skoficzonych /schemat implicite/: jak po-

przednic,leos przyjmujgc schemat dyskretyzacji implici-

te - schemat begwarunkowo stateozny [57] . Otrzymany
ukzad réwnah zwyozajnych /[uklad 2 n rdéwnafi algebra-
ioznych, gdezie n ogznacza licszbe odoinkéw dyskretyza-
¢ji na jakie zostal podzielony pret/ rozwigzano metods
relaksacyjng - metoda Gaussa-Seidela z tzw, parame-

trem relaksacji [57] .

- 4° metods réznic skofiozonych [Treanor/ : preyjeto schemat
dyskretyzaoji expicite, calkujao wsgledem ocszasu uklad
réwnah problemu przy zastosowaniu algorytnﬁ Treanora,
zakiadajge kolejno staely i gmiemny krok catkowania w
czasie,

Rozwigzania numeryczne wykonano dla wszystkich czterech
przypadkéw na maszynie cyfrowej, dla identycznyoch danych
liczbowych. Przyjeto jednakows liczbe odoinkéw dyskretyzacii
wzdtuz diugodci preta. Rozwigzania posszukiwano na plassosyf-
nie fazowej /x,t/ dls te] samej wielko$ci obszaru. Dla
ustalonego czasa t = 4 1/a otrzymano tymi metodami roswis-
zania identyczne z dokladnoScig rzedu 1074 .

Poréwnano réwniez oczas obliczef dla possczegélnych metod
[przy dokonaniu optymalizacji kaidege z programéw oblliozef
pnumerycznych/ ¢

1° metoda charakterystyk 12 * 229
2° metoda ré#nic skoAczonmych /explicite/ 27 ® 012
3° metoda réznic skohczonych /implicite/ 52 " 814
4° metoda résnic skofczonysh /Treanor/ 16 " 386 .

Mozna stwierdzié od ragu, e metoda druga i trzecia Jest
najmnie] efektywna, Czas obliczeA numeryognyoh dwéch poze-
statych metod jest pordwnywalny.
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7. Bozwiagzanie nume *y¥yczIne pTro-

blemu rozprrestrzewmiania

sie £al plastycznych w pé1-

prsestrzeni =z pustag oylino-
drycszng

7.1, Dyskretyzac]a problemu.

Rogwatymy w przestrzeni trdéjwymiarowej /o 1PT / rodsi-
ne piasgozyzn T = n"H , gizie n* jest liczbs calkowita,
H - liozbg dodatnig, réwns cdocinkowi dyskretyzacji wzgledem
oczasu,

W celu usyskania rozwigzania numerycsznego ukiadu rdéwnaf
/6.1/ posgukujemy takiego operatora réinicowego L[‘y_.] = 0,
by w dowolnym punkcie obszarm okreflonodeci /mn+1/-szej pia—
sgogysny dyskretyzacji T = const rozwigzanie bylo aproksy-
mowane z 2g8dang dokiadnoScig przez operacje I.[Q.u =0,
pregy ozym U. jest zadane na n-tej piaszezyfnie T = const.
[schemat dyskretyzao:i explicite/. ¥ punkiach wewnetrzaych
obszaru,problem sprowadza si¢ do rozwigzania zagadnienia
Canohy. W punktach lezgcych na granicy obszarm dla danego
problemu mieszanego poczgtkowo-brzegowego , wektor U
musi speiniaé dodatkowo warunki brzegowe. b

Dla uproszczenia obliczefi numerycsnych zakladamy,ze ob-
cigsenie brzegu péiprzestrzeni x1 = 0 /rys.1/ jest syme-
fryczne wzgledem osi O 11 + Nie ogranicza to przedstawione]
metedy, pozwala jedynie na ograniczenie obliczefi do cbszaru
np. ‘3 £ 0 /rys.3/ , co powoduje dwukrotne zmniejszenie cza-
su obliczed numeryesnych.

1:11, Dyskretyzacja obszaru.

Obszar D [ 0getgel, y <@ < 0] dzielimy prosto-
katng siatks prostych o = const, i @ = comst. /rys.10/,

o podziale Ab, 1 Ah, , gizie Ahs="K, , ahe=Va,
przy ozym n, 1 n, sgq liczbami odcinkéw podziain obszarm
& w kierunkach o« i (5 . Ponadto preyjmiemy n = n1+1,
_np = n2+1.
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Aha

Rys. 10 a .

W punktach weziowych siatki
okreélimy geometrie proble-
mu , tzn. okreSlimy w tych
punktach skiadows tensora
metryoznego & [oraz g,,7,
oraz jego pochodne w kierun-
kach of = const, i p = gonst.,
Na rys. 10 b przedstawiono
elementarne cogko siatkl peo-
dzialu obszarn &b .

Bys. 10 b .

7.1s2. Dyskretyzacja funkcji i pochodnych.

Zakladamy, %e na n-tej ptaszozyfnie dyskretyzacji wzgle-
dem czasu, znane sg wartoscl wektora ?}; w punktach prze-
clecis siatkl /J,1/ , 3 = 150ee 8 g T m 10008
Macierze A , B , C oraz wektor D w réwnaniu /6.1/ B8
réwniez okreslone na pilaszozyfnie n-tej. W plaszozyénie
/n+1/=-szej poszukujemy operatora L['y',] = 0,
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¥ punktach wewnetrznych obszaru :b /ry8.10 a/ pochodne
czgstkowe skladowych wektora 11; W kierunkach oL i P
sastepujemy odpowiednie przez réinice centrowane [dla usta-
lonego ozasu T = const./:

e & [0 - WG],

e g A [WQ.T) -],

W punktach leZgoysh na brzsgach obszaru '&b dla o« =0
i ol= o 1 pochodne cszgstkowe skiadowych wektora ‘u w
kierunkw o /dla ustalenego czasu T = const/ zaatqpi.-y
odpowiednie przez régnice w przdéd i w tyt :

/1'1,...6/

dlUs. L[y 2.1)- w0,
/7.2/ d W
el (narD) = U (ma-t,T)] .

Sktadowe wektora u w plaszogzydinie /n+i1/-szej tzn,
dla T = /m+1/-HE powinny speilniaé warunki brzegowe /5.23/
dla o = 0 /[brzeg péiprzestrzeni/ oraz dla o< = = 5
[‘brng pustkli oylindryosznej/. Dodatkowo skladowe wektora
'g_ powinny spelniaé warunki wynikajgce s symetrii pro-
blemu /zalotono bowiem, e oboigZenie brzegm x' = 0 jest

symetiryozne wzgledem osi 0 x1 J .« Powinny byé zatem spelnies
ne warunki

T(,0,v)=0,

703 la -0,

T(«,-%,7)=0,
V(_d-,-?l','l")" 0

/7.#/ dla (b-—'IT' .
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Ponadto, sme wzgledu na to, Ze nastepujgce skiadowe voktora
W : 2, Q S1U sq symetryozne wrgledem osi 0 x' oras
sklndm ¥ i T sg antysymetrycszne nglqde- te§ osi ,

otrzymamy nast¢pujgce warunkl :
Plat,#-ahp, T) = Pla,-Teoh, . T),
Q(=.%-ahy , T)= Q(x,-T+ah, 1),
17.5/ S(u..ﬂ—ah,q.f)‘-‘- S(vol,—'?\‘ +ahp 7)),
Ufa,w-ab . )= UW(a;-F+ah, ),
V(et,ir-ahp,'r) == V(a,=i+ahp,7),
Tl(a.w-ahp,T)=-T(x,-F+ahp ¥ ),

P(oc,ahf.'r)= P.(a,—AV\P.T),

Qe, ahy T)= §(x, =ahp . T),

S(«L,Ah@,’t’)-‘- S(oc,—A'h(, Y
/1.6

u,(et, Ahe, g )= U, -—Ah(, 3
Via ahy 2)=-V(a,-sh, ,7),
T‘(«L.Ahwr )=—'T‘(a y=ahs T ).

‘Przyjniemy ieknqmcjg ‘wektora ‘u w postaci :

nar 'U. [u] +['Q]fl,

gizie [11;] el prndstsw:la' ozesdé sprezysts wektora, “[y]pl

czeéé plastyczng.
Z ukladu réwnafh problemm L[E] =0 /6.1/ motemy wy-
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‘eliminowaé pochodng czasows wektora u‘:'c , otrzymujge
nastipujgoy ukiad réwnafi résniczkowych dla dowolnego pun-
ktu wewnetrsnego /J,I/ obszaru D 3

- dla czedol spresyste] mamy :

[:I'JK[J,I/., i %‘E‘[P /3%,16/ -(g,,/92,1/)% - P 1,17}

€""13,17)% + 5‘% [’!/J,IG/-(gﬂ/J,IG/)Z -
T/J,ID/] - (g'/3,1/)% + &0 /3.an,/ [P/J,I/

e ay]-mymy [ - s
~sh /3:ah,/ + 2 U/3,1/-V/3,1/+ sin /I-ohe/}.
<BA/J,1/ “Z‘l‘;[ /32,1/ - 0/3L,1/} U/3,1/ -

- 31;' [ U/3,16/ - U/J,ID/]-V/J,I/ ;

L) - gt L2 smas- (o - 2 g
(844/9,7/)?] .(51"/3,1/)2 i zfr [ aza,16/-
(gﬁ/:,m/) - 9/3,T0/- (8y4/3,10/) 2]. €3,17)2

 +ein /1. ah(,/ [P/J’ 1/ + 0/7,1/]-B4/3,1/ -
-{[/U/J 1/ --‘/v/,.r 1//%]- stn /T-amy/ - 2:0/3,1/
-V/J /. sh /J- Ah‘/} BA/3,1/ - 1 [V/JP L
- v/a1, 1/] “U/3,1/ -&—[Y/J 16/-V/3,10/]- V/3,1/ ,
/7.8/
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4B L35 ] oo ;%.;[Wn"l/ - U/:x.,x/] - A:E'[V/J,ID/—
- V/3,10/] = b,y BA/3,1/- [U/3,1/- sb /3-ab,/ +

% V/3,1/ #in /I-;h(./_'[ P

(Y] - R [waer - vso] - 2 o -
- U/-TLoI/J - b,y BA/T, I/ [U/J,I/-lh /3eah,/ +

- Y/J,I/' sin /I-AI);/] ’
e R e e R

[a?r .1 el’ '—(1-2{ hp[u/:,m/ - w310/ + nfiv/;y,x/
- V/.TL,I/]} 5

Dla ozesol plastycsne) mamy :

%P N'Ill‘ & ?(PRI)-{ °5'°6'[°7 -(P/J,I/ + Q)J,I/)q-

+ 0g°5/3,1/-8"13,1/] = 3[ 2/3,1/2 05 - Q/3,1/-0,),

B%ﬂ'&ii = FCerry- {05005 [oy° (219,17 + W3, 1/)s

+ oy 8/3,1/-8"1/3,1/]+ }[P/J,i/-o5 - Q/3,1/- o)] :
S /1,1 iy %é’g‘(rn:[){z-su,x‘/ -[213,1/+0/3,1/ 8,473,115
faz 73,1

= - 6 o .
# \g@— g eRI> - 13,1/ ,
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gdzie przyjeso @

(PRI> = %{(511/.7,1/)2 [2r3,1/)2 +(as3,1/7)? +2(2/3,1/)]
+ (819,12 - §[210,1/ + 3,1/ + 8/3,1/-

€'"/3,1/}[2-804/3,1/+ (3 - £14/3,7/) - 1]} ,
fg; = '%L_' ’
1

BA/J,I/ =
eh /J-4h,/ - cos /I-AhP/

Odpowiednie wyrazenia dla pochodnych czasowych wektora ?i.
dla punktéw zewnetrzuych obszaru b mozemy znalefé z wzo-
réw /7.8/ 1 /7,9/ , uwzgledniajgc warunki brzegowe /5.23/
oraz warunki wynikajgce z symetrii - warunki /7.3/ + /7.6/.

W punkcie O , ktéry jest punktem osobliwym na piasszozy-
¢énie /o« ,p/ , na plasgozyfmie /x1,x2/ odpowiadajacym ob-
sgarowi nleskoficzenie odleglemu od poczgatku uktadu wspdélrme-
dnych, szakladamy, 2e 4 = O ., Oznacza to, %e w punktach
prezestrzeni kartezjafiskie] x1 , odlegiych nieskoficzenie
daleko od poczgtkn ukladu wspbirzednych, zaburzenia spowo-
dowane obcigZeniem zewnetrznym nie docierajg w czasie w kté-
rym badamy rvoh odrodka, Prgyjmiemy zatem warunek :

/7‘10/ ut-(o|0gt)=o-

Warunek tem wynika z zalotenis , %e w punkecie O /rys.3/,
skiadowa wektora predkodci U /0,0,7T / jest réwna zeru,
nastepnie £ warunkéw brzegowych /5.23/ wynika, ze P(0,0,7)=
=% /0,0,T/ = 0 , Ponadto z warunku /7.3/ wynika, se

Vv /0,0,T7/ = 0, oraz = /5.18/6 otrzymamy, #e¢ S /0,0,7 /=0.
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7.2, Catkowanie wzglcdem czasu.
Otrzymany ukiad réwnaf mozemy zapisaé w postaci @

7.4/ %‘:}L% folr. ) G Al o

- g warunkiem pocszgtkowym dla T = 't'n = n-H¢ ui -u.i.'('t,'n).
Powy#szy uklad réwnaf scalkujemy wykorzystujgo algerytm
TREANORA [118, 34] , ktéry mogna uogélnié na przypadek
uktadu réwnaf rézniogkowych. Algorytm tem jest podobny do
metody Runge-xntta cgwartego rzedu.

Przyjmiemy,te funkoja £, / T ‘U.i/ jest aproksymowa-
na w przedziale "L'n, L eit® /n+1/-H w nastepujaoy sposéb
/% dowolnym punkcie /J,I/ obszaru o J @

/1.42/ %g‘ n-Po (Ui Us)voat b (T-Tu)* Cu (T Tu ]

Rozwigzujge réwnanie /7.12/ otrzymamy rozwigzanie przy-
blizone na okreélenie wektora yf w postaol :

/1243 u (®)% Uiy(ta) - 3 (%‘ (g‘y)“’r[‘ﬁ“‘ﬁﬂ*
g»{[aw-—-fz(?,] (he-2 £ )(T-t)+

+Cu (T-Tm)'}

Powy#sze rozwigzanie galesy od stalych @ P: N n: s
b: ,'oi ,ktére zostang okreélone na wybranych plassozy-
znach T = const. w przedziale ozasun T ., T .4
Identyoznie jak poprzednio rozwazymy nastepujgce rozwi-

niecle :
v dU; <4 IS t v
o =t e W) 2 =B (U U, )+ e+ di(08),

otrzymamy podobnie jak peprzednio :
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8 . S
/7.45/ Um) u“(T"‘)‘E(a;-%::)“P[-Pm(’t—tn)h

*pf(ak-B) s ok -}

gdzie rozwigzanie zalezy od stalych : Pi . a: i di -
Stale te wygnaczymy na plaszezyznaéh T=1T_, 'E='rn+h=

n
¥ Tet0S-B oraz T = Toit® T+ B [eye.11f,

1
at=H I
Treas™ T+ 05H —f——p-02=Via
-at=H i
% i ? Un
punkt (J.1)
Rrs. 11 .

W plaszozyfnie T = T, Oznaczymy 'u,i( « o n)= U 14
PPy i 1a fnie T trzy
oraz 14 344 » ¥ piaszeczyinie = "C'n +% ° ymamy
zatem ¢

A : 4
ui.z.= uu"'Z'Hb'{'u 12 Totari ¥ ‘
ai?
Nast¢pnie na plaszozyfnie T B napiszemy : 112= 2112,
otrzymujgc w ptaszozyfnie T et
4 = :
uafu&.*ZH"F“ e X ?

Z kolei na plaszozyfnie Tn+1 mamy 113 = ‘u,' 13 -
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Wstawiajge powyisze wyrazenia do /7.14/ otrzymamy :
a:\,: {it )
v Lz- &a
/7.186/ P kool
: e uix'-uis

™ H {-;-.z* ?1..,* u-s)*“hz"‘fis ‘fd"'P Uz, )}

g Na podstawie /7.16/2 wyznaczymy kolejno stale ‘P;
i przyjmiemy w dalszych rozwazaniach ich warto$é maksymalng:

£7371 P"L= < ,Su_f { P;} > :
B L=l b
Oznaczymy obecnie

f-lomiRb) FeAB  p.0sE

Przyjmumjgc aproksymacje postaci /7.14/ otrzymamy ns pod-

stawie /7.15/ na p2aszczyﬁnie s pedo B SRk T

/7.49/ uu" u’u"’ H [2{;35*{.:22. H- F; *‘Pii(E—ZE )] .

Nastepnie okreflimy & 2 oraz b 1 o, wstawiajac
koleine pary wielkodci /Tn . u“/ soiny et uih/.
do /7.12/.

Z /7.13/ otrzymamy w wyniku wyrazenie na okreélenie we-
ktora ‘2,:&' na plaszezydnie T =T R
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Wiy = UilTur )= Ust ML B+ MV, (BUG+
/7.20/ *fuJ e HV, (B Uip + ) + WV, (B U, +
+-¥.:;) +HV, (B, Vi + &is)]-

Naleiy zauwazyc, %e w przypadku gdy wspdZczynanik kore-
keyjny metody Pn jest réwny zeru nalezy do obliczet nu—
meryeznych przyjaé wyrazemia /7.18/ w nasiepujacei postaci:

=

T R e

o

3 » 84y Pn =C .
W przypadku tym, gdy w rdéwnaniach /7.20/ przyimiemy, ze
‘Pn—-b 0 , otrzymamy wyrazenis identyczne jak dla metody
Runge-Rutta czwartege rzedu [29] .

Do chwili obecne] zaskiadalismy staly krok calkowania

Zalozymy obecnie, Ze blad wzgledny popelniony przy okresle-

nin roswiazania w punkcie /J,I/ sbszarw- L /rys.10 a/

na plaszczyénie rn+1 e LT B jest réwmy :

/7.22/ ®r /3,1/ = Sup iBri/J,I/} “

i=1,.
Wigen?v - U o]y

- Sup
1=1,..6 | Ug a2/

jezell ui(nﬂ) L334 B

:

i 2
f

Przyjmiemy nastepnie, 2e bigd popeiniony przy ckreéleanin
rozwiazania na piaszozyfmis T o w calym cbhsgarsze $
jest réwmy : :

-+

-

/7.23/ (B - :; e AN

d=t,n,
Iﬂ’nﬁ
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Zakladajgc, ze Brd jest blgden dopuszezalnym metedy
[preyieto Bry rzedu 107 ] Nastepnie w zaleznofci od
stosunku

Gk

/7.28/ B=
a

preyjmujemy nastepujgce prawa zmiemnnoSci kroku catkowania
w czasie H(T) :

- gdy 0.96 £ B £ 1.04 to rozwigszanie /7.20/

w punktack /J,I/ obszarm &£ na plaszozyénie
Tn+1 Jest poprawne, przystepujemv do obliczeh
na piaszegzyfnie T ns2 = Tn+1 + H ,

- gdy B < 0.96 rozwigzanie /7.20/ jest bardzo
dobre, moZemy zatem nieznacznie zwiekszylé krok
calkowania przed przystgpieniem do obliczef na
plaszezyfnie T e
/7.25/ B(T__ )=B(T.)-k(B), k(B)>1,

- gdy natomiast B) 1.04 uwazamy, %e obliczenia
na plaszezyfnie T n+i S8 dokonane z niewystar-
czajgcg dokladnoscis, powtarzamy te oblicszenia
przyjmujge znacznie mniejszy krok calkowania :
/7.26/ H(T,) = BT _,)-x(B) , k(B)<1,

W celu optymizacji programu numerycznego funkoj¢ k ( B)
przyjmujemy w postaci [127] :

/7.27/ Xx(B) = exp{ 51[1 -e::p(-g2 log? B)]}

gdzie stale &, : | & zostaly okreflone empirycznie :

o o gdy B>1.0& .

52=10
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4 + + - + k(B)
10 07| 10 10°

: Rys. 12 .
Funkoja k (B) przedstawiona jest na rysunku 12, W przypadku
gdy B> 1.04 moZna prsyjaé w obliozeniach zamiast waruniku
/7.26/ warunek

/7.28/ Blr ) e mix o yowt

B. Rezuwltaty numeryoszne
i ioch dyskusja

W oblicgeniach numeryoznyoh galogono, Ze funkoja &(P)
okreflona wzorem /5.9/ wystepujaca w réwnaniach konstytutyw-
nych oérodka jest funkc jg liniows swego argumentu, czyli
$(?) = P /réwnania typu FREUDENTHALA [33] J.

W obliczeniach numeryosznysh przyjeto nasti¢pujgce warto-
éoi liozbowe dla stalyoh fizyozmyoh /dla aluminium/ 1

5 -3
lo = 7.2 =10 KG/OHZ 9 g = 2.7 « 10 ks/o-J 'y
ko = 500 KG/°-2 . Vi3 o

/8.4/
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Obszar & /rys. 10 a/ podzielono siatks prostokging,
przyjmujge n, = n, = 20.

Program cbliczefi mumerycznych zostal smltruauny w
ten sposéb, aby moZna bylo rozwigszalé katdy z przedstawio-
nych przypadkéw w punktach : &.1.1. , 4.1.2., 4.1.3.
oraz 4.1.5. Rozwigszanie zagadnienia przedstawionegec w pun-—
kole 4.,1.4. wymaga nieznaczne] modyfikac]i programu.

Zalozono, %e oboigZenie brzegu pdéiprzestrzeni narasta
monctonicznie od zera do stale] wartodci,w czasie rzedm
10'6 sek. Takas zmiana w czasie obcigzenia brzegu péiprze-
strzeni moZe byé traktowana jake przyblisenie obcigsenia
skokowego. Jedroczedénie pomije sie prsypadek fal silnych
nieciggiodci, jako fe przyjety model oérodka /5.1/ nie
dopuszcza na powstanie £al silnych niecigglodci pray cig-
glych warunkach brzegowych. Rozwigzano szereg praiypadkdvw
propagacji fal spreiysto/lepkoplastycznych w pliprzestirse-
ni z pustks cylindryczng. Przedstawimy je kolejno.

Przypadek 1.
Przyjmiemy warunki brzegowe typu /5.23/ ,zakiadajge ob-

cigzenie pélprzestrzemi P /{5 »T/ w postaci :
e el o3 T
By /4T = 4 - oxp (~(EER)7] 3, /1 = o/
dla 0<T £ 'L']I .
p 1p0T) = s = e (~BEBNZ] g, 11— o

10
d1a T>T,_

/8.2/

prezy czym przyjeto wartosei liczbowe
By = -§~ s T o= 5,085 , a5 =10, p0.02., 0,2 .

Obeigzenie brzegu pélprzestrzeni dla ustalonego czasu
Jest postaci jak na rys. 13a . Obcigzenie to w dowelaym
punkcie péiprzestrzeni w przedziale —131:6(5 < (51: nars-
sta monotonicznle od szera w funksji wykladniese} aczasu,
osiggajac po czasie 'C'k = b,485 /oo odpowisda czasewi

t = 7.475 1078 sek / wartodé stals, kilkakretinie przekra-
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czajgeyg granice sprezystosSci przy czystym sScinaniun. Oblicze-
nia przeprowadzono dla czasu 0T 4 ~of, 4 DrZyjmujac
rétne wartosci odleglodei pustki cylindryczmej od brzegn
pbiprzestrzeni : hr = 10 oraz hr BeH ng

a) 1Rip<

-

] »
'skz-g—ﬂ -7 P
b) Rlgr)
3oz ::__'_*_ i
i
|
W - 3
: pﬁ(ﬁk
|
0 2 L', 3 L. 1 €
t'k‘_'élkas
Rys. 13 .

Na rys. 14 oprzedstawiono na plaszczyinie /XY/ , dla
4 > 0 , propagacje frontu plastycznego w czasie. Frontem
plastycznym nazywamy miejsce geomeiryczne punktdw w ktdrych
¥ ustalonej chwili crasu jest spelniony warunek

J 1J=k§,

2"%‘1;'
Ogélniej méwiac, frort plastyczny oznacza miejsce geométry—
-czne punktéw w ktdrych w ustalonym czasie zaczynajg sie po-
jawiaé odksztaleenia plastyczne. Na rys. 14 prezadstawiono

rozprzestrzenianie sie frontu plastycznego dla czasu OUT(3&,

L
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X

Hys. 1§ ,

B
24 e
~Y
he =10
. Po =002
A -05a,
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w ptasszozyfnie /X Y/ dla Y > 0, dla wartodei P, = 0.02
oras przy gagiebieniu pustki w péiprzestirzenti h =10 .

¥ otoogzeniu pustki oylindryoznej widaé wyrasnie obszary o
maiejszej intensywno$ol napresenia. Dla czasu T > 3 oKy W
péiprzestrzeni gaozynajg zenikaé oddzialywania pustki oylin-
~-dryczne].

Na rysuskach 15 a,b przedstawiono kolejno rozklad na-
prezefd Q i S na pustoe oylindrycznej dla oméwionego
przypadku. Q 1 S prgedstawiajs bezwymiarowe skladowe
tensora napre¢zenia 6 ef 1 6 wyraZone w sktadowych kontra-
wariantnych. Wykresy te s sporzadzone dla czaséw '6'1 = 20(,,
‘i'z = 2,25 &£, 1 'E’3 = 2.5 o, . Przebieg zmiany na kontu-
rze oraz w oczasle obu skladowyoh naprezenia jest podobny. :
Widaé, e naprezenia te osiggaja wartodci maksymalne na brze-
gach booznyoh pustki oylimdrycznej 1 maleja w kierunku osi
0 X , zgmieniajgc znak na dedatni w otoeczeniw osi 0 X .

Na rysunkw 16 przedstawiono dla powyzZszego przypadkm
wykresy intensywnosci napresenia na konturze pustki cylin-
dryozne] dla résnych ozaséw, od T = 1.5 o, do T= 2,75 Aye
Wykresy te pokaszujs w ktérych miejscach konturu pustki wy-
st¢puje koncentracja napresef w przypadku, gdy zaklada sie,ze
pustka jest wolna od napresef normalnych - warunki brzegowe
715.23/.

Preyjmujge dziesigoiokrotnie wieksze naprezenie na brzegn
pdiprzestrzeni, tzn zakladajgo P, = 0.2 otrzymamy na pla-
szozyfnie /X Y/ obraz propagacjt frontéw fal plastycznych
Jak na rys. 17 . W otoogeniu pustkl cylindrycenej widaé wy-
rafniej nit w przypadku poprzednim obszary o mniejszej in-
tensywnoéci napresenia. Dla czasu T >2 &, mozna uwassal,
ge zanikaja juz oddzialywania pustki -~ por. krzywe dla
T=ha , W otoczeniu pustki oylindryczne] otrzymano podo-
bany ksszialt rozkladu napreser Q i S w czasie, jak w przy-
padku prsyjecia oboigzenia 1 R réwmego Py = 0.02 /por,
rys. 15a,b/. Réwnie2 rozkiad intensywnesci napresenis na
kenturse pustki oylindryosnej ma kssztali pedobny jak na
rys.16,
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014
-808 1
5
-ass ! .
k-8
<4 L he = 10
-882 Po=0,02
1
1] - (3) (1) T=24q,
+8,82 (2)T 22,259,
{3)T=2,5a;

Rys., 15 a .
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(3i

CAVITE

aza;

Rys. 15 b .

he =10
Po=10.02

(1) T=2a,
(2) T=225a,
(3 7:2.5%
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Rys. 16 .

hr =10

Po =002

(1) T=154q,

{2; T=1750a
(3) T =2250,
(4) T =2.75q,
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Rys. 17 «

h, = 10
Po = 0,2
A =05aq
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Prazypadek 2.
Przyjmiemy obecnie, Ze pustka coylindryczna znajduje sie

w péiprzestrzeni na glebokosci hr = 5 , Przeanalizujenmy
rogkiad intensywnoscl naprezenia w pélprzestrzeni, orasz
szozegélnie w otocgzenin pustki cylindryczne] w momencie,
gdy dociera do niej zaburszenie plastyczne.

Na rysunkach 18 a-f prgzedstawiono kolejno dla rdéznych
czaséw intensywno$¢ napresenia w punktach przecigcia sie :
siatki w obszarze D s we wsp6irzednych bipolarnych / «<yp ¥ 4
[obszar =3t <p £06, 0&xg «, /. Brzeg obszaru SD H
0 C przedstawia we 'spézrzgdnych kartezjafiskich xt brzeg
p6iprzestrzeni x' =0 /dla x%) 0/, brzeg obszaru C B
oraz O A przedstawia we wspdlrzednych kartezjaﬁskioh x
o 0x' odpowiednio dla 0¢x'& h_ -r, 1 x> h_ + 1,

i

r
A
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L o o o e B P o SN P P e
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D : NIVEAU M = 25

Rys., 18 a .



7

Qo
COCO0O0OQPO0OOOOCOOOO0COODOOMm

COO0VOOOOOOOOODOROCOOoO
000000000000~U00000000
CO00O00OOO0OOOVOVOOO0CO
CO0OCVVOOOOOUDOOOOOQO
CC00O00OOOOOCOOCODOOOOOO
OC000OLOOO0OLRROCOO0C0OO
0000000 ODOODOOOROOOQ
OCQO0C0O0O00ONO0O0CROCOOCODOO
CO00O00O0QOCVO0OOCOO0OQOC
e R R o™
COO0DO0CO0OOOOCOCO00OODOO
~000OC0O0oOOO0O0OCOOOCODOO
~-00000POOOCOOOOTO00R00
N~ O0OO0CO000QCCOOBO0
221111111000000000000
NANANN At ~ e OQOO000CQO0 00000
622222111110000000000
TENANNNNAN~N = ~—~OO000000CO
CTFTNNNNN - OO0O0O0 0000
CTITTNNNANN =" OO0 OCOO

NIVEAU M

Bys, 18 b .

000000000000000000000”
CO00O00O0OCO0O0OODO0OOOOOQCO0O
[(aR=NoNeloNoNoRoRoRololoeloleNoRoloRoRo N =)
[eg-ReRoRoRoloRollolleNolloNeRoleNoReloReoleRe)
COO00QCO000O0OOO0OOCOOOO0OO0O0O00
OOOOOOGOOOOOOOOOOOOOOI
OCO0OCO00DO00O0OOVOOOOODOOOZ
NN NN N RN RN NN -F- RN -N-R K=K -]
CROQOOPOOOPO0OR0OOO00
CPOeCO0OOAO00ORO00000000
OCPOQOCOC0000RONOCROOO0OOR
~00000RO0ONOEOO00000O
111111119,0_0090.0000000
22111111111110900000“
Zn¢2442.ll.xl.xl.:l:;OAvenveﬁuo
422222222111111000009
644222222221111100006
64““222222111110000
866444‘22222211110000
DV OOOLTITNNNNNAA A OO0 D
RODOV O OETTNNNANNNANT-=tOODOO

UMs=

Rys, 18 ¢ .



7=

§ioﬁﬁ0900090§00000000w

ooaoeonoooooaogoaoooo

{ "
BOOOQOOQ#O%OOOOOOOOODM

9000490000;000000000000
000000000000000000000

AU |

WOOOOOOOOOOGOOOOOOOOOOV
MOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOON
.000009000000900000000

000000000000&00000000
e e e R e e R = ===
“ooomoococecocaoBobo0
lllvlllllllilillllﬂﬁ.voﬁv
Z?.r.z...lllll-tllll.l.lll.nul
TN O N OO N O N O AN et ot o e ©

‘22222222222222211111

FTIT LTI TSI ONNNON NN O N O ot ot oy
MO D ODTT T VNN NN NN ot ol ot gl
666866644444222221110
3888886654‘4422221100
888388366644‘42221100
888888886644442221100

Rys. 18 d .

6000000000005

00000090000000
OOOOOOOOOOOOOOEOOOQOQA
OOOODOOOOQQODOQOﬂOﬂOQY
OOOOOOOOOOOOﬂOOOQQOOQW
0000009090ﬂ0309090A09M
0000000000000090&000«17
00000011111.1!.”11111111
100011\:11111111111;41_2 .
2111124222222222222222
22:222222222222222222
222224444422222222222
4224446444444#4422-@2.2
TEFT T OOV OVIOFTEIT TSI TaNNN
CTLTOVDDDO O VOV T T TanNN
OO ONVWODDODOVDOVOT T TN
VOV TX VDO DDRBOOOOTITNN~D
D ODDV XXXV XDODOLTENN~D
OVODDVODVOOVDDOVOOTTN-OO

Rys., 18 ¢ .



~3
W

NP OO0 DEODDORRODDODEND
NNPOCOODODOODODDOP®RPDOR®ECD
ONPOC XX DE®TXECOPRDODBDDBOOOO
NP OCOCODDRODDORODRRTRIRROEHO
LDV OTRRODDCCTS S
PO TR RRRIRDICCO S S
®HrOCCCrCOCCOPOORTCOCOCOSSTSPD
PP rCcCcOCCOCOPBPENNNN S
HPPPPrD2EDPPLrDETPIPNNNNNON
PELPDDPLPELPEDPPIPNNNNN=~NN
CENNNNNNNRN NN NN O
BENNNNNNNNNINNN -~ OCO0 OO ™
NN NN bt 1t ot s st bt pot o et e e DO C O OO
N e el i it e = OO0 OO0 OOCODOOO
E P s P OOV DO BODOOO OO0
COCOOCOOOOLOHMDODOLOLOODOODLDOLOOODO
OO0V OOOOONNOO OGO D
OO0O00CDOOLOODOLDOODOOODODODOO
VOO COOOOOOLOOODODOO0O00OLO0OO

-
POOCOOOO0CODOCOQOQOOO0000O0000

C€CO0000DO0O0DO0ODOODOOODOOOODOOOD

m

Rys. 18 €.,

[czyli powyze] i poniszej pustki/ ; brzeg obszarm A B od-
powiada we wspdirzednych xi brzegowi pustki cylindrycznej:
Cyfry 1,2,4,6,8 odpowiadajg intensywnosci naprezenia
i, = % gld 8y4 /' por. wzér /6.8/ 7 bedsgcej odpowiednio w

przedziatach :

(1) LR 1 5 JZ (2'
(2) oo 2 £33, <4,
/8.3/ (#) e “ \< J2 (6,
(6) eece 6 \<J2 <8,

(B) s B C J2(10.

W punktach oznaczonych zerami oérodek znajduje sie w dane]
chwili czasu w spoczynku, lub dotarty do niego zaburzenia
sprezyste,

Kolejne rysunki, otrzymane bezpo$rednio z maszyny cyfro-
wej, na réznych poziomach dyskretyzacji wzgledem czasa @
n? = 25, 30, 35, 40, 45, 50 odpowiadajs czasom : T = 1.96,
T = 2,48, T e 2,99, T = 3.29 ‘T« 3.9 ores
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T = 3.77. HNa rysunkach tych widaé jak fale plastyczne
propaguje sie¢ od brzegu pdiprzestrzeni w gigb obszaru
z coraz to wickszymi intensywnosciami naprezenia na ich
frontach. Z pierwszych trzech rysunkéw /Rys. 18 a,b,0/
widaé,ze front plastyczny Jjeszcze nie dotari do brzegu pust-
ki cylindrycznej. W czasie @ = 3.91 /Rys., 184/ front plas-
tyeczny detarl do brzegu pustki cylindrycznej. Plerwsze zabu-
rzeniza plastyczne pojawlajg sie najpierw na boku konturw
pustki s nie na jej powierzchmi gérmej. W otocgeniu punktu D
intensywnos$¢é naprezenia Jest mmniejsza od jednosci. Na boku
konturu pojawiaje sie naprezenia, ktérych intemsywmodé jest
zawarta w przedziale 1 < I, < 2 , W dalsgyzh chwilach
czasu /por. Rys. 18e,£/ obszar nieuplastyczniony w otocze~
nin punktu D zaweza sie a na booznym konturze pustki oylin-
drycznej pojawiajlg sie wieksze intensywnoéci naprezenia.
Zaburzenia plastyczne na osi 0 x1 oraz w je} otooczeniwu,po-
wyzej pustki cylindryczne] pojawiaj)e sie dopiero dla czasu
rzedu T £ 3.6 /por.Rys. 18e/. Jednoczednie na skutek tego,
ze pustka cylindryczna jest swobodna, tzn. na jej kontursge
e “« 0 , fale odbite od pustki nioss naprezenia przeciwne-
go znaku. Odbicie sie fal od swobodnego brzegu pustki powo-
duje, zZe w otoozeniu osi © 11 tzn. w otocgzeniu boku C D
obszara oD /na Rys. 18 2,2/ fale o réwnych intensywnos-
ciach naprezenia na ich frontach rogzprzestrzeniajs sie wol-
niej niz w punktach odleglych od pustki.

PRZYPADEK 3.

Warunki brzegowe przyjmujemy ponownie typu /5.23/, prezyj-
mujgc obecnie obecigzenie brzegu pdéiprzestrzeni w postaci -
por.rys.19.

. 2
R/t /) = {1 - exp( '( a4 ) )]po't )
/8.4/ o s ey

2/psT/ = [t-exp( - (—P—;ﬁ‘-‘—)a)]pon,

dla Tk o ]



a) %ﬂ

500

" Rys. 19 .
preyjmmjac nastepujgoe stale :

Be=5F , T =083, ag=3,09, =0.00,1n =3

Oboigdenie brsegu pélprsestrzeni w dowolnym jej pumkoie w
przedsiale "Pk £ & £ Pk naresta liniowo od mera, osig-
- #8jg0 po csasie T, = 0.83 /oo edpowiada czasowi t =1.384
107" seX/ stals wartedé. Oblicsenis wykename dla prredsislu
esasu 0 £ T £ 6.6 .

Na rysunkach 20a-e przedstawione intensywnedci naprese-
nia w ebssarze s we wspélrzednyoh bipolarnysh /of ,{3 e
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dla wybranych czaséw : T = 1.21, T = 2.5, T = 3.64,
T= 3.9y T = 6.60 . Podobnie jak na rysunkach 18 a-f
cyfry 1,2,4,6 oznaczajg obszary na plaszozyfnie /oc,P;’
w ktérych w danej ohwili czasu intensywnoéé napresenia jest
odpowiednic w przedzialach /8.3/.

Z wykreséw tyoh widaé Jjak propagujs sie w gigb péipreze~
strzgeni zaburzenia plastyozne o rdzmnych intemsywnosdoiach
naprezenia. Na kolejnych wykresach 20 a,b,c mogna gaobser-
wowaé, ze front plastyczny Jessgoze nie dotaril do pustki oy-
lindrycznej, tzn. do boku obszaru D A ., Acgkolwiek na rys.
20 ¢ widaé jus wyraing deformacje fromtu fali plastyczne]
w otoczeniu plaszczyzny symetrii [¥zn. w otoozeniu brgegu
C D/ od strony pustki oylindryoznej. Obszsry 0 intensyw-
nodciach 1 i1 2 zostaly zdeformowane w sposédb widocsny.

a)

T=121

Rys, 20 a .
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Na rys. 20 @ widaé, ze front plastyozny dotari juz do
pustki cylindryoznej. Podobnie jak w poprzednic rozwata-
nych przypadkach pierwssze zaburzenia plastyczne pojawiajg
8i¢ na bokach pustki, a nie u je} punktu gérnego. W cza-
gle @ = 6,60 /rys. 20e/ fromt plastyozny przeszedl jus
ponizej pustki, Na rysunku tym widaé, te zaréwno w obszarze
nad pustks Jak i bezpoérednio pod pustks oérodek nie zostal
odksgtalcony plastycznie. MoZna ponadto, pordwnujge koleine
fazy ruchu na rys. 20 d 1 e, zaobserwowaé poruszanie sie
fal odbitych od pustki w kierunku brzegu pbiprzestrzeni.

Na rysunkach 21 i 22 prgedstawiono kolejno rozkiad
sktadowych tensora naprezenia ¥ 1 T na pustoe cylindry-
cgnej dla réinyoh czasébw : T = 3,90 y v Mim i 5,29, T'm 6,6,
'5 i § oznaczajg odpowiednio skladowe fizyczne napre¢fenia
sty g wyrazone w wielkoéoiach begwymiarowych /5.28/.
Przebieg zmiany na kontursge Jak i w czasie obu skiadowych
napreseniza Q 1 S ma podobny charakter. Widaé, Ze napre~
%enia te osiggajg warto$ei maksymalne na bocznych brzegach
pustkl i malejg w kierunku osi O X . W strefie gérnej
pustki cylindryeznej napregenia Q dla ozasdw T> b.5
preyjmujeg znak dodatni. :

Na rysunku 23a przedstawiono rozklad napreZenia P
[begwymiarowe skladowe fizyozne 6% wgdiuz osi 0 X
wewngtrz pSiprzestrzeni, dla résnych czaséw : (1) T= 1.21,
R T=25, O) v=239, (A T=5.25,(5) T=6.60.
Oddzialywanie pustki oylindrycsznej wplywa ne zmiane kole i~
nych krzywych (2) - (5) . Ponisej pustki naprezenia P
rosng monotonicsnie w czasie, Rysunelk 230 przedstawia
zmiang te] samej skladowej napresenia P w funko ji czasu,
w kolejnyoch przekrojach poziomych, réwnies na osi 0 X .
Krzywa (1) przedstawia oboigienie brzegu pélprzestrzeni w
punkoie (k= 0 , p= -i) [we wapbirzednyoh *,0 J. Krey-
we (2) - (7) odpowiadajs punktom na osi OX odlegtym od
brzegu péiprzestrsenl /we wspdirszednych bipolarnych/ o :

@ %= 3o* , = Sa¥, ) b= Tx*, (5) x = 110*, (6) & =15«
M ol= 194* | gizie o&* = oL4/21,
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Fa kolejnyoh rysunksch 24 a,b.c przedstswionmo swiame w
czasie skladowych figyoznych tensora maprefenia 5’ 1§
orag zmiane w czasie skladowej fizyoznej wektora predkofed

U . Jak poprzednioc wykresy te sy sporzgdsone wsdluné osi

0 X . Oznaczenia sg identyozme jsk na rys.23 a . I wykreséw
tyoh moina zaobserowalé mo'glghpdlmemlm—
dowych tensora napresenis - %1 8. Perturbac je nz odein-
ku powyte] pustki cylindrycznej ss spowodowane odbisiami
fal ed pustkl oraz od powlerszchni pélprzestrzeni.

Ralefy podkre$lié, Ze prseprowadzono pewna weryfikaoje
otrzymanych rezultatéw. Rezwigsano mianowicie preypadek
szozegblny propagacji fal plastyosanyoh przy preyietym sche-
macie numeryoznym. Mianowicie roswigszano preypadek obecigge-
nia brzegu péiprzestrzeni X = 0 / of = 0/ oboigseniem réw-
nomiernie rozloZonym w funkeji Y oraz 2 s dowolnie zmie-
nnym w czasie. Warunki brsegowe /5.23/ przyjeto w postaci

P(o, B.T)= ( A.—mp)l(l -€°) ps

/8.5/ dla 0<KTL T,

P(0,p.T) = (4~ orp)* (4-€™) p.
dila T><T,  ,

/8.6/ T(O,P,’t)so.

prazy ozym przyjete ‘Ek = 0.83 , p, = 0.01, &_ = 10,
Py = 500 sex™" .

Roswigzanie numeryozue przeprowadzono dls ogasu T < Ky
tzn. dla czasu w ktérym ozolo fali nie osisgs pustki oylin-
dryoznej. Na rys.25 przedstawiome rozklad skigdowyoh /Tiszy-
cznych/ temsora mapresemia T , S 1 T oraz skladowes
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/[fizycznej/ wektora predkoéoi U wzdlusz osi 0 X s dla
czasu T = 0.94 - krzywe (1) oraz dla czasu T = 1,48 -
- krzywe (2) . Rozwigzania te sg identycszne ze szozegllng
postacis rozwigzania, ktdére bedzie przedstawione w nastep-
nym punkeie pracy - péiprzestrzefq spreiysto/lepkoplastycs-
na obcigsona na brzegu cisnieniem réwnomiernie rozzozonym
i zmiennym w czasie w sposéb nastegpujgcy @

611/0, Ty =(1 - _e’r’)- P, dla 0K T, ¢ Ty

/8.7/
611/0'! 71/ =(1 = e":t)'po dla T'1 > Tk ’

oraz
/8.8/  6,(0,T4)= 0, 6,5(0,T4)=0.

Stwierdzono jednoczeénie, e front plastycszny, jak réw-
niez strefy o jednakowych intensywnos$ciach napresenia pro-
paguje sie réwmomiernie od brzegu w gigb pélprzesirzeni.

Rozwigzano ponadto zagadnienie propagacji fal cylindry-
cznych wywolanych zmiennym w czasie cidnieniem Po(jt),
wewngtrz pustki cylindrycznej. Zadanie to rogwigzano w opar-
ciu o ten sam program obliczefi numerycznyoh, dla danych
liczbowych identyocznych jak w przykiadzie poprzednim. Przy-
Jeto warunki brzegowe typu /5.24/. Rozwigzanie okre$lone
dla czasu. 0 <T < o, = tzn. w czasie w ktérya nie wyste-
pujg jeszcze oddzialywania brzegu pliprzestrzeni. Sporszadzo-
no na pzaszezyfnie X Y wykresy propagacji fromtu fali
plastycznej oraz wykresy propagacji fronidéw fal o jednako-
wych intensywnosciach napre¢ienia., Stwierdzono, %e fronty te
rozprzestrzeniajg sie réwnomiernie we wszystkich kierunkach
na ptaszezysinie X Y . Ponadto fromt fali plastyczne] roz-
przestrzenia sie w przyblizeniu ze stalg predkoscisg, rdéwng
predkosci propagacji fal sprezystych, a, aE3K+§M®@épk
Przykiad powyzszy potwierdza réwniez poprawnoéé prayjeted
metody rozwigzania.
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ITI. UWAGI O PEWNYCH ROZWIAZANIACH ZAGADNIEN
PROPAGACJI JEDNOWYMIAROWYCH FAL NIESPRBZYSTYCH

W niniejeszym rozdziale przedstawimy rozwigzania dwéch
zagadnief propagacji fal spresysto/lepkoplasiycznych. Sa
to zagadnienia dynamiczne jednowymiarowe, W punkcie 9
przedstawimy zagadnienie propagacji fal podZugno-poprzecz-—
nych w péiprzestrzeni, spowodowanych przylozeniem do powie-
rzochnl trzyparametrowego dboiqtenia. Fastepnie w punkcie
10 podamy kilka uwag zwigzanych z energis smagazynowans w
precie sprezysto/lepkoplastycznym uderzajacym z pewng pred-
koéoia pooczgtkows w nieodksztalcalng przezrode. W obu przy-
padkach ograniczono sie¢ do malych odksztaXcefi. Zagadnienia
te rozwigzano metodg charakterystyk.

3, Fale poditutno-poprzeczne w
pétprzestrzeni sprezysto
lepkoplastyczne ]

W ohwill obeonej w literaturze istnieje wiele rozwigzah
dotyozgoych probleméw rozprzestrzenianiz sie fal w zloso-
nym stanie napre¢senia /dla jednej zmienne] przestrzennej
i dla dwuparametrowege obocigzenia/. W pierwszych pracach
&z tego zakresu ograniczono sie do rogwigzywania zagadnien
samopedobnych B1-13,23,25,28,32,37,58,67,107,108,1€)~447}*
Ograniczono sig zatem do takie)] klasy warunkéw brzegowwvch,
dla ktérych mog¢na byto uzaleinié stan naprezenia,stan od-
ksztalcenia oraz predkodci masowe czgstek oérodks tvikc
Jedne] zmiennej niezaleine] . Pozwolilo %o na sprowadzenie
ukladu réwnafi czgstkowych, opisujgeych ruch oérodia, do
ukladu réwnaf gwyczajnych. Ze wzgledu na przyjety w cryio-
wanych pracach charakter obcigsefi gzewnetrznych nie wrsie-
powaly zagadnienia tworgzenia sie fromtéw fal plasivcznyeh,
kitére powstaja na skutek wsp6idzialtania fal podIninveh



%0

i popmcsiych. Réwniez nie wystepowaly zagadnienia pow-
stawania fali odcigsenia. Na oba te zagadnienia poioZono
nacisk w pracach [41,44-47,24,121-123 ] , w ktérych roswa-
#ono problem rozprzestrzeniania sig fal podiuino-poprzecs-
nyok w oSrodku spregZysto/lepkoplastycznym dla dowolnych
zmian w czasie obcigser zewngtrznyot.

W przypadku przyj¢cia réwnaf biliniowe] teorii plasty-
‘cznoSci, oraz sztywnego odcigienia roswiggano zagadnienie
rozprzesirseniania sie fal podiusno-poprzecznych w pracach
[71,72] , prsy czym ckreSlono predkoSt propagacii fali od-
cigzenia.,

Zbadamy obeonie ruch oérodka spresysto/lepkoplastyczmego
wypelniajacego pélprzestrzeh xs > 0 , na powierzchni ktére)
sa prezytosone obciszenia 5'11 normalne do powierzchni
oraz dwie skladowe obcigsefi styozmyoh 6, 1 6, ,
zmienne w czasie, réwnomiernie rogziozone na powierzchni
x, =0 [713] o/rys. 26/. '

Niech - wv,/x,,t/ , vzlx.‘,tl - v3/x1,t/ bedg skiadowy-
=i wektora predkoSci punktu gnajdujgcego si¢ w odleglosel
x; od brsegu pSiprzestrzeni, bedgcymi jedynie funkejami x,
-4 t . Niech 6',"/x,t/ bedzie sktadows normalng tensora
napresenia w kierunku x, 6’22/11,‘&/ | €33/!1¢t/ re
skladowymi poprzecznymi mapresefi mormalnyoh ;  §4,/%4y %/
1 6 ,5/x;yt/ - napreseniami Soinajaoymi.

ﬁﬂ(n,t) Skladowe tensora od-
ksztalcenia w kierun-
kach X, i x, 8§
réwne zeru, co pro-
wadzi do zaleZnosci

€ 22/ %42 ¥/= 633/%45%/

X Rys., 26 .
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Réwnania kmlm oérodkas przyjeto postaci /2.8/ .
W rozwasanym prln.m sg spelnione naste¢pujgce warunki :
eﬂ--% : E‘gﬂ_‘.‘ z g.-u‘.‘ . gung'!-au-o,
19.1/  Wqmvy &,-vi:, 3=V}, 633=0,65,=6;,,
44,,36'.”, vl#"éll :“’su"éu- S
Réwnania ruchu /3.3/ ‘prey pominiecin sil mwych,(t; (*
redukujg sie do postaci :
6'“.‘ - g &4 -0,
19.2/ S ~g =0,

- Gy -363=O.

Dla malyoch odksszialoefi mamy dedatkowo nastepujace zwigz-
ki, wynikajgce z réwnah /2.17/ :

/9-3/ ﬁ"‘- é“ ¢ Vu4'2é“ = AX“‘- 25‘45.

Uwzgledniajae wyrasenia /9.1/ oraz zwiazki / 9.2/, ukiad
réwnaf konstytutywnyoh /2.8/ redukuje sie do trzech naste-
pujacych réwnah :

3 e
(1+%;:)v«..4 '«,};&.-xﬁm) ﬁ‘s“ =0,

e -k & - 25 BN % R
Von = B2 CRE) R -0,
gidzie

Jay  hrie-e )6t et
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Ukiad riwnaf problemw /9.2/ i /9.4/ moZemy przedstawié
w poetaci maciersowe] @

/¢/  Llul=Awy+Bun+D-0,

BTEY CZym

v,

%y ;

%! kP ARE,
Se

poiutald elementy tych macierszy sg rhn? zeru,
Charakterystykami ukiadu réwnafi /9.6/, okreélonymi na
podstawie warunku /6.4/ sg linie @

x = % a,% + coust. 4%

/9.8/ : - T ege (‘%—“r' s '(f) :

x= *sztr-n- const.

Wgdiut charakierystyk /9.8/ otrszymamy na podstawie /6.6/
réwnania réinicgkowe swyosajne @ :

‘/9_9/1 de.,, ?ga‘dvd-%}p V- (6y-6n) d=0,
dla x = % a,% onnt.,

/9.9/, ds',,i—'ga,dwt-&z YV-6ndt=0,

=+ uzt + comnst.,
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/9.9/3 d,S:\.s:F?azd03+Z/u,Y'gﬂ dt =0,

dla x = + a,t + const,

Wprowadszajae nastepujace wielkodol beswymiarowe :
g,}.,,z=g;_§_, 'R__ S=E§‘Q€"‘
/9,40 T= f’ U= 2 go V=—ga..,W=-——ga,,
A=S > .B--;-' ; C-r‘;‘,-\ D=2 k.aJ’
D=L, P f(Res)?+ @477,

gdzie x*'jest wurt06014 uatalonqb I rdwnénia réznicz-
kowe wzdius charakterystyk przybiorg postadé :-

dR 74U +ED<B(F-1)) 5o H=0, dha gezprc,
/3.41/ 4§ FAV +D<B(F-1)) %“"l =0, dlogethpec,

d'T"FdW+D<§({’-i)) %dv?_ =0, dla g=*Rprc.

Réwnania kemstytutywne /9.4/ scalkowane wzgledem czasu
beds postaci ¢ :

4 o v P
dey =3¢ (dR-dS)+ D, < H(F-1)> 7{’—5—012 ,

/992 g, =i dQ+ Dy< B(F-1)) ,—%—42 :

i ~
den= 70 dT + Duc@(¥-1)) 35 dy.

Werunek Scidliwodol /2.8/2 bedzie wyrasomny jako :



/9.13/ R+2S =3BE.

¥ cbagzarsch odksztaZcef cmmtm [oras w cbssaraoh
odoigtenis] , poniewat F(F) = o , ukiad réwnsh /9.6/
‘rosprzege sie 1 jego roswigmanie -am si¢ © nie oddria-
“tywujgeych se sobg fal Riemanna ~ podludnych i poprzecs-
nych. W obssarach odksstalcef lspkoplastyoraych, uklasd
réwnafi /9.6/ nalety roswigzaé numeryosnie. :
. Identyoznie jak to wosyniomo w pracach [44 - 47] ,mofma
okre$lié lokalng predkoéé rozprzestrzemiania sie fromtu
fall saburses plastyosnyoh jak tet i "£ali odoigtenia”.
MoZna udowodnié, fe rdéwniet w prsypadiku obeonie rospestry-
~ wanym fals sabursef plastyosnyoh [jak tes fala “"odcigsenia®/
rozprsestrrenia si¢ ¢ prediodoiy miojcq lub réwng predko-
$oi1 spretystysh fal podintnyoh oraz z wigkesg lub rdéwng
niz fale poprseczne spresyste. Jednakfe, se wzgledu na to,
%e obliczenia sg przeprowadzane numeryozmie, nie jest spra-
wg istotng okredlemie & priori fromtu fali sabursef plasty-
osznych ani fromtu "fali odoigsenia®.
Ukiad réwnafhi /9,11/ = /9.13/ poswalas na okredlenie
rozwigzania problemu w punkoie i  sistxd charakterystyk
/rys. 27/. Po'ytsly uklad rdéwmaf roswiszano metodg réémic
skoficsonych regpisanych
wzdind charakterystyk, zaste-
pujac réénicski rdéfnicami
skoficgonymi, identyomnie jak
to uosyniono w pracach [44-47].
‘Algorytm obliogefi numeryesnych
zostai skonstrmowany dla dowel-
pego stosunku predkodoi fal
Rys, 27 . podiungnysh i peprzeczmych %:
Wartosoi rozwigsaf w punktach I,I<1,I+4 [element érod-
kowy/ Jak réwnies w pumktach I,I+1 [element brzegowy/
Ss znane bespoérednio z obliczeh w poprmednich ocskash,
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¥ przypadku elementu brzegowego znane sg skladowe tensora
napresenia w punkoie 4 - warunkl brzegowe. W celu okrefle-
nia wartofoci rogwiazah w punktach p i gq przyjeto inter-
polasje liniows, odpowiednio miedzy wartoSciami roszwigzafi
w punktach I-41, I oraz I+1, I . Np. naprezenia normalne
R w punkcie q 88 réwne :

7.4/ Rig)= R(1)+2an,[Ru+1)-RD],
gdgie
2
/9.15/ A?z’m A?.
Rozwigzanla wzdilui fal silnej nieciggiosci, ktére otrzy-

muje sie z réwnah /9.11/, uwzgledniajge w nich warunki cig-
gtodecl dynamicznej

[u,] =3 [R} dla =z \?' + const.
[V)’;‘{'Q]’ [W]=;[T] dla ¥ = tl\rz+ const.,

/9.16/

sprowadzajg sie do rozwigzania réwnah rézniczkowych zwy-
czajnych postaci :

/9.17/ %% - {:(Z 'Z*)

a zatem typu /6.14/. Do rozwigzania réwnah wzdiuz fal sil-
nyeh niecigglofci zastosowano algorytm Treanora.

Skiadowe tensora odksztalcenia & €, 1 E, oraz skila-
dowg napr¢fenia S , zardéwno na frontach P21 silnej nie-
cigglosoi jak i w obszarze , okredlono z wzorow , - . .
/9.13/, réwnies calkujac je w czasie przy zastosowaniu
algorytmu Treanorsa.
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Przedstawimy w skréocie pewne interesujgoe wyniki obli-
ogefi numerycenych. Przyjeto nastepujgoe obeigZenia brzegum
péiprzestrzeni : R /0,9/= -~ B, /1= Z/T'/ dla 0€9¢9*,
B/0,n/ =0 dla 9% Q/0y g /==Q,,2/0n [ ==T
Q" = 100, Przyjeto zerowe warunki poozgtkowe. Obliczenia
wykonano dla mastepujgoyoh wartoSci liozbowych: E =2.1.10°
KG/ 42 » k = 2100 KG/ 2, =900 sex' ,o= 7.8.407>
g/ p3 » Weplozynnik Poissona v = 0.25 oraz ¥ = 0.3 .
Przyjeto nastepujace wartosci dla Ry Q4 » 53

Przypadek 1 3 Ro-.S, Q=1 I = 0,
Prgypadek 2 : R, = 3, Qg=1,2,=1,

_Przypadek 3: R, = 8, Qo =1, T, = 1.

Priyjeto ponadto liniows funkoje & (F) ,.csyli H(F) = F,
Na rysunku 28 przedstawiono wykresy zmian skladowych temso-
ra naprgsenia R , 5 oraz Q w czasie, dla prsypadku 1 ,
kolejno w o_dlegloéoiaoh od brzegu E=0, g= 0.0 1‘ g
oraz £ = 0.6Q’ =

Rys. 28 .
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FNa rysunku 29 przedstawiono gmiane napregenia Q w
osasie dla przypadku 1 oraz dla przypadia 2 , dls 3 -0.32’.
¥ obu tysh przypadkach stwierdzono, Ze skladowe napregenia
B i S5 83 maZo zalegne od skladowych Q 1 T ., W obu
preypadkach réfnice w napresenimch B 41 S sg rzedu 2 %
dla maZych wartodci ! 2 1 résnice te malejs sszybko

Q
10+

(I)RES, 971, T=0
=039"
‘ 3! (I) R.=5, Q.=1 : ]'.go

I

0 025y 05y  omt T

{r
-~

Rys. 29 ,

¥ funkoJi odleglofoi cd brzegu p6lprzestrzeni. Réinice te
' malejs ponadto ge wzrostem stosunku predkoéci fal poprze-
sgnych do fal pediusnych. '
Mofna stad wyoisgnaé nastepujgoy wniosck @

Wniosek 1 : Na roskiad napresef normalnych w plasszozyinie
réwnolegte] do brzegu péiprzestrzeni, snajdu-
Jacej sie w pewnej odlegiofoi ed brzegu, nie
majy isteinmego wpiywn naprezenia styozne pray-
logone do brzegu. Zatem w oblicseniach ingy-
nierskioh moins pomingé wplyw skiadowyoh zty-
osnych na rosklad napresef nerualnyoh, ¥ato-
miast naleiy sauwazyé istotng zaleinodé skia-
dowych napreg¢enia Q i 7T ¢ GO Obrazujsy wy-
kresy na rysunkm 29 .



Ha rysumku 30 pokazane sg wykresy smiany napresenis Q w
fumkoji oszasu dla prsypedku 2 1 3 , tzn. odpowiednio dla
rétuych wartodol R, réwnyoh edpowiednie 5 1 8 , prsy
Jednakowyoh wartoSciach dla Q, 1 2., réwych 1 .

(DR = 5,95, T
W R=e, g

Rys. 30 ,

m.-.x 23 llmmn mlu R maje isteiny wplyw
;  ma skladowe tensora mapresenia Q foras 7/ -
na skladewe napreief Soinajgoych. Ze wEre-
stem gradientu naprgienia mormalnegs R ma-
lejq skladowe napresefi styssnyol.,
Oblicgenis n-mm dla prsnmlku 2 duhnno dwvona
- sposobami ‘t
1° nmo oatoss mblm metods rétnic skoficsenyok,
2° Réwnanis problemu me frontach fal silnyoh nisciggles-
ol oraz réwnanie dla napreses S ne charakterysty-
kach § = comst. jak tes réwnanis /9.12/ roswigssme
w oparciu ¢ metode Treanora, natomiast metods rétnis
- skefiopémych snalesiono pesesiale parameiry roswigsaf
- w obssarach odksstaloefi lepkoplastysszmych.
Stwierdzone, fe aby strsymal reswigsania oboms sposecbami =
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Jednakows dokzadnoscig /[przyjeto, Ze réznica migdgy rozwig-
zaniem metodg Treanora i1 résnic skoficzonyoh jest mmiejsza od
10" 7 s miej ozasu pracy maszyny oyfrowej zuiywa gsie przy
zastosowanin metody Treanora. Np. czas liczenia na maszynie
UNIVAC 1108, metodg réznic skoficzonych dla przypadku 2
wyniést 27 " 848 [rozwigzanie ukladu réwnafh problemu w
5100 punktach plaszozyzuy fazowej/, to przy zastosowanin
metody Treanora czas obliczeh wynids? tylko 20 " 543, Fakt
%e ogas liczenia przy zastosowaniu algorytmu Treanora jest
znacgnie krétezy tlumacszy sie tym,2e metoda Treanora daje
na frontach fal eilnych nieciggiodci rozwigzanie szybko
zbiesne do rozwigzania $oislego /por. punkt 6/. Ma to ogro-
mny wplyw ns nastepne okreslenie rozwiazania w obszarze.
MoZna ponadto przyjmowadé znaoznie wiekszy krok calkowania.

10, Uwagi 0 polau temperatury
w zsagadnieniach dynamicznyech
termoplastycznose i

Wpiyw pola temperatury na pole odkszitalcenia w zagadnie-
niach dynamicznyeh teorii napre¢zefi ciepluych w plastyczno-
$el byl badany w pracach [96-100,110,111,93] , w lepkoplas-
tyoznosci w pracach [78 - 80]. Stwierdzono w tych pracach,
%Ze uderzenie termiczne na brzegu osSrodka niesprezystego, z
pomini¢ciem lub z uwzglednieniem efektéw lepkoSciowych, w
zakresie deformacji plastycznych, powoduje odksztalcenia
trwale dla przyrostu temperatury rzedu stukilkudziesieciu
stopni. Wykefemy, se w przypadkach, gdy nie ma doprowadze—
nia ciepla z zewngirz do odrodka [/w zakresie malych odkszta-
toefi/ nie jest celowe uwzglednienie temperatury w réwnaniach
dynamiki oérodka niespresystego.

Na przykladzie szczegdélnym, preta sprezysto/lepkoplasty-
cznego, poddanego obcigzeniu dynamicznemm, zostanie pokaza-
ny wplyw pewnyeh przyjetych hipotez w réwnaniu termodynami-
ki na pole temperatury i pole odksztalcenia [80] .

Roswasymy przypadek uderzenia preta z materialu spregy-
sto/lepkoplastycznego w nieodksztalcalng przegrode, Pred-
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kosé poczgtkowa preta niech wynosi v, dtugosé preta L .
Ograniozymy sie do przypadku malych odksztalcei,

Namy do rozwigzania nastepuigey ukiad rdéwnah @

1°, Réwnania konstytutywne.

Przyjmiemy nieco odmienne réwnania konstytutywne oS$rodka
spresysto/lepkoyplastycgnego ni% réinania podane w punkcie 2
pracy. Przyjmiemy réwnania konstytutywne dla polikrysztalu
metalu w przypadku jednowymiarowego stanu naprezenia,zapro-
ponowane przeg J,.ZARKA [124 - 126] . Zaklada sig, ze :

~ jeden parametr X , zwigzany ze Srednim rozkladem
dyslokacji w polikrysztale wystarczy do scharaktery-
zowania jego stanu wewnetrznego [/ X jest wielkodcig
bezwymiarowsg/,

-~ granica plastycgzno$ci jest proporojonalna do X
[vor. [78] /7,

- predkoéé cdksgztaicenia lepkoplastycznego ép Jest
funkcjg stanu aktualnego & , T 1 X , gdgie T Jest
temperaturg bezwzgledng,

- gmiana parasmetru stanu X jest réwnies funkojs €, ?
15X - fpori 18] <1

- energia zmagazynowana jest proporojonalna do 12.

Przyjmuje sie ponadto, ze ;

/10.1/ g g ag®
gdeie
e 4 26 2
EEmE ot TSo¥y

ef=f(6.,T, X),
X -g(6,T.X),

/10.2/

2
?Lz= RX gdgie A = comst,
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Przyjmiemy postaé szozegdlng powyzszyoch réwnah, miano-
wicle przyjmujge ¢

S
s -
gizie E jest modutem Younga, zalozymy [126] :

i)
e|tn

+ast + 8 magxox

3

o

i-v,

104/ X = Co(TYUSI-X) X',
U= % - Axe

przy ozym funkeje 01/T/ - . CZIT/ sg zdefiniowane nastepu-

Jaco :
o = & i !
C(TY = o @xp( ).
780.5/
Co(T) » o orp - 1)
ymbel < > wystepujaey w /10.4/ jest zdefiniowany

identycznie jak we wzorze /2.#/, mianowicie :

0 gy [s - x£o0,

/10.6/ (|8} - x)-{
8~ 1 ey 18l - x>0,
State v_, Iy ' Ay Ay y u, y k sg stalymi fizyczaymi
charakterystyoznymi dla rozwazanego polikrysztaiu. Ioh war-

toéoi sg podane w pracach [126,14] .

2° Réwnanie termodynamiki.
Dla elementu objetofocl monokrysztalu, w przypadku trans—
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formacji adiabatycznej, réwnanie termodynamiki, jak to poka-
zano w praoy [125] mosna napisaé w postaci :

/10.7/ 6' ch,a %4-0& 96’ +gc9

prey czym ’U.,(e. {\‘} ) Jest energis wewne¢trzng wiasciwg
[1ub energis zmsgazynowans/ spowodowang defektami mono-
krysgtalu /[giéwnie dyslokacjami/, przedstawionymi para-
metrami {1&} s © jest temperaturs absolutng monokryszta-
In , olyy = macierzg wspllozynnikéw roszersalmodei cie-
plne), ¢ - ciepiem wladciwym,

W pracy [80] pokazano, ze réwnanie lokalne termodyna-
miki dla elementu polikrysztalicznego jest nastepujace]
postaci :

/10.8/ g Efrzg:%%"’?+c‘rrfi+gc+,

gdzie Z 1. 3P Jest odpowiednio tenmsorem naprezenia
makroskopowego i tensorem predkoSci deformacji makrosko-
powych, zdefiniowane w nastepujgcy eposéd :

"r'.

3. Pad
/10.9/ gzvégdv, E Vig érav,

gdzie .QT Jest macierzg transponowang macierzy 4.
Parametr {Y} w réwnanin /10.8/ reprezentuje zbiér para-
metréw {y} , naprezenia rezyduaslne, niejednorodnoSci tem-
peratury. :

W rozwazanym przypadku jednoosiowego stanu naprezenia,
réwnanie /10,8/ redukuje si¢ do pestaci :

/10.10/ £ £(6,T,X) =2RXX+«T28 +ocT.

Po uwzglednieniu /10.2/ i /10.3/ bedzie ono postaci :
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71019/ |s|C,(T)C 8- x> X =« TS + 2% x4 & p

3° Réwnanie ruchm

Réwnanias ruehm /3.3/ prsy pominiecim sii masowych, redu-
kujg si¢ w prsypadim jednoosiowege stanu napreséenia do réw-
nania /uwsgledniajae /10.3/]:

2?8 A v 2 E

10,12, e T C . e » 0 = —

4° Réwnanie oiaglodoi

& , 2%

/10.13/ 2t " 2x .

Otrzymalidmy ostatecznie ukiad pig¢cin réwnaf problesm -
- rémmania /10.#/,,2 orag /10.,11/ = /10.13/, wsgledem
smiennyok t 8 , v, g ,X , T,

Powydsgy uklad réwnaf rozwigiemy prey nastepujacych
waruskach poosgtkowysh dla ¢ = 0 3

S{x,0) =0,  s(x0)=0,
/o.ny  X(x,0) =X,, T(x,0)=T,,
v(x,0) =v, ,
eras proy warunkaoh 'Urnmh : ;
‘ dls x = 0

v(0,8)= 0 edy 8 (0,8) < 0
/10.18/ lub
S (0,8)= 0 dla t > t* ,gisie t* osnmocsa
. ozas w ktérym ustanie kontaks
preta s prsegreds ,
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3 dla x= 1L
/10.,16/ : S (I.,t) =0 ,

W celn dokonania oalkowasnia réwnafi problemu drogs nume-
rycgng celowe jest wprowadzenie wielkosdoi bezwymiarowych:

/10.17/ X=X ¥ , 8= O V- 8L

i= at
Lo L

: ><lvz .
><|><

'prmc_l#iwl nest¢pnie parametry bezwymiarowe:
M =M Xg
P (T) = CoT) X &

/10,187
i ,/_ 7};2‘_&2(,,
EX
- B= :‘?‘?—.

. Uktad réwnat problems /10.14/, , 1 /10.11/-/10 13/
jeat typu hiperbolioznego. Na podstawie /7+4/ charaktery-
stykami tego ukladu sg linie ;-

: F=a t+ oonst
/10.19/
x~. oonﬂt.

Zwigzki wsdtnz‘oharakteryatyi na podstawie /6.6/ sg postasi
dla =4+ t+ const
48 wai tq (1) 12 L5l (181-%> % di =0,

dla T = const,

dX = my(T)<181-X > XU 4

/10.20/
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f10.20/,, Td5+&" +2;X4X-15i'2d’1‘)<151 X> X dt,
de=X, a8 +dT+vl,('r)'—§—<|§|—i>i g

Uktad réwnaft /10,20/ catkujemy numerycznie przy przyjqciu
nastepujgeych danych liczbowych /dla aluminium/ :

E = 7.2410% K6/ 2 , X, = 5107% , v =4,

9 -~
C,/T / = 4,13:10° sek, C,/T / = 3.44-10 sek
/10.21/ 1 s} i 3 o ’

g = 2.7-‘|0-3 kg/omJ 3 Dim 9-106 cm2 sek™2 K'1,

. Tiens
US8kT » 0.2, = 3.

Przyjmujgc d2ugosé preta L = 10 cm , predkosé poczgtkows
z jaks uderza on w przegrode W 52 m/sek ,wielkodci
bezwymiarowe /10.18/ bedg rdéwne :

/21/1?0/ = 0,02 , 9,/T)/ = 0.5335,

/10,22 5
?3 = 0,03 s B = 3,704+10 o
Wykonano szereg obliczeh numerycznych w celu zbadanis
wplywu na rozwigzania przyjecia réznych hipotez w réwna-
niu termedynamiki.
Mianowicie :
°4Zalozono, %Ze cala moc plastyczna jest dysypowana ter-
micznie, tzn., ze A = O w réwnaniu /10.11/ ,
2° Zatozono istnienie energii zmagaz*powanej w oSrodku,
przyjmajac wartoéé dla stosunku F=36,
© i Zatozono, %e istnieje energia zmagazynowana, lec:
réwnanie termodynamiki jest zmodyfikowane i po-
siada postaé :

110,23/ 0.3 |81C4(F)< 181-X > ¥ = «T& +gete
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tsn. przyjmujge, Ze stosunek mooy plastycsznej do energil

smagasynowane J

L L e
28c(m

/40.28/

jak przyjeuje to wielu sutoréw, por. mp. [36] .

Na rysunku 31 przedstawiono wykresy napresenia i odksgztal-
cenia w przekroju x = 0, Krzywe 1a 1 2a przedstawiajlg
odpowiednio wykresy odksgtalcenia i napre¢genia w przypadku
gdy nie uwzglednia sie energli zmagagynowane] oraz gdy
wsplélczynniki 01 i 02 sg niezalezne od zmiany tenperutm.

o §e

2003

Rys. o s

Ergywe (1b) i (2b) przedstawiajg réwniet odpowiednic wykre-
8y odksgztalcenia i1 naprefenia w przypadku niewwzglednienia
energli zmagazynowanej, lecz dla 01 i 02 zmiennych g
temperaturg. Z wykreséw tych moina stwierdzié niesnsoszne
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réinice miedzy obu rozwigzaniami. Dla materialéw wstepnie
napromieniowanych, w ktdéryoh granica plastycznosci zmienia
sie znacznie wyraZniej w funkeji predkosci odksztalcenia
oraz w funkeji temperatury nii w materiaiach nienapromie-
niowanych [91] s réinice w rozwigzanisch przy uwzglednie-
niu zmisny C, i C, & temperaturs, oraz dla C, i c,
niezaleinych od temperatury, bedg znacznie wyrafniejsze.
Na rysunku 32 przedstawionc rogzkiad odksztalcenr trwa-
2ych wzdiu# dlugosol preta. Krzywa (&) obrazunje przy-
padek gdy 01 i C2 85 niezaleZne od zmiany temperatury,
a krzywa (b) gdy C, 1 C, s=a zmienne z temperatura.
Widaé, ze réZnice w rozwigzaniach zanikasjg w fumkcji odle-
glosci od brzegu prete, ktéry zderza sie z przegrods.

]

Ryﬂ. 32 o

Rysunek 33 obrazuje zmlane¢ temperatury preta wzdluiz jego
dlugoéci w chwilli + = t* tzn. w chwili gdy pret odbija sie
od przegrody. Kolejne krzywe odpowladajg trzem réinym hipo-
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“egom prezyjetym dla rdéwnania termodynamikis
1 = nie uwzglednia si¢ energii zmagazynowanej,
2 - uwsglednia sie energi¢ zmagasynowang, ale réwnanie
termodynamiki jest postaci /40.23/ ,
3 - jak w poprzednim prsypadku lecz dla réwnanis termo-
dynamiki /10.11/.

Hogtna stwierdszié, %e w przypadku deformacji rzedu 20 %
rozkiad temperatury w precie jest taki sam w przypadkun
przyjecia powyissych trzech hipotez dla réwnania termodyna-
miki. Ponadte dla tyoh odksztalcefi Sredni przyrost tempe-
ratury w precie jest rzedu 4 % .

AaTfsc)
20

mlo ¥ 5 T

lszystkuﬁ»povy'use regultaty pozwalajg 'ponadto stwierdgil
Ze moina uiej’;,i’vsglgdniaé temperatury w problemsch dynamicz-
nysh teoril plastyoznodeci w przypadkmch, gdy do oérodks nie
Jest doprowadzane ciepio z zewngtrz. Réwniei widaé, se wpiyw
gmiennoSci stalyeh fizyosnych z temperaturs na rezwigsania
Jest maly, OcsywiScie stwierdgzenia te sg stuszme dla gakresu
malych deformacji oérodksa.
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