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Streszczenie

Celem rozprawy doktorskiej jest sformutowanie modelu Morfologicznej Reprezentacji Mikro-
struktury (MRP) kompozytéw zbrojonych czastkami i ocena jego przydatnosci do opisania wply-
wu upakowania i rozmiaru wtracen na efektywne wlasciwosci termiczne i mechaniczne materiahu.
Pozytywnie zweryfikowane modele mikromechaniczne sg skutecznymi narzedziami w projekto-
waniu nowych materiatéw. Szczegdlnie przydatne sa analityczne modele typu MRP, ktére sa
efektywne obliczeniowo i jednoczesnie uwzgledniaja dodatkowe cechy mikrostruktury.

Podejscie MRP wywodzi sie z modelu sfery kompozytowej Hashina i jego modyfikacji do
uogblnionego schematu samozgodnego Christensena. Podstawowa idea modelu MRP jest opis
mikrostruktury kompozytu za pomoca zestawu odpowiednich morfologicznych wzorcéw. W roz-
prawie w kontekscie schematu MRP reprezentatywny element objetosci jest zastepowany przez
dwa wzorce: pierwszy z nich odpowiada uogdlnionemu (N+1)-fazowemu schematowi samozgod-
nemu (N+1)-GSC, a drugi jest opisany przez klasyczny schemat samozgodny (SC). Aby opisaé
efekt upakowania wtracen grubo$é powloki w pierwszym wzorcu jest okreslona przez polowe
$redniej odlegtosci miedzy zewnetrznymi powierzchniami wtracen w reprezentatywnym elemen-
cie objetosci. Aby uwzglednié efekt rozmiaru wtracen w modelu (N+1)-GSC, wykorzystywane sa
w pracy dwa podejécia: wprowadza sie miedzyfaze o gruboéci niezaleznej od promienia czastki i
roznych wtasciwosciach niz podstawowe dwie fazy kompozytu lub zaburza sie ciagto$é¢ lokalnych
pol mechanicznych lub termicznych na granicy miedzy fazami. W celu rozszerzenia modeli mi-
kromechanicznych éredniego pola na nieliniowe zwiazki konstytutywne zastosowano przyrostowa
linearyzacje odpowiedzi materiatu w kolejnych krokach obliczeniowych. W pracy doktorskiej do
oszacowania nieliniowej odpowiedzi materialu w zakresie sprezysto-plastycznym zastosowano
przyrostowa linearyzacje sieczng lub styczng. W celu weryfikacji oszacowan otrzymanych po-
dejéciem MRP zastosowano homogenizacje numeryczng przeprowadzona przy pomocy Metody
Elementéw Skoniczonych (MES). Wygenerowano reprezentatywne elementy objetosci z losowo
rozmieszczonymi nienakladajacymi sie sferycznymi wtraceniami i kontrolowanymi warto$ciami
parametréw upakowania i rozmiaru wtracen oraz regularne uklady polozen wtracen.

Rezultaty otrzymane przy wykorzystaniu modelu MRP zostaly takze poréwnane z wynikami
badan eksperymentalnych. Na podstawie wynikéw przedstawionych w rozprawie stwierdzono
poprawnosé¢ oszacowan MRP w odniesieniu do wynikéw MES. Wykazano réwniez dobra zgodnosé

ilosciowa przewidywan MRP z rezultatami MES i wynikami eksperymentalnymi.
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Abstract

The aim of the PhD thesis is to formulate and verify the Morphologically Representative Pattern
(MRP) model for estimating the effective response of particulate composites and to evaluate
its applicability to the description of packing and size effects on their thermal and mechanical
properties. Validated micromechanical estimates are efficient tools for designing newly-developed
materials. Particularly useful are analytical models like MRP, which are computationally efficient
and take into account additional features of microstructures.

The MRP approach originates from the composite sphere Hashin model and its modification
into the generalized self-consistent model by Christensen. The basic idea of the MRP approach
is the description of a composite as an assemblage of adequate morphological patterns. In this
thesis, a Representative Volume Element (RVE) is approximated in the MRP model by two
representative patterns: the first one governed by the (N+1)-phase generalized self-consistent
scheme (N+41)-GSC and the second one described by the classical self-consistent scheme (SC).
To describe the packing effect, the coating thickness in the first pattern is specified by half the
mean distance between nearest-neighbour particles in the RVE. To account for the size effect
two approaches are applied within the (N+41)-GSC pattern: in the first one an interphase is
introduced having a thickness independent of the particle radius and different properties than the
basic two phases, while in the second one the continuity of the local mechanical or thermal fields
is disturbed at the interface between the composite phases. In the thesis, the extension of mean-
field models towards nonlinear constitutive laws is performed by incremental linearization of the
material response at computational steps. In the present work, the method of secant or tangent
incremental linearization is applied to compute the nonlinear response of a material in the elasto-
plastic regime. In the PhD thesis, the predictions of the MRP scheme concerning the effects of
packing and size on overall thermal and elasto-plastic composite properties are compared with
results of computational homogenization by the Finite Element Method (FEM), performed on
RVEs with randomly distributed non-overlapping spherical inclusions and controlled value of
the packing parameter. Periodic unit cells with cubic crystal-type arrangements and RVEs with
random distributions of particles have been used for verification.

The MRP model was also validated against experimental data. The validity of the MRP
estimates with respect to the FEM results was also assessed. Good agreement between the MRP

estimates and FEM results as well as experimental outcomes was found.
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Rozdziatl 1

Wstep

1.1 Motywacja

Modele mikromechaniczne pozwalaja oszacowaé makroskopowe wlasciwoéci materialéw niejed-
norodnych przy znajomosci zjawisk zachodzacych w tych materiatlach w skali mikro. Pojecia
"mikro” i "makro” maja charakter umowny [1] i tak w przypadku polikrysztaléw wymiarem
charakterystycznym jest wymiar ziarna, a w przypadku kompozytéw podstawowym parametrem
skali jest wymiar ceramicznego wtracenia. Nowoczesne materiaty wyrdzniaja sie obecnoscia mi-
krostruktur o skomplikowanej geometrii, ktére moga by¢ uzyskane za pomoca réznych metod
obrébki (np. mechanicznej lub termicznej). W wiekszosci nowoczesnych materialéw konstrukeyj-
nych (kompozyty o osnowie metalicznej lub polimerowej, stopy i polimery z pamiecia ksztaltu,
meta-materialy czy stopy o wysokiej wytrzymalosci wlasciwej [2]), tworzonych dla przemystu
lotniczego, samochodowego i elektronicznego lub zastosowan biomedycznych, makroskopowa od-
powiedz materiatu jest istotnie wrazliwa na zmiany zachodzace w jego mikrostrukturze. Mikro-
struktury te w znacznym stopniu ksztaltuja pozadane kombinacje wtasciwosci wytwarzanych
materiatéow, takich jak wysoka wytrzymatosé i sztywnos$¢ w potaczeniu z dobrymi parametrami
termicznymi. Dlatego przewidywania otrzymywane za pomocg modeli mikromechanicznych sa
szczegdblnie istotne dla wielu dziedzin gospodarki i sprawdzone metody oszacowania wlasciwosci
makroskopowych sa przydatne w procesie projektowania nowoczesnych materiatow.

Obecnemu rozwojowi technologii ksztaltowania mikrostruktur, czy tez nanostruktur [3], to-
warzyszy rozwoj modelowania mikromechanicznego, bedacego technika modelowania z pograni-
cza inzynierii materialowej i mechaniki [4]. Jedna z takich technik jest zyskujaca na popularnosci
homogenizacja numeryczna. W ostatnich latach jej znaczny rozwdj jest zwiazany z rosnaca moca
obliczeniowa komputeréw oraz rozwojem technik obrazowania miktrostruktury materiatu [5]. W
wielu przypadkach model numeryczny reprezentatywnego elementu objetosci jest tworzony na
podstawie skandéw tomografii komputerowej materiatu niejednorodnego i w rezultacie termome-
chaniczna analiza MES jest wykonywana na rzeczywistym fragmencie mikrostruktury materia-

tu [6, 7]. W pracy [8] przedstawiono rézne metody opisu iloSciowego struktur materiatlowych.



Alternatywnie w homogenizacji numerycznej nie odwzoruje sie rzeczywistej mikrostruktury je-
den do jednego, a generuje sie réownowazna uproszczong morfologie kompozytu (ang. equivalent
microstructure), ktérej makroskopowa odpowiedz zgadza sie z efektywna odpowiedzia skompli-
kowanej oryginalnej mikrostruktury [9]. OczywiScie w homogenizaji numerycznej zamiast MES
moze by¢ takze zastosowana metoda elementéw brzegowych, jak np. w pracy [10] do modelo-
wania nanokompozytow. Jednak technika homogenizacji numerycznej ma swoje ograniczenia.
Wysoki koszt obliczeniowy, szczegdlnie dla zagadnien nieliniowych sprawia, ze rozwazania do-
tycza zwykle ograniczonej liczby elementéw reprezentatywnych. W zwiazku z tym przeprowa-
dzenie szerokiego studium wplywu parametréow mikrostrukturalnych na makroskopows odpo-
wiedz termomechaniczng materialu jest klopotliwe ze wzgledu na ograniczong liczbe elementéw
reprezentatywnych. Kolejna trudnoécia zwiazang z analizg MES jest zapewnienie reprezenta-
tywnoéci rozwazanego elementu objetosci. Stad obliczenia przeprowadzane przy wykorzystaniu
homogenizacji numerycznej sa zwykle kompromisem miedzy kosztem obliczeniowym analizy, a
poprawnym odtworzeniem rzeczywistej mikrostruktury materialu [11]. Przykladowo czesto dla
kompozytéw uzywane sa uproszczone komoérki jednostkowe zawierajace pojedyncze wtracenie.
Przy takich uproszczeniach przewaga homogenizacji komputerowej nad analitycznymi modelami
mikromechanicznymi jest sporna.

Analityczne modele mikromechaniczne sg efektywnym narzedziem projektowania oraz szaco-
wania jakosci proponowanych materialow syntetycznych oraz technik ich wytwarzania, dlatego
moga by¢ stosowane do wstepnej selekcji sktadu i cech morfologicznych wytwarzanego materiatu
pod katem wymagan projektowych [12],[13]. Dodatkowo takie estymatory wiasciwosci mecha-
nicznych moga by¢ traktowane jako wartosci referencyjne wlasciwe dla materiatu idealnego (z
idealnym polaczeniem miedzy fazami itp.) przy interpretacji wynikéw badan do$wiadczalnych.
Modele mikromechaniczne sa réwniez pomocne w zrozumieniu lokalnych mechanizmoéow rzadza-
cych wplywem cech morfologicznych mikrostruktury na wlasciwosci materialu w skali makro.
Ponadto analityczne modele materialéw niejednorodnych ze wzgledu na wysoka efektywnosé
obliczeniowa moga by¢ wykorzystywane jako réwnania konstytutywne stosowane w punktach
catkowania w analizach MES duzych probleméw brzegowych [14] i moga stanowi¢ rozsadna al-
ternatywe dla kosztownych obliczeniowo podejsé wieloskalowych typu FE" [15]. Niemniej aby
zastosowanie modeli analitycznych w punktach catkowania MES moglto konkurowaé¢ w jakosci
odtworzenia morfologii mikrostruktury przez homogenizacje numeryczna, modele analityczne
powinny w sposob efektywny uwzgledniaé szersze niz obecnie spektrum parametréw mikrostruk-
turalnych. Opracowanie i weryfikacja tego typu modelu mikromechanicznego uwzgledniajacego
morfologie materialu niejednorodnego jest gléwnym zadaniem niniejszej pracy doktorskiej. Na-
lezy wspomnieé, ze alternatywa dla zastosowania mikromechanicznych modeli analitycznych w
MES jest skrécenie czasu obliczen dla podejscia wieloskalowego, np. poprzez zastosowanie hp-

adaptacyjnej wersji metody elementéw skonczonych [16].



1.2 Aktualny stan wiedzy

Znajdowanie wiasciwosci efektywnych materialéw niejednorodnych za pomoca modeli mikrome-
chanicznych bazuje na pewnym przyblizeniu $cistego rozwigzania problemu znajdowania efek-
tywnej makroskopowej odpowiedzi elementu objetoéci. Zasadnicza sprawa jest sformutowanie
schematu przejscia od zagadnienia lokalnego rozkladu pdl odksztalcen i naprezen w kompo-
nentach materiatu niejednorodnego do ich usrednionych wartosci odpowiadajacych zachowaniu
materialu jednorodnego o efektywnych wtadciwosciach. W przypadku okreélania sztywnosci ma-
terialu najpowszechniejszy schemat przejscia odpowiada “regule mieszanin” stosowanej w inzy-
nierii materiatowej, w ktérej zaklada sie jednorodne odksztatcenie lub naprezenie w fazach ma-
terialu. Bardziej zaawansowane modele mikromechaniczne wykorzystuja dostepne w literaturze
rozwiazania analityczne, takie jak rozwigzanie Eshelby’ego dla elipsoidalnej inkluzji w nieskon-
czonej matrycy [17] czy podobne rozwiazanie autorstwa Herve i Zaoui dla sferycznej inkluzji
kompozytowej o N-fazach [18]. W swojej pracy Eshelby zalozyl liniowa sprezystosé dla osnowy,
za$ w rozwigzaniu autorstwa Herve i Zaoui wystepuje dodatkowo zatozenie izotropii faz. Kon-
cepcja pojedynczej niejednorodnosci w sprezystej matrycy stala sie podstawa licznych modeli
pola $redniego. Jako przykladowe mozna tu wymieni¢ modele Mori-Tanaka (MT), samo-zgodny
(SC), uogdlniony samozgodny (GSC), podwdjnej inkluzji (DI), réznicowy i przyrostowy, [1]. Nie-
ktore wymienione schematy np. samozgodny i jego uogdélnienie zostaly takze wykorzystane w
algorymtach homogenizacji numerycznej za pomoca MES, np. [19].

Klasyczne modele mikromechaniczne nie uwzgledniaja wplywu rozmiaru wtracen ani ich
stopnia upakowania w materiale kompozytowym w wyznaczaniu efektywnych wtasciwosci kom-
pozytu i biora pod uwage jedynie ich udzialy objetoéciowe oraz ewentualnie ksztatt elipsoidalnej
inkluzji. Wigkszos¢ modeli zwykle napotyka na problemy przy okreslaniu wlasciwosci efektyw-
nych materialéw przy wysokich udziatach objetoéciowych wtracen lub duzym kontradcie wta-
Sciwosci faz [20]. Jakos$é oszacowan uzyskanych za pomoca modeli MT lub SC spada wraz ze
wzrostem udziatu objetosciowego faz lub wraz z powiekszajacym sie kontrastem miedzy wia-
Sciwosciami komponentéw materialu niejednorodnego [20, 21]. Wynika to z u$rednionego opisu
wzajemnego oddziatywania poszczegdlnych komponentéw np. poprzez oddzialtywanie z efektyw-
nym medium w modelu samo-zgodnym.

Wplyw upakowania lub rozmiaru wtracen na makroskopowa odpowiedz materiatu jest obser-
wowany np. w zaleznosci naprezenia plyniecia (flow stress) od rozmiaru ziarna w polikrysztatach
(zaleznosé¢ Hall-Petch) [22], lub w relacji miedzy réznymi makroskopowymi wlasciwosciami kom-
pozytéw w zakresie sprezystym a absolutnym rozmiarem wtracen [23, 24]. Wplyw upakowania
mozna zaobserwowaé¢ w przypadku oddzialywania aglomeratéw na pogarszanie sie odpornosci na
pekanie (fracture toughness) kompozytu w zaleznosci od orientacji skupiska wtracen w materia-
le [25]. W pracy [26] wykazano relacje miedzy wzrostem wytrzymalosci kompozytu a spadkiem
odleglosci miedzy wtraceniami. Wymienione przyktady wplywu upakowania wtracen sa Scisle

zwigzane z rozkladem pola naprezenia oraz pola odksztalcenia w materiale heterogenicznym.



Kiedy rozmiar komponentéw maleje to rola granic miedzyfazowych wzrasta. W kompozytach
ceramiczno-metalowych ze wzgledu na reakcje chemiczne miedzy ceramika a metaliczng osnowa
wlasciwoéci miedzyfazy sa inne niz dwoch podstawowych komponentéw kompozytu: ceramiki i
zastosowanego metalu [24]. Czesto w strefie granic pomiedzy fazami dochodzi do zapoczatko-
wania degradacji materialu heterogenicznego np. pekniecia, zaburzenia potaczenia na granicy
komponentéw lub ewolucji uszkodzenia. Dlatego uwzglednianie wlasciwosci strefy miedzyfaza-
mi jest istotne dla prawidlowego modelowania mikromechanicznego makroskopowej odpowiedzi
kompozytu.

Generalnie mozna wyrézni¢ dwa podejécia, majace na celu uwzglednienie wspomnianego
wplywu rozmiaru czastek na wlasciwosci mechaniczne materialéw heterogenicznych. W pierw-
szym podejsciu wprowadzona jest dodatkowa faza (miedzyfaza) jako powloka (plaszcz) o skon-
czonej grubosci wokét wtracen w kompozytach z metaliczng osnowa lub wokét ziaren w polikrysz-
tatach [18, 28, 29]. Klasyczne podejscia pola $redniego sa zmodyfikowane przez specyfikacje do-
datkowego tensora koncentracji opisujacego zalezno$é pél tensorowych naprezenie-odksztatcenie
w plaszczu od odpowiednich wielko$ci makroskopowych. Warto podkresli¢, ze efekt rozmiaru
ziarna lub wtracen jest realizowany poprzez zadanie innych parametrow miedzyfazy w stosunku
do pozostatych faz kompozytu. Podejécie tego typu opiera si¢ na uogdélnionym modelu samo-
zgodnym (generalized self-consistent model) zaproponowanym przez Christensena i Lo [30], w
ktérym sfera kompozytowa jest osadzona w nieskonczonym medium. Niejednorodno$é sktada sie
ze sfer o wspdélnym érodku o parametrach materiatlowych odpowiednio fazy wtracenia i osno-
wy oraz promieniu ustalonym przez udzial objetosciowy tych faz. W swojej najprostszej wersji
uogdlniony model samozgodny nadal nie opisuje efektu skali. Herve i Zaoui [18] w swojej pracy
rozszerzyli analityczne rozwiazanie dwupowtokowej sfery do sfery z N-plaszczami. Przyblizone
rozwiazania dla elipsoidalnego wtracenia ztozonego z dwéch powlok sa zaproponowane w [28, 31].

Innym podejsciem jest zastosowanie niedoskonalej dwuwymiarowej warstwy brzegowej po-
lozonej na granicy faz (imperfect interface) np. [32],[33]. Wiasdciwosci dwuwymiarowej warstwy
brzegowej (interfejsu) sa inne niz wlasciwosci komponentéw materiatu heterogenicznego. W za-
leznosci od wariantu modelu wprowadzona dwuwymiarowa warstwa moze lub nie zapewniaé
spelnienie réwnania réwnowagi dla naprezen oraz zgodnosé odksztalcen na granicy faz.

Trudnoéci zwigzane z oszacowaniem efektywnej odpowiedzi materiatu niejednorodnego dla
gestego upakowania czastek lub z powodu zaniedbania rozktadu czastek mozna takze rozwiazac
poprzez rozwazenie bezposrednich interakcji miedzy niejednorodnosciami, jak to ma miejsce w
wariancie n-site teorii $redniego pola [34, 35]. Tego rodzaju metodologia jest zastosowana w
modelu klastrowym zaproponowanym przez Molinari’ego i E1 Moudena [36] w celu oszacowania
wlasciwosci sprezystych. W modelu klastrowym wybierana jest podstawowa objetos¢, w ksztalcie
szeSciennej kostki, zawierajaca skoriczona liczbe wtracen (inkluzji), ktéra jest nastepnie repro-
dukowana periodycznie w celu wypelnienia calej przestrzeni. Do kazdego wtracenia w RVE jest
przypisana sfera o okreslonym promieniu. Nastepnie, uwzgledniane sg tylko bezposrednie inte-

rakcje miedzy inkluzjami w danym klastrze. Zaprezentowane podejécie dopuszcza elipsoidalne



wtracenia i materialy wielofazowe. W artykule [37] model klastrowy zostal rozszerzony o przy-
padek niejednorodnosci z ptaszczami, a w publikacji [38] autorzy za pomoca klastréw oszacowali
przewodnosé cieplng kompozytu. W pracach [39, 40] zbadano, stosujac technike homogenizacji
numerycznej, zaleznosé efektywnych wlasciwosci kompozytu od rozktadu czastek w kompozycie
dwufazowym wykorzystujac elementy reprezentatywne, w ktérych czesé czastek wystepuje w po-
staci skupisk. Chociaz wyniki wskazuja, ze niejednorodny rozklad czastek ma nieznaczny wplyw
na makroskopowe wltadciwosci sprezyste i plastyczne kompozytu, to wykazano, ze koncentra-
cja wtracen prowadzi do duzo wiekszego prawdopodobienstwa rozwoju uszkodzenia w okolicach
aglomeratow czastek.

Jak juz wspomniano klasyczne modele pola $redniego typu wtracenie-osnowa nie uwzgled-
niaja przestrzennej dystrybucji wtracen. W 1976 roku Kroner i Koch [41] zaproponowali opis
wplywu rozktadu komponentéw materiatu na ogdlne wtasciwosci kompozytu poprzez dolne i gor-
ne ograniczenia wariacyjne z n-punktowymi funkcjami korelacji modutéow sprezystych faz. Ponte
Castaneda i Wills [42], opierajac sie na wczesniejszym artykule Willisa z 1977 [43], sformulowali
oszacowania wlasciwosci efektywnych bazujace na dwu-punktowych funkcjach korelacji dla spre-
zystego kompozytu zbrojonego inkluzjami o dowolnym ksztalcie rozproszonymi wewnatrz probki
zgodnie z rozkladem o symetrii elipsoidalnej. Dodatkowo autorzy w swojej pracy przedstawili
ilosciowe oszacowania dla elipsoidalnych wtracen.

Uwzglednienie dodatkowych parametréw mikrostrukturalnych takich jak: upakowanie cza-
stek, rozmiar wtracen albo wlasciwosci obszaru miedzy fazami, z jednoczesnym zachowaniem
prostych do aplikacji sformutowan jest mozliwe przy zastosowaniu koncepcji reprezentacji cech
morfologicznych mikrostruktury za pomoca wzorcow (Morphology-based Representative Pat-
tern approach, skrot MRP) [44] [45]. Pomysl podejécia MRP bazuje na idei sfery kompozytowe;
wprowadzonej przez Hashina [46]. Marcadon i inni [45], wykorzystujac wspomniane rozwiaza-
nie Hashina, sformutowali koncepcje MRP dla sprezystego i izotropowego kompozytu o ciagglej
osnowie oraz rozproszonych izotropowo sferycznych wtraceniach z jednakowymi promieniami. W
artykule autorzy uwzglednili srednia odlegtos¢ miedzy wtraceniami oraz, poprzez wprowadzenie
dodatkowej fazy na granicy komponentéw kompozytu, wptyw efektu rozmiaru czastek. Obecne
w literaturze zastosowania koncepcji MRP dotycza w znakomitej wickszosci materiatléw izotro-
powych, zakresu liniowej sprezystosci lub liniowej lepkosci oraz, w szczegdlnosci, sferycznego
ksztaltu wtracen, [47], [48].

W rozprawie zaadoptowano te koncepcje do oszacowania wplywu upakowania i rozmiaru
wtracen oraz jako$ci interfejsu na granicy faz na efektywny wspdlczynnik przewodzenia ciepta
materialéw kompozytowych. Analityczne modele dostepne w literaturze w zagadnieniu przewo-
dzenia ciepta najczesciej uwzgledniaja jakos¢ polaczenia na granicy faz dwufazowych kompozy-
téw poprzez op6r cieplny Kapitzy [83] lub obecno$¢ trzeciej fazy w formie plaszcza wokél fazy
rozproszonej np. [104],[105]. Nie znaleziono w literaturze zastosowania podejécia reprezentacji
cech morfologicznych mikrostruktury za pomoca wzorcow w zagadnieniu przewodzenia ciepla.

Roéwnania modelu MRP w kontekscie oszacowania makroskopowego wspoétczynnika przewodze-



nia ciepta w niniejszej pracy doktorskiej zostaly wyprowadzone przez autora.

Podejscie MRP moze by¢ szczegdlnie uzyteczne w modelowaniu nieliniowej odpowiedzi ma-
terialow heterogenicznych, szczegdlnie kompozytéw ceramiczno-metalowych ze sprezysto-pla-
styczng osnowsg i sprezystymi wtraceniami ceramicznymi. W takich kompozytach w zakresie
zaawansowanego plyniecia plastycznego nalezy rozwiaza¢ problem odpowiadajacy przypadkowi
sztywnych inkluzji w podatnej matrycy. Dodatkowo zastosowanie podejscia MRP w kontek-
Scie nieliniowego zachowania materiatéw dla zakresu sprezysto-plastycznego wymaga poprawnej
linearyzacji stosowanych relacji konstytutywnych. W przypadku modeli sredniego pola, ktére
nie uwzgledniaja efektow skali i przestrzennego rozlozenia komponentéw (np. MT, SC, DI),
w literaturze mozna znalezé nastepujace propozycje majace swe zrodlo w schemacie przyro-
stowym zaproponowanym przez Hilla w 1965 roku: linearyzacja przyrostowa styczna, sieczna,
nieprzyrostowa styczna, asymptotyczna styczna, addytywna styczna oraz sekwencyjna, [49],[50].
Poprawno$¢ poszczegdlnych schematow linearyzacji jest przynajmniej czeSciowo zweryfikowana
przy wykorzystaniu homogenizacji numerycznej MES, [49],[51].

W ramach pracy doktorskiej rozszerzono podejsScie MRP na oszacowanie sprezysto-plasty-
cznych wtasciwosci kompozytéw poprzez przyjecie koncepcji przyrostowej linearyzacji nielinio-
wych relacji konstytutywnych zaproponowanej przez Hilla [53]. Taka linearyzacja jest uzyskiwana
przez zastosowanie modulu stycznego lub siecznego materiatu [53], [54]. Dodatkowo, zastosowa-
ne w MRP schematy GSC lub (N+1)-GSC oraz tensory koncentracji, wymagaja izotropizacji
tensora moduléw stycznych lub siecznych na kazdym kroku obliczeniowym, ktéry to tensor w
og6lnosci jest anizotropowy [35]. Wlasciwy wybdr zaréwno metody linearyzacji jak i procedury
izotropizacji mozna zweryfikowaé¢ numerycznie, stosujac bezposrednio procedury generowania
mikrostruktury przedstawione w artykule [55]. Na podstawie przedstawionej w artykule anali-
zy mozna wnioskowaé, ze oszacowania MRP, dzieki uwzglednieniu upakowania czastek, moga
poprawié¢ klasyczne modele mikromechaniczne w przypadkach sztywnych wtracen w podatnej

osnowie, zwlaszcza w zagadnieniu odpowiedzi nieliniowej kompozytow.

1.3 Zakres i teza pracy doktorskiej

W pracy doktorskiej zostat sformutowany i zweryfikowany mikromechaniczny model materialéw
kompozytowych uwzgledniajacy wplyw rozmiaru wtracen i ich upakowania oraz efekt granicy
miedzyfazowej na makroskopowe liniowe i nieliniowe wlasciwosci materiatu. Prace badawcze

obejmowaly nastepujace zadania:

1. Opracowanie mikromechanicznego modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kom-
pozytu do wyznaczenia makroskopowego wspétczynnika przewodzenia ciepla i wlasciwosci

sprezystych.

2. Sformutowanie i aplikacja modeli mikromechanicznych, w tym modelu morfologicznej re-

prezentacji mikrostruktury kompozytu, do okreslenia odpowiedzi kompozytu w zakresie



sprezysto-plastycznym.

3. Opracowanie metodologii weryfikacji analitycznych modeli mikromechanicznych przy wy-

korzystaniu homogenizacji numerycznej i metody elementéw skoriczonych.
4. Wykonanie studium wpltywu cech mikrostruktury materiatu takich jak:

e upakowanie wtracen,
e rozmiar wtracen,

e parametry granicy miedzyfazowej,
na makroskopowe wlasciwosci kompozytu:

e wspdlezynnik przewodzenia ciepta,
e moduly sprezystosci,

e odpowiedz sprezysto-plastyczna.

Zawartosé kolejnych rozdzialéw rozprawy jest nastepujaca. Rozdziatl drugi dotyczy opisu
modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. W rozdziale tym przedstawio-
no idee podejscia reprezentacji mikrostruktury kompozytu za pomoca wzorcéow, a w kolejnych
podrozdziatach zawarto sformutowanie modeli mikromechanicznych pola $redniego, z wyszcze-
gblnieniem podejécia morfologicznej reprezentacji kompozytu, dla wlasciwosci termicznych jak
i sprezystych kompozytow. Na koncu rozdzialu drugiego opisano metode linearyzacji przyrosto-
wej stuzacej oszacowaniu nieliniowej sprezysto-plastycznej odpowiedzi kompozytu, zastosowana
w niniejszej rozprawie. Rozdzial trzeci dotyczy homogenizacji numerycznej za pomoca metody
elementéw skonczonych. W tym rozdziale poruszono kwestie reprezentatywnosci generowanych
mikrostruktur kompozytéw oraz opisano procedure ich generacji. Weryfikacja oszacowan modeli
mikromechanicznych, przeprowadzona przy wykorzystaniu homogenizacji numerycznej, zosta-
ta zaprezentowana w rozdziale czwartym. Kazdy z wypunktowanych aspektéw mikrostruktury
przedyskutowano w osobnych podrozdziatach. Dodatkowo w tym rozdziale wykonano walidacje
modelu morfologicznej reprezentacji kompozytu w oparciu o badania doswiadczalne. Rozdziat

piaty zawiera podsumowanie najwazniejszych rezultatéw i plynace z nich wnioski.

Teza pracy doktorskiej.

Przedstawione w rozprawie wyniki pozwolity wykazaé nastepujaca teze:

Model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu jest efektywny obliczeniowo i
pozwala poprawnie opisad wplyw rozmiaru i przestrzennego upakowania wtrgceen oraz efekt gra-
nicy miedzyfazowej na makroskopowq przewodno$c¢ cieplng oraz sprezysto-plastyczng odpowiedz
materiatu kompozytowego. Homogenizacja numeryczna jest istotnym narzedziem do weryfikacji

formutowanych analitycznych modeli mikromechanicznych.



1.4

Notacja i wykaz skréotow

Wartosci fizyczne w pracy sa w jednostkach SI wypisanych ponizej. W rozprawie zastosowano

tzw. notacje absolutna, gdzie:

wektory oznaczane sg pogrubiona mala litera alfabetu tacinskiego, np. n,

tensory drugiego rzedu oznaczane sg pogrubiong duza litera alfabetu lacinskiego, np. L

lub pogrubiong litera alfabetu greckiego, np. o, X,

tensory czwartego rzedu oznaczane duzymi, pustymi literami alfabetu tacinskiego, np. M,
iloczyn tensorowy oznaczany symbolem ®, np. m ® n,

pelne nasuniecie tensoréw i iloczyn skalarny oznaczane symbolem -, np. S - F,

proste nasuniecie tensoréw — brak symbolu, np. F = RU,

tensor jednostkowy drugiego rzedu oznaczony jest litera I, zas czwartego rzedu I.

Oznaczenia faz materialu heterogenicznego:

m — osnowa (ang. matrix),
inc — wtracenie (ang. inclusion),

int — miedzyfaza, faza kompozytu miedzy wtraceniem, a osnowa (ang. interphase).

Oznaczenia parametréw materialowych:

k — wspolczynnik przewodzenia ciepla (w lit. oznacza réwniez przewodno$é cieplna)(ang.

thermal conductivity) [%],

a =1/ — opér cieplny Kapitzy na granicy faz (ang. Kapitza’s thermal resistance) [%],

B = 1/a — przewodno$é cieplna Kapitzy na granicy faz (ang. Kapitza’s thermal conduc-
tance) [%],

K — modutl objetoéciowy (w lit. wspdlczynnik sprezystosci objetosciowej)(ang. bulk mo-
dulus) [Pa],

G — modul Scinania (w lit. modul odksztalcalnosci postaciowej)(ang. shear modulus) [Pal,

71 — skladowa normalna tensora podatnego interfejsu (ang. normal component of compliance

layer) [£2],

u — skladowa styczna tensora podatnego interfejsu (ang. tangent component of compliance

P
ol

layer) |
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Oznaczenia zwiazane z geometrig mikrostruktury:
e VV — objeto$¢ (ang. volume),

e f — udzial objetosciowy (ang. volume fraction),

tint — grubo$é¢ miedzyfazy (ang. thickness of interphase) [m],

Rinc — promien sferycznych wtracenn (ang. radius of spherical inclusion) [m],

tint/ Rine — parametr rozmiaru wtracen (ang. size parameter),
e ) — érednia z minimalnych odleglosci miedzy zewnetrznymi powierzchniami wtracen [m],
e )/ (2Riy.) — parametr upakowania wtracen (ang. packing parameter).
Oznaczenia zwiazane z prawem Fouriera:
e q — gestoéé strumienia ciepta [%},
e K — tensor drugiego rzedu przewodnosci cieplnej [%],

e VT - gradient temperatury [X].

W rozprawie wielokrotnie uzywane sg skroty, zawsze wyjasnione w miejscu pierwszego pojawienia

sie. Dla wygody czytelnika wykaz skrétow uzywanych w pracy zebrano ponizej:

e MRP — model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu (ang. Morphologi-

cally Representative Pattern approach),
e SC — schemat samozgodny (ang. Self-Consistent),

o (N+1)-GSC - (N+1)-fazowy uogélniony schemat samozgodny (ang. (N+1)-phase General
Self-Consistent),

e GSC — uogdlniony schemat samozgodny (ang. General Self-Consistent) odpowiadajacy

modelowi trdjfazowemu 3-GSC,
e MT — model Mori-Tanaka,
e CS — model sfery kompozytowej (ang. Composite Sphere),
e DD — model rozproszonych wtraceri (ang. Dilute Distribution),
e HS — oszacowanie graniczne gorne i dolne Hashina-Shtrikmana,

e HEM - jednorodny osrodek o efektywnych wlasciwoséciach (ang. Homogeneous Equivalent
Medium),
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RVE - reprezentatywny element objetosci (ang. Representative Volume Element),
e SVE — statystyczny element objetosci (ang. Statistical Volume Element),
e BC — warunki brzegowe w metodzie elementéw skoriczonych (ang. Boundary Condition),
e DEM — metoda elementéw dyskretnych (ang. Discrete Element Method),
e RSA — losowe dodawanie sekwencyjne (ang. Random Sequential Addition).
Uktady krystalograficzne (Rys. 3.4):
e RC — prosty (ang. Regular Cubic),
e BCC — Sciennie centrowany (ang. Body-Centered Cubic),

e FCC — przestrzennie centrowany (ang. Face Centered Cubic).
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Rozdziatl 2

Model morfologicznej reprezentacji

mikrostruktury kompozytu (MRP)

2.1 Idea modelu MRP

Model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu (ang. Morphologically Represen-
tative Pattern, skrot MRP) [44, 45] bazuje na mikromechanicznym modelu sfery kompozytowe;
(ang. Composite Sphere, skrét CS), sformulowanym w pracy [46] dla materialu dwufazowe-
go, i jego dalszej modyfikacji do uogdlnionego schematu samozgodnego (ang. Generelized Self-
Consistent, skrét GSC) z prac [30, 21]. W modelu sfery kompozytowej przyjmuje sie, ze reprezen-
tatywna objeto$c¢ sktada sie z wtracen osadzonych w ciaglej fazie osnowy w sposéb schematycznie
pokazany na Rys.2.1.a. Do kazdego wtracenia jest przypisany powiazany z nim region osnowy w
obszarze sfery. Wspotczynnik opisujacy wielkos¢ sfery wewnetrznej wzgledem sfery zewnetrznej
jest okreélony poprzez udzial objetoéciowy wtracen w kompozycie, tj. RS /RS = fine. Dodat-
kowo zaktada sie gradacje promieni sfer kompozytowych do nieskonczenie matych, umozliwiajac
wypelnienie calej reprezentatywnej objetosci. W modelu uogdlnionym samozgodnym GSC, zwa-
nym réwniez modelem tréjfazowym 3-GSC, rozpatrywana jest pojedyncza sfera kompozytowa,
ktora podobnie jak niejednorodnosé w schemacie samozgodnym (schemat wewngtrznie-zgodny,
ang. Self-Consistent, skrot SC), jest osadzona w homogenicznym osrodku o efektywnych wiasci-
wosciach Rys.2.1.b. W kolejnych latach model GSC zostal rozszerzony ze schematu tréjfazowego
do schematu (N+1)-fazowego w pracy [18] (skrét (N+1)-GSC), a w szczegélnosci do modelu

czterofazowego 4-GSC pokazanego schematycznie na Rys.2.1.c.
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Rysunek 2.1: Schemat (a) sfery kompozytowej (CS) (b) uogélniony schemat samozgodny, na-
zywany takze modelem tréjfazowym (GSC lub 3-GSC) (c¢) model czterofazowy (4-GSC). Lipc,
Lm, Lint, L - tensor sprezystosci fazy wtracen, osnowy, warstwy miedzyfazy oraz efektywnego
medium; Rinc, Rint, R - promien sferycznego wtracenia, wtracenia z ptaszczem miedzyfazy oraz

sfery kompozytowej.

W podejsciu MRP modele (N+1)-GSC oraz SC sa wykorzystywane w celu opisania efektéw
upakowania i rozmiaru wtracen w heterogenicznym materiale ztozonym z ciaglej osnowy zbrojo-
nej czastkami. Sam model SC lub 3-GSC nie opisuje efektu upakowania lub efektu skali. Model
MRP jest sformutowany dla wielofazowego kompozytu.

Podejscie MRP postuluje zastapienie reprezentatywnego elementu objetosci (ang. Represen-
tative Volume Element, skrot RVE) z pewnymi cechami morfologicznymi (np. wielko$é wtracen)
przez M reprezentatywnych wzorcéw (ang. representative pattern) « z okreslonym udzialem

objetosciowym ¢, w stosunku do catkowitej objetoéci V' elementu reprezentatywnego, gdzie

v M
Ca=-+, Y ca=1. (2.1)
4 a=1
W kazdym wzorcu okreglony jest udzial objetosciowy fi fazy k we wzorcu a:
|-
=t Y el = fe (22)
@ a=1
gdzie fi jest udziatem objetosciowym fazy k w reprezentatywnej objetosci V:
Vi
k=1

za$ N jest liczba faz w kompozycie.

Dla zobrazowania podejscia MRP zatézmy przyktadowy RVE dwufazowego kompozytu zbro-
jonego jednakowymi sferycznymi wtraceniami (Rys. 2.2.a). Mikrostruktura kompozytu jest re-
prezentowana w MRP przez dwa wzorce (Rys. 2.2.b i ¢) i umozliwia zbadanie efektéw upakowania

oraz wielkosci wtracen:
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aby uwzglednié¢ efekt upakowania w pierwszym wzorcu, do opisu ktérego wykorzystywa-
ny jest schemat czterofazowego uogdlnionego schematu samozgodnego 4-GSC, znajduje sie
plaszcz o parametrach materiatlowych osnowy kompozytu. Gruboséé plaszcza jest okreslona
przez $rednig z odleglosci kazdego wtracenia do jego najblizszego sasiada i wyno-
si A/2, przykladowo na Rys.2.2.a A = 59 _; A\x/9. Wartosé A\/(2Rinc) W literaturze [45, 55]
jest nazwana parametrem upakowania. Drugi wzorzec jest opisywany schematem samo-
zgodnym SC ze sferyczng inkluzja o parametrach materiatlowych osnowy. W 2-wzorcowym

podejéciu MRP udziat objetosciowy wzorca 4-GSC i SC jest kolejno rowny

< 3

A

¢=04-GSC = fine | 1+ , esc=1-c, (2.4)
2Rinc

gdzie fine — udzial objetoéciowy wtracef, Rin. — promien wtracefi, A — érednia z mini-

malnych odlegloéci miedzy zewnetrznymi powierzchniami wtraceri, A/(2Rinc) — parametr

upakowania wtracen.

aby uwzgledni¢ efekt rozmiaru wtracen w pierwszym wzorcu 4-GSC wprowadzona jest
warstwa miedzyfazy o grubosci ¢, niezaleznej od promienia wtracenia oraz o
innych parametrach materialowych niz pozostale fazy. Przy zalozeniu statej grubosci
miedzyfazy tint = const., wraz ze spadkiem Srednicy wtracen wpltyw warstwy miedzyfazy
na efektywne wlasciwosci kompozytu wzrasta. Wartosé tin/Rine W literaturze [45, 55] jest

nazwana parametrem rozmiaru wtracen.

() RVE (b) 4-GSC (c) SC

Warstwa miedzyfazy
Osnowa Osnowa

tint

\Xlz
Wirgeenie/ | HHEM \HEM

Rysunek 2.2: Mikrostruktura dwufazowego kompozytu, zbrojonego sferycznymi wtraceniami k =

1,..,9 o jednakowych promieniach Rj,., jest reprezentowana dwoma wzorcami 4-GSC i SC w

modelu MRP. )\, — odleglo$é¢ miedzy wtraceniem k i jego najblizszym sasiadem, A — $rednia

wartosé¢ A, po wszystkich wtraceniach w reprezentatywnej objetoéci, dla danego przykladu A =

Egzl)\k /9, ting — grubos$¢ miedzyfazy, HEM — jednorodny osrodek o efektywnych wlasciwosciach

(ang.

Homogeneous Equivalent Medium).

Dominujace cechy mikrostruktury materialtu heterogenicznego maja reprezentacje we wzor-

cach podejscia MRP. Na Rys.2.3 zaadoptowano obrazy mikrostruktur kompozytéw kolejno z
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prac [76, 77, 78, 79]:

e Rys.2.3.a - kompozyt o osnowie metalicznej zbrojonej nanowtraceniami (ang. Metal Ma-
trix Nanocomposites, skrét MMNCs) - obraz zaadaptowano z pracy [76], w ktérej na pod-
stawie dwuwymiarowych mikroskopowych obrazéw kompozytu zbadano mozliwosé prze-
widywania dystrybucji 3D wtracen w objetosci materiatu niejednorodnego. W kompozycie
MMNCs czeé¢ wtracen jest zgrupowanych w klastrach, dlatego w reprezentacji morfologii
mikrostruktury MMNCs za pomoca modelu MRP nalezy uwzgledni¢ upakowanie wtracen

poprzez parametr upakowania A/Ri. (Rys.2.4.1).

e Rys.2.3.b - kompozyt o osnowie BaTiOs-poly (fluorek winylidenu) zbrojony nanoczast-
kami Ag z plaszczem warstwy SiOs - obraz zaadaptowano z pracy [77], w ktérej zbadano
mikrostrukture i wladciwosci dielektrycznego kompozytu Ag-SiO9-BaTiOs-poly. W mi-
krostrukturze kompozytu zidentyfikowano pory, ktérych wplyw na efektywne parametry

kompozytu nalezy w modelu uwzglednié¢ osobno (Rys.2.4.2).

e Rys.2.3.c - kompozyt o osnowie Al zbrojony 25% wtraceniami TiAl - obraz zaadaptowano
z pracy [78], w ktorej zbadano wplyw przeciskania przez kanal katowy na parametry
mikrostruktury i wlasciwos$ci mechaniczne kompozytu Al-TiAl. Morfologia kompozytu Al-
TiAl charakteryzuje sie r6zng wielkoscig wtracen TiAl, ktérych wplyw w modelu MRP
jest uwzgledniony poprzez parametr rozmiaru wtracen - dodanie warstwy miedzyfazy i
(Rys.2.4.3).

e Rys.2.3.d - kompozyt hybrydowy o osnowie Al - obraz zaadaptowano z pracy przeglado-

wej [79]. W mikrostrukturze kompozytu (Rys.2.3.d) zidentyfikowano wtracenia z: Si, SiC,
AlSiCa, AlFeSiMn, MgoSi, MgAl,Oy4 oraz pory.

(d)

.
AlFeSiMn. &

St

~

[

+
MgzSi

Rysunek 2.3: Obrazy mikrostruktur kompozytéw zaadaptowane kolejno z prac [76, 77, 78, 79]. (a)
Kompozyt o osnowie metalicznej zbrojonej nanowtraceniami gromadzacymi sie w klastrach. (b)
Kompozyt o osnowie BaTiOs-poly (fluorek winylidenu) zbrojony nanoczastkami Ag z plaszczem
warstwy SiOg oraz z porami. (¢) Kompozyt o osnowie Al zbrojony 25% wtraceniami TiAl o réznej
wielkosci. (d) Kompozyt hybrydowy o osnowie Al, zidentyfikowano wtracenia z: Si, SiC, AlSiCa,
AlFeSiMn, MgySi, MgAl,O4 oraz pory.
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(b) (N+1)-GSC

(¢) (N+1)-GSC (d) SC
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1) (b) 3-GSC — wtracenia znajduja sie w aglomeracie, mata warto$¢ A/(2Rinc),

lub (c) 3-GSC — sa rozproszone w osnowie, duza warto$¢ A/(2Rinc).-

([

00 .
a"
‘ i

2) Dwa typy wtracen: (b) 4-GSC — sfera kompozytowa, (c¢) 3-GSC — pustki.

> | (@ [®]| o |

3) Dwa rozmiary wtracen: (b) 4-GSC — duze, (c) 4-GSC — male.

Grubos$é wprowadzonej warstwy miedzyfazy tiy jest jednakowa w (b) i (c)

Rysunek 2.4: Uproszczone mikrostruktury materialéw heterogenicznych (kolumna ’a’ na pod-
stawie 2.3.a-c) wraz z propozycja rozbicia na wzorce w podejéciu morfologicznej reprezentacji
kompozytu MRP. (1) Kompozyt dwufazowy dwoich typéw rozkladéw: w klastrze lub rozpro-
szonych (Rys.2.3.a). (2) Kompozyt tréjfazowy z pustkami, zbrojony wtraceniami z plaszczem
(Rys.2.3.b). (3) Kompozyt dwufazowy z wyraznym rozréznieniem duzych i malych wtracen

(Rys.2.3.c). RVE — reprezentatywny element objetosci, 4-GSC — model czterofazowy, 3-GSC —
model tréjfazowy (tozsamy z GSC), SC — model samozgodny.

Propozycje schematycznego ujecia przyktadéw Rys.2.3.a-c za pomoca reprezentatywnych
wzorcow w ramach podejécia MRP zaprezentowano na Rys.2.4.1-3. W tak uproszczonych rze-
czywistych mikrostrukturach wybor charakterystycznych cech morfologii kompozytu jest intu-
icyjny - w kazdym z przypadkéw mozna wyrdzni¢ dwie kategorie wtracen. Przypadek 2.4.1 — w

dwufazowym kompozycie czes¢ wtracen jest skupiona w aglomeracie, za$ pozostate sa rozproszo-
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ne w RVE. Konsekwentnie zatem nalezy w modelu MRP rozrézni¢ wpltyw wtracen w klastrze,
ktérych parametr upakowania \/(2Ri,.) ma mala wartoéé, oraz wtracen rozdystrybuowanych
réwnomiernie po objetoéci RVE (parametr upakowania \/(2Ri,.) ma duza wartosé). Kolejny
przyktad 2.4.2 — kompozyt trojfazowy z porami, w ktérym wtracenia maja ptaszcz. Naturalnym
podziatlem morfologii kompozytu na wzorce MRP bedzie podzial ze wzgledu na zbrojenie oraz
pustki. Ostatni przyktad 2.4.3 — kompozyt dwufazowy zbrojony duzymi i malymi wtraceniami.
W modelu MRP wielko$¢ wtracen jest uwzgledniona przez arbitralne wprowadzenie warstwy
miedzyfazy o grubodci tiy niezaleznej od wielkosci wtracen.

Jednak nie zawsze wybor cech charakterystycznych mikrostruktury jest oczywisty. Mikro-
struktura kompozytu hybrydowego o osnowie Al pokazana na Rys.2.3.d jest przykladem kom-
pozytu o skomplikowanej morfologii mikrostruktury. Schematycznie pokazano na Rys.2.5 taki
kompozyt, ktéry sklada sie z ciagglego materiatu osnowy i réznych materiatéw uzytych do zbro-
jenia. Wtracenia réznia sie wielkoscia i niektére maja forme sfer kompozytowych. Dla tak skom-
plikowanych przypadkéw mozna wyrdzni¢ dwa graniczne podejscia: usrednié¢ parametry fizyczne
i geometryczne wtracen przyjmujac za reprezentacje morfologii kompozytu dwa wzorce (jak na
Rys.2.2), lub kazde wtracenie k uwzglednia¢ poprzez osobny wzorzec « reprezentujac kompozyt

za pomoca A+1 wzorcow (jak na Rys.2.5).

RVE 1] 3-GSC 2] 4-GSC [a] (N+1)-GSC [A+1] SC

O. -»> . k(| O | ® i
.O‘. anm
e O

Rysunek 2.5: Mikrostruktura RVE, bedaca uproszczeniem przyktadu Rys.2.3.d, jest zamodelowa-
na za pomoca catkowitego rozbicia morfologii kompozytu na wzorce w podejéciu MRP. Kazdemu
wtraceniu k = 1, ..., A przypisany jest wzorzec (N+1)-GSC: 4 lub 3 fazowy, z plaszczem osnowy
Ai/2 odpowiednim dla danego wtracenia k. Przy takim podej$ciu RVE jest rozbity na A+1

wzorcoOw w modelu MRP.

Latwo zauwazy¢, ze dla dwufazowego kompozytu bez uwzgledniania efektu wielkosci wtra-
cen, czyli bez wprowadzania warstwy miedzyfazy (tiny = 0 w Rys. 2.2.b), przewidywania MRP
efektywnych parametréw materialowych wypelnia przestrzen miedzy schematem GSC (réw-
noznacznym z 3-GSC) a SC (Rys. 2.6). Zalézmy kompozyt dwufazowy (faza dobrze i stabo
przewodzaca cieplo, kolejno wspdlezynnik przewodzenia ciepta kg = 10 i k; = 1) w dwéch kon-
figuracjach: stabo przewodzaca osnowa zbrojona dobrze przewodzacymi wtraceniami i odwrot-
nie. Na Rys.2.6 zaprezentowano oszacowania efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepla k
uzyskane dla dwoch przypadkow konfiguracji kompozytu w funkcji udziatu objetosciowego fazy
dobrze przewodzacej fio, ktéra jest zbrojeniem kompozytu (przypadek dobrze przewodzacych
wtracen kine = k1o = 10) lub osnowa kompozytu (przypadek stabo przewodzacych wtracen
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kinc = k1 = 1). To niestandardowe zaprezentowanie rezultatéw pozwala zobrazowaé, ktére mo-
dele mikromechaniczne sa czute na wybor ciagtej osnowy pomiedzy fazami o k19 = 10 lub k; = 1.
Na Rys.2.6 widaé réznice przewidywan modelu GSC w zaleznosci od uktadu kompozytu, pod-
czas gdy schemat samozgodny SC nie rozréznia w przewidywaniach fazy ciaglej osnowy i fazy
rozproszonych wtracen. W zaleznoéci od konfiguracji kompozytu wyniki modelu MRP spelniaja
zaleznosci: SC > MRP > GSC — przypadek dobrze przewodzacych wtracenn, GSC > MRP > SC

— przypadek stabo przewodzacych wtracen.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
fl()

Rysunek 2.6: Stosunek efektywnego przewodzenia ciepla kompozytu k do wspélezynnika przewo-
dzenia ciepta fazy stabo przewodzacej k1 = 1 vs. udzial objetosciowy fazy dobrze przewodzacej
f10 0 k19 = 10. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony sche-
mat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji kompozytu. Dla kipe = 101 kyy = 1
: SC > MRP > GSC (jasnoczerwone pole). Dla kipe = 11 ky, = 10 : GSC > MRP > SC

(jasnoniebieskie pole).

Dla ustalonej wartosci fine przewidywania MRP zalezg od parametru upakowania A /(2Rinc)-
Warto wyrézni¢ dwa graniczne przypadki: pierwszy, w ktérym kazde wtracenie styka sie ze swo-
im sgsiadem (A = 0, Rys.2.7) oraz drugi, gdy cala osnowa znajduje si¢ w obszarach \j i jest w

plaszczu osnowy w schemacie GSC (A = 2Rjpne( ffl/ P

ine ), Rys.2.8). W pierwszym przypadku,
pomijajac efekt wielkosci wtracen, wzorzec GSC zmieni si¢ na klasyczny schemat SC i rozwiaza-
nie MRP bedzie tozsame z rozwigzaniem SC. W drugim przypadku udzial objetosciowy wzorca
SC jest réwny zero, dlatego przewidywania modelu MRP beda réwne oszacowaniom modelu
GSC. W zwiazku z tym, w przypadku osnowy o mniejszej przewodnosci cieplnej niz wtrace-
nia przewidywany jest wzrost przewodnosci cieplnej kompozytu wraz ze spadkiem parametru

upakowania.
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RVE SC SC

.w Wtracenije Osnowa
Qsnowa,

s \HEM \HEM

Rysunek 2.7: Mikrostruktura RVE, w ktérym kazde wtracenie styka sie z co najmniej jednym

innym wtraceniem (5\ = 0). Rozwiazanie MRP jest tozsame z rozwiazaniem SC.

GSC

Osnowa

Wtracenie HEM

Rysunek 2.8: Mikrostruktura RVE, w ktérym cala osnowa znajduje sie w obszarach Ap i jest
uwzgledniona w plaszczu osnowy w schemacie GSC. Zaklada si¢ gradacje promieni sfer kom-
pozytowych (Ry, \x) do nieskonczenie malych umozliwiajac wypelnienie calej reprezentatywnej
objetosci. Teoretycznie jest to sytuacja, gdy mamy nieskonczenie wiele wtracen k£ — oo o réznych
promieniach, takze o Ry, — 0, wypelniajacych "zakamarki” miedzy obszarami A\g, zachowujac

staly stosunek A\;/(2Ry). Rozwiazanie MRP jest tozsame z rozwiazaniem GSC.

2.2 Efektywna przewodnos¢ cieplna kompozytu

2.2.1 Uogdlnione prawo Fouriera
Prawo Fouriera przewodzenia ciepta dla cial anizotropowych ma postac
q=-KVT , (2.5)

gdzie q — gestos$é strumienia ciepla [%], K — tensor drugiego rzedu przewodnosci cieplnej [%],
VT — gradient temperatury [%] Wedlug tego prawa strumien ciepta jest wprost proporcjonalny

do gradientu temperatury. We wspoétrzednych kartezjanskich:

aT oT oT
—lxx — K:zmi IC:E a_ K:mzi
¢ oz + Ry oy + 0z
oT oT oT

—qyy = ’ny% + ijyaiy + K:yza (26)
oT oT oT
—Qzz = ’sz% + sz@ + K:zza
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Prawo to przedstawia podstawowe zalozenie o liniowej zalezno$ci kazdej ze sktadowych strumie-
nia cieplnego q w dowolnym punkcie rozpatrywanego oérodka od sktadowych gradientu tempe-
ratury w tym punkcie. W wielu zagadnieniach obliczeniowych wygodniej jest operowaé pojeciem

oporu cieplnego R. Wtedy prawo przewodzenia ciepta moze by¢ wyrazone jako
VT =-Rq |, (2.7)

gdzie R — tensor drugiego rzedu opornoéci cieplnej. Nalezy zwrdci¢ uwage na zjawisko sprzezenia
miedzy gradientem temperatury w danym kierunku, a strumieniami cieplnymi w pozostatych

kierunkach. Zjawisko to nie wystepuje w ciatach izotropowych.

2.2.2 Opér cieplny Kapitzy na granicy faz

Wiekszosé badan poswieconych oszacowaniu efektywnych wlasciwosci materialow niejednorod-
nych przyjmuje zalozenie, ze plaszczyzna polaczenia (interfejs) miedzy fazami jest doskonata. W
kontekscie przewodnictwa cieplnego idealnym interfejsem jest powierzchnia materiatu, na ktérej
pole temperatury T'(x) i sktadowa normalna strumienia cieplnego q(x)-n(x) do interfejsu € I’

sa ciagle (réwnanie 2.8).
Tia() - Tix) =0 A qua() n(x) = qx) nx) (2.5)

gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni interfejsu w punkcie x.
W praktyce wystepuje wiele sytuacji, w ktérych zatozenie doskonatego interfejsu jest niewta-
sciwe. Czesto na granicy miedzy fazami sktadowymi pojawia sie opér cieplny, tak ze strumien

ciepta pozostaje ciagly, ale temperatura ulega skokowi:

Ti1(x) = Ti(x) = —a(n)q(x) n(x) = —a(n)q1(x) n(x) A q1(x) n(x) = q(x)n(x), (2.9)

gdzie parametr a(n) = 1/8(n) w literaturze okresla si¢ oporem cieplnym Kapitzy.

Opér cieplny na interfejsie zostal po raz pierwszy zaobserwowany w 1936 r. w ciektym helu
przez Kurti i in. [81] oraz Keesom i Keesom [82], a nastepnie opisany przez Kapitze w 1941 r.
[83]. Obecnosé oporu cieplnego na plaszczyznie kontaktu faz zostala réwniez wykazana doswiad-
czalnie na styku cialo stale/ciato stale przez wielu innych badaczy (np. Swartz i Pohl [84][85],
Stoner [86] i Cahill [87]). W fizyce i materialoznawstwie opér cieplny Kapitzy zostal uznany
jako wazny teoretyczny i praktyczny parametr badan. Uwzglednienie oporu cieplnego interfejsu
ma znaczenie dla rozwoju potprzewodnikowych urzadzen mikroelektronicznych, ktére wymagaja
efektywnego odprowadzania ciepta. Innym przyktadem sa kompozyty z interfejsem miedzy faza-
mi o wysokiej opornosci cieplnej, ktére mozna zastosowaé w elementach wymagajacych dobrej
izolacji termicznej, takich jak turbiny w silnikow odrzutowych. Aby osiagnaé wysoka opornosé
termiczna, wskazana do tych zastosowan, sa obecnie wykorzystywane kompozyty metalowo-
ceramiczne lub ztozone z warstw réznych materiatéw. Przyktadowo wplyw liczby warstw grafenu

na przewodno$¢ cieplnag kompozytéw na bazie Ag lub Cu zbadano w [88] przy pomocy symulacji
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metoda dynamiki molekularnej (ang. molecular dynamics) i wykazano, ze przewodnos$é ciepl-
na na granicy interfejsu znacznie spada w przypadku ukladéw zawierajacych wiecej niz jedna
warstwe grafenu. Okreslenie wplywu interfejséw termicznych na efektywnsg przewodnosé cieplng
kompozytéw w ramach modeli mikromechanicznych byt przedmiotem wielu badan (patrz np.
Benveniste i Miloh [90], Benveniste [91], Hasselman i Johnson [92], Lipton i Vernescu [93][94]
, Torquato oraz Rintoul [95], Cheng i Torquato [96], Nan i in. [97], Hashin [98], Dunn i Taya
[99], Hatta i Taya [100][101]). Wszystkie te prace sa ograniczone do przypadku, w ktérym fazy

#

tworzace kompozyt sa izotropowe.

. |

n Opor
Wtrqcenla ciepiny Wtracenia
Miedzyfaza Kint
Osnowa Kn Osnowa Kn [t

Rysunek 2.9: (a) Kompozyt dwufazowy z oporem cieplnym Kapitzy na granicy faz. (b) Kom-
pozyt trojfazowy z perfekcyjnym przewodzeniem ciepta na granicy faz, wtracenia maja plaszcze
miedzyfazy o grubosci tin. Ky - przewodnos¢ cieplna materialu f, n - normalna do powierzchni

interfejsu wtracenie-osnowa.

Rozwazamy dwie reprezentacje materialu heterogenicznego jak na Rys.2.9: (a) dwie fazy: faza
ciagla osnowy oraz rozproszona faza wtracen, z wystepujacym oporem przewodzenia ciepta Ka-
pitzy na interfejsie faz (zaktadamy skok temperatury na granicy faz), (b) trzy fazy: osnowa, wtra-
cenia, oraz miedzyfaza znajdujaca sie pomiedzy osnowa a wtraceniami, zakladamy perfekcyjne
potaczenie faz (a(n) = 0 w Eq.2.9). Warunek skoku pola temperatury (Eq.2.9) dla obu konfigura-
cji jest asymptotycznie tozsamy dla modelu (N+1)-GSC, z btedem rzedu O(tint/ Rinc), gdy wpro-
wadzona miedzyfaza spelnia zaleznosci: |[Kint|| < [|[Kinc|| A [[Kint|| < [l A ting < min (Rine)
[98],[102],[103]. Mozliwos¢ zastapienia oporu cieplnego Kapitzy o wprowadzeniem miedzyfazy
(Kint, tint) W podejsciu (N+1)-GSC pokazano w Dodatku C. W konfiguracji trzech faz (Rys.2.9.b)
grubo$¢ wprowadzonej miedzyfazy ti, oraz przewodnosé cieplna Ky spelniaja zaleznosé [103]:

tint

n-Ky-n

an) = — (2.10)

Ponizej w podrozdziale 2.2.4 wyprowadzono zaleznosé pomiedzy (kint, tint), @ @ w modelu (N+1)-

GSC z oporem cieplnym Kapitzy na interfejsie dla materiatu izotropowego.
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2.2.3 Schemat przejScia mikro-makro w modelach mikromechanicznych pola
Sredniego

Zasadniczym aspektem réznigcym modele mikromechaniczne jest przyjety w nich schemat przej-
S$cia od zagadnienia lokalnego rozkladu pola gradientu temperatury i strumienia cieplnego do ich
usrednionych wartosci tozsamych z odpowiedzig materiatu jednorodnego o efektywnych wtasci-
wosciach. Przy liniowych relacjach konstytutywnych, jak prawo przewodzenia ciepta, procedura
wyznaczania stalych materialowych modelem MRP bazujaca na koncepcji pola sredniego (ang.
mean-field), jest nastepujaca. Kazdy wzorzec jest osadzony w nieskonczonym medium o efek-
tywnych parametrach materialowych (skr6t HEM). Dla kazdego wzorca tensory koncentracji
Aj sa ustalone tak, aby realizowaty liniowg zalezno$¢ wirtualnego pola gradientu temperatury
w nieskoniczonosci (ang. auxiliary far-field temperature gradient) V7 ze srednim gradientem

temperatury Vi) w fazie k& we wzorcu «, to jest
Vity =AY -VTy. (2.11)

Wirtualne pole gradientu temperatury Vi nie jest réwnoznaczne z makroskopowym gradientem
temperatury (ang. overall average temperature gradient) V1" w reprezentatywnej objetosci. Jed-
nakowe pole gradientu temperatury w nieskonczonosci V1j jest zadane dla wszystkich wzorcow

i jest zwiazane z makroskopowym gradientem temperatury V1 formuta

M N M N
VI =(Vt)yy =Y ca > [EVIE =) ca > [FAL-VTy, (2.12)
a=1 k=1 a=1 k=1

gdzie t jest polem temperatury w reprezentatywnej objetosci V' oraz (-)y jest operacja usred-
niania po objetosci zdefiniowana jako 1/V [i,(-)dV. Korzystajac z powyzszego warunku éredni

gradient temperatury Vtf jest okreslony przez tensor koncentracji dla gradientu temperatury w

formie
M N -t ~ M N ~
Vig =AY [ Y s Y AV VI =AY VT, gdzie Y o> fEAF =1 (2.13)
g=1 j=1 a=1 k=1
Sredni strumieri ciepla q; w fazie k we wzorcu o réwna si¢
g =K -Vi¢ = —(K¥AD) - VT (2.14)

i makroskopowy strumien ciepta w reprezentatywnej objetosci wynosi

M N M N
Q=(qv=> cay fiai=- (Z ca f;:lC‘,Mg) VI =-K-VT, (2.15)
a=1 k=1 a=1 k=1

dlatego efektywny tensor przewodno$ci cieplnej reprezentatywnej objetosci kompozytu wyraza

sie wzorem

K=> ca) fPKRAL. (2.16)
a=1 k=1
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Przy zalozeniu, ze dana faza ma jednakowe parametry materialowe niezaleznie od wzorca wtedy
lokalny tensor przewodnosci cieplnej fazy Kf' nie zalezy od wzorca (wskaznik a) tj. Kff = K.
Tensory koncentracji dla schematu samozgodnego i uogélnionego schematu samozgodnego dla

sfery kompozytowej z (N-1)-plaszczami wyznaczono w zalaczniku (Dodatek A).

2.2.4 Wspolczynnik przewodzenia ciepta kompozytu w modelach klasycznych

W tym rozdziale pracy doktorskiej przedyskutowano zaleznosci na efektywny wspétczynnik prze-
wodzenia ciepla izotropowego kompozytu dwufazowego wg. modeli klasycznych dostepnych w
literaturze.

Minimalizujac energie w zadaniu homogenizacji materiatlu heterogenicznego, dla dopuszczal-
nych pél gradientu temperatury lub strumienia cieplnego, otrzymujemy oszacowania graniczne
[95]. Najbardziej uproszczone podejscia graniczne Voigta i Reussa bazuja na regule mieszanin.
W metodzie Voigta zakladamy jednakowy gradient temperatury w calym RVE, czyli taki sam

w kazdej fazie, natomiast dla Reussa przyjmujemy staly strumien ciepta.
I%VOigt - finckinc + (1 - finc)km ; ]%Reuss = (finc/kinc + (1 - finc)/km)_l . (217)

W przeciwienstwie do rozwiazan Voigta i Reussa w metodzie Hashina-Shtrikmana dopuszcza-
my jednorodne pola w poszczegdlnych niejednorodnosciach kompozytu. Oszacowanie graniczne

Hashina-Shtrikmana [46]: gérne i dolne dla k1 > ko ma postaé:

s _ kufi+ ka(3f2k1) /(21 + ko) psi _ kafo + ki(3fik2)/(2ks + Fn)
f1+ (3f2k1)/(2k1 + k2) ’ fa+ (3f1k2)/(2k2 + k1)

W przypadku materialow liniowo sprezystych, bardziej zaawansowane modele mikromecha-

(2.18)

niczne wykorzystuja dostepne w literaturze rozwigzania analityczne, takie jak rozwiazanie Eshel-
by’ego (trzy publikacje z lat od 1957 do 1961) dla elipsoidalnej inkluzji w nieskoniczonej matrycy
czy podobne rozwiazanie autorstwa Herve i Zaoui [73] dla sferycznej inkluzji kompozytowej o
N-fazach. Koncepcja pojedynczej niejednorodnosci w sprezystej matrycy stala sie podstawa licz-
nych modeli pola $redniego. Jako przykladowe mozna tu wymieni¢ modele Mori-Tanaka (MT),
samozgodny (SC), uogdlniony samozgodny (GSC), podwdjnej inkluzji, réznicowy i przyrostowy,
[1]. Rozwiazanie analogiczne do rozwiazania Eshelby’ego dla problemu stacjonarnego przeply-
wu ciepta zostalo podane w pracy [100]. Na jego bazie mozna znalezé oszacowania efektywnego
wspotczynnika przewodzenia ciepla analogiczne do oszacowan dostepnych dla niejednorodnych

materialéow liniowo sprezystych.
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Wzory na efektywny wspétczynnik przewodzenia ciepta kompozytu dwufazowego, z izotro-
powymi komponentami, z oporem cieplnym Kapitzy « na iterfejsie faz, kolejno dla modeli:
rozproszonych wtracen (ang. Dilute Dispersion) - DD, Mori-Tanaka - MT, schemat samozgodny

- SC i jego uogdlnienia - GSC, mozna znalezé w publikacji [80]:

kPP _ 1 (1 + 3 finc (km — Kine + O5kmkinc/-R)>1
" kinc + ka (]— + ak'jnc/R)
GSC _ MT _ 1 (1 n 3 fine (Fm — Finc + akmkinc/R) >‘1
" 3finckinc + fm (ka (1 + Odﬁnc/R) + kinc)

~1
];:SC — ko [ 1+ 3 fine (km - kine + akmkinc/R)
kine + 2kSC (]_ + OékiinC/R)

(2.19)

Model rozproszonych wtracen zaklada malg koncentracje fazy zbrojenia w kompozycie. Takie
zalozenie pozwala na zaniedbanie uwzglednienia interakcji pomiedzy wtraceniami w modelu
rozproszonych wtracen, dlatego daje poprawne rezultaty jedynie dla niewielkich udziatéw ob-
jetosciowych fazy wtracen. Wraz ze wzrostem udziatu fazy zbrojenia w kompozycie wzrasta
wplyw interakcji miedzy wtraceniami na efektywna odpowiedz kompozytu i tym samym ma-
leje doktadnoéé przewidywan modelu rozproszonych wtracen. Interakcje miedzy wtraceniami
sa uwzglednione w schemacie samozgodnym. Schemat samozgodny opiera sie na rozwigzaniu
Eshelby’ego dla elipsoidalnej inkluzji znajdujacej sie w nieskonczonym medium z przemieszcze-
niowymi lub naprezeniowymi warunkami brzegowymi zadanymi w nieskoriczonosci. Otaczajace
elipsoidalng inkluzje medium jest jednorodnym osrodkiem o szukanych efektywnych wlasciwo-
Sciach (samozgodne zadanie homogenizacji), ktére uwzglednia interakcje miedzy wtraceniami.
Uogélnienie schematu samozgodnego polega na umieszczeniu sfery kompozytowej w miejscu
elipsoidalnej inkluzji. Rozwigzaniem schematu samozgodnego w przypadku szacowania wspél-
czynnika przewodzenia ciepla sg pierwiastki réwnania kwadratowego wynikajacego z zanurzenia
inkluzji w medium o szukanym parametrach materiatowych. W 1972 roku opublikowano mniej
niz dwustronicowa notatke techniczna w Journal of Elasticity autorstwa Tanaki i Moriego, w
ktorej opisano wazng konsekwencje skalowalnosci tensora Eshelby’ego dla elipsoidalnej inkluzji
otoczonej plaszczem innego materiatu. Dzis lemat Tanaki-Moriego jest fundamentem najbardziej
popularnego z wymienionych modeli pola s$redniego tj. modelu Mori-Tanaka [27]. Na podstawie
lematu Tanaki-Moriego usrednione pole perturbacji (ang. disturbance fields, dla zadania homo-
genizacji przewodnictwa cieplnego beda to pola strumienia ciepta badz gradientu temperatury
w zaleznosci od warunkéw brzegowych RVE), wynikajace z obecnosci inkluzji w jednorodnym
medium, zeruje si¢ w ptaszczu inkluzji. Klasyczny model Mori-Tanaka stosuje sie do kompozy-
tow dwufazowych, dla ktérych rozwiazuje sie zadanie elipsoidalnej inkluzji otoczonej ptaszczem
osnowy w nieskonczonym medium. Ze wzgledu na jednakowy ksztalt faz, korzystajac z lematu
Tanaki-Moriego uzyskuje sie analityczny wzor na efektywne wlasciwosci kompozytu.

Jak wspomniano weczesniej efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta schematu samo-
];;SC

zgodnego otrzymamy znajdujac pierwiastki rownania 2.19.3. Zakladamy nieujemny opor
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cieplny Kapitzy na granicy faz « > 0, dodatni efektywny wspétczynnik przewodzenia ciepta
kompozytu k¢ > 0, osnowy kn > 0 i wtracefi kine > 0 oraz udzial objetoéciowy wtracen w
przedziale 0 < fine < 1. Dla przyjetych zalozen réwnanie kwadratowe 2.19.3 ma A > 0 i dodatni
pierwiastek £5€ > 0 w postaci:

_ 1
BSC =2 ((Sm — SincSa) + /(Sm — SineSa)? + 8kinckm5a) : (2.20)
gdzie Sine = Kine(1 — 3finc) to czlon pochodzacy od wtracet kine, Sm = km(2 — 3 fine) 0od osnowy
km i Sa = m od oporu przewodzenia ciepta Kapitzy «. Dla perfekcyjnego przewodzenia

ciepta na granicy faz o = 0 czton S, = 1, wtedy rozwigzanie k5C upraszcza sie do:

(a0 =0) = i <(Sm — Sine) + \/(Sm — Sine)? + Skinckm) . (2.21)

Jak wspomniano wezesniej (Rys.2.9) opér cieplny Kapitzy o mozna zastapi¢ wprowadzeniem
miedzyfazy (Kint,ting) W podejéciu (N+1)-GSC. W przypadku kompozytu dwufazowego, ki i
km, ze sferycznymi wtraceniami o promieniu R i udziale objeto$ciowym fin. mamy dwa mozliwe

opisy:
e model 3-GSC, z oporem cieplnym na granicy faz «, wzér 2.19.2,

e model 4-GSC, z perfekcyjnym interfejsem miedzy fazami, z miedzyfaza o parametrach

kint = _tint/a iting = ’YR

Zalezno$¢ obu podej$é przedstawiono w zalaczniku (Dodatek C). Model morfologicznej re-
prezentacji kompozytu, opisany w [55], bazuje na rozwiazaniu SC oraz (N+1)-GSC. W zaprezen-
towanych w dalszej czesci wynikach zastapiono w modelu MRP opér cieplny Kapitzy o wpro-
wadzeniem dodatkowej miedzyfazy o parametrach tiy i kit spetniajacych zaleznosé Eq.2.10. Na
podstawie wykonanych symulacji zastapienie oporu Kapitzy miedzyfaza daje rezultaty o bledzie
rzedu O(tin/Rinc), ktéry dla zatozenia tiyg /Rine < 1079 jest pomijalny (Dodatek C).

W tabeli 2.1 zebrano wartosci graniczne efektywnego wspétczynnika przewodzenia ciepla k
wybranych modeli mikromechanicznych. Wprowadzone oznaczenia modeli mikromechanicznych:
DD - rozproszonych wtracen, SC - schematu samozgodnego, GSC - uogolnienie schematu sa-
mozgodnego, tozsame dla przyjetych zalozen modelowi Mori-Tanaka. Wyznaczono wartosci gra-
niczne efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepla k dla parametréw: R - promiefi wtracer,
a - opor cieplny Kapitzy, kine - wspoélezynnik przewodzenia ciepta fazy wtracen i dla komplet-
noéci wynikéw ky, - wspdlezynnik przewodzenia ciepta fazy osnowy, dazacych odpowiednio do
nieskoniczonosci i zera. Z uzyskanych granic (Tab.2.1) wynika, ze efektywny wspoétczynnik prze-
wodnosci cieplnej k jest jednakowy dla: 8 — 0 (@ — 00), Rine — 0 oraz kine — 0, bedac réwnym

k kompozytu z pustkami.
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k- ]_ﬁDD ]%SC ]%GSC

R 00 knl(kinc+2km) km(kinc+2f€sc) _ km(3finckinc+fm(kinc+2knl))
_3finckinc+(3finc+2)km+kinc —3finck‘inc+3finck‘m+kinc+2ksc 3finckm+fln(kinc+2ktn)
B _) 00 km(kinc+2k1n) kll](kinc+2ESC) _ kln(3finckinc+fm(kinc+2km))
_3finckinc+(3finc+2)km+kinc —3finck’inc+3finck’m+kinc+2ksc Sfinckm“l‘fm(kinc"l‘zkm)
k_ - 00 ktr\(2akm+R) kfrn(2al;3SC+R)_ k’m(3fincR+fm(204km+R))
me OC(Bfinc"l‘Q)km_3]“incR“!“R 3Oéfinck‘m73finCR+2akSC+R 3afinckm+fm(2akm+R)
km — 00 00 00 00
2k 2k k5 2 fmkm
R — 0 3finc+2 3finck’m+2]ésc 3finc+2fm
B0 2km 2k kSC 2 fmkm
3finc+2 3finck‘m+2kisc 3finc+2fm
_ 2km 2k k5C 2fmkm
klnC = 0 3finc+2 3finckm+2fﬂsc 3finc+2fm
km — 0 0 0 0

Tabela 2.1: Wartosci graniczne efektywnego wspélezynnika przewodzenia ciepla k wybranych

modeli mikromechanicznych.

2.2.5 Przewidywania modeli mikromechanicznych dla kompozytu dwufazo-

wego z doskonalym potaczeniem faz

Analogicznie jak na wczesniejszym Rys.2.6 zbadano kompozyt dwufazowy w dwoch konfigu-
racjach: stabo przewodzaca osnowa zbrojona dobrze przewodzacymi wtraceniami i odwrotnie.
Wspotczynniki przewodzenia ciepta fazy dobrze przewodzacej ciepto to kg = 10 oraz stabo
przewodzacej ciepto to k1 = 1. Na wykresie 2.10 zaprezentowano efektywny wspdtczynnik prze-
wodzenia ciepla kompozytu k w funkeji udzialu objetosciowego fazy dobrze przewodzacej fio, co
pozwala zobrazowaé, ktére modele mikromechaniczne sg czute na wybor ciaglej osnowy pomie-
dzy fazami o k19 = 10 lub k; = 1. Przewidywania modeli mikromechanicznych: SC — schemat
samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MT — model Mori-Tanaka, DD — model

rozproszonych wtracen, V i R — Voigt i Reuss, HS — oszacowanie graniczne gorne i dolne Hashina-
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Shtrikmana. Na Rys.2.10 wida¢ roéznice przewidywan modeli DD, MT i GSC w zaleznosci od
uktadu kompozytu, podczas gdy proste modele Voigta i Reussa, graniczne Hashina-Shtrikmana
oraz schemat samozgodny nie rozrézniaja w swoich przewidywaniach fazy cigglej i fazy rozpro-
szonej. Przewidywania MRP dla konfiguracji kompozytu o dobrze przewodzacych wtraceniach
kinc = 10 i stabo przewodzacej osnowie ky, = 1 znajduja sie w jasnoczerwonym polu, SC > MRP
> GSC. Dla odwrotnej konfiguracji kompozytu, o stabo przewodzacych wtraceniach ki = 11
dobrze przewodzacej osnowie ky, = 10, przewidywania MRP znajduja sie w jasnoniebieskim polu,
GSC > MRP > SC. Przewidywania GSC, MT oraz odpowiednia dla rozpatrywanej konfiguracji

kompozytu granica HS sa jednakowe.

fio

Rysunek 2.10: Stosunek efektywnego przewodzenia ciepla kompozytu k do wspélezynnika prze-
wodzenia ciepta fazy stabo przewodzacej k1 = 1 vs. udzial objeto$ciowy fazy dobrze przewodza-
cej fio o k1o = 10. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony
schemat samozgodny, MT — model Mori-Tanaka, DD — model rozproszonych wtracen, V i R
— oszacowania graniczne Voigta i Reussa, HS — oszacowanie graniczne gérne i dolne Hashina-
Shtrikmana. Przewidywania MRP dla kj,c = 101 ky, = 1 : SC > MRP > GSC (jasnoczerwone
pole), natomiast dla kipe = 11 ky = 10 : GSC > MRP > SC (jasnoniebieskie pole). Przewi-
dywania GSC, MT oraz odpowiednie oszacowanie HS sa jednakowe. Modele DD, GSC i MT

rozrozniaja konfiguracje kompozytu.

Na wykresach 2.11 pokazano przewidywania modelu MRP przy zalozeniu statego parame-
tru upakowania A/ (2Rj,.) = 0.05, 0.10 lub 0.20. Rys.2.10.a prezentuje wyniki kompozytu o
dobrze przewodzacych wtraceniach kijn. = 10 i stabo przewodzacej osnowie ky, = 1, natomiast
Rys.2.10.b to kompozyt o stabo przewodzacych wtraceniach kin. = 1 i dobrze przewodzacej osno-

wie ky = 10. Dla ustalonej wartoéci fine przewidywania MRP zaleza od parametru upakowania
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A/ (2Rjne). Warto wyr6znié¢ dwa graniczne przypadki: pierwszy, w ktérym kazde wtracenie styka

sie ze swoim sasiadem (A = 0, Rys.2.7) oraz drugi, gdy cala osnowa znajduje sie¢ w obszarach Ay i

jest w plaszczu osnowy w schemacie GSC (A = 2Ryi( f~_1/ - 1), Rys.2.8). W drugim przypadku

mc
udzial objetosciowy wzorca SC jest rowny zero, dlatego przewidywania modelu MRP beda réw-
ne oszacowaniom modelu GSC. Na Rys.2.11 sytuacja ta odpowiada mozliwym maksymalnym
udziatom objetosciowym inkluzji w przewidywaniach MRP, zaznaczonych przerywana linig dla

zadanego parametru upakowania A/ (2Ripc).

(a) (b)

0.296 0.751 0.864 0.136  0.249 0.704
T T T 10 T i
‘ !
‘
‘
‘
!

| Y. S B
6 ‘ i A/(2Rinc )=5/10 ! J 3

= | S0 M@Rno)=10/100

[

o MRE) o 7/ A(2Rine)=20/100

A/(2Rine )=10/100

2F 4
A/(2Rine)=20/100 1. V/(2Rine )=5/100 z

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
fio fio

Rysunek 2.11: Stosunek efektywnego przewodzenia ciepla kompozytu k do wspélezynnika prze-
wodzenia ciepta fazy stabo przewodzacej k1 = 1 vs. udzial objetosciowy fazy dobrze przewodzacej
f10 0 k19 = 10. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony sche-
mat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji kompozytu. W przewidywaniach
MRP parametr upakowania A/ (2Rj,c) przyjeto jako staly: 5/100, 10/100 lub 20/100. Parametry
materialowe kompozytu: (a) kine = 101 kyy = 1, (b) kine = 1 1 £y = 10.

2.3 Efektywny tensor sztywnosci sprezystej kompozytu

2.3.1 Uogodlnione prawo Hooke’a

Najogolniejsza postaé zwigzkéw fizycznych wiazacych ze sobg wartosci tensoréw: naprezenia o

i odksztalcenia € w cialach liniowo sprezystych jest nastepujaca:

oce)=L-e lub e(o)=M-0o, (2.22)
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gdzie L jest tensorem sztywnosci (sprezystoéci) oraz M = ™! jest tensorem podatnosci. L i M
sg tensorami czwartego rzedu stalych materialowych i jezeli material jest izotropowy to takze
tensory L i M sg izotropowe. Zwiazki fizyczne 2.22 liniowej sprezystosci sa takze nazywane
konstytutywnymi lub uogdélnionym prawem Hooke’a. Zalozenia uogoélnionego prawa Hooke’a

o (¢) (analogicznie € (o)):
o zalezno$¢ o () jest liniowa,
e istnieje stan naturalny tzn. o (0) = 0,
o zaleznos¢ o (&) dla kazdej chwili czasu jest taka sama,

e brak wplywu temperatury na zalezno$¢ o (e).

2.3.2 Niedoskonaly interfejs na granicy faz

Efektywne wladciwosci materialéw kompozytowych zaleza od jakosci interfejsu pomiedzy fa-
zami materialu niejednorodnego. Jakos$é polaczenia miedzy fazami odpowiada za transfer pdl
mechanicznych miedzy zbrojeniem i osnowa, a tym samym za jako$¢ wzmocnienia ciagtej osno-
wy rozproszonym zbrojeniem (wtraceniami badz widknami). Defekty i uszkodzenia wystepuja
najczesciej w strefie kontaktu zbrojenie-osnowa. Moga to by¢: zerwanie wiazan debonding, dyslo-
kacje miedzyfazowe interfacial dislocations, pekniecia interfejsu interface cracks itp., dlatego aby
poprawnie oszacowaé makroskopowe parametry materialu heterogenicznego nalezy uwzglednié¢
w homogenizacji wladciwodci i strukture interfejsu.

Wiazanie miedzyfazowe jest jednym z waznych czynnikéw, ktéry kontroluje lokalne pola
sprezyste i makroskopowe wlasciwosci kompozytéw oraz materiatéw polikrystalicznych. W wielu
przypadkach w tych materialach moze wystepowaé¢ niedoskonate wigzanie miedzyfazowe np. w
[106]. Zhang i Hack [110] zwracaja uwage, ze zmickczanie granic ziaren jest wazne nie tylko w
materialach nanokrystalicznych, ale rowniez w konwencjonalnych materiatach, w ktérych moze
wystapi¢ kawitacja granicy ziaren i pekanie miedzykrystaliczne np. w [107],[108],[109].

W literaturze rozréznia sie dwa podejscia do symulacji wlasciwosci obszaréw interfejsu w
kompozytach i materiatlach polikrystalicznych. Pierwsze podejécie skupia sie na modelowaniu
warunkéw cigglosci pél mechanicznych na interfejsie, w ktérym zaklada sie, ze na interfejsie
istnieja przesuniecia i/lub nieciaglo$ci naprezenia. W tym podej$ciu mozna wyrdznié: proste
modele liniowe np. podatny lub sprezysty interfejs the linear spring-layer model w ktérym za-
ktada sie skok przemieszczen [111], albo zaawansowane modele jak w pracy Gurtina-Murdocha
[112].

Drugie podejscie opiera sie na wprowadzeniu dodatkowej miedzyfazy, ktéra reprezentuje
obszar interfejsu jako warstwe pomiedzy niejednorodnoécia i osnowa. Parametry materiatowe
miedzyfazy réznia sie od moduldéw osnowy i wtracen oraz mogag by¢ jednorodne lub zmienne.
Oczywiscie mozna potaczy¢ oba podejscia gdy wtracenia maja forme np. sfer kompozytowych o

roznych parametrach interfejsu miedzy kolejnymi plaszczami.
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W niniejszej pracy zastosowano oba podejécia. Pokazano réwniez, ze liniowy model interfejsu
w homogenizacji moze by¢ zastapiony wprowadzeniem dodatkowej miedzyfazy, co wykazano w
zalaczniku (Dodatek C). Szeroko zakrojone badania na temat modelowania wplywu interfejsu
lub miedzyfazy na sprezysta odpowiedz konwencjonalnych kompozytéw wzmacnianych czastka-
mi i wi6knami zostaly zaprezentowane w pracach [111], [113], [114], [115], [116], [117], [118],
[119], [120], [121], [122].

W kontekscie mechaniki osrodkéw cigglych idealnym interfejsem I' jest powierzchnia mate-
riatu, na ktérej pole przemieszczen u(x) i wektor naprezenia o(x) - n(x) dla z € T" sa ciagle
(Eq.2.23).

wii(x)—wx)=0 A o41(x) nx) =0(x) n(x). (2.23)

Niedoskonatosci potaczenia miedzy fazami odwzorowane sa w formie skoku przemieszczen na
interfejsie (przerwania ich cigglosci) podczas gdy naprezenia musza pozostaé w stanie réwnowa-
gi. Najprostszy matematyczny opis niedoskonatego interfejsu (ang. imperfect interface) bazuje
na zalozeniu, ze normalna i styczna skoku przemieszczen sa proporcjonalne do odpowiednich

komponentéw naprezenia:
w1 () —w(x) = ¥ -(0111(x) - 1(x)) = L-(01(x) - (%)) A 0141(x)1(x) = o(x) n(x) , (2.24)

gdzie W to tensor drugiego rzedu reprezentujacy tensor podatnosci interfejsu (ang. compliance
of spring layer model). W Eq.2.24 warto$¢ ¥ = 0 odpowiada doskonalemu polaczeniu faz,
natomiast ¥ — oo catkowitemu zerwaniu potaczenia miedzy fazami. Mate wartoéci tensora
podatnosci interfejsu ¥ odpowiadajg ostabieniu potaczenia pomiedzy komponentami materiatu
niejednorodnego. Zaklada sie, ze tensor podatnosci W interfejsu jest symetryczny i dodatnio
zdefiniowany o postaci:

¥ =ul+(n—pnen, (2.25)

w ktérej skalary n i p odpowiadaja za sktadowa normalng i styczna skoku wektora przemieszcze-
nia. Przyktadowo gdy n = 0 zalezno$¢ Eq.2.25 pozwala na poslizg na granicy pomiedzy fazami
o wartos¢ pu, ale nie na ich separacje.

Podobnie jak opor cieplny Kapitzy o mozna zastapi¢ cienka miedzyfaza (ang. interphase,
Eq.2.10, Dodatek C), takze ostabienie interfejsu, zamodelowane interfejsem o podatnosci W

Eq.2.25, mozna zaproksymowaé¢ wprowadzeniem dodatkowej miedzyfazy [111]:
o= tint/Gint A n= 3tint/(3Kint + 4Gint) (226)

dla izotropowych faz kompozytu, gdzie Kin i Gins to modul objetosciowy i Scinania miedzyfazy,
a ting to grubo$¢ warstwy miedzyfazy. Analogicznie jak dla oporu cieplnego Kapitzy o (Eq.2.10),
z zastrzezeniem, ze rOwnania sa teraz réwnaniami tensorowym drugiego rzedu, a odpowiednie
tensory koncentracji tensorami czwartego rzedu, btad aproksymacji ostabionego podatnego inter-
fejsu ¥ za pomoca wprowadzeniem dodatkowej miedzyfazy jest pomijalny gdy tin, << min(Rinc)
oraz Lin << Lipc 1 Lint << Ly, (Dodatek C) [111].
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2.3.3 Schemat przejScia mikro-makro w modelach mikromechanicznych pola
Sredniego

Zwiazek konstytutywny o () jest relacja liniowa, dlatego procedura wyznaczania efektywnych
stalych materialowych modelem MRP dla uogdlnionego prawa Hooke’a jest analogiczna jak
dla prawa Fouriera. Klasyczne podejécia pola Sredniego sa modyfikowane przez specyfikacje
tensorow koncentracji opisujacych zaleznosé lokalnych pdl tensorowych naprezenie-odksztalcenie
od odpowiednich wielkoSci makroskopowych. Dla kazdego wzorca tensory koncentracji Aj sa
ustalane tak, aby realizowaly liniows zaleznoéé wirtualnego pola odksztatcen w nieskonczonosci

(ang. auxiliary far-field strain) Eg ze $rednim odksztalceniem e} w fazie k we wzorcu «, to jest
ey =AY - Eg. (2.27)

Wirtualne pole odksztalcenia Eg nie jest réwnoznaczne z makroskopowym odksztalceniem (ang.
overall average strain) E w reprezentatywnej objetosci. Jednakowe pole odksztalcenia w nieskon-
czonosci Eqg jest zadane dla wszystkich wzorcow i jest zwigzane z makroskopowym odksztatce-

niem E formuta
V—ZCakaek—ankaA“ Eo, (2.28)
a=1 a=1

gdzie € jest polem odksztalcenia w reprezentatywneJ obygtosm V oraz (-)y jest operacja usrednia-
nia po objetosci zdefiniowang jako 1/V [i,(-)dV. Korzystajac z powyzszego warunku usrednione
odksztalcenie €f jest okreslone przez tensor koncentracji dla odksztalcenn w formie

-1

M N N
ef =AY gD f/A)| E=AL-E, gdze Z Z (2.29)
B=1 j=1 a=1 k=1

USrednione naprezenie oy w fazie k& we wzorcu o réwna sie
a _ o a apQ

i makroskopowe naprezenie w reprezentatywnej objetosci wynosi

KR O S D S SV ST IR N
a=1 a=1

dlatego efektywny tensor sztywnosci reprezentatywnej objeto$ci kompozytu réwna sie
L= Z Ca Z JRLRAY . (2.32)
a=1

W odréznieniu od zapisu w publikacji [45] powyzsza notacja pozwala na bezposrednie rozsze-
rzenie podejécia do przypadkéw gdy fazy materiatu sa sprezysto-plastyczne lub w ogdlnosci
nieliniowe. Przy zalozeniu, ze dana faza ma jednakowe parametry materialowe niezaleznie od
wzorca wtedy lokalny tensor sztywnosci fazy LLf' nie zalezy od wzorca (wskaznik «) tj. = L.
Tensory koncentracji dla schematu samozgodnego i uogdlnionego schematu samozgodnego dla

sfery kompozytowej z (N-1)-plaszczami wyznaczono w zalaczniku (Dodatek B).
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2.3.4 Tensor sztywnosci sprezystej kompozytu w modelach klasycznych

Dla izotropowych faz oraz sferycznych wtracen, rozmieszczonych w kompozycie bez wyréznio-
nego kierunku, tensor koncentracji Af jest izotropowym tensorem czwartego rzedu okreslonym

przez dwa skalary: ag,, afy, ktore zaleza od morfologii wzorcéw i majg postac:
«a a TP a P P 1

gdzie I1 1 to tensory identycznosci (tozsamosci) odpowiednio drugiego i czwartego rzedu. Pod-
stawowe morfologie wzorcéw to: schemat samozgodny SC, 3-fazowy model GSC (Rys. 2.1.b) lub
model 4-fazowy GSC (Rys. 2.1.c). Odpowiednig formule dla tensora koncentracji af,, afy, mozna
znalez¢ m.in. w [73] i [18]. W Tabeli 2.2 umieszczono wspdlczynniki koncentracji dla niektérych
modeli mikromechanicznych $redniego pola [75], ktérych gtéwna koncepcje opisano w rozdziale
2.2.4. Dla schematu samozgodnego SC i (N+1)-fazowego uogdlnionego schematu samozgodne-
go (N+1)-GSC (w tym GSC) wyprowadzenie tensoréw koncentracji odksztalcenn umieszczono
w materialach pomocniczych na koncu pracy doktorskiej (Dodatek B). Model Mori-Tanaka dla

kompozytu dwufazowego z podatnym interfejsem miedzy fazami zaadoptowano z pracy[117].

Tabela 2.2: Tensory koncentracji odksztalcen dla niejednorodnosci w izotropowym materiale
heterogenicznym o dwoch fazach z doskonatym potaczeniem faz. Dla modeli mikromechanicznych

MT i SC zalozono sferyczny ksztalt wtracen.

Schemat usredniania a{;C aiDnc
Voigt (V) 1 1
K Gm
Reuss (R) Rt (1= Kine W
. : al max aZ max
Hashin-Shtrikman (SH) —p G r— a N GRS P p—
(oszacowanie gorne)
. . a'LPm'L’rL alDWL'ln
Hashin-Shtrikman (HS) P (0l cal o F(—cjal
(oszacowanie dolne)

1 ale aiDm
Mori-Tanaka (MT) el (=9 cal +(1-0)
Samozgodny (SC) afeff aan,eff

Notacja
X X . . X X (i , ; :
ar maz = @ (Max (Kine, Km) , max (Gine, Gm)) @5 = @5 (min (Kine, Km) , min (Gine, Gm))
= aX (K, Gn), afeff:aﬁ((l_(G>gd21eX P,D;r=i,m i
(K, G)= £, P (K,G) = §5%
K*—K*<G>:%, G = G+ (K, G) = G5
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2.3.5 Przewidywania modeli mikromechanicznych dla kompozytu dwufazo-
wego z doskonalym potaczeniem faz

Analogicznie jak dla zagadnienia homogenizacji przewodnosci cieplnej kompozytu przewidywa-
nia efektywnych sprezystych moduléw otrzymane podejsSciem MRP znajduja sie miedzy SC, a
GSC (Rys.2.12) i dla ustalonego fine wyniki MRP zaleza od wartosci parametru upakowania
M/ (2Rinc) (Rys.2.13).

Na Rys.2.12 pokazano stosunek efektywnego (a) modutu objetoéciowego K lub (b) modutu
écinania G do parametréw materialowych fazy miekkiej (K1, G1) = (1,1), vs. udziat objetoscio-
wy fazy twardej fig o K9 = 10 i G5 = 5. Przewidywania MRP dla konfiguracji kompozytu o
twardych wtraceniach (Kinc, Ginc) = (10, 5) i migkkiej osnowie (K, Gm) = (1, 1) znajduja si¢ w
jasnoczerwonym polu, SC > MRP > GSC. Dla odwrotnej konfiguracji kompozytu, o migkkich
wtraceniach (Kinc, Ginc) = (1,1) i dobrze przewodzacej osnowie (K, Gm) = (10,5), przewidy-
wania MRP znajduja sie w jasnoniebieskim polu, GSC > MRP > SC. Przewidywania GSC, MT
oraz odpowiednie oszacowanie HS sa jednakowe dla przewidywan modulu objetosciowego K,
natomiast GSC # MT dla efektywnego modutu écinania G. Modele DD, GSC i MT rozrézniaja
konfiguracje kompozytu.

Podpunkty (a) i (b) Rys.2.13 przedstawiaja wplyw parametru upakowania \/(2Rin) na
efektywne parametry kompozytu dwufazowego. Zaprezentowano rezultaty dla dwéch odwrotnych
konfiguracji : migkkie wtracenia w twardej osnowie (a) i (c) oraz twarde wtracenia rozproszone
w miekkiej osnowie podpunkty (b) i (d). Podobnie jak dla zagadnienia przewodzenia ciepta
zgrupowanie wtracen w klastrach, innymi stowy niski wspétczynnik upakowania A/(2Ri,c) dla
jednakowego udzialu objetosciowego wtracen, prowadzi do wzrostu sztywnoséci w przypadku
twardego zbrojenia kompozytu i odwrotnie dla miekkich wtraceii (MRP — SC dla A/(2Rinc) —
0). Oczywiscie, gdy A = 0 rezultat MRP jest tozsamy z rezultatem SC, ktéry nie rozréznia
konfiguracji kompozytu: mickkie wtracenia w twardej osnowie lub odwrotnie. Warto zaznaczy¢,
ze w przypadku obu limitéw upakowania (finc — 01 finc — 1) obie krzywe SC i GSC sa styczne

do siebie.

2.4 Deformacja sprezysto-plastyczna kompozytu

Podejscie MRP moze by¢ szczegdlnie uzyteczne w modelowaniu nieliniowej odpowiedzi materia-
6w heterogenicznych, szczegdlnie kompozytéw ceramiczno-metalowych ze sprezysto-plastyczna
osnowa i sprezystymi ceramicznymi wtraceniami. W takich kompozytach w zakresie zaawanso-
wanego plyniecia plastycznego nalezy rozwiaza¢ problem odpowiadajacy przypadkowi sztywnych
inkluzji w podatnej matrycy. Zastosowanie podejscia MRP w kontekscie nieliniowego zachowania
materiatléw dla zakresu sprezysto-plastycznego wymaga poprawnej linearyzacji stosowanych re-
lacji konstytutywnych. W przypadku modeli Sredniego pola, ktore nie uwzgledniaja efektéw skali

i przestrzennego rozlozenia komponentéw (np. MT, SC), w literaturze mozna w tym wzgledzie
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KK,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 2.12: Efektywny (a) modut objetosciowy K lub (b) modul $cinania G vs. udzial ob-
jetosciowy fazy twardej fio o (Ki0,G5) = (10,5). Modele mikromechaniczne: SC — schemat
samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MT — model Mori-Tanaka, DD — model
rozproszonych wtracen dla naprezeniowych o i przemieszczeniowych € warunkéw brzegowych, V
i R — oszacowania graniczne Voigta i Reussa, HS — oszacowanie graniczne gorne i dolne Hashina-
Shtrikmana. MRP dla (Kine, Ginc) = (10,5) i (K, Gm) = (1,1): SC > MRP > GSC (jasnoczer-
wone pole), dla (Kinc, Ginc) = (1,1) i (Km, Gm) = (10,5): GSC > MRP > SC (jasnoniebieskie
pole). W (a) K : GSC=MT, w (b) G : GSC # MT.
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Rysunek 2.13: (a) i (b) Efektywny modut objetosciowy K (c) i (d) modul écinania G vs. udzial
objetosciowy fazy twardej fip o K19 = 10 i G5 = 5. Modele mikromechaniczne: SC — schemat
samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji
kompozytu. W przewidywaniach MRP parametr upakowania A/ (2Riy.) przyjeto jako staly:
5/100, 10/100 lub 20/100. Parametry materialowe kompozytu: (a) i (¢) (Kinc, Ginc) =

oraz (Km, Gm) = (1,1), (b) i (d) (Kine, Gine) = (1,1) oraz (K, Gm) = (10,5).
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znaleZ¢ nastepujace propozycje majace swe zrodto w schemacie przyrostowym zaproponowanym
przez Hilla w 1965 roku [53]: linearyzacja przyrostowa styczna, sieczna, nieprzyrostowa styczna,
asymptotyczna styczna, addytywna styczna oraz sekwencyjna, [49],[50]. Poprawnosé poszcze-
gblnych schematéw linearyzacji byta przynajmniej cze$ciowo zweryfikowana przy wykorzystaniu
homogenizacji numerycznej MES w [49],[51]. W niniejszym pracy zaadaptowano schemat line-

aryzacji przyrostowej stycznej oraz siecznej w sposob opisany w publikacji [75].

2.4.1 Adaptacja modeli $redniego pola do opisu nieliniowej odpowiedzi kom-
pozytu

Iloéciowe oszacowanie efektywnych wladciwosci kompozytéw w zakresie sprezysto-plastycznym
jest uzaleznione od zastosowanego schematu linearyzacji i przyjetej metody pola sredniego. W
celu skorzystania z modeli mikro-makro pola sredniego, sformutowanych w kontekécie wlasciwo-
Sci liniowych, przyjeto linearyzacje przyrostowa zaproponowana w [53]. W zaleznosci od definicji
aktualnego tensora sztywnosci rozwazamy dwa warianty procedury linearyzacji: styczny (L) [53]
lub sieczny (L®) [54]. W obu podejsciach przy kazdym przyroscie odksztalcenia stosuje sie w
metodzie pola Sredniego aktualny tensor sztywnosci sprezysto-plastycznej stosujac odpowied-
nio zlinearyzowane zaleznosci konstytutywne dla metody stycznej (oznaczenie t) lub siecznej
(oznaczenie s):
og=1L¢ |, o=L%¢ . (2.34)
W niniejszej pracy oszacowano efektywna sprezysto-plastyczna odpowiedz kompozytow ce-
ramiczno-metalowych ze sprezysto-plastyczna osnowsg i sprezystymi wtraceniami ceramicznymi
(ang. Metal Matrix Composite, MMC). Faze wtracen przyjeto jako izotropowa i liniowo sprezy-
sta o parametrach materialowych ceramiki (AloO3). Jako kryterium uplastycznienia metalowej

osnowy (m) przyjeto warunek Hubera-Misesa oraz zalozono stowarzyszone prawo plyniecia:

3 ) ’ ] 30-;11
f(a'm): \/iam'am_y<€gq) <0, Ep:)\W, (235)

w ktérym A to mnoznik plastyczny spelniajacy zaleznosé A > 0 oraz o> = IP - o to czeéé
dewiatorowa tensora naprezenia. Dodatkowo mnoznik plastyczny wraz z funkcja f (om) spelniaja

warunki konsystencji:

Af=0 A Af=0 |, (2.36)

ktore sg warunkami koniecznymi na niezerowy przyrost odksztalcenia plastycznego. Przyjeto

potegowe wzmocnienie izotropowe dla funkcji YV (agq) :

Y (eb,) =Yo+h (ef,)", &b, = ,/gs'p Y (2.37)

Parametry materialowe faz kompozytu sg wypisane w tabeli 2.3.
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Faza Wtracenia Osnowa

Modul Younga, E [GPa] 400 75
Wspéblczynnik Poissona, v 0.2 0.3
Poczatkowa granica plastycznosci, Yy [MPa] - 75
Modul umocnienia, h [MPa] - 416
Wyktadnik, n - 0.3895

Tabela 2.3: Przyjete parametry materialowe faz kompozytu MMC (ang. Metal Matrix Compo-

site) ze sprezysto-plastyczng osnowa i sprezystymi wtraceniami.

Przyrostowa relacja konstytutywna osnowy ma postac:
6m =L5, - (Em —€P) (2.38)

w ktorej LS, jest izotropowym tensorem sprezystosci osnowy zdefiniowanym przez moduly Gy, i
K.
Po wykorzystaniu w Eq.2.38 réwnan 2.35-2.37 dla zalozonej osnowy styczny tensor sztywnosci

sprezysto-plastycznej ! z Eq.2.34 wyraza si¢ wzorem:

Li, = 3KuI” + 2GY, (e,) N@ N + 2G, (I” - N @ N) | (2.39)
w ktorym:
h(er aY (e .
G () = G (qugiqg G b (b,) = 8£qu> , N-= 7\/0::—% (2.40)

Tensor drugiego rzedu IV jest wersorem czesci dewiatorowej tensora naprezenia o, w przestrzeni
naprezen.

Nalezy zwrécic uwage, ze aktualny tensor sztywnosci sprezysto-plastycznej LL, jest anizo-
tropowy, nawet jesli analizowany material jest izotropowy [35] [125]. Aby uniknaé¢ nadmiernej
sztywnosci odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu obserwowanej np w pracach [125],[35],
tensor ten jest poddany izotropizacji ]Lfr(liso) [129] wedlug schematu ponizej.

Gdy proces odksztalcenia jest taki, ze kierunek dewiatora odksztalcen €;, pozostaje staly i
réwny kierunkowi IN' (co jest spelnione np. dla proporcjonalnej $ciezki obciazenia), mozliwe jest
nastepujace uproszczenie:

G = LE &y = LI g (2.41)

w ktorym Lﬁ(jso) jest izotropowym stycznym tensorem sztywnosci sprezysto-plastycznej zdefi-

niowanym nastepujaco [35]:
L) = 3KuI” + 2G4, (&2, ) 17 (2.42)

Nalezy zauwazy¢, ze dla proporcjonalnej $ciezki obciazenia modul G, moze by¢ réwniez wyzna-
CZONYy 7€ WZOTru:
G; VO Om
2GL, = I ,}“” = (2.43)
el VEm - ém
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W dalszej czesci pracy wykorzystano wariant styczny linearyzacji, a aktualny tensor sztywnosci
sprezysto-plastycznej ! podlega izotropizacji zgodnie z Eq.2.42.

Dla siecznego wariantu linearyzacji rownan konstytutywnych aktualny tensor sztywmnosci
sprezysto-plastycznej osnowy dla proporcjonalnej $ciezki obciazenia jest izotropowy i zdefinio-
wany nastepujaco:

Ly = 3K, 1" + 2Gs, (e2,) 17, (2.44)
gdzie
lowll _ Vm-om
| Vem-em

Algorytm wyznaczania efektywnej odpowiedzi materiatlu sprezysto-plastycznego modelami

2G5 (e8,) =

=g (2.45)

pola sredniego opiera sie na procedurze opisanej w podrozdziale 2.3.3, w ktérej aktualny tensor
sztywnosci osnowy na danym kroku obliczany jest przy wykorzystaniu linearyzacji przyrostowej.
Aktualny tensor sztywnosci, wyrazony wzorami 2.42 i 2.44 odpowiednio dla wariantu stycznego
1 siecznego, zalezy od aktualnego zakumulowanego odksztalcenia plastycznego ef,. W wariancie
stycznym algorytm stosuje przyrosty naprezenia i odksztalcenia, natomiast w wariancie siecznym
aktualny tensor naprezenia i odksztalcenia sa wystarczajace do wyznaczenia L2, . Dokladny opis

zaadoptowanej w badaniach procedury linearyzacji znajduje sie w publikacji [75].

2.4.2 Przewidywania modeli mikromechanicznych dla kompozytu dwufazo-
wego z doskonalym poljgczeniem faz

Wykorzystujac procedure linearyzacji opisana w poprzednim rozdziale przeprowadzono symula-
cje testu izochorycznego rozciggania (Eq.3.9.c w podrozdziale 3.2) kompozytu MMC o sprezysto-
plastycznej osnowie i sprezystych wtraceniach. Przyjete parametry materialowe zostaly wypisane
w tabeli 2.3. Udzial objeto$ciowy fazy wtracen wynosil fin. = 30%. Oszacowania zmiany ekwiwa-
lentnego naprezenia Hubera-Misesa w funkcji odksztatcenia w kierunku rozciagania, otrzymane
przy wykorzystaniu poszczegdlnych modeli mikromechanicznych, przedstawiono na Rys.2.14.
Na obu wykresach z Rys.2.14 kolorem szarym zaznaczono odpowiedZ poszczegdlnych faz
kompozytu MMC. Na wykresie 2.14.a poréwnano oszacowana odpowiedz kompozytu w zalezno-
Sci od przyjetego wariantu linearyzacji. OdpowiedZ kompozytu dla linearyzacji siecznej (indeks
S) jest sztywniejsza niz dla linearyzacji stycznej (indeks T'). Dla tego samego schematu lineary-
zacji oszacowanie otrzymane modelem MRP znajduje si¢ migdzy SC a GSC analogicznie jak dla
wcezesniejszych wynikéw dotyczacych przewodnictwa cieplnego i wlasciwosci sprezystych kompo-
zytéw. Wyniki otrzymane przy wykorzystaniu modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruk-
tury kompozytu przedstawiono na wykresie 2.14.b. Wraz z dazeniem parametru upakowania do
zera odpowiedz MRP dazy do oszacowania SC. Odwrotnie, gdy parametr upakowania dazy do
wartosci maksymalnej (dla fine = 30% to okolo 0.489), wtedy oszacowanie MRP bedzie réwne

rezultatom schematu GSC.
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Rysunek 2.14: Oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu MMC (Tab.2.3) o
fine = 30% w tedcie izochorycznego rozciggania: naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa vs.
sktadowa odksztatcenia € w kierunku rozciggania. Modele mikromechaniczne: SC — schemat sa-
mozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, HS — oszacowanie graniczne dolne Hashina-
Shtrikmana, MRP — model morfologicznej reprezentacji kompozytu. (a) linearyzacja sieczna
(indeks S) i styczna (indeks T'), (b) linearyzacja styczna MRP dla réznych warto$ci parametru

upakowania.
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Rozdziat 3
Homogenizacja numeryczna

Wozrost popularnosci homogenizacji numerycznej jest zwiazany ze wzrastajaca mocg obliczenio-
wa komputerow. Homogenizacja numeryczna uwzglednia wiecej cech rzeczywistej mikrostruk-
tury materialu w poréwnaniu do tradycyjnych modeli analitycznych (np. model Mori-Tanaka,
schemat samozgodny ), ktére uwzgledniaja waskie spektrum parametréw mikrostruktury. Jednak
technika homogenizacji numerycznej ma swoje wady: wysoki koszt obliczeniowy, szczegdlnie dla
zagadnien nieliniowych, oraz trudnosci zwiazane z problemem zapewnienia reprezentatywnosci
rozwazanego elementu objetosci kompozytu. Analizy kompozytéw przeprowadzone za pomoca
homogenizacji numerycznej sg kompromisem miedzy ich kosztem obliczeniowym, a prawidlo-
wa rekonstrukcja rzeczywistej mikrostruktury materiatu [11]. Czesto dla materialéw kompozy-
towych stosowane sa komérki jednostkowe z pojedyncza niejednorodnodcia [127]. Przy takich
uproszczeniach przewaga tej techniki nad modelami mikromechanicznymi jest sporna.

W pracy doktorskiej homogenizacja numeryczna zostata przeprowadzona za pomoca meto-
dy elementéw skoniczonych. Dyskretyzacja struktur na elementy skonczone zostata zrealizowana
za pomoca oprogramowania NetGen [58]. Analiza metoda elementéw skonczonych zostata wy-
konana w oprogramowaniu AceFEM [57]. W celu przeprowadzenia analiz MES wygenerowane
o losowym rozkladzie wtracen prébki byly dyskretyzowane za pomoca czworodciennych, 10-
weztowych, elementow skoniczonych drugiego rzedu. Gestoéé siatki byta tak dobrana, ze ponad
dwukrotny wzrost liczby elementéow miedzy rzadsza siatka a faktycznie uzywang powodowatl
réznice wynikéw mniejsza niz 1% w znacznej wiekszosci badanych mikrostruktur. Koncowa siat-
ka zawierata od 40 do 100 tysiecy elementow, w zaleznosci od udzialu objetoéciowego wtra-
cefi, grubosci warstwy miedzyfazy i geometrii kompozytu (np. polozen wtracen). Generowano
mikrostruktury kompozytow ze sferycznymi wtraceniami o jednakowych promieniach wtracen.
Zbadano dwa warianty potozen wtracen: losowy lub regularny. Najbardziej popularne systemy
regularne to: prymitywny (prosty) (ang. Regular Cubic, skrot RC), przestrzennie centrowany
(ang. Body-Centered Cubic, skrét BCC) i §ciennie centrowany (ang. Face-Centered Cubic, skrét
FCC), opisane w np. [59].
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3.1 Losowe polozenie wtracen

3.1.1 Reprezentatywny element objetosci (RVE)

W homogenizacji numerycznej rozrzut oszacowan wtasciwosci kompozytu o losowym potozeniu
wtracen zalezy od stosunku wymiaru charakterystycznego w mikroskali (np. promieit wtracen
Rinc o zadanym udziale objetosciowym fin.) do wymiaru charakterystycznego w mesoskali (np.
boku probki kompozytu L, na ktérym zadane sa warunki brzegowe). Reprezentatywny element

objetosci, niezaleznie od warunkéw brzegowych, spelnia warunek Hilla [52]:
G- €E=0"-E, (3.1)

w ktérym () = 1/V Jiy()dV, za$ o i € to odpowiednio pola naprezen i odksztalcenn w ele-
mencie. Wygenerowany fragment kompozytu jest reprezentatywnym elementem objetosci (ang.
Representative Volume Element, skrét RVE), gdy stosunek Rj,./L dazy do zera, tzn. mamy
nieskonczong liczbe wtracen. Wynikiem homogenizacji numerycznej reprezentatywnego elemen-
tu objetosci sa efektywne wlasciwosci kompozytu, ktére pozwalaja oszacowaé makroskopowa
odpowiedZ materialu heterogenicznego, zastepujac go w analizie materialem homogenicznym o
efektywnych wlasciwosciach [74].

Jezeli stosunek Rjyc/L jest skoniczony, tzn. mamy skonczong liczbe wtracen, to wygenerowany
fragment kompozytu jest statystycznym elementem objetosci (ang. Statistical Volume Element,
skrét SVE). Otrzymane za pomoca homogenizacji numerycznej statystycznego elementu obje-
tosci wlasciwosci kompozytu réznia sie w zaleznoéci od prébki kompozytu, a ich rozrzut maleje
wraz ze spadkiem Rj,./L. Wraz ze wzrostem liczby wtracen w elemencie, przy zadanym udziale
objetosciowym fazy zbrojenia w kompozycie, wzrasta koszt homogenizacji numerycznej. W nu-
merycznych badaniach stosuje sie zatem statystyczne elementy objetoéci SVE bedace rozsadnym
kompromisem pomiedzy doktadnoscia, a czasem obliczen w poréwnaniu do wyidealizowanych
reprezentatywnych elementéw objetosci RVE [69]. Liczba wtracen nj,. w préobkach SVE powi-
ninna by¢ na tyle duza, aby rozrzut wartosci efektywnych wtasciwosci dla SVE byl niewielki dla
réznych prébek i warunkéw brzegowych [70].

Aby okresli¢ wystarczajaca liczbe wtracen nine, bedacej wlasciwym kompromisem miedzy
czasem obliczen a reprezentatywnoscia generowanych probek, skorzystano z dwupunktowej funk-
cji prawdopodobieristwa (ang. two-point probability function) S5 g (x1,x2) opisanej w pracach
[67] [124]. Warto$¢ funkeji S5 P (x1,x%32) to prawdopodobienistwo zdarzenia, ze losowy punkt x;
bedzie nalezalt do fazy a oraz losowy punkt xo bedzie nalezat do fazy . Najczesciej przeksztalca
sie funkcje S;’B (x1,%2) = SS’B (r), w ktérej to r = |x; — xa|. Zalozono kompozyt dwufazowy: «

faza wtracen (inc), 8 faza osnowy (m). Dla statystycznie jednorodnego o$rodka dwupunktowa
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funkcja Sg‘ﬁ (r) dla (e, 8) = ((m, m), (inc, inc) , (inc, m)) ma nastepujace asymptoty:

limyy| 0 SQmC’inC) = finc
liIn\r|—>0 Sém’m) =1~ finc

limm_)() Sémc’m) = lim|r‘_>0 Sén inc _

hmM_)oo S§IHC7IHC) = (finc)2
limjy) o0 S5™™ = (1= fine)?

lim\rlﬁoo Séinc’m) = hm‘l‘|~>oo Sémyim) = (1 = finc) finc

w ktérych fine to udzial objetoéciowy wtracen.

Przeanalizowano za pomoca dwupunktowej funkcji prawdopodobienstwa statystyczne ele-
menty objetosci z r6zna liczba wtracen ni,.. Wyniki uzyskane dla losowo generowanych kompo-
zytéw dwufazowych z niye = 50 sa zadowalajace. Na Rys.3.1 zaprezentowano wyniki S5 g (r) dla

losowo wybranej struktury SVE z ni,. = 50 .

o8gp—+—"-"-——"7"""“"“"“-“"¢7-+""""""7""""""-

= “__'(1_finc) """
Si2|'10m: r2ninc
0.2F 7= T = (1finc) =
L g Si2r10inc
— sz == (f )=~
0.4 06 0.8 1.0
|r|/L

Rysunek 3.1: Dwu-punktowa funkcja prawdopodobienistwa Sy g (r) dla losowej struktury dwufa-
zowego kompozytu z 50 wtraceniami. Zalozony udzial objetosciowy wtracen finc = 0.3. Przed-
stawiono wyniki funkcji S5 p (r) w trzech kierunkach: X, Y i Z. O§ X przedstawia stosunek

odleglosci miedzy losowymi punktami r = |x; — X2|, a rozmiarem prébki L.

Biorac pod uwage cel badania przestrzeni trzech zmiennych mikrostrukturalnych, fine, tint i
A /(2Rinc), czas analizy numerycznej MES SVE z nip. = 50 oraz otrzymane rezultaty dla S5 p (r),
spelniajace asymptoty okreslone w Eq.3.2, w dalszej czesci pracy wszystkie analizowane losowe
struktury SVE maja 50 wtracen. Liczba wtracen ni,. = 50, bedaca kompromisem miedzy czasem

obliczen a reprezentatywnoscia otrzymanych wynikéw, jest z powodzeniem stosowana réwniez
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w innych pracach, np. [51, 71]. Wygenerowane struktury z wieksza liczba wtraceri np. 90 sa
kosztowne obliczeniowo szczegdlnie w analizie nieliniowej odpowiedzi materiatlu heterogenicz-
nego. Polepszenie efektywnosci symulacji dla skomplikowanych mikrostruktur mozna uzyskaé
stosujac numeryczna homogenizacje z metoda wielosiatkowa (ang. multigrid homogenization)
[89]. Wygenerowano okolo 100 prébek SVE z réznym parametrem upakowania A/(2Ri,.) dla
kazdej zbadanej kombinacji finc i ting. Efektywne wilasciwosci kompozytu o zadanej kombinacji
fine 1 tint prezentujemy jako zbiér wiasciwoséci wygenerowanych SVE na wykresach w dalszej
czedci pracy. W ten sposéb mozna zaobserwowaé zaréwno $rednie tendencje, jak i rozproszenie
wynikow, dlatego zbior co najmniej 100 wynikow SVE o jednakowych parametrach fine i ting W
niniejszej pracy bedzie uznawany jako odpowiadajacy RVE.

W homogenizacji numerycznej wtasciwosci sprezysto-plastycznych materialéw kompozyto-
wych w kazdej strukturze SVE przyjeto periodyczne warunki brzegowe. Przemieszczenie uy
kazdego wezta MES na boku A kostki SVE i jego periodycznego odpowiednika na przeciwleglej

stronie B, up, sa zwigzane réwnaniem:
uy —up=E- (x4 —xp), (3.3)

gdzie x4 1 Xp sa poczatkowymi pozycjami weztéw oraz E jest makroskopowym odksztalceniem
SVE réwnym lokalnemu odksztatceniu udrednionemu po objetoéci SVE E = 1/V [, edV.
Analogicznie jak dla analizy sprezysto-plastycznej w homogenizacji numerycznej przewodze-
nia ciepta materialow kompozytowych w kazdej strukturze SVE przyjeto periodyczne warunki
brzegowe. Temperatura T4 kazdego wezta MES na boku A kostki SVE i jego periodycznego

odpowiednika na przeciwleglej stronie B, Tg, sa zwiazane réwnaniem:
Ta—Tp=VT-(x4—xB), (3.4)

gdzie x4 1 xp sa poczatkowymi pozycjami weztéow oraz VT jest makroskopowym gradientem

temperatury SVE.

Rysunek 3.2: Schematyczna reprezentacja periodycznego potozenia wtracen w elemencie.
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Aby méc zrealizowaé periodyczne warunki brzegowe FEq.3.3 lub Eq.3.4 generowana mikro-
struktura kompozytu byla periodyczna. Przyktad takiej mikrostruktury pokazano na Rys.3.2:
wtracenia przechodzace przez bok A komorki "pojawiajg sie” po przeciwleglej stronie na boku
B. Procedura generacji losowych mikrostruktur o periodycznym potozeniu wtracen jest opisana

w nastepnym podrozdziale.

3.1.2 Procedura generacji RVE

W pracy wykonano homogenizacje numeryczng SVE z ré6znym udziatem objetosciowym wtracen
fine = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 o réznej éredniej minimalnej odlegloéci do najblizszego sasiada A
(Rys. 3.3).

Rysunek 3.3: Przyklady periodycznych SVE z 50 losowo-umieszczonymi wtraceniami o udziale
objetosciowym réwnym fi,. = 0.3 (pokazano tylko siatke MES wtracer). Parametr upakowania:
(a) A/(2Rine) = 0.007, (b) A/(2Rinc) = 0.111 1 () A/(2Rinc) = 0.272.

Losowe mikrostruktury byly reprezentowane przez szeécian o wymiarach 1 x 1 x 1, w kto-
rym wygenerowano strukture wtracen powtarzajaca sie periodycznie w objetosci kompozytu.
Wtracenia "wychodzac” z jednej strony poza obrys sze$cianu "kontynuowaly” swoje polozenie
po przeciwnej stronie. Losowe umieszczanie wtracen wykonano wykorzystajac oprogramowanie
Yade [64] oraz Discrete Element Method (skr6t DEM). Zaadoptowane podejécie zostalo opisane
w [65], gdzie jest wykorzystane w badaniu dynamiki sprezystych sfer pozbawionych tarcia.

Procedura generacji losowych struktur jest nastepujaca. Poczatkowe polozenie wtracen jest
generowane za pomoca algorytmu Random Sequential Addition (skrét RSA) [66, 67], ktéry jest
wbudowany w oprogramowanie Yade. RSA moze zasadniczo generowaé losowe upakowania z
udziatem objetosciowym do okolo 0.38 [68], podczas gdy geste upakowania sa czesto trudne do
osiggniecia. Jednakze sfery okupujace 0.6 objetosci szedcianu 1 x 1 x 1, zajmuja mniej niz 0.1
objetosci szeScianu 2 x 2 x 2, dlatego w pierwszym kroku procedury technika RSA generuje

poczatkowe upakowanie wtracen w powiekszonym sze$cianie o wymiarach 2 x 2 x 2. Liczba
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3

the = fine, gdzie finc jest zalozonym udziatem

sfer, ninc, i ich promien, Ri,., odpowiada nincgwR
objetosci wtracen w szeécianie 1 x 1 x 1. Dodatkowo w fazie inicjacji sa nadane losowe wektory
predkosci kazdej sferze, aby polepszy¢ proces losowego mieszania. Drugim krokiem jest procedura
Sciskania szedcianu 2x2x 2. Szescian réwnomiernie kurczy sie pchajac sfery blizej do siebie dopdki
rozmiar 1 x 1 x 1 nie jest osiagniety. W tym punkcie system zatrzymuje sie i sprawdzany jest
ksztalt wtracen, czy nie sg one zdeformowane w konicowych pozycjach, to znaczy czy odleglosci
miedzy $rodkami sasiadujacych sfer sa wieksze od sumy ich promieni. Procedura moze generowaé
nieScisniete upakowania identycznych sfer o udziale objetoéci wtracen do okoto 0.65.

Opisana procedura opiera si¢ na dynamicznym procesie przypominajacym kompresje ide-
alnego gazu w zamknietym zbiorniku. Gléwna réznica jest zalozenie, ze geometria SVE jest
periodyczna, co oznacza, ze czastki zamiast odbijaé sie od $cian pojemnika opuszczaja go i

ponownie wchodza z przeciwnej strony. Przyjeto nastepujace zalozenia:

1. w fazie kompresji kostki trzy prostopadie do siebie boki poruszaja sie réwnomiernie w
kierunku jej érodka powodujac przeplyw czastek przez komoérke, co nie ma wplywu na

wladciwosci wytwarzanych mikrostruktur;

2. czasteczki podczas przechodzenia z jednej strony na strone przeciwna utrzymuja ta sama

predkosé wzgledna;

3. suma kierunkéw wektoréw poczatkowych predkosci czastek wynosi 0, gwarantuje to brak

preferowanych kierunkéw dla predkosci poczatkowych;
4. predkos$é kompresji kostki jest niewielka w poréwnaniu ze Srednia predkoscia czastek;

5. brak thumienia, dlatego system ulega kompresji adiabatycznej zwiekszajac gestos¢ czastek

i ich érednig energie kinetyczna.

Dla idealnego gazu w réwnowadze termodynamicznej, kazde przestrzenne ulozenie czastek w
komoérce, z okreélona tolerancja, ma taka sama czestotliwosé wystepowania w dlugim okresie
czasu. Ponadto system jest bardzo wrazliwy na warunki poczatkowe, ktore réznia sie od jednego
przebiegu procedury do nastepnego. Mozna zatem przypuszczaé, ze gdy system jest zamrozony
i konkretna realizacja SVE zostaje pobrana z jego stanu koncowego, istnieje rowne prawdopodo-
bienstwo uzyskania dowolnego dopuszczalnego uktadu czastek. Probki z bardziej réwnomiernie
rozmieszczonymi czgsteczkami sa generowane czesciej: jako zbiorowo$¢ zajmuja wieksza domene
w przestrzeni prawdopodobienstwa niz uktady o silnym skupieniu. Dodatkowo, gdy Rine < 11
w komorce znajduje sie wiele czastek to losowa mikrostruktura jest w przyblizeniu izotropowa i
ergodyczna.

Kazde uruchomienie powyzszej procedury, dla zatozonych finc i ninc, generuje mikrostrukture
z pewng $rednia odleglosci do najblizszego sasiada X. Warto$é A jest uzyskiwana numerycznie:
wyznaczajac wszystkie pary wtracen, znajdujac najblizszego sasiada kazdego wtracenia i osta-

tecznie uéredniajac odleglosci najblizszych sasiadéw ze wszystkich wtracen. Warto$é \ rézni
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sie w wygenerowanych mikrostrukturach i jak wspomniano wczesniej moze przyjmowaé dowol-
ng warto$¢ z przedzialu od 0 (kazde wtracenie jest w kontakcie z choéby jednym innym) i
Mmaz (fines Mine) (inkluzje sa maksymalnie rozproszone w objetoéci). W praktyce jednak prébki
o wartoéci A zblizonej do wartoéci granicznych sa trudne do uzyskania bezposrednio za pomoca
procedury opisanej powyzej — w kategoriach probabilistycznych takie mikrostruktury sg rzadkie
spoérod wszystkich mozliwych wynikéw procedury. Dlatego stosuje sie dwie proste modyfikacje,
aby ulatwi¢ generowanie mikrostruktur o wzglednie wysokim lub niskim X, tym samym aby
ulatwi¢ korzystanie z \ jako kolejnego kontrolowanego parametru mikrostruktury.

Pierwsza modyfikacja procedury generuje mikrostruktury o wysokich wartosciach A. Odbywa
sie to poprzez zwigkszenie promienia kazdej kuli o A, /2, zaréwno w etapie umieszczenia sfer za
pomocg RSA, jak i podczas pdzniejszej kompresji kostki. Wynikowa odleglo$¢ miedzy dowolnymi
dwoma sferami wygenerowanymi przez procedure wynosi co najmniej A, z czego wynika, ze

A > A,. Innymi slowy, \ jest zmuszone byé¢ réwne lub wieksze niz dana wartoéé progowa A,
gdzie Ay < Amae. Ta sama metoda jest stosowana do wytwarzania mikrostruktur z odlegloscia
miedzy wtraceniami wystarczajaca, aby pomiesci¢ interfaze o danej grubosci.

Druga modyfikacja dotyczy generacji mikrostruktur o niskich wartosciach . Dokonuje sie
tego za pomoca klastréw (clumps w terminologii Yade) — grup sfer polaczonych ze soba jak
atomy w czasteczkach — zamiast pojedynczych sfer w procesie generowania RSA. Cale klastry
sa umieszczane losowo w powigkszonym szeécianie 2 X 2 x 2 uzywajac wbudowanej funkcji RSA
w Yade, a nastepnie kompresowane przez Sciany kostki. Kazdy klaster dziata jak jedna kula.
Ruch i kolizje podczas fazy kompresji sa obliczane dla catych klastréw, przy czym odleglosci
miedzy sferami w kazdym klastrze sa stale. W przeprowadzonych symulacjach uzywa sie naj-
prostszych klastréw dwu-sferowych: zamiast umieszczania liczby nin. sfer w objetosci, umieszcza
sie nine/2 par sfer. W kazdej parze sfery sa ustawione w odlegtoéci \*. Dlatego kazde wtracenie
jest oddzielone od najblizszego sasiada najwyzej o \*, z czego wynika, ze A < A*. W ten sposéb

wymuszamy, aby A byl réwny lub mniejszy niz dana wartosé progowa \* > 0.

3.2 Uktady regularne wtracen - komoérka jednostkowa

Najbardziej popularne uporzadkowane systemy regularne to: prymitywny (prosty) (ang. Regular
Cubic, skrét RC), przestrzennie centrowany (ang. Body-Centered Cubic, skrét BCC) i $ciennie
centrowany (ang. Face-Centered Cubic, skrot FCC), opisane np. w [59]. W dalszej czesci pracy na
wykresach krzywe oznaczone RC, BCC i FCC sa uzyskane dla losowego (izotropowego) uktadu

polozen wtracen okreslonego przez nastepujace zaleznosci A/ (2Rinc) 0od fine:

YRC 1/3 YBCC 1/3 YFCC 1/3
A :<”> _1, 2 —(‘/gﬂ> o, 2 —(ﬁ”> —1.  (35)

2I%inc 6finc 2]{inc B Sfinc 2}%inc B 6finc

Relacje z Eq.3.5 miedzy parametrem upakowania i udzialem objeto$ciowym wtracen odpowiada-

ja periodycznemu ukladowi potozen wtracen o jednakowym promieniu Rj,. rozmieszczonych jak
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atomy w uktadach krystalograficznych: prymitywnym, Sciennie centrowanym, przestrzennie cen-
trowanym (Rys. 3.4). Przy zalozeniu, ze wtracenia na siebie nie nachodza, maksymalne udzialy
objetosciowe sferycznych wtracen, aby na siebie nie nachodzity, dla uktadéw RC, BCC i FCC
sg réwne:

FBCC V3n FFCC V21
8 6

RO =T~ 052, ~ 0.68 ~0.74. 3.6
6

Komorka jednostkowa o ulozeniu wtracen zgodnie z ktérym$ z systeméw (Rys. 3.4) ma
symetrie kubiczna. Konsekwentnie efektywny tensor sztywnosci L' komérki jednostkowej jest
anizotropowym tensorem czwartego rzedu o symetrii kubicznej z trzema modutami Kelvina: 3K,
2G1 1 2G2 w postaci: [60, 61, 62]

LU = 3KTP + 2Go(K — IP) + 2G4 (I — K) (3.7)
gdzie
3
K=> m;®m;®m; @m (3.8)
k=1

i my sa gléwnymi osiami symetrii komérki jednostkowej (X,Y i Z na Rys. 3.4). Podprzestrzen
wlasna (ang. eigen-subspace) kolejno 3K, 2G; i 2G5 jest: jednowymiarowa (przestrzen stanu
hydrostatycznego), trojwymiarowa i dwuwymiarowa (dwie ortogonalne podprzestrzenie stanu

dewiatorowego).

()

Rysunek 3.4: Przyktady komorek jednostkowych z uporzadkowanym potozeniem wtracen o fine =
0.2 (siatka MES widoczna dla fazy wtraceii): (a) RC: A/(2Rinc) = 0.378, (b) BCC: A\/(2Riyc) =
0.504, (c) FCC: A\/(2Rinc) = 0.547.

Aby obliczy¢ kazdy z modutéw Kelvina przyjeto trzy zestawy periodycznych warunkéw brze-
gowych w przemieszczeniach (Eq.3.3) na trzy pary przeciwleglych bokéw komoérki jednostkowe;j.

Zadane makroskopowe odksztalcenia E maja nastepujaca reprezentacje w bazie my:

d 0 0 0 dy 0 d3 0 0
E" = 0 d o |, B =|d 0 o, ES=| 0 -2 0o |,
0 0 d 0 0 0 0 0 —ds/2

(3.9)
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gdzie d; okresla wielko$¢ odksztalcenia. Powyzsze trzy tensory odksztalcenia naleza do trzech
réznych podprzestrzeni tensora LU i w rezultacie catkowity tensor naprezenia, obliczony jako
usrednienie lokalnego naprezenia po objetosci RVE, ¥ = 1/V [, odV, ma taka samg strukture

jak tensory odksztalcenia (3.9), mianowicie

ocp 0 0 0 oo O 3 0 0
V= 0 o 0|, =)0 0 0], V=] 0 —03/2 0
0 0 o 0 0 0 0 0 —03/2
(3.10)
Powyzsze trzy analizowane przypadki pozwalaja niezaleznie wyznaczy¢ trzy moduty Kelvina z
relacji
3K = %, 2G, = %, 2G, = %. (3.11)

W pracy doktorskiej wyniki homogenizacji numerycznej sa zestawione z przewidywania-
mi modeli analitycznych, w znacznej wiekszosci odpowiednimi dla izotropowych kompozytow
charakteryzowanych modulem objeto$ciowym i modulem Scinania wtaéciwym dla dowolnego
odksztalcenia dewiatorowego. Tensor sztywnoéci o symetrii kubicznej ma za$ dwa moduty réz-
ne dla odksztalcenia dewiatorowego nalezace do dwdch podprzestrzeni stanéw wlasnych. W
celu poréwnania wynikéw homogenizacji numerycznej komoérek jednostkowych z modelami mi-
kromechanicznymi wtasciwymi dla materialow izotropowych, zastosowano nastepujaca metode
uéredniania [55]. Zalozono, ze kompozyt jest polikrysztalem skomponowanym z réznie zorien-
towanych ziaren, charakteryzujacych sie uporzadkowanym polozeniem wtracen wewnatrz nich.
Dla polikrysztatéw z losowym rozktadem orientacji ziarn moga by¢ zastosowane klasyczne me-
tody przewidywania [63] efektywnego modulu objeto$ciowego i Scinania takich polikrysztaléw
na podstawie trzech moduléw komoérki jednostkowej. Niezaleznie od schematu uéredniania, w
przypadku symetrii kubicznej pojedynczego ziarna efektywny modul objetoéciowy jest réwny
lokalnemu, stad K = K. Dolna i gérna granica (odpowiednio Reussa i Voigta) efektywnego

moduhu écinania G ma postac:

~R 5G]_G2

- 1
= —— A = —
= 3G, 1 3G, G 5(3G1 +2G3). (3.12)

Efektywny modul $cinania oszacowany za pomoca schematu samozgodnego G5 moze byé wy-

znaczony z réwnania wielomianowego trzeciego stopnia [53, 63] postaci:
8(G5C) + (9K + 4G2)(G5C)? — 3G1 (4G + K)G© — 6G1GoK = 0. (3.13)

Przeprowadzono analize metod us$redniania: Voigta, Reussa i schematem samozgodnym, dla
wszystkich trzech ukladéw regularnych z réznym udziatem objetoSciowym wtracen i dla réz-
nych parametréw materialowych faz. Wyniki uéredniania (@R, GS¢, GV> komorki jednostkowej
z uktadem RC przedstawiono na wykresie 3.5 jako przyktad. Na podstawie przeprowadzonych

badan stwierdzono niewielka réznice miedzy wymienionymi metodami usredniania, dlatego w
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dalszej czesci pracy efektywny modul écinania komorek jednostkowych jest obliczony metoda

uéredniania Voigta G = GV.

0.6

Rysunek 3.5: Efektywne moduly écinania G i G dla komérki jednostkowej RC obliczone za po-
moca homogenizacji numerycznej. Zaprezentowano uérednienie Voigta GV (Eq. 3.12.1), Reussa
GR (Eq. 3.12.2) i schematem samozgodnym GSC (Eq. 3.13). (a) Kompozyt dwufazowy z faza
twarda i miekka: Fiwarda/Emickka = 10 0raz Viwarda = Vmickka = 0.3, (b) kompozyt ze sztywnymi

wtraceniami lub pustkami (1, = 0.3), 0§ Y w skali logarytmicznej.

Tensor przewodno$ci cieplnej ukltadéw regularnych RC, BCC i FCC jest izotropowy K =
k 1, dlatego wystarczy wykonanie homogenizacji numerycznej dla wyznaczenia wspétczynnika
przewodnosci cieplnej komorki jednostkowej przy zatozeniu gradientu temperatury VI w jednym

kierunku np. X zgodnie z procedura opisana w poprzedniej sekcji (Eq.3.4).
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Rozdziatl 4

Weryfikacja zaproponowanych

modeli mikromechanicznych

4.1 Kompozyt dwufazowy z doskonalym polagczeniem faz

W tym podrozdziale poréwnano oszacowania efektywnych parametréw materiatlowych dwufazo-
wych kompozytéw za pomocag modeli mikromechanicznych oraz homogenizacji numerycznej w
zaleznodci od udzialéw objetosciowych faz kompozytu.

Efektywne parametry materialowe: wspolczynnik przewodzenia ciepta (Rys.4.1.a i Rys.4.2) |
modul objetosciowy i modut cinania (Rys.4.1.b i Rys.4.3), oszacowano dla kompozytu ztozonego

z dwoch faz o nastepujacych parametrach:

e wlasciwosci mechaniczne: faza o wysokiej sztywnosci sprezystej (nazywanej dalej "twar-
da”) (Ki9,G5) = (10,5), faza o niskiej sztywnosci sprezystej (nazywana dalej "miekka”)
(K1,G1) = (1,1),

e wlasciwosci termiczne: faza stabo przewodzaca ciepto ki = 1, faza dobrze przewodzaca
ciepto k19 = 10.

Zbadano dwie konfiguracje kompozytu:

e faza polepszajaca parametry materiatowe f19 — wyzsze warto$ci modutéw K i G lub wspot-
czynnika k — jest faza ciagla (osnowa), natomiast faza rozproszona (wtracenia) jest faza o

gorszych parametrach materialowych fi — nizsze wartosci modutéw K i G lub wspdtczyn-
nika k,

e faza polepszajaca parametry materialowe fi¢ jest faza rozproszona (sferyczne wtracenia),

natomiast faza o gorszych parametrach materialowych fi jest osnowa w kompozycie.

W drugim przypadku kompozyt jest zbrojony wtraceniami. Nalezy podkredli¢, ze zagadnienia
oszacowania efektywnych moduléw sprezystosci i efektywnego wspolczynnika przewodzenia cie-

pla nalezy traktowac¢ osobno. W rzeczywistoéci faza o wyzszych wartoéciach moduléw K i G moze
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sie charakteryzowaé nizszym wspdélczynnikiem k niz druga faza (np. kompozyty z wtraceniami
Al,O3 w osnowie metalicznej).

Na rysunku 4.1 wyniki homogenizacji numerycznej MES dotycza statystycznych elementow
objetosci SVE, w ktérych znajdowato sie 50 sferycznych wtracen o periodycznym potozeniu. O$ X
wykreséw to udzial objetosciowy f19 fazy dobrze przewodzacej ciepto (Rys.4.1.a) lub fazy twardej
(Rys.4.1.b). Na wykresie 4.1 zaprezentowano skrajne wyniki SVE: maksymalng i minimalna,
oraz warto$¢ Srednia z wszystkich 90-100 realizowanych SVE dla danego fig9. Zaobserwowano

niewielkg rozbiezno$¢ wynikéw SVE, ktore znajduja sie miedzy oszacowaniami GSC i SC.

Tk,

Rysunek 4.1: Kompozyt dwufazowy: (a) kio = 10 i ki = 1, (b) (Ki10,G5) = (10,5) oraz
(K1,G1) = (1,1). (a) Efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta k vs. udzial objetogciowy
fazy dobrze przewodzacej cieplo fig. (b) Efektywny modul $cinania G vs. udziat objetoéciowy
fazy twardej f1p. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony sche-
mat samozgodny, MT — model Mori-Tanaka, V i R — oszacowania graniczne Voigta i Reussa, HS
— oszacowanie graniczne gorne i dolne Hashina-Shtrikmana, MES — homogenizacja numeryczna

SVE: maksymalna, $rednia i minimalna warto$¢ z wygenerowanych mikrostruktur dla danego

J10-

Na wykresach krzywe dla modelu MRP oznaczone RC, BCC i FCC sg uzyskane dla losowego
(izotropowego) ukladu polozen wtracen okreslonego przez nastepujace zaleznosci 5\/ (2Rinc) od

fine wedtug Eq.3.5, powtdrzonych ponizej dla wygody czytelnika:

ARC o\ 1/3 ) ABCC 3 1/3 ) AFCC o 1/3 ) »
2]%inc B <6finc> - 2]%inc B 8finc o 2}2inc B 6finc o ( ' )

Warunek A = 0 okreéla maksymalny udzial objetosciowy frakeji (Eq.3.6) nienachodzacych sie
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wtracen. Reprezentacja potozen wtracen rozmieszczonych jak atomy w uktadach krystalogra-
ficznych RC, BCC i FCC przedstawiono na Rys. 3.4.

(a) (b)

0.523 0.68 0.74 0.26 0.32 0.477
7 T T T 1077 T T
6 BCC E
8
5L ) J E i |
RC 1 b | C
<y < ° BCC
33 X% !
E FCC
3t f
af
2 FCC :
N
6.0 0:1 0‘.2 0‘.3 0:4 0:5 0:6 O‘.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
fio f1o

Rysunek 4.2: Stosunek efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepla kompozytu k do wspél-
czynnika przewodzenia ciepta fazy stabo przewodzacej cieplo k1 = 1 vs. udzial objetodciowy
fazy dobrze przewodzacej ciepto fig9 o k19 = 10. Modele mikromechaniczne: SC — schemat sa-
mozgodny, GSC — uogélniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji
mikrostruktury kompozytu. MES — homogenizacja numeryczna komorki jednostkowej. Uktady
krystalograficzne: RC — prosty, BCC — Sciennie centrowany, FCC — przestrzennie centrowany.
Parametr upakowania A/ (2Rj,.) ukladow krystalograficznych przyjeto jako funkcje A (fine) okre-
Slong w réwnaniach 3.5. (a) kompozyt o dobrze przewodzacych cieplo wtraceniach kine = 10 i
stabo przewodzacej cieplo osnowie ky, = 1, (b) kompozyt o stabo przewodzacych ciepto wtrace-

niach ki, = 1 1 dobrze przewodzacej ciepto osnowie ky, = 10.

Na Rys.4.2 zaprezentowano oszacowania efektywnego wspdtczynnika przewodzenia ciepta
otrzymane przy pomocy homogenizacji numerycznej oraz modelami mikromechanicznymi: SC,
MRP i GSC, dwufazowego kompozytu o uktadzie wtracein RC, BCC i FCC. W podejéciu MRP
parametr upakowania przyjeto zgodnie z formula 3.5 odpowiednia do uktadu regularnego RC,
BCC i FCC komérki jednostkowej, innymi stowy w modelu MRP zalezno$¢ miedzy parametrem
upakowania, a udzialem objetoSciowym wtracen jest taka sama jak dla odpowiednich ukta-
déw regularnych. Wyniki homogenizacji numerycznej komorek jednostkowych dla udzialéw ob-
jetosciowych ponizej 30% sa bliskie oszacowaniom schematu GSC. Wraz ze wzrostem udzialu
objetosciowego wtracen w analizie MES manifestuje sie wptyw ich upakowania - na Rys.4.2.a za-

obserwowano odchylenie sie¢ krzywych wynikow MES od krzywej GSC, gdy udzial objetoéciowy
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wtracen dazy do maksymalnej wartoéci (Eq.3.6). Efekt ten jest silniejszy w przypadku, gdy faza
rozproszona jest fazg o wysokiej sztywnosci lub przewodnosci cieplnej. W modelu MRP odnoto-
wano podobny do wynikéw MES charakter krzywej, cho¢ przewidywane odchylenie wynikajace
z efektu upakowania jest wieksze niz w analizach MES.

Analogicznie jak w przypadku wspélczynnika przewodzenia ciepta wyznaczono tensor spre-
zystoéci kompozytu. Oszacowano moduly objetodciowy i Scinania homogenizacja numeryczna
oraz modelami mikromechanicznymi: SC, MRP i GSC, dwufazowego kompozytu o ukladzie
wtracen RC, BCC i FCC. Nalezy przypomnie¢, ze w przypadku analizy MES rezultaty dotycza-
ce moduhu Scinania podlegaty procedurze izotropizacji opisanej w podrozdziale 3.2. Poréwnanie
wynikow zaprezentowano na Rys.4.3. Wnioski z analizy wynikéw z Rys.4.3 sa analogiczne jak
te dla Rys.4.2. Zaréwno w przypadku homogenizacji numerycznej komorek jednostkowych jak
i w podejéciu MRP obserwujemy istotny wplyw upakowania wtracen na efektywna odpowiedz
kompozytu. W kompozytach o regularnym potozeniu wtracen, w ktérych parametr upakowania
A/ (2Rinc) przyjeto jako funkcje A (fine) okreslona w réwnaniach 3.5, wraz ze zmiang udzialu
objetosciowego wtracen fin. zmiana wartosci A wptywa na efektywne wtasciwoéci kompozytu w

nastepujacy sposob:

e dla niewielkiego udzialu objeto$ciowego wtracen, okoto fine < 30%, wyniki homogeniza-
¢ji numerycznej komoérek jednostkowych sa w dobrej zgodnoéci z wynikami uogélnionego

schematu samozgodnego,

e wraz ze wzrostem udzialu objetosciowego fazy wtracen (fine = 30%) wyniki homogenizacji
numerycznej odbiegaja od oszacowan GSC dazac do oszacowania schematem samozgod-

nym.

Jest to szczegdlnie widoczne dla wtraceni o lepszych wlasciwosciach (wyzsza sztywnosé) niz faza
osnowy (Rys.4.3.a i c¢). Podobne zachowanie zaobserwowano w modelu MRP: dla duzych war-
tosci parametru upakowania A/ (2Rjyc), konsekwentnie z Eq.3.5 male wartosci finc, oszacowanie
MRP jest bliskie rezultatom GSC, a dla duzego udzialu objetosciowego wtracen fi,. parametr
upakowania A/ (2Rj,.) ma mala wartosé, stad rozwiazanie MRP jest zblizone do oszacowania
schematem SC.

Oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej za pomoca modeli mikromechanicznych oraz
homogenizacji numerycznej wykonano dla dwufazowego kompozytu MMC opisanego w sekcji
2.4.2. Przyjete parametry materiatlowe zostaly wypisane w tabeli 2.3. Polozenie wtracen przy-
jeto jak w ukladach krystalograficznych RC, BCC i FCC (Rys.4.4.a). Komorka jednostkowa o
uktadzie wtracen RC lub FCC wykazuje ekstremalne wartosci naprezenia dla testu rozciagania
w kierunku zgodnym z ktéras z krawedzi komoérki (osie ukltadu kartezjanskiego np. (0,0,1) os Z)
oraz w kierunku przekatnej komérki jednostkowej np. (1,1,1) w uktadzie (X,Y,Z) (Rys.4.4.b).
W komorce jednostkowej o uktadzie wtracenn BCC minimalng warto$¢ naprezenia uzyskano dla
testu rozciaggania w kierunku zgodnym z ktéras z osi ukladu kartezjanskiego (Rys.4.4.b.2). Mak-

symalne naprezenie uzyskano w kierunku prostopadlym do jednej z osi uktadu kartezjanskiego
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Rysunek 4.3: (a) i (b) Stosunek efektywnego modutu objetoéciowego K, (c) i (d) modutu $ci-
nania G, do modutu objetosciowego fazy mickkiej K1 = 1 (modutu écinania Gy = 1) vs. udziat
objetosciowy fazy twardej fi9 o K19 = 10 i G5 = 5. Modele mikromechaniczne: SC — schemat sa-
mozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji
mikrostruktury kompozytu. MES — homogenizacja numeryczna komoérki jednostkowej. Uktady
krystalograficzne: RC — prosty, BCC — &ciennie centrowany, FCC — przestrzennie centrowa-
ny. Parametr upakowania \/ (2Rj,.) ukladéw krystalograficznych przyjeto jako funkcje A (finc)
okreslong w réwnaniach 3.5. (a) i (¢) kompozyt o twardych wtraceniach Kj,. = 10, Gipe = 5
i miekkiej osnowie Ky, = 1, Gy, = 1, (b) i (d) kompozyt o migkkich wtraceniach Kiye = 1,
Gine = 1 1 twardej osnowie K, = 10, Gy, = 5.
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(np. X) oraz pod katem 45° do pozostalych osi (np. (0,1,1)), niemniej warto$¢ naprezenia w
tym kierunku jest tylko o 4 MPa wieksza od naprezenia w kierunku po przekatnej, dlatego na
wykresie Rys.4.6 zdecydowano sie pokazaé¢ wyniki opz;ses ukladu BCC w kierunku (1,1,1) jak
dla pozostatych uktadow RC i FCC. Mozna zauwazy¢, ze sg to kierunki ekstremalnych wartosci
kierunkowego modulu Younga wyznaczonego analitycznie w publikacji [130] dla materialéw o

symetrii kubiczne;j.

Rysunek 4.4: Widok w kierunku (1, 1,1). (a) Struktury krystalograficzne RC, BCC oraz FCC z
fine = 30%. (b) Naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa [MPa] dla ¢ = 3% kompozytu MMC w
tescie rozciagania w zadanym kierunku e(v) (Eq.4.2). Wykres punktowy przedstawiono na frag-
mencie 1/8 struktury ze wzgledu na symetrie wynikéw. Polozenie punktéw odpowiada koncowi

wersora v o punkcie poczatkowym (0,0,0).
Rozciaganie w kierunku wersora v zrealizowano poprzez tensor maltych odksztalcen e:
E=EVRV . (4.2)

W symulacjach MES zadano periodyczne warunki brzegowe w przemieszczeniach (Eq.3.3) za po-
moca tensora € jak wyzej. Przykladowo dla wersoréw (0,0, 1), kierunek osi Z, oraz (1/v/3,1//3,

1/4/3), kierunek zgodny z przekatna komérki jednostkowej, tensor odksztatcenia ma reprezen-
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tacje w uktadzie kartezjanskim:

0 00 1/3 1/3 1/3
€001)=¢| 0 0 0 |, e 1/3 1/3 1/3 | . (4.3)
00 1 1/3 1/3 1/3

Na Rys.4.5 i Rys.4.6 zaprezentowano oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu
MMC w tescie rozciggania w zadanym kierunku e(v) (Eq.4.2). Efektywna odpowiedZ kompo-
zytu przedstawiono jako zmiane naprezenia ekwiwalentnego Hubera-Misesa oprises W funkcji
odksztalcenia € w kierunku rozciagania. Pokazane na wykresach 4.5 i 4.6 wyniki modeli mi-
kromechanicznych otrzymano stosujac linearyzacje styczna. Oszacowania modeli analitycznych
otrzymane przy zastosowaniu linearyzacji siecznej znaczaco odbiegaly od wynikow MES. Na
Rys.4.5 pokazano wplyw udzialu objetosciowego wtracen. Przyjete udzialy objetosciowe wtracen
t0 fine = (10%, 20%, 30%, 40%). Wraz ze wzrostem udzialu objetosciowego zbrojenia w kompo-
zycie wzrastaja réznice w przewidywaniach schematéw SC i GSC. Réznica miedzy naprezeniem
ekwiwalentnym Hubera-Misesa dla fin. = 10% oszacowanym schematem SC a jego uogdlnieniem

wynosi okolo 5 MPa dla ¢ = 3%, natomiast dla fi,. = 30% jest to juz réznica okolo 60 MPa.
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Rysunek 4.5: Oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu MMC o fipe =
(10%, 20%, 30%, 40%) w tescie rozciagania: naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa opises Vs.
odksztalcenie ¢ w kierunku rozciggania. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny,
GSC — uogdlniony schemat samozgodny. W modelach mikromechanicznych zastosowano lineary-

zacje styczna.
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Odpowiedz sprezysto-plastyczna opyises (€) otrzymana przez analize MES komorki jednost-
kowej uktadéw krystalograficznych RC, BCC i FCC zalezy od kierunku rozciagania (Rys.4.4).
Jak pokazano na Rys.4.4 w ukladzie RC obserwuje sie wieksza réznice ekstremalnych wartosci
ekwiwalentnego naprezenia Hubera-Misesa niz w uktadach BCC i FCC. Przyktadowo rézni-
ca 0 pfises (€ = 3%) dla uktadéw BCC i FCC o fine = 30% wynosi okolo 30 MPa (Rys.4.6.c),
natomiast dla komoérki jednostkowej o periodycznym ukladzie wtracen RC az okoto 80 MPa.
Powodem obserwowanych réznic jest roztozenie fazy wtracen w komérce jednostkowej: w ukta-
dzie prostym jest to jedna sfera, w uktadzie przestrzennie centrowanych sa to dwie sfery, w
uktadzie Sciennie centrowanym sa to cztery sfery. Nalezy zaznaczyé, ze w przypadku wlasciwosci
sprezysto-plastycznych nie stosowano procedury izotropizacji wynikéw MES (podrozdziat 3.2)
stosowanej dla wlasciwosci sprezystych. Wraz ze wzrostem udziatu objetosciowego wtracen: od
10% (Rys.4.6.a) do 40% (Rys.4.6.d), wzrasta réznica uzyskanej numerycznie odpowiedzi o psises
kompozytu MMC w zaleznoéci od kierunku v: (0,0,1) czy (1,1,1). Na podstawie analizy wy-
nikéw zaprezentowanych na rysunku 4.4 mozna stwierdzié¢, ze krzywe naprezenie-odksztatcenie
otrzymane dla pozostatych kierunkéw znajduja sie pomiedzy pokazanymi dwoma krzywymi.
Dla udzialéw objetosciowych ceramiki fine = 10% lub 20% wyniki homogenizacji numerycznej
znajduja sie ponizej oszacowan podejsciem mikromechanicznym (Rys.4.6.a i b). Dla fi,. = 30%
oszacowanie o jyises (€) otrzymane modelem MRP, dla izotropowego rozkladu wtracen i o iden-
tycznym parametrze upakowania jak odpowiednia komoérka jednostkowa, jest zgodne z odpowie-
dzia MES dla uktadu RC na rozciaganie w kierunku jednej z osi uktadu kartezjanskiego, tzn. w
kierunku maksymalnego naprezenia ekwiwalentnego Hubera-Misesa dla komérki jednostkowej z
uktadem RC. W ukladach FCC i BCC naprezenie oasises dla e = 3% uzyskane w symulacji nu-
merycznej jest wigksze od odpowiedzi oszacowanej uogélnionym schematem samozgodnym dla
fine = 40% w kierunku v = (1,1,1) (Rys.4.6.d). Na Rys.4.6 w wiekszosci przypadkéw odpowiedz
sprezysto-plastyczna kompozytu MMC w zakresie ptyniecia plastycznego otrzymana schematem
GSC jest sztywniejsza niz rezultaty homogenizacji numerycznej, odwrotnie jak dla wtasciwo-
Sci sprezystych (Rys.4.3.a i ¢), w ktérych dla dowolnego udzialu objetosciowego fazy wtracen
moduly sprezyste oszacowane uogdélnionym schematem samozgodnym sg nizsze niz rezultaty
homogenizacji numerycznej. Generalnie wyniki homogenizacji numerycznej komérek jednostko-
wych znajduja sie ponizej rezultatéw modeli mikromechanicznych z wyjatkami: oprises (€) dla
uktadu RC dla fine = 30% lub 40% w kierunku (0,0, 1) oraz dla uktadu BCC i FCC w kierunku
(1,1,1) dla finc = 40%.
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Rysunek 4.6: Naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa o jr;ses vs. odksztalcenie € w kierunku
rozciagania (Eq.4.3). W podej$ciu mikromechanicznym zastosowano linearyzacje styczna. Kom-
pozyt MMC o uktadzie wtracen RC, BCC lub FCC i réznym udziale objeto$ciowym wtracen
fine: () 10%, (b) 20%, (c) 30% oraz (d) 40%. Modele mikromechaniczne: SC — schemat sa-
mozgodny, GSC — uogblniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji
mikrostruktury kompozytu. MES — homogenizacja numeryczna komoérki jednostkowej za pomo-
ca metody elementéw skoniczonych. W przewidywaniach MRP oraz homogenizacji numerycznej
stosunek parametru upakowania A/ (2Rj,c) przyjeto jako funkcje A (fine) odpowiednia dla ukla-
dow krystalograficznych: RC, BCC i FCC okreslona kolejno w réwnaniach (3.5)1, (3.5)2, (3.5)s.
Symulacje numeryczne MES rozciggania wykonano w dwéch kierunkach: (0,0,1) oraz (1,1,1)
(Eq.4.3).
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4.2 Limit perkolacji
Zagadnienie perkolacji w matematyce i fizyce odnosi sie do uproszczonych modeli losowych sys-
teméw lub sieci (np. grafik) i charakteru tacznosci w nich. Limit perkolacji (prég perkolacji) dla
parametru tworzacego sie¢ (np. udzial objetosciowy wtracenn w kompozycie) jest krytyczna war-
toscia prawdopodobienistwa, ze w systemie wystepuje tacznoéé pomiedzy granicami - perkolacja
[131]. Innymi stowy prég perkolacji jest matematyczna koncepcja, ktéra polega na tworzeniu
polaczen dalekiego zasiegu w systemach losowych. Na przykladzie kompozytéw dla wartosci
udziatlu objetosciowego wtracen (parametru tworzacego losowa sie¢ kompozytu) ponizej progu
perkolacji nie ma komponentu danej fazy wtracen taczacego granice kompozytu. Na Rys.4.7
schematycznie zaprezentowano perkolacje w kompozycie dwufazowym o (a) losowym lub (b)
regularnym potozeniu wtracen. Osiagniecie progu perkolacji ma swoje odzwierciedlenie w otrzy-
mywanych granicznych wartosciach stalych materialowych (podrozdzial 2.2.4). Istnienie takiego
progu obserwuje sie réwniez w badaniach do$wiadczalnych. Jak opisano w pracach [132, 133],
do wyznaczenia progu perkolacji modutu sprezystosci materialéw kompozytowych wykonuje sie
testy obciazenia blach z losowo rozmieszczonymi okraglymi wycieciami (kompozyt dwufazowy

w plaskim stanie naprezenia).

(a) (b)

Rysunek 4.7: Prezentacja perkolacji. (a) Losowe polozenie sferycznych wtracen, ktére moga na
siebie nachodzié, tworza perkolacje zaznaczona kolorem czarnym laczaca bok A i B przekroju.
(b) Przekréj komérki jednostkowej BCC, w ktorej gdy fine = v/37/8 ~ 0.68 nastepuje polaczenie

wtracen powodujac perkolacje.

W celu ustalenia limitéw perkolacji w klasycznych modelach mikromechanicznych zatozono
kompozyt dwufazowy z perfekcyjnym potaczeniem faz (o = 0) o fazie osnowy (K, Gm) = (1,1)
i ky = 1 z pustkami (Kine, Gine) — (0,0) i kine = 0, badZ zbrojonej super wtraceniami
(Kine, Gine) — (00,00) 1 kine — 00. Przewidywany efektywny wspélczynnik przewodzenia cie-

pta dla klasycznych modeli mikromechanicznych zaprezentowano na Rys.4.8, natomiast wyniki
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przewidywan efektywnego modulu $cinania na Rys.4.9 (dla efektywnego modutu objetoscio-
wego otrzymano jakosciowo analogiczne rezultaty). Modele mikromechaniczne GSC, MT, oraz
oszacowania graniczne: HS, Voigta i Reussa, w obu przypadkach: pustek (kinc, Kinc, Ginc) —
(0,0,0), lub super wtracen (kinc, Kinc; Gine) — (00,00,00), przewiduja efektywne parametry
kompozytu odpowiednio (k,K,G) — 0, lub (k,K,G) — oo, gdy fimne — 1. W kompozycie z
pustkami (kinc, Kinc, Gine) — (0,0,0) oszacowania graniczne: Reussa oraz dolne HS sa réwne
(l;:, K,G) =0 dla dowolnego finc, dlatego na wykresach Rys.4.8 i Rys.4.9 przerywanymi liniami
zaprezentowano wyniki dla oszacowania Voigta i gérnego HS. W kompozycie z super wtracenia-
mi (Kine, Kine, Gine) — (00,00, 00) sytuacja jest odwrotna: oszacowania graniczne Reussa oraz
dolne HS zaprezentowano na wykresach Rys.4.8 i Rys.4.9 przerywanymi liniami, natomiast osza-
cowania Voigta i gérnego HS kompozytu wynosza (l_f, K,G) = oo niezaleznie od fine.
W zagadnieniu przewodzenia ciepta dla kompozytu z pustkami ki, — 0 i a = 0 rozwiazanie
kS (Eq.2.21) ma postaé:
lim k%€ = (Sm+ | Swm|) /4,  gdzie Sm = km(2 — 3finc) . (4.4)

kinc‘>0

Z zatozen: k5C > 0, kpy > 010 < fine < 1 wynika, ze:

lim k5 > 0= Sy > 0= km(2 — 3fine) > 0=2/3> fine >0. (4.5)

kinc—0

Powyzsza zaleznosé jest takze prawdziwa, jezeli w kompozycie wystepuje opér cieplny na granicy
faz tj. a > 0.

Dla kompozytu z super wtraceniami ki — o0 i @ = 0 granica prawej strony réwnania kSC
(Eq.2.19.3) wynosi:

- - k
lim &5¢ = k%€= 4.6
SN T o)
7 zalozen: k5C > 0, ky > 010 < fine < 1 wynika, ze:
. 7.5C K
lim £ >0= —F——F—>0=1/3> finc >0. (4.7)
kinc%OO 1 - 3finc
Jezeli w kompozycie wystepuje opér cieplny na granicy faz a > 0, to rozwigzanie k5C istnieje
dla przedziatu 0 < fi,c < 1 dla ki, — 0o i ma postaé:
- 1
ES5C = 1 (Sm — SincSa + \/(Sm — SincSa)? + 8k‘msa> , (4.8)

gdzie Sinc = 1 — 3fine » Sm = km(2 — 3finc) 1 Sa = g. Dla kompozytu z pustkami ki — 0 limit
perkolacji k — 0 efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepla wyznaczonego schematem SC,
niezaleznie od a > 0, wynosi fine = 2/3 (Eq.4.5). Natomiast dla kompozytu z super wtraceniami
Eine — 00 i a = 0 limit perkolacji dla schematu SC k — oo wynosi fine = 1/3 (Eq.4.7). Dla
ine — 00 i @ > 0 oszacowanie k5C podano w Eq.4.8. Asymptoty 1/3 i 2/3 oznaczono linia
przerywana na Rys.4.8.
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Rysunek 4.8: Stosunek efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepla kompozytu k do wspél-
czynnika przewodzenia ciepta osnowy ky, = 1 vs. udziatl objetoéciowy wtracen fine 0 kine — 00
lub kine — 0. Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony schemat
samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu, MT — mo-
del Mori-Tanaka, V i R — oszacowania graniczne Voigta i Reussa, HS — oszacowanie graniczne
gérne i dolne Hashina-Shtrikmana. (b) w przewidywaniach MRP stosunek parametru upakowa-
nia A/ (2Rinc) przyjeto jako staly i réwny: 1/100, 5/100 lub 10/100. OS Y - skala logarytmiczna.

Na Rys.4.9 przewidywania G zostaly zaprezentowane dla dwéch ekstremalnych przypadkéw:
ze sztywnymi wtraceniami, badz pustkami (odpowiednio nieskoniczone lub zerowe wartosci Gy i
Kiyc), rozprzestrzenionych w osnowie Gy, = 111 Ky, = 1. Schemat samozgodny dla wymienionych
ekstremalnych przypadkéow wykaze odpowiednio 0 i nieskonczonosé dla udzialu objetosciowego
wtracen powyzej 1/2 [56]. Jezeli osnowa jest niecisliwa vy, =1/2 wtedy granica przesuwa sie do
wartosci 2/5 dla schematu samozgodnego.

Limit perkolacji udzialu objetosciowego wtracen jest dziedziczony przez model MRP, w kto-
rym odpowiednia granica perkolacji jest wyzsza z wartosci: dla efektywnego tensora sztywnosci
fP erk 1 /2 lub analogicznie dla efektywnego tensora przewodnosci cieplnej f7 erk — 2/3 dla

inc inc
poréw i fi’gk = 1/3 dla super przewodnikéw, oraz objetosci wtracen odpowiadajacej A = 0. Na,
wykresach Rys.4.8.b i Rys.4.9.b kolorem zielonym przedstawiono wyniki modelu morfologicznej
reprezentacji mikrostruktury kompozytu, w ktérym przyjeto stosunek parametru upakowania
A/ (2Rinc) przyjeto jako staty: 1/100, 5/100 lub 10/100, stad niezaleznie od udziatu objetoscio-

wego fazy wtracen \ # 0.
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Rysunek 4.9: Stosunek efektywnego modutu écinania kompozytu G do modutu écinania osnowy
G, = 1 vs. udzial objetosciowy wtracen fine 0 Kine i Gine — o0 lub — 0. Modele mikrome-
chaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model
morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu, MT — model Mori-Tanaka, V i R —
oszacowania graniczne Voigta i Reussa, HS — oszacowanie graniczne gérne i dolne Hashina-
Shtrikmana. (b) w przewidywaniach MRP stosunek parametru upakowania A/ (2Rinc) przyjeto
jako staly: 1/100, 5/100 lub 10/100. O$ Y - skala logarytmiczna.

Na wykresach Rys.4.10 a i b w przewidywaniach MRP parametr upakowania A/ (2Rinc)
przyjeto jako funkcje A (finc) odpowiednia dla ukladéw krystalograficznych: RC, BCC i FCC
okreslong kolejno w réwnaniach (3.5)1, (3.5)2, (3.5)3. Jezeli udzial objetosciowy wtracen dazy
do maksymalnych wartoéci fine — fM%* dla uktadéw fe*(RC,BCC, FCC) = (0.52,0.68,0.72)
(Eq.3.6), to A — 0 i oszacowania MRP daza do oo lub 0 wykazujac limit perkolacji. Wyjatkiem
jest przypadek efektywnego wspolczynnika przewodzenia ciepla oszacowany metodg MRP dla
uktadu upakowania RC kompozytu z pustkami, w ktérym f2e%(RC) = 0.52 < f{jf;k(SC) =2/3
dlatego ]%MRP (fjnc = 0.52) = ZJSC > 0.

Na Rys.4.10 kolorem niebieskim oznaczono wyniki homogenizacji numerycznej komorek jed-
nostkowych. Analogicznie do rezultatéw z poprzedniego podrozdziatlu wyniki homogenizacji nu-
merycznej komoérek jednostkowych dla udzialéw objetoSciowych ponizej 30% sg bliskie oszaco-
waniom schematu GSC. Wplyw upakowania wtracen obserwuje sie wraz ze wzrostem finc - na
Rys.4.10 zaobserwowano odchylenie sie krzywych wynikéw MES od krzywej GSC, gdy udziat
objetosciowy wtracen dazy do maksymalnej wartoéci (Eq.3.6). Jest to szczegélnie widoczne w
efektywnym module $cinania (Rys.4.10.b) dla ukladu sztywnych wtracenn FCC, ktéry wykazuje

dynamiczny wzrost wartosci dla fine — fii®*. Mozna zauwazy¢, ze odpowiednie wyniki otrzy-
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mane modelem MRP sa jako$ciowo podobne do prezentowanych rezultatéw MES.

(a) (b)
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Rysunek 4.10: (a) Stosunek efektywnego wspélczynnika przewodzenia ciepta kompozytu k do
wspotczynnika przewodzenia ciepta osnowy ky, = 1 vs. udzial objetoéciowy wtracen fic o
kine — o0 lub kipc — 0. (b) Stosunek efektywnego modulu $cinania kompozytu G do modulu
Scinania osnowy Gy, = 1 vs. udzial objeto$ciowy wtracen fine 0 Kine i Gine — 00 lub 0. Modele
mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP
— model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. MES — homogenizacja nume-
ryczna komérki jednostkowej. Uktady krystalograficzne: RC — prosty, BCC — $ciennie centrowany,
FCC — przestrzennie centrowany. Parametr upakowania A/ (2Rinc) ukladéw krystalograficznych

przyjeto jako funkcje A (finc) okreslona w réwnaniach 3.5. O§ Y - skala logarytmiczna.

4.3 Analiza wplywu upakowania wtracen

W podrozdziale 4.1 przeanalizowano wplyw upakowania wtracen przy wykorzystaniu wynikéw
dla komoérek jednostkowych ukladéw regularnych RC, BCC i FCC (np. Rys.4.2 lub Rys.4.3). W
niniejszym rozdziale zaprezentowano wyniki homogenizacji numerycznej statystycznych elemen-
tow objetosci z 50 sferycznymi wtraceniami o losowym polozeniu i przy zatozeniu periodycznych
warunkéw brzegowych. Nalezy przypomnieé, ze oszacowania schematéw SC, GSC i MT nie zale-
73 od parametru upakowania A/ (2Ri,.), dlatego na Rys.:4.11,4.12,4.13 oraz 4.15, prezentujacych

wyniki dla ustalonego udziatu objetosciowego wtracen, sg poziomymi liniami.
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Przewodno$é cieplna. Na Rys.4.11 zaprezentowano zmiane oszacowania efektywnego wspélt-
czynnika przewodzenia ciepla k w funkcji parametru upakowania A/ (2Rinc ). Wspélezynnik prze-
wodzenia ciepta wtracen zalozono ki = 10, osnowy k,, = 1. Dla zbadanych udzialéw objeto-
Sciowych fine od 10% do 50% wyniki MES znajduja sie nad oszacowaniem GSC i ponizej MRP.

Gdy parametr upakowania A/ (2Rj,) maleje, zaobserwowano w modelu MRP i homogenizacji
numerycznej SVE polepszenie sie wlasciwosci przewodzenia ciepla kompozytu (Rys.4.11). Choé
w przypadku wynikéw MES istotny wplyw parametru upakowania na warto$é¢ k jest obserwowa-
ny dla wyzszych wartoéci udziatow objetosciowych wtracen, to w takim przypadku dla modelu
MRP mamy réwniez do czynienia z duzym przeszacowaniem wynikéw uzyskanych za pomoca
MES. Pod tym wzgledem lepsze przewidywania MRP uzyskiwane sg dla niewielkich udzialéw ob-
jetosciowych zbrojenia kompozytu. Wplyw parametru upakowania na efektywny wspdlczynnik
przewodzenia ciepta kompozytu z udzialem objeto$ciowym fazy wtracen fi,. = 10% pokazano na
Rys.4.11.b. Krzywa wynikéw MRP k/ky, (5\ / (2Rinc)) moze z powodzeniem by¢ aproksymowana
funkcja f(z) = (x + a)_b—l—c, w ktorej szukane sg trzy dodatnie stalte: a, b i c. Podobny charakter
krzywej zaobserwowano dla rezultatéw homogenizacji numerycznej. Dla A/ (2Rinc) = 0 oszaco-
wanie modelem MRP kypp = ks, za$ efektywny wspélezynnik przewodzenia ciepla otrzymany
z symulacji numerycznych MES komérek SVE z A/ (2Rine) ~ 0 jest mniejszy niz dla schematu
samozgodego kyps < ksc. Natomiast jezeli A/ (2Rine) = A/ (2Rinc) prax ~ 1.16 dla fine = 10%
to oszacowanie MRP kygrp = kgsc i podobng wartoéé wykazuja rezultaty homogenizacji MES.
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Rysunek 4.11: Efektywny wspdtczynnik przewodzenia ciepta k vs. parametr upakowania
M (2Rinc). Wspétezynnik przewodzenia ciepla: osnowy ky = 1, wtracenn kipe = 10. Modele
mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdélniony schemat samozgodny, MRP
— model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. MES — homogenizacja nume-

ryczna SVE. (a) udzial objetosciowy wtracen fiy. zgodnie z legenda, (b) finc = 10%.
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Witasciwosci sprezyste. Analogicznie jak dla efektywnego wspélezynnika przewodzenia cie-
pta wyniki dotyczace makroskopowego modultu objetoéciowego K przedstawiono na Rys.4.12.
Na Rys.4.12 dla fine = 10% jasno widaé charakter zmiany Kgyp w funkcji A/ (2Rinc), dodat-

kowo otrzymany homogenizacja numeryczng MES Kgy g charakteryzuje sie maltym rozrzutem

_y
wynikow.
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Rysunek 4.12: Stosunek efektywnego modulu objetosciowego K do modulu objetoéciowego osno-
wy Ky, vs. parametr upakowania \/ (2Rinc). Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgod-
ny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji mikro-
struktury kompozytu. MES — homogenizacja numeryczna SVE. Parametry materialowe wtracen

(Kine, Ginc) = (10,5). (a) udzial objetosciowy wtracen fin. zgodnie z legenda, (b) fine = 10%.

Inaczej niz dla poprzednich testéw efektywny modut Scinania otrzymany z symulacji MES
struktur SVE charakteryzuje sie wiekszym rozrzutem wynikéw. Zrédlem rozrzutu wynikéw jest
liczba sferycznych wtracen i tym samym stopien reprezentatywnosci wygenerowanych losowych
kompozytéw — o ile dla testéw przewodzenia ciepta i modutu objetosciowego kompozytu nin. = 50
jest wystarczajaca (niewielki rozrzut wynikéw na Rys.4.11 i Rys.4.12) o tyle dla testu izochorycz-
nego rozciggania zwickszenie liczby wtracen zmniejszyloby rozrzut wynikéw. Niemniej rozrzut
wynikow efektywnego modulu $cinania na Rys.4.13 jest zdecydowanie mniejszy niz rozrzut re-
zultatéw podobnej analizy opublikowanych w [55], w ktérej SVE zawieraly nij, = 30, mialy
rzadsza siatke elementéw skonczonych i dwukrotnie wiekszy kontrast moduléw $cinania faz.
Na Rys.4.13.b przedstawiono obliczony efektywny modut $cinania okoto 100 struktur SVE, co
pozwala pokazaé ogdlny trend efektu upakowania wtracen. Podobnie jak w przypadku modutu
objeto$ciowego zmniejszenie sie wartosci parametru upakowania usztywnia efektywna odpowiedz

kompozytu zbrojonego twardymi wtraceniami (Ginc/Gm = 5).
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Rysunek 4.13: Stosunek efektywnego modutu écinania G do modulu écinania osnowy G, vs.
parametr upakowania A/ (2Rinc). Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC
— uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model morfologicznej reprezentacji mikrostruk-
tury kompozytu. MES — homogenizacja numeryczna SVE. Parametry materialowe wtracen

(Kine, Ginc) = (10,5). (a) udzial objetoéciowy wtracen finc zgodnie z legenda, (b) fine = 10%.

Odpowiedz sprezysto-plastyczna. Aby oszacowaé wplyw parametru upakowania A / (2Rinc)
na efektywna odpowiedZ sprezysto-plastyczna dwufazowego kompozytu MMC (Tab.2.3) wyge-
nerowano okoto 100 losowych mikrostruktur z 50 sferycznymi wtraceniami o udziale objetoscio-
wym fine = 30%. Na rys.4.14 przedstawiono wybrane mikrostruktury o parametrze upakowania
A/ (2Rinc): (a) 0.039 , (b) 0.164 , (c) 0.260, oraz pola naprezenia ekwiwalentnego Hubera-Misesa
o Mmises dla e = 3% w tedcie izochorycznego rozciggania. Legenda wartoSci o pyises znajduje si¢ na
Rys.4.14.

Dla mniejszych wartoéci parametru upakowania, np. A/ (2Rinc) = 0.039 Rys.4.14.a, zaob-
serwowano wyzsze naprezenia ekwiwalentne Hubera-Misesa — kolor czerwony zgodnie z legen-
da Rys.4.14 — niz dla wickszych wartosci upakowania wtracen Rys.4.14.b i c. W kompozycie
MMC przyjeto faze wtracen jako sprezysta, natomiast faze osnowy jako sprezysto-plastyczna.
Ze wzgledu na duzy kontrast granicy uplastycznienia faz kompozytu bliskie sasiedztwo wtracen
w kompozycie jest obszarem koncentracji ekstremalnych wartosci naprezenia ekwiwalentnego
Hubera-Misesa. W modelach mikromechanicznych $redniego pola zaklada sie jednorodne pola
mechaniczne w rozproszonej fazie czastek. Na przykladzie mikrostruktur z Rys.4.14 zauwazono
pola mechaniczne wtracen blizsze jednorodnym dla wiekszych wartosci parametrow upakowania

(Rys.4.14.c).
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Rysunek 4.14: Wyniki analizy MES. Naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa ops;ses [MPa] dla
e = 3% kompozytu MMC ( fine = 30%) w tescie izochorycznego rozciagania, wybranych losowych
mikrostruktur o parametrze upakowania A/ (2Rinc) kolejno: (a) 0.039 , (b) 0.164 , (c) 0.260.

Na Rys.4.15 zaprezentowano oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu MMC
z udzialem objetoSciowym wtracen finc = 30% w tescie izochorycznego rozciagania. W pod-
punkcie (a) na Rys.4.15 pokazano oszacowanie relacji efektywnego naprezenia ekwiwalentnego
Hubera-Misesa ops;ses 0d warto$ci odksztalcenia € w kierunku rozciagania modelami mikro-
mechanicznymi: SC, GSC i MT, oraz MRP dla parametru upakowania \/ (2Rin) struktur
z Rys.4.14. W poczatkowej fazie odksztalcenia ¢ < 0.5% efektywne naprezenie ekwiwalent-
ne Hubera-Misesa wyznaczone za pomocg MES mikrostruktur z Rys.4.14 znajduje sie ponizej
oszacowania GSC i powyzej oszacowania modelem Mori-Tanaka. W dalszej fazie odksztalcenia
wyniki homogenizacji numerycznej mieszcza sie miedzy oszacowaniami schematu samozgodnego
i jego uogdlnieniem. Wartos$ci opises dla ¢ = 3% otrzymane homogenizacja MES i modelem
MRP dla mikrostruktur z Rys.4.14 (identyfikowanych poprzez parametr upakowania A/ (2Rinc))
wypisano w tabeli na Rys.4.15.a. Pomimo réznic w wynikach w poczatkowej fazie odksztatcenia

(e < 0.5%) miedzy podejsciem analitycznym MRP i numerycznym MES, rezultaty opsises dla
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koricowego odksztalcenia ¢ = 3% sa w dobrej zgodnosci.
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Rysunek 4.15: Oszacowanie odpowiedzi sprezysto-plastycznej kompozytu MMC (fine = 30%)
w tescie izochorycznego rozciagania. (a) Naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa opises VS.
sktadowa odksztalcenia ¢ w kierunku rozciagania, wybranych mikrostruktur A/ (2Rin.) =
0.039,0.164 i 0.260 z Rys.4.14. (b) Naprezenie ekwiwalentne Hubera-Misesa o j/ises dla e = 3%
vs. parametr upakowania A/ (2Rjyc). Modele mikromechaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC
— uogOlniony schemat samozgodny, MT — model Mori-Tanaka, MRP — model morfologicznej re-
prezentacji mikrostruktury kompozytu. W kazdym przypadku zastosowano linearyzacje styczna.

MES — homogenizacja numeryczna SVE.

Aby pokazaé wplyw upakowania A/ (2Rinc) na efektywng odpowiedz kompozytu na wykresie
Rys.4.15.b zaprezentowano wyniki dotyczace efektywnego naprezenia ekwiwalentnego Hubera-
Misesa o ises dla odksztalcenia e = 3% w kierunku rozciggania. Wyniki analityczne dla modeli
mikromechanicznych: SC, GSC oraz MRP otrzymano stosujac linearyzacje styczna. Wyniki ho-
mogenizacji numerycznej SVE oznaczono punktami na Rys.4.15.b. Wygenerowane losowe struk-
tury o liczbie sferycznych wtracen ni,. = 50 charakteryzuja sie duzym rozrzutem wynikoéw, ktéry
jest w tym przypadku wiekszy niz dla modulu écinania (Rys.4.13). Wyniki okolo 100 realiza-
¢ji struktur SVE pozwalaja oszacowaé trend charakteryzujacy wplyw parametru upakowania
M/ (2Rine) na odpowied? sprezysto-plastyczna kompozytu MMC otrzymang za pomoca homo-
genizacji numerycznej. Wraz ze spadkiem parametru upakowania A/ (2R,) wzrasta efektywne
naprezenie plyniecia kompozytu dla danego poziomu odksztalcenia. Ksztalt krzywej wynikow
MRP na Rys.4.15.b jest rézny od poprzednich wynikéw np. Rys.4.13. Zmiana ksztattu krzywej
wynika z zastosowania linearyzacji w podejéciu MRP. Nalezy réwniez podkresli¢, ze na wykresie

prezentowana jest wartos¢ naprezenia, a nie aktualnego modutu sztywnosci.
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4.4 Analiza wplywu rozmiaru wtracen

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano wyniki dotyczace oszacowan wlasciwosci efektyw-
nych dla kompozytéw tréjfazowych: osnowa, wtracenia i miedzyfaza (ang. intephase, skrét int)
bedaca powtoka o grubosci tiye wokot wtracen. Wplyw rozmiaru wtracen oraz miedzyfazy na efek-
tywne parametry materialowe przeanalizowano dla zmiennego stosunku grubosci miedzyfazy tint
do promienia wtracen Rj,. oraz réznych parametréw materialowych miedzyfazy (Kint, Kint, Gint)-
Parametr rozmiaru wtracen ¢/ Rinc jest wielkodcia bezwymiarowa. Zauwazmy, ze przy zalozeniu
stalej gruboéci miedzyfazy, wraz ze wzrostem rozmiaru wtracen warto$¢ przyjetego parametru
maleje.

Na Rys.4.16 zaprezentowano zmiane efektywnego wspdlczynnika przewodzenia ciepta kom-
pozytu kw funkcji parametru rozmiaru wtracen tin/Rine. Parametr rozmiaru wtracen ting/Rine
jest okreSlony na osi X w skali logarytmicznej o podstawie 10. Na wykresie 4.16 poréwnano
oszacowania modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu oraz homogeniza-
¢ji numerycznej komérki jednostkowej o regularnym uktadzie potozen wtracen RC. Wspdlezynnik
przewodzenia ciepta osnowy przyjeto jako staly rowny ky, = 1. W kompozytach tréjfazowych
wspotczynnik przewodzenia miedzyfazy jest réwny ki = 103 Iub ki = 1072 (zgodnie z opisem
na Rys.4.16). Wspdlczynnik przewodzenia wtracen jest réwny ki, = 10 lub dazy do nieskonczo-
nosci (przypadek super przewodzacych wtracen) badz zera (przypadek kompozytu z pustkami).

Suma udziatéw objetosciowych w faz kompozycie jest réwna jeden XP',f; = 1. Udzialy
objetosciowe faz w kompozycie najczesciej okresla sie poprzez ustalenie udziatu objeto$ciowe-
go wtracen fin. W kompozytach dwufazowych, faza wtracen (inc) i faza osnowy (m), mamy
fm = 1— finc @ zatem finc/fm = fine/ (1 — finc), natomiast wprowadzajac miedzyfaze (int) mamy
kompozyt tréjfazowy, w ktérym fi, = 1— fine — fint @ zatem fine/ fmn = fine/(1— finc — fint). Jezeli
zatozymy udzial objetosciowy fazy wtracen jako staly fine = const. to wraz ze zmiana parame-
tru rozmiaru wtracen tin/Rinc W kompozytach tréjfazowych stosunek finc/fimn bedzie zmienny
ze wzgledu na zalezno$é¢ fint od tint. Dlatego w niniejszym podrozdziale rozprawy doktorskiej
geometrie mikrostruktury kompozytu (Rinc, tint, fm) dobrano tak, aby stosunek udzialu objeto-
Sciowego fazy wtracen do udziatu objetosciowego fazy osnowy byl staly i réwny fine/fm = 3/7, co
odpowiada fin. = 30% dla fins = 0%. Takie podejécie pozwala okresli¢ wplyw rozmiaru wtracen
na efektywne parametry materialowe kompozytu bez zaburzenia koncowych wynikéw zmiennym

stosunkiem finc/ fm-
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Rysunek 4.16: Efektywny wspélczynnik przewodzenia ciepta kompozytu k vs. parametr roz-
miaru wtracen tint/Rine (08 X skala logarytmiczna). MRP — model morfologicznej reprezentacji
mikrostruktury kompozytu dla uktadu potozen wtracen RC. MES — homogenizacja numeryczna
komoérki jednostkowej RC. Wspdlezynnik przewodzenia osnowy jest rowny ky,, = 1, natomiast
wtracen zgodnie z oznaczeniami legendy jest rowny kine = 10 lub dazy do nieskonczonoéci badz
zera. Wspolezynnik przewodzenia miedzyfazy jest réwny ki = 103 lub ki = 1072, Stosunek
udzialu objetosciowego wtracen do udzialu objetosciowego matrycy przyjeto fine/fm = 3/7, co
odpowiada fine = 30% dla finy = 0%.

W kompozytach dwufazowych z perfekcyjnym potaczeniem faz rozmiar wtracen nie wpltywa
na efektywne parametry materialowe (poziome linie na wykresie 4.16). Natomiast jesli miedzy
osnowg a zbrojeniem wystepuje trzecia faza, tzw. miedzyfaza, wtedy efektywne parametry ma-
terialowe zaleza od rozmiaru wtracen. Jak pokazano wczeéniej istnienie miedzyfazy moze by¢
utozsamiane z zalozeniem niedoskonalego polaczenia na interfejsie wtracenie/osnowa, np. nie-
ciaglos$é przemieszezen (liniowy model podatnego interfejsu, podrozdzial 2.3.2) czy nieciaglosé
pola temperatury (opér cieplny Kapitzy, podrozdzial 2.2.2) na granicy faz. Oszacowany efek-
tywny wspélezynnik przewodzenia ciepla kompozytu tréjfazowego (linie przerywane Rys.4.16)
wraz ze spadkiem warto$ci parametru rozmiaru wtracen dazy do efektywnego wspotczynnika
przewodzenia ciepla kompozytu dwufazowego z perfekcyjnym przewodzeniem faz. Efektywne

wspdlezynniki przewodzenia ciepta kompozytu trojfazowego i dwufazowego sg juz prawie jedna-
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kowe dla tint/Rine < 104 niezaleznie od wspétczynnika przewodzenia ciepta wtracen (kinc = 10
brak znacznikéw, kinc — 0 znaczniki o, ki — oo znaczniki ). Warto podkresli¢ znaczenie
jakosci potaczen faz kompozytu na jego efektywne wlasciwosci. Przykladowo kompozyt zbro-
jony super przewodzacymi wtraceniami ki, — 0o, w ktérym wystepuje stabo przewodzaca
miedzyfaza ki = 1072, ma wladciwoéci gorsze od kompozytu dwufazowego z kin. = 10 dla
okolo tint/Rine > 1073, Z drugiej strony kompozyt z pustkami w "plaszczach” o kiny = 1073
ma lepsze wilasciwodci przewodzenia ciepta od kompozytu dwufazowego z kin. = 10 dla okoto
tint/ Rinc > 0.007.

Homogenizacje numeryczna tréjfazowego kompozytu wykonano dla parametru upakowania
tint/Rinc > 1/50. Dla mniejszych wartosci parametru upakowania program NetGen, wykorzy-
stywany do generacji siatki elementéw skoniczonych, nie realizowal dyskretyzacji geometrii mi-
krostruktury ze wzgledu na matg wartosé grubosci powtoki tiy. Niemniej z wynikéw symulacji
numerycznych przepltywu ciepla dla ¢/ Rine > 1/50 (Rys.4.16) mozna wnioskowaé, ze para-
metry materialowe uzyskane z homogenizacji numerycznej bedg zachowywaé sie podobnie jak
oszacowane wlasciwoséci kompozytu za pomoca modelu MRP. Szczegdlnie dobra zgodno$é wyni-
kow uzyskano dla kompozytu trojfazowego z miedzyfaza o nizszym wspotczynniku przenikania
ciepla niz pozostale fazy kompozytu (na Rys.4.16 przerywane linie dla ki, dazacego do zera lub
réwnego 1072).

Analogiczne wnioski wyciggnieto dla wynikéw dotyczacych efektywnego modutu objetoécio-
wego 1 $cinania kompozytow. Czes¢ wynikow wplywu parametru upakowania na witasciwosci
sprezyste kompozytu opublikowano w pracy [55]. Modul objeto$ciowy jak i modul $cinania kom-
pozytu tréjfazowego dazy do oszacowanego K i G kompozytu dwufazowego gdy tint/Rinc — 0.
Podobnie jak na Rys.4.16 dla wspoétczynnika przewodzenia ciepta kompozytu z super wtrace-
niami i pustkami wyniki efektywnych wlasciwosci sprezystych w znaczacym stopniu zaleza od
parametru rozmiaru wtracen i wtadciwosci miedzyfazy, co pokazano na Rys.4.17.

Na Rys.4.17 zaprezentowano zmiane efektywnego modutu $cinania kompozytu G w funkcji
modutu $cinania miedzyfazy Gine okreslonego na osi X (skala logarytmiczna o podstawie 10).
Efektywny modul Scinania oszacowano modelem morfologicznej reprezentacji mikrostruktury
kompozytu oraz homogenizacja numerycznag komorki jednostkowej. Uklad wtracen w kompozy-
cie przyjeto jak w regularnej sieci krystalograficznej: prostej, $ciennie centrowanej badz prze-
strzennie centrowanej. Modutl $cinania osnowy Gy, jest réwny 1. W kompozytach tréjfazowych,
z miedzyfaza o grubosci ting/Rine réwnej 1/10 lub 3/10 w stosunku do promienia wtracen, mo-
dul écinania wtracen jest rowny Gine = 5. Stosunek udziatu objetoéciowego wtracen do udziatu
objeto$ciowego matrycy przyjeto fine/fm = 3/7, co odpowiada fin. = 30% jezeli finy = 0%.
Dodatkowo na wykresie 4.17 pokazano efektywny modut écinania G kompozytu tréjfazowego z
uktadem wtraceii BCC oraz z tint/ Rine = 104, oszacowany podejsciem MRP, oznaczony kolorem
szarym. Poziome przerywane czarne linie na Rys.4.17 to oszacowany metoda MRP efektywny
modut $cinania kompozytu dwufazowego o ukladzie wtracen BCC i ich module $cinania odpo-

wiednio Gipe — 00, Gine = 5, Ginc — 0 (w kolejnosci od géry wykresu).
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Rysunek 4.17: Efektywny modul écinania kompozytu G vs. modutl écinania miedzyfazy Giye (0$
X skala logarytmiczna). MRP — model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozy-
tu. MES — homogenizacja numeryczna komorki jednostkowej. Uklady krystalograficzne: RC —
prosty, BCC — &ciennie centrowany, FCC — przestrzennie centrowany. Parametry materialowe
kompozytu: Gy, = 1, Gipe = 5 oraz Gy 0§ X. Wyniki dla parametru rozmiaru wtracen ting/ Rinc
réwnego 1/10 lub 3/10. Stosunek udzialu objetosciowego wtracenn do udzialu objetosciowego
matrycy przyjeto fine/fm = 3/7, co odpowiada fine = 30% jezeli fine = 0%. Dodatkowo G dla
uktadu BCC oszacowany metoda MRP z tin/Rine = 10~* oznaczono kolorem szarym oraz po-
kazano jego asymptoty: poziome przerywane czarne linie G kompozytu dwufazowego (s = 0)

0 G, = 11 kolejno od géry Gine = 00, Gine = 5, Gine — 0.

Jezeli modul $cinania miedzyfazy dazy do nieskonczonosci Gint/Gm — oo (odpowiednio do
zera Gin/Gm — 0), co odpowiada sztywnej powloce (odpowiednio super podatnej powtoce),
to efektywny modul $cinania kompozytu tréjfazowego G®) jest réwny efektywnemu modulo-
wi $cinania kompozytu dwufazowego G@ ze sztywnymi wtraceniami (odpowiednio pustkami)
o udziale objetosciowym fi(fc) = fi(i) + fi(jt). Na Rys.4.17 jest to szczegdlnie widoczne na przy-
kladzie efektywnego modutu écinania G przy tins/Rine = 107* oznaczonego kolorem szarym.
Dla tint/Rine = 10~% udzial objetosciowy miedzyfazy jest znacznie mniejszy od udziatu objeto-

$ciowego pozostalych faz finy << fine < fm. W konsekwencji efektywny modul écinania G®)
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takiego trojfazowego kompozytu jest w przyblizeniu réwny efektywnemu modutowi Scinania
kompozytu osnowy z pustkami G & é%mc 50) gdy Gint/Gm < 1079, oraz dla Gint/Gm > 107
efektywny modul $cinania G®) dazy do modulu $cinania kompozytu ze sztywnymi wtracenia-
mi GO ~ C_JEQG)mC oo)” Dodatkowo mozna wyrdznié zakres przejsciowy efektywnych parametrow
materiatowych w funkcji wladciwosci miedzyfazy, gdy parametr rozmiaru wtracen jest maty. Na
Rys.4.17 dla kompozytu z ting/Rine = 1074 efektywny modut écinania takiego tréjfazowego kom-
pozytu G®) jest w przyblizeniu réwny efektywnemu modulowi $cinania kompozytu dwufazowego
GB® ~ G dla 107! < Gt /Gm < 103, to znaczy wplyw miedzyfazy na efektywne parametry
materiatowe kompozytu jest wtedy pomijalny.

Efektywny modutl Scinania kompozytu tréjfazowego oszacowano w symulacjach numerycz-
nych testu Scinania Eq.3.9.2 z wykorzystaniem MES dla parametru upakowania tint/Rine =
1/10. Na Rys.4.17 charakter krzywych G(Gin) jest podobny do wynikéw podejécia MRP. Dla
Gint/Gm > 10 réznica miedzy wynikami RC i BCC/FCC jest wigksza w przypadku homogeniza-
¢ji numerycznej MES niz w oszacowaniach modelem MRP. W uktadzie RC komorki jednostkowej
rezultat MRP jest mniejszy niz wyniki MES, natomiast w uktadach BCC i FCC kolejno$¢ jest
odwrotna: oszacowania MRP sa powyzej rezultatéw homogenizacji numerycznej. Dla super twar-
dej miedzyfazy Gint/Gm > 10* rozbieznosé wynikéw MRP i homogenizacji numerycznych MES
jest znaczna, natomiast dla kompozytéw z podatna miedzyfaza Gint/Gm < 1073 wyniki G /Gy,
MRP i MES sa na zblizonym poziomie.

Analogiczne wyniki i wnioski wyciagnieto z symulacji efektywnego wspoélczynnika przewo-
dzenia ciepta oraz modutu objetosciowego kompozytow tréjfazowych w kontekscie parametrow
materialowych miedzyfazy. Czesé wynikéw zostala opublikowana w artykule [55]. Parametry ma-
terialowe miedzyfazy maja dominujacy wpltyw na efektywna odpowiedz kompozytu w przypadku
gdy sa one o kilka rzedéw rézne od wlasciwosci pozostatych faz kompozytu. Zaréwno wspdl-
czynnik przewodzenia ciepta jak i modul objetoéciowy kompozytu wykazuja wyzsze wartosci
przy odpowiednio kint/km > kine/km lub Kint/Km > Kinc/Km, analogicznie, sytuacja jest od-
wrotna, gdy kint/km < Kinc/km lub Kint /Ky < Kine/Km. Na podstawie wykonanych symulacji
numerycznych i oszacowan analitycznych mozna stwierdzi¢, ze okreslenie wpltywu miedzyfazy
na efektywne parametry materialowe kompozytu powinno uwzgledniaé¢ grubos$¢ miedzyfazy tint

oraz jej wladciwosci (w rozprawie doktorskiej sa to King, Gint 1 Kint)-
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4.5 Poréwnanie przewidywan modelu MRP z rezultatami badan

doswiadczalnych

Wplyw rozmiaru wtracen. Wplyw rozmiaru wtracen na efektywne parametry materialowe
kompozytu byt obserwowany w badaniach do$wiadczalnych. Przyktad takich wynikéw zaczerp-
nigtych z pracy Cho i in. [23] pokazano na Rys.4.18, na ktérym zaprezentowano wplyw rozmia-
ru wtracen na efektywne parametry materialowe kompozytu wyznaczone w eksperymentach.
Przedmiotem eksperymentu opisanego w pracy Cho i in. [23] byl efektywny modul Younga E
kompozytu o osnowie polimerowej (ester winylu) o parametrach sprezystych: Ey, = 3.5 [GPa]
i vm = 0.35 oraz fazie wtracen tlenku glinu AloOsz. Wtracenia mialy ksztalt sferyczny. Wy-
konano kompozyty o réznych $rednicach wtracen di,. = (0.015,0.05,3,20,70) [um]. Wtracenia
maja jednakowy wspélczynnik Poissona vy, = 0.22, zas modul Younga zalezy od ich érednicy:
dla dinc > 1[pm] Ein. = 347 [GPa|, natomiast dla dine < 1[um] Ei,. = 145 [GPal]. Parametry

materialowe faz kompozytu wypisano w Tab.4.1.

Faza Osnowa Wtracenia Al,O3  Wtracenia AlsOg
ester winylu dine Nano dine mikro
Modul Younga, E [GPa] 3.5 145 347
Wspobtezynnik Poissona, v 0.35 0.22 0.22
Srednica wtracen diye [pm] - 0.015, 0.05 3, 20, 70

Tabela 4.1: Parametry materialowe kompozytu o osnowie polimerowej zbrojonej wtraceniami z

tlenku glinu AlpOs o réznej srednicy wtraceil dine, dane z pracy Cho i in. [23]

Oproécz wynikow badan doswiadczalnych na Rys.4.18 zaprezentowano oszacowania efektyw-
nego modulu Younga modelem morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. W mo-
delu MRP wprowadzono miedzyfaze o parametrach: Ei, = 7250 [GPal, vine = 0.22, iy = 1.5
[nm] oraz przyjeto upakowanie A\ = 4diy.. Wartodé parametru upakowania przyjeto w sposéb
przyblizony na podstawie obrazéw mikrostruktury zamieszczonych w publikacji [23]. Oszacowa-
nie efektywnych parametréw materialowych modelem MRP zmienia si¢ monotoniczne wzgledem
parametru rozmiaru wtracen. Innymi stowy w podejsciu MRP mozemy wprowadzi¢ miedzyfaze
o parametrach materialowych wyzszych niz pozostate fazy, badz nizszych, i wraz ze wzrostem
parametru rozmiaru wtracen uzyska¢ odpowiednio podwyzszenie badZ obnizenie wartosci efek-
tywnych parametréw materialowych kompozytu. Natomiast w wynikach badan eksperymental-
nych na Rys.4.18 odnotowano obnizenie sie efektywnego modutu Younga dla dip. = 20 [um] w
stosunku do dipe = 70 [um]. Zas dla mniejszych Srednic wtracen dine < 3 [um] podwyzszenie
wartoéci E. W schemacie MRP wprowadza sie miedzyfaze o grubosci tiy, ktéra w skali mikro
nie wplywa na efektywne parametry materialowe, a manifestuje swoja obecnos¢ w skali nano,
stad tez nie mozna uzyskaé pogorszenia wlasciwosci obserwowanego dla dip. = 20 [um]. Dla

wiekszosci rozmiaréw wtracen model MRP dobrze opisuje wyniki uzyskane w pracy [23].
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Rysunek 4.18: Efektywny modut Younga E vs. $rednica wtracen diy [um] (0§ X skala logaryt-
miczna). MRP — model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. Eksperyment
— badania do$wiadczalne z publikacji Cho i in. [23]. Parametry materialowe kompozytu: osnowa
— ester winylu Ey, = 3.5 [GPa|, vy, = 0.35; wtracenia — tritlenek diglinu AlyO3 o vip. = 0.22,
Eine dla dipe > 1[pm] jest réwne 347 [GPal, za$ dla dipc < 1[pm] Eiye = 145 [GPal. W modelu
MRP wprowadzono miedzyfaze o parametrach: Fiy, = 7250 [GPal, vipe = 0.22, ¢ = 1.5 [nm)].
Parametr upakowania w modelu MRP przyjeto \/din. = 4.

Jednoczesne oszacowanie modutu Younga i wspdélczynnika przewodzenia ciepta mo-
delem MRP —weryfikacja rezultatéw badaniami do§wiadczalnymi. Zaleznos¢ parame-
tru upakowania \/(2Rinc) 0od fine, opér cieplny Kapitzy a (podrozdzial 2.2.2) dla k, podatny
interfejs (1, p) (podrozdziat 2.3.2) dla E, sa parametrami w modelu MRP, ktérych wartosci
mozna dobraé tak, aby dopasowaé wyniki podejscia MRP z rezultatami badan do$wiadczalnych.
Parametr upakowania \/(2Ri,.) w modelu MRP zalezy od geometrii mikrostruktury. Zmia-
na parametru upakowania \ /(2Rine) w funkcji fine jest jednakowa w oszacowaniu efektywnego
wsp6lezynnika przewodzenia ciepla k i modulu Younga E, dlatego parametr upakowania w mo-
delu MRP moze by¢ wykorzystany do jednoczesnego oszacowania réznych parametrow materia-
lowych kompozytu (ang. cross-property relationship). Dla regularnego uktadu polozeri wtracen

Sciennie centrowanego FCC zalezno$é¢ parametru upakowania 5\/ (2Rinc) od fine jest okreslona

< 1/3
Ao (Ve (4.9)
2]:{inc 6finc

formuta:
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Jednak przyjecie odpowiedniej zaleznosci parametru upakowania A/(2Rinc) od fine dla kompozy-
tow z losowym polozeniem wtracen nie jest oczywiste. Na podstawie analizy wplywu parametru
upakowania z podrozdzialu 4.3 na efektywne parametry materialowe kompozytu wywniosko-
wano, ze krzywa wynikéw homogenizacji numerycznej SVE moze z powodzeniem by¢ aproksy-
mowana funkcja f(z) = (x +a)~" + ¢, w ktérej sa identyfikowane trzy dodatnie parametry: a,
b i c. Podobny charakter krzywej zaobserwowano w wynikach modelu MRP. Poniewaz wyniki
modelu MRP w funkeji A (fine) znajduja sie miedzy rezultatami SC i GSC, analogicznie jak w
rozdziale 4.3 w funkcji parametru upakowania, przyjeto zaleznosé A w funkcji fine upraszczajac
postaé f(x) = (z + a)_b + c. Dlatego, aby dopasowaé wyniki modelu MRP do rezultatéw badan
eksperymentalnych z pracy [128], przyjeto ponizsza zalezno$é F, opisujaca zmiane parametru

upakowania A w funkcji fine:

) \/577/6 - finc
finc ’

w ktorej fine > 0 oraz stala P, stuzy do dopasowania oszacowania MRP do wynikéw badan

Fa(finc) = Pa (4.10)

eksperymentalnych.

Na rysunkach 4.19 i 4.20 zaprezentowano oszacowanie efektywnego wspotczynnika przewo-
dzenia ciepla (a) oraz efektywnego modutu Younga (b) kompozytu dwufazowego na podstawie
badan doswiadczalnych opublikowanych w pracy Wong i in. [128]. Parametry materiatowe faz

kompozytu wypisano w Tab.4.2.

Faza Osnowa: Witracenia Wtracenia
zywica epoksydowa glin (Rys.4.19) SCAN (Rys.4.20)
Modul Younga, E [GPa] 2.25 385 330
Wspélezynnik Poissona, v 0.19 0.24 0.25
Wspélczynnik przewodzenia 0.195 36 220

ciepla, k [%]

Tabela 4.2: Parametry materialowe kompozytu o osnowie epoksydowej zbrojonej wtraceniami z
glinki (Rys.4.19) lub SCAN (Rys.4.20) [128]

W obydwu przyktadach 4.19 i 4.20 osnowa jest wykonana z zywicy epoksydowej. Na Rys.4.19
osnowa jest zbrojona glinka, natomiast na Rys.4.20 faza zbrojenia jest wykonana z materiatu
SCAN (ang. Silica-Coated Aluminum Nitride).

Maksymalny udzial objetosciowy fazy zbrojenia w kompozycie dla sfer o jednakowym ksztal-
cie to fine = fFCC = /21/6 ~ 0.74 (Eq.3.6). Wyniki badan dogwiadczalnych z [128], Eeksp 1 Eeksp,
dotycza finc = 0.1,0.2,0.3,0.41ub 0.5. Wyniki badan doswiadczalnych: osobno Keksp i Feksp dla
fine = 0.74 oszacowano stosujac funkcje dopasowania wielomianem trzeciego stopnia danych
(fine, Keksp) 1 (fines Peksp) 2 eksperymentéw z [128]. Procedura doboru wartosci parametréw in-

terfejsu (a,m, u) oraz Py z Eq.4.10 w podejsciu MRP byta nastepujaca:
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1. dobér wartosci a oraz (n, p) tak, aby oszacowane efektywne parametry materialowe sche-
matem SC byly réwne aproksymowanym wynikom badan do$wiadczalnych kgc = keksp 1
Esc = Eexsp dla fine = V27 /6 (maksymalny udzial objetosciowy jednakowych sferycznych

wtracen).

2. dobér wartosci statej Py wystepujacej w funkcji Fi(fine) (Eq.4.10) na podstawie wynikéw
badan eksperymentalnych wspétczynnika przewodzenia ciepta kompozytu ( fine, Keksp)-

Na rysunkach 4.19 i 4.20 zaprezentowano wyniki dopasowania modelu MRP do wynikéw badan

doswiadczalnych dwéch réznych kompozytéw wedtug tej procedury.

@ (b)
B 20 ‘ ‘ ‘ ‘ A ‘ ]

i Interfejs ~ (— (©, 0}
L
o () = --- {2.03x107,3.16x10°8} A

150 Opor
cieplny a =

0F |, MRPFCC
—o— MRPF(A)

klkn
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Rysunek 4.19: Efektywny (a) wspolczynnik przewodzenia ciepla (b) modul Younga kompozytu
o osnowie epoksydowej zbrojonej glinka vs. udzial objeto$ciowy wtracen fin.. Modele mikrome-
chaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogdlniony schemat samozgodny, MRP — model
morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. Eksperyment — badania do$wiadczal-
ne z publikacji Wong i in. [128]. Parametry materialowe kompozytu: osnowa — zywica epok-
sydowa, zbrojenie — glinka, wypisano w Tab.4.2. Wyniki oznaczone przerywana linia dotycza
modeli mikromechanicznych z: (a) oporem cieplnym Kapitzy « (podrozdzial 2.2.2), (b) podat-
nym interfejsem (n, ) (podrozdzial 2.3.2) na granicy faz. W modelu MRP upakowanie \ (finc)
wtracen przyjeto: uktad regularny Sciennie centrowany FCC funkcja A (fine) wg. Eq.4.9, lub

A (finc) = ]:)\(fjnc) wg. Eq410

Rezultaty badan eksperymentalnych na Rys.4.19 kompozytu o osnowie epoksydowej zbrojo-
nej glinka znajduja sie miedzy wynikami modelu SC a GSC zaréwno przy zalozeniu perfekcyjnego
(a,m, ;) = 0 jak i niedoskonalego polaczenia faz (a,n, ) # 0 (odpowiednio linie ciagle i prze-
rywane). Dla przyjetych parametréw interfazy («,n,u) # 0, podanych na Rys.4.19, rezultaty
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badan doswiadczalnych znajdujg sie ponizej schematu SC z niedoskonalym interfejsem. Funkcja
upakowania F)(finc) wg Eq.4.10 w podejsciu MRP, dopasowana dla efektywnego wspdlczynnika
przewodzenia ciepla kompozytu (Rys.4.19.a), zastosowana w oszacowaniu efektywnego modutu
Younga (Rys.4.19.b) daje dobra zgodnos$é¢ pomiedzy rezultatmi modelu MRP i badan ekspe-
rymentalnych z [128] (na Rys.4.19 odpowiednio przerywana zielona linia z kétkami i czerwone
punkty). Oszacowania MRP parametru upakowania dla regularnego uktadu FCC sa za$ znacznie

ponizej wynikéw badan do$wiadczalnych.

(a) o)
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Rysunek 4.20: Efektywny (a) wspolczynnik przewodzenia ciepta (b) modul Younga kompozytu
o osnowie epoksydowej zbrojonej SCAN vs. udzial objetoéciowy wtracen fin.. Modele mikrome-
chaniczne: SC — schemat samozgodny, GSC — uogolniony schemat samozgodny, MRP — model
morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu. Eksperyment — badania doswiadczal-
ne z publikacji Wong i in. [128]. Parametry materialowe kompozytu: osnowa — zywica epok-
sydowa, zbrojenie — SCAN, wypisano w Tab.4.2. Wyniki oznaczone przerywang linig dotycza
modeli mikromechanicznych z: (a) oporem cieplnym Kapitzy « (podrozdzial 2.2.2), (b) podat-
nym interfejsem (n, u) (podrozdzial 2.3.2) na granicy faz. W modelu MRP upakowanie A (finc)
wtracenn przyjeto: uklad regularny $ciennie centrowany FCC funkcja A (fine) wg. Eq.4.9, lub

A (fine) = Fa(fine) wg. Eq.4.10.

Podobnie jak poprzednio, na Rys.4.20 dotyczacym kompozytu o osnowie epoksydowej zbro-
jonej SCAN zaprezentowano wyniki badan eksperymentalnych (czerwone punkty) oraz oszaco-
wania modeli mikromechanicznych: SC, GSC i MRP. Wspétczynnik przewodzenia ciepta kom-
pozytu z publikacji [128] znajduje sie¢ miedzy wynikami SC a GSC zaréwno z perfekcyjnym
(a,n, ;) = 0 jak i niedoskonalym polaczeniem faz (a,n,pu) # 0 (Rys.4.20.a), natomiast mo-
dul Younga kompozytu (Rys.4.20.b) dla udzialéw objetosci fazy wtracen fin. ponizej 30% jest
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nieznacznie sztywniejszy niz oszacowanie SC dla doskonalego potaczenia faz. Dla fi,. powyzej
okoto 35% na Rys.4.20.b Eesp ~ Esc z podatnym interfejsem (1, i) # 0 na granicy faz. Przyjeta
funkcja upakowania Fy(finc) W postaci Eq.4.10 w podejsciu MRP dopasowana dla efektywnego
wspélezynnika przewodzenia ciepta kompozytu (Rys.4.19.a) zastosowana w oszacowaniu efek-
tywnego modutu Younga (Rys.4.19.b) daje nizszy oszacowany modul Younga niz otrzymany w

badaniach doswiadczalnych.

Charakteryzacja mikrostruktury i wybranych wlasciwosci termomechanicznych ma-
terialéw kompozytowych na bazie NiAl. W ramach projektu Narodowego Centrum Nauki
OPUS 2013/09/B/ST8/ 03320 wykonano badania eksperymentalne spickanych materialéw na
bazie zwigzku migdzymetalicznego NiAl, ktéry domieszkowano tlenkiem glinu AloOs o dwdch
granulacjach (mikro- i nanoproszek) [134, 135]. Kompozyty NiAl-Al,O3 powstaly w w Instytucie
Podstawowych Probleméw Techniki w Pracowni Zaawansowanych Materialéw Kompozytowych
[135]. Prébki materialu o wymiarach: $rednica 46 mm, wysoko$¢ okolo 10 mm, zostaly wytwo-
rzone technika spiekania pod ciSnieniem przy wykorzystaniu prasy do spiekania. W procesie

wytwarzania zalozono sklady prébek o nastepujacych udzialach objeto$ciowych faz [135]:
e 100% NiAl,
e 85% NiAl + 15% AlO3 (mikro),
e 85% NiAl + 15% AlO3 (nano),
e 70% NiAl + 30% AlpO3 (mikro),
e 70% NiAl + 30% Al,O3 (nano).

Charakteryzacje mikrostruktury oraz badania wybranych wtasciwosci wytworzonych materiatow
przeprowadzono w Instytucie Technologii Materialéw Elektronicznych [134]. Za pomoca metody
hydrostatycznej zbadano gestosé materiatéw kompozytowych. Pomiary wykonano na trzech réz-
nych prébkach z tej samej serii. Kazda kompozycja prébek uzyskata gesto$é zmierzona réwna
gestosci teoretycznej. Na podstawie wynikéw metody hydrostatycznej stwierdzono, ze gesto$é
wzgledna kompozytéw NiAl-AloO3 wynosi 100% oraz nie stwierdzono obecno$ci poréw.
Uzyskane wyniki gestosci potwierdzono poprzez telewizyjng analize obrazu. W zakresie po-
wigkszenn mozliwych do zastosowania badana technika (do 500 razy) nie zauwazono wystepo-
wania pustek. Na podstawie uzyskanych obrazéw binarnych mikrostruktur probek przeanalizo-
wano rozklad fazy wzmacniajacej AloOs w materiale kompozytowym (Rys.4.21). Wykonano 10
przekrojow kazdego materialu kompozytowego i oszacowano $redniag zawartos¢ fazy ceramicznej
korzystajac z telewizyjnej analizy obrazu. Maksymalne wahanie pomiedzy pomiarami réznych
przekrojéw wynosi 5 punkté$w procentowych dla prébek o zawartosei 30% nanoproszku ceramiki,

natomiast w pozostatych przypadkach rozbiezno$¢ udziatu objetosciowego jest mniejsza niz 1.5
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punktu procentowego. Wyniki telewizyjnej analizy obrazu wskazuja na réwnomierne rozmiesz-

czenie fazy ceramiki w strukturze kompozytu.

Rysunek 4.21: Przykladowe obrazy struktur kompozytowych NiAl-Al,O3 [134] z wyodrebnie-
niem poszczegdlnych sktadnikéw kompozytu: kolor zétty - NiAl, kolor czerwony — AloO3. Udzial
objetoéciowy fazy zbrojenia AlyOgz: (a) i (c) 15%, (b) i (d) 30%. Granulacja AlyOgz: (a) i (b)
mikroproszek, (c) i (d) nanoproszek.

Przeprowadzono analize fazows sktadu materialéw kompozytowych z uzyciem wysokoroz-
dzielczego dyfraktometru rentgenowskiego. Na Rys.4.22 zaprezentowano wyniki badan dyfrak-
tometrem rentgenowskim dla kompozytu o osnowie NiAl zbrojonego 30% faza wzmocnienia
AlO3, na ktérym kolorem zielonym i czerwonym zaznaczono piki kolejno dla fazy ceramiki i
fazy miedzymetalicznej NiAl. Podobne rezultaty otrzymano dla pozostalych skladéw materia-
tu kompozytowego. W przypadku kompozytéw NiAl-AlyO3 stwierdzono wystepowanie jedynie
pikéw materiatéw skladowych kompozytu tj. NiAl i AlsOs, bez obecnosci zadnych dodatko-
wych faz. Na podstawie badan dyfraktometrem rentgenowskim nie stwierdza sie wystepowania

miedzyfazy.
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Rysunek 4.22: Rezultaty badan dyfraktogramem rentgenowskim [134] kompozytu o osnowie
NiAl zbrojonego 30% faza wzmocnienia AlsO3. Wystepowanie pikéw materialéw skltadowych

kompozytu: kolor czerwony - NiAl, kolor zielony - AlsOs.

(a) (b)
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Rysunek 4.23: Obrazy SEM polaczenia na granicy metal-ceramika dla kompozytu NiAl-15%
AlyO3 nanoproszek [134]. Kolor ciemnoszary - AloOgz. (a) Czastka ceramiki, (b) powigkszenie

granicy miedzy fazami.

Na podstawie badan z uzyciem mikroskopii elektronowej nie stwierdzono wyraznych réznic
w strukturze kompozytéow w zaleznosci od granulacji mikro- lub nanoproszku materialu wzmoc-
nienia. Nie stwierdzono wystepowania dodatkowych faz na granicy rozdzialu metal-ceramika
(Rys.4.23). Na podstawie prac zespoléw odpowiedzialnych za wytwarzanie i charakteryzacje

analizowanego materiatu [136, 137, 138] mozna stwierdzi¢, ze polaczenie skladnikéw kompozytu
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ma raczej charakter adhezyjny. Przykladowe zdjecia granicy metal-ceramika przedstawiono na
rysunku 4.23.

W modelowaniu mikromechanicznym przyjeto nastepujace parametry materiatlowe:

e NiAl —na podstawie wykonanych badan dos§wiadczalnych [134]: modul sprezystosci Enja1 =
186 [GPa] i wspdlczynnik przewodzenia ciepla knja1 = 55.26 [W/mK], z literatury [137,
139]: wspdlczynnik Poissona vyia; = 0.31,

e Al,O3 — poniewaz nie wykonano badan do$wiadczalnych dla czystego spieku AloOs, przy-
jeto parametry : modut sprezystosci Fai,0, = 345 [GPa], wspélezynnik Poissona vay,0, =
0.24 i wspélezynnik przewodzenia ciepla ka0, = 35 [W/mK], ktére sa jednakowe jak
podane na stronie firmy Molecular Technology GmbH'. Na podstawie przyjetych danych
modul Scinania wynosi Gaj,0, = 139 [GPal. Przyjete parametry materialowe Al,O3 sa w
wiekszosci zgodne z literatura m.in.[136, 137, 138, 139].

Na podstawie obrazéw mikrostruktury kompozytu NiAl-AlyO3 (Rys.4.24) zaobserwowano,ze
ziarna ceramiki zaréwno nano jak i mikroproszku tworza po procesie spiekania cigglte obszary
fazy ceramicznej wielu potaczonych ze sobg ziaren. W materiale kompozytowym nie ma po-
dzialu na faze rozproszona i faze ciggla. Dla takiej mikrostruktury w uogdlnionym schemacie

samozgodnym mozna zalozy¢ rozklad faz na dwa sposoby:

e oznaczenie GSCal,0, na Rys.4.24 - jako faze rozproszona przyjmujemy Al;Ogz, natomiast
jako faze ciggla zakladamy NiAl,

e oznaczenie GSCnia1 na Rys.4.24 - jako faze rozproszona przyjmujemy NiAl, natomiast jako

faze ciagla zaktadamy AlsOs.

schemat GSCal,0,4 Obraz mikrostruktury schemat GSCnial

ADO3 NiAl

NiAl/

Al203

Rysunek 4.24: Obraz mikrostruktury kompozytu NiAl-30%Al,03 mikroproszek [134] oraz re-

prezentacja uogélnionego schematu samozgodnego w wariantach: GSCal,0, - faza rozproszona

Al>,O3, GSCnja - faza rozproszona NiAl.

Wyniki badan doswiadczalnych [134] oraz modelowania mikromechanicznego zebrano w ta-

beli 4.3 i przedstawiono na wykresach Rys.4.25. W badaniach mikrostrukturalnych materiatu

Lwww.mt — berlin.com/ frames_cryst /descriptions /| sapphire.htm
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kompozytowego nie zauwazono obecnoéci dodatkowej fazy na granicy potaczenia ceramika-metal
(Rys.4.23), dlatego w Tab.4.3 przestawiono wyniki oszacowann modelami mikromechanicznymi
kompozytu dwufazowego NiAl-AlyO3 z parametrami materialowymi faz: Faj,0, = 345 [GPal,
VAlL,O3 = 0.24 i kA1203 = 35 [W/mK] oraz ENiAl = 186 [GPa], UNiAl — 0.31 i kNiAl = 55.26

Tabela 4.3: Efektywny modul Younga E [GPa] oraz wspélczynnik przewodzenia ciepta k [W/mK]
kompozytéw NiAl-Al,O3 . Udzial objetosciowy fazy zbrojenia AloOs3: 15% lub 30%. Granula-
cja AlsOgs: mikro- lub nanoproszek. Wyniki badan do$wiadczalnych: Srednia arytmetyczna z
wykonanych N pomiaréw (N=9 dla wigkszosci przypadkéw) oraz odchylenie standardowe. Wy-
niki uogélnionego schematu samozgodnego: GSCal,0, - faza rozproszona AlyO3, GSCnia) - faza
rozproszona NiAl (Rys.4.24).

Jine E [GPal k [W/mK]
15% Badania Nanoproszek  211.2 + 6.9 55.1 + 0.8
doswiadczalne Mikroproszek 217.2 +£5.9 55.3 £ 2.5
Modele GSCnial 205.26 51.74
15% | mikromechaniczne SC 204.07 51.85
GSCal1,04 203.89 51.87
30% Badania Nanoproszek  245.5 + 5.4 43.0 +£ 1.3
doswiadczalne Mikroproszek 225.8 £ 4.1 50.1 + 1.1
Modele GSCnial 225.71 48.41
30% | mikromechaniczne SC 224.14 48.56
GSC L0, 992354 48.61

Zgodnie z przewidywaniami wraz ze wzrostem udzialu objetosciowego ceramiki odnotowano
w badaniach do$wiadczalnych [134] oraz symulacjach modeli mikromechanicznych wzrost mo-
dutu sprezystosci E [GPa] oraz spadek wspélezynnika przewodzenia ciepta k& [W/mK] materiatu
kompozytowego (Tab.4.3 i Rys.4.25). Dla udzialu objetosciowego wtracen fin. = 15% wyniki
badan do$wiadczalnych E i k obu granulacji AlyO3 sa na zblizonym poziomie [134]. Oszaco-
wania F i k modelami mikromechanicznymi z Tab.4.3 dla réznych schematéw : GSCyial, SC
i GSCal,04, maja zblizone wartosci, szczegélnie efektywny wspolczynnik przewodzenia ciepla
kompozytu jest prawie jednakowy, dlatego nie zaprezentowano na wykresie oszacowania k mo-
delami mikromechanicznymi, a jedynie modut sprezystosci E kompozytu w stosunku do Eniaj
(Rys.4.25).
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Rysunek 4.25: (a) Efektywny modul sprezystosci E materiatu kompozytowego NiAl-Al,O3 vs.
udzial objetoéciowy fazy ceramiki AlyO3. (b) Efektywny modut sprezystoéci E materiatu kom-
pozytowego NiAl-30%Al2O3 vs. parametr rozmiaru fazy AlyOs (Rys.4.27). Modele mikromecha-
niczne: SC - schemat samozgodny, GSC - uogdlniony schemat samozgodny: GSCa1,0, jako faze
rozproszong przyjmujemy AlyOsz, GSCnial jako faze rozproszona przyjmujemy NiAl. Badania
do$wiadczalne: czerwone punkty. Granulacja proszku AlyOs: mikro lub nano. (a) Oszacowania
kompozytu dwufazowego, (b) tréjskalowe podejsécie schematem GSC Rys.4.27 z tipy = 1 [nm] i
Eine = 868 [GPal.

Na Rys.4.25.a pokazano efektywny modut sprezystosci oszacowany modelami mikromecha-
nicznymi dwufazowego kompozytu w funkcji udziatu objetoéciowego ceramiki. Zaprezentowane
na Rys.4.25.a modele mikromechaniczne nie uwzgledniaja wptywu wielkosci granulacji faz. Na
podstawie oszacowari schematem GSC parametréw E i k (Tab.4.3) mozna wnioskowaé, ze wa-
riant GSCnjal z Rys.4.24, w ktérym fazg rozproszona jest faza NiAl oraz fazg ciggla AloOg, daje
rezultaty najblizsze wynikom badan eksperymentalnych, co dla E zaprezentowano na wykresie
Rys.4.25.a. Wariant GSCyja] ma réwniez uzasadnienie w uzyskanych eksperymentalnie obrazach

mikrostruktury, np. Rys.4.26.
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Rysunek 4.26: Obrazy SEM mikrostruktury kompozytu NiAl-30%Al203, (a) nano- (b) mikro-
proszek AlaOs [134].

Wraz ze wzrostem udziatlu objetos$ciowego fazy ceramiki do 30% rozbieznosci wartosci pa-
rametréw E i k miedzy mikro- i nanoproszkiem rosna znaczaco [134]. Dla fin. = 30% modut
sprezystosci kompozytu NiAl zbrojonego nanoproszkiem AlsOg jest wiekszy w poréwnaniu do
granulacji mikro ceramiki, podczas gdy dla wspoétczynnika przewodzenia ciepla sytuacja jest
odwrotna (Tab.4.3).

Por6éwnujac przyktadowe mikrostruktury Rys.4.26 z fin. = 30% mozna stwierdzié, ze w przy-
padku granulacji nano AlyOg faza ceramiki jest bardziej rozproszona (Rys.4.26.a) niz dla gra-
nulacji mikro (Rys.4.26.b). Na podstawie rezultatéw eksperymentu wytrzymaltosci na zginanie
kompozytu NiAl-Al,Og3, opublikowanych w raporcie [134], wysnuto wniosek, ze ceramika przy
udziale objetosciowym 30% tworzy w strukturze kompozytu ciggla sie¢, przez ktora przebiega
tatwa droga pekniecia. Mozna przypuszczaé, ze rownomierne roztozenie fazy ceramiki w kompo-
zycie z nanoproszkiem ceramiki jest powodem wyzszej sprezystosci oraz nizszego wspdlczynnika
przewodzenia ciepta ceramiki korundowej. Alternatywnie mozna zalozy¢, ze wlasciwosci AloOsz w
materiale kompozytowym NiAl-30%A15,03 zalezg od granulacji ceramiki — takie podejécie zosta-
to omoéwione ponizej przy wykorzystaniu schematu GSC w wariancie GSCyija; w dwéch krokach
(Rys.4.27).

Aby w modelu mikromechanicznym uwzgledni¢ réznice w wynikach eksperymentalnych do-
tyczacych modutu sprezystosci E dla fine = 30% kompozytu NiAl-AlyO3 w zaleznoéci od gra-
nulacji ceramiki, przyjeto tréjskalowy schemat GSCniar (Rys.4.27). W pierwszej skali w fazie
Al,O3 zaklada sie obecno$é twardej miedzyfazy o parametrach: grubo$é osnowy tiyy = 1 [nm)]
oraz Fi = 868 [GPa]. Nastepnie korzystajac ze schematu GSC oszacowuje sie efektywne pa-
rametry materialowe AloOsz+miedzyfaza, ktore nastepnie w skali poéredniej w modelu GSCpja)
opisuja wlasciwosci plaszcza. W rezultacie w zaleznosci od stosunku iy / Rine, ktéry jest kolejno
réwny 1073 (Rys.4.27.a) oraz 10~! (Rys.4.27.b) dla granulacji mikro i nano fazy ceramiki, wptyw

miedzyfazy na makroskopowa odpowiedZ kompozytu bedzie rézny.
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Rysunek 4.27: Reprezentacja tréjskalowego modelu GSC. Zatozono obecnosé twardej miedzyfazy
Eiy = 868 [GPa] o grubosci tiyy = 1 [nm] w fazie AlyOs, modyfikujac schemat GSCnial 2z

Rys.4.24. Granulacja (a) mikro i (b) nano fazy ceramiki.

Po wprowadzeniu twardej miedzyfazy dla Al,O3 w [um] wartoéé¢ E wzrosta z 225.71 [GPa]
(Tab.4.3) do 226.31 [GPa] (Tab.4.4), dlatego wplyw miedzyfazy na efektywny modul Youn-
ga kompozytu NiAl-Al,O3 jest pomijalny dla granulacji mikro ceramiki. Natomiast efektywny
modutl sprezystosci materialu kompozytowego NiAl-30%Al;03 oszacowany trojskalowym sche-
matem GSCnja; dla granulacji 10 [nm] fazy AloOg jest znacznie wyzszy po wprowadzeniu twardej
miedzyfazy o grubosci ti, = 1 [nm], tj. oszacowano wzrost wartoéci E do poziomu 246.40 [GPa]
(Tab.4.4).

Tabela 4.4: Modul Younga E [GPa] kompozytu NiAl-30%Al303. Granulacja AloOs: mikropro-
szek lub nanoproszek. Wyniki badan doswiadczalnych: $rednia arytmetyczna z 9 pomiaréw oraz
odchylenie standardowe. Wyniki uogélnionego schematu samozgodnego GSCnia) - faza rozpro-
szona NiAl (Rys.4.24) w podejsciu trojskalowym (Rys.4.27), w ktérym wartosé¢ Eal,0, wyliczono
uwzgledniajac zalozona miedzyfaze: tiy, = 1 [nm] i Eiy, = 868 [GPa] oraz granulacje Riy. proszku
Al Os.

Jfinc E[GPa]  tint/Rinc
30% Badania Nanoproszek  245.5 + 5.4 -
doswiadczalne Mikroproszek 225.8 + 4.1 -
30% Schemat Nanoproszek 246.40 1071
GSCnial Mikroproszek 226.31 1073
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Wplyw miedzyfazy na efektywny modul sprezystoéci materiatu kompozytowego w funkcji
parametru wielkosci wtracen zaprezentowano na Rys.4.25.b. Zastosowanie tréjskalowego po-
dejsécia pozwala oszacowaé wplyw wielkoéci granulacji proszku ceramiki na efektywny modut
sprezystosci ceramiki korundowej. Dla dobranych wtasciwoéci mechanicznych miedzyfazy uzy-
skano zgodno$¢ z wynikami badan do$wiadczalnych dla fa,0, = 30%. Analogiczna procedu-
re mozna przyja¢ do wyznaczenia efektywnego wspdlczynnika przewodzenia ciepta materiatu
kompozytowego. Niemniej przyjete trojskalowe podejscie GSCnial jest niewystarczajace do jed-
noczesnego opisu uzyskanej eksperymentalnie odwrotnej relacji wartosci modutéw sprezystych
dla fa,0, = 15% w stosunku do fa1,0, = 30% w zaleznoéci od granulacji mikro i nano AlyOs.
Jednakze oszacowania wtadciwosci mechanicznych i termicznych otrzymane modelami mikrome-
chanicznymi wskazuja kierunek kolejnych badan do$wiadczalnych majacych na celu zbadanie

zjawisk zachodzacych w materiale kompozytowym NiAl-Al,O3, przyktadowo:

e wykonanie badan prébek o innych udziatach objetosciowych fai,0, np. 10% oraz 20%, aby
okresli¢ trend relacji efektywnych parametréw materialowych w zaleznosci od granulacji

proszku ceramiki,

e wykonanie badan prébek spieku czystego AloO3 o réznej granulacji i zbadanie ich para-

metréw materiatowych,

e zbadanie wlasciwosci mechanicznych oraz wspélczynnika przewodzenia ciepla czastki fazy
Al;O3 w kompozycie NiAl-30%Al;03, aby zweryfikowaé¢ podejécie tréjskalowe GSCnial

przyjete w niniejszej rozprawie.
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Rozdzial 5

Podsumowanie 1 wnioski

Przedstawiony w pracy doktorskiej model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozy-
tu (MRP) pozwala oszacowaé¢ makroskopowe wlasciwosci materialu kompozytowego zbrojonego
sferycznymi czastkami. Model MRP jest efektywny obliczeniowo i pozwala poprawnie opisac
wplyw rozmiaru i przestrzennego upakowania wtragcen oraz wplyw granicy miedzyfazowej na
efektywne parametry materialowe kompozytu. Efekt upakowania wtracen jest opisany poprzez
grubo$é¢ powloki A/2 w jednym ze wzorcéw MRP. Grubo$é powloki jest réwna potowie éred-
niej minimalnej odlegtoéci miedzy zewnetrznymi powierzchniami wtracen w reprezentatywnym
elemencie objetosci. W celu uwzglednienia efektu rozmiaru wtraceii w modelu (N+1)-GSC wy-
korzystano w rozprawie dwa podejécia: zaburzenie ciaglosci lokalnych p6l mechanicznych (po-
datny interfejs) lub termicznych (opér cieplny) na granicy faz, albo wprowadzenie miedzyfazy
o grubodci niezaleznej od promienia czastki i réznych wlasciwosciach niz podstawowe dwie fazy
kompozytu. Opracowane w pracy doktorskiej procedury postuzyty do wyznaczenia makrosko-
powego wspoélczynnika przewodzenia ciepta i wlasciwosci sprezysto-plastycznych przy pomocy
zaproponowanego modelu. W celu rozszerzenia modeli mikromechanicznych éredniego pola (w
tym modelu MRP) na nieliniowe zwiazki konstytutywne zastosowano przyrostowa linearyzacje
odpowiedzi materialu w kolejnych krokach obliczeniowych.

Makroskopowe wlasciwosci materialu niejednorodnego oszacowane danym modelem mikro-
mechanicznym zalezg w sposéb oczywisty od zastosowanego schematu uéredniania. Konsekwent-
nie, oszacowana analitycznie, makroskopowa odpowiedZ materialu kompozytowego zalezy réw-
niez od zgodnoéci i prawidlowej identyfikacji opisu konstytutywnego zastosowanego na poziomie
mikro (rozwazanej fazy w kompozycie) oraz od pozostalych przyjetych zalozen dotyczacych mi-
krostruktury np. wystepowania miedzyfazy. Rezultaty homogenizacji numerycznej otrzymane
przy pomocy MES pozwalaja jednoznacznie zada¢ mikrostrukture materiatu niejednorodnego
oraz zwiazki konstytutywne i tym samym ominaé trudnosci zwigzane z identyfikacja wlasciwosci
materiatu w skali mikro, z jakimi mamy do czynienia w przypadku analizy wynikow badan eks-
perymentalnych. Dlatego homogenizacja numeryczna jest istotnym narzedziem do weryfikacji

formutowanych modeli analitycznych. W pracy doktorskiej opracowano metodologie weryfikacji
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modeli analitycznych przy wykorzystaniu homogenizacji numerycznej i metody elementéw skon-
czonych, przy spelnieniu wymagan dotyczacych reprezentatywnosci mikrostruktur. Weryfikacja
schematow usredniania opracowanych w rozprawie polegata na sprawdzeniu na ile znaczaca jest
zaproponowana aproksymacja i jakie wprowadza réznice w stosunku do rzeczywistego ($cistego)
rozwigzania analizowanego problemu. Zestawienie rezultatéw analizy homogenizacji numerycznej
MES z oszacowaniami wyznaczonymi modelami mikromechanicznymi pozwolito na sprawdzenie
poprawnosci poszczegdlnych schematow przejécia mikro-makro opartych na usrednionych polach
dla poszczegdlnych typéw materiatéw i mikrostruktur. Dodatkowo walidacja modeli mikrome-
chanicznych zostata przeprowadzona przy wykorzystaniu dostepnych wynikéw badan doswiad-
czalnych, choé¢ w tym przypadku napotkano na wskazane wczesniej trudnosci w identyfikacji
mikrostruktury materiatu i jego wtadciwosci na poziomie faz kompozytu.

Wykonano analize wpltywu cech mikrostruktury materiatu takich jak: upakowanie wtracen,
rozmiar wtracen, parametry granicy miedzyfazowej, na makroskopowe wlasciwosci kompozytu:
moduty sprezystosci K i (G, odpowiedZ sprezysto-plastyczna oraz wspélczynnik przewodzenia

ciepta k. Biorac pod uwage wyniki symulacji mozna w szczegdlnosci stwierdzié, ze:

e Efektywne parametry materiatowe k, K i G otrzymane technika homogenizacji numerycz-

nej znajduja si¢ miedzy oszacowaniem schematem samozgodnym a jego uogdlnieniem.

e Wraz ze wzrostem udzialu objetoSciowego wtracen rezultaty homogenizacji numerycznej
zblizaja sie do oszacowan schematem SC oddalajac od wynikéw podejscia GSC, jest to
szczegoOlnie widoczne dla komoérek jednostkowych z regularnym ukltadem wtracen np. RC,
BCC czy FCC. Model morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu uwzgled-
nia wplyw udzialu objetosciowego wtracen oraz ich upakowanie na efektywne parametry

materiatowe kompozytu odwzorowujac zjawiska obserwowane w wynikach MES.

e Sprezysto-plastyczna odpowiedz kompozytu MMC, otrzymana przy wykorzystaniu line-
aryzacji stycznej oraz schematu GSC, daje w wiekszoéci przypadkow wyzsze wartosci na-

prezen, niz rezultaty symulacji MES.

e Wplyw parametru upakowania na wlasciwosci efektywne wzrasta wraz ze spadkiem udziatu

objetoéciowego wtracen w kompozycie.

e W kompozytach zbrojonych twardymi (analogicznie dobrze przewodzacymi ciepto) wtrace-
niami efektywne moduly sztywnosci sprezystej kompozytu sa wicksze (analogicznie wigksza

jest przewodno$é cieplna) dla mniejszych wartosci parametru upakowania wtracen.

e Parametr upakowania wtracen wykazuje wigkszy wplyw na wyniki symulacji numerycz-
nych dla kompozytéw o osnowie z wtraceniami o lepszych parametrach materialowych niz

w przypadku osnowy z wtraceniami o gorszych parametrach materiatowych.
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Parametr upakowania, jako parametr opisujacy morfologie mikrostruktury, oddziatuje jed-
noczesnie na efektywny wspotczynnik przewodzenie ciepta oraz moduly sprezyste kompo-

zytu, pozwalajac na analize zaleznosci migdzy nimi (ang. cross-property relationship).

Obecnosé miedzyfazy (analogicznie jako$¢ potaczenia na granicy faz) ma decydujacy wplyw
na efektywne parametry materialowe kompozytu. Gdy parametry materialowe miedzyfa-
zy sa o kilka rzedéw rézne od parametréow materialowych fazy wtracen, to miedzyfaza

odgrywa kluczows role w ksztaltowaniu makroskopowych wladciwosci kompozytu.

Oszacowania zaproponowanych modeli pola éredniego sa monotoniczne wzgledem parame-
tru rozmiaru wtracen i moga wykazac tylko wzmocnienie albo ostabienie wraz ze wzrostem

parametru rozmiaru wtracen.

Whioski dotyczace wpltywu mikrostruktury kompozytu na makroskopowe wlasciwosci ma-
terialu wyciaggniete z rezultatéw dotyczacych efektywnego wspotczynnika przewodnosci
cieplnej k sa jednakowe jak dla moduléw sprezystych K i G, a symulacje numeryczne
przeplywu ciepla sg znacznie tansze obliczeniowo niz symulacje numeryczne wlasciwosci
mechanicznych kompozytu. Jedynie limit perkolacji schematu samozgodnego jest inny dla
przewodzenia ciepla (odpowiednio 1/3 i 2/3 dla super przewodzacych wtracen i pustek) i

moduléw sprezystosci (1/2 w obu granicznych przypadkach).

Zastosowanie homogenizacji numerycznej wymaga okreslenia reprezentatywnego elementu
objetosci materialu. Reprezentatywnosé komoérki symulujacej fragment kompozytu zalezy
od liczby wtracen oraz od charakteru przeprowadzonej symulacji numerycznej, przyktado-
wo 50 wtracen moze by¢ uznane za reprezentatywne w kontekscie modutu objetosciowego,
natomiast jedynie w przyblizeniu reprezentatywne w aspekcie wyznaczenia efektywnego

modutu Scinania.

Oszacowania modeli mikromechanicznych pola $redniego sa odpowiednie dla materiatéw
izotropowych. W przypadku homogenizacji numerycznej wlasciwo$ci mechanicznych ko-
morek jednostkowych o pewnej symetrii (np. kubicznej) nalezy zastosowaé¢ odpowiednia

izotropizacje moduléw sprezystych.

Wyniki homogenizacji numerycznej kompozytu sa rézne w zaleznosci czy dana faza jest
faza ciagla (osnowa) czy faza rozproszona (wtracenia), dlatego analityczne modele powinny

rozrozniaé faze ciggla od fazy rozproszonej.

Rozdzial na faze ciagla i rozproszong dla wykonanych w ramach badan w IPPT PAN
kompozytéw na bazie NiAl zbrojonych ceramika korundows, jest wizualnie niejednoznaczny,
natomiast stosujac modele mikromechaniczne mozna na podstawie oszacowan efektywnych
parametréw materiatowych wnioskowaé, ktéra z faz: NiAl czy AloOg jest faza rozproszona,

a ktéra ciggla.
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e Niektére wyniki badan doswiadczalnych kompozytow, w zalozeniach dwufazowych, znaj-
duja sie poza oszacowaniami modeli mikromechanicznych, co moze swiadczy¢ o niedosko-
nalym potaczeniu faz lub wystepowaniu innych faz w wytworzonych prébkach materiatow

kompozytowych.
Do oryginalnych aspektéw pracy mozna zaliczy¢:

e Opracowanie modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu dla zagad-

nienia przeplywu ciepta w kompozytach.
e Zastosowanie w modelu MRP koncepcji niedoskonalego interfejsu na granicy faz.

e Rozszerzenie modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kompozytu do zakresu

sprezysto-plastycznej odpowiedzi materiatu.

o Weryfikacja mikromechanicznego modelu morfologicznej reprezentacji mikrostruktury kom-
pozytu przy wykorzystaniu homogenizacji numerycznej dla zagadnien przewodzenia ciepta

oraz kompozytéw sprezystych i sprezysto-plastycznych.

e Poréwnanie oszacowan mikromechanicznego modelu morfologicznej reprezentacji mikro-

struktury kompozytu z wynikami badan do$wiadczalnych dostepnymi w literaturze.

e Zaproponowanie metodologii weryfikacji modeli analitycznych kompozytéow o losowej mi-
krostrukturze za pomoca analiz numerycznych komérek jednostkowych o uproszczonej geo-

metrii.

Na podstawie analizy wynikow przedstawionych w rozprawie wytaniaja sie kierunki dalszych

badan:

o Wplyw ksztaltu witrgeen. Ksztalt wtracenia w podejsciu mikromechanicznym inkluzja-
matryca jest modelowany poprzez tensory koncentracji, ktére wiaza lokalne uérednione
pola mechaniczne z wielkosciami makroskopowymi. Tensory koncentracji dostepne w lite-
raturze opisuja elipsoidalny ksztalt. Wplyw ksztaltu wtracen w mikromechanicznych mo-
delach pola $redniego mozna uwzglednié¢ za pomoca numerycznych tensoréw koncentracji,
uzyskanych pot-analityczng metoda homogenizacji numerycznej ang. Mori-Tanaka Repla-
cement Method [140, 141]. Numeryczne tensory koncentracji pozwola poszerzy¢ katalog
ksztaltéw (np. platek, ,ziemniak”) w przewidywaniach wlasciwosci efektywnych materia-

t6w heterogenicznych.

o Fwolucja uszkodzenia. Polepszenie przewidywan odpowiedzi materialéw kompozytowych,
w ktorych nastepuje ewolucja uszkodzenia, w poréwnaniu do klasycznych modeli mikro-
mechanicznych mozna uzyskaé za pomoca podejécia reprezentacji morfologii mikrostruk-
tury kompozytu za pomoca wzorcow. Cechy morfologiczne mikrostruktury wplywaja na

mechanizm uszkodzenia materialu [24]. W pracy doktorskiej rozszerzono model MRP na
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nieliniowe zwigzki konstytutywne. Naturalnym kolejnym krokiem badan jest rozszerzenie
podejécia MRP do modelowania rozwoju uszkodzenia w kompozytach. Zaproponowana
linearyzacja nieliniowej sprezysto-plastycznej odpowiedzi kompozytéw zostanie wykorzy-

stana w modelowaniu ewolucji uszkodzenia.

Podejscie wieloskalowe z modelem MRP. Prezentowane w rozprawie doktorskiej podejscie
MRP uwzglednia wplyw upakowania bliskiego zasiegu na efektywne wlasciwoséci materia-
6w kompozytowych zbrojonych czastkami. Poprzez termin "upakowanie bliskiego zasiegu”
okresla sie geometrie kompozytu na poziomie lokalnym: promien wtracenia i odleglo$é¢ do
najblizszego sasiadujacego wtracenia. Wplyw klastrow na efektywne parametry materia-
towe kompozytu byl celem wielu prac badawczych, m.in. [36, 67]. Aby uwzglednié klastry
wtracen w modelu MRP wprowadza si¢ parametr upakowania dalekiego zasiegu. Poprzez
termin "upakowanie dalekiego zasiggu” okredla sie geometrie kompozytu na poziomie meso,
czyli potozenie klastrow w kompozycie oraz ich rozmiary. Podejscie tréjskalowe, zawiera-
jace kolejno upakowanie bliskiego i dalekiego zasiegu, jest kluczowe do poprawnego opisu

ewolucji uszkodzenia w kompozytach.
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Dodatek A

Tensory koncentracji pola gradientu

temperatury dla schematow

(N+1)-GSC i SC

Zakladamy N-fazowsg sfere kompozytowa umieszczona w jednorodnym oérodku o efektywnych
wlasciwosciach (Rys.A.1), co odpowiada wzorcowi (N+41)-GSC. W nieskoniczonosci zadano jed-
norodny gradient temperatury. Wszystkie fazy [ € (1,...,N) rozpatrujemy jako izotropowe
K; = k1, gdzie I to jednostkowy tensor drugiego rzedu.

Rysunek A.1: Schematyczna reprezentacja N-fazowej sfery kompozytowej umieszczonej w me-
dium o efektywnych wlasciwosciach odpowiadajacej modelowi (N+1)-GSC. R; — promien sfery

dla fazy I, HEM - jednorodny osrodek o efektywnych wtasciwosciach.
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Warunki cigglosci uwzgledniajace wystepowanie oporu cieplnego Kapitzy na granicy r = R;

faz [ i [ 4+ 1 sa nastepujace:

o1, 0Ti41 o1,
T =T—oki— N kog———=k—. Al
1 =T — vk 1 e (A1)
Dla zalozonego kompozytu w uktadzie sferycznym o poczatku w $rodku sfery kompozytowej
pole temperatury zalezy tylko od promienia wodzacego r. Funkcje rozkladu temperatury przyjeto

w postaci:

oTi(r)

By
Ti(r) = Air + 7= [r,1/r%] - [A;, BT = [r,1/7%] - Fy = A —2= =[1,-2/7*]-F
w ktorej F; jest transponowanym wektorem stalych [A4;, By].
Warunki ciggtosci pola temperatury i strumienia ciepta uwzgledniajace wystepowanie oporu
cieplnego Kapitzy (Eq.A.1) miedzy sasiadujacymi fazami [ i [ + 1 dla r = R; w zapisie macie-

rzowym maja postac:

Vi-Fi =W -Fr = Fa =W Vi Fr = Fg =H - Fp (A.3)
gdzie macierze:
r—agk; 1/7% + 200k /13 r 1/r?
V(r) = [ / 3/ Wiii(r) = / 5 (A.4)
ki =2k /7 kivr  —2kiga/r

powstaly z przeksztalcenia warunkéw ciaglosci (Eq.A.1) zgodnie z przyjeta funkcja rozkladu
temperatury 7'(r) (Eq.A.2).

Macierz H; jest dana zaleznoscia:

] 1 T3(2kl+17“ + kl(r — 2k1+10q)) =2k 4 2k + dkiki 1o

o= Wi Vi= o | | ) (A.5)
Bk | rO(kpar — ki(r + kipan)) 70 (kigar + 2k (r + krpion))

w ktorej kyy1 = k jest poszukiwanym efektywnym wspolczynnikiem przewodzeniem ciepla

nieskonczonego osrodka w jakim zanurzono sfere kompozytowa, podczas gdy promienie R; sa
zobrazowane na Rys.A.1.

Tensory koncentracji gradientu temperatury
ANGSC _ (NGSOp (A.6)

sa obliczone poprzez wyznaczenie sredniej z lokalnego gradientu temperatury w poszczegdlnych

fazach I. Wspolczynniki a¥cl;sc wyrazaja si¢ nastepujaca formula:
1 _
- QNI dla 1=1,
aYGSC = (A.7)
QU-1)11 -
Q(T)LI dla 1—2,...7N,
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gdzie macierz Q(l) ma postac:

H; dla I=1,
Q) = (A.8)
HQ(I—-1) for [=2,...,N
Dla N = 2 zaleznosé¢ (A.7) redukuje si¢ do wspdlczynnikéw tensoréw koncentracji a%slc odpo-

wiednich dla klasycznego modelu GSC przedstawionego w pracy [80].
Dla schematu samozgodnego tensor koncentracji AZSC, przy zalozeniu sferycznego ksztaltu

inkluzji [ i bez oporu cieplnego Kapitzy, wyraza sie wzorem:

3k
APC = oSCT  gdzie oS = —_—, A9
l Ti gdzl Tl I + 2k (A.9)
natomiast z oporem cieplnym Kapitzy « na granicy faz R; jest nastepujacy [104] [80]:
3k
s = (A.10)

ki + 2k 4 2k kjo/ Ry

Na podstawie opisanego w niniejszym rozdziale rozwiazania (problem sfery kompozytowej)
mozna zauwazy¢, ze tensor koncentracji dla jednorodnej sfery o promieniu R; z oporem cieplnym
Kapitzy « na granicy, umieszczonej w nieskonczonym medium o efektywnych wlasciwosciach,
jest jednakowy jak ten uzyskany dla schematu SC przy wykorzystaniu rozwiazania Eshelby’ego,

tzn. a?r_lGSC = a%cl. Dla prostszego przypadku o = 0 takze otrzymujemy a%}GSC = a%?.
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Dodatek B

Tensory koncentracji odksztalcenia

dla schematow (N+1)-GSC i SC

Zaprezentowany tok przeksztalcen jest analogiczny jak w pracy [73] dla sfery kompozytowej
z idealnym polaczeniem faz, ktéry zmodyfikowano o podatny interfejs opisany w pracy [111].
Zaktadamy N-fazowg sfere kompozytowa umieszczona w medium o efektywnych wlasciwosciach
(Rys.A.1), co odpowiada wzorcowi (N+1)-GSC. Wszystkie fazy [ € (1, ..., N) rozpatrujemy jako
izotropowe L; = K; I ® I+ 2G; (]I — %I ® I), gdzie I i I to kolejno tensory jednostkowe dru-
giego i czwartego rzedu. Tensory koncentracji wyrazaja sie przez dwa wspélezynniki (ap,ap)

odpowiadajace kolejno za stan hydrostatyczny i stan dewiatorowy, a mianowicie:
1 1
A = aNGSC g1®1+0¢§GSC (H— 31@1) : (B.1)

Wzajemna ortogonalnosé stanéw hydrostatycznego i dewiatrowego pozwala na wyznaczenie osob-
no obu wspotczynnikow tensora koncentracji zadajac kolejno hydrostatyczny i dewiatorowy jed-
norodny stan odksztalcenia w nieskonczonosci.

Wyznaczenie wspotczynnikow ag?sc odpowiadajacych za cze$¢ hydrostatyczna odksztalce-
nia mozna sprowadzi¢ do zagadnienia jednowymiarowego zaleznego od promienia wodzacego
r w sferycznym ukladzie (r,0,¢). Warunki ciaglosci uwzgledniajace wystepowanie podatnego
interfejsu na granicy r = R; faz [ i [ + 1 sg nastepujace:

ul(fr)l = ul(r) + mal(w) A Ul(«:? = al(w) ) (B.2)

gdzie n; to parametr interfejsu, odpowiedzialny za skladows normalng skoku wektora przemiesz-
czenia (ang. normal component of compliance layer) na granicy r = R;. Przemieszczenia pro-

mieniowe u(") przyjeto w postaci:

B
ul(r) (T) = AlT’ + TQZ = [T‘, 1/7’2} : [Al7 BZ]T = [Ta 1/7’2] -k ) (B3)
a stad naprezenie promieniowe o) wyraza sie ponizszg zaleznoscia:
4GlBl 4Gl 4Gl
o/ (r) = 3K, 4 — 5 = B, ——5] [A1, BT = 3K, ——51F (B.4)
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w ktorej F; jest transponowanym wektorem stalych [A;, By].
Warunki ciaglosci uwzgledniajace wystepowanie podatnego interfejsu (Eq.B.2) miedzy sasia-

dujacymi fazami [ i [ + 1 dla » = R; w zapisie macierzowym majg postac:
Vi-F=Wy1-Fryn = Fa =W V- Fr— Fy=H - Fp (B.5)

w ktérej macierze

(B.6)

r—4Gm 7 7“2
Vi(r) = l SKim+r o 1 11(r) = [ H 1

3K, —4Gy /3 3Ky —4Gq/r?

powstaly z przeksztalcenia warunkow ciaglosci (Eq.B.2) zgodnie z przyjeta funkcja przemiesz-

czen u(")(r) (Eq.B.3). Macierz H; jest nastepujaca

Hi=W_4 -V =
1 P (3K + 4G (3K + 1)) 4(Grar — G (4G + 1))
(4Gi1 + 3K1)r* | 3r0@K Ky + rKi — Kir) 33Ky r+ 4G (r — 3n.Ki11))
(B.7)

gdzie Ky1 = K iGpy41 = G s poszukiwanymi efektywnymi modutami nieskoniczonego ogrodka,

w ktorym zanurzono sfere kompozytowa, podczas gdy promienie R; sa zobrazowane na Rys.A.1.

NGSC
1

Wspoétezynnik ap czedci hydrostatycznej tensora koncentracji, obliczony na podstawie po-

wyzszych zaleznosci wyraza sie nastepujaco:

qwy  dla 1=1,
ap (¢ = (B.8)
Qg(;i;f}l’l dla 1=2,....N
gdzie macierz Q(!) ma postaé
H(1) dla [=1,
Q) = (B.9)

HOQU—1) dla [=2,...,N

W celu wyznaczenia wspélczynnika ap dla czesci dewiatorowej tensora koncentracji zaktada
sie dewiatorowy jednorodny stan odksztalcenia w nieskoniczonosci (np. czyste Scinanie lub isocho-
ryczne rozciaganie [111]). Warunki ciagloéci uwzgledniajace wystepowanie podatnego interfejsu

na granicy r = Ry faz [ i [ 4+ 1 sa w takim przypadku nastepujace:

=i el o=l
(B.10)
0 0 ro ro ro
=i o Y=ol

gdzie p; to parametr liniowego podatnego interfejsu (podrozdzial 2.3.2), odpowiedzialny za skla-
dowa styczna skoku wektora przemieszczenia (ang. tangent component of compliance layer) na

granicy r = Rj.
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Czeé¢ funkcji rozkladu przemieszczen zalezna od promienia wodzacego 7: (u(’”),u(e),u(‘b))

przyjeto w postaci:
ul(T) — Ay — 6B,v13 T 301 i Dy(5—41;)

1—2Vl (1—21/1)7"2
u® = A — Bl(f:ﬁZf)r ~ 2 2D (B.11)
W =y

Pelna postaé funkcji rozkladu przemieszcezent u (r, 6, ¢) mozna znalezé np. w pracy [111]. Czesé

funkcji zalezna od promienia wodzacego r dla naprezenia: (J(”), J(’"H)) wyraza sie nastepujaco:

O_l(rr)(r) — A,G + 3By Gr? 1205(;1 4 2D, (1 —5)G;

(6) BGna DGy G (B.12)
ng (r) = AG; — 1 ( Iljljm/)l 12 + SCsz + (1z£1/21;;)23z

W dalszych przeksztatceniach czesci dewiatorowej w zapisie macierzowym wykorzystano no-
tacje jak dla czesci hydrostatycznej. Warto podkresli¢, ze sg to dwa osobne wyprowadzenia, a
zatem znaczenie pomocniczych wielkosci F,V oraz W jest inne. Warunki ciagtosci uwzgledniaja-
ce wystepowanie podatnego interfejsu B.10 miedzy sasiadujacymi fazami l il + 1 dlar = R w

zapisie macierzowym maja postac:

—1
Vi-Fi =Wy -Frpg = Fp =W, -Vi-Fp = Fyg =H - F (B.13)
gdzie F; to transponowany wektor statych [A;, By, Cj, D] za$ macierze
i 3ur2(2r—Gimy) 3(r—4Gim)  (4n=5) r=2w=5)Gimp
Glnl +r 2 y—1 o 2y —1)r3
vi+1)G
G4y PTG () ) 2r—4Cm) ()
VZ(T’) = T 2u—1 rd r3
G 3VlGlT2 _ 12G; ( )
l 12y ) (- 21/l)
G (21/H—7)Glr2 8 G; (Vl“"l)
L l 2u—1 5 (A—2u)r3
(B.14)
r 61/l+1T‘3 3 4v41—5
2vp41—1 rd vy —1)r2
r (T—Aviq)r® _2 2
_ 2Vl+1_1 7"4 7‘2
Wl+1(T) B G 3v41Gi417? 112G 2(141-5)Gita
I+1 1— 2Vl+l 7o (1_2Vl+1)7‘3
a (2u41+7)Gryar? 8G111 2 41+1)Grq
I+1 v 11 5 (1—2v,41)73

powstaly z przeksztalcenia warunkéw ciaglosci (Eq.B.10) przez podstawienie przyj@tej funkcji
l+1 Vl Po-

nownie w macierzy H; stale Gyi11 = G i Uns1 = U sa szukanymi efektywnymi parametrami

rozktadu przemieszczen (u(r),u(e), u(¢’)) (Eq.B.11). Wprowadzamy macierz H; = W/,

materialowymi nieskonczonego osrodka.

Wspdlezynniki opisujace czes¢ dewiatorowa tensoréw koncentracji odksztatcen, agcfsc, otrzy-

muje sie z réwnan

a(l _ﬂRS
sara(l): dla =1

aNGSC (B.15)

D1—-2(R)—R?
e, dia =2, N
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gdzie a(l) sa nastepujacymi wektorami

1 ([ PU=1Du P(—1) P(n)2 _
all) = JP < P(l—1)21 P(l—1)22 ) ( —P(n)x ) » PO=

M(1) dla 1=1

MOP(l—1) dla 1=2,...,N
(B.16)
i P(0);; = 0y, Jf = P(n)11P(n)aa — P(n)12P(n)21, podczas gdy

M(k) = H(l + 1, R)H(L, ). (B.17)

Dla N = 2 i dla zerowego liniowego podatnego interfejsu (¥(n, u) = 0 Eq.2.25) formuly Eq.B.8
i Eq.B.15 redukuja sie do odpowiednich wspoélczynnikéw tensoréw koncentracji ag’sic i a%slc
odpowiednich dla klasycznego modelu GSC z pracy [73].

7 opisanego w niniejszym rozdziale rozwigzania otrzymujemy wspélczynniki tensora kon-
centracji odksztalcen dla jednorodnej sfery o promieniu R; z podatnym interfejsem W(n, )
umieszczonej w nieskonczonym osrodku o efektywnych wiadciwosciach, w nastepujacej formie

(l=1):

q2-GSC _ __ 4G43K
P AGH+3K;+12GKm/R;

o} P5C = [GR)(4G + 3K) (4G (3K, (5TnGy + 20R; + 38Gy)

+2G(61nG) + 85R; + 4Gn)) + 5RGi(B7TK; + 4GY)))

/[32G3(Giu(5TKmG) + 30K, R, + 4nG? + 22R,G)) + R;(39Kn

G;+ 12K, R; + 1617G12 + 34R,Gy)) + 4@2(9K(Glu(57K177G1

+30K;R; + 47]Gl2 + 22R1Gl) + Rl(39Kﬂ)Gl + 12K;R; + 16?7G12 + 34R1Gl))
+2RG (3K (761G + 43R; + 57Giu) + 4G (4nGy + 52R; + 3Gip))) + 3
GRGy(K(3K;(114nG; + 89R; + 95G 1) + 4G1(6nGy + T1R; 4+ 5Gip)) + 4R,
GI(57TK, + 4G))) + 6K R?G? (57K, + 4G))]

(B.18)

Dla doskonalego potaczenia faz ¥ (n, u) = 0 wyrazenia a%flGSC i a%flGSC redukuja sie do postaci:
s asc 3K +4G 9 GSC 5G(3K +4G)
o — ——, oy = _ _ — — (B.19)
3K, + 4G 2G|(3K + 6G) + G(9K + 8G)

i sa jednakowe z rozwiazaniem uzyskanym dla schematu SC [46] [123].
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Dodatek C

Schemat (N+1)-GSC: niedoskonaty

interfejs a miedzyfaza na granicy faz

Rozmiar wtracen wplywa na efektywne parametry materiatlowe kompozytu gdy na granicy faz
wystepuje miedzyfaza, badz potaczenie pomiedzy fazami nie jest idealne. Oba przypadki sche-
matycznie zaprezentowano na Rys.C.1, kolejno: (a) niedoskonale polaczenie na granicy faz, (b)
ptaszcz miedzyfazy wokél wtracenia. Oznaczenia faz sa nastepujace: ¢ — wtracenia, int — mie-

dzyfaza, m — osnowa.

\  ‘osnowa ' '+ Tosnowa :
\ ! v !
: | / miedzyfaza | /
; wtrgcenie | / wtrqcenie-l |

. / /
hiedoskonate ;o ‘
+ potaczenie \ / \
AN . -~ -~ \ \ . -~ - ~ \
~ - So o S e o ~ - So o7 S e o

Rysunek C.1: Schematyczna reprezentacja sfery kompozytowej, (a) 2-fazowej i (b) 3-fazowej,
umieszczonej w medium o efektywnych wlasciwosciach. R — promien sfery fazy wtracer, (a)
przerywana linia wokot sfery — niedoskonale potaczenie na granicy faz opisane parametrem: o w

zagadnieniu przewodzeniu ciepla lub 7 i p w sprezystosci, (b) ¢ — grubosé powloki miedzyfazy.
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Przewodzenie ciepta. Niedoskonale potaczenie zaprezentowane na Rys.C.1.a w zagadnieniu
przewodzenia ciepta w rozprawie doktorskiej jest okreslone za pomoca oporu cieplnego Kapitzy
a (podrozdzial 2.2.2). Na granicy miedzy fazami pojawia sie opér cieplny — strumieni ciepta po-
zostaje ciagly, ale temperatura ulega skokowi (Eq.2.9). Aby skorzystaé z algorytmu z dodatku A
wszystkie fazy rozpatrujemy jako izotropowe. W zagadnieniu przewodzenia ciepta z jednorodny-
mi warunkami brzegowymi w uktadzie sferycznym o poczatku w érodku sfery pole temperatury
zalezy tylko od promienia wodzacego r (Dodatek A). Przy takich zalozeniach skok temperatury
w Eq.2.9, wynikajacy z oporu cieplnego Kapitzy «, na granicy faz wtracenia inc i matrycy m
(Rys.C.1.a) jest nastepujacy:
or

Tw —T;
PN . i LI (C.1)
r=R kinc 8ginc
T

T — Tine = —a kine

r=R
W przypadku kompozytu tréjfazowego z miedzyfaza i perfekcyjnym polaczeniem faz (o = 0,

Rys.C.1.b) jest zachowana ciaglo$é pola temperatury na granicach faz:
Tne —Ting =0 dla =R A Tyy— T,y =0 dla r=R+t. (C.2)

Podstawiajac do Eq.C.1 warunki cigglosci temperatury z Eq.C.2 otrzymujemy zaleznosé miedzy

oporem cieplnym Kapitzy a miedzyfaza w postaci:

k; O0Tinc

inc gy

r=R
Funkcje rozkladu temperatury w osrodku jest zadana réwnaniem Eq.A.2. Réznica Tin (R +t) —
Tint(R) wynosi zatem:

Tint (R +t) — Tint(R) = Aint t + Bing (1 - 1) : (C.4)

(R+1t)? R?

Korzystajac z procedury wyznaczania staltych Ay i Bint, opisanej w dodatku A, zalezno$¢ mie-
dzy oporem cieplnym Kapitzy na granicy faz kompozytu dwufazowego (Rys.C.1.a), a gruboscia
miedzyfazy ¢ i wspdlczynnikami przewodzenia ciepla faz kompozytu tréjfazowego (Rys.C.1.b),

wyraza sie w formule:

_ t (3Rt (kine + Fint) + t* (Kine + 2kint) + 3kinc R?)

— C.5
“ Shimckint (R + )2 (©5)
Jezeli w Eq.C.4 zastosujemy nastepujacag aproksymacje:
1 1 2t

Y — =5 = ==, C.6
(R+t)? R? R3 (C.6)

co jest dobrym przyblizeniem dla ¢ << R, mozemy uprosci¢ Eq.C.5 do zaleznosci:

t

=— . C.7
“ kint ( )

Aproksymacja C.6 zostala zaproponowana w pracy [111] dla zagadnienia sprezystosci.
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Sprezystosé. W rozprawie doktorskiej niedoskonale potaczenie zaprezentowane na Rys.C.1.a
w zagadnieniu sprezystosdci jest okreslone za pomoca liniowego modelu podatnego interfejsu
(podrozdzial 2.3.2). Na granicy miedzy fazami pojawia sie skok przemieszczen, podczas gdy
naprezenia musza pozosta¢ w réwnowadze (Eq.2.24). Aby skorzystaé¢ z algorytmu z dodatku
B wszystkie fazy rozpatrujemy jako izotropowe. W zagadnieniu sprezystosci osobno rozpatru-
jemy stan hydrostatyczny i dewiatorowy. Na Rys.C.1 zadajemy jednorodne warunki brzegowe
odpowiednio hydrostatyczny stan odksztalcenia lub czyste Scinanie [111]. W ukladzie sferycz-
nym (r,0,¢) o poczatku w $rodku sfery dla hydrostatycznego stanu odksztalcenia, podobnie
jak wspotezynnik przewodzenia ciepla, zagadnienie tréjwymiarowe mozna sprowadzi¢ do za-
gadnienia jednowymiarowego zaleznego od promienia wodzacego r (Dodatek B). Przy takich
zalozeniach skok przemieszczen z Eq.2.24 zalezy od skladowej normalnej skoku przemieszczen n
liniowego modelu podatnego interfejsu na granicy faz wtracenia inc i matrycy m na przyktadzie
Rys.C.1.a i jest nastepujacy:

) =) 4ol o g = TS (C.8)

Tinc

dla r = R, u( to skladowa promieniowa wektora przemieszczenia. W przypadku kompozy-
tu tréjfazowego z miedzyfaza i zerowym skokiem przemieszczen promieniowych (n = 0) na

Rys.C.1.b na granicach faz R oraz R + t mamy réwnosci:

W D=0 dla =R A u(r)—ur(fl):O dla r=R+t. (C.9)

inc int — int
Podstawiajac do Eq.C.8 warunki ciaglosci u(”) z Eq.C.9 otrzymujemy zaleznosé miedzy skladows

normalng liniowego modelu podatnego interfejsu a miedzyfaza w postaci:

(R ") (R
_ uint( + t) B uint( )
n= o . (C.10)

inc

Funkcje rozkladu przemieszczen u(") przyjeto zgodnie z Eq.B.3. Réznica ul(gz (R+1t) — ") (R)

int

wynosi zatem:

T T 1 1
’I,Ll(n‘z (R+1t) — U/l(nt) (R) = Aint t + Bing ((R—l—t)2 - R2> ; (C.11)

analogicznie jak dla wspétczynnika przewodzenia ciepta z Eq.C.4. Przy wykorzystaniu proce-

dury opisanej w dodatku B zaleznos¢ miedzy sktadowa normalng liniowego modelu podatnego

interfejsu 7 na granicy faz kompozytu dwufazowego (Rys.C.1.a), a gruboscia miedzyfazy t oraz

parametrami materialowymi K i G faz kompozytu tréjfazowego (Rys.C.1.b), ma postaé:
N = t (R?(4Gint + 9Kine — 6Kint) + Rt (8Gint + 9Kine — 3Kint) + t2(4Gint + 3Kinc))

12
3Kinc(R + t)2(4Gint + 3Kint) (C )

Jezeli zastosujemy aproksymacje Eq.C.6 jak w pracy [111] w Eq.C.11 mozemy uprosci¢ Eq.C.12

do zaleznosci:
9Kine 3t

- 4Gint + 9Kinc - 6Kint ' 4Gint + 3Kint ’

U (C.13)
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ktora przy zatozeniu Kine >> Gint 1 Kine >> Kint mozemy uproéci¢ do postaci [111]:

3t

=— .14
4Gint + 3Kint (C )

Ui

Procedura wyznaczenia zaleznosci miedzy sktadows styczna skoku przemieszczen liniowego mo-
delu podatnego interfejsu p a grubo$cia miedzyfazy ¢ i parametrami materialowymi K i G kom-
pozytu trojfazowego dla stanu dewiatorowego jest analogiczna jak dla stanu hydrostatycznego.
Ze wzgledu na przyjeta funkcje przemieszczen B.11 w procedurze zastosowano aproksymacje jak

w C.6 oraz dodatkowo:
1 1 2(R+1t)

~Y

(R+t)2 " R?  RYR+2t)

Zakltadajac Gine >> Gint oraz t << R mozemy uprosci¢ zaleznos¢ p od t i parametréw materia-

(C.15)

lowych miedzyfazy do postaci [111]:
t

H= Gint .

(C.16)
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