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1 Wstep

Problemy zwiazane z zagadnieniem wytezenia materiatu oraz wyznaczeniem warunkéw stanu
granicznego sg kwestiami istotnymi dla mechanicznego opisu zachowania odksztatcalnych ciat
statych. Mozna stwierdzi¢ nawet - parafrazujac pierwsze zdania pracy M. T. Hubera [49] - ze
zagadnienia te stanowia ,,najogolniejszy cel nauki o wytrzymatosci.”

W ciggu wiekéw, w miare jak wiedza ludzkosci na temat wlasciwo$ci mechanicznych cial
stalych poszerzala sie wraz z rozwojem metod badawczych oraz aparatu matematycznego, po-
jawiaty sie kolejne propozycje kryteriow, ktore stuzyé¢ miaty oszacowaniu wytrzymalosci ma-
teriatow czy tez wyznaczeniu takich warunkoéw, ktérych spetnienie rownowazne bytoby poja-
wieniu si¢ stanu z r6znych wzgledéw uznanego za stan ,graniczny” - stan, w ktérym wlasnosci
materiatu zmieniaja sie w istotny sposéb (brak liniowosci zwiazkow fizycznych, uplastycznie-
nie, pekniecie itp.). Szczegblng cecha omawianych zagadnien jest fakt, iz od samego poczatku
uczeni poruszali sie bardziej w sferze przypuszczen (wlasnie ,hipotez” wytezenia materiatu)
czy tez wyznaczanych empirycznie modeli przyblizonych anizeli zajmowali sie Scistymi mode-
lami mechanicznymi opisujacymi badane zjawiska. Nie mogto by¢ inaczej, skoro samo tylko
zorientowanie sie w ztozonosci struktury ciat statych oraz zdobycie cho¢by ogdlnego pojecia
o mechanizmach nimi rzadzacych wymagato zaréwno precyzyjnych narzedzi obserwacyjnych
i badawczych jak rowniez wyszukanych metod analitycznych oraz obliczeniowych. Nie znaczy
to wcale, iz propozycje wysuwane w minionych stuleciach tracg cokolwiek ze swojej wartosci -
dos¢ wspomnieé, iz hipoteza granicznego naprezenia stycznego, zaproponowana przez Ch. A.
de Coulomb juz w 1776 roku [21], a ktéra pojawiala si¢ w ciagu wickéw kilkakrotnie (H. E.
Tresca 1864 [108], J. J. Guest 1899 [37]), takze i dzisiaj okazuje sie by¢ jedna z najlepszych
propozycji dla niektorych materiatow w wybranych stanach naprezenia. Pomyst ten, bazujacy
na stosunkowo prostych, makroskopowych obserwacjach, a ptynacy w duzej mierze z intuicji
stal sie podstawa takze i dla zupelie nowych propozycji R. von Misesa z 1928 roku [67].

Kolejnym powodem, dla ktérego $cisty opis teoretyczny rozwazanego problemu w ciagu
wiekéw wielokrotnie ustepowal miejsca ,zaledwie” hipotezom, jest swego rodzaju sprzecznos$é
miedzy ztozonoscia rzeczywistej, czasteczkowej budowy materii i wynikajacym z niej szcze-
gbélnym charakterem omawianych zjawisk zachodzacych przeciez na poziomie molekularnym
a prostota kontynualnego modelu matematycznego stosowanego powszechnie do opisu cial
odksztatcalnych. Nie da sie bowiem ukry¢, ze jedynym ,poprawnym z Scisle teoretycznego
punktu widzenia” modelem, dajacym najwieksza szanse na uzyskanie wlasciwego (mozliwie
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najdoktadniej odpowiadajacego rzeczywistosci) opisu badanych zjawisk, bytby precyzyjny mo-
del molekularny, bioracy pod uwage przestrzenna strukture materii (uktady krystalograficzne,
dyslokacje, ich rodzaje i rozktad wraz z uwzglednieniem jego losowosci, uktady ziaren itd.)
jej wlasciwosci mechaniczne (cechy fizyczne, oddziatywania miedzyczasteczkowe, interakcje
miedzy ziarnami itd.), mechanizmy omawianych zjawisk (przyczyny i mechanizmy ruchéw
dyslokacji, peknie¢, propagacji uszkodzen, ewolucji pustek itd.) oraz inne czynniki (stan ma-
teriatu przed deformacja, oddzialywania termiczne i inercyjne itd.). Ztozono$¢ takiego modelu
posiadajacego miliardy stopni swobody, ktory w niektérych aspektach musiatby positkowacé
sie precyzja i (niestety) skomplikowanym formalizmem mechaniki kwantowej i ktéry z cala
pewnoscig musiatby by¢ modelem statystycznym, jest niewyobrazalna.

Tak samo ztozony powinien by¢ zreszta jakikolwiek ,teoretycznie poprawny” model ciala
odksztatcalnego. Jednakze model kontynualny, taczacy w sobie wzgledna prostote rachun-
kow oraz zwieztosé i elegancje zapisu, okazuje si¢ by¢ narzedziem wystarczajaco precyzyjnym
w wiekszosci zagadnien dotyczacych makroskopowej deformacji ciat statych, ktory niekiedy
uprzedza nawet odkrycia doswiadczalne. Podobnie i w przypadku formutowania warunkow
stanu granicznego wydaje sie, iz mechanika osrodkéw ciagtych dostarcza narzedzi dostatecz-
nie precyzyjnych dla poprawnego opisu zjawisk, ktérych natura stoi niejako w sprzecznosci
z fundamentalnym zalozeniem ciagtej struktury materii. Jest to oczywiscie osobiste prze-
swiadczenie autora, nie za$ jakiekolwiek definitywne twierdzenie - wiadomo, iz istnieje szereg
zjawisk, ktérych wspomniany klasyczny model ciagly nie jest w stanie opisaé (dla przyktadu
wystarczy tu wspomnie¢ cho¢by o opisie w ramach liniowej teorii sprezystosci heksagonal-
nego ukltadu krystalograficznego), zatem takze i w kwestii makroskopowego opisu granicznego
stanu materiatu spodziewac sie nalezy wystapienia takich rzeczywistych efektow, ktoérych mo-
del ten nie bedzie w stanie uwzgledni¢. W podobnym duchu wypowiadat sie zreszta Mises
wyrazajac swoje watpliwosci dotyczace mozliwosci opisu wzmocnienia plastycznego: ,,Die Vo-
raussetzung (...), daff die Spannung wihrend des Flieflens an der Elastizititsgrenze verharrt,
st ein bewufter Verzicht darauf, die wohlbekannte Erscheinung der « Verfestigungy mait der
Plastizitatstheorie zu erfassen. Da man vermuten mufs, daf$ die Verfestigung mit einer Aen-
derung des Gefiges zusammenhdangt, wird es wohl kaum maoglich sein, thr im Rahmen der
Kontinuititsmechanik gerecht zu werden.”! [67]. O ile mechanika continuum nie dostarcza
narzedzi pozwalajacych wyjasni¢ nature tego zjawiska, o tyle, jak wiadomo, istnieje obecnie
wiele modeli kontynualnych, ktore z dobra doktadnoscia opisuja zjawisko wzmocnienia. Nie
wydaje sie jednak uzasadnionym, aby sili¢ sie na uwzglednienie wszystkich a nawet zdecydowa-
nej wiekszosci poznanych zjawisk (np. poprzez stosowanie teorii niesymetrycznej sprezystosci
lub wykorzystanie silnie nieliniowych zwiazkoéw konstytutywnych uwzgledniajacych zjawiska
zar6wno sprezyste, plastyczne, lepkie i kruche), jesli miatoby sie to odbywaé kosztem przydat-
nosci przyjetego rozwigzania do celow praktycznych - ostatecznym potwierdzeniem wartosci
teoretycznych rozwazan w zakresie mechaniki jest ich zastosowanie w szerokiej praktyce in-
zynierskiej. Problemy szczegélnie odpowiedzialne i wymagajace wysokiej precyzji powinny
stanowi¢ przedmiot oddzielnej, szczegdlnie ukierunkowanej na dane zagadnienie analizy.

"'Warunek (...), aby naprezenie podczas plyniecia plastycznego pozostawalo na poziomie granicy sprezysto-
$ci, jest $wiadoma rezygnacja z uwzglednienia dobrze znanego w teorii plastycznosci zjawiska ,,wzmocnienia”.
Poniewaz nalezy przypuszczaé, ze wzmocnienie jest zwiazane ze zmiana struktury materialu, wydaje sie ono
raczej niemozliwe do uzasadnienia w ramach mechaniki continuum - tlum. autora
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2 Cel i teza rozprawy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wtasnej propozycji energetycznego warunku stanu
granicznego dla cial anizotropowych wykazujacych réznice wytrzymatosci przy rozciaganiu i
Sciskaniu. Praca ta ma by¢ rowniez proba opisu i poréwnania wezesniejszych energetycznych
hipotez wytezenia materialéw anizotropowych, ktére do tej pory - podtug wiedzy autora - nie
doczekaty sie podobnego zestawienia i analizy.

Teze niniejszej rozprawy doktorskiej sformutowaé¢ mozna w nastepujacej postaci:

wMoZliwe jest sformutowanie warunku stanu granicznego dla materiatow anizotropowych
o niesymetrycznym zakresie sprezystym w postaci pojedynczego réownania postaci

m®Pr + P + ... +1,P, =1, p <6, (2.1)

w ktorym lewq strone stanowi kombinacja gestosci energii sprezystych ®q(a = 1,2, ..., 1)
zwigzanych z energetycznie ortogonalnymi przestrzeniami stanow naprezenia, zas role wspot-
czynnikow kombinacyi petnig funkcje zaleine od aktualnego stanu naprezenia.”

3 Motywacja

Duza liczba najrézniejszych pod wzgledem tak tresci jak i formy hipotez wytezenia mate-
rialu, jaka zostata opublikowana w przeciagu kilku ostatnich dekad, powinna nasunac¢ pytanie
o sens formutowania kolejnej hipotezy, szczegdlnie w sytuacji, w ktorej zadna z poprzednich
propozycji nie zostata dotad definitywnie potwierdzona badz obalona na drodze konfronta-
¢ji z rezultatami doswiadczen. Mozna wskaza¢ zasadniczo dwa gtéwne powody, dla ktorych
podjeto probe stworzenia kolejnej alternatywy dla bardzo licznych dostepnych aktualnie pro-
pozycji warunku granicznego. Pierwszy z nich jest zapewne tozsamy z tym, ktéry naktonit R.
von Misesa do pracy badawczej, ktorej zwienczeniem byt jego wybitny artykut z 1928 roku
[67] - chodzi o wzrastajace zainteresowanie uczonych i specjalistycznych zaktadéow przemysto-
wych materiatami anizotropowymi, nawet mimo tego, ze ich zastosowanie w wielu galeziach
przemystu nadal nie jest powszechne. W czasie, gdy Mises publikowal swoja prace, wiekszo$é
eksperymentéw zdawala sie potwierdza¢ zaproponowany przez niego w artykule z 1913 roku
[66] warunek graniczny dla materialéw izotropowych, ktéry do pewnego stopnia antycypowat
w swojej pracy z 1904 roku M. T. Huber inspirowany zapewne dawniejszymi propozycjami Bel-
tramiego (1885 [8]). W krag zainteresowari Misesa wkroczyly bowiem materiaty, ktorych jego
poprzednia propozycja nie dotyczyta, cho¢ nie znajdowaty one powszechnego zastosowania w
typowych zagadnieniach technicznych. Chodzito bowiem o ciata krystaliczne (czy tez ujmujac
rzecz ogblniej - ciala anizotropowe), ktérych struktura i whasciwosciami mechanicznymi juz od
dhuzszego czasu zajmowala sie coraz wieksza liczba oséb (F. Mohs, W. H. Miller, A. Bravais,
W. Voigt - by wymieni¢ tylko tych najbardziej znanych). O tym, ze byla to tematyka stale
aktualna, $wiadczy spora liczba przytoczonych w [67] publikacji innych autoréw oraz wynikéw
eksperymentow przeprowadzonych na probkach monokrystalicznych ([104], [84], [31]). Warto
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wspomnie¢ takze, iz w tym samym czasie wytezeniem materiatéw anizotropowych zajmowat
sie W. Burzynski [16]. Dopiero pdzniej okazaé¢ sie mialo, iz te pozornie oderwane od kwe-
stii praktycznych rozwazania znalazty szerokie zastosowanie w opisie zachodzacych w wielu
procesach przemystowych deformacji materiatow poddanych uprzednio obrébce plastycznej,
ktora sama indukowata anizotropie wtasciwosci mechanicznych w pierwotnie izotropowym
materiale. Podobnie i w dzisiejszych czasach zaobserwowaé¢ mozna coraz wigksze zaintereso-
wanie i coraz szersze zastosowanie materialdow o wewnetrznej mikro- lub nanostrukturze o
niskiej nieraz symetrii, ktore wykazujg szereg wtasciwosci, ktérych dotychczas formutowane
kryteria stanu granicznego nie musiaty uwzglednia¢, jak np. asymetria zakresu sprezystego,
wplyw naprezenia hydrostatycznego, zaleznosé od kata Lodego itp. Najlepszymi przyktadami
moga by¢ tutaj najrozniejszych rodzajow materiaty kompozytowe, w ktorych niejednokrotnie
faza wtracona charakteryzuje sie zaplanowanym, uporzadkowanym rozktadem przestrzennym.

Drugim powodem bedacym bezposrednim bodZzcem do podjecia zadania sformulowania
nowego kryterium granicznego jest fakt, iz zdecydowana wiekszos¢ z zaproponowanych do-
tychczas warunkow stanu granicznego nie jest w stanie w zadowalajacy sposob uwzglednié
wszystkich sposréd wspomnianych powyzej zjawisk, jakimi charakteryzuja sie nowe mate-
rialy. Ponadto te, ktore sformutowane sg w sposob na tyle ogélny, iz opis tych specyficznych
cech materiatowych jest mozliwy, czesto nie sa w dostatecznie Scisty sposéb motywowane fi-
zycznie - tj. nie odwotujg sie Scidle do konkretnych zjawisk badz wielkosci fizycznych, ktore
podawalyby za przyczyne lub miarodajna wartos¢ wskazujaca na wystapienie stanu granicz-
nego. Sa raczej matematyczng aproksymacjg za pomocg funkcji o zatozonej postaci. Chodzi
tu przede wszystkim o grupe warunkow granicznych, ktére mozna by zaklasyfikowaé jako
,warunki postaci kwadratowego wielomianu tensorowego”. Nie da sie ukry¢, ze kwadratowe
funkcje naprezen znalazty ogromne zastosowanie w mechanice osrodkoéw ciggltych w charak-
terze potencjatu sprezystego, potencjatu plastycznego lub warunku stanu granicznego dla
materiatow izotropowych - wydaja sie¢ one by¢ tym bardziej uzasadnione, iz interpretowac je
mozna w kategoriach funkcji gestosci energii odksztalcenia (energetyczng interpretacje wa-
runku Maxwella-Huber-Misesa podal w 1924 H. Hencky [38] za$ energetyczng interpretacje
uogoblnionego warunku Misesa z 1928 roku podal w 1984 Rychlewski [87]). Wydaje sie jed-
nak, iz nie s to dostateczne powody by ograniczaé¢ klase funkcji, ktore uwazaé bedziemy za
potencjalnie mozliwe warunki graniczne, do funkcji kwadratowych, tym bardziej, ze zatozenie
z gory konkretnej formy matematycznej pocigga za sobg niekiedy nieprzewidywalne ogra-
niczenia co do mozliwosci opisu specyficznych wtasciwosci materiatu. Dobrym przyktadem
moze by¢ tutaj klasyczny warunek Maxwella-Hubera-Misesa, ktory nie nadaje sie do opisu
izotropowych materiatow o niesymetrycznym zakresie sprezystym, lub takich, ktore wykazuja
zaleznos¢ od naprezenia hydrostatycznego - natomiast dodanie cztonéw liniowych zwigzanych
z naprezeniem hydrostatycznym (ktére jednakowoz rujnuja jego $cisle energetyczna interpre-
tacje) umozliwia proste uwzglednienie tych zjawisk [16]. Kontynuujac to rozwazanie - dodanie
tych liniowych cztonéw, nie umozliwia znowuz $cistego opisu zaleznosci od kata Lodego. W
ten sposob tatwo wykazac, ze konieczne jest szersze spojrzenie na problem poszukiwania funk-
c¢ji zdatnych do wyznaczenia warunku granicznego dajacego wyniki zgodne z doswiadczeniem.

7 pragmatycznym podejsciem autoréw warunkoéw granicznych w typie prostych funkcji
kwadratowych $ciera sie koncepcja odmienna, intuicyjnie lepiej motywowana z fizycznego
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punktu widzenia, cho¢ wcigz daleka do $cistych wyprowadzen na podstawie solidnych podstaw
teoretycznych. Chodzi mianowicie o stosunkowo mato rozpowszechnione (pomijajac klasyczny
warunek Maxwella-Hubera-Misesa) tzw. ,energetyczne” hipotezy wytezenia materiatu, w kto-
rych za miare wytezenia przyjmuje sie pewne wielko$ci pochodne gestosciom energii odksztal-
cenia, zwigzanym z wybranymi stanami deformacji. Ich przydatnos¢ ilustruje powszechne sto-
sowanie kryterium Maxwella-Hubera-Misesa, czy tez stosunkowo szerokie spektrum réznych
klas powierzchni granicznych opisywanych hipotezami Burzynskiego [16] czy Schleichera [98].
Pierwsza probe rozszerzenia tej koncepcji na materiaty anizotropowe podjal w swej rozprawie
doktorskiej Burzynski juz w roku 1928, w tym samym czasie, gdy wtasne badania dotyczace
cial krystalicznych prowadzit Mises. Kolejne proby specyfikacji energetycznego kryterium gra-
nicznego dla materialéw anizotropowych byty dzietem W. Olszaka i W. Urbanowskiego ([71]
1956) zainspirowanych pracami I. I. Goldenblata ([33] [34] 1955). Dopiero jednak nowatorskie
podejscie do liniowych zwigzkow konstytutywnych od strony algebry liniowej, jakie zastosowat
J. Rychlewski [85] [86], umozliwito najogdlniejszy a zarazem prosty i precyzyjny opis mate-
matycznej struktury anizotropii sprezystej. Pozwolito to na sformutowanie bardziej Scistych i
klarownych w interpretacji kryteriow przez samego Rychlewskiego [87] oraz W. Olszaka i J.
Ostrowska-Maciejewska [72]. Jednakze wspomniane warunki graniczne, z uwagi na $cista ener-
getyczng interpretacje ktoéra w konsekwencji nie czyni réznicy miedzy np. stanami rozciggania
i Sciskania, w wiekszosci przypadkéw nie sa w stanie uwzglednié¢ zjawiska asymetrii zakresu
sprezystego - te zas, ktére maja taka mozliwosé, wykazuja inne niedcistoéci w sformutowaniu.

Najwazniejszymi wlasno$ciami, ktérych uwzglednienie w jednym warunku granicznym jest
celem pracy, sa: interpretacja fizyczna warunku granicznego oraz uwzglednienie zaréwno ani-
zotropii sprezystej jak i asymetrii zakresu sprezystego. Bezposrednia inspiracja dla wprowa-
dzenia wlasnej propozycji warunku granicznego byt sposob, w jaki Burzynski uogélnit hipoteze
swojego nauczyciela, M. T. Hubera, a ktory umozliwit, przy zachowaniu klarownej interpre-
tacji fizycznej, uwzglednienie w opisie materialéow o niesymetrycznym zakresie sprezystym
oraz tych, w ktérych wytezenie w rézny sposob zalezy od naprezenia hydrostatycznego [16].
Chodzi o koncepcje tzw. ,funkcji wptywu” wybranego stanu naprezenia na udziat odpowia-
dajacej mu energii odksztatcenia w catosciowej mierze wytezenia materiatu. Przedstawiona
w niniejszej pracy hipoteza jest analogicznym rozszerzeniem energetycznego warunku gra-
nicznego Rychlewskiego [87]. Nalezy sie spodziewaé, iz poszukiwane funkcje wpltywu, z uwagi
na ztozona strukture proceséw, do ktorych opisu maja stuzyé¢, posiada¢ beda skomplikowang
forme. Pomoca w jej przewidywaniu mogg by¢ numeryczne symulacje omawianych proceséw w
ramach dynamiki molekularnej oraz analiza wynikéw do$wiadczalnych przy réznych orienta-
cjach wewnetrznej struktury materiatu probek wzgledem przytozonego obcigzenia w réznych
stanach naprezenia. Te ostatnie moga takze stuzy¢ weryfikacji poprawnosci przyjetego modelu.
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4 Uklad i zakres pracy

Praca podzielona jest na trzy czesSci. Pierwsza z nich, obejmujaca rozdzialy od 1 do 6, ma
charakter wprowadzenia oraz przegladu literatury i traktuje ogdlnie o przedmiocie badan
oraz o stosowanych narzedziach analizy matematycznej. W szczegdlnosci, cze$é¢ pierwsza po-
Swiecona jest ogbélnemu opisowi wezesniejszych prob formutowania warunkéw granicznych dla
materialéow anizotropowych, omoéwieniu zjawisk fizycznych, ktérych uwzglednienie jest jed-
nym z celéw pracy (asymetria zakresu sprezystego, wplyw cisnienia, wplyw kata Lodego)
oraz przedstawieniu przyjetego kontynualnego modelu anizotropowego ciata liniowo sprezy-
stego oraz wynikajacych z jego specyfiki ogélnych wtasnosci tego modelu - uzupelnieniem tej
czesci pracy sa zataczniki A i B, w ktorych w bardziej szczegdtowy sposdb opisano stosowany
aparat matematyczny oraz scharakteryzowano symetrie liniowej sprezystosci.

Czes¢ druga pracy stanowi pogtebione studium nad energetycznymi hipotezami wytezenia
dla materialéw anizotropowych. Szczegodtowej analizie oraz poréwnaniu poddane sg najistot-
niejsze propozycje hipotez tego typu, jakie pojawity sie dotad w literaturze, mianowicie: hipo-
teza Burzynskiego (1928 r. [16]), propozycja potencjatu plastycznego w postaci pseudoenergii
odksztalcenia postaciowego Olszaka - Urbanowskiego (1956 r. [71]) oraz pdzniejsza propozy-
cja Olszaka i Ostrowskiej-Maciejewskiej (1985 r. [72]) skonfrontowane z koncepcja uogdlnienia
energii odksztatcenia postaciowego zaproponowana przez Misesa (1928 r. [67]) oraz koncep-
cja energetycznie ortogonalnych rozktadéw energii sprezystej Rychlewskiego (1984 r. [87]),
hipoteza Rychlewskiego (1984 r. [87]) oraz mozliwe uogdlnienia klasycznych energetycznych
hipotez wytezenia formulowanych dla materiatéow izotropowych.

Trzecia czes¢ pracy poswiecona jest przedstawieniu wlasnej propozycji kryterium stanu
granicznego autora. Przedstawiono w niej sformutowanie ogoélne hipotezy oraz poczynione
zalozenia zaopatrzone w stosowny komentarz. Zaproponowano ogdélny schemat specyfikacji
kryterium stanu granicznego. W dalszej czesci podjeto prébe uscislenia postaci omawianego
kryterium w zaleznosci od klasy symetrii cech sprezystych rozpatrywanego materiatu, przy
zalozeniu, ze rozktadem energii sprezystej stanowigcym podstawe sformutowania kryterium
jest rozktad gtéwny, zwigzany z rozkladem widmowym tensoréw sprezystosci. W sposdb bar-
dziej szczegdtowy omoOwione zostaly przypadki ptaskiego stanu naprezenia.

Praca zakonczona jest krotkim podsumowaniem, po ktérym znalez¢é mozna zataczniki po-
Swiecone wybranym elementom poruszanych zagadnien. W zataczniku A zebrano bardziej
szczegblowe informacje na temat przeksztatcen geometrycznych w przestrzeni fizycznej oraz
ich reprezentacjom w przestrzeni symetrycznych tensoréw drugiego rzedu. Zatacznik B jest
podsumowaniem wynikéw uzyskanych na drodze analizy widmowej tensorow sprezystosci dla
kolejnych klas symetrii. W obydwu zatacznikach zamieszczono pewne wtasne wyniki studiéw
nad danymi zagadnieniami. Prace zamyka spis oznaczen oraz wykaz cytowanych publikacji
uszeregowany alfabetycznie wedlug nazwisk autoréow.
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5 Przedmiot badan

5.1 Przyjety model materiatu

Bazujemy na gruncie klasycznych réwnan liniowej teorii sprezystosci. Zaktada sie, ze prze-
mieszczenia i odksztalcenia sa mate (liniowo$é geometryczna) oraz, ze konfiguracja aktualna
materiatu jest w przyblizeniu réwna konfiguracji poczatkowej, co prowadzi do rownowaznosci
opisu materialnego z opisem przestrzennym i umozliwia pominiecie réznic pomiedzy wiel-
kosciami opisujacymi wielkosci fizyczne stosowanymi w obydwu opisach - chodzi tu przede
wszystkim o tensor rzeczywistych naprezen Cauchy’ego oraz tensor nominalnych naprezen
Pioli-Kirchhoffa I rodzaju. Przyjmujemy zatem, iz rozpatrywanymi w zwiazkach konstytu-
tywnych wielkosciami sg tensor naprezen Cauchy’ego o oraz tensor matych odksztatcen e
bedacy symetryczng czescig gradientu przemieszczenia H = u ® V. Zaktadamy ponadto, iz
material jest hipersprezysty, tj. istnieje skalarna funkcja argumentu tensorowego W (o) zwana
potencjatem sprezystym, ktéra wigze ze soba naprezenia z odksztalceniami. Dla kazdego za-
gadnienia jest wiec spetniony ponizszy uktad réwnan:

V-o+pb=1 Tij,j Tpbi = U
EI%(H—FHT):%(U.@V-FV@U.) & gij = 5 (Ui T5) 4,5 =1,2,3
e=0,W 51’;‘:32;

(5.1)

gdzie p oznacza gestos¢ materiatu, u wektor przemieszczenia a b wektor sit masowych. Po-
nadto spelnione sa odpowiednie przemieszczeniowe warunki brzegowe na utwierdzonej (lub
poddanej wymuszeniu kinematycznemu) czesci brzegu I',,, naprezeniowe warunki brzegowe na
obcigzonej czesci brzegu I'y oraz warunek poczatkowy dla chwili ¢y okreslajacy poczatkowe
potozenie i rozktad predkosci punktow ciata.

Wigkszo$¢ rozwazan dotyczy zakresu sprezystego - miedzy innymi ze wzgledu na fakt, ze
sposrod wszystkich stanow, jakie zwykto przyjmowaé sie za graniczny, pierwszym jest gra-
nica proporcjonalnosci. Gléwnym powodem skupienia sie na tym wlasnie stanie granicznym
jest prostota i jednoznacznosé zwiazkéw konstytutywnych miedzy naprezeniem i odksztatce-
niem, co z kolei umozliwia tatwe wyrazenie gestosci energii odksztatcenia sprezystego, ktorej
miara bedzie wykorzystywana do opisu poziomu wytezenia materiatu. Kolejng przyczyna ta-
kiego podejscia do problemu jest fakt, iz (pomijajac wystepujacy w rzeczywistosci zakres
nieliniowej sprezystosci oraz zakres bardzo malych odksztatcen plastycznych) postepujaca po
zakresie liniowo sprezystym deformacja plastyczna nie pozostaje bez istotnego wptywu na ce-
chy mechaniczne materiatu, w tym na jego parametry konstytutywne (anizotropia wymuszona
procesami obrobki plastycznej), co znakomicie komplikuje opis zagadnienia. Przyjmujemy za-
tem, iz rozpatrywany material jest idealnie sprezysto-plastyczny (schematyzacja Prandtla -
patrz rys. 5.1), za$ rozwazanym stanem granicznym jest umowna granica proporcjonalnosci
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bedaca w tym przypadku réwna granicy plastycznodci.

8
‘ przebieg rzeczywisty

schematyzacja Prandtla

Rysunek 5.1: Por6éwnanie rzeczywistego przebiegu deformacji i schematyzacji Prandtla (mo-
delu idealnie sprezysto-plastycznego)

5.1.1 Zakres sprezysty

W zakresie sprezystym rozpatrywany jest klasyczny model ciagly materiatu liniowo hiper-
sprezystego (ciato Hooke’a - liniowosé fizykalna), w ktérym potencjal sprezysty zatozony jest
w postaci jednorodnej kwadratowej funkcji naprezen ®, danej formg kwadratowg wyrazong
przez tensor czwartego rzedu C:

1 1
¢ = 50’ -C.o= iCijklcrijcrkl (52)

(5.3)
Lllo-C-o+a(do-C-o0+0-C-do)+a*do-C-do],_,=(Co)-do

przy czym w ostatniej rownosci zatozono, ze do - C - o = o - C - do, co daje Cijiy = Chuj-
Stad otrzymujemy uogolnione prawo Hooke’a:

e=Co €ij = CijriOml
o =Se < Oij = SijrEm (5.4)
CoS=SoC=1 Cijmnsmnk:l = Sijmncmnkl = % (5ik6jl + 5il5jk)

gdzie I jest operatorem tozsamoSciowym na elementach przestrzeni symetrycznych tensorow
drugiego rzedu zzm Tensory sprezystosci C i S nazywamy odpowiednio tensorem podatnosci
i sztywnosci. O tensorach sprezystosci zaktadamy, iz sa dodatnio okreslone. W ogdlnosci maja
one 3* = 81 sktadowych, jednak z uwagi na symetrie tensoréw naprezenia i odksztalcenia oraz
z uwagi na zatozona wezesniej wtasnosé potencjatu sprezystego, sktadowe te nie sg niezalezne

i spetniaja warunki symetrii:

16



5.1 Przyjety model materiatu

Cijii = Cjitg = Cijie = Chuij

5.5
Sijkl = Sjikl = Sijik = Skiij (5:5)

co redukuje liczbe niezaleznych sktadowych tensoréw sprezystosci do 21. Potencjal sprezysty
® mozna wyrazi¢ zatem w postaci:

<I>:§cr-(C-o-):fe-(S-s):§a'-e (5.6)

i interpretowa¢ go mozna jako gesto$¢ pracy wykonanej przez naprezenia o na spowodowa-
nych przez nie odksztalceniach € czy tez jako gestos¢ energii odksztalcenia sprezystego.

5.1.2 Zakres deformacji plastycznych

Praca niniejsza nie stawia sobie za przedmiot rozwazan opisu plastycznej deformacji cial sta-
tych. Mozna to w obrazowy sposéb uja¢ stwierdzajac, iz krag zagadnien, ktérymi bedziemy
si¢ doktadnie zajmowaé, obejmuje jedynie stan graniczny wraz z calym poprzedzajacym go
zakresem, tj. obszarem, ktory jest dziedzing dla formulowania warunkéw wystapienia rozwa-
zanego stanu granicznego. Jest co najmniej kilka przyczyn takiego podejscia do omawianego
problemu. Po pierwsze, wyboér ktorejkolwiek sposrod rozlicznych, zazwyczaj réwnie warto-
sciowych propozycji dotyczacych modelowania deformacji plastycznej w zadnym stopniu nie
wplywa (przy zastosowanej schematyzacji zwiazkow konstytutywnych) na tok rozwazan doty-
czacych stanu poprzedzajacego wystapienie odksztatcen niesprezystych. Po drugie, po prze-
kroczeniu granicy sprezystosci pojawia si¢ szereg zjawisk, ktorych doktadny opis byt i nadal
jest przedmiotem odrebnych studiéw naukowcow specjalizujacych sie w tym obszarze mecha-
niki o$rodkéw odksztalcalnych - skupienie sie na jednym tylko modelu plastycznosci (wy-
branym przeciez w sposob arbitralny) nasuwa pytanie o powdd takiego wlasnie a nie innego
wyboru. Jest to tez kolejny powodd, dla ktérego zastosowano wspomniang juz schematyza-
cje Prandtla - model ciata idealnie sprezysto-plastycznego nie uwzgledniajacy wielu znanych
przeciez powszechnie zjawisk zachodzacych nawet w najprostszych przypadkach deformacji
plastycznej (np. wystepowanie gérnej i dolnej granicy plastycznosci czy zjawiska wzmocnienia
plastycznego itp.).

Z drugiej strony szeroko rozpowszechnione jest podejécie zaproponowane w 1928 roku przez
Misesa [67], ktore wiaze ze soba warunek stanu granicznego z wlasciwo$ciami mechanicznymi
ciala w stanie plastycznym i z samym przebiegiem deformacji plastycznej - chodzi oczywiscie
o tzw. stowarzyszone prawo ptyniecia plastycznego. Wiele sposrod stosowanych warunkow
stanu granicznego byto formulowanych zaré6wno jako warunek graniczny jak i jako potencjal
plastyczny. Bedac wiec $wiadomymi tej podwéjnej roli jaka moze (lecz nie musi) spelniaé
warunek plastycznosci, przyjmijmy dla ustalenia uwagi, iz w przyjetym modelu, w chwili
przejscia materiatu z stanu sprezystego w stan plastyczny, tj. gdy zostanie spelniony warunek
plastycznosci

f(o) = const. (5.7)
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dla przyrostéw odksztatcen plastycznych obowigzywaé zaczynaja konstytutywne zwigzki kla-
sycznej teorii ptyniecia plastycznego Lévy’ego-Misesa:

de? =d\ 0,V &  def; = d)\a—\ll 1,]=1,2,3 (5.8)
(9aij

gdzie d\ jest dodatnim wspotezynnikiem proporcjonalnosci zaleznym od historii deformac;ji,
za$ ¥ jest potencjatem plastycznym. W przypadku prawa ptyniecia stowarzyszonego z warun-
kiem plastycznosci przyjmujemy ¥ = f. Przyjecie modelu plastycznosci wg teorii Lévy’ego-
Misesa nie stuzy w obecnych rozwazaniach dokladnemu opisowi deformacji plastycznej, a
jedynie zwréceniu uwage na alternatywna role, jaka pelni¢ moze proponowany w niniejszej
pracy warunek stanu granicznego - wykorzystanie go w charakterze potencjatu plastycznego
okaze sie prowadzi¢ do interesujacych rezultatow.

5.2 Stan graniczny

Przystepujemy wreszcie do sprecyzowania gtownego przedmiotu analizy obecnego opracowa-
nia. Chodzi mianowicie o zdefiniowanie stanu granicznego, warunkom wystapienia ktorego,
poswiecona jest ta rozprawa. Z uwagi na przyjeta schematyzacje zwigzkow konstytutywnych,
przyjecie modelu idealnie sprezysto-plastycznego, oczywiste jest, iz rozpatrywanym stanem
granicznym jest stan przejscia materiatu ze stanu idealnie liniowo sprezystego do stanu ide-
alnie plastycznego - w przypadku jednoosiowego stanu naprezenia odpowiada to momentowi
osiggniecia przez naprezenie poziomu granicy plastycznosci, ktoéra przy naszym uproszczeniu,
jest dana jednoznacznie i tozsama jest z granica proporcjonalno$ci. Wiadomo jednak, iz w
rzeczywistym przebiegu prostej deformacji typowego sprezysto-plastycznego materiatu ciggli-
wego wyrdzni¢ mozna szereg punktéw charakterystycznych, wsrod ktorych do najwazniejszych
naleza:

e Granica proporcjonalnosci k' - dla materiatéw, ktére charakteryzuja sie wystepo-
waniem zakresu liniowo sprezystego jest to pierwszy ze stanéw granicznych, jaki mozna
okresli¢. Jest to maksymalne naprezenie, przy ktérym w dalszym ciagu obowiazuja jesz-
cze liniowe zwiazki konstytutywne (prawo Hooke’a) - po przekroczeniu jego wartosci,
materiat zaczyna zachowywaé sie nieliniowo, cho¢ w dalszym ciggu moze by¢ to zacho-
wanie sprezyste, przy ktérym nie wystepuja odksztalcenia trwate.

e Granica sprezystosci £° - maksymalne naprezenia, przy ktorym nie wystepuja jesz-
cze trwale odksztalcenia plastyczne badz wystepujace odksztatcenia trwate sg pomijal-
nie mate. W ogdlnoéci k¢ # k¥, a zatem po przekroczeniu granicy proporcjonalnosci
zwiazki konstytutywne nie sg juz liniowe, jakkolwiek sama deformacja nadal ma charak-
ter sprezysty (odwracalny). Najczesciej granica ta nie jest dana jednoznacznie z uwagi
na wystepowanie odksztatcen plastycznych na tyle matych, ze mozna je pominaé¢, lub
wprost nie dajacych sie zmierzy¢. Z tego wzgledu definiuje sie umowna granice sprezy-
stosci k¢, bedaca wartoscia naprezenia odpowiadajacego pewnej ustalonej dla danego
materiatu wielkosci odksztalcenia plastycznego ep réwnej np. g9 = 0, 05%.
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5.2 Stan graniczny

e Granica plastycznosci k” - mozliwa do jednoznacznego okreslenia jedynie w sytuacji,
gdy przejscie ze stanu sprezystego w stan plastyczny jest bardzo gwattowne, co nie-
czesto ma miejsce w rzeczywistosci. Jest to wartos¢ naprezenia, po osiagnieciu ktorej,
material w znaczniejszej mierze podlega deformacji plastycznej (trwaltej), w szczeg6lno-
sci zaczyna plynaé plastycznie (jesli taki proces zachodzi w materiale), tzn. wystepuje
gwaltowny przyrost odksztalcenia przy (w przypadku materiatléw bez wzmocnienia) nie-
wielkich zmianach wartosci naprezenia, lub wyraznie powolniejszym, niz ma to miejsce
w zakresie sprezystym, wzroscie (wzmocnienie) jego warto$ci wraz z postepujacym od-
ksztalceniem. Definiuje sie takze gérng i dolng granice plastycznosci kY i kPY, przy czym
definiowane sa one réznie - kPY definiowana jest badz jako pierwsze lokalne maksimum
przebiegu naprezenia, po ktérym nastepuje proces ptyniecia plastycznego badz jako naj-
wigksza warto$¢ naprezenia w trakcie tego procesu (czesto jest to ta sama wartosé); kP¥
definiowana bywa jako ostatnie przed wzmocnieniem minimum w przebiegu naprezen
podczas procesu ptyniecia, jako najmniejsza wartos¢ naprezenia w tym procesie lub jako
najmniejsza wartos¢ naprezenia podczas ptyniecia z pominieciem pierwszego minimum
po zainicjowaniu tego procesu. W przypadku materiatow silnie nieliniowych, lub takich
w ktoérych proces ptyniecia nie wystepuje lub jego poczatek jest bardzo niewyrazny
definiuje si¢ umowng granice plastycznosci k2 bedaca wartoscig naprezenia odpowiada-
jacego pewnej ustalonej dla danego materiatu wielkosci odksztatcenia plastycznego €q
réwnej np. g9 = 0, 2%.

e Naprezenie zrywajgce k* - maksymalna wartosé¢ rzeczywistego naprezenia, po prze-
kroczeniu ktorej material traci ciagtodé, tj. nastepuje jego zniszczenie (pekniecie).

Pod pojeciem stanu ,granicznego” zwykto sie rozumie¢ stan, po przekroczeniu ktorego ma-
terial istotnie zmienia niektore swoje wlasciwosci - moze to by¢ zaréwno zmiana korzystna,
jak i niekorzystna, przy czym zalezy to przede wszystkim od materiatu i jego zastosowania. W
praktyce projektowej przekroczenie stanu granicznego jest czesto uznawane za niekorzystne
lub z réznych wzgledéw niebezpieczne. W przypadku przekroczenia granicy proporcjonal-
nosci przestajg obowigzywaé¢ powszechnie stosowane w projektowaniu wzory, wyprowadzone
na podstawie prawa Hooke’a, zaktadajacego prosta, liniowg zaleznos¢ miedzy naprezeniem
i odksztalceniem. Jednakze réznice migdzy przewidywaniami modelu liniowego a rzeczywi-
stym zachowaniem materialu po przekroczeniu granicy proporcjonalnosci nie musza by¢ od
razu duze ani nawet wyraznie zauwazalne. Po osiggnieciu granicy plastycznosci gwattownie
przyrastajace odksztatcenia moga przekraczaé¢ dopuszczalne wartosci lub tez pojawiajaca sie
deformacja trwata moze spowodowaé redukcje wartosci uzytkowej konstrukeji (elementu) na-
wet do zera. 7 drugiej strony dopuszcza sie deformacje plastyczna np. niektorych elementéw
stalowych i zwiazana z nimi redystrybucje sit przekrojowych, uznajac, iz konstrukcja w dal-
szym ciagu znajduje sie¢ w stanie bezpiecznym. Ponadto w przemystowych procesach obrobki
plastycznej osiagniecie granicy plastycznosci jest naturalnie pozadane i to w mozliwie naj-
bardziej ekonomiczny sposéb. Osiagniecie zas poziomu naprezenia zrywajacego uznaje sie za
stan graniczny z oczywistych wzgledow.

Wida¢ wiec, iz to, co rozumiemy pod pojeciem stanu granicznego, silnie zalezy od naszych
potrzeb, specyfiki zagadnienia ktorym sie zajmujemy i wreszcie od samego materiatu. Duza

czes¢ ze wspomnianych juz uprzednio propozycji warunkéw granicznych powstawala przy
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zatozeniu analogicznym do poczynionego przez nas, tj. przyjeciu modelu idealnie sprezysto-
plastycznego. Z tego tez powodu warunki te utozsamiane byty najczesciej z warunkiem osiag-
gniecia stanu granicznego plastycznosci. Z drugiej strony, czes¢ z tych warunkéw oparta jest
o hipotezy granicznych wartosci gestos$ci energii odksztalcenia, przy czym wyrazenia ma-
tematyczne bedace miara tej gestosci wyprowadzane sa przy zatozeniu liniowych zwiazkdw
konstytutywnych - stad nalezy wnioskowa¢, iz jedynym stanem granicznym, ktéry hipotezy te
opisuja w sposob Scisly, jest stan graniczny proporcjonalnosci (stosowalnosci prawa Hooke’a).
Wydaje sie jednak, iz formalizm matematyczny tych warunkéw, w oderwaniu od jego inter-
pretacji fizycznej, nadawaé si¢ moze do opisywania takze i innych stanéw granicznych, przede
wszystkim granicy plastycznosci.

Podsumowujac te rozwazania nalezy stwierdzié, iz stanem granicznym rozwazanym w ni-
niejszej pracy jest stan granicy proporcjonalnosci - dotyczy to przede wszystkim energetycz-
nych hipotez wytezenia materiatu. Jego definicja jest niezalezna od pewnych arbitralnych
ustalen dotyczacych np. wielkosci trwatego odksztatcenia plastycznego, co pozwala na jedno-
znaczna interpretacje omawianych warunkow, inaczej niz ma to miejsce w przypadku granicy
plastycznoéci. Tozsamosé granicy proporcjonalnodci i granicy plastycznosci w modelu idealnie
sprezysto-plastycznym jest jednym z powodéw zastosowania tej schematyzacji.

6 Wybrane aspekty przedmiotu badan - przeglad lite-
ratury

6.1 Anizotropia wlasciwosci mechanicznych - matematyczna struk-
tura anizotropii liniowo-sprezystej

Jak wspomniano juz wczesniej, podstawowa wlasciwosciag ciat stalych, ktorej uwzglednienie
w sformutowaniu warunku granicznego przyswiecato pisaniu niniejszego opracowania, jest za-
leznosé ich cech fizycznych (tutaj w szczeg6lnosci mechanicznych) od kierunku ich badania
- ogot tych zjawisk okresla sie mianem anizotropii badanych cech. Jest to wtasciwos$¢ cha-
rakterystyczna dla cial o uporzadkowanej przestrzennej budowie, takich jak monokrysztaty,
kompozyty czy materiaty o sterowanej symetrii (planowanej strukturze wewnetrznej). Mate-
rialy tego typu, cho¢ coraz czesciej stosowane w réznych obszarach techniki, w dalszym ciggu
nie sa w powszechnym uzyciu - podstawowa trudnoscia jest tutaj skomplikowany i kosztowny
proces ich otrzymywania, relatywnie wysoki w stosunku do spodziewanych korzysci jakie pty-
netyby z ich wykorzystania. Kolejnym problemem jest trudnos$é opisu zachowania materiatow
wykazujacych niska symetrie.

Nie nalezy jednak przypuszczaé, iz materiaty anizotropowe sa rzadkim przypadkiem w
praktyce przemystowej. Swiadomym tego byl juz w 1928 roku Burzynski, gdy z godna uwagi
intuicjg pisal: ,,Nasuwa sie pytanie czy i jak uwzglednia dotychczasowa forma wplywy nieunik-
nionej czesto roznokierunkowosci materjatu? Poréwnanie wyrazen na ®, 1 5 dla cial rézno-
i rownokierunkowych (...) wskazuje na wybitng réznice jedynie w wyraZeniach na ®¢. Nalezy
zatem przypuszczal, Ze i w omawianej hipotezie [wytezenia materiatu] analogiczng zmiang
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must sie vwydatnic owa nieuchwytna nieréwnokierunkowosc. Uzycie stowa «nieuchwytnay
ma swoje glebsze podstawy (...) Zadanie (...) obecnie omawiane polega na uchwyceniu wply-
wow roznokierunkowos$ci nieznaczne), dajgcej sie trudno stwierdzi¢ iloSciowo - jednakze do
pewnego stopnia widocznej jakosciowo” [16]. W zdaniu tym Burzynski zdaje sie dawaé wyraz
praktycznemu, inzynierskiemu podejsciu, ktore przyjmuje za punkt wyjsécia Swiadomosé ,nie-
unikniones” niedoskonalosci stosowanych materiatow, ktére jako efekt przemystowej obrébki
czy tez wlasciwosci mechanicznych samego materiatu odbiegaja ,nieznacznie” od wyideali-
zowanego modelu ciata izotropowego. Odstepstwo to jest tym bardziej ,nieuchwytne”, iz w
ogromnym stopniu zalezy od natury i przebiegu omawianych proceséw a takze od samego
materialu i elementu z niego wykonanego - w wielu przypadkach sztucznie indukowana ani-
zotropia jest wrecz pomijalna. Z drugiej strony, nawet tak niewielka zmiana w strukturze
moze w okreslonych warunkach prowadzi¢ do zjawisk ,jakoSciowo” widocznie odmiennych,
niz ma to miejsce w przypadku ciat izotropowych. W podobnym tonie wyrazal sie dwie de-
kady pézniej Hill piszac: , With increasing strain, however, a preferred orientation of crystal
planes and directions gradually develops, and the individual crystals become elongated to form
a characteristic fibrous texture in the direction of the most severe tensile strain. In this way
an originally isotropic metal becomes anisotropic in respect of many physical properties. It
is well known that the fibre texture produced in the technological forming processes, rolling,
drawing, and extrusion, is sometimes the cause of undesirable properties in the final product
(...) Preferred orientation is not the only cause of anisotropic plastic properties: laminar in-
clusions and cavities occasionally produce similar effects. Residual or internal stresses are
another cause (...) Anisotropy, then, is not to be considered a phenomenon of rather rare
occurence. It is difficult to avoid in metal working and is invariably developed by any severe
strain. Whenever it is present the theories of plastic flow for isotropic metals are only valid
to a first approximation. This approximation is good enough for many purposes, but there are
also many phenomena for which these theories fail to account’ [40], ,[this approximation]
becomes less good as the deformation continues’® [41]. Zgadzajac sie z tymi opiniami, mozna
stwierdzi¢, ze uwzglednienie anizotropii zwiazkéw fizycznych w wykorzystywanych modelach
matematycznych - w szczegdlnosci w zagadnieniach wyznaczania kryteriéw stanu granicznego
- jest jednym z podstawowych celéw, jaki przyswieca¢ powinien badaniom nad opisem defor-
macji cial odksztatcalnych.

Matematyczny opis liniowych zwiazkéw konstytutywnych (w zakresie sprezystym) dla ciat

2Jednakze wraz z postepujacym odksztalceniem, stopniowo wyksztalcaja sie preferowane orientacje plasz-
czyzn krystalograficznych oraz kierunkéw, a pojedyncze krysztaly ulegaja wydluzeniu tworzac charaktery-
styczna wioknista teksture w kierunku najwiekszego odksztalcenia rozciagajacego. W ten sposéb pierwotnie
izotropowy metal staje si¢ anizotropowy pod wzgledem wielu wladciwosci fizycznych. Powszechnie wiadomo,
ze tekstura wiékien, wytwarzana w technologicznych procesach ksztaltowania takich jak walcowanie, ciggnie-
nie czy wyciskanie, jest niekiedy przyczyna niepozadanych wlasciwosci koncowego produktu. (...) Preferowana
orientacja nie jest jedyna przyczyna anizotropowych wlasciwosci plastycznych: wtracenia warstwowe oraz
pustki sporadycznie daja podobny efekt. Naprezenia resztkowe lub wewnetrzne sg kolejng przyczyna. (...)
Anizotropia zatem nie powinna by¢ uwazana za zjawisko wystepujace raczej rzadko. Trudno uniknaé jej w
obrébce metali i nieodmiennie wyksztalca sie ona przy kazdym znacznym odksztalceniu. Kazdorazowo, gdy
anizotropia jest obecna, teorie ptyniecia plastycznego dla metali izotropowych stuzyé moga jedynie za wstepna
aproksymacje. Przyblizenie to jest dostatecznie dobre dla wielu zastosowan, lecz istnieje takze wiele zjawisk,
ktorych teorie te nie moga uwzglednié. - ttum. autora

3[Przyblizenie to] w miare postepujacej deformacji, staje sie coraz gorsze. - thum. autora
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anizotropowych w ramach mechaniki osrodkow cigglych od czasow powszechnie uznanej pu-
blikacji Voigta [112] wydawal sie by¢ nieco zapomniana gatezia tej dziedziny fizyki ustepujaca
miejsca rozwijajacym sie gwaltownie w tym czasie badaniom nad deformacjami plastycznymi.
Zdawaé sie mogto, iz niewiele wiecej da sie powiedzie¢ o, co by nie méwic, prostym w swej
strukturze matematycznej prawie Hooke’a (5.4). Pod koniec XX wieku J. Rychlewski zainte-
resowal si¢ mozliwoscig opisu liniowych zwiazkéw prawa Hooke’a z punktu widzenia algebry
liniowej, tj. poprzez analize wartosci i stanéw wtasnych (analize widmowa) tensoréw spre-
zystosci czwartego rzedu, ktére interpretowane by¢ moga jako pewne operatory liniowe na
przestrzeni symetrycznych tensoréw drugiego rzedu Zim Podejscie to w czasach gwattow-
nego rozwoju algebry abstrakcyjnej przede wszystkim w XIX wieku, zdawaé¢ by sie moglo
zupetnie naturalnym, niemal koniecznym, a jednak zaledwie pojedynczy autorzy poswiecili
mu wiecej uwagi, zas rezultaty ich badan pozostaly niezauwazone przez ogot srodowiska na-
ukowego. Tak stato sie z pionierskimi pracami W. Thompsona (lorda Kelvin) z 1856 roku [53]
a takze np. z p6Zniejszymi pracami K. S. Aleksandrowa [1], P. Angles d’Auriac [2] czy A. C.
Pipkina [79]. Dopiero w 1984 roku, podejscie to doczekalto sie systematycznej analizy w pracy
Rychlewskiego [86], ktorej najwazniejsze elementy zasygnalizowane byly juz rok wezedniej w
lokalnej publikacji o niewielkim naktadzie [85].

6.1.1 Przestrzen liniowa .7

U podstaw omoéwionego ponizej sposobu matematycznego opisu anizotropii sprezystej lezy
spostrzezenie, iz przestrzen symetrycznych tensoréw drugiego rzedu jest przestrzenig liniows.
W tym sensie dziatanie tensoréw sztywnosci S i podatnosci C, ktore sa tensorami czwartego
rzedu charakteryzujacymi sie specyficznymi symetriami (5.5) - tensory o takich symetriach
nazywa sie niekiedy tensorami Hooke’a - jest tozsame z dziataniem operatora liniowego od-
wzorowujacego wzajemnie jednoznacznie przestrzen ‘sz na sama siebie (operatora automor-
ficznego), przy zatozeniu, ze zaréwno przestrzen tensoréw odksztaltcenia, jak i przestrzen ten-
soréw naprezenia sa przestrzeniami bezwymiarowymi. W tym celu stany naprezenia winny
by¢ odniesione do wielkosci pewnego naprezenia porownawczego - przyktadowo 1 Pa. Jesli
ponadto zwrécimy uwage na fakt, ze w dziewigciowymiarowych obiektach, jakimi sg tensory
drugiego rzedu, z uwagi na ich symetrie tylko 6 sktadowych jest niezaleznych, to przestrzen
zzm utozsamiana by¢ moze z pewna szesciowymiarowsg przestrzenia wektorowa, w ktorej ten-
sory naprezenia o i odksztalcenia e reprezentowane sa wektorami kolumnowymi, zas tensory
C i S symetrycznymi macierzami kwadratowymi 6 x 6, bedacymi reprezentacjami macierzo-
wymi wspomnianych automorfizméw. Baze kanoniczng w przestrzeni tej stanowi uktad diad

wersoréw rownolegtych do osi przyjetego uktadu wspétrzednych (eq, es, €3):
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W bazie tej, dowolny stan naprezenia i dowolny stan odksztatcenia zapisa¢ mozna w postaci:
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Dowolny operator liniowy A w przestrzeni Tszm, bedacy tensorem czwartego rzedu o syme-

triach wewnetrznych (5.5), reprezentowany jest przez macierz:

A Az Anss V2Ais V2Aus V24
Aszs Asozs V2Asmms V2Ases1 V2A10
A Aszss V2As33 V2As3 V2As310 (6.2)
240303 2Aa331  2As319
sym 243131 2A3112
I 2A1212

Nalezy zwréci¢ uwage w tym miejscu, iz notacja powyzsza jest rozna od stosowanej czesto
(przede wszystkim w obliczeniach numerycznych) tzw. notacji Voigta, ktéra nie uwzglednia
dodatkowych wspotczynnikow liczbowych przy sktadowych zwigzanych z diadami mieszanymi.
Wspotezynniki te umozliwiaja konsekwentne prowadzenie rachunkéw w uproszczonej notacji
z jednoczesnym uwzglednieniem faktu, iz wymiary zwigzane z diadami mieszanymi - z uwagi
na symetrie tensorow naprezenia i odksztalcenia - liczone powinny by¢ podwodjnie.

Przeksztalcenia geometryczne w &2 na obiektach nalezacych do przestrzeni .72, oraz ich

sym
reprezentacje w przestrzeni ﬂszm omoéwione sg doktadniej w zataczniku A.
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6.1.2 Symetrie liniowej sprezystosci

Klasy symetrii liniowej sprezystosci nie sa tozsame z rzeczywistymi symetriami krystalogra-
ficznymi - dla kazdej symetrii sprezystej istnieje odpowiadajacy jej uktad krystalograficzny,
jednakze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Przyktadowo, zgodnie z twierdzeniem
Hermanna-Germana [39] [32] tensory sprezystosci, bedace tensorami 4 rzedu, w przypadku,
gdy w ich grupie symetrii znajduje si¢ cykliczna podgrupa obrotow rzedu wiekszego niz 4 mu-
szg by¢ tensorami osiowo symetrycznymi - material charakteryzujacy sie sze$ciokrotng osig
symetrii jest wiec z punktu widzenia liniowych zwigzkow konstytutywnych prawa Hooke’a
tozsamy z materiatem o symetrii cylindryczne;j.

Wyrdzniamy osiem klas symetrii sprezystych [20]. W podanym ponizej zestawieniu wska-
zano na najbardziej charakterystyczne elementy odpowiednich grup symetrii, przy czym nie
wszystkie sa niezalezne:

e Pelna anizotropia (uktad tr6jskosny)
ﬁam’ = {17 _1}

e Symetria monokliniczna (uktad jednoskosny)
ﬁmon = {17 -1, Ie1}

e Ortotropia (uktad rombowy)
ﬁort:{17_1aIek7Rtleioo} k:17273

e Symetria trygonalna (ukltad trygonalny)
ﬁtm‘ = {]—7 _17 Ie27 Ré?OO}

e Symetria tetragonalna (uktad tetragonalny)
O = {1,-1,L,RE” RO} k=1,2,3

e Symetria cylindryczna
O = {1,-1,1, I, RE, REL  n L, g€ 0,27]

(S

e Symetria kubiczna (uktad regularny)
ﬁcub = {1) _17 Iem Rzgoa Régg:} €oct = %[]—) 17 1]7 k= ]-7 2) 3
e [zotropia
ﬁiso — ﬁ(?))
Charakterystyka kazdej z wyzej wymienionych symetrii sprezystych przedstawiona jest w za-
taczniku B. Szczegdlowa analiz¢ mozna znalezé m.in. w [86] [10] [58].

6.1.3 Analiza widmowa symetrycznych tensoréw czwartego rzedu

Podstawa omawianego kryterium stanu granicznego dla cial anizotropowych jest twierdzenie
o rozktadzie spektralnym symetrycznych tensorow czwartego rzedu, w szczegdlnosci tenso-
row sztywnosci S i podatnosci C a takze tensora stanu granicznego H. Jest to twierdzenie
analogiczne do znanych z algebry twierdzen o wartosciach i wektorach wlasnych operatorow
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liniowych, czy tez ich macierzowych reprezentacji. W celu unikniecia niejednoznacznosci wek-
tory wtasne operatoréw liniowych na ﬂszm bedziemy nazywac stanami wlasnymi. Uzywajac
zatem terminu wektor wlasny z reguly bedziemy mieli na mysli tensor rzedu 1 (wlasnie wek-
tor, w najczestszym tego stowa rozumieniu), element euklidesowej przestrzeni wektorowej &3,
za$ mowigc stan wlasny bedziemy mieli na mysli symetryczny tensor rzedu 2, element prze-
strzeni ., .
Interpretacja fizyczna standéw wlasnych tensoréw sztywnosci i podatnosci moze by¢é dwo-
jaka. Po pierwsze, poszukujac ekstremum lokalnego funkcji zmiennej tensorowej (np. stanu
odksztalcenia), ktérej wartosé jest rowna gestosci energii odksztalcenia sprezystego

1 1
@zﬁa-ezis-s-s (6.3)

przy zaltozeniu stalej (np. jednostkowej) normy stanu odksztalcenia |e| = 1 (ekstremum wa-
runkowe), otrzymujemy

O:e-S-e—ANe-e—-1]=0 <« S-e=)e (6.4)

Wida¢ zatem, iz stanami wlasnymi tensora sztywnosci S sa te stany odksztatcenia, dla kto-
rych, sposréd wszystkich standow o tej samej normie, energia sprezysta osigga wartosé stacjo-
narna. Stan odksztalcenia € spetniajacy (6.4) nazywaé bedziemy sprezystym stanem wtasnym,
za$ odpowiadajaca mu wartos¢ wlasna A, zgodnie z sugestia Rychlewskiego [90], nazywaé be-
dziemy modutem (sztywnosci) Kelvina, na czesé lorda Kelvin, ktéry jako pierwszy postuzylt
sie analogicznymi wielkoSciami w wyrazeniu na energie sprezysta [53]. Dodatnia okreslonosé
tensoréw sprezystosci skutkuje dodatnioscig modutow Kelvina - sg to jedyne ograniczenia na
liniowe zwigzki konstytutywne prawa Hooke’a wynikajace z zasad termodynamiki.

Wiadomo, ze dla symetrycznego operatora liniowego na przestrzeni n-wymiarowej istnieje
doktadnie n wzajemnie ortogonalnych kierunkéw wektoréw wtasnych odpowiadajacych n rze-
czywistym wartosciom wtasnym. O ile tylko wartosci wlasne sa istotnie rézne, kierunki wtasne
dane sg jednoznacznie - w przeciwnym wypadku wielokrotnym warto$ciom wtasnym odpowia-
daja wielowymiarowe podprzestrzenie wektorow witasnych, przy czym ich wymiar jest réwny
krotnosci odpowiadajacej wartosci wtasnej jako pierwiastka réwnania wiekowego. W bazie
stanow wtasnych reprezentacja macierzowa tensora sztywnosci w przestrzeni fszm ma postac
diagonalna. Poniewaz, zgodnie z (5.4),

CoS=SoC-=1,

gdzie T jest operatorem tozsamo$ciowym w .72, . dla kazdego stanu wlasnego S mozemy

sym)
napisac:
w=l-w=(CoS) w=C:-(S-w)=)\C-w (6.5)
skad:
1
C-w= N (6.6)
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a zatem tensory sztywnosci i podatnosci maja takie same stany wtasne a odpowiadajace im
wartosci wlasne sa swoimi odwrotnosciami. Rychlewski podat i udowodnit nastepujace twier-
dzenie [86]

Twierdzenie o rozkladzie spektralnym

Dla kazdego materiatu sprezystego, zdefiniowanego przez swoj tensor podatnosci C lub
sztywnosci S, istnieje dokladnie jeden ortogonalny rozktad przestrzeni symetrycznych tensorow
drugiego rzedu T2

sym:

Ti =P d.6P, p<6

sym

(6.7)
Dol Ps dla a#pB a,f=12,...,p
i dokladnie jeden zbidr parami réznych stalych (modutéw Kelvina)
ALy ooy Ap,s Ao #Ag dla o # 8 (6.8)
taki, Ze dla dowolnego stanu naprezenia o i dowolnego stanu odksztalcenia €
c=01+0y+..+0, o, €,
€=¢€1+ +e2.. + &, Eq € P, (6.9)
zas tensory sprezystosci C @ S
S - )\1P1 + )\QPQ + ...+ )\pPp,
(6.10)

C=3Pi+;5Pat..+ P,

gdzie P, sg ortogonalnymi projektorami rzutujacymi elementy ﬂszm na parami ortogonalne
podprzestrzenie wlasne tensoréw sprezystosci A,

Pa-w:{o & wi P (6.11)

W
weTs w & we P,

sym

Projektory ortogonalne przyporzadkowuja kazdemu stanowi naprezenia i odksztatcenia ich
sktadowa z odpowiedniej podprzestrzeni wlasnej z rozktadu (6.9):

P, -oc=0,€ 2,

P, -e=¢,€ 2%, (6.12)

W przypadku podprzestrzeni jednowymiarowych projektor ortogonalny na te podprzestrzen
mozna przedstawic¢ jako diade unormowanych stanéw wtasnych odpowiadajacych tej podprze-
strzeni:

P, - o=0,=(ws 0) w,=(wyQ@w,) o (6.13)
P
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Projektory ortogonalne dane sa jednoznacznie, cho¢ w przypadku projektoréw na podprze-
strzenie wielowymiarowe mozna je wyrazi¢ na nieskonczenie wiele sposobow, w zaleznosci od
wyboru bazy w tej podprzestrzeni:

dim 2.,
P,= ) (wl®wl), (niesumowaé wzgledema) (6.14)

m=1
gdzie W (m = 1,2, ...,dim &,) sa dowolnymi parami ortogonalnymi unormowanymi stanami
wlasnymi nalezacymi do podprzestrzeni wlasnej &,. W szczegdlnosei, rozktad (6.10) mozna
zapisa¢ w postaci:

S=MNw;@w;)+ Ar(wir @wir) + ... + Avr(wyr @ wyy),
(6.15)
C= /\%(wl ®wr) + ,\%I(wn Qwir) + ... + %W(ww ® wyr),

w ktorej w przypadku wystepowania wielowymiarowych podprzestrzeni wtasnych, niektére z
Ak sa sobie réwne. Z (6.10) wobec zaleznosci

PaoPﬁ:{ga : Zig (6.16)

7 zaleznodci
CoS=SoC-=1
wynika réwnosé

Pi+Py+..+P,=1, (6.17)

co jest konsekwencjg zaleznosci faktu, ze ,sz jest suma prosta podprzestrzeni wtasnych
tensoréw sprezystosci, tj.

T2 =P D..® P,

sym

Biorac pod uwage (6.14), dokonujac zwezenia po pierwszej i drugiej parze wskaznikow, otrzy-
mujemy zaleznosé

[tr(wp)]® + [tr(w)]? + ... + [tr(wy)]? = 1 (6.18)

gdzie wy (K =1,...,V 1) sa dowolnymi wzajemnie ortogonalnymi stanami wtasnymi tensoréw
sprezystosci. Kolejna istotna cecha stanéw wihasnych jest fakt, ze pozostaja niezmiennicze (z
doktadnoscia do znaku) wzgledem grupy przeksztatcen ortogonalnych, nalezacych do grupy
symetrii rozpatrywanych tensorow sprezystosci. Dla dowolnego takiego przeksztatcenia Q

Qe ﬁqs =QxC=C. (619)
Biorac pod uwage rozktad (6.15) warunek powyzszy musi dotyczy¢ kazdej z diad

Q*(wkRwg)=(Q-w-QNe(Q w- Q") =wk Qwxk (6.20)

co daje ostatecznie
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Q*w=tw. (6.21)

Rozpatrywanie uogdlnionego prawa Hooke’a (5.4) w bazie stanéw wlasnych tensoréw spre-
zystosci prowadzi do szeregu interesujacych rezultatow:

e Rozprzezenie réwnan konstytutywnych
Uogolnione prawo Hooke’a, jako uktad szesciu réwnan algebraicznych, w sytuacji, gdy
macierz wspotezynnikow tego uktadu poprzez odpowiedni dobér niewiadomych (rzutéw
na kierunki stanéw wlasnych) sprowadzona jest do postaci diagonalnej, ulega rozprze-
zeniu w zbior sze$ciu niezaleznych réwnan - kazde z nich jest prosta proporcja miedzy
odpowiadajgcymi sobie stanami wlasnymi tensorow sprezystosci:

ox = xex, K=I11II,.. VI (6.22)

¢ Energetyczna ortogonalnos$¢ stanéw wlasnych Konsekwencja Scistej proporcjonal-
nosci miedzy odpowiadajacymi sobie stanami naprezenia i odksztalcenia na kierunkach
stanow wtasnych tensorow sprezystosci oraz ortogonalnosci stanéw nalezacych do r6z-
nych podprzestrzeni wtasnej jest ich energetyczna niezaleznos¢:

1 1 o
a#fpf = E(JQ,EB)ZQGQ-&:B:QJQ-C-o'g:|U2|)|\:.ﬁ|wa-wgzo (6.23)
Sap

A zatem praca L stanu naprezenia nalezacego do jednej podprzestrzeni wtasnej na sta-
nie odksztalcenia nalezacym do innej podprzestrzeni wtasnej jest réwna 0. Poniewaz
iloczyn skalarny w przestrzeni liniowej moze by¢ zdefiniowany w dowolny sposéb, jesli
tylko spetnione sg aksjomaty iloczynu skalarnego (biliniowos$¢, symetria, brak degenera-
cji, dodatnia okreslonos¢), Rychlewski wykorzystal tensor podatnosci w alternatywnej
definicji iloczynu skalarnego w fzzm [87], zwanego energetycznym iloczynem skalarnym
oraz w definicji energetycznej ortogonalnodci:

aef=0Fea=a-C-8
‘ (6.24)
alB & aef3=0

Stany wlasne tensoréw sprezystosci sa zatem zaréwno ortogonalne, jak i energetycznie
ortogonalne.

e Rozkltad gléwny energii sprezystej Energetyczna ortogonalnosé¢ stanéw wtasnych
sprawia, ze gesto$¢ energii odksztalcenia sprezystego

1 1
<I>(a'):§a-€:§a'-c-0' (6.25)
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bedaca formg kwadratowa stanu naprezenia, staje sie addytywna funkcja swego argu-
mentu, jesli wyrazona jest w bazie standéw wtasnych:

o |‘7'oc|2

B(o) =+t By D, = 0(,) = T

6.1.4 Niezmienniki tensoréw sprezystosci - indeksy strukturalne

W ogdélnosci trojwymiarowe tensory czwartego rzedu majg 3* = 81 sktadowych. Z uwagi na
warunki symetrii (5.5) liczba ta w przypadku tensoréw sprezystosci redukuje sie do 21. Te 21
wielkosci Rychlewski podzielit na 3 grupy [86]:

e Moduly sztywnosci - moduty Kelvina, wartosci wtasne tensora sztywnosci a zara-
zem odwrotnosci wartosci wtasnych tensora podatnosci, niezmienniki obydwu tensoréow.
Tylko one stanowia w istocie to, co zwykto okresla¢ si¢ mianem ,statych sprezystych”, tj.
wspotezynnikéw proporcjonalnosci miedzy odpowiadajacymi sobie wybranymi stanami
naprezenia i odksztatcenia. Poniewaz przestrzen symetrycznych tensoréow drugiego rzedu
jest szesciowymiarowa, stad moze istnie¢ najwyzej 6 istotnie roznych modutéow Kelvina.

e Dystrybutory sztywnos$ci - niezmiennicze funkcje stanéw wtasnych niewrazliwe na
zmiane ich znaku - okreslaja postaé stanu odksztalcenia (naprezenia) bedacego odpo-
wiedzia na zadany stan naprezenia (odksztalcenia) dla materiatu o zadanej symetrii.
W ogoélnosci do opisania jednego stanu wtasnego potrzeba podac¢ 6 jego sktadowych -
poniewaz stanéw wtlasnych jest - z uwagi na wymiar Z,Zm - maksymalnie 6, daje to
36 parametrow. Wystarczy poda¢ jednak kierunki stanow wtasnych, tj. mozna rozpa-
trywac stany unormowane - daje to 6 warunkéw unormowania. Ponadto stany wtasne

sa parami wzajemnie ortogonalne co daje = 15 warunkéw ortogonalnosci. Daje

6
2
to 15 niezaleznych parametréow. Trzy sposrod nich stuzg jedynie orientacji materiatu w
ustalonym uktadzie wspotrzednych i nie sa niezmiennikami. Ostatecznie maksymalng

liczba dystrybutoréow sztywnosci jest 12.

e Parametry orientujgce material w uktadzie wspoélrzednych - trzy parametry po-
zwalajace jednoznacznie okresli¢ orientacje probki w przyjetym uktadzie wspotrzednych,
co ostatecznie umozliwia podanie postaci stanow wtasnych i w konsekwencji projektoréw
ortogonalnych i catego tensora sprezystosci. Moga to by¢ np. katy Eulera lub sktadowe
trzech wzajemnie ortogonalnych unormowanych wektorow.

Celem charakterystyki réznych klas symetrii pod wzgledem postaci ich rozktadu spektral-
nego Rychlewski wprowadzil dwa oznaczenia zwane indeksami strukturalnymi [86]:
e Pierwszy indeks strukturalny:
(+e+t..+q), p<6
G tq+..+q,=56
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gdzie ¢; (1 = 1,2, ..., p) to wymiar i-tej podprzestrzeni wtasnej, krotnos$¢ i-tego modutu
Kelvina jako pierwiastka réwnania charakterystycznego dla tensora sprezystosci.

e Drugi indeks strukturalny:
[p+6+al,

gdzie

p - liczba istotnie r6znych modutéw Kelvina (p < 6)

J - liczba dystrybutoréw sztywnosci (6 < 12)

« - liczba parametréw (np. katéw Eulera) wymaganych do jednoznacznego zorientowania
probki w laboratorium (o < 3)

Nie jest celem niniejszej pracy rozpatrywaé¢ w szczegdtowy sposdb matematyczng struk-
ture liniowych zwigzkoéw konstytutywnych teorii sprezystosci, jaka wytania sie wobec przy-
toczonych powyzej zaleznosci. Cheac jednak zasygnalizowaé, jaki wplyw na rozwdj teorii
anizotropowych ciat sprezystych mialy wspomniane wyniki, pragne wspomnie¢ kilka pozy-
cji na ktoére natknatem sie w toku badan - w zakresie symetrii zwiazkéw konstytutywnych
(Rychlewski [85] [86] [89], Blinowski, Rychlewski [12], Cowin, Mehrabadi [22], Chadwick, Via-
nello, Cowin [20], Forte, Vianello [30]), struktury symetrii sprezystych (Rychlewski [85] [86],
Cowin, Mehrabadi [64] [23], Sutcliffe [100], Blinowski, Rychlewski [12], Kowalczyk-Gajewska,
Ostrowska-Maciejewska [58]), rozktadu energii sprezystej (Rychlewski [85] [86] [87], Theocaris
[105]), rozktadu harmonicznego tensora Hooke’a (Rychlewski [91] [92], Blinowski, Ostrowska-
Maciejewska, Rychlewski [11]) czy tez zastosowan tych wynikoéw w niektérych specyficznych
obszarach mechaniki sprezystych osrodkéw odksztatcalnych (drgania osrodkéow anizotropo-
wych: Rychlewski [91] [92] [93], Cowin [24]; materialy z wigzami: Rychlewski [90], Kowalczyk-
Gajewska, Ostrowska-Maciejewska [56] [57]; miary anizotropii: Rychlewski [88]; hipotezy wy-
tezenia: Olszak, Ostrowska-Maciejewska [72], Rychlewski [87], Schreyer, Zuo [99]; uogdlnione
moduly sprezystosci Rychlewski [85] [86] [94] Ostrowska-Maciejewska, Rychlewski[77]).

6.2 Warunki graniczne dla materialéw anizotropowych
6.2.1 Anizotropia cech sprezystych i wytrzymatosciowych

Warto zwréoci¢é uwage na zwigzek miedzy anizotropia ogdlnie pojetych cech sprezystych i pla-
stycznych (zwiazkéw konstytutywnych miedzy naprezeniami i odksztalceniami) a anizotropia
rownie szeroko rozumianych wlasciwosci wytrzymatosciowych. W wiekszosci prac traktuja-
cych o deformacji plastycznej i kryteriach stanu granicznego w ciatach anizotropowych daje
sie zauwazy¢ nie wskazane wyraznie i wprost zatozenie o tozsamosci cech symetrii wszyst-
kich tych wtasciwosci mechanicznych. Niewatpliwa przyczyna takiego toku rozumowania jest
przekonanie o tym, ze wewnetrzna struktura materiatu odpowiedzialna jest zarowno za ce-
chy sprezyste jak i wytrzymatosciowe. O ile intuicja zdaje sie sugerowac, iz obydwa te zbiory
cech mechanicznych charakteryzowac si¢ powinny taka sama klasg symetrii, o tyle nic nie stoi
na przeszkodzie aby rozpatrywaé¢ przypadki ogélniejsze. Co wiecej, Rychlewski stwierdzit w
[87]: ,Kpumepuii (...) npednoaazaem wexyto caabyo c6A3b Ynpyeur u npedesvHbiT C80TCms.
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Bo mnozux cayuasr makas ces3v bydem, no-6udumomy, uMemv MeCmo, SCAeOCmeue, Ha-
NPUMED, CUMMEMPUL CMPOEHUA PACCMAMPUBLEMO20 mesa. Odnako, 8 obwem caywae amo e
Mooicem bvimb cnpasedausvim. IIpocmetiwuti momy npumep - meso u3omponHoe no Ynpyaum
ceoticneam, Ho arnuszomponroe no npedesvrom.”* Wydawaé sie moze jednak, iz jest to stwier-
dzenie zanadto stanowcze, tym bardziej ze nie zostalo poparte konkretnymi danymi. Zdaje
sie, ze ciato rzeczywiscie sprezyscie izotropowe nie powinno wykazywaé¢ anizotropii cech wy-
trzymaltosciowych, a jesli je faktycznie wykazuje to przeciez prawdopodobne jest, ze symetria
tych cech jest jednakowa przy czym w przypadku cech wytrzymatosciowych objawia sie ona
wyrazniej, przy sprezystych zas - jedynie ,nieznacznie”, jak okreslit to Burzynski [16] (np.
wskutek minimalnej réznicy w wielkosci liczbowej pewnych statych sprezystych). Z drugiej
strony warto wspomnie¢, ze Burzynski w swej pracy [16], przy pelnej $wiadomosci obecnosci
tej ,nieznacznej’ anizotropii sprezystej w kazdym praktycznie przypadku, w istocie rozpatry-
wal ciata izotropowe pod wzgledem ich wtasciwosci wytrzymalosciowych. Kolejnym przykta-
dem moze by¢ tutaj praca K. Kowalczyk-Gajewskiej, J. Ostrowskiej-Maciejewskiej oraz R. B.
Pecherskiego [55], w ktorej rozpatrywano materiat o symetrii kubicznej z ortotropowym wa-
runkiem stanu granicznego. Zasadniczo jednak nalezy sie zgodzi¢ z pelnym rozsadnego umiaru
stwierdzeniem Hoffmana: It is a plausible conjecture that those features of the microstructure
that predetermine the planes of elastic symmetry will also predetermine the planes of strength
symmetry. Yet, this assumption should be made with reservations since the overall («macroy)
elastic properties are related to the local («microy) properties by some averaging process which
18 less sensitive to local variations in the micro-structure than the fracture-strength properties
which are highly local-fault sensitive”® [46].

6.2.2 Ogodlna charakterystyka wybranych warunkéw granicznych dla materiatow
anizotropowych

W 1928 roku sformutowane zostaty najpewniej pierwsze w historii propozycje warunkow stanu
granicznego dla materiatéw anizotropowych - chodzi mianowicie o artykul R. von Misesa [67]
oraz prace doktorska W. Burzynskiego [16]. Mises, w swej pracy [67] zaproponowal w rzeczy-
wistosci az trzy istotnie rézniace si¢ od siebie kryteria stanu granicznego. Pierwszym z nich,
ktoremu poswiecono w pozniejszych latach najwiecej uwagi, byta propozycja warunku stanu
granicznego w postaci kwadratowej funkcji sktadowych stanu naprezenia, spelniajacej dwa
postulaty - niezmienniczosci jej postaci wzgledem zwigkszenia aktualnego stanu naprezenia o
dodatkowe naprezenie hydrostatyczne, oraz niezmienniczosci wzgledem przeksztatcen geome-

4Kryterium [przedstawione w [87]] (...) zaklada jaki$ staby zwiazek wladciwosci sprezystych i wytrzymalo-
Sciowych [dost. ,granicznych”]. W wielu przypadkach zwiazek taki prawdopodobnie ma miejsce wskutek np.
symetrii struktury rozpatrywanego ciata. Jednakze, w przypadku ogélnym zalozenie to nie moze by¢ stuszne.
Najprostszym na to przykladem jest cialo izotropowe z uwagi na wlasciwosci sprezyste, lecz anizotropowe z
uwagi na cechy wytrzymalo$ciowe. -ttum. autora z wykorzystaniem tlumaczenia na angielski A. Blinowskiego
[87]

5Jest wiarygodnym przypuszczeniem, iz te wlagciwoéci mikrostruktury, ktére wyznaczaja plaszczyzny sy-
metrii sprezystej, wyznacza¢ rowniez beda plaszczyzny symetrii wytrzymaloéci. Jednakze zalozenie to nalezy
poczynié z pewnymi zastrzezeniami, poniewaz globalne ("makro”) cechy sprezyste odnosza sie do cech lo-
kalnych (”mikro”) poprzez pewien proces usredniania, ktéry jest mniej wrazliwy na lokalne zaburzenia w
mikrostrukturze niz wlasciwosci wytrzymalosciowe, ktére sa bardzo wrazliwe na lokalne defekty. - tlum. au-
tora
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trycznych nalezacych do grupy symetrii danego materialu (zamiany uktadu wspotrzednych na
uktad | krystalograficznie réwnowazny’). W najogélniejszym przypadku (peinej anizotropii)
funkcja ta przyjmowalta postac:

f(o) = 5 [Has(o22 — 033)* + Hs1(033 — 011) + Hiz(011 — 092)2] — 093 [Haa(011 — 022) + Hza(o11 — 033)] —
—o31 [H3s(022 — 033) + His(022 — 011)] — 012 [Hi6(033 — 011) + Has(033 — 022)] +

+Hu5093031 + Hs6031012 + Hea012093 + 5 [Hua033 + Hs50% + Hegols)
(6.27)
co mozna przedstawi¢ w postaci

flo)=0-H-0o, (6.28)

gdzie H jest tensorem czwartego rzedu spetniajacym warunki symetrii (5.5) nazywanym ten-
sorem stanu granicznego, ktérego jednym ze stanéw wtasnych jest stan hydrostatyczny, zas
odpowiadajaca mu warto$¢ wlasna jest zerowa. W ogdlnosci funkcja (6.27) ma 15 niezalez-
nych stalych parametrow, przy czym koniecznos¢ spetnienia drugiego z postulatéow Misesa w
przypadku symetrii wyzszych niz petlna anizotropia redukuje te liczbe. Sam Mises analizowal
w swej pracy przypadek symetrii kubicznej (uktadu regularnego) oraz izotropii transwersalnej
(uktadu heksagonalnego).

Pomyst kwadratowej funkcji sktadowych stanu naprezenia wykorzystywanej jako warunek
stanu granicznego czy tez jako potencjal plastyczny zyskal popularnosé i doczekat sie dal-
szych uogolnien i modyfikacji, jak i bardziej szczegétowych analiz dla wybranych przypadkow
symetrii sprezystych. Najszerzej znang propozycja warunku stanu granicznego, jaka powstata
na bazie pomystu Misesa jest z pewnoscia kryterium Hilla z 1948 roku [40] [41]. Specyfikujac
warunek graniczny (6.27) dla ortotropii, Hill zaproponowal kryterium stanu granicznego w
postaci:

2f = H23<0'22 - 0'33)2 + H31(O'33 — 0'11)2 + H12(0'11 — 0'22)2 + 2H440'§3 + 2H55O'§1 + 2H660-%2 =1

(6.29)

Posta¢ powyzsza obowiazuje tylko w uktadzie wspotrzednych, ktérego osie x4, x9, x3 po-

krywaja sie z dwukrotnymi osiami symetrii materiatu ortotropowego. State wspotczynniki H

wyrazajg si¢ przez graniczne naprezenia rozciagajace na kierunkach osi symetrii materiatu

k1, ko, k3 oraz graniczne naprezenia przy Scinaniu w ptaszczyznach prostopadtych do tych osi
kg1, kg2, ks3 W nastepujacy sposob:

—1(L 4 1 1 - 1
Hys =3 (kg + k2 k%) Hyy = 2k2,
_1/(1 1 1 _ 1
Hy =1 (,7g +E—%)  Hs=gr (6.30)

_1(1 1 1 _ 1
Ho=3(tm—w) Ho=ng
W 1979 Hill, inspirowany by¢ moze propozycja warunku granicznego Hosforda i Logana
[47] [62] w postaci:
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Hoslogg — o33|™ + Hsi|oss — o11|™ + Hizlon — 02|™ =1, (6.31)

gdzie parametry H oraz parametr m sg pewnymi statymi charakterystycznymi dla danego
materiatu, zmodyfikowat swoja propozycje z 1948 roku wprowadzajac warunek graniczny
wyrazony przez naprezenia glowne i (podobnie jak u Hosforda i Logana) uwzgledniajacy
wplyw dodatkowego parametru materiatowego m [42]:

Hoslog — o3|™ + Hsy|os — o1|™ + Hialoy — oo "+
(6.32)
+Hyy|201 — 09 — 03|™ + Hs5|209 — 03 — 01|™ + Heg|203 — 01 — 09|™ = K™,

gdzie K jest pewng stalg wielkoscig naprezeniowa, zas wspotczynniki H sa staltymi parame-
trami - z uwagi na (w ogdlnosci) niecatkowita warto$¢ parametru m, nie da sie ich z reguty
wyrazi¢ w prosty sposob poprzez graniczne naprezenia w prostych stanach obcigzenia.

W tym miejscu trzeba zwrdci¢ uwage, ze ani propozycje Misesa wyspecyfikowane dla dwoch
symetrii sprezystych jak i zadna z powyzszych propozycji Hilla oraz Hosforda-Logana nie jest
w stanie opisa¢ materiatow wykazujacych réznice wytrzymalosci przy rozcigganiu i $ciskaniu.
Miedzy innymi z tego powodu kryteria Misesa i Hilla poddawane byty réznym modyfikacjom
polegajacym przede wszystkim na dodaniu cztonow liniowych, uwzglednieniu wptywu napre-
zenia hydrostatycznego, czy (podobnie jak w przypadku propozycji Hilla z 1979) rezygnacji
ze $cisle kwadratowej postaci analizowanej funkcji i zastapieniu wyktadnika przy jej sktadni-
kach wartoscia r6zna od 2. Do najlepiej znanych propozycji, ktore powstaty na bazie ogélnej
idei Misesa i pézniejszych analiz Hilla naleza przede wszystkim kryterium Hoffmana [46] oraz
propozycja Tsai i Wu [109].

Hoffman [46] zaproponowal w 1967 roku dodanie w kryterium granicznym w postaci funk-
¢ji kwadratowej cztonow liniowych, co umozliwia uwzglednienie znaku naprezenia i pozwala
opisa¢ materialy wykazujace asymetrie zakresu sprezystego. W ogélnym przypadku ortotropii
kryterium Hoffmana przyjmuje postac:

Hos(0o2e — 033)2 + Hs1 (033 — 011)2 + Hyp(opy — 022)2+
(6.33)
Hyo11 + Hyoos + H3033 + Hyyo3s + Hs503 + Hegoly = 1

Tak, jak w przypadku kryterium Hilla posta¢ powyzsza obowigzuje tylko w uktadzie wspot-
rzednych, ktorego osie pokrywaja sie z osiami symetrii materiatu ortotropowego. State wspot-
czynniki H wyrazajg sie przez naprezenia graniczne w nastepujacy sposob:

_1[_1 1 1] _ 1 1 _ 1

o3 = 3 ks T Foohs — Fankar | Hy= 50— 1 Hyy k2
_1 1 1 1] _ 1 _ 1 _ 1

Hy = 3 Foskes T Forker  Faakes ) H; k2 kea Hss k2, (6.34)
1 1 1 1] -1 _ 1 =1

Hiz = 3 Fnker T Fooker  Frakes ) Hy kis  kes Heo k2,
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gdzie indeksy t, ¢, s w symbolu naprezenia granicznego oznaczaja odpowiednio stan rozcigga-
nia, Sciskania oraz Scinania, zas cyfry 1, 2, 3 odnosza sie do kierunku naprezenia jednoosiowego
badz do normalnej ptaszczyzny Scinania. W 1973 roku taka sama propozycje wysuneli Cad-
dell, Raghava i Atkins [18].

Najogolniejsza propozycje warunku stanu granicznego w postaci kwadratowej funkcji skta-
dowych stanu naprezenia podali w 1971 Tsai i Wu [109] wprowadzajac kryterium w postaci
kwadratowego wielomianu tensorowego:

o Ho+h o=1 & Hij110:i051 + Ry Oy = 1 (6.35)

gdzie H jest symetrycznym tensorem czwartego rzedu, zas h jest symetrycznym tensorem
drugiego rzedu - obydwie te wielkosci, tensory stanu granicznego, sa state i charakterystyczne
dla danego materiatu. Rownanie (6.35) jest reprezentowane w przestrzeni yszm przez pewng
kwadryke. Jej charakter i specyficzne cechy (osie symetrii, otwartos¢, wypuklosé itp.) zdefi-
niowane sg przez wartosci wlasne i stany wtasne tensoréw stanu granicznego. Jako szczegdlne
przypadki propozycji Tsai-Wu mozna wymieni¢ niektére poézniejsze propozycje. Mozna tu
wspomnie¢ kryterium Deshpande’a-Flecka-Ashby’ego [25] z 2001 roku uwzgledniajace wpltyw
naprezenia hydrostatycznego, lecz w dalszym ciggu pomijajace asymetrie zakresu sprezystego:

Hos(02 — 033)2 + Hs1 (033 — 011)2 + Hyp(o11 — 022)2+
(6.36)
+2H440'%3 + 2H550'§1 + 2H660'%2 =+ Hp(O'H -+ 0922 + 0'33)2 = 1,

gdzie H,, okresla graniczne naprezenie hydrostatyczne. Wymienic¢ tez mozna kryterium The-
ocarisa z lat 80. ubiegtego wieku (ogélne przedstawienie propozycji mozna znalezé np. w [106]),
ktory w kryterium Tsai-Wu (6.35) zatozyl, ze stan naprezenia hydrostatycznego jest stanem
wtasnym tensora H o odpowiadajacej mu zerowej warto$ci wtasnej. Dokonujac specyfikacji
kryterium dla materialéw ortotropowych przy zatozeniu, ze naprezenia gtéwne pokrywaja sie
z osiami symetrii materialu, warunek graniczny mozna zapisa¢ w postaci

3 3

2t 2 <kkt T ke Wm)" %+ 2 <km‘ k> g (6:37)
('L,j,l):(l,2,3>
(i,j,l):(2,3,l)
(2,7,1)=(3,1,2)

Wszystkie te warunki stanu granicznego wywodza si¢ wprost z pierwszej propozycji Misesa
z 1928 roku. Byly to préby udoskonalenia tego pierwotnego pomystu w ten sposéb, aby w jak
najwiekszym stopniu odpowiadal on uzyskiwanym wynikom doswiadczalnym oraz aby byt on
w stanie uwzgledni¢ pewne szczegolne cechy materiatu, ktérych w pierwotnym swoim zamy-
sle Mises nie bral pod uwage - przede wszystkim chodzi tutaj o réznice wytrzymaltosci przy
rozcigganiu i $ciskaniu. Trzeba jednak zwrdoci¢ uwage, iz w niektorych przypadkach modyfika-
cje kryterium Misesa sprowadzaly sie zaledwie do stosunkowo prostych zmian w samej tylko
formie matematycznej warunku - odnie$¢ mozna wrazenie, ze niekiedy nie byty one motywo-
wane Scistymi rozwazaniami teoretycznymi na gruncie mechaniki, analizujacymi rzeczywisty,
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fizyczny charakter zjawiska.

Kryteria w postaci kwadratowej funkcji sktadowych stanu naprezenia stanowig obecnie
- jak si¢ zdaje - najwieksza i najczesciej stosowang w obliczeniach praktycznych grupe wa-
runkéw stanu granicznego. Obok nich, znacznie rzadziej wykorzystywane, cho¢ zdecydowanie
lepiej motywowane fizycznie, obecne sg réznorodne propozycje kryteriow stanu granicznego
dla materialow anizotropowych bazujace na catkowicie odmiennych koncepcjach. Jak wspo-
mniano na poczatku tego rozdziatu, warunek w postaci funkcji kwadratowej byt tylko jedna
z trzech propozycji Misesa z 1928 roku. Druga, dokladnie przeanalizowana przez Misesa [67]
propozycja byto uogoélnienie klasycznego kryterium Coulomba-Tresci-Guesta na ciata kry-
staliczne. Bardzo wartosciowa wydaje sie szczegdtowa analiza plaszczyzn poslizgu odpowia-
dajacych maksymalnemu naprezeniu stycznemu dla cial krystalicznych w stanie obciazenia
jednoosiowego, w zaleznosci od kierunku przytozenia obcigzenia - ztozono$¢ tej analizy oraz
fakt, iz miara wytezenia zmienia sie nieciggle wraz ze zmiang orientacji naprezenia, czyni te
propozycje trudna do zastosowania w praktycznych obliczeniach. Probe uogolnienia kryte-
rium maksymalnego naprezenia stycznego na ciata anizotropowe podjat takze w 1958 roku
Hu [48]. Ogolnie nalezy stwierdzié, ze kryteria stanu granicznego bazujace na pewnych zalo-
zonych wielkosciach fizycznych, zgodnych z przyjeta hipoteza wytezenia - jak np. ekstremalne
naprezenie normalne (Galileusz, Rankine), ekstremalne naprezenie styczne (Coulomb-Tresca-
Guest), energia odksztatcenia (Maxwell-Huber-Mises, Schleicher, Burzynski) - w swym naj-
ogolniejszym sformutowaniu nie muszg wcale zaktadac izotropii materiatu i w tym sensie moga
by¢ rozpatrywane jako najwczesniejsze propozycje kryteriow granicznych dla materiatow ani-
zotropowych. Pierwszymi, ktorzy podjeli probe rozpatrywania tych klasycznych hipotez w
kontekscie anizotropii byli Mises (1928 [67]) i Burzynski (1928 [16]).

Trzecig propozycja, jaka pojawita sie w artykule Misesa byla sugestia, aby najogdlniejsze
kryterium stanu granicznego byto pewna funkcja, ktorej argumenty stanowi ustalony uktad
niezaleznych wielkosci naprezeniowych, niezmienniczych wzgledem dodania do stanu napre-
zenia stanu hydrostatycznego oraz niezmienniczych wzgledem przeksztatcen nalezacych do
grupy symetrii danego materiatu. Sam Mises podat propozycje takiego uktadu niezmienni-
kéw. Propozycja ta nie doczekata sie jednak gtebszej analizy.

Ciekawa koncepcje zaprezentowo w 1993 w pracy Karafillisa i Boyce’a [52], w ktérej roz-
wazano tzw. isotropy plasticity equivalent (IPE) deviatoric stress tensor” - tensor naprezenia
S, interpretowany jako stan naprezenia w materiale izotropowym, réwnowazny (z punktu wi-
dzenia warunku granicznego) stanowi naprezenia w materiale anizotropowym, a otrzymywany
na drodze przeksztalcenia liniowego danego tensorem czwartego rzedu L spetniajacym wa-
runki symetrii (5.5), dla ktérego aksjator naprezenia jest stanem wlasnym, odpowiadajacym
zerowej warto$ci wlasnej. O tensorze L zaklada sie takze, ze ma te sama grupe symetrii,
co tensory sprezystosci opisujace dany materiat. Plastycznie rownowazny izotropowy dewia-
tor naprezenia § wykorzystywany byt jako argument dla uogélnionego izotropowego warunku
plastycznosci:
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s=L-o, L-1=0, Lijju=Lju=Lijit = Lij

(1= ) [(51— 52)%™ + (82 — 53)°™ + (53 — 51)2™] + cqpity [$77 + 837 + 827 = 2k
(6.38)
gdzie 31, 39, 33 sg wartosciami wlasnymi tensora s, 1 jest operatorem tozsamosciowym w &3,
0 jest tensorem zerowym, state parametry ¢ € [0,1], m > 0,5, za$ k jest granicznym napre-
zeniem przy rozcigganiu. Podobny pomyst analizowany byt w pracy Ollera, Cara i Lublinera
[70] - przedstawiono tam ogblna metode formutowania anizotropowego kryterium granicznego
poprzez uogodlnienie danego kryterium izotropowego na drodze transformacji stanu napreze-
nia poprzez pewne odwzorowanie liniowe. Réwnie interesujace podejscie - bazujace na prze-
ksztalceniach liniowych stanu naprezenia - zaprezentowali takze w 1995 Schreyer i Zuo [99]
rozpatrujacy uktad funkcji ptyniecia okreslonych dla rzutéw aktualnego stanu naprezenia na

kierunki stanow wtasnych tensorow sprezystosci:

1 1
fi:§|Pi'U|2_§ 5 i=1,2,.,p<6 (6.39)

gdzie P; jest projektorem ortogonalnym na i-ta podprzestrzen wtasng tensoréw sprezystosci,
p jest liczba istotnie réznych modutéw Kelvina, zas funkcje H; mogg by¢ parametrem stalym
(idealna plastycznosé) lub tez moga zmieniaé swojg wartosé wraz ze postepem deformacji
plastycznej (np. wzmocnienie).

Szczegblng grupe warunkéw stanu granicznego stanowia tzw. kryteria ,energetyczne”, tj.
te ktore za miare wytezenia materiatu przyjmuja gestosé energii odksztatcenia. Wieloskalowy
charakter energii sprawia, ze makroskopowy opis warunku granicznego w ramach mechaniki
continuum, do pewnego stopnia positkowac¢ sie moze rezultatami analiz na poziomie moleku-
larnym w specyfikacji jako$ciowego charakteru i wzajemnego ilosciowego udziatu jego elemen-
tow. Energetyczne kryteria formutowane dla materiatow izotropowych, w swej najogolniejsze;j
formie w naturalny sposob, bez modyfikacji, zastosowane by¢ mogg takze dla materiatéw ani-
zotropowych - dotyczy to przede wszystkim kryterium Beltramiego, ale takze - z zastrzeze-
niem, aby rozktad na energi¢ odksztalcenia postaciowego @ ¢ i objetosciowego @, byt mozliwy -
klasycznych kryteriow Maxwella-Hubera-Misesa, Schleichera czy wreszcie Burzyniskiego. Jed-
nak to Burzynski byt pierwszym, ktéry podjat probe specyfikacji kryterium stanu granicznego
na podstawie zaproponowanej przez siebie energetycznej hipotezy wytezenia materiatu, ktora
w najogoélniejszym przypadku mozna przedstawi¢ w postaci

Qr+P,-n(p)=nh (6.40)

gdzie n(p) jest pewnym parametrem zaleznym od wielkosci sktadowej hydrostatycznej stanu
naprezenia, zas h jest wielkoScig graniczna zgromadzone] energii odksztalcenia sprezystego.
Burzynski zaktadat przy tym, ze rozktad energii na cz¢s¢ postaciowa i objetosciowa jest w
zasadzie zawsze mozliwy - prowadzito to do koniecznosci spetnienia przez sktadowe tensordéw
sprezystosci specyficznych warunkow.

Kolejna propozycja energetycznego warunku stanu granicznego dla materiatléw anizotro-
powych, inspirowana pracami Goldenblata z 1955 [33] [34] pojawita sie w 1956 w pracy Ol-
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szaka 1 Urbanowskiego [71]. Zaproponowali oni wprowadzenie pewnych skalarnych wielkosci,
,,pseudoenergn odksztatcenia postaciowego P fi o 5 oraz ,pseudoenergii” odksztatcenia ob-
jetosciowego P, i d, o tych wlasciwosciach, ze ich suma daje rzeczywista catkowityg miare
gestosci energii odksztalcenia postaciowego:

d=0;+d,
(6.41)
=0+,

za$ kazda z nich wyraza sie poprzez odpowiednio zdefiniowane funkcje stanéw albo odksztal-
cenia albo naprezenia w sposob analogiczny jak ma to miejsce w przypadku izotropii, gdy
rozktad na energie odksztalcenia postaciowego i objetosciowego jest rzeczywiscie mozliwy.
Owe funkcje stanow odksztatcenia i naprezenia zostaly zdefiniowane przy pomocy pewnych
operatorow liniowych, ktore z kolei definiowane byty poprzez tensory sprezystosci. W efek-
cie pseudoenergie odksztalcenia postaciowego mialy te wlasciwosci, ze @ ¢ nie zmieniato swej
wartodci, gdy zmianie ulegata dylatancja, zas o ¢ nie zmieniato swej wartosci, gdy zmianie
ulegata hydrostatyczna sktadowa naprezenia. Warunek graniczny postulowany byt w postaci

Ci)f:]:.l lub Ci)f:f{,

gdzie H i H stanowia graniczne wartosci pseudoenergii.

Wprowadzenie przez Rychlewskiego twierdzenia o rozktadzie spektralnym tensoréw spre-
zystosci umozliwito powstanie kolejnych, znacznie Scislejszych pod wzgledem interpretacji
fizycznej warunkow stanu granicznego. W krétkim czasie po zaprezentowaniu pomystow Ry-
chlewskiego, Olszak i Ostrowska-Maciejewska [72] zaproponowali warunek stanu granicznego
W postaci

1 (1-C)®(C-1)

2’ | 1T

co=1, (6.42)

gdzie C jest tensorem podatnoéci, 1 jest operatorem tozsamosciowym w &3 za$ H jest pew-
nym stalym parametrem materialowym - propozycja ta jest dalszym rozwinieciem energe-
tycznych koncepcji zaprezentowanych w [71]. Rychlewski zasugerowal w pracy [87] z 1984
r., iz miarg wytezenia moze by¢ kombinacja liniowa sktadnikow rozktadu gtéwnego energii
sprezystej (6.26), co prowadzito do warunku granicznego postaci

o, Dy o,

—+ —+ .. — =1, <6 6.43
gdzie h; sa granicznymi wielkosciami gestosci energii odksztalcenia sprezystego zwiazanych z
rzutem naprezenia na i-ta podprzestrzen wlasng tensorow sprezystosci, zas p to liczba istotnie
roznych modutéow Kelvina.

Energetyczne kryteria stanu granicznego, bazujace na analizie widmowej tensoréw sprezy-
stosci byty przedmiotem dalszych badan Rychlewskiego, Ostrowskiej-Maciejewskiej, Kowalczyk-
Gajewskiej, Pecherskiego [55] [57] [54] [76]. Zwazywszy na fakt, Zze energetyczne hipotezy
wytezenia materiatu nie doczekaty sie dotad szerszego poréwnawczego omoéwienia, w dalszej
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czesci niniejszej rozprawy (rozdziat 7) wydzielono osobny fragment majacy by¢ w zamierzeniu
autora zgrubnym zbiorczym przedstawieniem hipotez nalezacych do tej klasy.

Sita rzeczy w powyzszej skroconej charakterystyce wybranych warunkéw stanu granicz-
nego dla materialow anizotropowych nie mozna bylo wymieni¢ wszystkich, czy tez nawet
zdecydowanej wigkszosci propozycji tego typu warunkow, jakie pojawialy i stale pojawiaja
sie w literaturze - przedstawione przyktady sg w mniemaniu autora w pewnej mierze reprezen-
tatywne dla wybranych grup takich warunkéw czy tez koncepcji ich formutowania. Autor ma
jednak pelng $wiadomosé niekompletnosci nawet tego zgrubnego zarysu réznych koncepcji -
nie jest jednak celem tej pracy szczegotowe studium tego zagadnienia. Niemalze odrebnym za-
gadnieniem jest kwestia warunkow plastycznosci w przypadku ptaskiego stanu naprezenia lub
odksztalcenia - duza powszechnosé¢, ogromny zbior danych doswiadczalnych, szereg charak-
terystycznych zjawisk zachodzacych podczas proceséw deformacji plastycznej ptaskich blach
metalowych sprawiaja, ze formutowanie i weryfikacja kryteriow stanu granicznego dla ptaskich
blach anizotropowych (przede wszystkim ortotropowych blach walcowanych) stanowi bardzo
szczegbdlng gataz omawianej dziedziny mechaniki. Ilo$¢ oraz roznorodnosé prezentowanych wa-
runkow plastycznosci dla blach, biorac pod uwage wzglednie prostszy charakter zagadnienia,
zdaje sie przewyzszaé jeszcze liczbe propozycji dotyczacych ogdlnego przypadku przestrzen-
nego - ograniczmy sie tutaj jedynie do wymienienia niektérych, co istotniejszych prac: Hill
(1990 [43], 1993 [44]), Bassani (1977 [7]), Gotoh (1977 [35] [36]), Budiansky (1984 [15]), Bar-
lat (1989 [5], 1991 [6]), Montheillet (1991 [68]), Ferron (1994 [29]), Zhou (1994 [113]), Vegter
(1995 [110], 2006 [111]). Wartosciowe zestawienie oraz poréwnanie kryteriéw stanu granicz-
nego dla blach walcowanych mozna znalezé w pracy Banabica [3].

6.3 Asymetria zakresu sprezystego

Najistotniejszym elementem, jaki musi by¢ uwzgledniony w prezentowanej w tej pracy propo-
zycji warunku granicznego, jest zjawisko asymetrii zakresu sprezystego czy tez szerzej rzecz
ujmujac - zjawisko réznicy wartosci naprezenia granicznego przy rozciaganiu i przy sciskaniu.
Zjawisko to w literaturze anglojezycznej zwyklo sie okresla¢ mianem efektu SD (,strength-
differential effect”). Zjawisko réznicy wytrzymalosci przy rozciaganiu i sciskaniu w przypadku
materiatow silnie niejednorodnych takich jak skaty, grunt, drewno itp. jest powszechne i jest
oczywistg konsekwencja ich specyficznej struktury wewnetrznej oraz mechanizméw ich znisz-
czenia. Znacznie trudniejsze jest wyjasnienie przyczyn tego zjawiska dla granicy plastycznosci
materialéw ciggliwych o znacznie wiekszej jednorodnosci, takich jak metale czy stopy. W tym
miejscu trzeba zwrdci¢ uwage na istotna roznice miedzy tym, co nazywa sie efektem SD a
zwigzanym z podobnymi zjawiskami efektem Bauschingera. Ten drugi wiaze sie bezposrednio
z zaistnieniem trwalych odksztatcen plastycznych i wptywem tej deformacji na graniczne na-
prezenie uplastyczniajace przy zmianie zwrotu obciazenia - efekt SD za$ zachodzi niezaleznie
od historii odksztatcenia. Efekt SD zaczat by¢ systematycznie obserwowany i badany w drugiej
potowie XX wieku (np. Leslie, Sober [60] Kalish, Cohen [51], Hirth, Cohen [45], Rauch, Leslie
[82]). W przypadku stali, wskazano na wystepowanie efektu SD w réznych sktadnikach struk-
turalnych uktadu Fe-C (martenzyt, bainit, mieszaniny ferrytyczno-martenzytyczne i in.) oraz
jego nasilenie wraz ze wzrostem zawartosci wegla. Badano takze wpltyw obrobki cieplnej réz-
nego rodzaju na miare efektu SD. Sformulowano szereg hipotez majacych na celu stworzenie
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teoretycznego modelu opisujacego to zjawisko [45] - teorie te szukaly przyczyn efektu SD m.in.
w mikropeknieciach, naprezeniach resztkowych, efekcie Bauschingera czy tez specyficznych
zjawiskach zachodzacych na poziomie molekularnym w réznych strukturach wystepujacych
w badanych stopach. Drucker [28] zwracal uwage na rozréznienie miedzy ,rzeczywistym”
i ,pozornym” efektem SD - kryterium okreslajacym czy zaobserwowana asymetria zakresu
sprezystego jest rzeczywistym efektem SD czy pozornym efektem bedgcym skutkiem wyste-
powania innych zjawisk, miata by¢ ocena wplywu naprezenia hydrostatycznego na wartosé
granicznego naprezenia sScinajacego. Drucker przedstawil réwniez prosty warunek graniczny
petnigcy funkcje potencjatu plastycznego, w ktérym zaroéwno efekt SD, jak i plastyczna defor-
macja objetosciowa opisana jest poprzez uwzglednienie wptywu naprezenia hydrostatycznego.
W tym $wietle roznica wytrzymatosci, zalezno$é¢ wytezenia materiatu od cisnienia i dylatancja
deformacji plastycznej jawia sie jako zjawiska wzajemnie sprzezone. Uwzglednienie wplywu
cisnienia jest zatem jednym z rozwigzan problemu opisania efektu SD po sprowadzeniu ca-
tego zagadnienia jedynie do kwestii wyznaczenia odpowiedniego warunku granicznego - nie
ma ono jednak zadnego zwigzku z teoretycznym opisem mechanizmu tego zjawiska. Wracajac
do problemu sformutowania odpowiedniego warunku stanu granicznego, ktory uwzgledniatby
asymetrie zakresu sprezystego, poza wykorzystaniem udziatu ci$nienia, obecna jest takze i
inna koncepcja - nalezy zwrdoci¢ uwage, ze dewiatorowi naprezenia odpowiadajacemu stanowi
jednoosiowego rozciggania odpowiada inna warto$¢ kata Lodego niz ma to miejsce w przy-
padku jednoosiowego Sciskania. Stad szereg propozycji, w ktorych to zaleznosé od kata Lodego
modyfikuje warunek stanu granicznego w ten sposob, aby mozliwe byto uwzglednienie efektu
SD (np. Drucker [26], Lexcellent i in. [61], Raniecki, Mréz [81]. Ciekawa pozycja posrednio
zwiazang z tym zagadnieniem jest réwniez praca Bardeta [4]). Stosunkowo nieliczne sg prace,
w ktorych jednocze$nie rozpatruje sie wptyw naprezenia hydrostatycznego oraz kata Lodego
(Podgorski [80], Bigoni-Piccolroaz [9])- podstawowa trudnoscia jest tu wzajemne sprzezenie
wplywu obydwu tych wielkosci.

6.4 Wplyw naprezenia hydrostatycznego

Jednym ze zjawisk, ktorych uwzglednienie w proponowanym w niniejszej pracy kryterium
stanu granicznego byto celem tej pracy, jest wptyw naprezenia hydrostatycznego na miare
wytezenia materiatu, ktory - jak wskazano powyzej - moze by¢ podstawa, a przynajmniej
elementem modelu materialow o niesymetrycznym zakresie sprezystym. Jednym z podstawo-
wych zalozen teorii plastycznosci, jakie czyniono na poczatku rozwoju tej dziedziny mecha-
niki cial odksztatcalnych, byto zalozenie o braku wpltywu cis$nienia na wielko$¢ naprezenia
uplastyczniajacego oraz o niezaleznosci procesu ptyniecia plastycznego od wielkosci sktadowe;j
hydrostatycznej naprezenia. Zatozenie to zdawato sie znajdowaé potwierdzenie w duzej liczbie
wynikow do$wiadczalnych. Posrednim potwierdzeniem tego zatozenia byt réwniez fakt duzej
zgodnosci wynikow doswiadczalnych z obliczeniami przeprowadzonymi przy wykorzystaniu
warunku granicznego Hubera-Misesa pomijajacego wpltyw cisnienia oraz prawa plyniecia pla-
stycznego stowarzyszonego z tym warunkiem, co skutkowato brakiem trwatych odksztatcen
objetosciowych w procesie deformacji plastycznej. Trzeba jednak zwrdci¢ uwage, ze przyjecie
zalozenia o braku wpltywu ci$nienia na poczatek i przebieg procesu odksztalcenia plastycznego
od poczatku nie byto pojmowane zupelnie $cisle - juz w 1928 roku Mises pisat[67]: ,Daf die
Divergenz der Geschwindigkeit gleich Null gesetzt wird, bedeutet nicht die Annahme der Vo-
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lumbestandigkeit im strengsten Sinn. Es kommt darin nur die Beobachtung zum Ausdruck, daf
die Volumanderungen von der Grosenordnung der elastischen Deformationen bleiben, die de-
nen des Fliefens gegeniiber verschwindend klein sind’® [67]. Znaczace sa réwniez stowa innego
fragmentu tego artykutu: ,Die erste Forderung ist naheliegend, wenn man bedenkt, welche
besondere Rolle der hydrostatische Anteil der Gesamtspannung spielt. Uebrigens soll nicht
angenommen werden, daf$ sie in aller Strenge fir die Fliefigrenze bei allen Korpern erfillt
ist”” [67]. W podobnym duchu wyrazat si¢ w 1950 roku Hill piszac o zatozeniu braku wptywu
ci$nienia, jako o wstepnym przyblizeniu: ... yielding of a metal is, to a first approximation,
unaffected by a moderate hydrostatic pressure or tension, either applied alone or superposed
on some state of combined stress’® [41]. Podobnie dwa lata wezesniej, piszac o zwiazku miedzy
brakiem wplywu cisnienia na granice plastycznosci i na proces deformacji plastycznej, trwale
odksztalcenie plastyczne nazwal,pomijalnie” matym: | [Formula dey; + degy + dess = 0] of
course is essential in view of the known fact that the volume change associated with plastic
strain 1s negliable. The zero volume change s directly connected with the assumption that
yielding is independent of hydrostatic pressure. Fither is a consequence of the other for any
yield criterion whatever. This can most readily be seen by considering the stationary work
interpretation of the plastic potential method. For a superposed hydrostatic pressure does not
change the work done in a given strain when the volume change is zero. Thus if we accept,
as experimental facts, the zero plastic volume change and the independence of the yield crite-
rion with respect to hydrostatic pressure, then the method of the plastic potential is not only
consistent with both but provides a link between them”? [40].

Jak wspomniano wyzej, przekonanie o pomijalnie malym udziale naprezenia hydrostatycz-
nego w wytezeniu materiatu oraz w procesie deformacji plastycznej byto w ogromnej mierze
podyktowane dostepnymi danymi doswiadczalnymi. Dopiero lata powojenne dostarczyly na
tyle precyzyjnych dowodéw wplywu cisnienia na granice plastycznosci oraz zmian objetosci
w trakcie proceséw deformacji plastycznej, ze musiano uwzgledni¢ te fakty w stosowanych
modelach plastycznosci. Szczegdlnie cenne w tym obszarze sg szeroko zakrojone, dokladne
eksperymenty Spitziga, Sobera i Richmonda [95] [96] [83] [97]. W pracach tych pojawily sig

6Przyjecie, iz dywergencja predkoéci [tutaj, w sensie: dylatancja - przyp. ttum.] jest réwna zero, nie oznacza
zalozenia statosci objetosci w najscislejszym sensie. W tym wzorze znajduje swéj wyraz jedynie obserwacja, iz
zmiany objetosci sa rzedu wielkosci odksztalcen sprezystych, ktére wobec plyniecia plastycznego sa pomijalnie
male. - tlum. autora

"Pierwszy postulat [0 braku wplywu ciénienia hydrostatycznego - przyp. ttum.] jest zrozumiaty po zasta-
nowieniu sig, jaka szczegdlna role pelni hydrostatyczna czes$é calego stanu naprezenia. Ponadto nie nalezy
zakltadaé, iz postulat ten spelniony jest w pelni Scidle dla granicy plastycznosci w przypadku wszystkich cial
statych. - ttum. autora

8... na plyniecie plastyczne metalu, w pierwszym przyblizeniu, nie ma wpltywu érednie hydrostatyczne
ci$nienie lub rozciaganie czy to przylozone osobno czy dodane do pewnego zlozonego stanu naprezenia. -
tlum. autora

9Wzbr deyq +deas + desz = 0] jest oczywiscie kluczowy wobec znanego faktu, iz zmiana objetoéci zwiazana
z odksztalceniem plastycznym jest pomijalna. Zerowa zmiana objetosci jest wprost powigzana z zalozeniem, ze
plyniecie plastyczne jest niezalezne od ci$nienia hydrostatycznego. Jedno jest konsekwencjg drugiego dla jakie-
gokolwiek kryterium plyniecia. Mozna to najlatwiej zauwazy¢ rozpatrujac metode potencjatu plastycznego w
jej interpretacji pracy stacjonarnej. Dodane naprezenie hydrostatyczne nie zmienia pracy wykonanej na danym
odksztalceniu, gdy zmiana objetosci jest réwna zero. A zatem, jesli przyjmiemy, jako fakty doswiadczalne, ze-
rowa plastyczng zmiane objetosci oraz niezalezno$¢ kryterium ptyniecia od ci$nienia hydrostatycznego, wtedy
metoda ta jest nie tylko zgodna z obydwoma zalozeniami, lecz stanowi takze wiez miedzy nimi. - tlum. autora
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takze proste propozycje kryteriow stanu granicznego uwzgledniajace wpltyw naprezenia hy-
drostatycznego - nie byly to oczywiscie historycznie pierwsze propozycje tego typu. Wptyw
ten uwzgledniany byt posrednio - trudno stwierdzi¢ na ile §wiadomie - réwniez i w starszych
hipotezach - kryterium Coulomba-Mohra stanowi tutaj dobry przyktad takiej hipotezy. Cal-
kiem wprost do wptywu naprezenia hydrostatycznego odniodst sie juz w 1926 r. Schleicher, a
pézniej Burzynski [16] formulujac ogdlna hipoteze blisko éwieré wieku przed szerzej znanym
pomystem Druckera i Pragera [27].

Mimo ze wplyw naprezenia hydrostatycznego zostat potwierdzony doswiadczalnie oraz
jest elementem licznych modeli teoretycznych, w dalszym ciagu mozna zaobserwowac, ze w
duzej czesdci propozycji kryteriow stanu granicznego dla materiatow tak izotropowych, jak i
anizotropowych, wptyw naprezenia hydrostatycznego jest pomijany niemal z zalozenia.

Z drugiej strony - jesli skupi¢ si¢ na materiatach anizotropowych - nie sposéb nie zgodzic
sie ze stwierdzeniem Rychlewskiego: . IIpusviuka evidessmov waposyro wacmsv HanpartcenHull
ol u cyumamov dasaenue —o HEKYM YHUBEPCAALHULM MEPMOJUHAMUYECKUM NAPAMEMPOM
NPOHUKAG 6 METAHUKY Mmeepdozo JeopmMupyemozo meaa U3 MEeTGHUKY U MePMOOUHAMUKY
otcudkocmets U 2306 U YKOPEHUAGCH HG OAG200amHot nouse uzomponuvir men. OHna doarcHa
O6vimb, NO HAWEMY MHEHUIO, Nepecmompena. B wacmmuocmu, 041 aHuU30mpontoz2o meaa, cka-
HCEM KOMNOZUMG, 0E30NACHBLMU MORYM 0KA3AMBCA COBCEM 0pY2ue HANPANCEHHBLE COCMObL-
anus, ceazannve ¢ ezo cmpykmypoti (apmuposkoti u m.n.).” 1% Stwierdzenie to jest w jawnej
sprzecznosci z przyjmowanym powszechnie postulatem Misesa, iz nawet w przypadku cial ani-
zotropowych to wtasnie stan rownomiernego wszechstronnego naprezenia normalnego jest na
tyle charakterystycznym dla struktury wewnetrznej materiatu, ze nie wptywa na miare jego
wytezenia czy proces plyniecia plastycznego. By¢ moze nie bez znaczenia jest to, ze sam Mises
w swej pracy [67] stwierdzit ,Aus den Grundannahmen iber das Verhalten der festen Kérper
im Fliefzustande folgd, dafisie in zweierlei Hinsicht den zihen Flissigkeiten gleichen”!! oraz
stale postugiwal sie terminologia mechaniki ptynéw (Flieflen, Deformationsgeschwindigkeit),
co wskazuje, ze przynajmniej do pewnego stopnia rozwazania jego nosity wptyw (jak sugeruje
Rychlewski - nieuzasadniony) koncepcji wtasciwych dla dynamiki ptynéw. Rychlewski zwraca
uwage na dos¢ oczywisty fakt, ze brak rownowaznosci miedzy kierunkami w przestrzeni struk-
tury materiatu (np. poprzez obecno$¢ zbrojenia) musi skutkowaé tym, ze réwniez i w postaci
stanu bezpiecznego (czy tez stanu na tyle charakterystycznego, by wyr6zni¢ specjalnie jego
wplyw) musi sie uwzglednié¢ jego odmienng interakcje z kazdym z tych nieréwnowaznych sobie
kierunkow. Wystarczy zauwazy¢, ze odksztatcenie spowodowane stanem hydrostatycznym w
przypadku anizotropii ma w ogélnosci sktadows dewiatorows, co do ktorej uzasadnione jest
przypusci¢, ze nie pozostaje bez wptywu na mozliwos¢ inicjacji mechanizmoéw ptyniecia pla-
stycznego.

107wyczaj, aby wydziela¢ kulista cze$é naprezenia ol oraz uwazaé ci$nienie —o za pewien uniwersalny pa-
rametr termodynamiczny przeniknal do mechaniki odksztalcalnego ciala stalego z mechaniki i termodynamiki
plynéw i gazéw i zakorzenil sie w Zyznym gruncie [teorii] cial izotropowych. Stanowisko to nalezy, wedlug
naszego mniemania, zrewidowa¢. W szczegolnosci, dla ciata anizotropowego, powiedzmy dla kompozytu, bez-
piecznym moze okazaé si¢ zupelnie inny stan naprezenia, zwiazany z jego struktura (zbrojenie itp.)- tlum.
autora, z wykorzystaniem tlumaczenia na angielski A. Blinowskiego [87]

117 podstawowych zalozen dotyczacych zachowania sie cial stalych w stanie plyniecia plastycznego wynika,
ze pod dwoma wzgledami jest ono takie samo jak ciecz lepka - ttum. autora
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Mozna to ujaé¢ w jeszcze inny sposéb - struktura materialu w stanie naturalnym (nie-
obciazonym, nieodksztalconym) jest pewnym uktadem mechanicznym w stanie rownowagi.
Stan naprezenia, ktory nazywacé bedziemy bezpiecznym, jest nim dlatego, ze nie zmienia tego
uktadu w sposéb istotny, tj. w taki sposéb, ktory mogtby sprawic, ze uktad ten stanie sig
niestabilny lub przejdzie on w jakosciowo inny stan réwnowagi. O réwnowadze ukladu (w
szczegdlnosei ukltadu krystalicznego) stanowi m.in. jego geometria powiazana Scile kierun-
kami i wielkosciami oddziatywan, jakie w nim wystepuja, ktére z kolei zadane sa sktadem
chemicznym, tj. rodzajami czasteczek budujacych rozpatrywany materiat. W przypadku izo-
tropii, naprezenie hydrostatyczne powodujace rownomierne odksztatcenie objetosciowe nie
ingeruje istotnie w geometrie uktadu - wszystkie odleglosci miedzy czasteczkami (a przez to
wielko$ci ich wzajemnych oddziatywan) zmieniaja sie proporcjonalnie, zatem jakosciowo jest
to ten sam uklad (przynajmniej w zakresie stosunkowo nieduzych odksztatcen). W przypadku
cial anizotropowych rzecz ma si¢ inaczej - nie jest bowiem wcale pewne, ze wszechstronnie
rowne oddziatywanie zewnetrzne dokonuje w - przyktadowo - geometrii tego uktadu takich
zmian, ktére nie naruszaja jego rownowagi. Jest tak wtasnie dlatego, ze uktad ten reaguje
w kazdym kierunku inaczej na taki sam zewnetrzny czynnik wymuszajacy. Nawet jesli dla
pewnych uktadow rzeczywiscie tak jest, nie nalezy sie spodziewaé, aby byto to prawdg w
ogolnosci. Bardziej prawdopodobne (przez analogie to przypadku izotropowego omdwionego
zgrubnie powyzej) jest twierdzenie, ze bezpiecznym stanem naprezenia jest ten stan, ktéry po-
woduje tylko deformacje objetosciowa. W przypadku cial anizotropowych w ogdlnosci jest to
stan rozny od naprezenia hydrostatycznego. Intuicja podpowiada, ze obciazenie, ktére chcemy
uznac za bezpieczne, na kierunkach, na ktorych trwatos¢ oddziatywan miedzyczasteczkowych
jest najstabsza, powinno mie¢ inng miare niz tam gdzie np. sztywnos¢ uktadu jest znacznie
wicksza - w przeciwnym razie pewne obszary uktadu ulegna znacznie wickszym deformacjom
niz inne, co z kolei wplynie na wielko$é¢ oddzialywan miedzy czasteczkami (w rzeczywisto-
Sci sa to zjawiska sprzezone - chodzi jednak tylko o ogdlne zarysowanie problemu), ktore
funkcjonowac¢ bedg musiaty w uktadzie o jakosciowo innej geometrii. To znowuz moze w kon-
sekwencji doprowadzi¢ do trwalej zmiany stanu uktadu, osiggajacego nowy stan réwnowagi
(dostosowany do nowej, wymuszonej geometrii). Ten wlasnie moment przejscia z jednego stanu
réwnowagi w inny (badz samej utraty réwnowagi) nazywamy stanem granicznym - najpraw-
dopodobniej wiec stan naprezenia hydrostatycznego nie jest w ogolnosci stanem bezpiecznym
w przypadku materiatow anizotropowych. Nie ulega chyba jednak watpliwosci fakt, ze stan
taki ma niezerowg sktadowa hydrostatyczna.

6.5 Wplyw kata Lodego

Kolejnym zjawiskiem, ktore uwzglednione powinno by¢ w nowej propozycji warunku stanu gra-
nicznego jest roznica wytrzymatosci na $cinanie w zaleznosci od postaci dewiatora naprezenia
- zjawisko to zwykto sie nazywac zaleznoscig od kata Lodego, ktory jest cigglym parametrem
opisujacym zmiennosé¢ stanu naprezenia w dwuwymiarowej (dla izotropii) przestrzeni $cinan.
Efekt ten jest szczegdlnie charakterystyczny dla materialéw kruchych lub sypkich (grunt, be-
ton itp.) i stale jest przedmiotem analizy licznych autoréw. Wiaze sie on $cisle z zaleznoscia
warunku stanu granicznego od trzeciego niezmiennika dewiatora naprezenia a objawia sie
w ksztalcie przekroju poprzecznego powierzchni granicznej w przestrzeni naprezen gtownych
plaszczyzng prostopadta do osi naprezenia hydrostatycznego. Efekt ten byl uwzgledniany w
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warunkach granicznych na wiele réznych sposobéw poczawszy od stosunkowo dawnych propo-
zycji Druckera [26] - do$¢ wymieni¢ tu prace Lexcellenta i in. [61], Podégrskiego [80], Raniec-
kiego i Mroza [81]. Zestawienie i poréwnanie réznych propozycji tego typu mozna znalezé w
pracy Bardeta [4]. Cho¢ sam kat Lodego zdefiniowany jest zasadniczo dla stanu naprezenia w
materiale izotropowym, zastanawiajacy jest fakt, ze systematyczne uwzglednienie zmiennosci
postaci dewiatora naprezenia w kryteriach granicznych dla materialéw anizotropowych jest
zagadnieniem niemal zupekie nie podjetym - wydaje sie oczywiste, ze skoro efekt tego typu
wystepuje w przypadku cial izotropowych, winien on mie¢ jeszcze wieksze znaczenie w przy-
padku materiatéw anizotropowych, ktorych zlozona struktura wewnetrzna musi by¢ bardziej
wrazliwa na odmienne postacie naprezenia stycznego, w zaleznosci od orientacji ptaszczyzn i
kierunkoéw Scinania wzgledem ptaszczyzn i osi symetrii materiatu. Podobnie rzecz ma si¢ ze
zlozonymi stanami Scinania. Mozna przyjac, iz do pewnego stopnia problem ten uwzgledniony
zostal w propozycji Karafillisa-Boyce’a [52] choé nie jest to w zadnym wypadku Scista analiza.
Prébe uogélnienia kryterium Druckera podjeli jednakze Cazacu i Barlat [19].
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7 Energetyczne hipotezy wytezenia dla materiatéw ani-
zotropowych

Energetyczne kryteria graniczne wyrdzniaja si¢ sposroéd innych warunkow stanu granicznego
stosunkowo najbardziej klarowna interpretacja fizycznag umozliwiajaca - przynajmniej w pew-
nym zakresie - ich weryfikacje badz tez precyzyjniejsza specyfikacje na réznych poziomach
analizy mechanicznej - zaréwno w ujeciu makroskopowym (w ujeciu mechaniki osrodkéw
ciagtych) jak i mikroskopowym czy molekularnym (z wykorzystaniem metod dynamiki mole-
kularnej).

Wspomniano juz wezesdniej, ze energetyczny charakter hipotezy wytezenia materiatu spra-
wia, ze zupelnie naturalna staje si¢ mozliwos¢ zastosowania tego typu propozycji wysunietych
dla materiatow izotropowych takze dla materiatéw anizotropowych - w szczegdlnosci mozliwe
jest tu rozpatrywanie propozycji Beltramiego, Maxwella-Hubera, Schleichera czy wreszcie Bu-
rzynskiego. Kazda hipoteza sformutowana w kategoriach energii nie musi bowiem orzekaé nic o
charakterze relacji miedzy naprezeniem i odksztatceniem. W takim ujeciu to energia jest wiel-
koscia pierwotna definiujaca miare wytezenia. Kluczowa jest tu uniwersalnosé tej miary - w
szczegolnosci chodzi tu o mozliwo$é wyznaczenia odpowiadajacych sobie wielko$ci o wymiarze
energii na réznych poziomach analizy (makroskopowej, mikroskopowej i molekularnej) nawet
w ramach réznych formalizméw matematycznych opisu zjawisk mechanicznych. 7 uwagi jed-
nak na fundamentalne réznice miedzy narzedziami matematycznymi stosowanymi w ramach
roznych dziedzin mechaniki ta ,,odpowiednio$¢” wspomnianych wielkosci nie jest oczywiscie
Scista i w pewnym stopniu zalezy takze od interpretacji autora. W tym najogoélniejszym, ener-
getycznym sensie - pozostajac wcigz w zakresie mechaniki continuum - energetyczne hipotezy
wytezenia (w swym pierwotnym sformutowaniu) funkcjonowaé moga nie tylko w przypadku
anizotropii ale nawet w przypadku nieliniowych zwigzkow fizycznych w zakresie sprezystym. I
tak ogdlna hipoteza Beltramiego bez zadnej modyfikacji moze opisywaé tak ciata izotropowe
jak i anizotropowe. Tym, co musialoby ulec zmianie, bylaby jedynie matematyczna forma
samego warunku stanu granicznego, uwzgledniajaca inng matematyczna forme zwiazkéw fi-
zycznych i w konsekwencji inng matematyczng posta¢ rownania opisujacego wielkos¢ energii.
W taki sam sposéb datoby sie uogoélni¢ hipoteze Hubera i dalej hipoteze Burzynskiego na
materiaty anizotropowe, o ile tylko mozliwe bytoby dla nich wydzielenie w catkowitej energii
odksztatcenia sprezystego cze$ci zwiazanych tylko z deformacja postaciowa i z deformacja
objetos$ciowq.
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7.1 Hipoteza Burzynskiego (1928)

Ogolny zarys energetycznych hipotez wytezenia dla materiatéw anizotropowych zaprezen-
towany byt juz w rozdziale poprzednim. W obecnej czedci pracy propozycje kolejnych autoréw
przedstawiane sg bardziej szczegdétowo, poddawane sg analizie oraz poréwnywane miedzy sobg.
Wedlug wiedzy autora podobne zbiorcze zestawienie poréwnawcze energetycznych hipotez wy-
tezenia dla materialow anizotropowych do tej pory nie powstato.

7.1 Hipoteza Burzynskiego (1928)

Zwazywszy na bardzo duza zgodnos¢ przewidywan izotropowej hipotezy Maxwella-Hubera-
Misesa z wynikami do$wiadczalnymi, naturalnym wydawato sie, ze kryterium plastycznosci
dla materialéw anizotropowych winno by¢ jakims$ uogélnieniem tej wlasnie propozycji. I tak
historycznie dwie pierwsze propozycje tego typu kryteriéw z 1928 r. - hipoteza Misesa [67]
oraz hipoteza Burzynskiego [16] - przyjely za punkt wyjscia wtasnie kryterium Hubera-Misesa.
Istotnie roznity sie jednak w samej interpretacji tego kryterium, a co za tym idzie, rowniez w
sposobie jego uogolnienia na przypadek materiatow anizotropowych. Mises, jako autor hipo-
tezy izotropowej z 1913, rozpatrywal kryterium to w taki sposob, w jaki sam je przedstawit
w [66], tj. jako kwadratowa funkcje sktadowych stanu naprezenia, dosé¢ sceptycznie odnoszac
sie¢ do jego energetycznej interpretacji, co by¢ moze spowodowane bylto m.in. zatozeniem, ze
ta sama funkcja petni¢ ma role potencjatu pola przyrostéw odksztatcen w zakresie plastycz-
nym, w ktérym samo pojecie energii odksztalcenia sprezystego przestaje by¢ pojeciem jedno-
znacznym z uwagi na trwale zmiany zachodzace w strukturze materiatu. Tym samym i jego
propozycja z 1928 wprowadzona byta jako jednorodna, kwadratowa funkcja sktadowych stanu
naprezenia spetniajaca postulaty zwigzane z brakiem wplywu naprezenia hydrostatycznego
oraz niezmienniczoscig wobec przeksztatcen nalezacych do grupy symetrii cech sprezystych
materialu. Zupetnie odmienne podejécie w probie uogdlnienia propozycji Hubera zastosowatl
Burzynski. Uogolnienie to polegato jednak przede wszystkim na wzigciu pod uwage wpltywu
deformacji objetosciowej na miare wytezenia - uwzglednienie anizotropii zwiazkow fizycznych,
jak wskazano to we wstepie do tego rozdziatu, jest tylko prosta konsekwencja energetycznego
sformutowania hipotezy.

Podstawe tekstu ponizszej analizy kryterium Burzynskiego stanowi wezesniejsza publikacja
autora [101] poswiecona temu zagadnieniu, uzupetiona w rozdziale ponizszym o dodatkowe
informacje.

7.1.1 Koncepcja funkcji wplywu stanu naprezenia

Burzynski zaproponowalt, aby przyja¢ za miare wytezenia materialu kombinacje gestosci
energii odksztalcenia postaciowego oraz gestosci energii odksztatcenia objetosciowego, ktorej
udzial w catkowitej mierze wytezenia okreslony jest przez pewien zalezny od stanu naprezenia
parametr 7, przy czym - sugerujac sie dostepnymi wynikami doswiadczen - Burzynski zatozyt,
ze parametr ten jest funkcja homograficzng naprezenia hydrostatycznego, mianowicie:

O 4+n-0, = H, (7.1)
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gdzie:
H - graniczna wielkosci gestosci energii odksztatcenia sprezystego
o, = %AJ AL = %(%tr(o;)l) : (%tr(e)l) 1

n=np) =(w+3),

A, A, oraz D,, D. to odpowiednio aksjatory i dewiatory tensoréw naprezenia i odksztatcenia,
1 jest izotropowym tensorem drugiego rzedu (tensorem jednostkowym), p oznacza naprezenie
hydrostatyczne, zas H, ¢ i w sa stalymi parametrami materialowymi.

Rozktad gestosci energii sprezystej na czeSé postaciowa i objetosciowa jest w ogdlnosci
mozliwy jedynie dla materiatéow izotropowych oraz tych o symetrii kubicznej. Burzynski roz-
wazal szczegdlng klase materialow, dla ktorych rozktad taki jest mozliwy niezaleznie od ich
klasy symetrii'?, co jest réwnowazne stwierdzeniu, ze naprezenie hydrostatyczne i dylatancja
sa stanami wlasnymi odpowiednio tensora podatnosci i tensora sztywnosci [56]:

Cl=01 = Cijuly=00; = Ciyw=2090dj, 1,j,k=12]3 (7.2)

gdzie © jest stalg proporcjonalnoéci, wartoscia wtasng C, ktéra interpretowana byé moze
jako odwrotnos¢ modutu sztywnosci objetosciowej. Materiaty, dla ktérych warunek ten jest
spelniony nazywa sie materiatami objetoSciowo izotropowymi, lub materiatamsi Burzynskiego.
Zalezmo$é (7.2) réwnowazna jest uktadowi warunkéw, jakie spelniaé¢ musza sktadowe tenso-
row sprezystosci w dowolnym uktadzie wspoétrzednych - warunki te nazywa sie warunkams
Burzynskiego:

Chi2z + Cagaz + Cs323 = 0
(3 niezalezne ZWl@Zkl) 01131 + 02231 + 03331 =0
Criz + Cazz + Cs312 = 0
(7.3)
Cllll - CY2222 = C12233 - C(1133
(2 niezaleZne ZWlQZkl) 02222 — 03333 == 03311 - 02211
C13333 - 01111 = C’1122 - C13322

Z uwagi na obecnos¢ tych 5 niezaleznych zwiazkow miedzy sktadowymi tensoréw sprezystoscei,
maksymalna liczba niezaleznych sktadowych tensorow sprezystosci materiatow objetosciowo
izotropowych wynosi 21-5=16.

Kryterium Burzynskiego dla materialéw izotropowych opisywaé¢ moze szeroka game roéznych
typow powierzchni plastycznodci - jest to kwadratowa, izotropowa funkcja stanu naprezenia,
ktora w przestrzeni naprezen gtéwnych reprezentowana jest przez pewna symetryczna po-
wierzchnie kwadratowa. W zaleznosci od wartosci statych parametrow kryterium powierzchnia
tg moze by¢ elipsoida, paraboloida, hiperboloida, stozek lub walec. Szczegdlnie uzyteczna ce-
cha propozycji Burzynskiego jest mozliwo$¢ wyrazenia ogbdlnego trojparametrowego kryterium
w zamknietej formie przy uzyciu jedynie trzech niezaleznych wielkosci bedacych stosunkowo

2Burzynski twierdzil: , Praktycznie rzecz biorge niema mianowicie Zadnych fizykalnych przyczyn po temu,
by energja odksztalcenia nie data sie roztozyc na sume dwu innych mianowicie energji odksztalcenia objeto-
Sciowego i energji odksztalcenia postaciowego.” [16)
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tatwymi do wyznaczenia na drodze eksperymentalnej - wytrzymatosci na rozciaganie k,, wy-
trzymatosci na Sciskanie k. oraz wytrzymatosci na Scinanie ks;. W przypadku izotropowym,
po podstawieniu do (7.1) zaleznosci:

1—-2 1-2 1-2 (k. — k, 3kck, kk,
V=221 Vs = 3 ) 1ecH - Lop= o (7.4)
1+v 14 p 1+v 14+ up 1+ p 2k?2
gdzie G - modut Kirchhoffa, v - wspétczynnik Poissona, uzyskujemy:
031+ 05y + 033 + 2 (1 - ";z’“g) (022033 + 033011 + 011022)+
(7.5)

(kklg) (035 + 031 + 0%y) + (ke — ky) (011 + 092 + 033) — keky = 0

Burzynski przedstawit rowniez propozycje rozszerzenia swojej hipotezy w ten sposob, aby
uwzgledniata ona takze materiaty anizotropowe (jednakze w dalszym ciagu objetosciowo izo-
tropowe). Celem uproszczenia sformutowania kryterium stanu granicznego wprowadzit on tzw.
wzasadniczy” uktad wspotrzednych, w ktorym w wyrazeniu na gesto$é energii sprezystej za-
nikaja mieszane wyrazenia zawierajace naprezenia normalne i styczne (lub - réwnowaznie -
odksztalcenia liniowe i postaciowe), co istotnie redukowato liczbe niezaleznych parametrow
kryterium. W najogolniejszym przypadku gestos¢ energii odksztalcenia sprezystego wyraza
sie wzorem:

20 = Ciynoh+ 2Ch1122011022 + 2C1133011033 +  4C1123011023 + 4C1131011031 +  4C1112011012 +

C222203, + 209233022033 +  4C2223022023 + 402231022031 +  4Co212022012 +
Cs333033 + 403393033023 +  4C3331033031 + 4C3312033012 +
4C5393033 + 8C2331023031 + 8Ca312023012 +
4031310'%1 + 8C3112031012 +
4C121207,
(7.6)

Wykorzystujac warunki Burzyniskiego (7.3) sktadowe tensora podatnosci w trzech wyrazach
mieszanych mozemy zastapi¢ sumg dwu innych:

Chi23 = —(Ca23 + C3303)
Coa31 = —(Cs331 + Chis1) (7.7)
Cs312 = —(Ch112 + Ca212)

Wtedy dziewie¢ wyrazow zwiazanych z naprezeniami normalnymi i stycznymi mozna przepisac
w postaci:

(022 — 033)(Ca212012 — C3331031) + (033 — 011) (C3323023 — C1112012) + (011 — 022) (C1131031 — C2223023)
(7.8)
Poniewaz uktad wspoétrzednych, ktérego orientacja zadana jest trzema niezaleznymi parame-
trami, dobra¢ mozna dowolnie, zatem przyja¢ mozna taka jego orientacje (wtasnie orientacje
wzasadnicza”), w ktérej sktadowe tensora podatnosci spelniaja nastepujace trzy réwnania:

Chi31031 — Cag3093 = 0
Co212012 — Csz31031 = 0 (7.9)

03323023 - C'1112012 =0
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Mozna zauwazy¢, ze warunki te spetnione sa w przypadku uktadu wspotrzednych, ktorego
osie pokrywaja sie z kierunkami naprezen gtéwnych, w ktorym wszystkie sktadowe tensora na-
prezenia spoza przekatnej gtownej sa zawsze réwne 0. Nie jest to oczywiscie jedyny uktad tego
typu. Przyktadowo, dla kazdego materiatu, ktory jest co najmniej ortotropowy (ortotropowy,
tetragonalny, cylindryczny, kubiczny) sktadowe tensora podatnosci i tensora naprezenia w
uktadzie wspotrzednych zbudowanym na osiach symetrii charakterystycznych dla danego ma-
teriatu spetniaja powyzsze warunki. W zasadniczym uktadzie wspotrzednych gestosé energii
sprezystej moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci:

1
O = 53(011 + 099 + 033)% +

" (7.10)

1
+ 3 [L(Um — 033)> + M (033 — 011)* + N(oy1 — 022)2} + 2P03; + 2Q03, + 2Ro?,,

by

gdzie:

B = %(Ckkn + Crioz + Criss) = %(Cllkk + Cookr, + Csap) k= 1,2,3 (nie sumowad!)

L

%(B - C(2233)7 M = §(B - C13311)7 N = %(B - 01122)

2

C1131 Co212 C3323

P=3 <02323 + 20233102223) , Q=1 <03131 + 203112 C3331> , R=1 (Cl212 + 2C1223 sz)

(7.11)
B - modut podatnosci objetosciowej, L, M, N, P, (), R - uogbélnione moduty podatnosci po-
staciowej. Celem dalszego uproszczenia sformutowania warunku stanu granicznego Burzynski
rozwazat tylko przypadek, w ktérym osie rozwazanego uktadu wspotrzednych pokrywaja sie
z kierunkami naprezen gléwnych, przy jednoczesnym zalozeniu ze o1 > 09 > o3 (lub odwrot-
nie). Po podstawieniu do (7.1)

1-20 3BM 3(ke—kr) __ 3BM s 3keky _ 3HM

1+4 ~ 2LN ™ 1+ ~ 2LN ™ 1+ ~ LN

_ M M _ M _ _ 201+
)\_2LN7 f_ﬁ_2(1_>\)7 Y = 3 (712)

=gy -1 0="1(1-2)

uzyskujemy warunek stanu granicznego zalezny od 4 parametrow - trzech wartosci granicznych
naprezen w podstawowych probach wytrzymatosciowych oraz parametru A, ktorego wartosé
okreslona jest przez wzajemne stosunki uogoélnionych modutéw podatnosci postaciowe;j:
o + (G2t +1) 03 + 02 + (ke — ) (01 + 02 + 03)+
(7.13)

kekr (2—2) (keky —2k2)(A41) _
+2 (1 T 20 Dk2 ) [02‘73 t ok N —204 )R 0301 T ‘7102} — kcky =0
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O ile warunek graniczny dla cial izotropowych zaproponowany przez Burzynskiego [16] jest
skalarng funkcja pierwszego niezmiennika tensora naprezenia i drugiego niezmiennika jego de-
wiatora, o tyle - z uwagi na podkreslenie odmiennego charakteru naprezenia posredniego oo
poprzez jego odmienny wplyw na posta¢ warunku granicznego - funkcja (7.13) nie moze by¢
juz wyrazona jedynie przy uzyciu tych dwoch niezmiennikéw. W dalszym ciagu jest to jednak
funkcja izotropowa, a co za tym idzie, moze zostaé wyrazona poprzez niezmienniki tensora
naprezenia - dodatkowa zmienng niezalezng okreslajaca posta¢ powierzchni plastycznosci w
omawianym rozszerzeniu propozycji Burzynskiego na ciata anizotropowe moze by¢ trzeci nie-
zmiennik dewiatora naprezenia czy tez $cisle wigzacy sie z nim kat Lodego.

Koniecznosé¢ spetnienia w kazdym punkcie powierzchni granicznej opisanej réwnaniem
(7.13) nieréwnosci oy > 09 > 03, skutkuje tym, ze réwnanie to (jako réwnanie powierzchni w
kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (o1, 09,03), w ktérym zaleznosci miedzy wartosciami
zmiennych niezaleznych moga by¢ dowolne) obowiazuje jedynie w ograniczonym obszarze prze-
strzeni naprezen gtownych. W pozostatych podobszarach tej przestrzeni rownanie to musi by¢
zmodyfikowane w taki sposob, aby za o1 podstawié¢ te wspolrzedng o;, ktéra przyjmuje w tym
podobszarze wartos¢ najwieksza itd. Otrzymana w ten sposéb powierzchnia graniczna jest
w istocie sumg platéw powierzchniowych uktadu przecinajacych sie wzajemnie powierzchni
opisanych réznymi wariantami réwnania (7.13).

Warunek (7.13) moze zosta¢ zapisany w nastepujacej postaci macierzowej:

T

01 1 6 Y 01 (kc - kT) 01
09 a oy | +| (ke — k) oy | —kck, =0, (7.14)
o3 sym 1 o3 (ke — ky) o3

gdzie a = 1 + ad /\er\ikk]; , B=1- %, =1- ’;k’“{ Rozktad widmowy macierzowego

operatora liniowego (ktory moze by¢ uwazany za pewien rodzaj tensora stanu granicznego w
przestrzeni naprezen gtéwnych) prowadzi do nastepujacych interesujacych wynikéw:

e Jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw hydrostatycznych

3kckr
2k2(\+1)°

Wartos¢ wlasna: x;3 = 3 — Stan wlasny: hy = \}5[1; ;1] |lo1| =p
e Jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych $cinan

kckr
2k‘2 )

Wartosé¢ wlasna: yo = Stan wtasny: hy = %[1; 0; 1], |o2] = Tomae

Z nieréwnosci o1 > 09 > o3 wynika, ze drugi stan wtasny hy odpowiada maksymal-
nemu naprezeniu stycznemu - jego wpltyw na catkowita miare wytezenia materiatu jest
niezalezny od parametru .

¢ Jednowymiarowa podprzestrzen wlasna dewiatorow
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_ Bkekr(1=3)

Wartos¢ whasna: x5 = Siz5y, Stan wlasny: hy = %[1; —2;1], los| = 745

Trzeci stan wlasny hs jest stanem dewiatorowym nie bedacym jednak czystym Sci-

naniem. Jest on natomiast ztozeniem dwdch nieortogonalnych (w sensie klasycznie zde-
finiowanego iloczynu skalarnego) czystych $cinan.

Kazdy ze stanéw hi, hy, h3 jest ortogonalny do pozostalych dwéch. Rozktad stanu na-
prezenia w bazie stanow wlasnych operatora stanu granicznego moze zosta¢ zilustrowany w
nastepujacy sposob:

O3

+ Tmax

S3]

01> 02> 03

Rozktad stanu naprezenia w bazie stanéw wtasnych operatora stanu granicznego wg
hipotezy Burzynskiego.

7.1.2 Analiza energetycznego kryterium Burzynskiego dla materialéw anizotro-
powych

We wezesniejszej publikacji autora [101] wskazano na szereg niescistosci w koncowym sformu-
towaniu kryterium stanu granicznego Burzynskiego, wigzacych sie z nastepujacymi kwestiami:

Sformutowanie w naprezeniach gtéwnych
e Brak niezmienniczoSci parametréow kryterium

e Zasadniczy uktad wspotrzednych

Wspotezynnik anizotropii A

[zotropia wtasciwosci wytrzymatosciowych

Zanim jednak zagadnienia powyzsze zostang omowione w bardziej szczegdtowy sposob,
koniecznie trzeba zwroci¢ uwage na fakt, ze sam Burzynski przynajmniej po czesci $wiadomy
byt wystepowania w swej hipotezie pewnych niescistosci. Z tego tez powodu, podsumowujac
swoja propozycje, zastrzegal si¢, iz nie ma ona juz teraz caltkiem Scistej interpretacji energe-
tycznej - niejasne jest zatem, dlaczego wyprowadzenia swoje opierat na bardzo szczegétowo
rozpisanych zwiazkach fizycznych, ktorych znaczenie nastepnie sam odrzucat. Poniewaz nie
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sposob dociec motywacji dziatan Burzynskiego oraz stopnia jego zorientowania si¢ we wszyst-
kich niescistosciach, jakie oméwione sa w nastepnych akapitach, nie nalezy traktowa¢ uwag
ponizszych jako Scistej analizy krytycznej jego propozycji - jest to raczej wskazanie przyczyn,
dla ktorych koncowe jej sformutowanie nie moze by¢ w zadnym stopniu wigzane ze sformuto-
waniem pierwotnym hipotezy w ramach pojec¢ energii sprezyste;j.

Sformutowanie w naprezeniach gtéwnych

Kryterium Burzynskiego prostote swej postaci zawdziecza miedzy innymi zatozeniu, ze
kierunki wtasne zadanego stan naprezenia pokrywaja si¢ z osiami przyjetego uktadu wspot-
rzednych. Wszystkie wielkosci fizyczne wystepujace w kryterium musza zatem by¢ okreslone
w takim uktadzie wspotrzednych - w szczegdlnosci chodzi tu o state sprezyste i inne wielko-
sci poprzez nie definiowane, ktore w ogélnosci zmienia¢ beda swoje wartosci wraz ze zmiana
orientacji uktadu wspotrzednych. 7 tekstu pracy Burzynskiego mozna odnies¢ wrazenie, ze
stosunki owych statych sprezystych sa niezalezne od przyjetego uktadu wspotrzednych - sy-
tuacja taka mogtaby mie¢ miejsce tylko przy zaltozeniu, ze sa one niezmiennikami. Problem
ten nie zostal jednak szerzej omdwiony.

Uktad wspotrzednych rozpatrywany przez Burzynskiego, ktérego osie pokrywaja sie z kie-
runkami naprezen gtownych nie jest holonomiczny - lokalny uktad wspotrzednych w danym
punkcie nie moze zosta¢ wyznaczony poprzez rozniczkowanie wektora wodzacego wzdtuz usta-
lonych krzywych w przestrzeni w tym punkcie cho¢by dlatego, iz spelnione musza by¢ nie-
rownosci o7 > 0o > o03. Ponadto rozktad stanu naprezenia zawiera¢ moze osobliwosci oraz
niecigglosci.

Aby wyznaczy¢ w catosci stan naprezenia, potrzeba szesciu niezaleznych wielkosci - odno-
szac sie jedynie do trzech skalarnych wielkosci (naprezen gtéwnych lub niezmiennikéw stanu
naprezenia), nie mozna uzyskaé¢ pelnej informacji na temat stanu naprezenia w danym punkcie
- catkowicie pomijana jest bowiem kwestia orientacji kierunkéw naprezen gtéownych w prze-
strzeni, co w analizie wytezenia ciat anizotropowych ma decydujace znaczenie.

Brak niezmienniczosci parametréow kryterium

Jak wspomniano powyzej state sprezyste zmieniaja w ogolnosci swoje wartosci zaleznie od
orientacji osi symetrii materiatu w rozpatrywanym uktadzie wspotrzednych. Kazda zmiana
badz orientacji probki, badz przyjetego uktadu wspoétrzednych skutkuje zmiang liczbowej
wartodci tych parametrow w rozpatrywanym uktadzie - poniewaz w ogdlnosci orientacja kie-
runkow naprezen gtéwnych zmienia¢ sie moze z punktu do punktu, stad parametry kryterium
Burzynskiego (jesli chcie¢ zachowaé ich energetyczna interpretacje) winny rowniez zmieniaé
swe wartosci, o ile tylko nie sg one niezmiennikami. Modul podatnosci objetosciowej B jest
wielkoscig proporcjonalng do odwrotnosci jednego z modutéw Kelvina dowolnego materiatu
objetosciowo izotropowego - jest zatem faktycznie niezmiennikiem. Jednak wszystkie pozo-
stale state sprezyste wystepujace w sformutowaniu kryterium, mianowicie L, M, N zdefinio-
wane jako réznica niezmiennika i pojedynczej sktadowej C (patrz: zwiazki (7.11)) nie moga
by¢ w ogodlnosci niezmiennikami.
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Zasadniczy uklad wspélrzednych

Stosunkowo niejasna jest rowniez kwestia zasadniczego uktadu wspotrzednych, ktory za-
dany jest uktadem rownosci (7.9). Cho¢ uktad taki zawsze istnieje, jest nim bowiem rozpatry-
wany uktad, ktérego osie pokrywaja sie z kierunkami naprezen gtownych, to jednak pojawia
si¢ pytanie o jego istnienie niezaleznie od aktualnego stanu naprezenia. Latwo wykazac¢, ze w
przypadku materialéw ortotropowych lub o wyzszej symetrii uktad, ktérego osie pokrywaja
sie z osiami symetrii materiatu réwniez ma cechy uktadu zasadniczego. Problem istnienia
zasadniczego uktadu wspotrzednych rozwigzemy odpowiadajac na pytanie czy istnieje taka
baza w przestrzeni fizycznej, w ktérej dowolny objetosciowo izotropowy tensor podatnosci C
przyjmuje nastepujaca postac:

Ciinn Chize Chsz 0O 0 0
Caoa Caazs 0 0 0
Cszzz 0 0 0

Co 7.15
Cozaz Cozzr Cazio (7.15)
sym Cs131 Csinz
Cia12 |

Wystarczy zauwazy¢, ze liczba niezaleznych sktadowych tensora podatnosci zostata zredu-
kowana z 16 do 10 (nalezy pamietaé, ze spetnione musze by¢ dodatkowo warunki Burzynskiego
(7.3)) - istnieja wiec takie materiaty, dla ktérych nie istnieje taka orientacja w przestrzeni
fizycznej, dla ktérej przyjety uktad wspotrzednych miatby cechy uktadu zasadniczego nieza-
leznie od stanu naprezenia.

Wspotczynnik anizotropii A

Anizotropia cech sprezystych zadanego materiatu znajduje swoje odzwierciedlenie w row-

naniu warunku granicznego (7.13) w pojedynczym parametrze A, zdefiniowanym jako A =
%—N. Burzynski przyjat ponadto, ze % = % = 2(1 — \), co jest konsekwencja zatozonej przez
Burzynskiego postaci kryterium - na drodze bezposrednich podstawienn mozna prosto pokazac,
ze tylko w przypadku, gdy rownania te sa prawdziwe, kryterium spetnione jest w granicznych

stanach jednoosiowych. Podstawiajac x = % = % otrzymujemy \ = % = %xQ i wreszcie,
podstawiajac obydwa powyzsze zwigzki do % = % = 2(1 — \), otrzymujemy:

>+ r—-2=0 (7.16)

Dwa pierwiastki powyzszego rownania to ;1 = —2 and x5 = 1. Poniewaz x zdefiniowane

zostalo jako iloraz dwoch ,;modutow sprezystych”, co do ktérych mozna sie spodziewac, iz sa
dodatnie, nalezatoby odrzuci¢ pierwszy z pierwiastkow. Dla z = 1 otrzymujemy A = %, tj.
warto$¢ parametru A dla ktoérej kryterium jest identyczne z kryterium dla ciat izotropowych.
Gdyby zas$ dopusci¢ drugie z rozwigzan, wtedy N = L = —M - jest to oczywiscie przypadek
wyjatkowo specyficzny, drastycznie ograniczajacy mozliwosci liczbowych stosunkéw uogodlnio-
nych moduléw sprezystych. Wynik ten sugeruje w pewnej mierze réwnowaznosé kierunkéw
odpowiadajacych modutom N i L, a wymagana wartos¢ modutu M sprawia, iz bardzo wat-
pliwe wydaje si¢, aby w ogolnym przypadku taka sytuacja mogta zaistnie¢ w rzeczywistosci.
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Trzeba jednak wspomnie¢, ze przed podaniem uproszczonej postaci proponowanego wa-
runku granicznego (7.13) Burzyniski napisal: ,[parametry M/N, M/L, M?/LN]| nie traktu-
jemy juz jako wyktadniki stosunku statych sprezystosci, lecz jako spotczynniki indywidualnie
zwigzane z istotq doSwiadczalng wytezenia” [16]. Podobnie i w koncowej czesci rozdziatu po-
sSwieconego omawianej hipotezie, znajduje si¢ nastepujace stwierdzenie: ,nalezy na zakon-
czenie podniesé (...) uwage, Ze stosowanie nazwy energji do uZywanych [w energetycznych
hipotezach wytezenial(...) wyrazern podyktowane zostato tylko prostotq wyrazania sie; Ze funk-
cje [te] (...) utracily czesciowo przypisywany im nazwq charakter - nie trzeba ttumaczycd.”
[16]. Nie wiadomo jak interpretowa¢ te stowa. Jesli w tych stwierdzeniach Burzynski odrzuca
wczesniejsze zalozenia o A, to dla kazdej wartosci A # % (a dla takich wartosci propozycja
ta nie redukuje sie do przypadku izotropowego) wszystkie dalsze wyprowadzenia pozbawione
sg fizycznej interpretacji energetycznej, co sprowadza cata hipoteze Burzynskiego do dos¢ za-
wiltej, cho¢ w istocie nieskomplikowanej formuty matematycznej dobranej w taki sposob, aby
warunek graniczny przez nig okreslony spetniony byt w wybranych stanach. Nie wydaje sie
rowniez uzasadnione zrownywanie przedstawionego przez Burzynskiego podejscia z jego wia-
sng wezesniejsza propozycja dla materiatow izotropowych, czy tez z hipotezg Hubera-Misesa.
Przyktadowo, miara wytezenia w tej ostatniej moze by¢ w zupehie jasny sposob - dzieki Scistej
proporcjonalnosci - utozsamiana rzeczywiscie z gestoscig energii, podczas gdy w koncowej pro-
pozycji Burzynskiego dla materialow anizotropowych taka analogia nie istnieje. Przyjmujac
jednak, ze Burzynski przynajmniej czedciowo swiadomy byt szeregu niescistosci zwigzanych z
zaprezentowanym podejsciem, zupelnie zbedne (a nawet wprowadzajace w btad) wydaje sie
,wyprowadzanie” tej propozycji ze sformutowania energetycznego z odniesieniem do anizo-
tropowych zwiazkéw konstytutywnych, w sytuacji, gdy zalozenia te sa nastepnie catkowicie
odrzucane - trudno bowiem moéwic¢ o ,,czesciowey” utracie charakteru energetycznego.

Izotropia wtasciwos$ci wytrzymatosciowych

W calej pracy Burzynskiego [16] zaktada sie, ze wartosci naprezen granicznych k., k, oraz
ks sa niezalezne od kierunku przylozenia obciazenia, a zatem przy uwzglednieniu anizotropii
cech sprezystych pomija sie catkowicie anizotropie cech wytrzymaltosciowych.

7.2 Kryterium Olszaka - Urbanowskiego (1956), Olszaka - Ostrowskiej-
Maciejewskiej (1985)

Hipoteza Burzynskiego byta pierwsza proba uogoélnienia hipotezy Hubera-Misesa, przyjetej
powszechnie dla materiatéow izotropowych, ktéra uwzgledniataby anizotropie cech sprezystych.
Ograniczeniem stosowalnosci nowego kryterium byto zatozenie o mozliwosci rozktadu energii
sprezystej na czes¢ zwiazang z odksztalceniem postaciowym i odksztatceniem objetosciowym.
Zatozenie to, przyjete swiadomie przez Burzynskiego i umozliwiajace konsekwentng adaptacje
koncepcji Hubera na przypadek anizotropowy, nie bylto jednak poparte Scistg argumentacja.
Nie znajduje ono réwniez jednoznacznego potwierdzenia doswiadczalnego, stanowigc tym sa-
mym dos¢ istotng przeszkode w szerszym stosowaniu hipotezy Burzynskiego.
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Odmienng koncepcje uogodlnienia hipotezy Hubera na ciala anizotropowe zaprezentowali
w 1956 r. Olszak oraz Urbanowski w [71], inspirowani nieco wezeéniejszymi pracami Golden-
blata [33] [34]. Trzeba juz na wstepie wspomnieé, ze pomyst ten stal sie nastepnie przedmiotem
badan kolejnych naukowcoéw i doczekat sie szczegotowej i wieloptaszezyznowej analizy w pra-
cach Olszaka i Ostrowskiej-Maciejewskiej [72] oraz Rychlewskiego [87]. Rozwazania zawarte w
przytoczonych pracach oraz wnioski, do ktérych prowadza, zestawione sa w obecnym rozdziale.

Zarysowujac rzecz w skrocie, Olszak i Urbanowski rozpatrywali w [71] funkcje WU bedaca
potencjatem plastycznym w réwnaniach plyniecia plastycznego Lévy’ego-Misesa (5.8). Funkcje
te przyjeto w postaci jednorodnej kwadratowej funkcji stanu naprezenia lub odksztalcenia:

~ ~

1

Warunek plastycznosci stowarzyszony z prawem plyniecia jest uogédlnionym warunkiem typu
Misesa (6.28). Na drodze szeregu przeksztalcen oméwionych ponizej Olszak i Urbanowski
wyprowadzili tensor stanu granicznego H w postaci:

lub
1 (1-C)®(C-1)
szﬁ[C— 1.C.1 ] (7.19)

przy czym lewa strona warunku granicznego (6.28) interpretowana jest jako ,pseudoenergia
odksztatcenia postaciowego” - uogoélnienie Huberowskiej miary wytezenia materiatu na przy-
padek dowolnego materiatu anizotropowego. Jest to wielko$¢ o wymiarze energii niezmiennicza
wobec zmiany stanu odksztalcenia lub naprezenia (w zaleznosci od przyjetej postaci (7.18) lub
(7.19) tensora H) o cze$¢ kulista (dylatancja lub naprezenie hydrostatyczne). Po opublikowa-
niu przez Rychlewskiego prac prezentujacych metody analizy widmowej tensoréw czwartego
rzedu, koncepcja ta doczekata sie pogtebionej analizy w pracy Olszaka i Ostrowskiej Maciejew-
skiej [72], ktérzy wskazali na tozsamosé dewiatorowych standéw wlasnych tensoréw sprezystosci
oraz wyprowadzonych tensoréw stanu granicznego (7.18) i (7.19), jak réwniez zbadali kwestie
zwigzkow miedzy wartosciami wlasnymi tensoréw stanu granicznego a modutami Kelvina ba-
danego materiatu. Nieco odmienne podejscie, prowadzace jednak do wynikéw identycznych jak
w pracach Olszaka i Urbanowskiego oraz Olszaka i Ostrowskiej-Maciejewskiej, zaprezentowal
Rychlewski rozwazajac rozktad przestrzeni naprezen na dwie podprzestrzenie energetycznie
ortogonalne, co umozliwia rozktad energii sprezystej na dwie niezalezne od siebie czesci. O
jednej z tych podprzestrzeni zalozyt Rychlewski, iz jest jednowymiarowa przestrzenig stanow
bezpiecznych a za miare wytezenia przyjal on energie zwigzang z drugim z tych stanéw. Przy
zalozeniu, ze stanem bezpiecznym jest stan hydrostatyczny lub stan powodujacy jedynie od-
ksztalcenie objetosciowe, uzyskat on posta¢ warunku granicznego postulowang przez Olszaka
i Urbanowskiego.
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7.2.1 Koncepcja analogii izotropowej [Goldenblat (1955)]

W swych pracach [33], [34] z 1955 r. Goldenblat przedstawit ciekawa koncepcje przedstawienia
zwigzkow fizycznych dla materialow anizotropowych w taki sposéb, aby ich matematyczna
posta¢ wykazywata pewna analogie do formy zwiagzkéw konstytutywnych dla izotropii. Prawo
Hooke’a dla materiatu izotropowego mozna przedstawi¢ w powszechnie stosowanej ogolnej
postaci:

Oi5 = )\skk&-j + 2#8@‘. (720)
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia
el = e, e =cpen, el =cll - %(51)2
(7.21)
ol = o, ol = oo, s =oll — %(01)2
oczywiste sg zaleznodci:
ol = 3K¢!, sl =2@Ge!!
O, = 2 | LBAN+2u)(eD)?]| = 1 | (o])? O =1|2uel| =1L
v =323 K 2 |9K ; =220 2 |2G (7.22)

® = Jeyay = B+ B = § [N+ 2057 = 4 [k (1= 38) ()2 + o]

gdzie A i p sa odpowiednio pierwszym i drugim parametrem Lamego, zas K = %(3)\ + 2u)
jest modutem sztywnosci objetosciowej Helmholtza, zas G = p jest modutem sztywnosci po-
staciowej Kirchhoffa.

Przez analogie do (7.20) zwiazki miedzy naprezeniem a odksztalceniem w przypadku ciat
anizotropowych mozna zapisa¢ w postaci:

0ij = MijiiAparsOriOpqers + AAijuiEr, (7.23)

gdzie A;j sa skladowymi pewnego tenora czwartego rzedu - nazwanego przez Goldenblata
,tensorem anizotropii” - o takich samych symetriach wewnetrznych oraz zewnetrznych co ten-
sor sztywnosci rozpatrywanego materiatu. Zwiazek tensora sztywnosci z tensorem anizotropii
A jest nastepujacy:

Sijkl = 5U42'qu4’4klrs(5pq5'rs + 2,l~j/14z']’kl g S = :\ [(1 ) A) ® (A ) 1)] + 2/1A (724)

Poniewaz tensory S oraz A maja w ogdlnosci taka samg liczbe niezaleznych sktadowych, a
ponadto ,juogdlnione parametry Lamego” )\ oraz [ moga zosta¢ wybrane dowolnie, stad wnio-
sek, ze zwiazek (7.24) nie jest wzajemnie jednoznaczny, tj. istnieje nieskonczona ilo$é trojek
(X, fi, A) spelniajacych (7.24) dla zadanego S.

Obliczmy teraz niezmiennik o/ dokonujac w (7.23) zwezenia po wskaZnikach ij oraz wy-
znaczmy catkowita energie sprezysta mnozac (7.23) przez ;. Otrzymujemy:
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ol = o = (ah + 201)E

T~ . 7.25
= foye = 5 | MEN? + 228" (7.25)

gdzie:
€~] = Aijkléijgkl =1-A-¢
e = Ajjueijen =€ - A - e,

co przy zalozeniu a = Ayr = 3 1 podstawieniu K = 3\ + 2/ stanowi wyrazng analogie do
(7.22).

7.2.2 Koncepcja pseudoenergii odksztalcenia postaciowego [Olszak, Urbanowski
(1956)]

W [71] Olszak i Urbanowski dokonali specyfikacji postaci tensora stanu granicznego H poprzez
dalsze rozwiniecie pomystéw Goldenblata. Po pierwsze wyznaczono wzor okreslajacy sktadowe
tensora anizotropii dla zadanego tensora sztywnosci i przyjetych uogélnionych parametréow
Lamego. Przeksztalcajac (7.24) otrzymujemy:

1

A=—
24

[S—A1-A)® (A 1) (7.26)
Nasuwajac z lewej i z prawej strony tensor jednostkowy drugiego rzedu na obie strony rownania
(7.24) otrzymujemy po przeksztalceniach:

(1-S)®(S-1)=(aA+22)*(1-A) @ (A1) (7.27)

Podstawiajac otrzymang zaleznos¢ do poprzedniego réwnania i przyjmujac o = Ayre = 3
uzyskujemy ostatecznie:

1 A
A=—|S——(1-59®(S-1 7.28

i |5 G e (7.28)
W tym miejscu trzeba wspomnieé, ze zaleznosé¢ ta jest prawdziwa tylko przy zatozeniu, ze
Asik = 3 - z jakich$ wzgledéw warunek ten nie zostal wyszczegélniony przez autoréw w
[71]. Warto tez zwroci¢ uwage na fakt, ze zaleznosc ta jest prawdziwa niezaleznie od wartodci
parametrow A i £ - tym samym mozna je na tym etapie zdefiniowa¢ w dowolny sposob.

Wiedzac, ze w przypadku izotropii spelnione sg zaleznosci:

Siirk = 9\ + 641 A= ﬁ (2SGikk — Sikik)
, (7.29)
Sikik = 3A + 124 =1 (Sikik - ésukk)
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stale te mozna przyjaé¢ w postaci:'?

A= = (2Siike — Sikir)
, (7.30)
i=L1(g,, _1g. )
m =15 ( ikik 3 Mitkk
przy czym tensor S jest rzeczywistym anizotropowym tensorem sztywnosci danego materiatu.

Whprowadzmy teraz kolejny niezmiennik stanu odksztatcenia, mianowicie:

1 1
é[I:NII_g(é’I)Z:E,A.g_g]_.A.g_ (731)

Wtedy, uwzgledniajac powyzsza zalezno$¢ w ogélnych zwiazkach (7.25), catkowita energie
sprezysta mozna zapisa¢ w postaci:

d=>a,+ (if, gdzie:

) ) ) (7.32)
O, =L B +20)(E)?], Py =1 20",
co jest w analogii do zwiazkéw (7.22).
Dokonujac analogicznych przeksztatcen dla odwréconego zwiazku fizycznego
1 3K 1
€ij = ok (1 - 2C¥> Bij 11 BpgrsOriOpgOrs + @Bijklglﬂla (7.33)
otrzymujemy:
1 1 3K
C=—B+—(1-—|(1-B)@(B-1) (7.34)
2G 3K 2G
A 3K
B=2G|C-K|(l-—|(1-C)®(C-1) (7.35)
2G
Uogoélnione moduty sztywnosci mozna przyjaé jako réwne'?
1 _
% = Ciikk
(7.36)

1 1 1
o5 = £ (Conir — $Cins)

Wprowadzajac oznaczenia:

13W [71] przyjeta byla odmienna definicja tych stalych, przy czym (z uwagi na bledy jakie pojawily sie w
druku [71]) w kwestii tej moglem rozeznaé sie dopiero po udostepnieniu mi przez pania dr Janing Ostrowska-
Maciejewska jej osobistych notatek - w tym miejscu chcialtbym zlozy¢ szczegdlne podzickowania za udzielona mi
pomoc. Autorzy przyjeli A= %(Siikk; —Sikik), B = i(SZ-Mk — %S”kk) Przyjmujac definicje autoréw [71] analogia
z niezmiennikami izotropowego tensora sztywnosci spelniona jest jedynie dla Sykr. Przyjmujac jednakze A
oraz fi okreSlone réwnaniami (7.30) wszystkie dalsze wyprowadzenia przebiegaja identycznie jak w [71], stad
pozwolitem sobie zastapi¢ oryginalne sformutowanie autoréw zwiazkami, ktore w pelni zachowuja analogie z
przypadkiem izotropii.

vy [71] przyjeto % = (Cik:ik: — %Ciikk)
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¢'=1-B-o, ¢'=0-B-o, §'=05"—3(!)? (7.37)
mozna napisac:
d =3, + @f, gdzie:
(7.38)
o 11 (x 3 11 2
b, =4 [5%(61)7] r=3 568"
Tym samym otrzymujemy:
¢ =P, + P =, + Dy, (7.39)
przy czym w ogolnosci
¢, # P, oraz Py #£ Oy (7.40)

Wielkosci (o wymiarze energii) P § oraz i) § mozna uznac za pewne mozliwe uogélnienia
energii odksztatcenia postaciowego dla anizotropii - nazwaé¢ je mozna ,pseudoenergia od-
ksztalcenia postaciowego”. Przez analogie do izotropowej hipotezy Hubera warunek stanu
granicznego mozna sformutowacé w postaci:

d;=H lub &;=H, (7.41)

gdzie H oraz ]EI sg granicznymi warto$ciami pseudoenergii odksztatcenia postaciowego. Same
wyrazenia na ®; oraz ¢ sa formami kwadratowymi odpowiednio stanu odksztatcenia i stanu
naprezenia - formom tym odpowiadaja operatory liniowe:

o;=1¢-S; ¢
N A 7.42
q)fZ%O”Cf'O' ( )

skad otrzymujemy:

(7.43)

Wykorzystujac zaleznosci (7.28) oraz (7.27) i odpowiednie dla tensoréw C i B otrzymujemy:

Sf:s—mu-sm(sq)
(7.44)

C;=C-K(1-C)®(C-1),

co wobec zaleznosci (7.30) (7.36) oraz (7.42) pozwala zapisa¢ warunki graniczne (7.41) w
postaci uogélnionego anizotropowego warunku granicznego typu Misesa (6.28):
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éfzée-gf-ezﬁ lub e-H.-e=1

. . . . 7.45
(I)f:%O"Cf'O':H lub o-H-0=1, ( )

gdzie:

§-[s-03Es] Ro s,

(7.46)

a 1.C)®(C-1 & 2
Cf:[c_( 1).0.(1 )}a H:écf

Powyzszy zapis (absolutny) nie pojawil sie ostatecznie w [71] - autorzy wyrazili sktadowe
tensorow C; oraz Sy poprzez sktadowe tensorow sprezystosci oraz uogoélnione parametry La-
mego:

() _ 1
Sijk:l - Sijkl - 3(3A+21) Sijppsquq
(7.47)
f) %
Ci(jkl = Cijkl - K Oijppoquq
Definicje te sg oczywiscie réwnowazne, jednak rownania (7.46) charakteryzuja sie bardziej
zwarta forma zalezna jedynie od tensoréw sprezystosci (bez wprowadzania dodatkowych pa-
rametrow i tak zaleznych od C i S), niezaleznoscia od przyjetego uktadu wspotrzednych, wresz-
cie oczywistym podobienstwem miedzy obydwoma definicjami. Tak samo zapisane definicje
tensorow stanu granicznego mozna znalez¢ rowniez w p6zniejszej pracy Olszaka i Ostrowskiej-
Maciejewskiej [72].

Trzeba jeszcze zwrdcié uwage na fakt, ze [71]

S;-(Ag1)=0
(7.48)

Cy-(pl) =0,

co tatwo sprawdzi¢ bezposrednimi rachunkami. A zatem stan réwnomiernego rozciggniecia
jest stanem wlasnym S ¢ odpowiadajgcym zerowej wartosci wiasnej, natomiast stan napreze-
nia hydrostatycznego jest stanem wtasnym C ¢ odpowiadajgcym jego zerowej wartosci wlasne;j.
Stad wniosek, ze pseudoenergia odksztalcenia postaciowego ® ¢ nie ulega zmianie, gdy stan od-
ksztalcenia ulegnie zmianie jedynie o swoja czesé¢ kulistg oraz ze pseudoenergia odksztatcenia
postaciowego P s nie ulega zmianie, gdy do stanu naprezenia dodany zostanie stan hydrosta-
tyczny.
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7.2.3 Koncepcja pseudoenergii odksztalcenia postaciowego [Mises (1928)]

Stosunkowo szeroko znana jest postawa Misesa, ktory nie tylko nie doszukiwal si¢ energe-
tycznego znaczenia zaproponowanego przez siebie kryterium stanu granicznego (zaréwno w
przypadku izotropii, jak i anizotropii), ale réwniez staral siec udowodnié¢ niezalezno$¢ a nawet
wieksza ogdlno$é kwadratowej funkcji stanu naprezenia okreslajagcej warunek graniczny od
energetycznej miary wytezenia materiatu.

Zdaje sie, ze powszechnej uwadze uszedl fakt, iz Mises w swej pracy z 1928 roku [67]
sam podjal prébe uogdlnienia pojecia energii odksztatcenia postaciowego na przypadek ciat
anizotropowych. W przeciwienstwie do Burzynskiego, ktory wyznaczyt dodatkowe zwiazki
miedzy stalymi sprezystymi, przy ktorych wydzielenie energii odksztatcenia postaciowego jest
mozliwe, Mises rozpatrywat rozklad stanu naprezenia oraz stanu odksztatcenia na czesci,
ktore umozliwityby wydzielenie energii odksztatcenia objeto$ciowego i energii odksztatcenia
postaciowego. Zalézmy wiec, ze zaréwno stan naprezenia, jak i stan odksztalcenia mozna
roztozy¢ na dwie czesci:

o=04+0p
(7.49)
E=E€Eyt+ER

przy czym eg jest odksztalceniem zachowujacym objetosé, tj. tr(ep) = 0. Mises zalozyl, ze
sktadowe kazdej z czesci stanu naprezenia (odksztalcenia) wiaza sie z odpowiednia czescia
stanu odksztalcenia (naprezenia) uogélnionym prawem Hooke’a:

oc4=S €y ea=C-0y
(7.50)
O'B:S'EB €B:C'0'B

Poszukiwany rozktad stanu naprezenia i odksztatcenia musi zosta¢ wyznaczony w ten sposob,
aby mozliwy byt rozktad energii sprezyste;j:

1 1
(D:CI)A+(I)B gdzie (I)A:§O'A'€A, (DB:§UB'€B (751)

Wtedy najprostszym uogolnieniem pojecia energii odksztatcenia postaciowego bytoby opisanie

jej wielkoscia &5 = %O'B - €p (zgodnie z zalozeniem ep przyjete jest jako odksztalcenie

postaciowe).Calkowita energia sprezysta jest rowna:

2¢:U'€:O'A'€A+O'B-€B+<O'A'EB—FO'B'EA) (752)

Warunek mozliwosci dokonania rozktadu energii sprezystej (7.51) sprowadza sie do réwnosci:
op-€pt+op-ex=0 (7.53)
Wobec zwiazkéw (7.50) oraz symetrii tensor6w sprezystosci, mamy:
OpN"EB=O0RB* €Yy (754)
Przyjmijmy, ze zada¢ bedziemy aby to o 4 - €g = 0. Napiszmy:

04 EB = 0Azz€Bza T 0 Ayy€ Byy + 0A2:€B22 + 2(0Ayz<€Byz + 0A22€Bzz + O-Aacyngy) =0 (755)
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Réwnosé powyzsza moze by¢ spetniona dla nieskonczonej liczby par ustalonych form stanéw
naprezenia i odksztalcenia. Pamigtajac o tym, ze tr(ep) = €puw + €nyy + €522 = 0 oraz ze
odksztatcenia katowe €z moga mie¢ dowolng warto$é, nietrudno zauwazy¢, ze zaleznos$é ta
spelniona jest przy zalozeniu, ze o4 jest naprezeniem hydrostatycznym - o4 = pl. Wobec
tego warunek dopuszczalnosci rozkladu energii sprezystej (7.51) sformutowany przez Misesa
brzmi nastepujaco [67]: ,Der Spannungstensor ist so zu spalten, daf$ der erste Teil ein al-
Iseits gleicher Druck oder Zug ist und dem zweiten Teil eine volumbestandige Deformation
entspricht’'®. Jak podaje Mises, warunek ten podal wczesniej niezaleznie od niego A. Reuf.
Rozktad (7.51) nie jest zatem mozliwy w przypadku ogélnym. Mozliwe jest wydzielenie czesci
energii zwigzanej odksztalceniem postaciowym, rozumianej jako catkowita energia sprezysta
pomniejszona o energie zwiazana z pracg naprezenia hydrostatycznego na spowodowanym
przez ten stan stanie odksztatcenia. Z zalozenia o4 = pl oraz zwiazkéw (7.50) wynika:

ea=p(C-1), (7.56)
przy czym p musi by¢ dobrane w ten sposéb aby tr(e4) = tr(e) = 1- C - o, poniewaz tylko
wtedy tr(eg) = 0. Otrzymujemy zatem
_1-C.o
~1-C-1°
Praca naprezenia hydrostatycznego na odpowiadajacym mu odksztatceniu jest rowna:

1-C.-o=tr(eq)=p1-C-1) = p (7.57)

(1-C-o)(1-C-0)
1-C-1

20, =0 -e4=p°1-C-1= (7.58)

Odejmujac te warto$¢ od catkowitej miary energii uzyskujemy pewne mozliwe uogolnienie
energii odksztalcenia postaciowego:

- - 1 1-C-0)1-C-0)
=0 -0,=-0-C-0— .
7 v =50 o 21.C.1 : (7.59)
co mozna zapisa¢ w postaci:
. | R . (1-C)®(C-1)
br=—-0-Cy- Cr=C— .
1 =50 G0, f [ C.1 (7.60)

Réwnanie powyzsze jest identyczne z tym przedstawionym przez Olszaka i Urbanowskiego.

Nieco na marginesie, warto jeszcze raz przypomnieé, ze Mises nie zgadzal sie z energe-
tyczng interpretacjg zaproponowanego przez siebie warunku, za$ wyznaczonej przez siebie
wielko$ci @ £, majacej by¢ uogdlnieniem energii odksztalcenia postaciowego na przypadek ciat
anizotropowych, nie uwazal za odpowiednig miare wytezenia materiatu. Zwazywszy na fakt,
ze Mises stale rozwazat swoja propozycje w jej podwdjnej roli warunku granicznego oraz po-
tencjatu plastycznego, jego nieche¢ wobec prob energetycznej interpretacji zaproponowanego
przez niego warunku granicznego wydaje sie uzasadniona. Stuszne watpliwosci w tej kwestii
zawarl Mises w [67]: |, Bei isotropen Kérpern enthdilt der Ausdruk fir Ag (...) nur eine einzige

15Tensor naprezenia moze byé rozlozony w ten sposéb, ze pierwsza czeéé jest réwna wszechstronnie réwnemu
$ciskaniu lub rozciaganiu, druga czes¢ zas odpowiada odksztalceniu zachowujacemu objetosé - tlum. autora
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Materialkonstante, die als gemeinsamer Faktor vor die variablen Glieder tritt. Daher kann
sich F' von Ag nur in diesem Faktor unterscheiden und die Bedingungen F = konst. nnd
Ag = konst. besagen dasselbe. Bei Kristallen enthdlt der Ausdruck fir Ag mindestens zwei
unabhdngige Konstanten (...), deren Quotienten das Verhalten des Korpers im rein elastischen
Gebiet bestimmen. Es ist nicht einzusehen, warum fir den Ausdruck F', der sich allein auf
das Fliefigebiet bezieht, die gleichen Verhdltniswerte mafigebend sein sollen. Die quadratische
Flieffbedingung F' = konst. ist jedenfalls insofern allgemeiner gegentiber einer « Hypothese
konstanter Gestaltanderungsarbeit », als sie nicht voraussetzt, dafS die in F auftretenden Ma-
terialzahlen (...) die fiir den elastischen Bereich festgestellten Werte besitzen.”'%. Poza szcze-
gblnym przypadkiem, w ktérym wzajemny stosunek wartosci statych sprezystych faktycznie
okazalby sie wtasciwym takze dla wspotezynnikéw potencjatu plastycznego, funkcja okredla-
jaca gestos¢ energii odksztatcenia - w my$l sugestii przedstawionej przez Misesa - bytaby
zdatna do wykorzystania jako potencjal plastyczny jedynie wtedy, gdy wartosci statych spre-
zystych ulegalyby zmianie w zakresie plastycznym. Zmiana taka nie bytaby zresztg niczym
zaskakujacym z uwagi na fakt, ze proces deformacji plastycznej skutkuje trwatymi zmianami
struktury wewnetrznej materiatu, ktéra makroskopowo przejawia si¢ wlasnie w wartosciach
statych sprezystych. Zresztg ten wlasnie fakt moze by¢ Zrodtem zastrzezen podobnych do tych,
wysuwanych przez Misesa - trudno bowiem spodziewaé sie, aby proces deformacji plastyczne;j
mogt by¢ poprawnie opisany przy uzyciu takich wartosci parametréw potencjatu plastycznego
(zwiazanych ze statymi sprezystymi), ktére w zakresie tym dtuzej juz nie obowiazuja. Trzeba
jednak rozgraniczy¢ kwestie formutowania potencjatu plastycznego i warunku plastycznosci
- ten drugi wcale nie musi petié¢ roli potencjatu i okreslony jest w dziedzinie sprezystosci,
okreslajac jej kres (szczegdlnie w przypadku zastosowanej schematyzacji Prandtla), tj. - w naj-
prostszym ujeciu - dopoki kryterium nie zostanie spetnione, wartosci jego zmiennych okreslane
sg na podstawie teorii liniowej sprezystosci a zatem wykorzystanie staltych materiatowych nie
wydaje sie wobec tego czyms niewlasciwym.

Pewne stwierdzenia zwigzane posrednio ze wskazanym powyzej problemem mozna zna-
lez¢ w pracy Burzynskiego: ,, Wszystkie teorje, w ktorych forme matematyczng wchodzi stata
Poisson’a (...), sqg mniej lub wiecej bledne. Stale sprezystosci bowiem nie majg nic wspélnego
z wytezeniem - albo Scislej - nie wytezenie zalezy od nich, tylko one od wytezenia”[17]. We-
dtug osobistej opinii autora, stwierdzenie Burzynskiego zdaje si¢ by¢ zanadto restrykcyjne,
szczegolnie jesli rozpatrywanym modelem ciata jest kontynualny model ciata idealnie sprezy-
stego. Catkowite uniezaleznienie miary wytezenia od statych sprezystych prowadzi do braku
uwzglednienia szczegdlowej struktury zwiazkow konstytutywnych. W rzeczywistosci - ponie-
waz zaréwno graniczne wartosci naprezen jak i stale sprezyste okreslane sg w ostatecznosci
poprzez wielkosci oddziatywan miedzyczasteczkowych - zwigzek miedzy tymi dwiema grupami

16W przypadku cial izotropowych wyrazenie na Ag [tutaj P ¢ - przyp. tlum.] (...) zawiera tylko pojedyncza
stala materialowa, ktora jest wspdlnym czynnikiem wylaczonym przed zmienne czlony. Tak wiec F' [lewa
strona warunku plastycznosci - przyp. tlum.] i Ag moga sie réznié tylko tym wspélezynnikiem i warunki
F = const. i Ag = const. wyrazaja to samo. W przypadku krysztaléw wyrazenie na Ag zawiera co najmniej
dwie niezalezne stale (...), ktérych stosunek okreslaja cechy ciala w czysto sprezystym zakresie. Nie widaé
powodow, dla ktorych dla wyrazenia F, ktére okresla si¢ tylko dla zakresu pltyniecia plastycznego, takie same
proporcje mialyby by¢ wlasciwe. Warunek F' = const. jest w kazdym razie o tyle ogdlniejszy od ,hipotezy
statej pracy odksztalcenia postaciowego”, ze nie zaktada z géry, ze wystepujace w F' stale materialowe maja
wartosci ustalone dla zakresu sprezystego. - tlum. autora
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wielkodci istnieje zawsze, cho¢by nawet byl wyjatkowo trudny do opisania. Warto zauwazy¢,
ze nawet hipoteza Burzynskiego (w szczegdlnosci w przypadku ciat anizotropowych), choé¢ w
swoim koncowym sformutowaniu pozornie nie zawiera stalych sprezystych, w istocie obej$é
si¢ bez nich nie moze, gdyz bez znajomosci i uwzglednienia ich wzajemnych proporcji nie-
mozliwe jest wyznaczenie energii odksztalcenia postaciowego i objetosciowego. Zastepowanie
ich wielko$ciami wytrzymatosciowymi, mozliwymi do wyznaczenia na drodze eksperymental-
nej, oraz dodatkowymi niezaleznymi parametrami (np. ,wspotczynnik anizotropii”) poprzez
szereg ztozonych podstawien jest zabiegiem czysto matematycznym, ktory nie ma znaczenia
wobec pierwotnego sformutowania hipotezy w ramach pojecia energii sprezystej, odwotuja-
cego sie wprost do stalych sprezystych. Co wiecej, poréwnanie pierwotnego sformutowania w
ramach poje¢ energii i przy uzyciu statych sprezystych oraz koncowego, wyrazonego jedynie
przez wielkosci wytrzymato$ciowe, umozliwia nawet wskazanie wprost tych zaleznosci miedzy
jedng i druga grupa parametréw - sg one widoczne juz na etapie przyjmowania stosowanych
pozniej podstawien. Trudno$¢ w ocenie stwierdzenia Burzynskiego wiaze si¢ réwniez ze wspo-
mnianym juz we wczesniejszym rozdziale niejasno wyrazonym odrzuceniem przez niego Scisle
energetycznej interpretacji przedstawionego warunku granicznego. Jednakze spostrzezenie Bu-
rzynskiego, ze state sprezyste zmieniajg swojg wartos¢ wraz ze wzrastajaca miarg wytezenia
materiatu wydaje sie w ogdélnosci stuszne - ich zmiana sprzezona jest ze zmiang charakterystyk
oddzialywan migdzyczasteczkowych wskutek zmiany dtugosci wiazan w czasie postepujacego
odksztalcenia. Wydaje sie zatem, ze nie tyle wytezenie wptywa na wartos¢ stalych sprezy-
stych, ile obie te wielkosci zalezg od aktualnie dziatajacych sit atomowych - sity te zmieniaja
sie wraz ze zmiang dtugosci wigzan, ktorej makroskopows miarag w ramach mechaniki conti-
nuum jest stan odksztalcenia. Uwzglednienie w mierze wytezenia materiatu tak subtelnych
zjawisk moze okazaé sie wyjatkowo trudne i jest w sprzecznosci z zalozeniem wystepowania
zakresu liniowo sprezystego, w ktorym zmiany te sg na mocy definicji pomijalnie mate - o
stalych sprezystych zaktadamy, iz sa w istocie ,state”. Tak szczegdtowy model wymagatby
uwzglednienia nieliniowosci zwigzkow konstytutywnych. Jest w stwierdzeniach Burzynskiego
pewna niekonsekwencja zwigzana z wymogiem pominiecia udziatu statych sprezystych, kto-
rych wartos¢ sie zmienia wraz ze wzrastajacym wytezeniem i jednoczesnym zastosowaniem
przy wyznaczaniu energii sprezystej uogolnionego prawa Hooke’a ze staltymi parametrami. W
przekonaniu autora, jesli rozpatruje sie zjawiska wytezenia jedynie makroskopowo, w ramach
liniowej teorii sprezystosci, odwotanie sie do statych sprezystych wydaje si¢ wrecz uzasadnione.

7.2.4 Analiza widmowa tensora stanu granicznego Olszaka-Urbanowskiego [Ol-
szak, Ostrowska-Maciejewska (1985)]

Olszak oraz Ostrowska-Maciejewska w swojej pracy [72] opublikowanej w 1985 r. zaprezen-
towali odmienne podejscie do problemu specyfikacji tensora stanu granicznego w uogolnio-
nym warunku Misesa, wykorzystujace przedstawione niewiele wcze$niej przez Rychlewskiego
metody analizy widmowej tensoréw czwartego rzedu [85]. Autorzy rozpatrywali potencjal
plastyczny ¥ dany tensorem stanu granicznego H

1

spetniajacy dwa postulaty Misesa:
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e Wartos¢ potencjatu plastycznego nie zmienia si¢, gdy sktadowe normalne stanu napre-
zenia powigkszone zostang o te samg wartoscé

e Wartos¢ potencjatu plastycznego nie zmienia sie, gdy przyjety uktad wspotrzednych
zastapi sie ukltadem krystalograficznie rownowaznym.

O tensorze H autorzy [72] przyjeli, ze winien by¢ pewna funkcja tensoréw sprezystosci (cech
sprezystych):
H = .74(S) = Z-(C). (7.62)

przy czym zatozyli ponadto, iz tensor stanu granicznego H spelnia¢ musi nastepujace warunki:

e Tensor stanu granicznego charakteryzuje si¢ tymi samymi symetriami zewnetrznymi
oraz wewnetrznymi, co tensory sprezystosci danego materiatu

Hijw = Hjy = Hijiy = Hyyj, Ou = Os

e Tensor kulisty (stan naprezenia hydrostatycznego) jest stanem wlasnym tensora stanu
granicznego odpowiadajgcym zerowej wartodci wtasnej

H-1=0

e Jesli pewien dewiatorowy stan naprezenia jest stanem wlasnym tensora podatnosci da-
nego materiatu, to jest on réwniez stanem wlasnym tensora stanu granicznego

C-tr=X, 7-1=0 = H-7=pur = (AH—-pC)-7=0

e Potencjal plastyczny zadany tensorem stanu granicznego poprzez réwnanie (7.61) jest
czescig energii odksztalcenia sprezystego

e W przypadku izotropii tensor stanu granicznego przyjmuje posta¢ odpowiadajaca wa-
runkowi granicznemu Hubera-Misesa:

1 1
H:%[]I—S(l@l)}, h = const.

Z potencjatem plastycznym ¥ danym réwnaniem (7.61), ktéry poprzez réwnania plyniecia
plastycznego Lévy’ego-Misesa opisuje deformacje ciata w stanie pozasprezystym, wigze sie
stowarzyszony z rownaniami tymi warunek plastycznosci postaci

o-H-:o = const. (7.63)

Autorzy [72] zaproponowali tensor stanu granicznego postaci

1 1-C C-1
Ho Lo oo 1]
2h 1-C-1
a zatem takiej samej, jak zaproponowano to w [71] (patrz réwnania (7.46)). Nie przedstawiono
jednak bezposredniego wyprowadzenia tej postaci tensora H. Nalezy jednak przypuszczac, ze

h = const., (7.64)
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postac ta zaproponowana zostata wlasnie z uwagi na nawigzanie do wczesniejszej pracy jed-
nego ze wspotautoréow [71]. Nietrudno bowiem sprawdzié, ze wszystkie z powyzszych warunkéw
spelia przyktadowo tensor stanu granicznego H w postaci

1 T<V 1
H=_ | — .
i | 2 slon s (7.65)

gdzie wg (K =1,...,T < V) sa wzajemnie ortogonalnymi dewiatorowymi stanami wlasnymi
tensora podatnosci, \x sa odpowiadajacymi im modutami Kelvina, zas T' jest maksymalng
liczba niezaleznych (wzajemnie ortogonalnych) dewiatorowych stanéw wlasnych C, suma wy-
miaréw dewiatorowych podprzestrzeni wtasnych. Poniewaz wy (K = I,...,T) sa stanami wta-
snymi C o zadanej symetrii, zatem kombinacja liniowa odpowiednich diad musi mie¢ grupe
symetrii co najmniej taka jak C. Z samej definicji (7.65) wynika, ze kazdy z dewiatorowych sta-
now C jest stanem wlasnym H. Z uwagi na ich dewiatorowy charakter oczywiste jest takze, ze
stan hydrostatyczny réwniez jest stanem wtasnym H o zerowej wartosci wtasnej. W przypadku
izotropii, gdy T' =V, zas wszystkie moduty Kelvina dewiatorowych podprzestrzeni wtasnych
sg sobie réwne, H ma posta¢ ogolna projektora na pigeciowymiarowa podprzestrzen dewiato-
réw, tj. taka jak wymagana wg autoréw [72]. Potencjal plastyczny zadany rozpatrywanym
tensorem stanu granicznego jest takze czedcia catkowitej energii odksztalcenia sprezystego
w tym sensie, ze wprost stanowi on te czesé rozkladu gléwnego energii sprezystej 7, ktoéra
wigze sie z dewiatorowymi stanami wlasnymi. Jest to zatem jedno z mozliwych uogodlnien
energii odksztalcenia postaciowego na ciata anizotropowe - jest to moze nawet najprostsze
uogdlnienie tego typu, nie pozbawione jednak tej wady, iz catkowicie pomija wplyw energii
zwiazanej ze stanami wlasnymi o niezerowej sktadowej hydrostatycznej, ktéra stanowi¢ moze
nawet zdecydowang wiekszo$¢ catkowitej miary energii odksztalcenia sprezystego.

Aby wnikngé¢ glebiej w strukture warunku granicznego opisanego tensorem stanu gra-
nicznego (7.64) warto zbadaé jego wartosci i wektory wlasne. Z definicji jednym ze stanéw
wtlasnych H jest dowolny stan hydrostatyczny, zas odpowiadajacg mu wartoscig wtasng jest
0. Podobnie, dowolny dewiatorowy stan wtasny C jest zarazem stanem wlasnym H. W po-
szukiwaniu pozostatych stanow i wartosci wlasnych zapiszmy zagadnienie wtasne dla H:

H-h=yh = (H—yI)-h=0. (7.66)

Zagadnienie wtasne symetrycznego tensora czwartego rzedu jest rownowazne zagadnieniu wta-
snemu jego macierzy reprezentacji w zzm Wartosci wtasne sa pierwiastkami rownania wie-
kowego:

W(x) = Det (H — xI) = X° + a1x* + asx® + asx® + asx® + asx +ag =0 (7.67)
W celu znalezienia reprezentacji H w ,sz, baze w tej przestrzeni mozna wybra¢ dowolnie
- z uwagi na posta¢ (7.64) tensora H, najdogodniejsza baza bedzie baza stanéw wlasnych
wg (K =1,...,VI) tensora podatnosci C:

17zapisanego jako suma szeéciu skladnikéw, wiréd ktérych wykorzystano wszystkie te, wiazace sie ze wza-
jemnie ortogonalnymi dewiatorowymi stanami wlasnymi C
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wr,Wrr,...,Wvyr, C-wK:XKwK, (K:[,I[,,VI), (768)

gdzie A\ sg wartosciami wlasnymi tensora podatnosci, odwrotnosciami odpowiednich modu-
tow Kelvina. W bazie tej odpowiednie macierze reprezentacji sa rowne:

)\[ B i [ 75\]tr w;)
Al Arrtr(wrr)

Q
12

A1y Ay rtr wrv)
>\V 7/\\/’61" Wy
v Avitr(wyr) |

(
(
Arir (1-C)= )yntl"gwln)
(
(

X%[tr(wj)]Q X[S\]][tr(w])][tr(w[[)] 75\]5\‘/][‘61”(&)])][1:1”((.0‘/[)}

1-C)®(C-1)= X%[tr(wj)]Q . )\H)\V[[tr(w'[[)][tr(wv‘;)]

sym X%/I[tr(wx/[)]g

zas$ niezmiennik

Er=1-C-1= 5\[[131‘((.0[)]2 + 5\[[[11(00[[)]2 + ...+ S\V[[tr(ww)]Q (769)

przy czym kwadraty $ladéw stanow wlasnych C spetniaja zalezno$é (6.18). Rownanie wie-
kowe (7.67) dane jest wyznacznikiem 6 x 6, ktory w ogdlnym przypadku wyraza sie bardzo
ztozonymi wzorami. Jednakze, z uwagi na szczegblng postaé¢ tensora H, przy wyznaczaniu
postaci rownania wiekowego skorzysta¢ mozna z nastepujacego twierdzenia

Dla kazdej macierzy odwracalne; M oraz wektorow v ¢ w zachodzi

detM +vew)=(1+w'-M".v)det(M)

Podstawmy
M=C —xI
1
v=-2(1.0)
w=(C-1).

Wtedy oczywiscie

M+veow=H - xI
Zaréwno C jak i T maja w rozpatrywanej bazie posta¢ diagonalng. Odwrotno$¢ M ma rowniez
posta¢ diagonalng, przy czym jej elementy sa po prostu odwrotnosciami elementow M a jej

wyznacznik jest iloczynem wszystkich tych elementéw. Rownanie wiekowe (7.67) mozna wiec
zapisa¢ w nastepujacej postaci o stosunkowo prostym schemacie:
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W) = (=00 =) =)0 =00 =)0 =)
2t (wn)P (s — %) Arar = ) Oy = ) A = ) Avr = )
“Lefer(wrn)POr = ) = )y =) Oy = x) A
@ =00 =)y =) (0w =0 (v =) (7.70)
@ P Ar =0 Car =) i =) O =) 0wr =)
= ftr(wy)2(Ar = x)r = ) A = ) v — )(/_\V X)
=2 fur(wvn) (s = ) (s = ) (A =) Ay = X)(Av = x) =0

W [72] sformulowano szereg wnioskow wynikajacych z analizy widmowej tensora stanu gra-
nicznego. W szczegolnosci, warto zwroci¢ uwage na nastepujace fakty: podstawiajac x = 0,
czynnik AArrAiArvAv v wylaczyé mozna przed cale wyrazenie. Pamietajac ponadto o
réwnosei (7.69), tatwo przekonujemy sie, ze jednym z pierwiastkow réwnania charakterystycz-
nego (7.67) jest x = 0 - jest to oczywiscie w zgodzie z zatozeniem o zerowej wartosci wlasnej
H odpowiadajacej stanowi hydrostatycznego naprezenia. Ponadto, nietrudno zauwazyc¢, ze
jesli ktorykolwiek z modutow Kelvina jest wielokrotna wartoscia wtasng tensora sztywnosci,
wtedy odpowiedni czynnik (Mg — %) mozna wylaczyé przed nawias z lewej strony réwnania,
charakterystycznego, co prowadzi do wniosku, ze Y = Ag jest wartodciag wtasng H. Ogdlnie,
jesli Mg jest n-krotna wartoécig wtasng C, to x = A jest (n — 1)-krotng wartoécia whasna H.

—X)

7.2.5 Energetycznie ortogonalna podprzestrzen stanéw bezpiecznych i odpowia-
dajacy jej rozklad energii [Rychlewski (1984)]

Rychlewski w swej pracy [87] rozpatrywal bardzo ogdlny pomyst wydzielenia pewnej podprze-
strzeni standéw bezpiecznych, ktéra bytaby energetycznie ortogonalna do swego dopelienia
W 3512/,” (przestrzeni stanéw niebezpiecznych) - ta jej cecha umozliwiataby rozklad energii
sprezystej na czes¢ zwigzang ze stanami bezpiecznymi i cze$¢ zwigzang ze stanami niebez-

piecznymi, przy czym ta druga stanowi¢ by mogla miare wytezenia materiatu.

W [87] rozwazania przeprowadzone byty dla przypadku jednowymiarowej podprzestrzeni
stanéw bezpiecznych z zaznaczeniem, ze uogoélnienie na przypadek podprzestrzeni wielowy-
miarowych jest stosunkowo proste. Ponizej zamieszczone sg rozwazania dla ogdlnego, wielo-
wymiarowego przypadku.

Przypusémy, ze znane sg stany naprezenia, ktére (niezaleznie od swej intensywnosci) nie
wplywaja na miare wytezenia materiatu - stany bezpieczne ay, ..., a,,. Ich liniowa niezaleznos$é
musi by¢ sprawdzona. Przypusémy, ze s z nich jest liniowo niezaleznymi (s < 6) oraz, ze
tworzg one s-wymiarowg przestrzen liniowg stanéw bezpiecznych o7 - istnieje wiec baza w
tej przestrzeni a, ..., as. Przyjmijmy, ze jest to baza ortogonalna wzgledem energetycznego
iloczynu skalarnego (6.24). Zalozenie o unormowaniu tej bazy nie jest konieczne oraz zostato
swiadomie pominiete celem bezposredniego poréwnania uzyskanych wynikéw do propozycji
Olszaka-Urbanowskiego oraz Rychlewskiego.

Dana jest przestrzen standéw bezpiecznych o7
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o = {a Ta=a10q + ... + a0, O ® a; = 5@‘ (l = 1, ...,8)} (771)

Jej energetycznie ortogonalne dopetnienie do ,sz, to (6 — s)-wymiarowa przestrzen %

B=od+={b: bea=b-C-a=0, ac o} (7.72)

Trzeba zauwazy¢, ze przestrzen 4 jest ortogonalnym dopelnieniem przestrzeni stanéow od-
ksztalcenia odpowiadajacym bezpiecznym stanom naprezenia & = C - o7

b-C-a=0 = b.l(C-a)
(7.73)
&={e: e=C-a,acd}, &E=5B"

Analogicznie, dopelienie ortogonalne o7 jest przestrzenig stanéw odksztatcenia odpowiada-
jacym niebezpiecznym stanom naprezenia .% = C - &

b-C-a=0 = al(C-b)

(7.74)
F={f: f=C-b, be A}, F = o+
Stad otrzymujemy szereg zaleznosci zobrazowanych na ilustracji 7.1.
gt =5 d+=C B
B = o PB-=C- o (7.75)

dt=8 o+ BL=S5.2"

d+t=C. B

Rysunek 7.1: Podprzestrzen stanéw bezpiecznych oraz jego ortogonalne i energetycznie orto-
gonalne dopetnienia.

Wprowadzmy rozklad .72 na sume prosta podprzestrzeni o7 i %:

sym

T2 =o DR (7.76)

sym
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Dowolny stan naprezenia o mozna zapisa¢ w postaci sumy rzutow tego stanu na rozpatrywane
podprzestrzenie:
o=0,+0p, os€d, op€AB, (7.77)
gdzie o 4 - zwane bezpieczng czescig naprezenia - oraz o g - zwane czescig niebezpieczng - sg
stanami energetycznie ortogonalnymi. 7Z samej definicji podprzestrzeni o7 i & wynika, ze
{d}N{B} =0, (7.78)
przy czym symbole {7/} i {#B} oznaczaja tu oczywiscie zbiory stanéw nalezacych do od-
powiednich przestrzeni liniowych. Rzuty na odpowiednie podprzestrzenie dane sa poprzez
projektory:
cs=Ps-0, op=Pp-o. (7.79)

Poniewaz cata przestrzen zzm jest suma prosta rozwazanych przestrzeni o7 @ %, stad:

oc=o0,+0p5=Py-0+Pg-oc=1-0 = Pu+Pp=1 (7.80)

Projektory na & i # zdefiniowane sa nastepujaco:

(7.81)

W ogdlnosci nie sa to projektory ortogonalne (patrz rys. 7.1) - tym samym nie musza to by¢
operatory symetryczne w sz Rzut danego stanu naprezenia na jedna z rozpatrywanych
podprzestrzeni ma oczywiscie zerowy rzut na druga z nich, skad wynika zalezno$¢:

PAOPB:PBOPA:® (782)

Energetyczna ortogonalnosé sktadowych o4 oraz op skutkuje nastepujaca zaleznoscig dla
projektora na przestrzen stanéw bezpiecznych:

cheop=01-C-op=0 = VYV, (Pa-a)-C-[(I-Py)-o]=0 =

= PloC=P,oCoP,y
(7.83)
ocLeos=0L-C-o,=0 = VYV, [(I-Pa)-0]f - C-(Py-0)=0 =

= CoPy4=PLoCoPy

Konieczno$é uwzglednienia operacji transpozycji - tradycyjnie pomijanej w notacji z uwagi na
symetrie elementow i operatorow w ﬂszm - bierze sie z faktu, ze projektory P4 oraz Ppg nie sg
projektorami ortogonalnymi a tym samym nie sg w ogélnosci symetryczne. Ogolnie rownosci

powyzsze rownowazne sg warunkowi:
clheop=0Leoc,=0 = PLleoPyp=PLoP,=0 (7.84)
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Z uwagi na energetyczng ortogonalno$é¢ obydwu podprzestrzeni sktadowych, catkowitg energie
odksztalcenia sprezystego dla dowolnego stanu naprezenia o mozna zapisa¢ w postaci:

1 1
CI)(U):(I)A+(I)B7 ®A:§UA'C'UA7 (I)B:§0'B'C'O'B. (785)

Za miare wytezenia materiatu mozna uwaza¢ wielkosS¢ energii sprezystej zwiazanej ze stanami
niebezpiecznymi ®p. Biorac pod uwage (7.79), warunek graniczny mozna zapisa¢ w postaci:
b =nh = c-Ho=1 (7.86)

gdzie h jest graniczng wartoscig energii sprezystej zwiazanej ze stanami niebezpiecznymi, zas
tensor stanu granicznego H ma postac:

H:;L[PEOCOPB}:;l[(H—PA)ToCo(H—PA)}, (7.87)

co - po uwzglednieniu (7.83) - mozna przepisa¢ w nastepujacej postaci:

1
H:ﬁ[C—onCoPA}. (7.88)

Konieczne jest zatem wyznaczenie P 4, projektora na przestrzen stanéw bezpiecznych <.
Dowolny stan naprezenia rozktadamy na dwie sktadowe:

o=0,+0p, o,€9, opeER (7.89)

Przy znanej bazie przestrzeni o dowolny element </ mozna zapisa¢ w postaci

o4 =a10q + ... + ago. (7.90)

Wspélezynniki rozktadu w bazie, mozemy znalez¢é wyznaczajac energetyczny iloczyn skalarny
sktadowej o 4 z kazdym ze stanéw bazowych

oAy, = A10 @ Oy, + ... + A, (k=1,..,s). (7.91)
Po uwzglednieniu energetycznej ortogonalnosci bazy {ay} przestrzeni &7 oraz faktu, ze
TaeQ =0 0Qy

bedacego konsekwencja energetycznej ortogonalnosci przestrzeni .o/ oraz % - réwnanie po-
wyzsze mozna zapisaé jako

o ey
O &Y = QL0 ® O, = ap = —— (792)
a1 @ X

Sktadowa niebezpieczng stanu naprezenia przyjmujemy po prostu jako réwna

op=0—04. (7.93)

Przedstawmy operacje rzutowania na &/ w nastepujacej formie:

1 1
Pyo-o=—(ceaj)a;+..+ —(ocea,)a, =0, (7.94)
(&1 Cs
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Rzut o na o7 jest niezerowy, jesli tylko o nie jest energetycznie ortogonalny do pewnego
elementu 7, co jest rGwnoznaczne z tym, ze jego energetyczny iloczyn skalarny z co najmniej
jednym stanem bazowym jest rézny od 0. Ceche te zachowuje operacja rzutowania zdefinio-
wana poprzez (7.94). Pozostaje jedynie dobraé¢ wspdtczynniki ¢ (kK =1,...,s) w ten sposdb,
aby P4-04 = 0 4. Przyréwnajmy zatem (7.90) z uwzglednieniem (7.92) oraz (7.94). Poniewaz
rozktad wektora w bazie przestrzeni liniowej jest jednoznaczny (niezaleznie od jej ewentualne;
ortogonalnosci), stad mozemy napisaé¢

o ey 1
a,=——-=—(oce« kE=1,..,5s). 7.95
= T = (o) ) (7.95)
Réwnanie powyzsze mozna przepisa¢ w postaci
1 1
Vo croak<—):O = = opeqy. (7.96)
O ® O Cr
A zatem, jesli stan naprezenia o ma sktadowg bezpiecznag, to z definicji musi sie ona dac
zapisa¢ w postaci (7.90) ze wspotezynnikami rozktadu (7.92) - postaé te zachowuje operacja
rzutowania za pomoca projektora P 4, dana réwnaniem (7.94). Skoro o 4 jest sktadowa nale-
zaca do &7, to sktadowa niebezpieczna op dana réwnaniem (7.93) musi naleze¢ do A. Jedli
o € A, wtedy oczywiscie kazdy z energetycznych iloczynéw skalarnych

(coay)=0(k=1,..5s),
a zatem spetniony jest warunek P, - o5 = 0.

Projektor P 4 mozna wiec zapisa¢ ostatecznie w postaci:

PA:Zak@)Oak

k=1

ar C o ala; s i#] (7.97)

Nietrudno pokazaé, ze tak zdefiniowany projektor spelnia warunki (7.83):

PloCoPy— ¥ %o oCo| 5 anoan)
s s (C-a Ca,
Z Z (ag-C- akk))é(@tim~c'zim) (ak -C- am) = (798)

k=1m=1

_ Zw PLoC=CoP,.

(ar-C-ay)

W zupetnie analogiczny sposdb mozna sprawdzi¢, ze spetniona jest rownos¢ P,oP 4 = Py, co
dla projektora na # danego zaleznoscia Pg = I — P 4 skutkuje wymaganymi zaleznosciami:

PooPy=PyoP,=0, PLePz=PLeoP,=0.
Tensor stanu granicznego H przyjmuje postac:

1 ak
H=_-1C- Z

akoCoak

(7.99)
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gdzie {ay } jest dowolna energetycznie ortogonalna (niekoniecznie znormalizowana) baza prze-
strzeni stanéw bezpiecznych 7. W przypadku, gdy rozpatrywana przestrzen stanoéw bezpiecz-
nych jest przestrzenia jednowymiarowa, wtedy:

H— o [C—(O"CM(C'O‘)], (7.100)

:% aoCoa

gdzie a¢ jest znanym stanem uznanym za bezpieczny. Jest to wynik wskazany przez Rychlew-
skiego w [87]. Zakladajac, ze stanem bezpiecznym jest stan hydrostatyczny tj. a« = 1, wtedy
otrzymujemy

H— lC—(l'C)@)(C'l)], (7.101)

:% 10Col

co jest tozsame z propozycja Olszaka - Urbanowskiego [71] oraz Olszaka - Ostrowskiej-
Maciejewskiej [72] (7.19). Te same rozwazania mozna przeprowadzi¢ w kontekscie przestrzeni
bezpiecznych stanéw odksztatcenia i energetycznego warunku granicznego zapisanego poprzez
stany odksztatcenia. Zaktadajac, ze bezpiecznym stanem odksztalcenia jest stan réwnomier-
nego odksztalcenia objetosciowego (lub - réwnowaznie - Ze bezpiecznym stanem naprezenia
jest ten stan, ktory powoduje jedynie zmiane objetosci), tensor stanu granicznego w warunku
zapisanym poprzez odksztatcenia ma postac:

1 (1-S)®(S-1)

H=—|S—-
2h l1oSo1l ’

(7.102)
tozsama z drugg propozycja Olszaka i Urbanowskiego (7.18).

W $wietle powyzszych rozwazan oryginalne propozycje Olszaka i Urbanowskiego [71] znaj-
duja jednoznaczna, scisle energetyczna interpretacje, juz nie jako hipotezy krancowej ,,pseudo-
energii odksztatcenia postaciowego” lecz jako hipoteza, w ktorej miara wytezenia jest energia
zwigzana ze stanami naprezenia (albo - nieréwnowaznie - odksztatcenia), ktore sa energetycz-
nie niezalezne od pewnego zatozonego stanu uznanego za bezpieczny. Bardzo istotng cecha -
charakterystyczng dla anizotropii - jest koniecznos¢ rozroznienia czy stanem bezpiecznym ma
by¢ stan odksztatcenia czy naprezenia. Odpowiadajace sobie stany naprezenia i odksztatce-
nia w przypadku anizotropii sg opisane z reguty tensorami niewspotosiowymi. Szczegdlnym
wyjatkiem sg tutaj stany wtasne tensoréw sprezystosci.

7.3 Kryterium Rychlewskiego (1984)

W 1984 roku Rychlewski zaproponowal w swej pracy [87] warunek stanu granicznego w postaci
liniowej kombinacji sktadnikow gtéwnego rozktadu energii sprezystej (6.26):

®lo1) | 2(oz)  2o,) _ 1,
I ho h,

gdzie o, (o = 1,...,p) sa rzutami aktualnego stanu naprezenia na podprzestrzenie wlasne
tensoréw sprezystosci, zas h, s granicznymi wartosciami energii zwigzanych ze stanami nale-
zacymi do odpowiednich podprzestrzeni &2,,. Z uwagi Scistg proporcjonalnosé stanéw wtasnych
naprezenia i odksztalcenia réwnanie (7.103) mozna przepisa¢ w postaci:

p <6, (7.103)
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101\2

Kt

|02 o,|?
k?% + ... kg =1, K =2\ha, (7.104)

p

+

gdzie A, sa modutami Kelvina odpowiadajacymi danym podprzestrzeniom wtasnym, zas k,
sg granicznymi wartosciami naprezen na kierunkach stanow wtasnych. Jesli, ktorys ze stanow
naprezenia o, uznawany jest za stan bezpieczny, wtedy odpowiedni parametr h, = oo (przez
co réwniez i k, = 00). Kryterium powyzsze, wyposazone w jasna interpretacje energetyczna,
w zwartej i bardzo ogdlnej formie uwzglednia anizotropi¢ cech sprezystych materiatu. Jest
ono kryterium $cisle energetycznym, reprezentowanym w przestrzeni ﬂszm przez symetryczng
szesciowymiarowg hiperpowierzchni¢ kwadratows - nie mozna wiec opisa¢ przy jego pomocy
materiatow wykazujacych réznice wytrzymaltosci przy zmianie znaku naprezenia.

Specyfikacja tego kryterium dla réznych klas symetrii sprezystych nie jest zagadnieniem
trudnym - ogdélne wyrazenia na rzuty stanu naprezenia na podprzestrzenie wlasne jak rowniez
ich interpretacje fizyczng mozna znalez¢ w rozdziale po$wieconym specyfikacji prezentowanej
W niniejszej pracy nowej propozycji kryterium stanu granicznego. Podobne rozwazania mozna
znalez¢ np. w [76] [55] [57].

Jak wskazano juz we wczesniejszej czesci pracy, Rychlewski przekonany byt o tym, ze
nawet ,staby’ zwigzek miedzy wtasciwosciami sprezystymi a wiasciwosciami ,,granicznymi’
(wytrzymatosciowymi) w ogélnym przypadku nie powinien by¢ przyjmowany za pewnik. W
tym sensie, miara wytezenia nie powinna by¢ - w jego mniemaniu - prosta pochodna wielkosci
sprezystych, w ktorej réznica miedzy miarg deformacji, jaka jest energia, a miarg wytezenia
sprowadzata sie do kilku zaledwie parametréw (w szczegdlnosci, do pojedynczego skalara,
bedacego graniczng wartoscia energii). Rychlewski proponowal rozwazaé warunek graniczny
postaci:

F(oy,...,0,) =1, (7.105)

gdzie o, (« = 1,..., p < 6) sa miarami rzutu aktualnego stanu naprezenia na podprzestrzenie
wtasne tensorow sprezystosci. Warunek ten nie jest pozbawiony tej zaleznosci swej postaci od
cech sprezystych materiatu, niemniej jest warunkiem znacznie ogélniejszym, umozliwiajacym
wprowadzenie znacznie bardziej ztozonych zaleznosci funkcyjnych.

7.3.1 Koncepcja energetycznie ortogonalnych rozktadéw energii sprezystej

Rychlewski $wiadomy byt mozliwosci wystapienia istotnych nawet réznic pomiedzy wlasci-
wosciami symetrii cech sprezystych oraz cech wytrzymatosciowych danego materialu. Dosé
sceptycznie odnosit sie do réznych propozycji warunkow stanu granicznego, w ktoérych miara
wytezenia wiaze si¢ z wlasciwosciami sprezystymi materialu nawet poprzez bardzo ,stabe”
zwigzki [87] - w swym krytycznym stosunku do tego typu propozycji nie oszczedzal nawet
swoich wlasnych koncepcji. Rychlewski podjat prace nad bardzo ogdélnym warunkiem stanu
granicznego, tj. warunkiem postaci

c-Ho=1 (7.106)



Pawet Szeptynski Opracowanie kryterium stanu granicznego...

Rézni sie ona od propozycji Misesa [67] w kilku kwestiach - rzecz dotyczy przede wszystkim
spetnienia postulatow Misesa, tj. nizemienniczosci postaci funkcji kwadratowej po lewej stro-
nie warunku 1) wobec zmiany sktadowej hydrostatycznej stanu naprezenia, 2) przy zmianie
uktadu wspotrzednych na inny ,krystalograficznie rownowazny”. W jezyku algebry postulaty
te sprowadzaja sie do stwierdzenia, ze 1) stan kulisty jest stanem wlasnym H odpowiada-
jacym zerowej wartosci wlasnej oraz 2) grupa symetrii zewnetrznych H jest taka sama jak
grupa symetrii tensoréw sprezystosci. Zadnego z tych zatozen Rychlewski nie przyjat. Zalozyt
natomiast, ze tensor H jest symetryczny i dodatnio okreslony.

Analiza warunku granicznego (7.106), pozwolita na sformutowanie twierdzenia pozwalaja-
cego znalez¢ jednoznaczng interpretacje energetyczna dowolnego warunku tego typu:

Twierdzenie Rychlewskiego

Dla kazdego materiatu sprezystego, zdefiniowanego przez swdj tensor podatnosci C oraz
tensor stanu granicznego H, istnieje dokiadnie jeden energetycznie ortogonalny rozktad prze-

strzeni symetrycznych tensorow drugiego rzedu zzm

T2 =H6.®H, X<6,

sym

. (7.107)
ol I for a# 3 o, f=1,2,..,x
1 doktadnie jeden zbior parami roznych statych
hi,...;hy,  ho # hg for a# 3 (7.108)
taki, Ze dla dowolnego stanu naprezenia o
oc=01+..+0,, o, €, (7.109)
miara wytezenia materiafu dana wyrazeniem (6.28) jest réwna
1 1
oc-H o=—0(01)+ ..+ —P(0y), (7.110)
hy Iy
gdzie
1
O(o) = 50’-C-a’=<b(cn)+...+(l>(ax) (7.111)

jest catkowitq energiq odksztatcenia sprezystego.

Wydaje sie uzasadnione, aby w zestawieniu poréwnawczym szeregu energetycznych hipotez
wytezenia materialéw anizotropowych zamiesci¢ dowoéd powyzszego twierdzenia - istotnego
dla lepszego zrozumienia niektérych propozycji warunku stanu granicznego. Dow6d podany
za Rychlewskim [87] z drobnymi zmianami, nieistotnymi dla zasadniczej tresci.

Stosujemy nastepujace oznaczenia energetycznego iloczynu skalarnego, odwzorowan linio-
wych oraz zlozenia operatorow:

aeB=a-C-B (7.112)
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Aea=A-(C-a)=AocC: « (7.113)
ae A=A a) A=(a-C)-A=a-CoA (7.114)
A®B=Ao0CoB, (7.115)

gdzie C jest tensorem podatnosci danego materiatu.
Dowéd:

Rozwazamy bezwymiarowa przestrzen symetrycznych tensoréow drugiego rzedu %zm z
wprowadzonym w niej energetycznym iloczynem skalarnym (6.24). Operatorem tozsamoscio-
wym w klasie operatorow realizujacych odwzorowania liniowe (7.113) jest nie tensor I lecz

tensor sztywnosci S:

Sea=(SocC)-a=T-a=«a (7.116)

Lewa strone warunku granicznego (7.106) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

c-Ho=c0ce(SoHoS)eog=0eLeo (7.117)

7 uwagi na symetrie S oraz zalozenie, ze HY = H tensor L = So H o S jest tensorem
symetrycznym - ma wiec sens zagadnienie wlasne dla tego operatora, tj. poszukiwanie takich
energetycznych stanéw wtasnych x oraz energetycznych wartosci wlasnych ﬁ symetrycznego
operatora liniowego L, dla ktérych spetniona jest rownosé

1
Lex= o X & (2hH—-C)-x =0. (7.118)

Wyznaczy¢ mozna uktad energetycznie ortogonalnych rozwiazan powyzszego zagadnienia

XIs-Xvis Xk ® XL =KL (7.119)
odpowiadajacych wartosciom wlasnym ﬁ (K =1,...VI). Uklad tensoréw xj stanowi baze
w zgm Zgodnie z fundamentalng tozsamoscia dla operatora liniowego, tensor L mozna za-
pisa¢ jako kombinacje liniowa diad swoich stanéw wtasnych, przy czym wspotczynnikami tej
kombinacji sg odpowiednimi wartosciami wtasnymi L:

1 1
L=— T 7.120
o, X1 @ X1 St Xvi® Xyr ( )
W szczegblnosci niektére z wartosci whasnych L moga by¢ sobie réwne (oznaczmy te wartosé
przez i) - istnieje wtedy nieskonczona liczba stanéw wlasnych x, odpowiadajacych tym

warto$ciom wlasnym speliajacych (7.118). Generuja one podprzestrzen liniowa 7, prze-
strzeni fszm o wymiarze rownym krotnosci danej wartosci wtasnej jako pierwiastka réwnania

charakterystycznego dla operatora L. Grupujac diady (x x®x ) odpowiadajace takim samym
warto$ciom wilasnym, tensor L mozna zapisa¢ jako

1 1
L=—H +.+—H

_ < 6. 121
2h, on, X 0 (7.121)

gdzie
H, = x @ x) + .xi™ @ x{") (7.122)
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za$ x®) (k = 1,...,d,) sa energetycznymi stanami wtasnymi L odpowiadajacymi d,-krotnej

wartosci wlasnej 22 . Z uwagi na energetyczng ortogonalnos¢ stanéow wtasnych odpowiadaja-

cych istotnie réznym wartosciom wlasnym mozemy napisac:

X € Xx €K,

HQ.X:{O exedt Bra (7.123)

Tensory H,, (o =1, ..., x) sa zatem projektorami energetycznie ortogonalnymi na wzajemnie
energetycznie ortogonalne podprzestrzenie 7.

H, 0=«

O ofta (7.124)

Ha@Hﬁ:{

Poniewaz uktad szesciu stanéw wlasnych L stanowi baze w 7.2 | zatem energetyczne zagad-

sym?
nienie wlasne dla L definiuje rozktad zzm na sume prosta

T2 =D .0, (7.125)

sym

skad operator tozsamosciowy dla odwzorowania liniowego danego réwnaniem (7.113), tj. ten-
sor sztywnosci S moze zostaé przedstawiony w postaci:

S=H,+..+H, (7.126)

Powyzszy rozktad sz umozliwia zapisanie dowolnego stanu naprezenia w postaci

c=01+..+0,, oye05=0a#03, o,f=1.,x<6 (7.127)
W szczegbélnosei dla dowolnej podprzestrzeni 7,
o':aa—i—aai, o, €, a’aoa'ai:O (7.128)
Wobec tego oczywista jest zaleznosé

ceH,e0 = (O'Q—G—O'i')OO'a =o,00,=20(c,) (7.129)
Uwzgledniajac powyzsze, podstawiajac (7.121) do (7.106) otrzymujemy

1

c7"H-0':2h1

O'QHloa—i—...—i—iaonoa':
(7.130)

co jest zasadnicza teza twierdzenia. Biorac pod uwage rozktad (7.127) oraz energetyczna
ortogonalnosé sktadnikéw tego roztadu, catkowita energia odksztatcenia sprezystego ® (o) =
%O' e o, jest réGwna

Qo) =P(o1) + ... + (o). (7.131)
B CBDU
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7.4 Uogoblnienie klasycznych energetycznych kryteriow stanu gra-
nicznego na przypadek anizotropii

Jak byto juz wspomniane na poczatku rozdziatu, kazda z klasycznych energetycznych hipotez
wytezenia materiatu izotropowego przy pewnych zatozeniach w naturalny sposéb moze zostaé
uogdlniona na przypadek cial anizotropowych wtasnie dzigki uniwersalnosci pojecia energii,
ktore nie zaktada zadnej szczegdlnej formy zwiazkow konstytutywnych sprezystosci. Od sa-
mego poczatku, gdy formutowano pierwsze propozycje warunkéw granicznych dla materiatow
anizotropowych, duza zgodnos¢ hipotezy Maxwella-Hubera-Misesa z doswiadczeniem sugero-
wala potrzebe uogolnienia tej wtasnie propozycji. W rozdziatach poprzednich przedstawiono
szereg odmiennych koncepcji, ktore mialy na celu sformutowanie odpowiedniej hipotezy -
wsrod nich mozna wyszczeg6lnié:

e zalozenie objetosciowej izotropii materiatu (Burzynski [16])
e uogdlnienie energii odksztalcenia postaciowego (Mises [67] Olszak, Urbanowski [71])
e uogdlnienie energii dewiatorowego stanu naprezenia (Olszak-Urbanowski [71])

e zalozenie bezpiecznych standéw naprezenia (w szczegblnosci naprezenia hydrostatycz-
nego)

— przyjecie tensora stanu granicznego ze stanem bezpiecznym jako stanem wtasnym o
zerowej wartosci wlasnej (Mises [67], Olszak, Urbanowski [71], Olszak, Ostrowska-
Maciejewska [72]). Przyjecie dewiatorowych stanéw wlasnych tensoréw sprezystosci
za stany wlasne tensora stanu granicznego (Olszak, Ostrowska-Maciejewska [72])

— przyjecie za miare wytezenia energie zwiazang ze stanami nalezacymi do energe-
tycznie ortogonalnego dopelnienia przestrzeni stanéw bezpiecznych (Rychlewski
[37])

Roéznorodnos¢ zastosowanych podejsé jest konsekwencja tego, ze w ogdlnym przypadku
anizotropii wydzielenie czesci energii zwigzanej jedynie z odksztatlceniem postaciowym i na-
prezeniem dewiatorowym jest niemozliwe, stad samo pojecie ,energii odksztalcenia postacio-
wego” okazuje sie tutaj by¢ niejednoznacznym i moze by¢ interpretowane w rézny sposob.
Wykorzystujac wyniki uzyskane przy prébach uogolnienia hipotezy Maxwella-Hubera-Misesa
mozliwe sa réznorodne dalsze wariacje uogdlnien pozniejszych propozycji Schleichera oraz
Burzytiskiego. Warto réwniez pamietaé o oryginalnym sformutowaniu hipotezy Huberal® i

1887 czegblnie w polskiej literaturze naukowej obserwuje sie pewne zamieszanie w tej kwestii. Powszechne jest
bowiem utozsamianie propozycji Hubera z 1904 r. oraz Misesa z 1913 r. Trzeba jasno stwierdzi¢, ze pierwotny
pomyst Hubera zasadniczo réoznil sie od tego, co zwyklo nazywaé sie hipotezg Hubera-Misesa-Hencky’ego
i opieral sie¢ na zalozeniu, ze miarg wytezenia przy Sciskaniu jest energia odksztalcenia postaciowego, przy
rozciaganiu za$ - calkowita energia sprezysta [49] (tak samo u Burzynskiego [16]). Pomyst ten, skrytykowany
przez Misesa, nie znalazt, zdaje sie, wladciwego zrozumienia w srodowisku naukowym. Kluczowy moze tutaj
by¢ fakt, ze Huber w swojej pracy stan graniczny nazywal ,peknieciem” nie za$ - jak Mises - uplastycznie-
niem, co sugerowa¢ moze, iz w istocie wtasciwym przedmiotem, ktérego winna dotyczy¢ propozycja Hubera,
sg ciala kruche o diametralnie odmiennych wladciwosciach przy rozciaganiu i Sciskaniu, tym samym wyka-
zujace asymetrie zakresu sprezystego. Mises i inni zakltadali, ze naprezenie graniczne przy rozciaganiu i przy
$ciskaniu musi by¢ takie samo, czego z oczywistych wzgledéw hipoteza Hubera uwzgledniaé¢ nie mogta, chyba
ze przyjaé, iz graniczna wartos$é energii (prawa strona warunku granicznego) jest odmienna przy rozciaganiu
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jego ewentualnym rozszerzeniu na przypadek cial anizotropowych. Ciekawa koncepcje uogdl-
nienia najstarszej energetycznej hipotezy wytezenia, zaproponowanej przez Beltramiego [§],
przedstawil Rychlewski [87].
Beltrami postulowatl, ze w stanie granicznym catkowita energia odksztalcenia sprezystego
osiaga pewng ustalong wartosc.
®(o) = h = const. (7.132)

Doswiadczenie wskazuje, ze hipoteza ta nie jest poprawna, wydaje sie jednak, ze moze
istnie¢ pewna klasa materiatow, dla ktérych propozycja Beltramiego mogtaby znalez¢ zasto-
sowanie. Rozstrzygna¢ o tym moze jedynie doswiadczenie. Warto przy tym zwrdci¢é uwage
na kilka interesujacych faktéw zwigzanych z ta hipoteza. Podstawowymi stanami naprezenia,
stuzacymi weryfikacji wysuwanych propozycji warunkéw granicznych sa stany jednoosiowe,
oraz stany czystego $cinania. Rozpatrujac jednoosiowy stan naprezenia na kierunku zadanym
wersorem n, tensor naprezenia przyjmuje postac

o =oc(n®n). (7.133)

Calkowita energia sprezysta zwigzana z tym stanem jest rowna:

d=0*n®n)-C-(n®n). (7.134)

Wiadomo jednak, ze wyrazenie (n ® n) - C - (n ® n) oznacza sktadowa (1111) tensora
podatnosci w uktadzie wspotrzednych, ktorego pierwsza o$ pokrywa si¢ z kierunkiem wersora
n, a zatem jest ono réwne odwrotnosci modutu Younga na tym kierunku. Energia zwigzana
z tym stanem jest zatem proporcjonalna do kwadratu wielkosci naprezenia oraz odwrotnie
proporcjonalna do modutu Younga na tym kierunku. Analogicznie rzecz ma sie ze stanem
czystego Scinania oraz modutem Kirchhoffa. Gdyby zatem przyja¢ za Beltramim, ze w stanie
granicznym energia odksztatcenia sprezystego osiaga ustalong wartosé¢ niezaleznie od charak-
teru stanu naprezenia, to w tych dwoch podstawowych stanach naprezenie graniczne przy
obcigzeniu o dowolnej orientacji, bytoby zawsze proporcjonalne do pierwiastka z odpowied-
niego modutu sztywnosci:

kwmy=1/h-EMm), kymn =+/2h-Gmn), n-n=m-m=1, m-n=0 (7.135)

Jest to oczywiscie nieprawda w przypadku ogélnym. Tak Scista zalezno$¢ miedzy wtasciwo-
Sciami sprezystymi bedacymi, parafrazujac Hoffmana, usredniong makroskopows miarg sity
wigzan miedzyczasteczkowych a podatnymi na wszelkie mikroskopowe defekty wtasciwosciami
wytrzymatosciowymi nie moze z reguly obowiazywac.

Modyfikacje ogdlnego kryterium Beltramiego przedstawit w [87] Rychlewski. Mozna bo-
wiem przypuszczad, ze caltkowita energia odksztatcenia moze by¢ odpowiednig miarg wyteze-
nia materiatu, jakkolwiek nalezy sie spodziewaé, ze dla jakosciowo odmiennych standéw napre-
zenia, jej graniczna warto$¢ okreslajaca moment wystapienia stanu niebezpiecznego, powinna
by¢ rézna. Te uogodlniong hipoteze Beltramiego mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

i przy Sciskaniu, co jednak daje w konsekwencji nieciagla powierzchni¢ graniczng (walec zakonczony polowa
elipsoidy obrotowej o $rednicy réznej od Srednicy walca). Zdaje sie jednak, ze oryginalne sformulowanie Hu-
bera, obecnie jakby zapomniane, moze okazaé sie¢ warto$ciowa propozycja wtaénie dla niektérych materiatow
kruchych, np. coraz powszechniej stosowanych réznego rodzaju materialéw komoérkowych.
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O(o) = h (“) (7.136)

o]

lub analogicznie (oznaczajac wersor kierunku stanu naprezenia w Zim przez w = ﬁ)

n(w)®(o) = 1. (7.137)

Swoboda wyboru funkcji 7 (w szczegdlnosci moze byé to funkcja nierdzniczkowalna, a na-
wet nieciagta) umozliwia opisanie powyzszym réwnaniem bardzo szerokiej klasy powierzchni
granicznych. Powierzchnia taka, a w konsekwencji sama funkcja n, moze zosta¢ wyznaczona
jako odpowiednia aproksymacja lub interpolacja wynikow uzyskanych w szeroko zakrojonych
badaniach doswiadczalnych na zadanym materiale w réznorodnych stanach i orientacjach ob-
ciazenia.
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8 Propozycja energetycznego kryterium stanu granicz-
nego dla materialéw anizotropowych wykazujacych
asymetrie zakresu sprezystego

8.1 Sformulowanie ogéblne

Nowa propozycja hipotezy wytezenia materialu dla materialéw anizotropowych wykazuja-
cych asymetri¢ zakresu sprezystego, opracowana zostata przez autora przy wspotpracy z dr
Janing Ostrowska-Maciejewska oraz prof. Ryszardem B. Pecherskim - rezultaty wspolnych
badani opublikowane zostaly m.in. w [78] [69], [102], [75], [103]. Prace te w pewnej mierze
stanowig baze ponizszego tekstu - w niektorych miejscach pierwotne sformutowania ulegty
jednak modyfikacjom, niekiedy o kluczowym znaczeniu.

Nowa propozycja bazuje na dwoch koncepcjach przedstawionych w rozdziatach poprzed-
nich - koncepcji rozktadéw przestrzeni naprezen na podprzestrzenie energetycznie ortogonalne
zaproponowanej przez Rychlewskiego oraz zaprezentowanej przez Burzynskiego koncepcji za-
leznych od stanu naprezenia funkcji okreslajacych udzial poszcezegélnych, wyznaczonych na
drodze wspomnianego rozktadu gszm czesci gestosci energii odksztatcenia sprezystego w catko-
witej mierze wytezenia materiatu. Nowa propozycja jest uogoélnieniem hipotezy Rychlewskiego
umozliwiajacym uwzglednienie zjawiska roznicy wytrzymalosci przy rozcigganiu i przy Sciska-
niu dokonanym w sposéb analogiczny do tego, w jaki Burzynski uogélnit klasyczne kryterium
Hubera.

Rozwazmy pewien energetycznie ortogonalny rozklad przestrzeni symetrycznych tensorow
drugiego rzedu:
Tam = IODH® ... H,, <6
_ (8.1)
a# B & LA o,f=1,2,.. W

Proponuje si¢, aby za miare wytezenia materialu w danym punkcie uwazac¢ nastepujaca kom-
binacje gestosci energii sprezystej zwiazanych z wydzielonymi w powyzszym rozktadzie pod-
przestrzeniami energetycznie ortogonalnymi:

1
7’]1(1)14-772(1)24-...—'—7’]“@#:1, (I)a:§0'a'C‘O'a, UQE%, (82)
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gdzie 1, (o = 1,...,p) sa pewnymi charakterystycznymi dla danego materialu a ponadto
zaleznymi od aktualnego stanu naprezenia parametrami - nazywaé je bedziemy, w zaleznosci
od ich roli funkcjami wplywu badz wskaznikami formy naprezenia.

8.2 Funkcje wplywu i wskazniki form naprezenia - zalozenia

Podstawowa roéznicg miedzy staltymi wspoélczynnikami liniowej kombinacji czedci energii w
uogoblnionym warunku Misesa (7.110) a wielkosciami 7, bedacymi kluczowymi elementami
proponowanej hipotezy, jest fakt, ze parametry n sa nie tylko wielkosciami charakterystycz-
nymi dla danego materiatu o zadanych cechach sprezystych i wytrzymatosciowych, ale row-
niez sa funkcjami (zmiennymi zaleznymi) aktualnego stanu naprezenia. Koncepcja funkeji
tego typu, choé¢ do tej pory nie postulowana w sposdb systematyczny, przejawiala sie w co
najmniej kilku odmiennych propozycjach réznych autoréw. Jak wskazano ponizej, o funk-
cjach tych zaktadac¢ sie bedzie, iz beda funkcjami niezmiennikéw stanéw naprezenia, ktore -
w przypadku rozktadu %zm na podprzestrzenie wtasne tensoréw sprezystosci - sg stanami
niezmienniczymi wzgledem przeksztatcen grup symetrii zadanego tensora sztywnosci / po-
datnosci (z doktadnoscia do znaku). W tym sensie koncepcja ta jest rozwinieciem niemal
zapomnianego pomystu Misesa [67], omdwionego w rozdziale 6.2.2. Przedstawiona propozycja
(8.2) w oczywisty sposob inspirowana jest i nawiazuje do koncepcji Burzyniskiego (6.40) [16]. Z
zupetnie niedawnych propozycji, nie mozna nie zauwazy¢ duzego podobienstwa miedzy posta-
cia pojedynczego sktadnika nowej propozycji (8.2) a warunkiem granicznym (7.136) bedacym
proba uogdlnienia hipotezy Beltramiego podjeta przez Rychlewskiego [87].

O funkcjach wplywu czynimy nastepujace zatozenia:

e Interpretacja - wartosé graniczna parametru n
Jedli rozwazaé bedziemy stan naprezenia o = o, (a = 1,..., u), ktéry w catosci nalezy do
pojedynczej podprzestrzeni 7, rozktadu (8.1), wtedy, jesli rozwazany stan naprezenia

jest stanem granicznym O'Zm, to warunek (8.2) przyjmuje postaé

Tal(al") = @(alm)

Wartos¢ parametru 7, w stanie granicznym jest zatem rowna odwrotnosci granicznej
wartodci gestodci energii sprezystej odpowiadajacej granicznemu stanowi naprezenia na-
lezacemu do wtasciwej podprzestrzeni 7.

e Dziedzina
Postuluje si¢, aby zachowaé energetyczng niezalezno$é poszczegdlnych sktadnikow pro-
ponowanej miary wytezenia, tj. niezalezno$¢ odpowiadajacych sobie gestosci energii ®,,
i parametréw 7, od gestosci energii @4 i zwigzanych z nimi parametréw ng (o # [),
ktore odpowiadajag innym, energetycznie ortogonalnym podprzestrzeniom %J_% a. W
tym celu nalezy zatozy¢, ze odpowiedni parametr skalujacy 7, zaleze¢ bedzie jedynie
od tej czesci stanu naprezenia, ktéra przynalezy do odpowiadajacej mu podprzestrzeni
H. Zgodnie z (8.1) dowolny stan naprezenia o moze zostaé zapisany w postaci sumy

oc=01+0y+...+0, O04€H.
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O kazdym z parametréw 7, zaktadamy, ze jest funkcja jednego argumentu tensorowego,
bedacego rzutem aktualnego stanu naprezenia na odpowiadajaca mu podprzestrzen J¢:

Na = Na(0a).

Sugeruje sie, aby parametr 7, nazywac funkcjg wptywu, jesli zalezy on od normy swojego
argumentu, tzn. wtedy, gdy wielkos¢ (w szczegélnosci takze znak) odpowiedniego na-
prezenia wplywa na catkowitg miare wytezenia w sposob, ktéry nie jest proporcjonalny
do zwigzanej z nim gestosci energii sprezystej. Funkcje wpltywu stanow naprezenia o
niezerowej sktadowej hydrostatycznej, moga by¢ podstawa opisu zjawiska réznicy wy-
trzymatosci przy rozcigganiu i Sciskaniu.

Jesli parametr 7, jest niezalezny od wielkosci (w sensie: normy) swojego argumentu, na-
zywacé go bedziemy wskaznikiem formy naprezenia - dotyczy to tylko parametrow zwig-
zanych z podprzestrzeniami wielowymiarowymi, dla ktorych odpowiadajace im stany
naprezenia nie muszg by¢ do siebie proporcjonalne i nawet dla ustalonej normy moga
przyjmowac catkowicie odmienng jakosciowo postaé, np. istotnie réznié¢ sie udziatem w
tej normie poszczegblnych sktadowych stanu naprezenia.

W ogélnosci parametr 7, moze by¢ jednoczeénie funkcja wplywu oraz wskaznikiem formy
naprezenia.

e Zmienne niezalezne parametrow n,
Kazda z funkcji n, (o =1, ..., u) jest funkcja skalarna argumentu tensorowego - funkcje
takie moga mie¢ w ogolnosci bardzo ztozona matematycznie strukture. Postuluje sig, ze
w przypadku ogélnym funkcje te mozna przyjaé w postaci:

Na = Na (|oal, 01,02, . on), N =dimJsZ, —1,

gdzie bezwymiarowe parametry ¢y (k = 1, ..., N) okreslajg rozkltad stanu bedacego argu-
mentem 7, w uktadzie przyjetych stanéw bazowych w N + 1-wymiarowej podprzestrzeni
.. Przyktadem tego typu bezwymiarowego parametru jest kat Lodego okreslajacy w
przypadku ciat izotropowych posta¢ dewiatorowej sktadowej stanu naprezenia - rzutu
na plaszczyzne dewiatorowa (dwuwymiarowa podprzestrzen Scinafi) - w tréjwymiaro-
wej przestrzeni naprezen gtéwnych. W przypadku jednowymiarowej podprzestrzeni 72,
miara rzutu stanu naprezenia na te podprzestrzen jest - przy znanej postaci stanu ge-
nerujacego ta przestrzen - pelng informacjg o o,. Miara ta jest zatem jedynym argu-
mentem funkcji n,:

Ay =lin{w}, dmi, =1 = 1n,=n.(04), 0a=0 w.
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Jest wiele przypadkow, w ktérych natura opisywanego zjawiska sugeruje koniecznosé
stosowania anizotropowych funkcji n,, tj takich, ktérych cechy zmieniaja sie znaczaco
w zaleznosci np. od rozktadu stanu bedacego jej argumentem w bazie wielowymiaro-
wej przestrzeni stanowiacej dziedzine te funkcji. Warto podaé przyktad takiej funkcji
- moze to by¢ wskaznik formy $cinania dla dwuwymiarowej podprzestrzeni czystych
Scinan w przypadku symetrii tetragonalnej (patrz: rozdzial 10.3). Poniewaz kazdy ar-
gument tego parametru jest czystym Scinaniem, biorac pod uwage jedynie wartosci ich
niezmiennikéw (bedacych jedynymi zmiennymi niezaleznymi funkcji izotropowych), sa
one nierozroznialne. Roznig sie one jednak orientacjg w przestrzeni fizycznej, ktora jest
tu kluczowa dla okreslenia miary powodowanego przez nie wytezenia - nalezy sie bowiem
spodziewac, ze wytrzymato$¢ materiatu przy $cinaniu w plaszczyznach zawierajacych
czterokrotng o$ symetrii, jednak nachylonych pod réznymi katami do osi dwukrotnych,
moze by¢ w ogoélnosci rozna. 7 tego wzgledu za argument odpowiedniego wskaznika
formy Scinania przyjmuje si¢ miare rozktadu tego argumentu miedzy dwa stany bazowe
dla tej podprzestrzeni - miara ta, jak tatwo wykazac, jest tozsama z katem zawartym
miedzy ptaszczyzna $cinania a ptaszczyzna wyznaczong przez czterokrotng i dwukrotna
0§ symetrii.

Ortonormalna baza kanoniczna i odpowiadajaca jej polibaza w ,sz nie jest z reguty
powigzana z abstrakcyjnymi przestrzeniami liniowymi 7, stad stanowi sztuczny uktad
odniesienia dla opisu rzutéw stanu naprezenia na te podprzestrzenie. Ponadto w przy-
padku wielowymiarowych podprzestrzeni 7, baza tensorow moze by¢ wyznaczona na
nieskonczenie wiele sposobow. Wybor jednej z nich moze doprowadzic¢ - np. w sytuacji
proby przewidywania ogolnej postaci funkcyjnej parametru 7, - do wyrdznienia udziatu
niektérych standow (wtasdnie standéw bazowych) jedynie wskutek takiego a nie innego do-
boru bazy, co jest operacja czysto matematyczna, niezwigzang z fizyczna interpretacja
wplywu tego parametru. Z tego powodu, w pewnych przypadkach uzasadnione moze
okazac sie zalozy¢ o parametrach 7,, ze sa izotropowymi funkcjami swoich argumentow.
Nie nalezy utozsamia¢ cechy tej z izotropig funkcji w przestrzeni fizycznej - parametry
N Moga by¢ izotropowe jedynie w swojej dziedzinie, tj. w abstrakcyjnej podprzestrzeni
energetycznie ortogonalnego rozktadu ﬂszm Jako funkcje izotropowe moga zosta¢ w
szczegblnosei przedstawione jako funkcje niezmiennikéw swojego argumentu (np. $ladu,
normy, drugiego lub trzeciego niezmiennika argumentu lub jego dewiatora itp.):

Na = N (11(00), I2(04), I3(04))

W tym miejscu trzeba zwréci¢ uwage na fakt, ze zatozenie izotropii funkcji n, nie po-
winno by¢ przyjmowane z gory bez zadnych zastrzezen i ma ono na celu jedynie uprosz-
czenie problemu identyfikacji postaci funkcyjnej 7, poprzez wskazanie ograniczonego
uktadu wielkosci - wtasnie niezmiennikéw jej argumentu - ktore przyjete by¢ moga za
jedyne zmienne niezalezne tej funkcji.

Symetria zakresu sprezystego dla dewiatorowych podprzestrzeni 2,
W przypadku, gdy zjawisko asymetrii zakresu sprezystego nie jest obserwowane przy
Scinaniu, dla 7, bedacej odpowiednia podprzestrzenia dewiatoréw (czystych $cinan
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i ich zlozen) o 7, zakladamy, ze jest funkcja parzysta (symetryczna, niewrazliwa na
zmiane znaku argumentu), tj.

7704(_0'01) = 7704(0'04)'

Zaltozeniem upraszczajacym identyfikacje postaci funkcyjnej parametréow 7, moze by¢,
ze miara wytezenia spowodowana stanem nalezacym do podprzestrzeni dewiatorowej
(tj. bez udziatu sktadowej hydrostatycznej) dla ustalonej formy stanu naprezenia jest
Scidle proporcjonalna do zwiazanej z nim energii, a tym samym parametr 7, jest nieza-
lezny od normy rzutu na odpowiednig podprzestrzen - jest zatem wskaznikiem formy
Scinania lecz nie jest funkcja wplywu. Zatozenie to przyjeto w dalszej czesci pracy.
Przez ,ustalona forme stanu naprezenia” rozumiemy tu ustalong warto$¢ parametrow
rozktadu argumentu w bazie dziedziny funkcji, tj. omowionych w punkcie poprzednim
parametrow (.

Zaktada¢ bedziemy takze, ze zakres sprezysty w przypadku stanéw zwiazanych z dowol-
nymi podprzestrzeniami dewiatorowymi (nie jedynie podprzestrzeniami czystych $cinan)
jest symetryczny. Jesli ponadto 4, jest jednowymiarowa (brak réznych form Scinania
w ramach danej podprzestrzeni), wtedy parametr 7, jest stala proporcjonalna do od-
wrotnosci kwadratu granicznej wartosci rozpatrywanego naprezenia:

Szczegolnym przypadkiem sg jednowymiarowe podprzestrzenie stanéw, ktorych skta-
dowa zaréwno hydrostatyczna jak i dewiatorowa jest niezerowa. Przyjecie, ze skalar
bedacy miara rzutu stanu naprezenia na te podprzestrzen jest jedynym argumentem
odpowiedniego parametru n pociaga za soba istotne konsekwencje. Gdy pewien stan
czystego Scinania ma niezerowy rzut na dang podprzestrzen, wtedy - wobec zatozenia
symetrii zakresu sprezystego w przypadku standéw czystego $cinania - funkcja wptywu
musi by¢ parzysta. Jesli wystepuja tylko jednowymiarowe podprzestrzenie tego typu
(np. przestrzenna i ptaska ortotropia) i rzecz dotyczy kazdej z nich (tj. dowolny stan
jednoosiowy o niezerowej sktadowej hydrostatycznej roztozony musi by¢ na sktadowe
nalezace do podprzestrzeni jednowymiarowych, w ktérych niezerowa sktadowa maja
réwniez pewne stany czystego $cinania o symetrycznym zakresie sprezystym), wtedy
niemozliwe jest opisanie materiatow wykazujacych réznice wytrzymatosci przy Sciska-
niu i rozcigganiu poniewaz kazdy z parametréw 7 jest parzysty a zatem cata funkcja
okreslajaca warunek graniczny jest symetryczna. Wydaje sie jednak uzasadnione, aby
przypuszczaé, ze zakres sprezysty przy $cinaniu nie zawsze musi by¢ symetryczny. O
tym czy zakres sprezysty przy danym stanie czystego $cinania jest symetryczny czy nie,
stanowitby fakt czy stan ten posiada niezerowy rzut na ktoras z podprzestrzeni niedewia-
torowych omdéwionego powyzej przypadku rozktadu energii sprezystej - w takiej sytuacji
nalezaloby spodziewac sie, ze wytrzymato$é na $cinanie zaleze¢ bedzie od zwrotu napre-
zenia. Zagadnienie to omoéwione jest szerzej w rozdziale 10.9.1 poswieconym specyfikacji
kryterium granicznego dla ptaskiej ortotropii.
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8.3 Stowarzyszone prawo ptyniecia Lévy’ego-Misesa

Kluczowa cecha przedstawionej koncepcji jest uwzglednienie wptywu zmiany znaku stanu
naprezenia w przypadku standéw o niezerowej sktadowej hydrostatycznej. W przypadku jed-
nowymiarowej podprzestrzeni stanéw o niezerowej sktadowej hydrostatycznej, argumentem
odpowiedniej funkcji wpltywu moze byé¢ po prostu rzut na kierunek stanu wyznaczajacego te
podprzestrzen rozumiany jako warto$¢ iloczynu skalarnego (a zatem z mozliwoscia przyjecia
wartosci ujemnej) aktualnego stanu naprezenia i unormowanego jedynego stanu bezowego w
tej podprzestrzeni. Inaczej rzecz ma sie w przypadku podprzestrzeni wielowymiarowych - o
ile sam rzut na podprzestrzen uzyskuje sie dzieki projektorom o tyle skalarng, niezmienniczg
wielkoscia opisujaca miare naprezenia moze tu by¢ tylko norma, ktora jednak zawsze jest
nieujemna i nie wskazuje na znak (zwrot) stanu naprezenia. W takim przypadku parametr n
powinien by¢ funkcjg wielu zmiennych tj. powinien by¢ zarazem funkcjg wptywu zalezng od
normy jak i wskaznikiem formy naprezenia zaleznym od bezwymiarowych ciagtych parame-
tréw okreslajacych w danym rzucie stanu naprezenia udziat stanéw bazowych.

Sformutowanie warunku stanu granicznego w postaci pojedynczego réwnania (8.2) jest
swiadomym uproszczeniem zagadnienia majgcym na celu stworzenie propozycji, ktéra mo-
gltaby w sposob stosunkowo prosty znalez¢ zastosowanie w praktycznych obliczeniach tak na-
ukowych jak i inzynierskich. Wydaje si¢ jednak, ze - podobnie jak istnieje wiele r6znych i do
pewnego stopnia niezaleznych od siebie mechanizmow plyniecia plastycznego - réwniez Sciste
sformutowanie warunku stanu granicznego moze wymagac¢ podania uktadu kilku sprzezonych
ze soba rownan (patrz: propozycja przedstawiona przez Schreyera i Zuo w [99]). Swego rodzaju
uogdlnieniem propozycji (8.2) moze by¢ zatem sformutowanie warunku stanu granicznego w
postaci uktadu réwnan:

Na - Pa=1a=1,..,pu (8.3)

gdzie ®, sa energiami zwiazanymi z podprzestrzeniami rozktadu (8.1). Poniewaz nalezy sie
spodziewaé, ze rOwnania powyzsze winny by¢ od siebie wzajemnie zalezne, stad zatozy¢ trzeba,
ze funkcja 7, bytaby wtedy funkcja catego aktualnego stanu naprezenia nie zas jedynie jego
rzutu na odpowiednig podprzestrzen 7, - w takim przypadku analogia do propozycji uogdél-
nienia kryterium Beltramiego przedstawiona przez Rychlewskiego (7.136) jest dosé¢ wyrazna.
W szczegdlnosci moze okazaé sie, ze powyzszy uktad réwnan faktycznie da sie zapisa¢ w po-
staci prostej kombinacji (8.2). Mozliwe jest, iz datoby sie to zrobi¢ nawet dla wielu réznych
przypadkow, gdyby przyjaé, ze parametry 7, w réwnaniu (8.2) moga by¢ nierdzniczkowalnymi
lub nawet nieciggtymi funkcjami swoich argumentow.

8.3 Stowarzyszone prawo plyniecia Lévy’ego-Misesa

Jak zaznaczono we wstepnej czesci pracy, rozwazania obecne nie dotycza w wiekszej mierze
zagadnien teorii plastycznosci, cho¢by ze wzgledu na fakt, ze samo sformutowanie proponowa-
nej hipotezy wytezenia materiatu bazuje na zatozeniu liniowosci zwigzkéw konstytutywnych.
Mimo ze formalny zakres obowigzywania prezentowanej teorii ograniczony jest do obszaru
liniowo sprezystego, wydaje sie, iz warto siegna¢ myslg poza ten graniczny stan by rozejrzeé
sig, jakie konsekwencje mogtoby mie¢ przyjecie wprowadzonej tu hipotezy w klasycznych mo-
delach ptynigcia plastycznego. Jednym z najpowszechniej stosowanych modeli tego typu jest
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model prawa ptyniecia Lévy’ego-Misesa stowarzyszonego z zalozonym warunkiem plastyczno-
sci, w ktorym przyrost odksztatcen plastycznych deP okreslony jest przez funkcje potencjatu
plastycznego V(o) utozsamianego z lewa strona warunku plastycznosci f(o) = const., po-
przez réwnanie (5.8):

ov

80’1‘]‘

gdzie dA jest pewnym parametrem zaleznym od historii obcigzenia.

W przypadku rozwazanej hipotezy wytezenia materiatu potencjal plastyczny przyjmuje ogélng
postac:

V(o) =m(o1) - P(o1) +1m2(02) - ©(02) + ... +1,(0,) - D(o,), i< 6. (8.4)

Przyjmijmy tymczasowo, ze rozwazanym rozktadem zgm na podprzestrzenie energetycz-
nie ortogonalne jest rozktad na podprzestrzenie wtasne tensorow sprezystosci. Jesli zatozymy
ponadto, ze kazda z podprzestrzeni wlasnych jest jednowymiarowa (@ = 6) to z z uwagi na
wzajemna ortogonalnos¢ tych podprzestrzeni, uktad réwnan teorii Lévy’ego-Misesa zapisany
w bazie stanéw wlasnych tensoréw sprezystosci przyjmuje postaé szesciu niezaleznych (tj.

niesprzezonych) réwnan:

o o o On, a=1.2..6
Y . — . o PR )
deq = dA o, dA Ao o+ 2\, 0o, |’ (nie sumowaé po a) ° (8:5)

W przypadku n-wymiarowej podprzestrzeni wtasnej (n > 1) réwnania okreslajace przyrost
odksztalcen plastycznych nalezacych do tej podprzestrzeni wlasnej tworzg uktad n réwnan
niesprzezonych z rownaniami okreslajacymi przyrosty odksztatcen na kierunkach stanéw wta-
snych nalezacych do pozostatych podprzestrzeni.
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9 Ogblny algorytm identyfikacji kryterium stanu gra-
nicznego

Ponizej przedstawiony jest schemat blokowy przyktadowego algorytmu postepowania przy
identyfikacji zaproponowanego kryterium stanu granicznego:

Przeprowadzi¢ podstawowe proby
Zidentyfikowac orientacje | Wytrzymatosciowe w stanach

materiatu prébek jednoosiowych oraz w stanach czystego
$cinania dla réznych orientacji obciazenia.

A
Wyznaczy¢ klasy symetrii State sprezyste i naprezenia graniczne:
ecech sprezystych: Qe E L E, ...V ,Gyo
ecech wytrzymatos$ciowych: O st Kpor K Koo g e

Wyznaczy¢ tensor H: © (H)=0str dla uogélnio-
TAK NIE nego warunku Misesa
ocHo=1
po uprzednim usrednieniu wytrzymatosci na
rozciaganie i $ciskanie dla kazdego kierunku.
Rozwigza¢ zagadnienie wtasne dla Rozwigza¢ energetyczne zagadnienie
tensoréw sprezystosci: wtasne dla tensora H:
(C_%n).wuz 0 (2, H-C) %, =0

2.

sym *

Energetycznie ortogonalny rozktad &
2

L Tgn=3,®...03, u<6 f——
a#p - :%'“l:%ﬁ, o,p=1,..,u

/
Okresli¢ liczbe i rodzaj zmiennych
niezaleznych funkcji (o, )

Przeprowadzi¢ dodatkowe préby wytrzymatosciowe,
ktorych charakter (stan naprezenia i orientacja probki) [“&
dobierane sa w ten sposéb, by umozliwi¢ wyznaczenie (a=1, .., 1)
postaci funkcyjnej parametréw ne.

Warunek stanu granicznego:
N @ +..+n,P,, u<o6

STOP
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Cho¢by z uwagi na pewna dowolno$¢ w doborze rozktadu (8.1) nie nalezy traktowaé¢ powyz-
szego algorytmu specyfikacji kryterium jako danego jednoznacznie przez samo sformutowanie
hipotezy - jest to jedna z mozliwych propozycji, wysunieta przez autora. Waznym elementem
przedstawionego schematu postepowania jest koniecznos¢ posiadania wstepnych informacji
dotyczacych symetrii materiatu, umozliwiajacych odpowiednia jego orientacje - pojedynczy
pomiar wybranej statej sprezystej w ustalonym uktadzie wspétrzednych przy losowej (nie-
znanej) orientacji probki nie niesie ze soba zadnej informacji. Co wiecej, nawet wyznaczenie
wszystkich statych sprezystych dla pewnych dwéch nieznanych orientacji materiatu nie poza-
wala nam stwierdzi¢, czy probki wykonane sg z tego samego materiatu - nie znany jest bowiem
kompletny uktad niezmiennikéw opisujacych tensory sprezystosci z dokladnoscig do sztyw-
nego obrotu (Ting [107] za: Ostrowska-Maciejewska [73]). Praktycznym powodem, dla ktérego
wstepne okreslenie orientacji materiatu jest bardzo istotne w przygotowaniu programu badan
doswiadczalnych jest fakt, ze w uktadach wspotrzednych, ktérych osie sg rownolegte do osi
symetrii badZ normalnych ptaszczyzn symetrii badanego materiatu, ilo$é¢ statych sprezystych
konieczna do opisania materiatu zmniejsza si¢ nieraz bardzo istotnie. W innych uktadach ko-
nieczne jest wyznaczenie znacznie wickszej ilosci statych, przy czym sam pomiar niektorych
sposréd nich (np. tych wiazacych naprezenia normalne z odksztalceniami postaciowymi czy
tez odksztalcenia liniowe z naprezeniami stycznymi) moze okazaé sie bardzo trudny. Orien-
tacje materiatu, z ktérego wykonywane beda probki, mozna jednak wyznaczy¢ niekiedy w
stosunkowo prosty sposéb na podstawie pewnych cech makroskopowych. Umiejac okresli¢
orientacje materialu, mozna wytworzy¢ probki o ustalonej orientacji osi symetrii materiatu
wzgledem dedykowanego dla tych probek kierunku obcigzenia.

Nastepnym krokiem jest realizacja najprostszych prob wytrzymatosciowych (jednoosio-
wego rozciggania, jednoosiowego Sciskania oraz czystego Scinania na kierunkach trzech wza-
jemnie prostopadtych osi) umozliwiajacych pomiar podstawowych parametréow takich jak mo-
duty Younga, wspotczynniki Poissona, moduty Kirchhoffa oraz naprezenia graniczne przy
rozcigganiu, $ciskaniu i Scinaniu. Na podstawie tych wielkosci okresla si¢ klase symetrii za-
rowno cech sprezystych jak i cech wytrzymatosciowych materiatu. Jesli sa one tozsame, to
energetycznie ortogonalny rozktad jsg%m (8.1) moze by¢ przyjety jako rozktad na podprze-
strzenie wlasne tensorow sprezystosci. W przeciwnym wypadku konstruuje sie pomocniczy
symetryczny tensor czwartego rzedu H o klasie symetrii odpowiadajacej cechom wytrzyma-
tosciowym, ktory moze by¢ do pewnego stopnia utozsamiany z tensorem stanu granicznego
dla uogdlnionego warunku Misesa, np. po usrednieniu granicznych naprezen rozciagajacych i
Sciskajacych dla kazdego kierunku. Wtedy rozkltad (8.1) uzyskaé¢ mozna poprzez rozwiazanie
energetycznego zagadnienia wtasnego dla tensora H.

Po wyznaczeniu rozktadu sz i okresleniu specyfiki podprzestrzeni sktadowych J7, (o =
1, ..., < 6), na podstawie zatozen przedstawionych w poprzednim rozdziale mozna wstepnie
okresli¢ charakter odpowiadajacych im funkcji 7,, tj. liczbe oraz typ ich zmiennych niezalez-
nych. Na tej podstawie nalezy nastepnie zaprojektowac¢ kolejny cykl badan doswiadczalnych,
dostosowanych w swej formie do uzyskanych wynikéw - w szczegolnosci chodzi okreslenie re-
alizowanego stanu naprezenia oraz jego orientacji wzgledem osi symetrii materiatu, tak aby
mozliwe byto zbadanie zmiennosci funkcji 7, wraz ze zmiang wartosci kazdej z jej zmiennych

niezaleznych. W ogodlnosci zmiana orientacji oraz charakteru obciazenia wpltywa na zmiang
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wartosci wielu sposrod tych zmiennych, stad okreslenie wptywu kazdej z nich jest zagadnie-
niem bardzo ztozonym, niemniej koniecznym do wyznaczenia funkcyjnych postaci parametréw
Na, co dopiero umozliwia zapisanie warunku granicznego.

10 Specyfikacja ogodlnej postaci warunku granicznego
dla wybranych symetrii materiatu

W obecnym rozdziale przedstawione zostang przyktadowe specyfikacje kryterium stanu gra-
nicznego dla materiatéw o réznych symetriach sprezystych. W niemal wszystkich przypad-
kach rozwazanym rozkladem na podprzestrzenie energetycznie ortogonalne jest
rozktad na podprzestrzenie wlasne tensoréw sprezystosci - spoérod wszystkich moz-
liwych energetycznie ortogonalnych rozktadow przestrzeni Zim wybor tego rozktadu wydaje
sie by¢ najbardziej uzasadniony zaréwno z fizycznego, jak i matematycznego punktu widzenia.
Jest to bowiem jedyny tego typu rozkltad, ktory jednoczesnie jest rozktadem ortogonalnym w
sensie klasycznie zdefiniowanego iloczynu skalarnego. Ponadto elementy podprzestrzeni tego
rozktadu maja jasng interpretacje fizyczng jako stany wtasne tensoréw sprezystosci, tj. takie,
dla ktérych odpowiadajace sobie stany naprezenia i odksztalcenia sa $cisle proporcjonalne (z
doktadnoscia do pojedynczego skalara) i dla ktérych zwiazana z nimi energia sprezysta osiaga
wartodci ekstremalne sposrod wszystkich standéw o ustalonej normie. Przytoczony bedzie row-
niez przyktad rozkladu (8.1), ktéry nie jest rozktadem zwiazanym z rozkladem gléwnym
energii sprezystej oraz odpowiadajace mu kryterium stanu granicznego.

W rozwazaniach obecnych nie podajemy specyfikacji kryterium stanu granicznego dla
najnizszych symetrii sprezystych z uwagi na zbyt duza ogoélnos¢ takiej analizy. W przypadku
pelnej anizotropii oraz symetrii monoklinicznej nawet ilos$¢ istotnie réznych modutéw Kelvina,
a co za tym idzie, takze wymiar odpowiadajacych im podprzestrzeni wiasnych moze zmieniaé
sie w dos¢ duzym zakresie. Jednoczesnie i interpretacja fizyczna uzyskanych wynikow nie jest
zupelnie jasna (w szczegblnosci chodzi o brak prostej interpretacji charakteru stanéw wta-
snych) a nadto i wzory, jakimi wyrazaja sie podstawowe wielkosci charakteryzujace materiaty
o niskiej symetrii (moduly Kelvina, funkcje dystrybutoréw sztywnosci okreslajace postaé sta-
né6w whasnych) maja bardzo ztozona strukture.

Celem przedstawienia uzyskanych wynikéw w zwartej, tj. stosunkowo krotkiej i mozli-
wie przejrzystej formie umozliwiajacej porownywanie poszczegdlnych specyfikacji ze sobg,
w rozdziale obecnym podawane sg jedynie ostateczne rezultaty analizy wraz z niezbednymi
wyjasnieniami stosowanych oznaczen - szczegdétowy opis matematycznej struktury liniowej
sprezystosci dla wszystkich symetrii sprezystych - moduty Kelvina, projektory ortogonalne,
indeksy strukturalne, stany wtasne - przedstawione sa w dodatku B.

Wszystkie ponizsze rozwazania (tak samo jak i analiza widmowa tensoréw podatnosci dla
poszczegdlnych symetrii, jaka przedstawiona jest w dodatku B) dotycza specyfikacji kryterium
tylko i wytacznie w uktadzie wspotrzednych, ktérego osie pokrywaja sie z osiami symetrii
materiatu.
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10.1 Ortotropia

Rozktad spektralny ortotropowego tensora podatnosci przedstawiony jest w szczegdlach w
dodatku B. Przyjmujemy, ze osie przyjetego uktadu wspotrzednych pokrywaja sie z osiami
symetrii materiatu. Rozpatruje sie trzy mozliwe przypadki ortotropii, w zaleznosci do wymiaru
podprzestrzeni stanéw o zerowych sktadowych spoza przekatnej gtéwnej. Warunek stanu gra-
nicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy wytezenia materiatu dla poszczegdlnych
przypadkéw ortotropii przyjmuje nastepujaca postac:

e Przypadek jednej trojwymiarowej podprzestrzeni wtasnej stanéw o zerowych
sktadowych spoza przekatnej gtéwnej

2 2 2
No(Goy oy ) - 02+ 2 4 T3 T12 g

2 2 2
k523 ksSl k:312

gdzie o, = \/ 0% + 02, + 02, jest norma rzutu na podprzestrzen trojwymiarowa, para-
metry ¢ oraz 1 bedace argumentami funkcji wptywu 7, okreslaja charakter odpowied-
niego rzutu stanu naprezenia (postaé stanu wlasnego, jego orientacje w trojwymiarowe;
podprzestrzeni wlasnej), 93, 031, 012 88 naprezeniami stycznymi na kierunkach osi orto-
tropii, zas ko, k31, k12 sg ich granicznymi warto$ciami.

e Przypadek jednej dwuwymiarowej i jednej jednowymiarowej podprzestrzeni
wtasnej stanéw o zerowych sktadowych spoza przekatnej gtéwnej

033 1 o3 1 0t —1

ks ko ko 7

N1 (0v1, @) - 0oy + N (002) - 00y +

gdzie 0,1 1 0,9 sa rzutami odpowiednio na podprzestrzen dwuwymiarowsg i jednowymia-
rowa, parametr ¢ bedacy argumentem funkcji n,1 okresla charakter odpowiedniego rzutu
stanu naprezenia (postaé¢ stanu wlasnego, jego orientacje w dwuwymiarowej podprze-
strzeni wlasnej), oa3, 031, 012 sa naprezeniami stycznymi na kierunkach osi ortotropii, zas
ko3, k31, k12 sa ich granicznymi wartosciami. Poniewaz podprzestrzen wtlasna zwigzana
z funkcja wpltywu 7,2 jest jednowymiarowa, stad jedynym argumentem tej funkcji jest
miara rzutu stanu naprezenia na te podprzestrzen.

e Przypadek trzech jednowymiarowych podprzestrzeni wltasnych stanéw o ze-
rowych sktadowych spoza przekatnej gtéwnej

o2 o2 o?
2 2 2 23 31 12 _
N1 (0v1) = Ty + M2(0v2) + Oy + N3 (003) - 03 + 12 12 2. L
23 s31 s12

gdzie 0,1, 042 1 0,3 sa rzutami na podprzestrzenie wtasne stanoéw o zerowych sktado-
wych spoza przekatnej gtownej, a3, 031,012 83 naprezeniami stycznymi na kierunkach
osi ortotropii, zas ka3, k31, k12 sa ich granicznymi wartosciami. Poniewaz wszystkie pod-
przestrzenie wlasne sa jednowymiarowe, stad funkcje wplywu n,1, 1,2 1 1,3 zaleza jedynie
od miary rzutu na odpowiednie podprzestrzenie wtasne.
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10.2 Symetria trygonalna

Rozktad spektralny tensora podatnosci o symetrii trygonalnej przedstawiony jest w szczego-
tach w dodatku B. Przyjmujemy, ze trzykrotna o$ symetrii pokrywa sie z osia x3 przyjetego
uktadu wspotrzednych, zas o$ x; jest prostopadta do ptaszczyzny symetrii materiatu. Warunek
stanu granicznego wyprowadzony z proponowane]j hipotezy wytezenia materiatu dla symetrii
trygonalnej przyjmuje postac

M1(0u1) - Toy + No2(002) - 0o +071(0) - 051 + np2(1) - 075 = 1 (10.1)
gdzie:
Opl = % [(011 + 099 sin s¢1 + 07331/2 cos %1} ,
Opy = % [(011 + 099) COS 2, — 0331/258in %1},
opn = %\/[(011 — 099) COS 35 + 20793 8in %2]2 + 4 [012 cos 315 + 013 8in %2]2,
Ofy = %\/[(022 — 071) 8in 225 + 2093 cos %2]2 + 4 [013 cos 5 — 012 8in %2]2,

za$ parametry s i 20 bedace funkcjami dystrybutoréw sztywnosci wyrazajq sie wzorami:

2v/2C1133
tgs =
—(Ch111 + Chi22 — Cazzz) — \/(01111 + Ch122 — Ch133)% + 8C% 55
B 4C3112
tgs =

(Cr111 — Cri22 — 2C3131) — \/(01111 — Chi22 — 2C3131)% + 16C3, 14

gdzie Cjjp sg sktadowymi tensora podatnosci.

Problem wyznaczenia postaci kazdego z parametrow skalujacych - tj. dwoch funkeji wptywu
Ny1 1 N2 oraz dwoch wskaznikoéw formy Scinania 74 1 72 - na podstawie wynikéw podsta-
wowych prob wytrzymatodciowych (rozciagania, Sciskania, Scinania) przy réznej orientacji
obcigzenia wzgledem osi symetrii materialu jest zagadnieniem silnie zlozonym z uwagi na
fakt, ze zaré6wno stany jednoosiowe jak i stany czystego $cinania maja w ogélnosci niezerowe
rzuty na kazda z podprzestrzeni wtasnych. Oznacza to, ze funkcje te nalezy wyznaczaé row-
nolegle. Istniejg jednak i takie orientacje obciazenia, dla ktérych wplyw przynajmniej jednego
z parametrow zanika. W przypadku symetrii trygonalnej dwiema takimi orientacjami dla
stanu czystego Scinania moga by¢ orientacje odpowiadajace wartosciom parametrow ¢ = 90°
iy =90°

o 0 COS 35 Sin sy
o3(p =90°) = —o3(p =270°) = 21 cos s 0 0
V2 sin ey 0 0
o 0 —sin zp  €OS i1y
o4(1p =90°) = —o4(¢p = 270°) = L —sinsm 0 0
V2 COS i1y 0 0
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Obracajac uktad wspotrzednych prawoskretnie wokot osi zy o kat s — 90°, pierwszy z powyz-
szych standéw przyjmuje postac

93
V2

Jest wiec to stan czystego Scinania w plaszczyznie wyznaczonej przez nowe osie z) iz, na
kierunkach tych osi. Poniewaz obrét wykonywany byl wokot osi 27 (normalnej plaszczyzny
symetrii zawierajacej potrojna o§ symetrii) stad | = z1, za$ x% tworzy z z3 (potrdjna osia
symetrii) kat s — 90°. Taka sama postaé przyjmuje drugi z powyzszych stanéw po obrocie
uktadu wspoétrzednych o kat s¢5 wokoét osi z1. A zatem:

0
O3 = 0
1

o O O

1
0
0

e stan czystego Scinania w plaszczyznie wyznaczonej przez os normalng do ptaszczyzny
symetrii zawierajaca potrojna o$ symetrii oraz przez prostopadia do niej o$ tworzaca z
potréjng osig symetrii kat s0—90° jest stanem wtasnym tensora podatnodci - jest tym sa-
mym ortogonalny i energetycznie ortogonalny do pozostatych podprzestrzeni wtasnych.
Jesli graniczne naprezenie styczne przy Scinaniu przy takiej orientacji probki jest rowne
ksl to:

1
e = 90%) = -5
sl

e stan czystego Scinania w ptlaszczyznie wyznaczonej przez os normalng do ptaszczyzny
symetrii zawierajaca potrojna o$ symetrii oraz przez prostopadia do niej o$ tworzacy z
potréjng osia symetrii kat s jest stanem wtasnym tensora podatnosci - jest tym samym
ortogonalny i energetycznie ortogonalny do pozostatych podprzestrzeni wtasnych. Jesli
graniczne naprezenie styczne przy $cinaniu przy takiej orientacji probki jest rowne kg

to:
1

N2 =90%) = =
f2( ) k§2

9

g4

Rysunek 10.1: Interpretacja dystrybutoréw sztywnosci dla symetrii trygonalne;j.
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10.3 Symetria tetragonalna

Rozktad spektralny tensora podatnosci o symetrii tetragonalnej przedstawiony jest w szczego-
tach w dodatku B. Przyjmujemy, ze czterokrotna os symetrii pokrywa sie z osig x3 przyjetego
uktadu wspotrzednych, zas osie dwukrotne pokrywaja sie z pozostalymi osiami tego uktadu.
Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy wytezenia materiatu dla
symetrii tetragonalnej przyjmuje postac

7_2 7.2
D1 (0u1) - 021+ Mua(02) - 025+ mp() - 72 4+ 2o 4 225 — g (10.2)
kb kb,45

gdzie:

Opl = [(011 + 0792 sin 3¢ + 0331/2 cos %} ,

Sl-

Op2 = % [(011 + 093) COS 22 — 033/2sin %}7

Ta = \/035 + 03 - czyste Scinanie w plaszczyznie zawierajacej czterokrotng o$ symetrii row-
nolegle do osi czterokrotnej,

Ty, = 012 - czyste $cinanie w plaszczyznie prostopadlej do czterokrotnej osi symetrii (na kie-
runkach pary osi dwukrotnych réwnolegltych do osi przyjetego uktadu wspéhrzednych),

Tha5 = %(011 — 099) - czyste Scinanie w plaszczyznie prostopadlej do czterokrotnej osi sy-
metrii (na kierunkach drugiej pary osi dwukrotnych, réwno nachylonych do osi przyjetego

ukltadu wspoétrzednych),

Ky, kp a5 - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7, oraz 7 45,

za$ parametr » bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci wyraza sie wzorem

2\/§V31
1—v 1 1—v 1 2 82
E:),(E;?—Eﬁ\/(&”—,;g) + E?gl)v

tgax =

gdzie E; i E3 to moduty Younga przy obciazeniu jednoosiowym rownolegle do odpowiednio
dwukrotnej (osi 1) i czterokrotnej (osi x3) osi symetrii materiatu, za$ v15 1 v3; to wspot-
czynniki Poissona okreslajacy przewezenie przy rozcigganiu na kierunku osi dwukrotnej x;
mierzone na kierunku odpowiednio drugiej (prostopadtej) osi dwukrotnej zo oraz osi cztero-
krotnej xs.
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cos(%) sin(>)

. sin(») : cos(x)
le < / 7 GVZ 4 / ol

Sin(x) cos(%)

2 ]
+

. o a— ° 45°
T sin(0) 1 i + cos@) i Ty: - i Tb,45: ﬁ

Rysunek 10.2: Stany wtasne tetragonalnych tensorow sprezystosci.

Dowolny element dwuwymiarowej podprzestrzeni zwiazanej ze stanem 7, jest ztozeniem
dwdéch czystych Scinan w prostopadlych ptaszczyznach zawierajacych os czterokrotng i jedna
z osi dwukrotnych. Wspétezynnikiem rozktadu rzutu stanu naprezenia na dana podprzestrzen
w bazie tej podprzestrzeni jest kat a. W rozpatrywanym uktadzie wspétrzednych rzut ten ma
postaé¢ ogdlna (patrz: zatacznik B):

1 0 0 CoSs «
o5 = — 0 0 sina |,
\/5 cos  Sin« 0

ktora po obrocie uktadu wspotrzednych o kat o wokoét czterokrotnej osi symetrii przyjmuje
postac typowa dla czystego $cinania:

1 0 01
o5=—7=1[10 00
V2 100

Posta¢ wskaznika formy Scinania 7y(a)) moze wigc zostaé oszacowana na podstawie wystar-
czajaco duzej liczby wynikéw prob czystego Scinania w ptaszcezyznie zawierajacej czterokrotna
o$ symetrii, w kierunku tejze osi oraz w kierunku nachylonym pod katem o« do ustalonej osi
wybranej spo$rod dwukrotnych osi symetrii materiatu, prostopadtych do wyrdznionej osi czte-
rokrotnej. W kazdym z tych przypadkow wskaznik formy Scinania przyjmuje wartosé réwna:

T]f(Oé) = kgia)v
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gdzie kg, () jest graniczna wartoscia naprezenia stycznego odpowiadajacego orientacji opisa-
nej katem a.

Wyznaczywszy wartosci ky i ky 45 a takze postac i wartosci wskaznika 7y, pozostate dwie
funkcje n,; oraz 1,2 moga zosta¢ wyznaczone na podstawie wynikow prob wytrzymalosciowych
w stanach o niezerowej sktadowej hydrostatycznej, np. w stanach jednoosiowego rozciggania
lub Sciskania. Mimo, ze realizacja takich prob jest stosunkowo prosta - cho¢ wymagane bytoby
przebadanie bardzo duzego zbioru mozliwych orientacji obciazenia zewnetrznego wzgledem osi
symetrii materiatu - to w wiekszosci przypadkow wptyw obydwu funkcji jest w tym przypadku
do pewnego stopnia sprzezony, poniewaz w ogolnosci sktadowa hydrostatyczna ma niezerowsa
miare swojego rzutu na kazda z tych podprzestrzeni. Mozna jednak znalezé taks szczegdlng
orientacja obciazenia jednoosiowego, dla ktorej jeden z tych rzutow rzeczywiscie jest zerowy.
Rozpatrujemy klase obciazen jednoosiowych, ktorych kierunek lezy w ptaszczyznie wyzna-
czonej przez o czterokrotna (x3) oraz jedna z osi dwukrotnych (przyjmijmy, iz jest to xq) i
tworzy z osig czterokrotng kat [3:

sin? 3 0 cosfsing
n=[sinf30,cosf3], o=k(n®n)=k 0 0 0
cosfBsin3 0  cos?f3

Od razu mozna zauwazy¢, ze sktadowa 7, jest (niezaleznie do kata () czystym $cinaniem w
plaszczyznie zawierajacej o$ czterokrotng i dwukrotng - stad przyjmujemy wartos¢ argumentu
wskaznika formy $cinania o = 0. Zadamy, aby jeden z rzutéw na podprzestrzenie niedewiato-
rowe byl rowny zero:

Oyl =

[sin2 B sin s + V2 cos® § cos %} =0 = [=arctgy—Vv2ctgx

Sl

Ov2 = \/5[

Poniewaz znaki funkcji tangens i cotangens sa rowne, zatem tylko jeden z powyzszych przypad-
kéw moze zajsé w rzeczywistosci, przy czym zalezy to tylko od funkcji dystrybutora sztywnosci
». W stanie granicznym, gdy wielkos¢ naprezenia jednoosiowego k osigga warto$¢ graniczng
charakterystyczng dla tej orientacji, rowna ky, wtedy mozemy napisac:

sin? 3 cos »c — v/2 cos? sin %] =0 = [ =arctgyV2tgx.
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e 3 = arctgy/ —v/2ctgs

—v2ct g 0 \/ —v2ctgs.

1—v2ctgs 1—v2ctgs
o= 0 0 0
vV —ﬁctg% O 1
1—v2ctgs~ 1-v2ctgx>
1

Op1 = 07 Oyp2 = K )
\/§cos > — sin »

2 Y —ﬁctg% COoS

7= T, =0, Tpu5=
“ 11— 2ctgsx ’ b5 \/5(\/5(308% — sin )

1 2 7'1;245
77@2(‘71)2) =3 ll - ao — 12
0% k2(0°) k:§745
o 3 = arctgy/v2tgs
—\/itg% O vV \/itg%
14+v2tg 1+v2tgs
o= 0 0 0
\/ \/itg,{ O 1
1+v2t g5 1+v2tgs
L 0
Oyl = N ) Oy2 = U,
! \/§ SIn 3¢ + COS 3 ?

2 V \/§tg% sin »¢
-

= ——F— T,=0, T4 =
14+ V2tgsx ’ b5 V2(v/2sin 7 + cos )
o1 (001) = B Ta _ @
o 012)1 k?Z(OO) kl?,45

W szczegédlnym przypadku dwie jednowymiarowe podprzestrzenie zwiazane z naprezeniami
Op1 1 0yo Mogag utworzy¢ jedna dwuwymiarowsg podprzestrzen wtasng - jest to jednak moz-
liwe tylko wtedy, gdy wspotczynnik Poissona dla kierunkéw osi dwukrotnych przy obcigzeniu

jednoosiowym wzdtuz osi czterokrotnej jest réwny 0. Warunek stanu granicznego przyjmuje
wtedy postac:

2 2
Lb+ Thas 1

(o, @) - Ut2 ‘H?f(a) : 75 + B2 g2
b b,45

(10.3)

gdzie:

_ /1 2
O = \/§<O'11 + 0'22)2 + 033,

_ 2 2
Ta = /033 + 031
Th = 012

1

Th45 = 5(011 - 022)
Ky, kp 45 - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7, oraz 7 45.
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10.4 Symetria cylindryczna (uklad heksagonalny)

Rozktad spektralny tensora podatnosci o symetrii cylindrycznej przedstawiony jest w szcze-
gbétach w dodatku B. Przyjmujemy, ze wyrdzniona o$ symetrii materiatu pokrywa sie z osig x3
przyjetego uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowane;j
hipotezy wytezenia materiatu dla symetrii cylindrycznej przyjmuje postac

Ta2 T2
M (001) - 031 + T2 (002) - 05 + 75 + z?bg =1, (10.4)

gdzie:
Oyl = % |:(0'11 —+ 0'22) sin »c + O'33\/§COS %},

Opa2 = % {(011 + 099) cOS 3 — 0331/2sin %] ,

Ta = /033 + 03 - czyste $cinanie w plaszczyZnie zawierajacej wyrdzniong o$ symetrii ma-
teriatu rownolegle do tej osi

Ty, = %\/ (011 — 092)% + 40%, - czyste Scinanie w plaszezyZnie prostopadlej do wyrdznionej osi
symetrii materiatu,

kg, ky - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7, 1 7.

cos(»)
s il
G, Slil?(%) Tae |sin(a) 1 +cos(a)
sin(®)
2 | _
sin(x) [ |
. -y cos(x)
G,,: 52 Ty +sin(0)| m
cos(x)
ﬁ | -

Rysunek 10.3: Stany wtasne tensorow sprezystosci o symetrii cylindryczne;j.
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Parametr s bedacy funkcjg dystrybutora sztywnosci wyraza sie wzorem

2v2

1 1 1 1 2 Sl/ﬁ
E —v —v
I EL 7EH * ( B, E) + 7Eﬁ ’

gdzie £, i £ to moduly Younga przy obcigzeniu jednoosiowym odpowiednio prostopadle
i rownolegle do wyr6znionej osi symetrii materiatu, za$ v, i v to wspolczynniki Poissona
okreslajacy zwezenie na kierunku prostopadtym do wyrdznionej osi symetrii materiatu przy
rozcigganiu odpowiednio prostopadle i réwnolegle do tej osi.

tgx =

Formalnie obydwie podprzestrzenie czystych $cinan (w plaszczyznach zawierajacych wy-
rézniong o$ symetrii i w ptaszczyZznie prostopadlej do niej) sa podprzestrzeniami dwuwymia-
rowymi, stad parametr n okreslajacy ich udziat w caltkowitej mierze wytezenia powinien by¢
w obydwu przypadkach wskaznikiem formy $cinania zaleznym od jednego bezwymiarowego
parametru okreslajacego postaé tj. orientacje kierunkow Scinania. Jednakze z uwagi na osiows,
symetri¢ zagadnienia wszystkie stany nalezace do kazdej z tych podprzestrzeni musza by¢
sobie réwnowazne (z punktu widzenia rozpatrywanej hipotezy wytezenia) - w tym sensie pod-
przestrzenie te moga by¢ traktowane jako jednowymiarowe a odpowiadajace im parametry
skalujace sg - zgodnie z poczynionymi zatozeniami - statymi.

Jak mozna zauwazy¢, cate zagadnienie dla symetrii cylindrycznej wykazuje wyrazne podo-
bienstwo do zagadnienia symetrii tetragonalnej omoéwionego w poprzednim rozdziale - szcze-
goblnie dotyczy to wpltywu naprezen niedewiatorowych. Analogicznie, jak byto to w przypadku
symetrii tetragonalnej, mozna wyznaczy¢ taka orientacje obciazenia jednoosiowego (kat 3 za-
warty miedzy kierunkiem obciazenia a wyrdzniona osia symetrii materiatu), dla ktérej wartosé
jednej z funkcji wplywu naprezenia niedewiatorowego moze by¢ okreslona bezposrednio na
podstawie tego testu, niezaleznie od wpltywu drugiego z naprezen niedewiatorowych.

° = arctg\/—\/ﬁctg%

—v/2Ct g 0 \/ —v2ctgs

1-v2ctgs 1-v2ctgs.
o= 0 0 0

\/ —\/ictgu O 1

1—v2Ctgs 1—v2Ctgs

1 .\ —V2ctgs ) cos?

b Ta - Y = .
V2 cos 3 — sin 1 — 2ctgse 2(\/§COS 7 — sin x)?

Oyl = 07 Oy2 =

T, =

o 3 = arctgy/v2tgs



10.4 Symetria cylindryczna (uktad heksagonalny)

—/2t g5 v/ V2t g

1+v2t g5 1+v2tgs

o= 0 0 0
vV ﬁtg% 0 1
1+v2tgs 1+v2tgs

1 9 VvV 2tgse 9 sin? »¢
72— —

Ovl = ;o o2 =0, a — Ty = -
! V/2sin s + cos 2 1+ 2tgs b 2(\/§sm% + cos x)?

Oy1

Tak samo jak poprzednio, zaj$¢ moze co najwyzej jeden z powyzszych przypadkow. Za-
sadniczg réznicg w stosunku do zagadnienia tetragonalnego, bedaca kolejna konsekwencja
wysokiej symetrii materiatu jest fakt, ze rozwazania powyzsze sa o tyle ogdlniejsze od ana-
logicznych wynikow z przypadku symetrii tetragonalnej, ze nie wymaga sie¢ aby kierunek
obcigzenia jednoosiowego lezal w jakiej$ szczegodlnej ptaszezyznie symetrii - tutaj moze to byé
dowolny kierunek tworzacy z wyrdzniong osig symetrii kat 3.

W szczegbdlnym przypadku dwie jednowymiarowe podprzestrzenie zwiazane z naprezeniami
Op1 1 042 moga utworzy¢ jedng dwuwymiarowa podprzestrzen wtasng - jest to jednak mozliwe
tylko wtedy, gdy wspétczynnik Poissona dla kazdego kierunku prostopadtego do wyrdznio-
nej osi symetrii przy obciazeniu jednoosiowym wzdluz tej osi jest rowny 0. Warunek stanu
granicznego przyjmuje wtedy postac:

Ne(0er ) - 02 + 2 + b=1, (10.5)

gdzie:
O, = \/%(0'11 + 0'22)2 -+ 0'32)3,

_ [ 2
Ta = 1/ 023 + 031

Ty = %\/(011 — 022)? + 407y

k., ky - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7, i 7,
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10.5 Symetria kubiczna (uklad regularny)

Rozktad spektralny tensora podatnosci o symetrii kubicznej przedstawiony jest w szczegdtach
w dodatku B. Przyjmujemy, ze czterokrotne osie symetrii pokrywaja sie z osiami przyjetego
uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy
wytezenia materiatu dla symetrii kubicznej przyjmuje postac

no(p) - 0* + 01 (0) - af + 120 0) - a3 = 1 (10.6)
gdzie:
p= %(011 + 092 + 033) - naprezenie hydrostatyczne,

G = \/é [(022 — 033)2 + (033 — 011)? + (011 — 092)?] - skos$ne naprezenie dewiatorowe,

G2 = \/ 033 + 03, + 03y - wzdluzne naprezenie dewiatorowe,

za$ bezwymiarowe argumenty wskaznikéow form $cinania 74 i 772 spelniaja zaleznodci:

1 l3\/§ J3(o9) ]

0 = 3 arc cos 5 J2(3/2)(0_2)

Jg(O’g)
J2(3/2)<o‘3)

sin 24 - {cos ¢(1 — cos? 4,0)} =

: p
P-4, i
p
2 45°
47 3]s + sin(6) 4 sin-%) ﬁ
45°
. » . —
q2° cos P - + sin@ cos\Y N + sin@ sin\y/ j

Rysunek 10.4: Stany wtlasne tensorow sprezystosci o symetrii kubiczne;j.
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Funkcje wplywu naprezenia hydrostatycznego 7, oraz dwa wskazniki form $cinania 7y, oraz
N2 Nalezy wyznaczy¢ na drodze eksperymentalnej. Stany naprezenia powstajace w czasie ty-
powych prob wytrzymaltosciowych, tj. prob jednoosiowego rozciggania lub Sciskania lub prob
Scinania przy roznych orientacjach obciazenia wzgledem osi symetrii wewnetrznej struktury
materiatu prébki, naleza w ogélnosci do co najmniej dwoch réznych podprzestrzeni rozpa-
trywanego rozkladu. Z uwagi na obecnos¢ w stanie jednoosiowym sktadowej dewiatorowej,
nie istnieje taka orientacja obciazenia jednoosiowego, dla ktorej datoby sie okresli¢ wartosé
funkcji wptywu 7, bez koniecznosci jednoczesnego wyznaczenia wartosci badz 1y badz nys.
Istniejg jednakze takie orientacje obcigzenia jednoosiowego, dla ktorych wptyw przynajmniej
jednego z naprezen dewiatorowych jest réwny zero. Przyktadowo, wptyw skosnego naprezenia
dewiatorowego zanika, jesli naprezenie rozciagajace przytozone jest na kierunku przekatnej
(przestrzennej) szeSciennej komorki elementarnej uktadu regularnego [1, 1, 1]:

n

Wl &

,L1,1] = o=k(n®n)=

_ 1
=

—_ = =
—_ = =
—_ = =

k k

—_ — :0 —
b 37 q1 ) q2 \/§

Ponadto oczywiste jest, ze dla czystego $cinania w plaszczyznach symetrii, na kierunkach
czterokrotnych osi symetrii

o 010

Talp=0°) = —oa(p=180) = —= | 1 0 0

V2 000
o 0 01
Ta(p =90°, ¢ = 0°) = —o3(p = 90°, ) = 180°) = —= | 0 0 0
V2 100
o 000
o3(p = 90°,9 = 90°) = —a3(p = 90°,9) = 270°) = —= | 0 0 1
V2 010

wskazniki formy wzdluznego naprezenia dewiatorowego dla odpowiednich wartosci parame-
trow o i ) muszg by¢ rowne

1
TR,

gdzie kg jest granicznym naprezeniem stycznym przy Scinaniu w plaszczyznach symetrii, na
kierunkach czterokrotnych osi symetrii, ktore moze by¢ wyznaczone w prostych probach wy-
trzymaltosciowych.

Zmienno$¢ parametru 7y, dla pewnych ustalonych wartosci jednej z jego zmiennych nieza-

leznych zbada¢ mozna w sposéb analogiczny jak dla wskaznika Scinania w przypadku symetrii
tetragonalnej. Przyjmujac:
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0 cosy sing

. o
U3(‘Pa¢20):7?)2 cosp 0 0
sinp 0 0

- 0 0 cosv
o3 =90°1) = —| 0 0 sine
V2 cosy siny 0
mozna zauwazy¢, ze obydwa z powyzszych stanéw, sa stanami czystego Scinania w ptaszczyz-
nie prostopadtej do jednej z czterokrotnych osi symetrii i nachylonej pod katem odpowiednio
@ i1 do pozostatych dwéch takich osi, zatem:

1
= O[’ = OO = = 900’ = ) = AR
77f2(90 ¢ ) an(QO ¢ ) ]{332’(1(()5)

gdzie « jest katem zawartym miedzy ptaszczyzng Scinania a plaszczyzng zawarta miedzy

dwiema czterokrotnymi osiami symetrii, za$ ks, jest zmierzona graniczng wartoscig napre-
zenia Scinajacego.

Dla wskaznikow formy skosnego naprezenia dewiatorowego mamy

o [0oo0 0
o3(0 =30°) = —o5( =210°) = — | 0 1 0
V2 00 —1 |
1o 0]
o3(0 =90°) = —05(0 =270°) = — | 0 0 0
V2 00 —1 |
1o o
o3(0 =150°) = —05(0 =330°)=— | 0 0 0

\/500—1

Sa to stany czystego Scinania w plaszczyznach prostopadlych do jednej z czterokrotnych osi
symetrii materialu, w kierunkach réwno nachylonych do dwoch pozostatych. Poniewaz stan
ten w catosci nalezy do drugiej podprzestrzeni wtasnej, a graniczna wartos¢ naprezenia stycz-
nego ks w tym przypadku jest stosunkowo prosta do okreslenia na podstawie testu czystego
Scinania przy odpowiedniej orientacji probki, stad wyznaczy¢ mozna wartosci wskaznika formy
Scinania dla odpowiednich wartoséci parametry 6:

N1 (30° +n-60°) = i27 n ez
ksl

Orientacje obciazenia jednoosiowego, dla ktorej rzuty tego stanu naprezenia na podprze-
strzenie dewiatorowe odpowiadaja tym warto$ciom parametréw 6, o oraz ¢, dla ktérych znane
sg wartosci wskaznikoéw 7¢1 1 7y2 umozliwiajg wyznaczenie wartosci funkcji wptywu n,. Jedng
z mozliwych klas orientacji charakteryzujacych sie ta cecha, sa kierunki obcigzenia jedno-
osiowego lezace w plaszczyznach prostopadtych do czterokrotnych osi symetrii. Przyjmujac,
ze kierunek ten tworzy z jedna z dwoch osi wyznaczajacych te plaszczyzne kat a, w stanie
granicznym mozemy napisac:
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cos’a  cosasina 0

n=[cosa,sina,0] = o=k(n®n)=| cosasina sin*a 0
0 0 0
o 100 o
0'1:? 010 s p:?
0 01
i 3cos’a —1 0 0 2
oy = — 0 3sina—1 0 |, q%:—o‘(3c08204—3cos2a+1)
3 3
0 0 —1
0 cosasina 0
o3 =k, | cosasina 0 0|, g =k cos®asin’a
0 0 0

Argumenty wskaznikow formy Scinania:

\/5(9 cosda +7)

30 =
o8 (3 cosda + 5)(3/2)

p=0° ¢ e€(0,2m)

Wartosé funkeji wptywu dla funkcji wptywu n, (p = %‘*) (przy czym k, jest granicznym na-
prezeniem przy rozcigganiu na kierunku n tj. w plaszczyznie symetrii pod katem o do jednej
z osi symetrii lezacych w tej plaszczyznie - jest ono w ogdlnosci rézne dla réznych wartosci
kata o) mozna wyznaczy¢ bezposrednio z proby rozciagania lub $ciskania, jesli tylko parametr
6 przyjmie jedna z wartosci, dla ktérych znana jest wartosé¢ ny (), tj.:

0=30°+n-60°(ne€Z), = cos30=0

stad otrzymujemy:

V2(9cosda +7) 1 7 1 )
(3 cosda + 5)3/2) =0 = a=a= 1 arc cos (—) = arctgﬁ ~ 35, 264
wtedy:
p= 3’ 4 = 9’ qs = 9
1 1

koz _1 1 2 20
o\ 3 —?[ _nflql_nﬂ%}_ki?_k?l_ki?

103



Pawet Szeptynski Opracowanie kryterium stanu granicznego...

10.6 Izotropia

Rozktad spektralny izotropowego tensora podatnosci przedstawiony jest w szczegdtach w do-
datku B. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy wytezenia ma-
teriatu izotropowego mozna zapisaé jako

m(p) - p* +np(0) - > =1 (10.7)

lub w jeszcze ogdlniejszej postaci

1p(I1) + 14(Ja, J3) — Co = 0, (10.8)

gdzie:
p= %(01 + 09 + 03) - naprezenie hydrostatyczne

1= \/% (09 — 03)% 4 (03 — 01)% + (01 — 02)?] - naprezenie dewiatorowe

0= éarc coS {3‘2/3 Jg;%} - kat Lodego

Cy - staly parametr materiatowy

Funkcja wptywu n,(p) opisuje zaleznos¢ wytezenia materiatu od naprezenia hydrostatycz-
nego, podczas gdy wskaznik formy Scinania 7,(.Js, J3) moze by¢ w wezszym sensie rozpatry-
wany jako funkcja opisujaca zalezno$¢ wytezenia od kata Lodego n¢(Js, J3) = ng(#). Funkcja
kata Lodego powinna by¢ funkcja okresowa o okresie rownym 120°, stad do$¢ czeste jest roz-
patrywanie funkcji kata Lodego ny(8) w postaci 1¢(y), gdzie y = cos 36.

W literaturze mozna znalez¢ bardzo duza ilos¢ réznego rodzaju propozycji funkeji opisu-
jacych wptyw naprezenia hydrostatycznego oraz kata Lodego, ktére potencjalnie moga zostac
wykorzystane jako funkcje wptywu badz wskazniki formy $cinania. Przyktadowo:

Funkcje wplywu naprezenia hydrostatycznego:

e dwuparametrowa funkcja kwadratowa Burzyniskiego [16]
m(p) = (w+2) 1%,

e piecioparametrowa funkcja Bigoniego i Piccolroaza [9]

() — —2 . Mpe\J(F — Fm) [2(1 — a)F +a] jezeli F =2t € [0, 1]
) =9 2 jezeli F = =2r¢ ¢ [0,1]

Pctc

Wskazniki formy Scinania:

e jednoparametrowa funkcja trygonometryczna Lexcellenta i in. [61]
ns(y) = cos [% arccos [l — a(l — y)]] :
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e dwuparametrowa funkcja wyktadnicza Ranieckiego i Mroza [81]
np(y) =1+ a1 — e PaH],

e dwuparametrowa funkcja potegowa Ranieckiego i Mroza [81]
nr(y) = [1+ay)”.

e dwuparametrowa funkcja trygonometryczna Podgérskiego [80]
ns(y) = Wlo—ﬁ) cos [% arccos (a - y) — 5}

e Zestawienie zbiorcze roznych propozycji funkcji opisujacych zalezno$é¢ wytezenia od kata
Lodego mozna znalezé w [4].

Proponowane kryterium stanu granicznego dla materiatéw izotropowych (10.8) moze by¢
uwazane za uogolnienie duzej czesci szeroko stosowanych kryteriow. W szczegdlnosci - z uwagi
na jego energetyczng interpretacje - uwazac¢ je mozna za uogodlnienie kryterium Burzynskiego
[16] uwzgledniajace wptyw kata Lodego [78]. Redukcja wzoru (10.8) do przypadkéw prostych
kombinacji potegowych niezmiennikéw tensora naprezenia (np. Huber[49]-Mises[66], Drucker-
Prager[27], Drucker [26], Spitzig-Richmond [95], Bresler-Pister [13], Iyer-Lissenden [50]) jest
trywialna. W réwnie prosty sposéb - dobierajac odpowiednie funkcje - mozna sprowadzié
wzér (10.8) do propozycji Burzyniskiego [16], Podgoérskiego [80], Lexcellenta [61], Ranieckiego
i Mroza [81] itd. Interesujacym zestawieniem moga by¢ tutaj wyniki analizy przeprowadzone;
przez Podgorskiego. Przyjmujac funkcje wplywu naprezenia hydrostatycznego wg Burzyn-
skiego z w = 0 oraz wykorzystujac wskaznik formy $cinania wg propozycji Podgorskiego po
przyjeciu takich wartosci parametréw tej funkcji, jak wskazano to w [80], mozna sprowadzi¢
og6lny wzér (10.8) do wybranego klasycznego warunku granicznego:

np(ll) + nq(J% J3) — C() =0
Ch

np(]l) - ? ' Il

[2 1 3vV3 J
Ng(J2, J3) = §J2 - COS [3 arc cos <a2(]2(3?;2)> — ﬁ]
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Tablica 1: Wartosci parametrow funkcji 7, 7,, pozwalajacych zredukowaé¢ wzoér ogdlny (10.8)
do wybranych kryteriéw stanu granicznego dla materiatéw izotropowych [80].

Kryterium Co C a B
Huber[49]-Mises[66] 2}, 0 x
J— k=0 3 ‘
Coulomb|21]-Tresca[108]-Guest|[37] 2 -

2k 0 1 =

’Tma:E’ —k=0 3 0
Drucker-Prager [27] 2 =
Vs —a+ bl =0 o | Vb 0 §
Coulomb-Mohr V2ccos b V2sin ¢ 1—sin¢
7| = ¢ — tgpo Vitsin?g | \/34sin?g ! arete <\/§3+5m¢)
Lade-Duncan [59] =27 =27
[12 o %[3 0 2 2 0
Matsuoka [63] 0 1 e 0
L
=K+ ) J2t55) | 15

Przypadek izotropii byl przedmiotem rozwazan opublikowanych w [69], [102] a takze [78] oraz
[75].

10.7 Materialy objetosciowo izotropowe

Materialy objetosciowo izotropowe, czy tez materialty Burzynskiego tj. takie, dla ktorych skta-
dowe ich tensoréw sprezystosci spetniaja uktad warunkéw (7.3), stanowia szczegdlna klase ma-
teriatow, dla ktorych stan naprezenia hydrostatycznego jest stanem wtasnym tensora podatno-
Sci (tym samym dylatancja jest zawsze Scile proporcjonalna do naprezenia hydrostatycznego
- wspotezynnikiem proporcjonalnodci jest odpowiedni modut Kelvina, modut sztywnosci obje-
tosciowej), co z kolei prowadzi w konsekwencji do rozktadu gestosci energii odksztalcenia spre-
zystego na czes¢ zwigzang z odksztalceniem objeto$ciowym i odksztatceniem postaciowym,
ktory to rozktad jest w ogdélnosci mozliwy jedynie dla symetrii kubicznej oraz dla izotropii.

Whrew przekonaniu samego Burzynskiego, nie nalezy spodziewaé sig, aby objetosciowa
izotropia byta w ogdlnosci cecha kazdego materiatu sprezystego. Z drugiej strony réwnie bted-
nym przypuszczeniem bytoby przyjaé, ze zjawisko objetosciowej izotropii nie moze w ogole
dotyczy¢ rzeczywistych materiatow o symetrii nizszej niz kubiczna. W szczegdlny sposob kwe-
stia ta dotyczy materialéw kompozytowych czy tez innych materiatéw, ktérych wewnetrzna
struktura, wytwarzana sztucznie w swiadomym procesie jej ksztaltowania przez cztowieka,
projektowana jest uprzednio w taki sposob, aby material wykazywal pewne pozadane cechy
sprezyste 1 wytrzymaltosciowe. Czynnikami podlegajacymi wyznaczeniu na etapie projekto-
wania moze by¢ sama geometria komoérki elementarnej, geometria i orientacja fazy wtraconej
kompozytu, stosunki sztywnosci materiatéw roéznych faz itp. Nalezy sadzi¢, ze wytworzenie
materiatu objetosciowo izotropowego nie jest istotnie trudniejsze lub mniej prawdopodobne
od wytworzenia materiatu o innych cechach sprezystych. Wydaje si¢ rowniez prawdopodobne,
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ze istnie¢ moze nawet naturalna anizotropowa - inna niz regularna - struktura krystaliczna,
ktora dzieki odpowiedniemu ksztaltowi komérki elementarnej i odpowiednim oddziatywaniom
miedzyczasteczkowym makroskopowo moze wykazywac cechy silnie zblizone do objeto$ciowe;j
izotropii.

Nie jest wiec bezzasadne rozpatrywac te szczegolng klase materiatow, tym bardziej ze cate
zagadnienie - tj. specyfikacja kryterium stanu granicznego wyprowadzonego z prezentowanej
W niniejszej pracy energetycznej hipotezy wytezenia materiatu - upraszcza sie znakomicie,
tak w samej swej formie matematycznej, jak i w jej interpretacji fizycznej. Nie da si¢ bowiem
ukry¢, ze wprowadzone w rozdziale poprzednim stany wtasne tensoréw sprezystosci o niskich
symetriach nie daja sie tatwo interpretowac¢ w kategoriach badz to stanéw jednoosiowych badz
stanu hydrostatycznego czy tez standéw czystego S$cinania - stad cze$¢ z nich nie zostata na-
wet scharakteryzowana . Podobnie rzecz ma si¢ z interpretacjy fizyczng (w szczegdlnosci:
geometryczna) dystrybutoréw sztywnosci. W przypadku materialéw objetosciowo izotropo-
wych niektore z funkcji dystrybutorow sztywnosci przyjmuja szczegolne wartosci, dla ktorych
posta¢ stanéw wlasnych ulega uproszczeniu - jeden ze stanéw musi by¢ przeciez stanem hy-
drostatycznym, pozostate zas - jako ortogonalne do niego - daja si¢ tatwo interpretowac jako
stany czystego Scinania badz ich kombinacje (ztozenia).

Istotnym ograniczeniem w specyfikacjach kryterium granicznego przedstawionych w po-
wyzszych rozdziatach byta nieznajomos$é postaci funkeji wptywu i wskaznikow formy napre-
zenia. Takze i ta niedogodnosé znika (przynajmniej czesciowo) przy zalozeniu objetosciowe;
izotropii - w wigkszosci przypadkoéw podprzestrzenie wlasne ortogonalne do podprzestrzeni
stanow hydrostatycznych majg niski wymiar, przez co odpowiadajgce im wskazniki form Sci-
nania sg czesto stalymi, ktére mozna wyznaczy¢ bezposrednio na drodze doswiadczalnej.
W ponizszych rozwazaniach pominiemy przypadki, w ktérych wystepuja zmienne (zalezne
od parametréw rozktadu w wielowymiarowej podprzestrzeni dewiatoréw) wskazniki formy
$cinania?® - wyjatkiem bedzie tu przypadek symetrii tetragonalnej, dla ktérej metodyka wy-
znaczania postaci funkcyjnej wskaznika n jest jakosciowo podobna a jednoczes$nie catkowicie
niezalezna od metod wyznaczania funkcji wptywu naprezenia hydrostatycznego. Mozemy za-
tem przyjac¢, ze wskazniki form $cinania sg znane. Jedyna funkcjg podlegajaca wyznaczeniu
jest tu tylko funkcja wplywu naprezenia hydrostatycznego. Jednakze, z uwagi na obecnosci
w stanie jednoosiowym sktadowej hydrostatycznej oraz znajomos¢ wszystkich pozostatych
parametrow, wartosci funkcji tej moga by¢ w prosty sposéb wyznaczone na podstawie prob
rozciggania i $ciskania. Poniewaz wytrzymatosé na rozciaganie lub Sciskanie na réznych kie-
runkach (ktére nie sa sobie réwnowazne z punktu widzenia symetrii uktadu) bedzie w ogél-

197 tego samego wzgledu w dodatku B odpowiadajace stanom tym podprzestrzenie wlasne zostaly dogé
enigmatycznie nazwane np. ,podprzestrzeniami stanéw o zerowych sktadowych spoza przekatnej gtéwnej”, co
jest okresleniem o tyle niefortunnym o ile zaleznym od przyjetego uktadu wspdlrzednych. Z drugiej strony, w
ustalonym ukladzie, ktérego osie pokrywaja sie z osiami symetrii materiatu (a taki zawsze jest przyjmowany),
definicja ta niesie ze soba wystarczajaca informacje dla ogélnego scharakteryzowania tych stanéw.

20Pomijajac malo prawdopodobne szczegdlne przypadki zerowych wspélezynnikéw Poissona przy rozcig-
ganiu wzdluz osi symetrii o krotnosci wigkszej niz 2 (symetria trygonalna, tetragonalna, cylindryczna) oraz
teoretycznie chyba tylko mozliwy przypadek ortotropii o wszystkich wspoétczynnikach Poissona réwnych 0,
w opracowaniu pominieto jedynie najogdlniejsze przypadki najnizszych symetrii (pelna anizotropia, symetria
monokliniczna) oraz symetrie trygonalna z uwagi na wystepowanie w tym przypadku az trzech nieznanych i
trudnych do wyznaczenia funkcji stanu naprezenia
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nosci rézna, a argument funkcji wptywu, dla ktérego wyznaczamy jej wartosé, jest do tej
wytrzymatosci proporcjonalny, zatem dostatecznie duza liczba przebadanych kierunkow ob-
cigzenia moze pozwoli¢ na wyznaczenie funkcji wptywu z wystarczajaca doktadnoscig. Autor
ma pelng swiadomosé trudnodci i kosztéw zaréwno samego wykonania stosownych probek,
jak i przeprowadzenia samych eksperymentow oraz mozliwego duzego rozrzutu wynikow. Jed-
nak nawet stosunkowo nieduza liczba wartosci usrednionych moze okazaé si¢ wystarczajaca
by stanowi¢ podstawe wyznaczenia poszukiwanych funkcji badz to na drodze aproksymac;ji,
badz interpolacji, a przynajmniej wskaza¢ mogtaby ogélny charakter przebiegu jej zmiennosci.

10.7.1 Ortotropia objetosciowo izotropowa

Rozktad spektralny objetosciowo izotropowego ortotropowego tensora podatnosci przedsta-
wiony jest w szczegotach w dodatku B. Przyjmujemy, ze dwukrotne osie symetrii pokrywaja
sie z osiami przyjetego uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z
proponowanej hipotezy wytezenia materiatu przyjmuje postaé

77() p + f1+ f1+7_|_7+7:1 (109)

gdzie:
p= %(011 + 099 + 033) - naprezenie hydrostatyczne,

opn = % [all(sin 3¢ — \/3co8 5) + 099 (sin 22 + /3 cos ) — 2033 sin %} ,

Opy = % [all(cos 3¢ + /3 sin 2) + 099(cos 2 — /3 sin 3) — 20733 cos %} ,

Ty = 023, T2 =031, 7T3= 012,

kg1, ko, ksi, ks, ks3 - graniczne wartosci naprezet odpowiednio oy, 02, 71, T2, T3,

za$ parametr s, bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci, wyraza sie wzorem:

\/§(V31 - V32)

v31trse  2uvi2 v23(ve3—r21) v31(v31—v32) vi2(vi2—v13)
E?’( E3 Er +2\/ E3 T E3 + BY

tgyx =

gdzie E; oznacza modul Younga przy obcigzeniu jednoosiowym na kierunku osi x;, zas v
oznacza wspOlczynnik Poissona okreslajacy zwezenie na kierunku osi x; przy rozcigganiu
wzdtuz osi z; (osie z;(i = 1,2,3) pokrywaja sie z osiami symetrii materiatu ortotropowego).

Poniewaz funkcja wplywu naprezenia hydrostatycznego jest jedynym nieznanym parame-
trem kryterium (10.9), to z uwagi na fakt, ze jednoosiowe stany naprezenia maja niezerowa
sktadowg hydrostatyczng, posta¢ funkcji wptywu mozna wyznaczy¢ na podstawie wynikdéw
doswiadczen w stanach jednoosiowych przeprowadzonych dla réznych orientacji obcigzenia
wzgledem osi symetrii materialu. Jednoosiowy stan naprezenia o mierze naprezenia nor-
malnego réwnej k w kierunku zadanym (w przyjetym ukladzie wspolrzednych) wersorem
n = [ny, ny, n3) reprezentuje tensor naprezenia
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71% nimng nNing
oc=kn®n)2k n3  ngng
sym n3

W stanie granicznym, gdy naprezenie normalne osiaga graniczna wartos$é k, (charaktery-
styczna dla kierunku zadanego wersorem n) warunek graniczny (10.9) mozna zapisaé w na-
stepujacej postaci:

no (B2) =9 [é - 6’“1?1 (n}(sin e — /3 cos ») + n3(sin s + v/3 cos ) — 2n3 sin%)2
(10.10)
2,2 2.2 2.2
— sz (n(cos 3¢ + V/3sin ) + n3(cos 3 — v/3sin ) — 2n3 COSJ{)2 —Zas Tt "152"2}
f2 51 52 53

[n; nyn;]

X1

10.7.2 Symetria tetragonalna objetosciowo izotropowa

Rozktad spektralny objetosciowo izotropowego tensora podatnosci o symetrii tetragonalne;j
przedstawiony jest w szczegotach w dodatku B. Przyjmujemy, ze dwukrotne osie symetrii
pokrywaja sie z osiami x1 i x5 przyjetego uktadu wspotrzednych, zasg czterokrotna o$ symetrii
pokrywa sie z osig x3. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy
wytezenia materialu przyjmuje postac

7@ T T,
mo(p) - P>+ mp(e) 724+ 5T+ L S o (10.11)

gdzie:
p= %(011 + 092 + 033) - naprezenie hydrostatyczne,

T, = \/033 + 03, - czyste $cinanie w plaszczyznie zawierajacej czterokrotng oé symetrii, row-
nolegle do tej osi,

T, = 019 - czyste Scinanie w plaszezyZznie prostopadlej do czterokrotnej osi symetrii (na kie-
runkach pary osi dwukrotnych réwnolegltych do osi przyjetego uktadu wspéhrzednych),
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Tadp = %(011 + 099 — 2033) - deformacja tetragonalna - ztozenie dwdch nieortogonalnych
czystych écinan w prostopadlych ptaszczyznach zawierajacych czterokrotng o$ symetrii, w
kierunkach pod katem 45° do tej osi,

Thas = %(011 — 099) - czyste $cinanie w plaszezyznie prostopadtej do czterokrotnej osi sy-
metrii (na kierunkach drugiej pary osi dwukrotnych, réwno nachylonych do osi przyjetego,

uktadu wspétrzednych)

Ka a5, kb, kb 45 -graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7, 45, Tp, T 45-

. 2 — . 45°
Ta- sin(a) R i + cos(a) i Ty ﬁ Tb,45:

Rysunek 10.5: Stany wtasne objetosciowo izotropowych, tetragonalnych tensoréw sprezystosci.

Metodyka wyznaczania postaci funkcji ny(a) podana zostala przy opisie specyfikacji kry-
terium dla ogélnego przypadku symetrii tetragonalnej. Zaktadajac, iz postaé¢ ta jest znana,
postepujac analogicznie, jak wskazano to przy opisie objetosciowo izotropowej ortotropii,
wartodci funkcji wpltywu naprezenia hydrostatycznego mozna wyznaczy¢ poprzez graniczne
naprezenia normalne k, w jednoosiowych probach wytrzymatosciowych na kierunku danym
wersorem n = [ny, Ny, N3

kn 1 n2) 2 92 2 92 (ni+n5—2n3)* niny (n]—nj)?
Mm) _g| - _ to —2 _ _ _
771) ( 3 ) [k% g <arc & ny (nom +ngn) 6kg,45 ki 4k 45

(10.12)

10.7.3 Symetria cylindryczna objetosciowo izotropowa

Rozktad spektralny objetosciowo izotropowego tensora podatnosci o symetrii cylindryczne;j
przedstawiony jest w szczegotach w dodatku B. Przyjmujemy, ze wyrdzniona os symetrii
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pokrywa sie z osig x3 przyjetego uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wypro-
wadzony z proponowanej hipotezy wytezenia materiatu przyjmuje postac

2 2 2
2, Ta | Tass | Tp
o(p) -+ L =1 10.13

gdzie:

p= %(011 + 099 + 033) - naprezenie hydrostatyczne,

T, = 1/ 035 + 02, - czyste §cinanie w plaszczyznie zawierajacej wyrézniong o$ symetrii, réwno-
legle do tej osi,

T, = %\/ (011 — 092)% + 407, - czyste Scinanie w plaszezyZnie prostopadlej do wyréznionej osi

symetrii,
Tads = %(011 + 099 — 2033)- deformacja cylindryczna - ztozenie dwbch nieortogonalnych
czystych scinan w prostopadtych plaszczyznach zawierajacych wyrdzniong o$ symetrii, w kie-

runkach pod katem 45° do tej osi,

Ko, kv, kqa5 - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7,, 7y, 74 45.

Il
5
3
+

P
.l YAl

p 45°

45°
Tae sin(a)| 4 i + cos(a) Ty cos(a) +sin(a)| o

Rysunek 10.6: Stany wtasne objetosciowo izotropowych tensoréw sprezystosci o symetrii cy-
lindrycznej.
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Problem wyznaczenia postaci funkcji wpltywu naprezenia hydrostatycznego upraszcza sie
znacznie dzieki wysokiej symetrii catego zagadnienia - wystarczy bowiem przeprowadzi¢ proby
jednoosiowego rozciggania oraz Sciskania pod réznymi katami do wyrdznionej osi symetrii
materiatu. Dla prostoty zapisu przyjmijmy, ze kierunek naprezenia jednoosiowego lezy w
ptaszczyznie xix3 pod katem ¢ do wyrdznionej osi symetrii materiatu tj. dany jest werso-
rem n = [sing,0,cos ¢|. Stan naprezenia przy naprezeniu jednoosiowym o wielkosci k na
danym kierunku opisuje tensor naprezenia

sin? ¢ 0 cos¢@sin ¢
c=knh®n) =k 0 0 0
cosgpsing 0  cos?¢

W stanie granicznym, gdy naprezenie normalne osiaga wartosé k, (charakterystyczna dla kata
¢) otrzymujemy

(10.14)

3 = —

ko) 9 1 cos?¢sin?¢  (sin® ¢ — 2cos? ¢)? B sin* ¢
7 R 2 6ka15 4k

10.8 Energetycznie ortogonalny rozktad ﬂsim nie bedacy rozkla-
dem na podprzestrzenie wtasne C i S

Rozktad (8.1) bedacy podstawa sformutowania proponowanego kryterium stanu granicznego
moze by¢ dowolnym rozktadem energetycznie ortogonalnym. Dotychczas przedstawione byty
specyfikacje kryterium jedynie dla przypadkéw, gdy rozktadem tym byt rozktad na podprze-
strzenie wlasne tensoréw sprezystosci. W opinii autora taki wtasnie wybor rozktadu zim
zdaje sie by¢ najwladciwszym z uwagi na jego rozbudowang interpretacje fizyczna oraz z
uwagi fakt, iz jest to jedyny rozktad, ktéry jest jednocze$nie ortogonalny i energetycznie or-
togonalny. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie by rozpatrywac¢ inne rozktady energetycznie
ortogonalne - w tym sensie prezentowana propozycja kryterium stanu granicznego moze by¢
interpretowana takze jako uogélnienie anizotropowego kryterium Misesa interpretowanego

energetycznie w mysl twierdzenia Rychlewskiego.

Istnieje nieskonczona ilo$¢ energetycznie ortogonalnych rozktaddow fszm - wybor tego wta-

Sciwego moze okazac si¢ zadaniem o tyle trudnym, o ile nie dysponujemy praktycznie zadnymi
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10.8 Energetycznie ortogonalny rozklad 72 = nie bedacy rozktadem na podprzestrzenie

sym
wlasne C 1 S

przestankami na temat tego, jakimi cechami winien si¢ taki rozktad charakteryzowac¢. Podob-
nie i eksperymentalna weryfikacja doboru takiego czy innego rozktadu zdaje si¢ by¢ niewy-
konalna z uwagi na duza swobode w wyborze postaci funkcyjnej parametrow skalujacych n,
ktore maja wtasnie zapewnié¢ zgodnos¢ przewidywan teoretycznych z doswiadczeniem. Aspekt
czysto praktyczny realizacji ogromnego i ztozonego programu takich badan jest sprawa zu-
petnie odrebng lecz nie mniej ucigzliwa.

Jest jednak pewna klasa zagadnien, dla ktérych wyznaczenie odpowiedniego rozktadu
energetycznie ortogonalnego jest stosunkowo proste, a nawet - poniekad wbrew przekonaniu
autora wyrazonemu powyzej - uzasadnione. Chodzi o sytuacje, w ktérej znamy klase symetrii
tak cech sprezystych jak i cech wytrzymatosciowych (wyznaczone np. na podstawie znajo-
mosci struktury wewnetrznej oraz schematow zniszczenia lub podstawowych wynikéw prob
wytrzymalosciowych), przy czym klasy te sa rézne. Przykladowym opracowaniem zagadnienia
tego typu jest praca [55], ktora zreszta stanowi podstawe specyfikacji przedstawionej ponize;.
W takim przypadku zaproponowa¢ mozna nastepujacy schemat wyznaczenia odpowiedniego
rozkladu .72 - rozpatrujemy pewna forme kwadratows postaci uogélnionego warunku Misesa

sym

o-H-o=1,

gdzie tensor H ma grupe symetrii odpowiadajaca klasie symetrii wtasciwosci wytrzymatoscio-
wych danego materiatu. Poszukiwany rozktad energetycznie ortogonalny dla zadanego tensora
podatnosci C otrzymujemy natychmiast na podstawie twierdzenia Rychlewskiego (7.110).
Sktadniki rozktadu energii sprezystej (7.111) przyjmujemy za sktadniki energetycznej miary
wytezenia (8.2), czy tez - $cislej rzecz ujmujac - przyjmujemy, ze rozkladem (8.1) jest rozktad
(7.107). Trzeba jednak zwrécié uwage na fakt, ze tensor H, stuzacy wyznaczaniu energetycznie
ortogonalnego rozktadu ,Zim, nie jest tutaj tensorem stanu granicznego w Scistym tego zna-
czeniu tj. postulowany warunek graniczny (8.2) nie jest tozsamy z odpowiednim warunkiem
granicznym typu Misesa choé¢by dlatego, ze rownanie (8.2), z uwagi na obecnosé zmiennych

parametrow 7, nie jest wcale forma kwadratows.

Rozwazmy przypadek bedacy przedmiotem pracy [55], w ktérym rozpatrywano materiat
o kubicznej symetrii sprezystej z ortotropowym stanem granicznym, przy czym zalozono po-
nadto, ze osie symetrii obydwu tych klas symetrii pokrywaja sie oraz ze jednym ze sktadnikow
energetycznej miary wytezenia jest energia odksztatcenia objetosciowego, co rownowazne jest
z zatozeniem o objetos$ciowej izotropii przyjetego tensora H. Rozktad widmowy tensora po-
datnosci daje nam:

T2 =P D Py D Py

sym
e ¥ - jednowymiarowg podprzestrzen stanéw hydrostatycznych

o ¥, - dwuwymiarowsg podprzestrzen stanéw dewiatorowych bedacych kombinacjami czy-
stych scinan w ptaszczyznach symetrii materiatu, na kierunkach réwno nachylonych do
osi symetrii wyznaczajacych te ptaszczyzne

o ¥ - trojwymiarowg podprzestrzen stanéw dewiatorowych bedgcych kombinacjami czy-
stych Scinan w ptaszczyznach symetrii materiatu, na kierunkach réownolegltych do osi
symetrii wyznaczajacych te ptaszczyzne
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Rozktad widmowy objeto$ciowo izotropowego ortotropowego tensora H daje:

T2 =00 MDD D D H

sym

e 7 - jednowymiarowa podprzestrzen stanéw hydrostatycznych

o Jt5, 7 - dwie jednowymiarowe podprzestrzenie stanow dewiatorowych o zerowych skta-
dowych stycznych na kierunkach osi ortotropii

o I, G, 7 - trzy jednowymiarowe podprzestrzenie czystych $cinan w plaszezyznach
symetrii materiatu, na kierunkach rownoleglych do osi symetrii wyznaczajacych te ptasz-
czyzne

przy czym
P = I
Py = 5 D I3
Py = S 5 D Hg

W tym szczegdlnym przypadku rozpatrywany rozkitad energetycznie ortogonalny jest réwniez
rozktadem ortogonalnym - nie jest to jednak w sprzecznosci ze stwierdzeniem, ze rozkltad na
podprzestrzenie wtasne tensorow sprezystosci jest jedynym rozktadem ortogonalnym i ener-
getycznie ortogonalnym. W rzeczywistosci bowiem kazda z podprzestrzeni 7, (o =1, ...,6)
jest podprzestrzenig wtasng C - tylko fakt, ze odpowiadaja one istotnie réznym warto$ciom
wlasnym tensora H sprawia, ze rozpatrywany rozktad nie moze by¢ utozsamiany z rozktadem
na podprzestrzenie wtasne C. Tensory C oraz H sg zatem czesciowo wspotosiowe, tj. kazdy
stan wtasny H jest stanem wlasnym C, lecz nie odwrotnie.

Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy wytezenia materiatu
przyjmuje posta¢ analogiczna do przypadku objeto$ciowo izotropowej ortotropii opisanego
powyzej:

0.2 0.2 7_2 ,7_2 7.2
m(p) PP+ A L L 2 8 (10.15)

KR, R R R
gdzie:
p= %(011 + 099 + 033) - naprezenie hydrostatyczne,

of = % [all(sin 7 — /308 5) + 09o(sin s + V3 cos ) — 2033 sin %} ,

Opp = % [all(cos ¢+ V/3sin 2) + 095(cos 2 — /3 sin 3) — 2033 cos %} ,

TH = 023, T2 =031, T3= 012,

kg1, ko, ksi, ks, ks3 - graniczne wartosci naprezen odpowiednio oy, 02, 71, T2, T3,

za$ parametr s, bedacy funkcja dystrybutora wytrzymalosci, wyraza sie przez sktadowe ten-
sora H wzorem:

V3(Haz33 — Hsz11)

tgx =
2H 1192 — H3z11 — Haoas + 21/ (H3yss + Higyy + Hiyge) — (Haz11 Hivoo + Hy192Hoozs + Hogzz Haz1)
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10.9 Symetrie ptaskie

Zagadnienia ptaskiego stanu naprezenia oraz ptaskiego stanu odksztatcenia zajmujg szczegdlne
miejsce tak w matematycznej teorii sprezystosci i plastycznosci jak i szeroko pojetej praktyce
eksperymentalnej i przemystowej. Redukcja wymiaru zagadnienia umozliwia pogtebiona jego
analize oraz uzyskanie wynikow czy tez zastosowanie metod, ktore w ogdlnym przypadku
przestrzennym sg niedostepne. Tym wicksza wage przyktada si¢ do zagadnien ptaskich, ze
stanowia one podstawe opisu wielu praktycznych zagadnien technicznych. Jednym z nich -
kluczowym dla wielu gatezi przemystu a bedacym jednoczes$nie przedmiotem duzej liczby pu-
blikacji naukowych - jest kwestia wyznaczenia warunku stanu granicznego ($cislej: warunku
plastycznosci) w ptaskich ukladach anizotropowych, przy czym praktyka przemystowa wska-
zuje tu jednoznacznie na ortotropowe blachy walcowane. Blachy walcowane sg jednoczes$nie
najpowszechniej stosowanymi materiatami, w ktorych anizotropia cech sprezystych i wytrzy-
malosciowych jest wyraznie zauwazalna i moze mieé istotny wpltyw na wlasciwosci uzytkowe
produktéw wykonanych z tych materialéw. Z tego tez wzgledu specyfikacja kryterium stanu
granicznego bazujacego na prezentowanej hipotezie wytezenia dla zagadnien ptaskich jest kro-
kiem by¢ moze nawet najwazniejszym sposrod przedstawionych tu elementow analizy nowej
propozycji kryterium granicznego, gdyz to wtasnie badania na blachach walcowanych moga
stanowi¢ podstawe weryfikacji poprawnodci tej hipotezy.

W pracy przedstawiono specyfikacje kryterium granicznego dla wszystkich klas ptaskich
symetrii sprezystych poza pelna anizotropia. Cze$¢ ponizszych wynikéw opublikowana zostata
w [103] oraz [75].

10.9.1 Ptlaska ortotropia

Rozktad spektralny ptaskiego ortotropowego tensora podatnosci przedstawiony jest w szcze-
gotach w dodatku B. Przyjmujemy, ze normalne ptaszczyzn symetrii w materiale pokrywaja
sie z osiami przyjetego uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z
proponowanej hipotezy wytezenia materiatu przyjmuje postac

7_2

M1 (0p1) - 01 + M (02) - 0 + 15 = 1 (10.16)

s

gdzie
Op1 = 011 - COS 2 + 099 - Sin ¢,

Op2 = —0711 * SIN 3¢ + 099 + COS 7,

T = 012,

ks - graniczna wartos¢ naprezenia stycznego,

za$ parametr s bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci dany jest wzorem:
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1 1 ( 1 1 )2 N 4v3,
E, FE; E, FE; E?
gdzie By oraz Fs oznaczaja moduty Younga na kierunkach osi symetrii materiatu, zas vy, jest
wspotezynnikiem Poissona przy rozcigganiu na kierunku ;.

Gpl . sinx sz . 205%
R N o
[ »
T. ” = ¢ 4
s

Rysunek 10.7: Stany wtlasne ptaskich, ortotropowych tensoréw sprezystosci.

Funkcje n,; oraz n,, powinny zosta¢ wyznaczone na podstawie wynikéw doswiadczalnych.
Poniewaz wigza sie ze stanami o niezerowej sktadowej hydrostatycznej, stad podstawa do
ich wyznaczenia moga by¢ proby wytrzymatosciowe w stanach jednoosiowych dla réznych
orientacji kierunku obciazenia wzgledem osi symetrii materiatu. W ogélnosci jednoosiowy
stan naprezenia dla dowolnej orientacji obcigzenia ma niezerowe rzuty na kazda z trzech
podprzestrzeni wtasnych tensora podatnosci, co sprawia, ze funkcje wpltywu 7, i 7,2 musza
by¢ wyznaczane réwnolegle. Istnieja jednak takie orientacje obciazenia jednoosiowego, dla
ktorych zanika wplyw przynajmniej jednego ze stanéw wtasnych. Przyjmijmy, ze dany jest
ptaski stan naprezenia odpowiadajacy jednoosiowemu rozciaganiu pod katem ¢ do jednej z
osi symetrii materialu (ktéra utozsamia¢ mozna np. z kierunkiem walcowania blachy - niech
bedzie to kierunek dany osig x):

cos’p  cospsingp
COs p sin sin? ¢

c=kn®n)=k [
Rzuty na podprzestrzenie wtasne tensora podatnosci

o =k (COS2  cos » + sin? psin %),
op2 =k (— cos? psin s + sin? ¢ cos %),
T = COS @ sin .

Od razu mozna zauwazy¢, ze wptyw naprezenia stycznego 7 zanika tylko dla dwoch orien-

tacji obciazenia, danych katami ¢ = 0° oraz ¢ = 90°, tj. rownolegle do osi symetrii materiatu.
Wtedy:

e Stan naprezenia jednoosiowego réwnoleglego do kierunku walcowania (¢ = 0°)
op1 = kcos x, Op2 = —ksin s, 7T=0
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e Stan naprezenia jednoosiowego prostopadlego do kierunku walcowania (¢ = 90°)

op1 = ksin s, op2 = kcos s, T=0

Orientacje, dla ktérych zanika wplyw jednej z podprzestrzeni niedewiatorowych okreslaja
katy:

op =k <0032 ¢ cos s + sin? p sin %) =0 = ¢ =arcctgy/—tgsx

op2 =k (— cos? @ sin » + sin”  cos %) =0 = @ =arctgytgx

Poniewaz s jest state dla danego materiatu, stad oczywiste jest, ze zaj$¢ moze co najwyzej
jedna z powyzszych sytuacji.

o Gdy tgsx >0, wtedy ¢ = arctg,/tgs :

k tgse
Opt = —————, op2 = 0, T=k—"—
cos s + sin s 14 tgse

o Gdy tgx < 0, wtedy ¢ = arcctg/—tgs :
k I v —tgx

o1 =0 Opp=——— T =
P ’ P5 cos 2 — sin s’ 1 — tgs

Rozwazajac stany czystego $cinania w kierunkach nachylonych pod katem ¢ do osi symetrii
materiatu, danych wersorami n = [cos ¢, sin ] oraz m = [— sin ¢, cos @] otrzymujemy:

k| —sin2p cos2¢

k
az—(n@m%—m@n):w cos2yp  sin2p

V2

Rzuty na podprzestrzenie wlasne tensora podatnosci

. k . .

Op1 = 5 Sin 2(sin s — cos ),
ks .

Op2 = 58 2¢(sin s + cos x),

T= %cos 2¢.

Nietrudno zauwazy¢, ze jedyna orientacja, dla ktérej zanika wptyw podprzestrzeni niedewiato-
rowych jest Scinanie réwnolegle do osi symetrii materiatu. Interesujace jest jednak, ze Scinanie
w kierunkach réwno nachylonych do osi symetrii materiatu generuje stan naprezenia, ktorego
rzut na podprzestrzen stanow Scinania jest zerowy:

Opt = —=(sins —cosx),  op=—=(sinx+cosx), T=0

V2 V2
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Realizacja szczegolnych przypadkéw obciazenia opisanych powyzej ma na celu umozliwie-
nie badZ przynajmniej uproszczenie identyfikacji postaci funkcyjnej parametrow 7,1 oraz n,s.
Zagadnienie to jednak w dalszym ciggu pozostaje bardzo ztozone a jego rozwigzanie wigze sie
z konieczno$cig przeprowadzenia licznych, mozliwie precyzyjnych i jednocze$nie kosztownych
pomiaréow. Alternatywa dla tego podejscia moze by¢ zatozenie z gory postaci funkcji wptywu.
Wartosciowa propozycja - z uwagi na swoja prostote i szerokie spektrum klas powierzchni gra-
nicznych mozliwych do uwzglednienia - moze by¢ przyjecie funkcji wptywu w postaci funkcji
homograficznych typu Burzynskiego:

B B
M1 (o) = AL+ =, mpi(0y0) = Ap + —. (10.17)
Op1 Op2

Warunek graniczny przyjmuje posta¢ funkeji kwadratowej trzech zmiennych:

’72

Alo'f)l + Blapl + A20'52 + BQO'pg + ﬁ =1 (1018)
S

i jest reprezentowany w przestrzeni naprezen przez pewna tréjwymiarowa kwadryke. State
Ay, Ay, By, By wyznacza sie jednoznacznie z uktadu rownan liniowych uzyskanych przez zapi-
sanie warunku (10.18) w stanie granicznym jednoosiowego rozciagania i jednoosiowego $ciska-
nia na kierunkach z; oraz x5. Przyjmujac, ze graniczne naprezenie rozciagajace na kierunkach
x1 oraz T oznaczymy odpowiednio przez k,; oraz k.o, zas odpowiednie naprezenia Sciskajace
przez k. oraz k., otrzymujemy:

A2 — krikcl Sil’l2 x—krokco COS2 1 Bl _ krokco (kcl _krl) cos sx+kr1kc1 (kc2 _kr2) sin s

kr1ke1krokea(sin? s2—cos? ) krike1krokea
(10.19)
A, — krokeo sin? se—ky1 koy cos? »x B, — krike1(kea—kr2) cos x—krokeo (ke1 —kr1) sin »
2 kr1 ket krokea(sin? 2—cos? ) 2 krikc1krokea
Po przyjeciu oznaczen
kr? kcl ch
C=" a= a=;-, (10.20)
rl rl T2
otrzymujemy:
_ 1 sin? » . cos? » _ 1 (c1—1) 1 (02—1)}
Ay = k2, |:02C2(Sin4 s—cos? ) c1(sin® s—cos? %)} By = kr1 [COS% a1 + cSmx 2
_ 1 sin® » . cos? _ 1 |1 (c2—1)  : (c1—1)
A2 k2 [cl(sin4 »—cos? ) C2¢y(sin? %—cos? %)} By = kr1 [C’ cos »x c2 Sin ¢ c1 :
(10.21)

Charakter powierzchni granicznej danej réwnaniem (10.18) moze zostaé okreslony poprzez
analize niezmiennikéw form kwadratowych okreslajacych te powierzchnie. Wprowadzmy ozna-
czenia:

H=| 0 4, 0 H, — RS
1 0 0 73 0

0 0 % R
s B1 B2 0 -1
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1
H[:tI‘(H) :A1+A2+ﬁ
1 2 2 1 2
HII = 5 |:tI' (H) - tr(H >j| = ﬁ |:A1 -+ AlAZkS + A2:|
A A
Hiypp = det(H) = ;/,2 2

S

1
x = det(H,) = — 15 [A14; + A1 B} + Ay B

s

Charakter powierzchni granicznej okreslaja nastepujace zaleznosci [14]:
e Hj;; # 0 - elipsoidy, hiperboloidy, stozki

e Y <0, Hr- Hrrr <0, Hir > 0 - elipsoida

Hr-Hrir >0 Hr-Hrr <0
.X<O’{HH<O lub{HH>O

. X:O7{HI'HIII>0 lub{ Hr-Hrr <0

- hiperboloida dwupowtokowa

Hy, <0 >0 - stozek

Hy-Hpp >0 lub{ Hy-Hpr <0

Hy >0 - hiperboloida jednopowtokowa

e Hj;r = 0 - paraboloidy, walce

e H;; >0, x <0 - paraboloida eliptyczna
e H;; <0, x >0 - paraboloida hiperboliczna
e Jesli ponadto spetniony jest warunek

1
L2

S

AB} + 1Ay + AyBY + 5 (AL + Ay + B+ B3) #0

e H;r > 0,x =0 - walec eliptyczny

e H;; =0,x =0 - walec paraboliczny
e M <0,x =0 - walec hiperboliczny

W przeciwnym razie powierzchnia graniczna redukuje si¢ do pewnej powierzchni
zdegenerowanej (uktady ptaszczyzn lub jedna plaszczyzna).

Celem formutowania kolejnych propozycji kryteriéw stanu granicznego jest fakt, iz w
przypadku przyjecia hipotezy mozliwie najbardziej odpowiadajacej wynikom doswiadczal-
nym znajomos¢ granicznych wartosci naprezen normalnych oraz stycznych w najprostszych
stanach naprezenia dla podstawowych orientacji kierunku obcigzenia wzgledem osi symetrii
materialu pozwala przewidywac graniczne naprezenia uplastyczniajace dla dowolnej orienta-
¢ji obcigzenia oraz dla innych, czesto bardziej ztozonych rodzajow obcigzenia. W ten sposéb,
na podstawie réwnania (10.18), przy znajomosci parametrow Ay, Ay, By, By, mozna okresli¢
np. wytrzymaltos¢ na Scinanie w kierunkach réwno nachylonych do osi symetrii materiatu.
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Przyjmujac o117 = —o99 = kg5 oraz o195 = 0, zapisanie warunku stanu granicznego dostar-
cza nam rownanie, z ktorego wyznaczamy granicza warto$¢ naprezenia kgy5. Jest to rownanie
kwadratowe o dwoch, w ogdlnosci roznych pierwiastkach. Wprowadzajac oznaczenia

a = Ai(cos s — sin 2)* + Ay(cos 3 + sin x)?

b = Bj(cos 3 — sin s) — By(cos 7 + sin )

poszukiwane graniczne naprezenia styczne sa rowne:

1) —b—\/bQ—|—4a

k =
s45 2a
k‘(2) o —b+b% 4+ 4a
s45 —
2a

Wynik powyzszy sugeruje - co zasygnalizowano juz wczesniej, przy omawianiu zatozen
dotyczacych parametréw 7, dla podprzestrzeni dewiatorowych w ogélnym sformutowaniu hi-
potezy - ze wytrzymalo$¢ na Scinanie moze zaleze¢ od zwrotu naprezenia, tj. ze takze w
przypadku czystego Scinania mozliwe bytoby zaobserwowanie asymetrii zakresu sprezystego.
Latwo zauwazy¢, ze efekt ten nie pojawia w przypadku czystego Scinania w kierunkach osi
symetrii materiatu. Fakt ten nie powinien dziwi¢ po doktadniejszym zastanowieniu sie nad
tym zjawiskiem. Trzeba bowiem zauwazy¢, ze dwa stany czystego $cinania w kierunkach osi
symetrii materialu rézniace sie zwrotem (znakiem) sa sobie réwnowazne z punktu widze-
nia charakterystyki sprezystej materiatu - jeden mozna otrzymac¢ z drugiego poprzez odbicie
symetryczne wzgledem ptlaszczyzny prostopadiej do jednej z tych osi. Przeksztalcenie takie
nalezy do grupy symetrii materiatu ortotropowego. Wykresliwszy interpretacje graficzng oby-
dwu tych stanéw po obrdceniu uktadu wspotrzednych o kat 45°, nietrudno zauwazy¢, ze w
obydwu przypadkach rozciggnieciu i skréceniu ulegaja wtokna nachylone pod katem 45° do
osi symetrii (patrz: rys. 10.8 - schematyczny zarys deformacji elementu jest tylko uproszczona
ilustracja omawianego zjawiska).

Rysunek 10.8: Réwnowaznos¢ stanéw czystego $cinania w kierunkach osi symetrii materiatu
ortotropowego roéznigcych sie zwrotem.

Odmiennie rzecz przedstawia si¢ w przypadku czystego $cinania dla innych orientacji obcigze-
nia - w takim przypadku dwa stany roznigce sie zwrotem nie sg juz sobie rownowazne - jeden
mozna otrzymacé z drugiego tylko poprzez obrét o 90° (patrz: rys 10.9), ktére to przeksztal-
cenie nie nalezy do grupy symetrii materiatu ortotropowego.
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Rysunek 10.9: Wptyw zwrotu czystego $cinania na mechanizm deformacji blachy ortotropowe;j

Zjawisko asymetrii zakresu sprezystego w przypadku czystego $cinania blach ortotropowych
staje sie jeszcze bardziej oczywiste po uswiadomieniu sobie faktu, ze dla $cinania w kierun-
kach réwno nachylonych do osi symetrii materialu, w jednym przypadku rozcigganiu ulegaja
wildkna rownolegle do osi 21 (np. kierunek walcowania) Sciskaniu za$ te réwnolegte do nieréw-
nowaznej jej osi xo, natomiast w przypadku naprezenia o zwrocie przeciwnym sytuacja jest
odwrotna. Nalezy sie spodziewac, ze graniczne naprezenie w obydwu tych przypadkach bedzie
miato inng wartos¢ z uwagi na odmienne wtasciwosci mechaniczne tych kierunkéw. Réznica
wytrzymatosci bedzie najpewniej tym wyrazniejsza, im bardziej orientacja kierunkéw $cina-
nia odbiega od kierunkéw osi symetrii materiatu. Zjawisko to uwzglednione jest w kryterium
(10.18) jako konsekwencja zalozenia asymetrii zakresu sprezystego w stanach jednoosiowych.

Cho¢ zjawisko to zdaje sie pozostawaé niezauwazone nie oznacza to, ze w rzeczywistosci
ono nie wystepuje. W istocie badania blach w stanach czystego $cinania sg stosunkowo rzad-
kie. Cho¢ brak tu scistych danych, uzasadnione wydaje sie przyjecie, ze ponadto wiekszos¢ z
tych badan stanowia préby scinania w kierunkach osi symetrii materiatu, dla ktérych zjawisko
to wystepuje najpewniej w najmniejszym stopniu, o ile w ogéle. Odrebna kwestia jest rowniez
duza trudnos$é¢ uzyskania powtarzalnych, precyzyjnych wynikow umozliwiajacych okreslenie
dobrych przyblizen érednich wartosci wytrzymaloéci w tak trudnym do realizacji stanie na-
prezenia, co wobec faktu, ze nawet w stanach jednoosiowych efekt réznicy wytrzymatosci nie
przekracza zazwyczaj kilku do kilkunastu procent, sprawia, ze zjawisko to jest nietatwe do
wychwycenia. Wydaje sie jednak, ze moze ono stanowi¢ przedmiot osobnych, precyzyjnych
badan.

Problem wyznaczania granicznych wartosci naprezen normalnych oraz stycznych w pro-
bach jednoosiowego rozciggania oraz czystego Scinania dla réznych orientacji obcigzenia wzgle-
dem osi symetrii materialu upraszcza si¢ znacznie po zatozeniu symetrii zakresu sprezystego,
gdy ¢ = 1 oraz ¢y = 1, tj. gdy
2

2 2
____sin® »—C*" cos* » _
A= k2, C2(sin? sc—cos? x) By =0

(10.22)
__ (C?sin® x—cos® » _
Ay = k2, C2(sin? sc—cos? x) By = 0.
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Uzyskujemy wtedy symetryczne kwadratowe kryterium graniczne tozsame z kryterium Ry-
chlewskiego (7.104):

2 2 2
0,1 (o) T
kg + kg’ e =1 (10.23)

gdzie:

4

— _sin® se—cos? s
kpl - Ckrl sinZ —C?2 cos2

(10.24)

4

1
— Ok sin s—cos? x
p2 o 71\ C2sin? »—cos? »

Przy zatozeniu tego szczegblnego przypadku (funkeji wplywu postaci Burzynskiego oraz
symetrii zakresu sprezystego) mozliwe jest proste wyznaczenie granicznego naprezenia stycz-
nego na podstawie wynikow prob w stanach jednoosiowych w roznych kierunkach. Przyjmujac
graniczne naprezenia rozciagajace w kierunkach osi symetrii materiatu (k,q, k.o = Ck,q) oraz
w kierunku posrednim (k,45) za znane, wytrzymalosé na Scinanie jest réwna:

-1

4
ks = [ = — A1(1 +sin2s) — Ag(1 —sin2sx)| . (10.25)
45

Wytrzymato$é na rozcigganie w dowolnym kierunku pod katem ¢ do kierunku walcowania
jest réwna:

-1

cos2 psin? ¢

ky, = 2

\/Al(cos2 @ cos 3¢ + sin? psin 3)2 + Ag(— cos? @ sin s + sin? ¢ cos x)2 +

(10.26)
Powr6émy jeszeze do ogdlnych rozwazan na temat stowarzyszonego prawa ptyniecia Lévy’ego-

Misesa z potencjatem plastycznym okreslonym warunkiem plastycznos$ci wyprowadzonym z
rozwazanej energetycznej hipotezy wytezenia. Zagadnienia plastycznej deformacji ptaskich
blach metalowych sg dtugo i intensywnie rozwijanym i badanym aspektem teorii plastyczno-
$ci. Swiadezy o tym juz choéba sama ilogé publikacji poswieconych warunkowi plastycznosei
dla blach ortotropowych, jakie pojawity sie od chwili pojawienia sie klasycznej pracy Hilla
w 1948 roku [40] (wystarczy wskaza¢ na [5] [6] [7] [15] [29] [35] [36] [42] [43] [44] [62] [68]
[110] [111] [113]). Powodem tego stanu rzeczy jest powszechno$¢ obrébki plastycznej blach w
najrozniejszych procesach przemystowych.

Szeroko zaakceptowanym podejéciem w formutowaniu zwiazkow konstytutywnych miedzy
naprezeniem a odksztalceniem (czy tez przyrostem odksztalcent plastycznych) jest stosowa-
nie roéwnan plyniecia plastycznego Lévy’ego-Misesa z potencjatem plastycznym okreslonym
ta sama funkcja, ktora stanowi warunek plastycznosci (tzw. stowarzyszone prawo plyniecia).
Wykorzystanie tego podejécia w przypadku rozpatrywanego obecnie kryterium prowadzi do
interesujacych wnioskéw wspomnianych juz ogélnie uprzednio, a ktére w analizowanym przy-
padku ptaskim tatwo wyprowadzi¢ na drodze bezposrednich rachunkéw. Ogoélne rownanie
plyniecia plastycznego:
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O
de” = dAD, ¥ & def = dA; i,j=1,2,3 (10.27)

Uij

Podstawiajac w (10.16)

fl =Tp1 0O
J2 =y ‘7]32
potencjal plastyczny ¥ mozemy zapisa¢ w postaci:

2

V(o) = filop) + folop) + %

s

Tensor przyrostu odksztalcen plastycznych roztozy¢ mozemy w ortogonalnej bazie stanow
wlasnych tensora podatnosci, co po podstawieniu do rownan Lévy’ego-Misesa daje:

despl = cos »del| + sin xdeby, = dA {cos %a + sin %6?7‘32}
depy = — sin sede) + cos sedehy, = dA {— sin % -+ cos %852’2} (10.28)

dgl; = \/§d61172 = \/_dAaf\I;\I/a

co wobec

ov o | 2] _ 0f1 dop1 dfs Oop2 _ 9f1 Ofs
do11 — Donq _fl(apl) + falop) + B2 = Bop1 9011 T Bops D011 — Dopr CO5 ¥ T B0y sin »

ovr a9 2] _ 9fi Oop Ofs Oop2 _ 8fy 3f2
Oo9s  Ooas _fl(O'pl) + fQ(UPQ) + k2| T Oop1 80'52 + 9o p2 6052 — Odop1 Sln%+ cos > (1029)

ov _ o | 21 _ 1.9 2_ 2
do12 — o1z _fl(apl) + falop2) + %? T koo T R2T
daje

of 0f
depy = dASZ=, depy = dA-—

Opl (90’;,,2

de2 = 2V/2dA . (10.30)
S

Zatem deformacja plastyczna na kierunku kazdego ze stanéw whasnych jest niezalezna (do
pewnego stopnia - o czym za chwile) od deformacji na kierunkach pozostaltych stanéw wta-
snych, tj. ewolucje odksztatcen plastycznych na kierunkach stanéw wtasnych opisujg niezalezne
od siebie réwnania, nie zas uktad rownan bedacy konsekwencja wzajemnego sprzezenia przy-
rostu poszczegdlnych odksztatcen plastycznych na kierunkach zadanych np. osiami symetrii
materiatu. Takie sformutowanie réwnan konstytutywnych teorii plastyczno$ci moze znakomi-
cie uprosci¢ obliczenia tak analityczne jak i numeryczne. Zjawisko to jest konsekwencja tego,
ze posta¢ warunku plastycznosci (a tym samym potencjatu plastycznego) skonstruowana zo-
stala w ten sposob, aby zachowaé jego addytywna strukture i niezalezno$¢ (ortogonalnosé
zar6wno w klasycznym jak i energetycznym sensie) poszczegdlnych sktadnikow.
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Trzeba jednak wspomnie¢, ze uzyskana ,niezalezno$¢” proceséw deformacji plastycznej
moze (cho¢ nie musi) okazaé si¢ jedynie pozorna - musimy bowiem pamietaé, ze parametr dA
jest parametrem zaleznym od historii odksztatcenia. Skoro jego wartos¢ zmieniaé si¢ moze pod
wplywem ewolucji ktoregokolwiek ze sktadnikow odksztatcenia plastycznego, zatem i proces
deformacji plastycznej na kierunku jednego ze sktadnikéw musi ulec wptywowi historii od-
ksztalcenia na kierunku kazdego z pozostatych sktadnikéw, wtasnie poprzez udziat zmiennego
parametru dA w jego opisie. Wyjsciem z tej sytuacji mogtoby by¢ przyjecie trzech niezalez-
nych od siebie parametréw dA,;, dA,2, dA; - poprawnos¢ jednego lub drugiego podejscia moze
by¢ zweryfikowana najpewniej tylko doswiadczalnie.

Wykorzystanie warunku granicznego w charakterze potencjatu plastycznego otwiera nowe
mozliwosci identyfikacji postaci kryterium na podstawie poréwnania deformacji plastycznej
przewidywanej rownaniami Lévy’ego-Misesa z obserwacjami do$wiadczalnymi. W szczegolno-
Sci, kryterium poprawnosci opisu deformacji moze stanowic¢ zgodnosé takich przewidywanych
i pomierzonych wielkosci jak np. wspoétezynniki Lankforda. By jednak méc wykorzystaé te
dodatkowsq informacje, nie mozna stosowaé kryterium plastycznosci sformutowanego od pod-
staw dla plaskiego stanu naprezenia (tak jak kryterium (10.16)), poniewaz nie uwzglednia
ono w zadnej mierze zjawisk zachodzacych na kierunku prostopadtym do ptaszczyzny blachy.
Konieczne jest zatem sformutowanie ogélne, trojwymiarowe. Skorzysta¢ mozemy tutaj z omo-
wionego juz uprzednio przestrzennego kryterium ortotropowego (rozdziat 10.1). Schemat po-
stepowania przy wyznaczaniu przewidywanych wartosci wytrzymatosci oraz wspotezynnikow
Lankforda dla réznych kierunkéow badania tych wielkosci zarysujemy na modelowym przy-
ktadzie przy zatozeniu symetrii zakresu sprezystego oraz przyjeciu statych funkcji wptywu.
Potencjat plastyczny mozna zapisa¢ w ogdlnej postaci:

2 2 2 2 2 2

gdzie:
P1 = P11011 + P12022 + P13033 TL = 023
D2 = P21011 + P22022 + P23033 Ty = 031
D3 = P31011 + P32022 + P33033 T3 = 013

P11 = COS 3¢ COS 31

P12 = COS 271 Sin 369

P13 = sin s

Pa1 = — COS 3 SIN 3¢5 + SiN 3¢5 Sin 271 COS 39

Pag = COS 313 COS 3o + SIN i3 SN Jr1 SN J1p

Pog = — SIN 3¢3 COS 211

P31 = SIN 3¢3 SIN 275 + COS 23 SiN 317 COS 315
P32 = — SIN 33 COS 3o + COS 23 SIN 3271 SiN 319
P33 = — COS 33 COS 311
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Parametry 1, 56, 223 s3 funkcjami dystrybutoréw sztywnosci i moga zosta¢ wyznaczone na
podstawie pomierzonych statych sprezystych materiatu. State parametry kryterium A;, As,
As, By, By, Bs podlegaja wyznaczeniu np. w procesie numerycznego dopasowania przewidywa-
nych wartosci wytrzymalosci na rozcigganie oraz wspotczynnika Lankforda dla réznych orien-
tacji probek z tymi uzyskanymi na drodze doswiadczalnej. W przypadku, gdy state s, s, 5¢5
pozostaja nieznane (w istocie, ich wyznaczenie wiaze sie z rozbudowanymi i ztozonymi pomia-
rami), stanowi¢ one moga dodatkowe wolne parametry podlegajace wyznaczeniu na drodze
numerycznej - choé¢ spodziewac sie nalezy, iz uzyskane w ten sposob wielkosci odbiegaé¢ beda
od rzeczywistych wartodci funkcji dystrybutoréw rujnujac tym samym energetyczng inter-
pretacje wyrazenia (10.31), to jednak postepowanie takie niepozbawione jest praktycznego
sensu. Otrzymane w ten sposob kryterium moze nawet w jeszcze wiekszej mierze odpowiadac
doswiadczeniu z uwagi na dodatkowe stopnie swobody w postaci kolejnych trzech wolnych
parametrow.

Wytrzymato$é¢ na rozciaganie oraz wspotezynnik Lankforda wyznaczaé bedziemy w sta-
nach jednoosiowych w ptaszczyznie (x1,3). Przy obciazeniu jednoosiowym pod katem ¢ do
osi r1 mamy:

011 = 0 cos? O, 09 = o sin? p, 012 = 0 COS P Sin .

Wprowadzajac oznaczenia:

p1, = cos? ppyy + sin opia
— cos? in?
P2 = CoS” P21 + SI° PP (10.32)
D3, = COS” P31 + SIN” YpP32
T3, = COS P sin

wytrzymato$¢ na rozcigganie dla dowolnego kierunku danego katem ¢ wyrazi¢ mozna naste-
pujaco:

-1
k, = [\/A1p%¢ + Agp3, + Asps, + BsT3, (10.33)

Celem wyznaczenia przewidywanej warto$ci wspoétezynnika Lankforda konieczne jest wy-
znaczenie przyrostow odksztatcen plastycznych:

defy = dA 00— gA [2A1p11p1 + 2Ap21pa + 2A3p31 03]

do11

deby = dA 2L = dA [2A1p12p1 + 2A0p2aps + 2A3p39ps3)]

doag

(10.34)
deby = dA22 = dA [2A1p13p1 + 2Aopaspa + 2A3p33ps)]

doss

d511)2 = dA 0y = dA [2B37’3]

do12

Oznaczmy przez z kierunek obciazenia jednoosiowego, tj. kierunek pod katem ¢ do kie-
runku z; osi symetrii materialu, zas przez xf, kierunek do niego prostopadly. Odpowiednie
przyrosty odksztalcen plastycznych znajdujemy transformujac sktadowe tensora de?:
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deb, = sin® pdel; + cos? pdeby — sin 2¢pdel,

ety = % (deby — dely) sin 2 + defy cos® ¢ (10.35)

Wartosci przyrostow zwiazane z naprezeniem jednoosiowym o wielkosci o na kierunku )
uzyskujemy podstawiajac w (10.35) wyrazenia (10.34) przemnozone przez o (ktére i tak ulega

skréceniu w konicowych wyrazeniach) oraz zastepujac w nich pi(k = 1,2, 3) i 73 odpowiednio
wyrazeniami (10.32) na py, oraz 73,. Wspotezynniki opisujace deformacje plastyczng s rowne:

_ dEg/z/ _ d€]17/2/
0= 3p 0= S p -
dess dess

R (10.36)

10.9.2 Ptlaska symetria kwadratu

Rozktad spektralny ptaskiego tensora podatnosci o symetrii kwadratu przedstawiony jest w
szczegotach w dodatku B. Przyjmujemy, ze normalne ptaszczyzn symetrii w materiale pokry-
wajg si¢ z osiami przyjetego uktadu wspotrzednych. Warunek stanu granicznego wyprowa-
dzony z proponowanej hipotezy wytezenia materiatu przyjmuje postac

(p) - p* T T 1 10.37
5,45 s

gdzie:

p= %(011 + 099) - plaskie naprezenie hydrostatyczne,

T45 = %(011 - 022)7

T = 012,

ks, ks 45 - graniczne wartosci naprezen odpowiednio 7 1 745.

P L T -
e S
o ol
#
45 "Q L=l \O

Rysunek 10.10: Stany wtasne ptaskich tensoréw sprezystosci o symetrii kwadratu.

Wartosci parametréw kg oraz ks 45 wyznaczone by¢ moga na podstawie stosunkowo pro-
stych préb czystego $cinania - mozemy wiec przyjaé je za znane. Poniewaz jedyny nieznany
parametr kryterium, tj. funkcja wptywu naprezenia hydrostatycznego, jest jednoczesnie je-
dynym sktadnikiem, ktorego wartos¢ ulega zmianie wraz ze zmiana wielkosci sktadowej hy-
drostatycznej stanu naprezenia, jej postac¢ i warto$ci moga zostaé¢ oszacowane na podstawie
wynikéw prob wytrzymatosciowych w stanie jednoosiowym. Przyjmujac, ze poddajemy probke
obcigzeniu jednoosiowemu na kierunku pod katem ¢ do kierunku danym osig x;, w stanie gra-
nicznym, gdy naprezenie osiaga warto$¢ ky (charakterystyczng dla danego kata ¢), warunek
graniczny (10.37) mozna przepisa¢ w nastepujacej postaci:
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k 1 1 2 1
Mo (;) =4 [k; — Ton (C082 ¢ — sin® gb) % cos® ¢psin? ¢ (10.38)

Mozna zatozy¢ ogdlna posta¢ matematyczna funkeji wptywu naprezenia hydrostatycznego
za Burzynskim [16], tj. funkcje homograficzna postaci:

m(p) = A+ f- (10.39)

Parametry A oraz B mozna wtedy wyrazi¢ poprzez graniczne wartosci naprezen w stanach
jednoosiowego rozciggania k., jednoosiowego $ciskania k. oraz czystego scinania ks 45:

(4 1 2 (ke —ky)
m(p) = (kk k245> IR (10.40)

10.9.3 Ptaska izotropia

Rozktad spektralny ptaskiego izotropowego tensora podatnosci przedstawiony jest w szcze-
gotach w dodatku B. Warunek stanu granicznego wyprowadzony z proponowanej hipotezy
wytezenia materiatu przyjmuje postac

m(p)p” + 7= (10.41)
gdzie:
1

p = 5(011 + 022) - plaskie naprezenie hydrostatyczne,

q= %\/ (011 — 092)? + 40%, - plaskie naprezenie dewiatorowe,

ks - graniczne naprezenie przy czystym Scinaniu.

Podprzestrzen wtasna dewiatoréw jest formalnie podprzestrzeniag dwuwymiarows stad -
zgodnie z zalozeniami - catkowity udzial stanoéw dewiatorowych w mierze wytezenia materiatu
powinien by¢ okreslony poprzez zalezny od jednego parametru wskaznik formy $cinania. W
rzeczywistosci jednak dowolne ptaskie naprezenie dewiatorowe jest czystym Scinaniem, ktore
w przypadku izotropowym sa sobie rownowazne z punktu widzenia wytrzymato$ci materiatu.
Z tego wzgledu podprzestrzen ta moze by¢ przez nas traktowana jako jednowymiarowa, przez
co odpowiedni wskaznik $cinania przyjmuje postac¢ stalego parametru.

Posta¢ funkeji wpltywu naprezenia hydrostatycznego - z uwagi na réwnowaznos¢ wszyst-
kich kierunkéw, a przez to i stata sktadowa hydrostatyczng w kazdym granicznym stanie
jednoosiowym - musi zosta¢ wyznaczona na podstawie szeregu doswiadczen o réznej wartosci
sktadowej hydrostatycznej w stanie granicznym, tj. w stanach dwuosiowych, w szczegolnosci
np. w ztozeniu jednorodnego dwuosiowego rozciagania (ptaskiego naprezenia hydrostatycz-
nego) i rozciagania osiowego (np. rurka cienkoscienna rozciagana i poddana wewnetrznemu
cisnieniu). Zaktadajac - jak w przypadku plaskiej symetrii kwadratu - postaé funkeji wptywu
1y(p) za Burzyrniskim, otrzymujemy:

i1 ) 2, (ke = hr) (10.42)

no(p) = <kckr - kfg I; ) ko,
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11 Podsumowanie

Praca niniejsza w ogdlny sposob traktuje o zagadnieniu sformutowania kryterium stanu gra-
nicznego dla materiatéw anizotropowych, wykazujacych réznice wytrzymaltosci przy rozcigga-
niu i Sciskaniu, skupiajac sie na hipotezach, w ktoérych miare wytezenia materiatu stanowia
wielkosci zwiazane z gestoscia energii sprezystej. Kluczowym jej elementem jest przedsta-
wienie oraz mozliwie szczegétowe omowienie wtasnej propozycji hipotezy tego typu. Poza
przedstawieniem ogdlnego jej sformutowania, zatozen i analizy kolejnych przypadkéw syme-
trii sprezystej, wskazano na pewne rozwigzania, ktérych zastosowanie moze stanowi¢ podstawe
praktycznej identyfikacji parametrow kryterium stanu granicznego - w szczegdlnosci chodzi
tu o sam algorytm postepowania oraz propozycje doboru stanéw naprezenia i orientacji pro-
bek (charakterystycznych dla zadanej symetrii sprezystej) umozliwiajacych realizacje tego
zadania. Trzeba jednak zwrdci¢ uwage, iz praca - bardziej z koniecznosci, niz z zalozenia -
ma charakter zaledwie teoretyczny. Skapy zbiér kompletnych danych doswiadczalnych obec-
nych w publikacjach naukowych oraz duzy koszt i trudno$¢ przeprowadzenia dostatecznie sze-
roko zakrojonego programu badan?! uniemozliwity w praktyce zastosowanie zaproponowanych
schematow. Eksperymentalna weryfikacja tezy pracy - zaréwno na gruncie makroskopowych
badan wytrzymalosciowych, jak i modelowania i eksperymentu w skali molekularnej - stano-
wi¢ moze temat dalszego toku badan, ktéremu praca niniejsza wyznaczy¢ moze kierunek, a
ktory rzuci¢ moze nowe swiatto na przedstawione w niej zagadnienia i dostarczy¢ nowych,
scislej motywowanych fizycznie interpretacji.

21'Wyniki przeprowadzonych niezaleznie od autora badan na szeregu prébek w réznych stanach naprezenia,
dla réznych orientacji, przy okreslaniu ich cech tak sprezystych jak i wytrzymalodciowych, ktére dostarczyé
mialy baze danych do$wiadczalnych stanowiacych podstawe dla weryfikacji przedstawionej w pracy propozycji
kryterium granicznego okazaly sie by¢ - niestety - w zbyt duzym stopniu niemiarodajne.
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A Przeksztalcenia geometryczne w &7 i ich reprezenta-
ciew I,

Szczegblowy opis automorfizméw przestrzeni tensorowych znalezé mozna w [73]. Obrét do-
wolnego wektora w &3, takze wersoréw bazy przyjetego (tutaj kartezjarnskiego) uktadu wspot-
rzednych, realizowany jest przez odpowiednig macierz obrotu. Poniewaz dowolna macierz or-
togonalna

Qe T?’=2&: QN Q=Q-Q"T=1 & detQ ==+1

nie zmienia dtugosci dowolnego wektora v, na ktory dziata:

QP =(Q-v)" - (Q-v)=v"-(Q"- Q) v=v"-v=]|v}, (A1)

moze by¢ zatem interpretowana jako macierz obrotu. Zbiér wszystkich macierzy (tréjwymiaro-
wych tensorow drugiego rzedu) ortogonalnych tworzy pelna grupe ortogonalna przeksztatcen
geometrycznych w &2 zachowujacych dtugoéé wektora. Oznaczamy ja symbolem &(3):

03)={Qe 7?: detQ=+1}

Dziataniem grupowym jest sktadanie odwzorowan (proste nasuniecie tensoréw, mnozenie ma-
cierzowe). Podgrupe €(3) stanowi wlasciwa grupa ortogonalna .#¢@'(3), tj. zbiér macierzy
ortogonalnych o dodatnim wyznaczniku wraz z dziataniem sktadania odwzorowan:

F703)={Qe 7?: detQ=1}

Elementy . 0'(3) interpretujemy jako operatory obrotu. Operator obrotu o kat ¢ wokét osi
danej wersorem n oznaczamy przez R®. Zbiér .4 macierzy ortogonalnych o ujemnym wy-
znaczniku:

N ={QeT?: detQ=-1}

nie moze stanowi¢ grupy ze wzgledu na ich sktadanie, poniewaz zlozenie jego elementéw nie
nalezy do tego zbioru. Zbiér ten nazywamy zbiorem operatoréw odbicia. Dowolny jego element
N € ., zgodnie z powyzsza definicjg zbioru .4, moze by¢ przedstawiony w postaci:

N=-1-R (A.2)

gdzie R € ¥ 0(3) natomiast —1 jest operatorem inwersji przyporzadkowujacym dowolnemu
wektorowi wektor do niego przeciwny —1 - v = —v, zas 1 jest operatorem tozsamosciowym
na wektorach w &3. Operator I, zdefiniowany jako I, = —1 - RT realizuje odbicie lustrzane
wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do wektora n - w lokalnym prostokatnym uktadzie wspot-
rzednych danym wzajemnie prostopadtymi wersorami (n, m, k) mamy:

I,-v=(-1-R})-v=-1:(v,n—v,m—vk) = —v,n+ v,m+ vk (A.3)

Wspohrzedne A;;. ., dowolnego tensora rzedu n przy zmianie bazy danej macierzg ortogo-
nalng Q transformuja sie zgodnie z tensorowym prawem transformacji:
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qu...s = Aij...nQpquijsn (A4)

Obroty dowolnego wektora v czy tensora rzedu drugiego T realizowane sa dziataniem tensora
ortogonalnego Q:

Qxv=Q-v
Q*+T=QTQT (A-5)
ogolnie zas:
Q*xA=4;,Q ¢)2(Q-¢)®..®(Q- e, (A.6)

Rozwazmy macierz obrotu o kat v wokot pewnej, dowolnie wybranej, osi danej wersorem v:

1 Ti2 T3
Ry = e¥X = cosypl + (1 —cosp)v @uv +siny X, = | ry 799 To3 | =

124
T31 T32 733

costh + V(1 —cos®p)  vin(l —cosyp) — v3siney vavy (1 — cosvh) + vy siny
= | (1l —cosvp) +vzsinyy  costh + v3(1 —cosyp)  wverz(l — costh) — vy sine
v3vi(1 — cosvp) — vesinegy wpu3(1 — cosvp) + vy sinyy  cosyp + v2(1 — cos)

(A.7)
gdzie X, jest antysymetrycznym operatorem (tensorem drugiego rzedu) przyporzadkowuja-
cym dowolnemu wektorowi v jego iloczyn wektorowy z v : X, v = v X v 0 nastepujacych
wlasciwosciach:

X2=verv-1
X, = X(#k+1)
X2 = X(1k+2) keN (A.8)
X3 — X(4k+3) =-X,
XZ — Xy4k+4) — _X2
za$ funkcja wyktadnicza argumentu tensorowego zdefiniowana jest jako suma szeregu:
X 2 X"
_ X _ - - i
f(X)=e _1+1!+ oy Tt (A.9)
Macierz obrotu transformuje ona sktadowe dowolnego elementu T € .72  zgodnie z ogdlnym

sym
prawem transformacyjnym (A.4):

Tij = Twrirj (A.10)
RY T =
r 1o 14 V2719713 V2711713 V2711712 11
7’31 7"%2 7”%3 ﬂr227”23 \/57"217”23 \57"21?"22 T2
7“%1 T%g r §3 \/57“327“33 \/57“317“33 \/57“317“32 T3
V2rairsi V2raarss V2rasras (roorss + T23r32)  (r23r31 +1r21733)  (r21732 + T22731) V2T

V2rairin V2rsariz V2rsariz (rsariz +7asrti2)  (Tazrin +rairis)  (rsiriz + 7a2rin) V2T,
V2r1ime1  V2r1aTe2 V2713703 (r1gmas + r13re2)  (risrar +r11res)  (riiraz + r12re1) V2T,
(A.11)
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Przyjmujac nastepnie wersor kierunku osi obrotu réwnolegly do kolejnych osi uktadu
wspotrzednych, otrzymujemy nastepujace szesciowymiarowe reprezentacje obrotow w prze-
strzeni fizycznej:

[ 2 0 0 0 0 0
0 14cos2p 1—cos2¢ —/2sin2¢ 0 0
RY ~ 0 1—cos2¢ 14cos2¢p +/2sin2¢ 0 0 (A.12)
er 0 V2sin2¢p —v2sin2¢  2cos2¢ 0 0 ‘
0 0 0 0 2cos¢ 2sin¢
| 0 0 0 0 —2sin¢ 2cos¢ |
[ 14cos2¢ 0 1—cos2¢ 0 V2 sin 2¢ 0
0 2 0 0 0 0
1—cos2¢ 0 1+ cos2¢ 0 —v/25sin 2¢ 0
¢ o~
Re, = 0 0 0 2cos ¢ 0 —2sin ¢ (A-13)
—V2sin2¢ 0 +2sin2¢ 0 2 cos 2¢ 0
I 0 0 0 2sin ¢ 0 2cos¢ |
[ 14 cos26 1—cos26 0 0 0 —v2sin2¢ |
1 —cos2¢p 1+4cos2¢ O 0 0 V/2sin 2¢
0 0 2 0 0 0
¢ o~
Re, = 0 0 0 2cos¢ 2sin¢ 0 (A.14)
0 0 0 —2sin¢ 2cos¢ 0
| V2sin2¢  —v2sin2¢ 0 0 0 2c082¢ |

Sa to macierze ortogonalne o wyznaczniku réwnym 1. SzeSciowymiarowa reprezentacje

operatora obrotu o dowolny kat wokét wybranej osi podali w [65] Mehrabadi, Cowin, Jaric.
Reprezentacje obrotu bedacego ztozeniem obrotow wokot trzech prostopadtych osi podali w
[10] Blinowski i Ostrowska-Maciejewska. Odwzorowania geometryczne na ptaskich tensorach
Hooke’a oméwili Blinowski, Ostrowska-Maciejewska oraz Rychlewski w [11] oraz Ostrowska-
Maciejewska i Pecherski w [74].

Postepujac w sposdb analogiczny do przedstawionego powyzej znajdujemy nastepujaca
reprezentacje operatora odbicia lustrzanego wzgledem dowolnej ptaszczyzny danej wektorem
normalnym v, ktory reprezentuje macierz:

1— 21/% —2119  —213114
1—2v2 —2uy13
1—202

IL,=1-2wev) (A.15)

sym
W przestrzeni szeSciowymiarowej przeksztatceniu temu odpowiada macierz:
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r (1—202)?
2v2

NoN NoY:

_9,2)2
\/§V12V22 a 2?/52) \/51/31/32

1—202)2

L~2v2 | V2 V203u3 )

2021513 vov3(2vs — 1) ves(202 — 1)
vsvy (202 — 1) 2u1 V33 vavy (2v8 — 1)
L (207 — 1) (203 —1) 2v119V3

(A.16)

2
2vi1p13
v3vy(2v8 — 1)
vov3(2v2 — 1)
8uav2—2(v3+v3)+1

2v2

vv3(2v — 1)
21/11/§V3
viv3(2vs — 1)
Ly (42 —1)

V2
8V§V12—2(V§+V%)+1

a2V — 1)
vovy (2v3 — 1)
21/1V2u§

%I/lljg(llljg —1)

%V1V2(4V§ - 1)
%V1V3(4V22 - 1)

1 2
Tsravs(dvi — 1)
8212 —2(v2+v2)+1

2v/2 N

2v2
%V2V3<4V12 - 1)

Macierze reprezentujace odbicia lustrzane wzgledem ptaszczyzn prostopadtych do przyjetego
prostokatnego uktadu wspotrzednych majg postac:

Oczywistym jest, iz operator tozsamo$ciowy 1 = [d;;] w & jest réwniez operatorem toz-

samosciowym w zzm - dla dowolnego tensora drugiego rzedu a:

l-a-1=a — I,-a = I = [5zk(5]l] (A]_S)
Latwo zauwazy¢, iz takze inwersji —1, z uwagi na jej symetrycznie przeciwne dziatanie na
tensory o walencji parzystej, w 22771 odpowiada operator tozsamosciowy. Poniewaz rozpatru-
jemy przestrzen tensoréw symetrycznych stad takze operator przyporzadkowujacy dowolnemu
tensorowi a jego transpozycje:

I, -a= aT = I, = [6zl6]k] (Alg)

2 . . . s . . ;. 2 .
W T, odpowiada operatorowi tozsamosdciowemu. Operator tozsamosciowy I w & jest

operatorem przyporzadkowujacym dowolnemu tensorowi jego czesé symetryczng a® = %(a +
T
a’):

1 1
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Jego reprezentacja w zzm jest oczywiscie:

=
[12

(A.21)

1

Macierzowa reprezentacje w przestrzeni zzm (oznaczmy ja nawiasem { },) dowolnego
tensora czwartego rzedu A spelniajacego warunki symetrii (5.5) po przeksztalceniu Rq da-
nym tensorem ortogonalnym Q (bedacym w ogélnosci obrotem z ewentualnym ztozeniem go
z odbiciem lustrzanym) mozna znalez¢ na drodze zmiany bazy w .77, (obrét jej element6w)
i znalezienia w niej sktadowych A, co sprowadza si¢ do klasycznego obustronnego nasuniecia
prostego macierzy reprezentacji przeksztalcenia Rq w 7, 2 i jej transpozycji na macierz re-

sym
prezentacji A:

{RqxA}, ={Rq}, {A},- {RQ}; (A.22)
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B Symetrie liniowej sprezystosci

X3 PELNA ANIZOTROPIA
Opu=11,-1|
(1+1+1+1+1+1)
[6 +12 +3]

Xy

X3 SYMETRIA MONOKLINICZNA
Or=L-11,|
(T+1+1+1)+1+41)

[6 +6+3]

X3

ORTOTROPIA
O,=1,-1L1_1,|

s deyr Loy

(T+1+1)+14+1+1)

[6+3+3]
SYMETRIA TRYGONALNA
X X3 ﬁm={1,—1,le1,R§j”
(1+1)+(2+2))

[4+2+3]
SYMETRIA TETRAGONALNA

o :[1,—11 IR

tet 2 ley ey

(1+1)+1+1+2)

[5+1+3]
X2
SYMETRIA CYLINDRYCZNA
0,=1-1,1_1_ R  oe(027)
(1+1)+2+2)
[4+1+2]
SYMETRIA KUBICZNA

X3 T ps
0.,=11,-1,1_1_RZ R}

cub sdesdeys

(1+2+3)
[3+0+3]

IZOTROPIA
ﬁxsa: 6(3)
(1+5)
[2+0+0]

X

X1

Rysunek B.1: Symetrie liniowej sprezystosci - zbiory generujace grupy symetrii i indeksy
strukturalne. Kazda strzatka oznacza dodanie kolejnego elementu symetrii
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B.1 Pelna anizotropia (uktad tréjskosny)

B.1 Pelna anizotropia (uklad tréjskosny)

Zbiér generujacy grupe symetrii: O,,; = {1, —1}
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:

[ Allll A1122 A1133 \/§A1123 \/§A1131 \/5141112 ]
A2222 A2233 \/§A2223 \/§A2231 \/§A2212
A3333 \/§A3323 \/§A3331 \/§A3312

A X
2A5305  2As331  2As310
sym 243131 2As3112
2A1212

Pierwszy indeks strukturalny: (I+1+1+1+1+1)
Drugi indeks strukturalny: 64 12 + 3]

Zgodnie z twierdzeniem Abela-Ruffiniego wartosci wlasnych tensora o symetrii trojskosne;
nie da sie wyrazi¢ poprzez jego sktadowe dla przypadku ogdlnego - takze liczba, wymiar i cha-
rakter jego podprzestrzeni wtasnych moze sie zmienia¢ w zbyt szerokim zakresie. Z uwagi na
zbyt duza ogdlnosé tego typu analizy nie prezentujemy tutaj zadnych bardziej szczegdtowych
cech rozktadu spektralnego catkowicie anizotropowego tensora czwartego rzedu.

B.1.1 Symetria tréjskosna objetosciowo izotropowa

Jedli sktadowe w pelni anizotropowego tensora A spetniaja warunki Burzynskiego (7.3):

At123 + Aoz + Aszzes =0
(3 niezalezne zwiazki) At131 + Agggr + Asszzr =0
Av112 + Ago1o + Asz12 =0

Allll - A2222 = A2233 - A1133
(2 niezalezne ZW]@Zkl) A2222 — A3333 = A3311 — A2211
A3333 - Allll = A1122 - A3322

Wtedy jednym z jego stanéw wihasnych jest stan kulisty. Otrzymujemy wtedy:

Pierwszy indeks strukturalny: — (1+(1+1+1+1+1))
Drugi indeks strukturalny: 6+ 7+ 3]

Podprzestrzenie wlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow kulistych

e Pie¢ jednowymiarowych podprzestrzeni whasnych dewiatoréw (w szczegblnosci odpowia-
dajace im wartosci wlasne moga by¢ takie same - wtedy podprzestrzenie te tacza sic w
podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
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Modutl Kelvina:
A= A + Arige + Aiiss = Agonn + Agsas + Aoass = Aszin + Assao + Assss

Unormowany stan wlasny:

1 1 1 00
wi=—7=1=2—1010
R V3 001
Projektor ortogonalny:
1 1 1 0 0 0]
1 1000
1 1 000
Pi=3 000
sym 0 0
i 0]

Pie¢ jednowymiarowych podprzestrzeni wlasnych dewiatoréw

Z uwagi na ortogonalnos¢ tych podprzestrzeni do przestrzeni stanéow kulistych, odpowia-
dajace im stany wlasne musza by¢ dewiatorami. Blinowski i Rychlewski udowodnili [12], ze
jesli pie¢ stanéw czystego Scinania stanowi pie¢ standéw wlasnych tensora podatnosci odpowia-
dajacych istotnie réznym modutom Kelvina, to tensor podatnosci jest w pelni anizotropowy.
W [12] udowodniono takze, ze jesli przynajmniej dwa ze stanéw wtasnych tensora podat-
nosci sg czystymi Scinaniami nalezacymi do jednej podprzestrzeni czystych Scinan o jednym
wspolnym ustalonym kierunku Scinania, to materiat taki posiada co najmniej jedna ptasz-
czyzne symetrii a zatem jest materiatem symetrycznym (nie w pelni anizotropowym). Zatem
sposrod wszystkich dewiatorowych stanow wtasnych objetosciowo izotropowego tensora o sy-
metrii trojskosnej zadne dwa nie moga naleze¢ do wspolnej podprzestrzeni czystych $cinan o
jednym wspoélnym ustalonym kierunku scinania.
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B.2 Symetria monokliniczna (uktad jednosko$ny)

Zbiér generujacy grupe symetrii: O, = {1, —1,1¢, }
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:

A A Az V2Aua 0 0
Agzs Asozs V2Asm3 0 0
N Aszzz V2As33 0 0
sym 2A3131 2A3112
I 2A1212 |

Pierwszy indeks strukturalny: — (1+1+14+1)+1+1)
Drugi indeks strukturalny: 6+ 6+ 3]

Podprzestrzenie wlasne:

e Cztery jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne (w szczegélnosci odpowiadajgce im war-
tosci wtasne mogq byc takie same - wtedy podprzestrzenie te {gczq sie w podprzestrzen
o wiekszym wymiarze)

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne czystych Scinan

Cztery jednowymiarowe podprzestrzenie
Wprowadzmy oznaczenia:

Allll A1122 A1133 \/§A1123
A1122 A2222 A2233 \/§A2223

C
A1133 A2233 A3333 \/§A3323
\/§A1123 \/§A2223 \/§A3323 2A2323
_ _ 1 2 2
L=u(0), L= [(tr(C))* — tr (C?)],
_ 1 3 1 2 1 3 _
Iy = gtr (c*) - St (C*)tr(C) + Q) L= det(C)

Modutly Kelvina sg rozwigzaniami réwnania

Mo+ —LA+1L,=0

Pierwiastki te mozna znalez¢ stosujac np. znane wzory Lodovico Ferrari. Podobnie jak w przy-
padku pelnej anizotropii, z uwagi na zbyt duza ogdlnosé tego typu rozwazan (bardzo ztozona
postac standow wtasnych oraz wiele mozliwych kombinacji roznych krotnosci pierwiastkéw tego
réwnania - co rzutuje na wymiary odpowiednich podprzestrzeni) nie bedziemy przeprowadzaé
szczegoOtowej analizy charakteru tego rozwigzania.
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Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych Scinan
Modutly Kelvina:

A5 = (Aazas + Aszi31) — \/(A2323 — Asi31)? + 443,

A6 = (Agzaz + Aziz1) + \/(A2323 — Az131)% + 445,

Unormowane stany wtasne:

1 0 sing cos¢ 1 0 cos¢ —sing

ws = — | sing 0 0 we = — | coso 0 0
V2 cos¢p 0 0 V2| sing 0 0
gdzie
ted = AL — 243131 _ 2A3112 _ 2A3112 _ 2A1212 — Ao
2A3112 AL —2A1010 243131 — Ao 243112

Dokonujac obrotu uktadu wspotrzednych o kat ¢ wokot osi x3 otrzymujemy

1 0 0 1 1 010
ws = 0 00 wg=—11 00
V2 100 V2 0 00
Projektory ortogonalne:
[0 0 0 0 0 0 ) [0 O 0 0 0 T
0 00 0 0 0 00 0 0
-~ 0 0 0 0 ~ 00 0 0
Ps = 0 0 0 Po = 0 0 0
sym cos’ ¢ cos¢sing sym sin?¢ — cos¢sin @
L sin? ¢ i cos? ¢

B.2.1 Symetria monokliniczna objetosciowo izotropowa

Jesli sktadowe monoklinicznego tensora A spelniaja warunki Burzynskiego (7.3), wtedy jed-
nym z jego stanow witasnych jest stan kulisty. Tensor A przyjmuje wtedy ogdlna postac:

K — (Ay122 + A1133) At122 A1133
Aq122 K — (A1122 — Aa33) Aza33
A = Aq133 Aga33 K — (Ay133 — Ag233)
N V241123 V2A2903 —V2(A1123 + A2a23)
0 0 0
0 0 0
V2A1123 0 0
V2A2903 0 0
—V2(At123 + As203) 0 0
0 243131 2A3112
0 243112 241212
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gdzie modul K wiaze si¢ ze sktadowymi A;j; z ogdélnej postaci tensora monoklinicznego
nastepujaca zaleznoscia:

K = Ajjnn + Avigo + Avigs = Agonn + Agosg + Agoss = Assin + Assee + Assas

Pierwszy indeks strukturalny: — (1+(1+1+1)+1+1)
Drugi indeks strukturalny: 6+ 3+ 3]

Podprzestrzenie wlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanéow kulistych

e Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatoréw (w szczegdlnosci odpowiada-
jace 1m warto$ci wtasne mogq byc takie same - wtedy podprzestrzenie te tgczq sie w
podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne czystych Scinan

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
Modut Kelvina:

M=K
Unormowany stan wlasny:
1 1 1 00
w=—741=2—1010
V3L V3l 01
Projektor ortogonalny:
1 1 1.0 0 0]
1 1000
1 1 000
Pi=3 000
sym 0 0
i 0]

Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wltasne dewiatoréw

Moduty Kelvina odpowiadajace tym podprzestrzeniom wtasnym moga by¢ znalezione tym
samym sposobem, jak w ogélnym przypadku symetrii monoklinicznej. Znajomosé A, jako jed-
nej z wartosci wlasnych macierzy C pozwala zredukowaé¢ réwnanie na wartosci wtasne A do
rOwnania stopnia trzeciego - jego pierwiastki mozna znalezé stosujac znane wzory Girolamo
Cardano.

Stany wtasne odpowiadajace tym modutom Kelvina, z uwagi na ortogonalno$¢ zwiaza-
nych z nimi podprzestrzeni wtasnych do podprzestrzeni standéw kulistych, musza by¢ stanami
dewiatorowymi. Jesli moduty Kelvina zwigzane z trzema omawianymi podprzestrzeniami sa
istotnie rézne, to odpowiadajace im stany wtasne nie moga by¢ trzema wzajemnie ortogo-
nalnymi stanami czystego $cinania. Gdyby tak bylo, to tacznie ze stanami wlasnymi dwodch
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ostatnich podprzestrzeni pie¢ parami ortogonalnych stanéw czystego Scinania bytoby stanami
wlasnymi, za$ zgodnie z jednym z twierdzen Blinowskiego i Rychlewskiego [12] o czystych
Scinaniach, sytuacja taka moze mie¢ miejsce tylko dla pelnej anizotropii.

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne czystych Scinan

Moduty Kelvina, stany wtasne oraz projektory ortogonalne jak w ogélnym przypadku symetrii
monoklinicznej.
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B.3 Ortotropia (uklad rombowy)

Zbiér generujacy grupe symetrii: O,y = {1, —1,1¢,, L, }
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:

o f
b

o o
Y ooo
ococ oo

coococo

[\
()]

sym

Pierwszy indeks strukturalny: — ((1+1+1)+1+1+1)
Drugi indeks strukturalny: 6+ 3+ 3]

Podprzestrzenie wlasne:
e Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne stanéw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gltéwnej (w szczegdlnosci odpowiadajgce im wartosci wlasne mogq byé takie

same - wtedy podprzestrzenie te lgczq sie w podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

e Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych Scinan w ptaszczyznach symetrii
materiatu

Podprzestrzenie wlasne stanéw o zerowych sktadowych spoza przekatnej gléwnej
Wprowadzamy oznaczenia:

a f e a— A\ f e
m b
C=|f b d|, Dc= f b=\, d 7 /\m:a+3+0
e d c e d c— A\m

1 2 3
Jy = 5tr(Dg), J3 =det(C), A= <2> - (3)
e Jedna tréjwymiarowa podprzestrzen wlasna (A =0, J3=0)

Modutly Kelvina:

Modut )\, jest wtedy modutem objetosciowym, zas odpowiadajace mu stany wtasne to
dowolne stany o zerowych sktadowych spoza przekatnej gtownej - w szczegdlnosci sg to
np. stany kuliste, stany jednoosiowe a takze stany czystego Scinania w ptaszczyznach
symetrii w kierunkach rowno nachylonych do osi symetrii itp. Jest to mozliwe tylko, gdy
d=e=f=0.
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¢ Jedna dwuwymiarowa i jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna
(A = 07 J3 7£ O)

Moduty Kelvina:

J [J
A==\, — 53 )\3:>\m+23§’

e Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne (A #0, J;#0)

Modutly Kelvina:
4] 1 3V3 J 2
/\K:/\m—i-\/?Qcos [Sarccos ({&)—F(K—l);] K=1,2,3

Unormowane stany wtasne:

COS 211 COS 1y 0 0
wp = 0 COS 321 SIn 39 0
0 0 sin 21y

— COS 23 Sin s9+
+ sin 23 sin 2¢q €oS 39

0 0

I

COS 723 COS 2o+

0 + sin 23 Sin 267 Sin ey 0
0 0 — sin ¢35 €os 711
sin 3 sin 269+ 0 0
~+ COS 2¢3 Sin 211 COS 21y
wy 0 — sin 3 COS s+ 0
+ CcOs 23 Sin 2¢7 Sin 29
0 0 — COS 33 COS 1

Projektory ortogonalne dane sa ogdlnym wyrazeniem (6.14). Bezwymiarowe parametry s, 6, 53
sa funkcjami trzech dystrybutoréw sztywnosei [58].

Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych Scinan
Moduty Kelvina:

Ay =2p
/\5—2q
)\6:27’
Unormowane stany wtasne:
1 0 00 1 0 01 1 010
w,=—10 0 1 ws;=—100 0 wg=—11 00
V2 010 V2 1 00 V2 0 00



B.3  Ortotropia (uktad rombowy)

Projektory ortogonalne:

1
cooco o
cocoocoo
cooco
oo
oo m
n
o
e — |
2l
O
A
1
coococoo
coo o
cocoo
ocoo
oo m
2]
=)
s —
2l
10
Ay
1
coococoo
coocoo
coo -
ocoo
oo =
[92]

o
e — |
Al
<t
Ay
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B.3.1 Ortotropia objeto$ciowo izotropowa

Przyjmujac, ze funkcje dystrybutorow sztywnosci »; = arc tgi2 oraz »; = 7, stan wlasny
w1 okazuje sie by¢ stanem kulistym. Tensor ten jest wtedy objetosciowo izotropowy a jego

sktadowe speliaja warunki Burzynskiego (7.3) - przyjmuje on ogdlna postaé:

[ K —(e+ f) f e 0 0 0
K—(f+d) d 0 0 O
A K—(d+e 0 0 0
2p 0 O
sym 2¢g 0

L 2T_

gdzie modul K wigze sie ze sktadowymi a,b, ..., f z ogblnej postaci tensora ortotropowego
nastepujaca zaleznoscia:

K=a+f+e=b+d+f=c+d+e

Pierwszy indeks strukturalny: (I+(14+1)+1+1+1)
Drugi indeks strukturalny: 6+ 1+ 3]

Podprzestrzenie wlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow kulistych

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej

e Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych $cinan w plaszczyznach symetrii
materiatu

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
Modut Kelvina:

Unormowany stan witasny:

1 1 1 00
w=—71=2—71010
V3 V3 0 01
Projektor ortogonalny:
1 1 1.0 0 0]
1 1000
1 1 000
P1=3 000
sym 0 0
0]
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Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatoréw o zerowych sklado-
wych spoza przekatnej gtownej
Modutly Kelvina:

No =K —(d+e+f)—/(d2+e2 + f2) — (ef + fd + de)

Ns =K — (d+e+ f)+ /(& +e+ f2) — (ef + fd + de)

Unormowane stany wtasne:

1 [ sin 23 — V/3 cos 3 0 0 1
Wy = — 0 Sin%3+\/§COS%3 0
Vo i 0 0 —2sin »3 |
1 [ coS 225 + /3 sin 53 0 0
w3 = — 0 COS 3 — V/3sin 3 0
Vo | 0 0 —2cos 3 |

gdzie parametr 3 bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci jest dany wzorem:

V3(d—e)
2f —e—d+2\/(d?+ e+ f2) — (ef + fd + de)

tggy =

Projektory ortogonalne:

coS 2525 — \/3sin 25¢5 + 2 —2cos2x3 — 1 cos2sx3 +/3sin2sx3—1 0 0 0
€08 2505 +/3sin 2305 +2  cos2s3 —/3sin2s3—1 0 0 0
szl —2008 253 + 2 000
6 0 0 O
Sym 0 0
0
—(cos 27e3 — \/3sin 2223) + 2 2c082s3 — 1 —(cos 23 +/3sin2x3) =1 0 0 0
—(cos 2523 4+ V/3sin2303) +2  —(cos 233 —/3sin2:3) =1 0 0 0
szl 2 cos 23 + 2 0 0 O
0 0 0
sym 0 0
0

Gdy spelniony jest warunek

(d® + e+ f?) = (ef + fd + de),

co jest mozliwe tylko dla d = e = f = 0, wtedy podprzestrzen ta staje si¢ podprzestrze-
nia tréjwymiarowa tozsama z tréjwymiarowa podprzestrzenia stanéow o zerowych sktadowych
spoza przekatnej gtoéwnej opisang w czesci poswigconej ogdlnemu przypadkowi ortotropii.
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Trzy jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych scinan

Modutly Kelvina, stany wtasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogdlnej ortotro-
pii.
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B.4 Symetria trygonalna (uklad trygonalny)
Zbiér generujacy grupe symetrii: @,; = {1, -1,1,, Rgoo}
Ogolna postaé tensoréw sprezystosci:

fa b d V2 0 0
a d —v/2e 0 0
0

0

0 0
A ¢
2g 0
sym 2g 2e

Pierwszy indeks strukturalny: — ((14+ 1) + (2 +2))
Drugi indeks strukturalny: — [4 4+ 2 + 3]

Podprzestrzenie wtlasne:

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne stanéw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej (w szczegdlnosci odpowiadajgce im wartosci wlasne mogq byé takie
same - wtedy podprzestrzenie te lgczq sie w podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

e Dwie dwuwymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatorow (w szczegélno$ci odpowiada-
jace 1m wartosSci wltasne mogq byc takie same - wtedy podprzestrzenie te {gczq sie w
podprzestrzen o wigkszym wymiarze)

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne stanéw o zerowych sktadowych
spoza przekatnej gléwnej
Moduty Kelvina:

A = {(a+b+c)—\/(a+b—c)2—|—8d2}

NGRS NCR

Ay = [(a+b+c)+\/(a+b—c)2+8d2]

Unormowane stany wtasne:

1 sin 2z 0 0 COS 311 0 0
— 0 sin sy 0 Wy =& — 0 CoS 211 0

V2 0 0 V2 cos P2l V2 0 0 —/2sin iy
gdzie parametr s bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci jest dany wzorem:

2v/2d

I

w1

tg%l =
—(a+b—c)— \/(a+b—c)2+8d2
Projektory ortogonalne:

[ sin?sg sin?s V2sinzgcoss; 0 0 0]

sin? » 2sinsycoszx; 0 0 O

P, ~ 1 2 cos? 1 000

' 000

sym 0 0
L 0

149



Pawet Szeptynski Opracowanie kryterium stanu granicznego...

[ cos? sy cos®s; —v/2sinsgcoszg 0 0 0O
cos? 2 —v/2sinsgcosz; 0 0 0
p, & 1 2sin? 7, 000
2 0 0O
sym 0 0
L 0

Gdy speliony jest warunek
(a+b—c)*+8d* =0,

co mozliwe jest tylko przy d = 0 (co pociaga za soba »; = 0) i ¢ = a+b, wtedy podprzestrzen
ta staje sie dwuwymiarowa podprzestrzenia dewiatoréw. Podwdjny modut Kelvina jest rowny:

)\1 =a+ b
Unormowany stan wlasny:

cosp 0 0
0 cosgp 0 , ¢ € (0,2m)

1
V2 0 0 2singp

I

W1

Projektor ortogonalny:

1 1 0000
1 0000
1 20 0 0
Pi=3 00 0
sym 0 0

L 0

Dwie dwuwymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatoréow
Modutly Kelvina:

)\3:;[(a—b—l—2g)—\/(a—b—2g)2+1662}

1
Ay = 3 {(a—b+29) + \/(a—b—Qg)2+ 1662]
Unormowane stany wtasne:

COS 25 COS (P COS SNy  Sin s sing

1
w3 = — 0 — COS 15 COS (SN 35 COS v € [0,27]
V2 sym 0 0
1 —Sin 25 o081  —sin s siny  cos 2, sin Y
wy = — 0 Sin 765 COSY  COS 365 COS VY Y € 0, 27]
V2 sym 0 0
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gdzie parametr s, bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci jest dany wzorem:

4e

Projektory ortogonalne:

- (a—b—2g)—\/(a—b—2g)2+16e2

[ cos?ry —cos?iy 0 /208 2 Sin 50 0 0
cos?sy 0 —+/2c0s 3 sin s 0 0
1 0 0 0 0
P, =
579 2sin? 0 0
sym 28in’ 565 2COS 30 Sin 229
i 2 cos? sy
[ sin?s —sin? 0 —\/5 COS 315 SiN 319 0 0
sin?s 0 /208 3 8in 56 0 0
1 0 0 0 0
P, = -
179 2 cos? 1, 0 0
sym 2c0s? 25 —2COS 345 Sin 25
L 2sin? 50,

Gdy spetniony jest warunek
(a—b—2g)*+16e? = 0,

co mozliwe jest tylko przy e = 0 (co pociaga za sobg 7, = 0) i 29 = a — b (w istocie tensor A
staje sie tensorem o symetrii cylindrycznej), wtedy podprzestrzen ta staje sie czterowymiarowa
podprzestrzeniag dewiatoréw. Poczworny modut Kelvina jest réwny:

)\3 =a—>
Unormowany stan wtasny:
1 | cospcos ¥ sinpcos?  sinysind
wg%ﬁ —cospcost cossing |, € (0,2m), ¥ € (0,7)
sym 0
Projektor ortogonalny:
1 -1 0 0 0 0]
1 0000
1 0000
Pa=g 2.0 0
sym 2 0
L 2 -
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B.4.1 Symetria trygonalna objetosciowo izotropowa

Przyjmujac, ze funkcja dystrybutora sztywnosci s¢; = arctg /2, stan wlasny w; okazuje sie
by¢ stanem kulistym. Tensor ten jest wtedy objetosciowo izotropowy a jego sktadowe speiaja
warunki Burzynskiego (7.3) - przyjmuje on ogblng postac:

[ K — (b+d) b d V2e 0 0
K—0b+d d -2 0 0
- K —2d 0 0 0
A= 2g 0 0
sym 2g 2e

L (K —d—2b) |

gdzie modut K wigze sie ze sktadowymi a,b,...,d z ogblnej postaci tensora ortotropowego
nastepujaca zaleznoscia:
K=a+b+d=c+2d

Pierwszy indeks strukturalny: (1+14+(2+2))
Drugi indeks strukturalny: [4+4+ 1+ 3]

Podprzestrzenie wtlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow kulistych

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej

e Dwie dwuwymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatoréw (w szczegdlnosci odpowiada-
jace 1m wartosci wltasne mogq byc takie same - wtedy podprzestrzenie te {gczq sie w
podprzestrzeri o wigkszym wymiarze)

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
Modut Kelvina:

M=K

Unormowany stan wlasny:

1 1 100
w=—71=2—71010
V3 V3o 01
Projektor ortogonalny:
1 1 1.0 0 0]
1 1000
1 1 000
P1=3 000
sym 0 0
0
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Jedna jednowymiarowa podprzestrzen dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gltéwnej
Modut Kelvina:

A=K —3d

Unormowany stan wtasny:

1 1 10 0
wy=—721=2—101 0
V3t VBlg g -2
Projektor ortogonalny:
1 1 =2 0 0 0]
1 =2 000
1 4 000
P2=5 000
sym 00
i 0]

Dwie dwuwymiarowe podprzestrzenie wlasne dewiatorow

Moduty Kelvina, stany wtasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogélnej symetrii
trygonalne;j.
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B.5 Symetria tetragonalna (uklad tetragonalny)

Zbiér generujacy grupe symetrii: Oy = {1, -1,1,,, L,, Rggo}
Ogolna postaé tensoréw sprezystosci:

[a b

SEESVE~Y
S ooo
oo oo

oo o oo

\)
(s

sym

DO
>=

Podprzestrzenie wlasne

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie witasne standéw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gltéwnej (w szczegdlnosci odpowiadajgce im wartosci wlasne mogq byé takie
same - wtedy podprzestrzenie te lgczq sie w podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych $cinan w plaszczyznie prosto-
padtej do czterokrotnej osi symetrii w kierunkach osi dwukrotnych

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych Scinan w ptaszczyznach symetrii
zawierajacych czterokrotng o$ symetrii rownolegle do tej osi

Pierwszy indeks strukturalny: — ((1+1)+1+4+1+2)
Drugi indeks strukturalny: [5+1+3]

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne stanéw o zerowych sktadowych
spoza przekatnej gldéwnej
Modut Kelvina:

N = [<a+b+c)—¢(a+b—c)2+8dﬂ

N | =

Ag = {(a+b+c)+\/(a+b—c)2+8d2]

DN | —

Unormowane stany wtasne:

sin 2¢; 0 0 1 COS 11 0 0

Wy =— 0 sin s 0 Wy = — 0 Cos 711 0

V2 0 0 V2 cos V2 0 0 —V/25sin 5
gdzie parametr s bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci dany jest wzorem:

2v/2d
—(a+b—c)—\/(a+b—c)2+8d2

tg%l =
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B.5 Symetria tetragonalna (uktad tetragonalny)

Projektor ortogonalny:

[ sin? s sin?sq V2sinsgcosz 0 0 0
sin? 3 V2sinscosx 0 0 0
1 2 Cos 1, 0 0O
Pi=3 000
sym 00
0
[ cos?sq cos?iy —v/2coszsinig 0 0 0]
cos? s, —v2cosssinzyg 0 0 0
P, — 1 2sin? s 0 00
2 0 00
sym 0 0
I 0

Gdy speliony jest warunek
(a+b—c)*+8d* =0,

co mozliwe jest tylko przy d = 0 (co pociaga za soba »; = 0) i ¢ = a+b, wtedy podprzestrzen
ta staje sie podprzestrzeniag dwuwymiarowa. Podwojny modut Kelvina jest rowny:

)\1 =a+b
Unormowany stan wtasny:

1 | cos¢ 0 0
7 0 cosp 0 ,  pe(0,2m)
2 0 0 V2singp

wl%

Projektor ortogonalny:

—_
S

o O OO

SO OO O

sym

O OO OO OO

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych Scinan w plaszczyznie
prostopadlej do czterokrotnej osi symetrii w kierunkach osi dwukrotnych
Modutly Kelvina:

A3 = 2h

)\4:a—b
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Unormowane stany wtasne:

L Jo 1o L [0
w3 = —= 1 0 W3z = —= -1 0
V210 0 0 210 0 0
Projektory ortogonalne:
0 0 000 0] (1 =1 00 0 0]
0 0000 1 0000
0000 1 0000
P3 = 000 P4_§ 00 0
sym 0 0 sym 0 0
I I i 0|

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych scinan w ptaszczyznach sy-
metrii zawierajgcych czterokrotng o$ symetrii rownolegle do tej osi
Modut Kelvina:

As = 29
Unormowany stan wlasny:
1 0 0 sing
ws=—=| 0 0 coso ¢ € (0,2m)

V2

sing cos¢ 0

Dokonujac obrotu uktadu wspotrzednych o kat ¢ wokot osi x3 otrzymujemy:

1
V2

Wy =

o O O

0 0
0 1
10

a zatem dowolny stan wlasny odpowiadajacy tej podprzestrzeni jest czystym Scinaniem w
pewnej plaszczyznie zawierajacej czterokrotng o$ symetrii.

Projektor ortogonalny:

0O 0 O0O0O0O0
0O 00 0O
00 0O
Ps = 1 00
sym 1 0
_ 0]
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B.5 Symetria tetragonalna (uktad tetragonalny)

B.5.1 Symetria tetragonalna objetosciowo izotropowa

Przyjmujac, ze funkcja dystrybutora sztywnosci s¢; = arctg /2, stan wlasny w; okazuje sie
by¢ stanem kulistym. Tensor ten jest wtedy objetosciowo izotropowy a jego sktadowe speiaja
warunki Burzynskiego (7.3) - przyjmuje on ogblng postac:

[ K — (b+d) b d 0 0 0]
K —(b+d) d 0 0 0
K—-2d 0 0 0
A= 2g 0 0
sym 2g O
L 2h_

gdzie modut K wiaze si¢ ze sktadowymi a,b,c,d z ogdlnej postaci tensora ortotropowego
nastepujaca zaleznoscia:
K=a+b+d=c+2d

Pierwszy indeks strukturalny: — (1+1+1+1+2)
Drugi indeks strukturalny: [5+0+3]

Podprzestrzenie wtlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow kulistych

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne czystych Scinan w ptaszczyznie prosto-
padtej do czterokrotnej osi symetrii w kierunkach osi dwukrotnych

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych Scinan w ptaszczyznach symetrii
zawierajacych czterokrotng o$ symetrii rownolegle do tej osi

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
Modut Kelvina:
M=K

Unormowany stan wtasny:

1 1 1 00
w=——1=2—101 0
V3 V3 0 01
Projektor ortogonalny:
1 1 1 0 0 07
1 1 0 0 0
1 1 0 00
Pi=3 00 0
sym 0 0
_ 0
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Jedna jednowymiarowa podprzestrzen dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gltéwnej
Modut Kelvina:

A=K —3d

Unormowany stan wtasny:

1 1 10 0
wy=—721=2—101 0
V3t VBlg g -2
Projektor ortogonalny:
1 1 =2 0 0 0]
1 =2 000
1 4 000
P2=5 000
sym 00
i 0]

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne czystych Scinan w plaszczyznie
prostopadlej do czterokrotnej osi symetrii w kierunkach osi dwukrotnych

Moduty Kelvina, stany wlasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogdlnej symetrii
tetragonalne;j.

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan w plaszczyznach sy-
metrii zawierajagcych czterokrotng o$ symetrii ré6wnolegle do tej osi

Modutly Kelvina, stany wtasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogélnej symetrii
tetragonalne;j.
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B.6 Symetria cylindryczna (uktad heksagonalny)

B.6 Symetria cylindryczna (uklad heksagonalny)

Zbiér generujacy grupe symetrii: O, = {1, -1, L, I,, Rﬁs} v € [0, 27]
Ogolna postaé tensoréw sprezystosci:

f[a b

o X
o O O
o O O O
o O OO

29
sym 29 0
(a—1b) |

Podprzestrzenie wlasne

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie witasne stanéw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej (w szczegdlnosci odpowiadajgce 1m wartosci wtasne mogq byc takie
same - wtedy podprzestrzenie te tgczq sie w podprzestrzen o wiekszym wymiarze)

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna $cinan w plaszczyznie prostopadtej do wy-
roznionej osi symetrii

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych scinan w ptaszczyznach zawiera-
jacych wyrdzniong os symetrii rownolegle do tej osi

Pierwszy indeks strukturalny: ((1+1) + 2 4 2)
Drugi indeks strukturalny: [4 4+ 1 + 2]

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne stanéw o zerowych sktadowych
spoza przekatnej gléwnej
Modut Kelvina:

1
= [(a—i—b—l—c)—\/(a—i—b—C)Q—FSdz}
1
o= [(a+b+c)+\/(a+b—c)2+8d2]
Unormowane stany wtasne:
1 sin 2¢; 0 0 1 COS 11 0 0
w; = —— 0 sin 0 Wy = —— 0 COS 11 0

V2 0 0 V2 cos V2 0 0 —V/25sin 5

gdzie parametr s bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci dany jest wzorem:

2v/2d
—(a+b—c)—\/(a+b—c)2+8d2

tg%l =

Projektor ortogonalny:

[ sin?sq sin?sq V2sinzgcossx; 0 0 0

sin? 5 V2sinsgcos 0 0 0

1 2 cos 1, 0 0O
P,=-

' 000

sym 00

0

159



Pawet Szeptynski Opracowanie kryterium stanu granicznego...

[ cos? s cos?sy —v/2cossgsinsg 0 0 0]
cos? s, —v/2cosssinzg 0 0 0
P, — 1 2sin? 7, 0 00
2 0 0O
sym 0 0
L 0 ]

Gdy speliony jest warunek
(a+b—c)*+8d* =0,

co mozliwe jest tylko przy d = 0 (co pociaga za soba 71 = 0) i ¢ = a+b, wtedy podprzestrzen
ta staje sie podprzestrzenia dwuwymiarowa. Podwojny modut Kelvina jest rowny:

)\1 =a+ b
Unormowany stan wlasny:
| | cose 0 0
wp 0 cosgp 0 , ¢ € (0,2m)

V2 0 0 2singp

Projektor ortogonalny:

O OO OO

sym

SO OO oo OO

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan w plaszczyznie pro-
stopadlej do wyréznionej osi symetrii
Modutly Kelvina:

)\3 =a—>

Unormowane stany wtasne:

1 | cosg sing 0
sing —cose 0|, ¢e(0,27)

V2 0 0 0

W3 —

Dokonujac obrotu uktadu wspotrzednych o kat § + arctg% wokot osi x3 otrzymujemy:

1
V2

0 1
w3 = 10
00

o O O
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B.6 Symetria cylindryczna (uktad heksagonalny)

a zatem dowolny stan wlasny odpowiadajacy tej podprzestrzeni jest czystym Scinaniem w
ptaszczyznie prostopadlej do wyrdznionej osi symetrii.

Projektor ortogonalny:

o O OO

(NN
O OO OO
O OO OO

sym

2

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych scinan w plaszczyznach za-
wierajacych wyrdzniong o$ symetrii réwnolegle do tej osi
Modut Kelvina:

)\4 = 2g

Unormowany stan wtasny:

1 0 0 sin ¢
wy=—1| 0 0 cos¢ ¢ € (0,2m)
V2 sing cos¢p 0

Dokonujac obrotu uktadu wspotrzednych o kat ¢ wokot osi x3 otrzymujemy:
0 00

UJ4:7001
\/5010

a zatem dowolny stan wtasny odpowiadajacy tej podprzestrzeni jest czystym Scinaniem w
pewnej plaszczyznie zawierajacej wyrozniona o$ symetrii.

Projektor ortogonalny:

0O 0 O0O0O00O0
0O 0 0 0O
00 0O
Py = 1 00
sym 10
_ 0|
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B.6.1 Symetria cylindryczna objetosciowo izotropowa

Przyjmujac, ze funkcja dystrybutora sztywnosci s¢; = arctg /2, stan wlasny w; okazuje sie
by¢ stanem kulistym. Tensor ten jest wtedy objetosciowo izotropowy a jego sktadowe speiaja
warunki Burzynskiego (7.3) - przyjmuje on ogblng postac:

[ K — (b+d) b d 0 O 0 1
K —(b+d) d 0 O 0
K—-2d 0 0 0
A= 2g 0 0
sym 29 0
i K—(2b+d) |

gdzie modut K wiaze si¢ ze sktadowymi a,b,c,d z ogdlnej postaci tensora ortotropowego
nastepujaca zaleznoscia:
K=a+b+d=c+2d

Pierwszy indeks strukturalny: (1 +1+2+2)
Drugi indeks strukturalny: [4+0+ 3]

Podprzestrzenie wtlasne:
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow kulistych

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gtéwnej

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych $cinan w ptaszczyznie prostopa-
dtej do wyrdznionej osi symetrii

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wlasna czystych $cinan w plaszczyznach zawiera-
jacych wyrdzniong os symetrii rownolegle do tej osi

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw kulistych
Modut Kelvina:
M=K

Unormowany stan wtasny:

1 1 1 00
w=——1=2—101 0
V3 V3 0 01
Projektor ortogonalny:
1 1 1 0 0 07
1 1 0 0 0
1 1 0 00
Pi=3 00 0
sym 0 0
_ 0

162



B.6 Symetria cylindryczna (uktad heksagonalny)

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen dewiatoréw o zerowych sktadowych spoza
przekatnej gltéwnej
Modut Kelvina:

A=K —3d

Unormowany stan wtasny:

1 1 10 0
wy=—721=2—101 0
V3t VBlg g -2
Projektor ortogonalny:
1 1 =2 0 0 0]
1 =2 000
1 4 000
P2=5 000
sym 00
i 0]

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych Scinan w plaszczyznie pro-
stopadtej do wyrdéznionej osi symetrii

Moduty Kelvina, stany wlasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogdlnej symetrii
cylindrycznej.

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych scinan w ptaszczyznach sy-
metrii zawierajgcych wyrdzniong o$ symetrii réwnolegle do tej osi

Moduty Kelvina, stany wlasne oraz projektory ortogonalne jak w przypadku ogélnej symetrii
cylindrycznej.
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B.7 Symetria kubiczna (uklad regularny)

Zbioér generujacy grupe symetrii: 0., = {1, -1, L, , L, Rg?o Rggo}
Ogolna postaé tensoréw sprezystosci:

fa b b 0 0 0
a b 0 0 O
a 0 0 0
A= 2g 0 0
sym 2g O
I 29 |

Podprzestrzenie wtasne
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanoéw hydrostatycznych

e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna stanow bedacych kombinacja czystych $ci-
nan w plaszczyznach symetrii w kierunkach pod katem 45° co czterokrotnych osi symetrii

e Jedna tréjwymiarowa podprzestrzen wtasna stanéw bedacych kombinacja czystych Sci-
nan w plaszczyznach symetrii w kierunkach czterokrotnych osi symetrii

Pierwszy indeks strukturalny: (1 + 2 + 3)
Drugi indeks strukturalny: [3 4 0 + 3]

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw hydrostatycznych
Modut Kelvina:

)\1 =2a+b
Unormowany stan witasny:
100
1 1
w=—71=—|010
V3 V3 001
Projektor ortogonalny:
1 1 1 0 0 0]
1 1000
1 1 000
Pi=3 000
sym 0 0
0]

Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw bedacych kombinacjg czy-
stych Scinan w ptaszczyznach symetrii w kierunkach pod katem 45° co czterokrot-
nych osi symetrii
Modut Kelvina:

)\2 =a—2>
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B.8 Izotropia

Unormowany stan wlasny:

5 | cos ( — %“) 0 0
wy =13 0 cos (0) 0 , 0€(0,2m)
0 0 Ccos (9 + 2%)
Projektor ortogonalny:

(2 =1 -1 0 0 0]

2 -1 000

1 2 000

P2=3 000

sym 0 0
_ 0

Jedna tréjwymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw bedacych kombinacjg czy-
stych Scinan w plaszczyznach symetrii w kierunkach czterokrotnych osi symetrii
Modut Kelvina:

)\3 = 2g
Unormowany stan wtasny:
1 0 coSs ¢ sin ¢ cos ¥
w3 = —— oS (P 0 sinpsiny |, @€ (0,7),¢ € (0,2n)
V2 sin p cos ) sin psin 0
Projektor ortogonalny:
0 0 0 0 0 0]
0 0000
0000
Ps = 100
sym 10
L 1 -
B.8 Izotropia
Grupa symetrii: Oz, = O(3)
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:
[a b b 0 0 0
a b 0 0 0
a 0 0 0
A= (a—b) 0 0
sym (a —b) 0
I (@ —b)

Podprzestrzenie wlasne

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wltasna standéw hydrostatycznych
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e Jedna pieciowymiarowa podprzestrzen wtasna dewiatorow

Pierwszy indeks strukturalny: (1 + 5)
Drugi indeks strukturalny: [2 4 0 + 0]

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw hydrostatycznych
Modut Kelvina:

)\1 =2b+a
Unormowany stan witasny:
1 1 100
wi=—7=1=—|010
V3 V3 001
Projektor ortogonalny:
1 1 1 0 0 0]
1 1000
1 1 000
Pi=3 000
sym 00
i 0]

Jedna pieciowymiarowa podprzestrzen wtasna dewiatoréw
Modut Kelvina:
)\2 =a—2>

Przyktadowe unormowane stany wtasne:

1 0 00 1 0 01 1 010
Wi = —F—= 0 0 1 Wrrr = ——= 0 0O Wiy = ——= 1 00
V2 010 V2 1 00 V2 0 00
1 1 0 O 1 1 0 0
Wy = —= 0 -1 0 Wy = —= 0 1 0
V2 0 0 0 V6 0 0 -2
Projektor ortogonalny:
2 -1 -1 0 0 0]
2 -1 000
1 2 000
P2=3 300
sym 3 0
I 3
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B.9 Zestawienie podstawowych charakterystyk przestrzennych symetrii sprezystych

B.9 Zestawienie podstawowych charakterystyk przestrzennych sy-
metrii sprezystych

Indeksy strukturalne i liczba niezaleznych parametréw odpowiadajace przestrzennym
symetriom sprezystym

. . Liczba
Grupa symetrii I indeks I indeks niezaleznych
strukturalny strukturalny ,
parametrow
Pelna anizotropia (1+1+1+1+1+1) 6+ 12 + 3] 21
Symetria monokliniczna | (1+1+1+1)+1+1) 6+ 6+ 3] 15
Ortotropia (I+14+1)+14+1+1) 6+ 3 + 3] 12
Symetria trygonalna (1+1)+(2+2) [4+2+ 3] 9
Symetria tetragonalna (1+1)+1+1+2) 541+ 3] 9
Symetria cylindryczna (1+1)+2+2) [4+1+2] 7
Symetria kubiczna (1+2+3) [3+0+3] 6
Izotropia (1+5) 24040 2

Indeksy strukturalne i liczba niezaleznych parametrow odpowiadajace objeto$ciowo
izotropowym przestrzennym symetriom sprezystym (spetniajacym warunki Burzynskiego

(7.3))

. : Liczba
Grupa symetrii I indeks I indeks niezaleznych
strukturalny strukturalny ,
parametrow
Pelna anizotropia (1+(14+14+1+1+1)) 6+ 7+ 3] 16
Symetria monokliniczna | (1+ (1+1+1)+1+41) 6+ 3+ 3] 12
Ortotropia I+(1+1)+14+1+1) 6+ 1+ 3] 10
Symetria trygonalna (1+14+(2+42)) [4+1+3] 8
Symetria tetragonalna (I1+1+1+1+2) [54 0+ 3] 8
Symetria cylindryczna (1+1+24+2) [440+ 2] 6
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B.10 Symetrie plaskie
B.10.1 Pelna ptaska anizotropia

Zbiér generujacy grupe symetrii: Oppip = {1, —1}
Ogolna postaé tensoréw sprezystosci:

Allll A1122 \/§A1112
A= A2211 A2222 \/§A2212
\/§A1211 \/§A1222 2A1212

Analiza widmowa w pelni anizotropowego ptaskiego tensora Hooke’a przebiega podobnie
do zwyktego zagadnienia wlasnego macierzy 3 x 3. Wartosci wtasne (modutly Kelvina) znalezé
mozna poprzez zastosowanie klasycznych rozwiazan (patrz np. wyznaczanie modutéw Kelvina
w przypadku objetosciowo izotropowej przestrzennej ortotropii), za$ unormowane stany wla-
sne poprzez rozwigzanie odpowiedniego nieokreslonego uktadu trzech réwnan liniowych. Z
uwagi na stosunkowo duza ogolnosé¢ rozwigzania nie zamieszczamy go w tym zestawieniu.

Pierwszy indeks strukturalny: (1 + 1+ 1)
Drugi indeks strukturalny: [3 4+ 2 + 1]

B.10.2 Ptaska ortotropia

Zbiér generujacy grupe symetrii: Oy = {1, —1, 1, }
Ogodlna postaé tensoréw sprezystoscei:

>
Il
=JES S
oo =

[\l
)

Podprzestrzenie wlasne

e Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne stanéw o niezerowej sktadowej hydrosta-
tycznej

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan

Pierwszy indeks strukturalny: (1 41+ 1)
Drugi indeks strukturalny: [3 4+ 1 + 1]

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne stan6éw o niezerowej sktadowej hy-
drostatycznej
Modutly Kelvina:

A = {(c—l— a) —y/(c—a)? +462}

N — DN~

Ao = [(c+ a) +1/(c —a)? +462]
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B.10 Symetrie ptaskie

Unormowany stan wlasny:

lCOS% 0 ] [—sin% 0 ]
w1 = ) Wo =

0 sin » 0 CcoS

gdzie parametr s bedacy funkcja dystrybutora sztywnosci dany jest wzorem:

tgsx = 21b [(C —a) —/(c—a)? +4b2]

Projektory ortogonalne:

cos?»x  cosmsinx 0 sin? —cos xsinzx 0
P, = | cosssinx sin? 0 Py = | —cosxsinax cos? s 0
0 0 0 0 0 0

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan
Moduty Kelvina:
Az = 2g

Unormowany stan wtasny:

Projektor ortogonalny:

0 00
P;=|0 0
0 01

B.10.3 Ptaska symetria kwadratu

Zbior generujacy grupe symetrii: Oy, = {1, -1, Rggo}
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:

o O

A:

o o
o o

\)
(s

Podprzestrzenie wlasne
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna stanow hydrostatycznych

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan w kierunkach réwno na-
chylonych do kierunkéw wyréznionych w materiale

e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wtasna czystych $cinan w kierunkach rownole-
gtych do kierunkéw wyrdznionych w materiale
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Pierwszy indeks strukturalny: (1 41+ 1)
Drugi indeks strukturalny: [3 4 0 + 1]

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna stanéw hydrostatycznych
Moduty Kelvina:

)\1:(l+b

Unormowany stan wlasny:

w-alit

Projektor ortogonalny:

11

1

P1:§ 11
0 0

o O O

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych Scinan w kierunkach réwno
nachylonych do kierunkéw wyréznionych w materiale
Modutly Kelvina:

)\Qza—b

Unormowany stan wtasny:

Projektor ortogonalny:

1 1o
Py=5| -1 10
0 0 0

Jedna jednowymiarowa podprzestrzen wlasna czystych scinan w kierunkach réw-
nolegtych do kierunkéw wyréznionych w materiale
Modutly Kelvina:

)\3:2g

Unormowany stan wtasny:
_1jo1
T al1 0

Projektor ortogonalny:
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B.10 Symetrie ptaskie

B.10.4 Ptaska izotropia

Zbiér generujacy grupe symetrii: Ojso_p = O(2)
Ogdlna postaé tensoréw sprezystodci:

o O

A =

o o
o e o

Podprzestrzenie wlasne
e Jedna jednowymiarowa podprzestrzen stanéow hydrostatycznych
e Jedna dwuwymiarowa podprzestrzen wtasna czystych Scinan

Pierwszy indeks strukturalny: (1 + 2)
Drugi indeks strukturalny: [2 4 0 + 0]

Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wlasne stanéw o niezerowej sktadowej hy-
drostatycznej
Modutly Kelvina:

)\1 =a+b

Unormowany stan wtasny:

s3]

T2l 001

Projektory ortogonalne:

1 110

P==-]1110
000

2
Dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne stanéw o niezerowej sktadowej hy-
drostatycznej
Modutly Kelvina:
)\2 =a—>

Unormowany stan wtasny:

1 | cos¢p sing
wQ_\/ilsinqb —COSQb]’ ¢ €(0,2m)
Projektory ortogonalne:
1 1 -1 0
P, = 5 -1 1 0
0 0 2
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B.10.5 Zestawienie podstawowych charakterystyk plaskich symetrii sprezystych

Indeksy strukturalne i liczba niezaleznych parametréw odpowiadajace ptaskim symetriom

sprezystym
. . Liczba
Grupa symetrii I indeks 1T indeks niezaleznych
strukturalny strukturalny ,
parametrow
Pelna ptlaska anizotropia | (1+1+1) [3+2+1] 6
Ptaska ortotropia (1+1+1) 3+ 1+1] 5
Symetria kwadratu (1+1+1) 3+0+1] 4
Ptlaska izotropia (1+2) 2+ 040 2
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C Spis oznaczen

a,b,c,... - skalary

a, 3,7, ... - skalary

A B,C,... - skalary

a,b,c, ... - wektory, tensory
a,B,7,... - wektory, tensory

A, B,C,... - (tensory, operatory

A B, C,... - zbiory, grupy, przestrzenie

Symbol Kroneckera:

s 1 e i=j
Y10 & i#]

Symbol permutacyjny Levi-Civita:
0 & j=kVk=iVi=j
€ijk = 1 < (igk) — parzysta permutacja (1,2,3)
-1 < (ijk

ijk) — nieparzysta permutacja (1,2,3)

NOTACJA ABSOLUTNA - NOTACJA WSKAZNIKOWA

a -

a-b - a;b;
axb - eijkajbk
1 - 0y

w - Wiy

wT - (wT)iJ = wj;
tr(w) =1-w - Wy
a=b®c - i = bicj
- a - OG54

af - oy Bik

a- B - i
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603
T

Pk
Ak

SO

C - Cijm
C=a®p - Cijn = B

C w - Cijrwr

CoD - CijrtDrtmn
C-D - CijuDijm
TrC=1-C - Cijij

DetC - det([Ciyawliw]pq)
a-C.-p3 - Cijrii B
aefB=a-C-3 - Gyt B
Aeax=AoC- -« - A CrtmnCnn
AeoB=AoCoB - Aijleklmannpq
Qxa=Q-a - Qija;
Q+w=QuwQ - QriQiwij
Q*xC=Ciju(Q-€)®..0(Q-¢e) - QnlyuQkQuCijk
|a - (aiay)'?

|w] - (wywig)?

|C| - (CijuCijm)?
Va = grada - Q= %’;

a®V =grad a - Qi
a-V=diva - Qg

axV =rota - €k

w®V =grad w - Wijsk
w-V=divw - Wijyj

V- w=divw - Wi

Do f - o

- Trojwymiarowa euklidesowa przestrzen wektorowa
- Przestrzen symetrycznych tréjwymiarowych tensoréw drugiego rzedu
- K-ta podprzestrzen wtasna tensorow sprezystosci

- K-ta podprzestrzen energetycznie ortogonalnego rozktadu .72

sym

- pelna grupa ortogonalna
- wladciwa grupa ortogonalna

tensor jednostkowy drugiego rzedu

tensor naprezen Cauchy’ego

tensor matych odksztatcen

stan wlasny odpowiadajacy K-temu modutowi Kelvina
tensor podatnosci, tensor sztywnosci

tensor stanu granicznego
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2
O - operator zerowy w g

. s 2
I - operator tozsamosciowy w Zym
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