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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Cel i zakres pracy

Kontakt cial oraz zwiazane z nim zjawiska — takie jak tarcie i zuzycie — sa niezwykle
czesto spotykane tak w technice jak i w zyciu codziennym. W istocie wtasnosci kontak-
towe bardzo czesto maja decydujacy wplyw na zachowanie sie uktadéw mechanicznych,
technologie wykonania detali, ich uzytecznosé, trwatosé, a nawet estetyke.

Rozwo6j nowoczesnych materialow i technologii, stwarza zapotrzebowanie na nowe,
doktadniejsze modele zachowan uktadéw mechanicznych. Réwnoczes$nie, doskonalone me-
tody numeryczne oraz rosngce mozliwosci obliczeniowe komputeréw pozwalaja modelowadé
coraz bardziej zlozone, rzeczywiste problemy techniczne. Jednakze czesto powaznym
ograniczeniem okazuje sie brak wystarczajaco doktadnych modeli konstytutywnych. Doty-
czy to w szczegblny sposob modelowania zjawisk kontaktowych, ktorych fizyczna ztozonoscé
i r6znorodnos¢ pozostaje ciggle w dysonansie z prostota stosowanych modeli.

Ogolnie pojmowane pojecie kontaktu obejmuje réwniez problemy, w ktorych wystepuje
powierzchnia miedzyfazowa (ang. interface). Angielskie okreslenie interface problems (nie
majace rownowaznego odpowiednika w jezyku polskim) okresla w mechanice szeroka klase
zagadnieni, w ktorych wystepuje powierzchnia niecigglosci — nieruchoma (materialna, na
przyktad powierzchnia kontaktu ciat lub réznych sktadnikéw kompozytu) lub ruchoma
(zwiazana z przemianami fazowymi, propagacja zniszczenia, itp.).

Tematyka niniejszej pracy zwigzana jest z tak pojetymi zjawiskami kontaktu, przy
czym glowny punkt ciezkosci polozony jest na oddzialywania cierne kontaktujacych sie
powierzchni oraz ich wplyw na rozwoj uszkodzen (zuzycie powierzchni, delaminacje) wys-
tepujacych w strefie kontaktu.

Podejmujac proby modelowania tarcia nalezy sobie zdawaé sprawe z roéznorodnosci
materialéw spotykanych w parach kontaktowych i warunkéw, w jakich one wspotpracuja.
Bogactwo warunkow kontaktowych, rozumianych jako zbior wszystkich cech pary kon-
taktowej, ktore decyduja o jej wlasnosciach ciernych, jest ogromne. Nalezy sie wiec
spodziewa¢ wystepowania bardzo réznych wtasnosci ciernych, a takze réznorodnosci praw
rzadzacych zjawiskami kontaktu, tarcia i zuzycia.

Jako przyktad catkowicie odmiennych warunkéw kontaktowych moga postuzy¢ nas-
tepujace pary kontaktowe: gumowa opona z asfaltem (z mozliwoscia wystapienia wody,



piasku i innych zanieczyszczen na powierzchni drogi); odkuwka stalowa z matryca (o tem-
peraturach odpowiednio 1100°C i 200°C); smarowane elementy lozysk tocznych; tozysko
igietkowe w precyzyjnym urzadzeniu, na przyktad w zegarku. Biorac pod uwage dodat-
kowe czynniki — takie jak obecno$¢ i rodzaj smaru, czy czastek trzeciego ciala w strefie
kontaktu, predkos$é¢ poslizgu, wielko$¢ naciskow kontaktowych, temperatura powierzchni i
inne — nawet ta sama para materialow moze wykazywaé¢ bardzo zroéznicowane wtasnosci.

W kazdej dziedzinie modelowania zjawisk fizycznych, przy budowaniu modeli nalezy
dokona¢ wyboru miedzy jego ogolnoscia a doktadnoscia. Klasyczne prawo tarcia Coulomba
mozna zaliczy¢ do grupy modeli o duzej og6lnosci. W niektérych warunkach kontak-
towych stosowalno$é¢ prawa Coulomba jest bardzo ograniczona — na przyktad w procesach
obrobki plastycznej ze wzgledu na wysokie ci$nienia kontaktowe. Jednakze jego prostota
i wzgledna dokladno$é w wielu rodzajach warunkow kontaktowych powoduje, ze jest ono
powszechnie stosowane. Nawet wtedy, gdy prawa rzadzace rzeczywistymi oddzialywani-
ami ciernymi sg duzo bardziej ztozone. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze w literaturze
jest bardzo niewiele przyktadow rozwiazan konkretnych probleméw brzegowych z tarciem,
w ktorych stosowane sa prawa tarcia inne niz prawo Coulomba (por. np. Kobayashi i
in. [53]).

Prawo Coulomba jest tylko fenomenologicznym opisem obserwowanego zjawiska pro-
porcjonalnodci sity tarcia do sity normalnej. Nie pozwala wiec przewidzie¢ wartosci
wspolezynnika tarcia (jedynego parametru modelu). W tym celu tworzone sa mikro-
mechaniczne modele kontaktu i tarcia bazujace na mierzalnych wtasnosciach powierzchni
(chropowatosé, twardosé, itp.). Inna mozliwoscia sa pomiary doswiadczalne dajace prak-
tyczne wartosci wspotczynnikow oraz bedace baza dla porownan wartosci przewidywanych
na drodze teoretycznej.

Dla unikniecia ograniczenn prawa Coulomba tworzone sa specjalizowane modele tarcia,
ktore przy wykorzystaniu wiekszej liczby parametrow oraz bardziej ztozonych praw staraja
sie lepiej opisywaé¢ wlasno$ci cierne w wybranych warunkach kontaktowych. W polacze-
niu z symulacja komputerowa ulepszone modele tarcia i zuzycia moga by¢ przydatne na
przyktad w optymalizacji proceséw technologicznych. Rozdzial 3 zawiera, nalezacy do tej
klasy, model tarcia i zuzycia dla proceséw obrobki plastycznej.

Wilasnosci nowoczesnych materiatow, takich jak kompozyty, w decydujacym stopniu
zaleza nie tylko od wlasnosci samych sktadnikow kompozytu, ale rowniez od wspolpracy
tych sktadnikow. Ma to miejsce na przyklad w kompozytach ceramicznych, w ktorych
matryca i wlokna sa materialami kruchymi. Jednakze dzieki odpowiednio dobranym
wtasno$ciom kontaktowym na powierzchniach miedzyfazowych moga wykazywa¢ bardzo
wysoka wytrzymalo$é na zniszczenie (ang. toughness).

Jednym z gléwnych mechanizmoéw zniszczenia w kompozytach warstwowych jest de-
laminacja, czyli odspajanie poszczegolnych warstw kompozytu. W podejsciach do mode-
lowania tych zjawisk przewaznie uwzglednia sie delaminacje potaczona z wyboczeniem na
zdelaminowanej czesci. Jednakze w kompozytach, w ktorych, oprocz obcigzen plytowych
calego elementu, wystepuja dodatkowo miedzywarstwowe naprezenia S$ciskajace, na zde-
laminowanych cze$ciach tych powierzchni nalezy sie spodziewa¢ oddzialywan ciernych.
Zamieszczone w pracy przykitady odspajania paska i belki od podloza, w obecnosci sit
tarcia na odspojonej powierzchni, sa przyczynkiem do lepszego poznania wzajemnych
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interakcji oddzialywan ciernych oraz postepujacej delaminacji.

Waznym aspektem zwigzanym z opisem zjawisk kontaktu i tarcia jest ich silna nieli-
niowos¢. Po pierwsze, z kontaktem dwoch cial jest zawsze zwigzany warunek ich wzajem-
nego nie przenikania si¢. Ogolnie, powierzchnia kontaktu nie jest znana a priori — jest
czedcig rozwigzania i moze sie zmienia¢ w trakcie procesu. Drugim zjawiskiem towarzy-
szacym kontaktowi i wzglednym przemieszczeniom powierzchni jest tarcie. Ze wzgledu na
mozliwe dwa stany kontaktu ciernego (poslizg lub przyleganie) i niejednoznacznosé sit tar-
cia w stanie przylegania, oddzialywania cierne sa zZrodlem silnej nieliniowosci zagadnien
z tarciem. Tak wiec nawet kontakt dwoch cial liniowo sprezystych prowadzi do prob-
lemow nieliniowych. Uwzglednienie nieliniowos$ci materialowej (nieliniowa sprezystosé,
plastycznosc) oraz geometrycznej (duze deformacje) jest oczywiscie dodatkowym zrodlem
nieliniowosci w ogoélnych problemach kontaktowych. Co za tym idzie, problemy kontak-
towe sg ciggle wyzwaniem tak od strony teoretycznej, jak i w obliczeniach numerycznych.

Formalnie mozna wyréznié¢ trzy rodzaje zagadnienn brzegowych — zagadnienia: kon-
taktowe, z tarciem oraz kontaktowe z tarciem. W zagadnieniach kontaktowych zaniedbuje
sie oddziatywania styczne do powierzchni kontaktu, czyli tarcie. W zagadnieniach brzego-
wych z tarciem znane sa powierzchnia kontaktu i normalne naciski kontaktowe, natomiast
nie jest znany kierunek dziatania sil tarcia (ich wartos¢ bezwzgledna wynika ze znanych
normalnych sit kontaktowych). Najogolniejszy jest przypadek problemoéw kontaktowych z
tarciem, gdzie czeScig rozwiazania jest wyznaczenie normalnych i stycznych oddzialywan
kontaktowych.

Niniejsza praca podsumowuje badania autora prowadzone w zakresie szeroko rozu-
mianej mechaniki kontaktu, gtéwnie w jej dwoch podobszarach: modelowania konstytu-
tywnego zjawisk kontaktowych (tarcie, zuzycie) oraz opisu zachowania cial sprezystych
oddziatujacych z podtozem ciernym. W drugim przypadku nacisk potozony jest na odspa-
janie i delaminacje zachodzace wzdluz powierzchni miedzyfazowych oraz na oddziatywa-
nia cierne wystepujace na zdelaminowanej czesci tej powierzchni. Rozdzialy 2-5 zawieraja
oryginalne, czesciowo opublikowane juz wyniki.

Rozdzial 2 poswiecony jest dwom wybranym klasom zagadnient brzegowych z tarciem.
Pokazano warunki réwnowaznosci statycznych i quasi-statycznych problemoéw kontakto-
wych z tarciem dla kilku prostych modeli konstytutywnych kontaktu i tarcia. Sformuto-
wano rowniez dwuwymiarowy problem tarczy na podtozu z tarciem, w ktorym dodatkowo
uwzgledniono postepujace odspajanie tarczy od podtoza. Wyprowadzono lokalny, ener-
getyczny warunek propagacji szczeliny odspajajacej o prostej postaci. W przypadkach
jednowymiarowych (pasek, belka) jest on calkowicie rownowazny prostym, wytrzymalos-
ciowym warunkom odspajania. Rozdzialy 4 oraz 5 zawieraja rozwigzania jednowymiaro-
wych przypadkoéw ogolnego dwuwymiarowego zagadnienia z tarciem.

Rozdzial 3 zawiera opis dwoch konstytutywnych modeli tarcia i zuzycia. Pierwszy
model jest uogolnieniem klasycznego tarcia Coulomba na przypadek anizotropii powierz-
chni kontaktowych. Opis tarcia i zuzycia zaproponowany przez Mroza i Stupkiewicza [73]
zostal rozszerzony o prosty model wiazacy zmiany anizotropii ze zuzyciem powierzchni.
Podano takze ulepszony model tarcia ortotropowego z niestowarzyszonym prawem posliz-
gu. Druga cze$é¢ rozdziatu 3 poswiecona jest modelowaniu tarcia i zuzycia w warun-
kach kontaktowych charakterystycznych dla procesow obrobki plastycznej. Uwzgled-



nione zostaly zjawiska takie jak plastyczne zgniatanie nieréwnosci powierzchni obrabi-
anego materialu i zwigzany z tym wzrost rzeczywiste] powierzchni kontaktu, tarcie na
skutek orania (ang. ploughing) oraz zaproponowany zostal prosty model uwzgledniajacy
obecno$¢ czastek trzeciego ciala na powierzchni kontaktowej. Ponadto model uwzgled-
nia wplyw zmian temperatury powierzchni kontaktowych. Powiazanie odpowiadaja-
cych sobie mechanizmoéw tarcia i zuzycia pozwolito na sformutowanie nowego prawa
zuzycia powierzchni, bedacego uogolnieniem klasycznego prawa Archarda [4]. Ostatnia
czes¢ rozdziatu 3 poswiecona jest analizie numerycznej problemoéw kontaktowych z zas-
tosowaniem modelu tarcia dla proceséw obrobki plastycznej przedstawionego w rozdziale 3.2.2.
Wyprowadzona jest konsystentna macierz sztywnosci elementu kontaktowego przy zaloze-
niu, ze powierzchnia narzedzia jest sztywna i modelowana elementami liniowymi oraz
policzone sa proste przykltady dwuwymiarowe. Wyniki numeryczne ilustruja wtasnosci
nowego modelu tarcia.

W rozdziale 4, na prostym, jednowymiarowym przyktadzie paska spoczywajacego na
podtozu ciernym, zilustrowane sa r6zne mozliwe modele oddzialywania z podtozem i ich
interakcje (Mroz, Stupkiewicz [74]). W szczegolnosci dyskutowany jest wplyw tarcia na
propagacje odspojenia. Rozdzial ten zawiera rowniez praktyczny przyklad dotyczacy
wyciagania wiokna z matrycy w kompozytach o kruchej matrycy (np. w kompozytach
ceramicznych). Zmodyfikowany model paska na podlozu jest powszechnie stosowany
do opisu wspoélpracy witokna z matryca w takich kompozytach. Przedstawiony model
uwzglednia dylatacje na skutek oddzialywania nieréwno$ci powierzchni kontaktowych
(Stupkiewicz [105]).

W rozdziale 5 przedstawiony zostal problem oddzialywania sprezystej belki z podtozem
ciernym. W przypadku belki pot-nieskoniczonej (Stupkiewicz, Mroz [104]) przytozone ob-
cigzenie zginajace belke w plaszczyznie podloza jest rownowazone jedynie przez sity tarcia
miedzy belka a podtozem. Zaprezentowane rozwiazanie wykazuje ceche samopodobienistwa,
gdy obcigzenie belki rosnie monotonicznie i spelnia pewien dodatkowy warunek. Za-
prezentowano rowniez nowe wyniki (rozdziat 5.2) dotyczace belki o skonczonej dtugosci,
ktora uginajac sie jednocze$nie §lizga sie z tarciem po podlozu. Rozwiazanie prostego
przyktadu belki utwierdzonej ilustruje ciekawe efekty, ktore dla wzglednie duzych sit tar-
cia w znaczacy sposOb moga wplywaé¢ na zachowanie uktadu — w szczegélnosci, gdy
dodatkowo rozpatrywane jest postepujace odspajanie belki od podtoza. Pokazano, ze od-
cigzenie, czyli zmniejszenie przytozonego obciazenia moze spowodowaé dalsze odspajanie
od podloza.

Ponizej, w kolejnych podrozdziatach, zaprezentowany jest przeglad literatury doty-
czacej kontaktu i tarcia. Przedstawione jest sformutowanie probleméw kontaktowych,
bedace punktem wyjécia dla rozwazan zawartych w rozdziale 2. Jednoczesnie zdefiniowa-
ne kinematyczne i statyczne miary oddzialywan kontaktowych sg podstawowymi zmien-
nymi modeli tarcia dyskutowanych w rozdziale 3. Rozdzial 1.3 stanowi przeglad modeli
tarcia i zuzycia bedacy wprowadzeniem do rozdzialéw poswieconych modelowaniu kon-
stytutywnemu tych zjawisk. W koricu w rozdziale 1.4 omoéwione sa krotko podstawy
mechaniki zniszczenia jako baza dla rozwazan dotyczacych wzajemnego oddzialywania
tarcia i postepujacego odspajania (delaminacji).



Rozdzial 1. Wprowadzenie 5

1.2 Problemy kontaktowe z tarciem

Rygorystyczne sformulowanie ogélnych probleméw kontaktowych z tarciem jest trudnym
i ciekawym problemem badawczym. Podobnie — ich dyskretyzacja metoda elementow
skonczonych i metody rozwigzywania otrzymanych nieliniowych probleméw przyrosto-
wych. W biezacym podrozdziale zostang krotko omoéwione podstawy formutowania i
metod rozwigzywania problemoéw kontaktowych bedace baza dla tematow poruszanych
w dalszej czesci pracy. Szczegbdtowe zagadnienia zwigzane z tg tematyka wykraczaja poza
zakres niniejszej pracy.

W klasycznych problemach brzegowych w mechanice ciata stalego definiuje sie czeéc
brzegu, na ktorej zadane sg obcigzenia oraz cze$¢ brzegu, na ktorej zadane sa przemieszcze-
nia. Sformutowanie takich problemoéw zawiera rownania rownowagi, zwiazki kinematyczne
oraz réwnania konstytutywne cial odksztatcalnych (sprezystych, sprezysto-plastycznych,
itp.). W zagadnieniach kontaktowych, oprocz tej klasycznej czesci sformutowania, nalezy
dodatkowo wyr6znié¢ cze$é brzegu, na ktorej mozliwy jest wzajemny kontakt dwoch (lub
wiecej) cial. Nastepnie definiuje sie kinematyczne miary kontaktu (odlegto$¢é normalna
i predkosé¢ poslizgu) oraz odpowiadajace im wielkosci statyczne (normalne naciski kon-
taktowe i naprezenia cierne). W koncu nalezy przyja¢ zwiazki konstytutywne wiazace ze
sobg te wielkoSci.

Najprostszymi zwiazkami tego typu sa warunek kontaktu Signoriniego oraz prawo
tarcia Coulomba. W klasycznych podejsciach do opisu probleméw kontaktowych, ze
wzgledu na matematyczng posta¢ otrzymywanych zaleznosci, warunki te byly najczes-
ciej traktowane jako ograniczenia natozone na deformacje kontaktujacych sie cial. W
bardziej nowoczesnym podejéciu zwigzki miedzy kinematycznymi i statycznymi miarami
kontaktowymi traktowane sa jako prawa konstytutywne kontaktu (Curnier i in. [25]; Klar-
bring [52]). Ogolniejsze problemy kontaktowe, w ktorych brane sa pod uwage rowniez
zjawiska generacji i przewodzenia cieplta lub zuzycia powierzchni kontaktowych, wyma-
gaja dodatkowej czesci sformutowania opisujacej te procesy (np. rownania przewodzenia
ciepla) oraz réwnan wiazacych wielkosci opisujace te procesy z pozostalymi wielkoSci-
ami kinematycznymi i statycznymi (Zmitrowicz [130, 132]; Johansson, Klarbring [46];
Stromberg i in. [103]). Opis roznych klas problemow kontaktowych wiaze sie z koniecznos-
ciag przyjecia odpowiednich (czesto bardzo sie rézniacych) sformulowarn. Przyktadowo,
w analizie polaczen czesto wystarczy przyjecie zalozenia o malych przemieszczeniach i
matych poslizgach. Z kolei procesy obrobki plastycznej wiaza sie z duzymi deformacjami,
sprzezong termo-plastycznoscia, zazwyczaj rowniez z efektami lepkimi. Odno$ne modele
i sformulowania mozna znalez¢ na przyktad w pracach: Mroz, Raniecki [72]; Raniecki,
Samanta [93|; Nowacki [80]; Perzyna [86, 87]; Rodi¢ [94]; Simo, Miehe [95].

Poniewaz rownania konstytutywne klasycznej plastycznosci oraz tarcia nie zaleza od
predkosci (odksztaltcen, poslizgow) w tego typu zadaniach parametr obciazenia mozna
utozsamic¢ z czasem rzeczywistym i wystarczy prowadzi¢ analize quasi-statyczna (o ile
procesy sa na tyle powolne, ze mozna pomina¢ dynamiczne sity masowe). Jednakze w
wielu przypadkach sama natura badanych procesow wymaga sformutowania dynamicznego
(Hughes i in. [37]; Wriggers i in. [123]; Bajer, Bogacz [10]; Szefer i in. [112]).

Najogolniejszym przypadkiem problemu kontaktowego z tarciem jest kontakt dwoch



Sc=S¢c=S¢
Rysunek 1.1: Dwa ciala w kontakcie (mate poslizgi).

cial doznajacych duzych deformacji, a co za tym idzie réwniez duzych poslizgow. Pod
pojeciem duzych poslizgéw nalezy rozumieé poslizgi towarzyszace procesom, w ktorych
ustalony punkt jednego ciata kontaktuje sie z réznymi punktami drugiego ciala i gdy
wzgledne przemieszczenia punktow w strefie kontaktu trzeba traktowaé jako skonczone.
Skonczone poslizgi wiaza si¢ zazwyczaj ze zmianami kierunku wektora normalnego do
powierzchni kontaktowej. Obok zmian konfiguracji wywolanych skoriczona deformacja
kontaktujacych sie cial, jest to glowny powod koniecznos$ci uwzgledniania skoriczonych
przemieszczen wzglednych.

Ponizej przedstawione zostanie najprostsze sformutowanie problemu kontaktowego,
mianowicie kontakt dwoch cial sprezystych przy zatozeniu matych odksztatcen i matych
przemieszczen wzglednych punktow na powierzchni kontaktu. Nastepnie zostang skro-
towo omoéwione problemy kontaktowe o skoniczonych deformacjach i poslizgach, przy czym
poruszone zostana aspekty charakterystyczne jedynie dla probleméw kontaktowych. W
szczegblnodei czesé sformutowania dotyczaca duzych deformacji sprezysto-plastycznych —
wykraczajaca poza zakres pracy — nie bedzie szczeg6towo omawiana.

1.2.1 Sformulowanie dla malych po$lizgéw

W celu zdefiniowania wielkosci opisujacych stan kontaktu oraz wprowadzenia podstawo-
wych praw konstytutywnych kontaktu, rozwazmy przypadek quasi-statycznego kontaktu
dwoch cial sprezystych. Dzieki uproszczonej kinematyce kontaktu sformulowanie takiego
zagadnienia jest stosunkowo proste. Uwzglednienie duzych deformacji i duzych poslizgow
wymaga przedefiniowania niektorych zaleznosci, jednakze struktura problemu nie zmienia
sie.

Pokazane na rysunku 1.1 dwa ciala zajmujg obszary Q% € R? (o = 1,2). Czesci
brzegu, na ktorych okreslone sa przemieszczenia i obcigzenia oznaczone sa odpowiednio
przez S i S§, a potencjalne powierzchnie kontaktu przez S (S%, Sf, S& nie maja czesci
wspolnej oraz S§ U Sf U S¢ = 00Q°).
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Z zatozenia matych wzglednych przemieszczen wynika, ze kazdemu punktowi na po-
wierzchni kontaktowej S! odpowiada dokladnie jeden, ustalony punkt na powierzchni
S%. A zatem obie powierzchnie S! i S? moga by¢ utozsamione i reprezentowane przez
jedna wspolng powierzchnie kontaktu S.. Dzieki takiemu zatozeniu kinematyka kontaktu
ulega znacznemu uproszczeniu. Mianowicie para oddzialujacych ze soba punktéw obu
cial moze by¢ reprezentowana przez jeden punkt x € S.. Wektor d opisujacy odlegtosé
dwoch punktow w (potencjalnym) kontakcie zdefiniowany jest jako:

d(z) = u’(z) —u'(x), zcS., (1.1)

gdzie u® s polami przemieszczen obu cial. Przez n = n! oznaczmy jednostkowy wektor
normalny do powierzchni S, skierowanym na zewnatrz Q'. Wektor odlegloéci d mozna
teraz roztozy¢ na skladowe normalna i styczna do powierzchni kontaktu:

dy=mn-d, dr=(1-n®n)d.

Oddzialywania kontaktowe opisane sa wektorem naciskow kontaktowych ¢ = ¢! = —¢2,
ktorego sktadowe maja postac

in=n-t, tr=(1-ne®n)t. (1.2)

Quasi-statyczny problem kontaktowy polega na znalezieniu dwoch pol przemieszczen
u*(xz,\) (€ Q% X >0, a =1,2) speliajacych nastepujacy ukltad rownan:

e rownanie rOwnowagi
Dive® + f; =0, (1.3)

e rownanie konstytutywne (liniowej sprezystosci)

o =C%", (1.4)
e warunki zgodnosci odksztalcen
e = L(Vu® + V'u®), (1.5)
e warunki brzegowe
u® = uy na Sy,
o'n® = t) na Sy, (1.6)
o'n =t na S,
e warunki poczatkowe
u”(x,0) =0 (1.7)

e normalne prawo kontaktowe (warunek Signoriniego)

dy >0, txy<0, dyty=0, (1.8)



e prawo konstytutywne tarcia (warunek tarcia Coulomba)

|tT| S —/,LtN ) JeZEll |dT| == 0,
tr . dT
trl  |dg|

(1.9)

|tT| = —utn, JeZEll |dT| > 0.

W powyzszych rownaniach kropka oznacza pochodng wzgledem czasu A (parametru obcia-
zenia quasi-statycznego). Zadane sity masowe f,, obciazenia zewngtrzne ¢ i wymuszenia
kinematyczne w, sa znanymi funkcjami czasu. Trzecie z rownan (1.6), definiujace wektor
naciskow kontaktowych ¢, formalnie nie jest warunkiem brzegowym. Jednakze zostato
umieszczone obok naprezeniowego warunku brzegowego na brzegu S;* ze wzgledu na ana-
logiczng strukture.

Ze wzgledu na przyrostowy charakter prawa tarcia Coulomba (1.9) zagadnienia kon-
taktowe z tarciem naleza do klasy problemoéw zaleznych od historii. W zwigzku z tym ich
rozwigzanie musi by¢ poszukiwane przyrostowo.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze normalne naprezenia kontaktowe ty zdefiniowane przez
rownania (1.2) i (1.6) sa niedodatnie, co znajduje odzwierciedlenie w warunkach Sig-
noriniego (1.8). Czesto uzywana jest odwrotna konwencja, w ktorej naprezenia kontak-
towe py s3 nieujemne i maja interpretacje ci$nien kontaktowych:

pN = —tn, Dy =1r. (1.10)

Naprezenia kontaktowe py, p,, zgodne z powyzsza konwencja, sa bardziej naturalne w
zastosowaniu do modelowania konstytutywnego zjawisk kontaktowych i beda czesto uzy-
wane w dalszej czesci pracy.

Lokalne rownanie rownowagi (1.3) z warunkami brzegowymi (1.6) moze by¢ zastapione
rOwnaniem wyrazajacym catkowa zasade prac przygotowanych:

2
;( [ o veurae - | fpoutdar — [ 3 tf,‘&uo‘dSO‘> —
—/ (txddy + tr - 6dr)dS,  (1.11)
Se

gdzie du® oznacza pole kinematycznie dopuszczalnych przemieszezen wirtualnych (du® =
0 na S%), a 6d = du? — du' jest wirtualnym przemieszczeniem wzglednym punktow na
powierzchni kontaktu. Powyzsze sformutowanie wariacyjne moze by¢ punktem wyjscia do
dyskretyzacji metoda elementow skonczonych. Lewa strona rownania (1.11) jest standar-
dowym czlonem opisujacym roéwnowage ciata w zakresie malych deformacji, natomiast
prawa strona uwzglednia prace naprezen kontaktowych.

1.2.2 Problemy kontaktowe w zakresie duzych deformacji

Uwzglednienie skonczonych zmian konfiguracji ciat i ich powierzchni kontaktowych, zasad-
niczo komplikuje tak sformutowanie kontaktowych probleméw brzegowych jak i metody
ich numerycznej analizy.
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(b)

Rysunek 1.2: Zdyskretyzowany kontakt wezla S z liniowym elementem 1-2: (a) separacja,
dy > 0; (b) penetracja, dy < 0.

Odrzucenie zalozenia o matych wzglednych przemieszczeniach wzglednych powierzchni
kontaktowych powoduje, ze nie mozna na stale zwigzaé ze soba oddzialywujacych ze soba
punktow obu powierzchni. Konieczne jest wiec ustalenie metody wyznaczania punktow
chwilowo kontaktujacych sie ze soba. Definicja musi uwzglednia¢ mozliwa separacje i pe-
netracje powierzchni. Penetracja powierzchni moze wynika¢ z warunku nie przenikania sie
powierzchni, gdy zamiast warunku Signoriniego stosowana jest funkcja kary (kontaktowa
podatnosé normalna). Rowniez w procesie iteracyjnego poszukiwania rozwigzania moze
wystapi¢ przejsciowa penetracja powierzchni. Dopiero po wyznaczeniu pary punktow
bedacych w chwilowym kontakcie, mozna zdefiniowa¢ miary ich odlegtosci oraz predkosci
wzglednej.

Dominujacg metoda formulowania probleméw kontaktowych jest rozpatrywanie kon-
taktu ciat zdyskretyzowanych (dla potrzeb metody elementow skoriczonych). Klasycznym
podejsciem jest wyrdznienie jednej powierzchni jako odniesienia dla opisu wzglednego
ruchu poszczegolnych weztow! zdyskretyzowanej powierzchni drugiego ciata (np. Wrig-
gers i in. [122, 123]). Dwuwymiarowy przypadek kontaktu wezla z prostoliniowym ele-
mentem pokazany jest na rysunku 1.2. Budowane na podstawie takiego schematu ele-
menty kontaktowe sa stosunkowo proste, gdyz dla elementéw liniowych wektor normalny
n ma w obrebie jednego elementu staly kierunek. Przyblizenie rzeczywistego brzegu
krzywa (powierzchniag w zadaniach trojwymiarowych) odcinkami liniowa prowadzi jednak
do skokowych zmian wektora normalnego przy przejsciu z elementu na sasiedni i w konsek-
wencji do pogorszenia zbieznoSci rozwigzania. 7 kolei uzycie zakrzywionych elementéw
kontaktowych (tworzacych gladkie powierzchnie) prowadzi do znacznego skomplikowa-
nia sformutowania problemu, szczegolnie gdy rozpatrywane sa przypadki trojwymiarowe
i gdy oba kontaktujace sie ciata traktowane sg jako odksztalcalne. Stad tez powstala
potrzeba odmiennego, bardziej racjonalnego sformutowania problemoéw kontaktowych o
skoniczonych deformacjach.

Lepsze podejécie uzyskuje sie gdy najpierw opisywany jest kontakt w sformutowaniu
kontynualnym, a nastepnie problem kontynualny jest dyskretyzowany dla potrzeb ana-
lizy numerycznej. Dzieki temu mozliwa jest konsystentna dyskretyzacja przestrzenna
(elementy) oraz linearyzacja wzgledem parametru obciazenia (czasu) potrzebna przy roz-

!Taki wezel okreslany jest mianem “niewolnika” (ang. slave), podczas gdy powierzchnia (lub jej ele-
ment), z ktoéra sie kontaktuje, okreslana jest jako “pan” (ang. master).
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wigzywaniu probleméw nieliniowych. Sformutowania tego typu dla kontaktu bez tarcia
zawieraja na przyklad prace Telegi [114], Curniera i in. [24|. Przypuszczalnie pierwsze
podejscie uwzgledniajace tarcie kontaktowe zaprezentowali Klarbring i Bjorkman [51] dla
ograniczonej klasy probleméw, w ktorych deformacja jednego z ciat jest z goéry narzu-
cona. Kolejne prace — Curnier i in. |25, Klarbring [52] — zawieraja pelne sformutowanie
kontaktu dwoch cial odksztalcalnych.

Podstawa wyzej wymienionych sformulowan jest projekcja ortogonalna punktoéow po-
tencjalnej powierzchni kontaktowej ciala B! na potencjalna powierzchnie kontaktows
drugiego ciala — B?. Podobnie jak w przypadku kontaktu powierzchni zdyskretyzowanych
sformutowanie jest wiec “niesymetryczne”. Jedno z cial — B? — jest wyrdzniane jako
“przeszkoda” lub “cel” (ang. obstacle, target), i deformacja drugiego ciala — B' (zwanego
contactor) — jest ograniczona przez ta przeszkode. Projekcja ortogonalna wyznacza
normalng odleglos¢ (separacje lub penetracje) obu powierzchni, bedaca odpowiednikiem
wektora odlegtosci d zdefiniowanego rownaniem (1.1) dla przypadku malych poslizgow.
Odlegto$¢ zwigzanych ze sobg punktéw powierzchni jest funkcja okreslona dla wszystkich
punktéw potencjalnej powierzchni kontaktowej ciata B'. Projekcja ortogonalna jest jed-
noznaczna, gdy obie powierzchnie sa dostatecznie blisko siebie (co wystarcza dla potrzeb
mechaniki kontaktu). Wtedy tez funkcja normalnej odlegtosci jest jednoznaczna, a odw-
zorowanie punktéw jednej powierzchni na punkty drugiej powierzchni jest wzajemnie jed-
noznaczne.

Projekcja ortogonalna jest rowniez podstawa sformutowania zaproponowanego w pracy
Szefera i in. [112]. W pracy tej wprowadzona zostala koncepcja “kontaktowej powierzchni
osobliwej”, ktora pozwala dodatkowo uwzgledni¢ obecnosé trzeciego ciata w strefie kon-
taktu.

1.2.3 Sprzezone zagadnienia termo-mechaniczne

W wielu rzeczywistych problemach kontaktowych zachodzi konieczno$¢ uwzglednienia
nie tylko oddzialywann mechanicznych, ale takze termicznych. W problemach kontak-
towych oddzialywania mechaniczne i procesy przewodzenia ciepta moga by¢ ze sobg silnie
sprzezone. Po pierwsze, z dysypacja cierng wigze sie generacja ciepta na powierzchni
kontaktowej. Po drugie, gdy rozpatrywane jest przewodzenie ciepta przez powierzchnie
kontaktowa, parametry problemu czysto mechanicznego (aktualna powierzchnia kontaktu,
wielkosé cisnien kontaktowych) maja znaczacy wplyw na proces przewodzenie ciepla. Ze
wzgledu na sprzezenia termo-mechaniczne mozna wyrézni¢ dwie klasy probleméw kon-
taktowych. Pierwsza — to zadania, w ktoérych mozna sie spodziewa¢ znaczacej generacji
ciepla na powierzchni kontaktowej (duze odlegtosci poslizgu ciernego, obciazenia cyk-
liczne). Do drugiej klasy naleza zadania, ktore ze swojej natury wymagaja uwzglednienia
wplywu zmian temperatury i przewodzenia ciepta. Wtedy uwzglednienie przewodzenia
ciepta przez powierzchnie kontaktowa jest zrédtem dodatkowych sprzezeri. Przyktadem
nalezacym do drugiej grupy sa procesy obrébki plastycznej na goraco.

W procesach kucia na goraco wystepuja bardzo duze rbéznice temperatury kontak-
tujacych sie powierzchni, dochodzace do 700-800°C przy pierwszym kontakcie odkuwki
z matryca. W klasycznych metodach kucia kontakt trwa stosunkowo dlugo (rzedu 1-
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2s), a zatem ilo$¢ ciepla otrzymywana przez matryce jest stosunkowo duza. Z kolei w
stosowanych w ograniczonym zakresie metodach kucia przy bardzo duzych predkosciach
i krotkich czasach kontaktu (HERF — High Energy Rate Forming), ilo$¢ otrzymywanego
ciepta jest znacznie mniejsza, gdyz czas kontaktu jest znacznie krotszy. Jednak ze wzgledu
na bardzo wysokie predkosci poslizgu i zwigzang z nimi wysoka moc ciepta generowanego
na skutek dysypacji ciernej moc strumienia ciepta jest bardzo duza. W obu przypad-
kach dokladne modelowanie deformacji obrabianego materialu i naprezen termicznych w
matrycy jest mozliwe jedynie w ramach sprzezonego opisu termo-mechanicznego.

Sformutowania termo-mechanicznych probleméw kontaktowych mozna znalezé na
przyktad w pracach Johanssona i Klarbringa [46] (mate poslizgi) oraz Wriggersa i Miehe
[124] (duze poslizgi). Praca Stromberga i in. [103] rozszerza sformutowanie Johanssona i
Klarbringa [46] o procesy zuzycia powierzchni.

Zazwyczaj przyjmuje sie, ze cala energia dysypowana na skutek tarcia zamienia sie
w ciepto generowane na powierzchni kontaktu. Wynikowy strumien ciepta jest nastepnie
dzielony na pol i przekazywany do obu kontaktujacych sie cial. Johansson i Klarbring [46]
zaproponowali konstytutywny model kontaktu, ktorym kazda powierzchnia charakteryzuje
sie pewna kontaktowa przewodnoscia cieplng v* (o = 1,2) bedaca funkcja kontaktowych
naciskow normalnych: v* = *(¢y). W takim przypadku, strumienie ciepta tarcia, dostar-
czane do kazdego z cial, zachowuja stosunek v' /72, podczas gdy catkowita przewodnosé
kontaktowa réwna jest v'v?/(7'++?). Praca Johanssona i Klarbringa [46] zawiera réwniez
model, w ktorym uwzgledniona jest dodatkowo pojemnos$¢ cieplna samej warstwy kontak-
towej. Moze to modelowaé¢ na przyktad pojemnosé cieplng warstwy smaru lub czastek
zuzytego materialu (trzeciego ciata).

Wyrafinowany model kontaktowej przewodnoéci cieplnej dla przypadku kontaktu bez
tarcia zostal przedstawiony przez Zavarise i in. [125]. Uwzglednia on trzy mechanizmy
przewodzenia ciepla przez powierzchnie kontaktowa: na rzeczywistych kontaktach nie-
rownosci obu cial, w “babelkach” gazu wystepujacego w pustkach miedzy nieréwnosciami
powierzchni oraz przez promieniowanie. Uproszczona wersja tego modelu zostata uzyta
przez Wriggersa i Miehe [124] dla ogolnego przypadku kontaktu ciernego.

1.2.4 Numeryczna analiza probleméw kontaktowych

Tak jak w calej nieliniowej mechanice ciala stalego, réwniez w przypadku probleméow
kontaktowych, praktycznie jedyna mozliwoscig rozwiazywania konkretnych problemow
brzegowych sa metody przyblizone. Wsréd nich najszerzej stosowana jest przemiesz-
czeniowa metoda elementéw skoriczonych. Mimo cigglego rozwoju metod numerycznych,
zwiekszajacej sie mocy obliczeniowej komputeréw oraz postepow w teoretycznej mechanice
zagadnien kontaktowych, efektywne i doktadne rozwigzywanie zadan tego typu jest ciagle
mozliwe jedynie w ograniczonym zakresie.

Szczegblna ztozonosé problemoéw kontaktowych wynika z konieczno$ci spelnienia nie-
liniowych kontaktowych praw konstytutywnych — warunku nieprzenikania oraz prawa
tarcia. Jest to szczego6lnie trudne, gdy powierzchnie kontaktu sa zakrzywione i gdy oba
kontaktujace sie ciata podlegaja deformacji. OczywiScie rozwigzywanie zadan trojwy-
miarowych jest znacznie trudniejsze niz dwuwymiarowych. I to nie tylko dlatego, ze
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zwieksza sie liczba niewiadomych. Roéwniez algorytmy kontaktowe ulegaja znacznemu
skomplikowaniu i sa kosztowne numerycznie.

Rownania najprostszych praw kontaktowych — warunek Signoriniego (1.8) z modelem
tarcia Coulomba (1.9) — maja postac¢ niejednoznacznych zwiazkoéw miedzy wielkosciami
kinematycznymi (dy oraz dT) a odpowiadajacymi im naprezeniami kontaktowymi (¢y
oraz tr). Popularna metoda uwzglednienia tego typu zaleznosci jest metoda mnoznikow
Lagrange’a. Jednakze jej zastosowanie w analizie numerycznej prowadzi do zle uwarunko-
wanych macierzy sztywnosci i w konsekwencji do numerycznych problemoéw ze zbieznoscia
metody. Znaczace polepszenie wlasnosci numerycznych osiggane jest dzieki zastosowaniu
rozszerzonej metody mnoznikéw Lagrange’a (Alart, Curnier [2]).

W odmiennym podejéciu do probleméw kontaktowych rezygnuje sie ze $cistego spel-
nienia warunkéw kontaktu i tarcia. Dopuszcza sie pewna penetracje powierzchni oraz
niezerowe poslizgi (zwane sprezystymi), nawet gdy naprezenia styczne sa mniejsze od
wartosci granicznej. Drzieki takiej regularyzacji z zastosowaniem funkcji kary, konsty-
tutywne zwiazki kontaktowe staja sie jednoznaczne. Wada podejscia jest konieczno$c
wprowadzenia duzych sztywnosci (aby zapobiec nadmiernym penetracjom). Powoduje to,
ze podobnie jak w metodzie mnoznikéw Lagrange’a, otrzumuje sie w wyniku Zle uwa-
runkowane macierze sztywnosci. Sformulowania w oparciu o funkcje kary sa podstawsg
metod prezentownych na przyklad przez Klarbringa [49], Wriggersa i in. [123|, czy Perica
i Owena [85].

Przy zalozeniu liniowej funkcji kary, zregularyzowane normalne prawo kontaktowe ma
postac:

o { 0 dlady >0,
N7 endy  dlady <0,

gdzie wspotczynnik ¢y jest normalng podatnodcia kontaktows. Taka intepretacja funkcji
kary, jako odzwierciedlenia pewnego dopuszczalnego “przenikania” sie powierzchni kon-
taktowych, ma podstawy teoretyczne. W istocie mikro-mechaniczne rozwazania doty-
czace kontaktu powierzchni z nieréwnosciami daja fizyczne podstawy regularyzacji jed-
nostronnego warunku kontaktowego Signoriniego. Inspirowane mikro-mechanika kontaktu
nieliniowe podatnosci kontaktowe zostaly zaproponowane miedzy innymi przez Odena i
Martinsa [81] oraz Wriggersa i in. [123].

Regularyzacja warunku tarcia, dla ktorej réwniez mozna szuka¢ wytlumaczenia w
oddzialywaniu nieréwnoéci, dokonywana jest zazwyczaj przez rozbicie wzglednej predkosci
stycznej na jej cze$¢ sprezysta i niesprezysta (Michatowski, Mroz [67], Curnier [23|):

dr = d; + d.
Definiujac zalezno$¢ miedzy naprezeniem stycznym i sprezysta czescia poslizgu:
tr = cpd; = cr(1 —n®@n)d",
oraz warunek tarcia ograniczajacy dopuszczalne wartosci sit kontaktowych:

F(ty,tr) = [[tr| + ptn <0, (1.12)
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opis tarcia mozna sprowadzi¢ do formalizmu teorii plastycznosci. Sprezysta czes¢ poslizgu
d odpowiada odksztalceniom sprezystym, podczas gdy czesé niesprezysta dj. jest odpo-
wiednikiem odksztatcenn plastycznych?.
Warunek tarcia nalezy uzupehic o prawo poslizgu (analogie niestowarzyszonego prawa

plastycznego plyniecia):

dp =\ 1.13
gdzie G = ||tr|| = const jest potencjatem poslizgu, a A > 0 jest mnoznikiem wyznaczanym
z warunku zgodno$ci F' = 0. Podobnie jak w teorii plastycznosci wyprowadza si¢ prawo
przyrostowe w postaci: _

t=Dd,
gdzie konstytutywna macierz styczna D (odpowiednik macierzy sprezysto-plastycznej)
ma postaé (Peric, Owen [85]):

D?=cr(1-s®s—n®n)— ucys @n + cyn @ n. (1.14)

Wektor n jest wersorem normalnym, a s = tr/||tr|| jest wersorem stycznym do powierz-
chni kontaktu (zwrot s pokrywa sie ze zwrotem wektorow tr i dT) Powyzsze wzory
sa prawdziwe dla przypadku, gdy wektor normalny n ma ustalony kierunek, a wiec dla
powierzchni ptaskich lub gdy powierzchnia jest zdyskretyzowana elementami liniowymi.

Konstytutywna macierz styczna (1.14) jest pochodng wektora naprezen po przyros-
cie wektora przemieszczenia wzglednego: D® = 0t/0d. Odpowiada wiec nieskoncze-
nie matym przyrostom przemieszczen. Jednakze w algorytmach numerycznych przyrosty
przemieszczen sa skoriczone. Wynika to z koniecznosci podzielenia przedzialu czasu, w
ktoérym rozpatrywany jest proces, na kroki czasowe o skonczonej dtugosci. Aby uzyskaé
pozadang kwadratowa zbieznosé iteracyjnych metod rozwigzywania uktadow rownan nieli-
niowych (np. najpopularniejsza metoda Newtona-Raphsona lub ktoras z jej modyfikacji),
nalezy uzywac¢ macierzy stycznej konsystentnej z zastosowana metoda catkowania po cza-
sie. Podobnie jak dla warunku Hubera-Misesa w plastycznosci (Simo, Taylor [96]), taka
macierz mozna wyznaczy¢ w oparciu o algorytm powrotu promieniowego (ang. radial
return). Idea tego algorytmu przedstawiona jest na rysunku 1.3.

Stosujac w pelni niejawna metode catkowania po czasie (ang. one-step backward Euler
scheme), zada sie spelnienia warunku tarcia i prawa poslizgu jedynie na koncu kroku.
Poszukiwane jest wiec rozwigzanie dla kroku czasowego n + 1 przy znanym rozwigzaniu
dla kroku n. W oparciu o przyrost przemieszczenia Ad,, | wyznaczana jest probna wartosé

naprezenia kontaktowego ¢ (ang. elastic predictor, trial stress):

trial trial
g1 = tvn + enAdynyr, Tty =ty + crAdrp .

Jesli il spelnia warunek tarcia (1.12), to rozwazany punkt kontaktu znajduje sie w

stanie przylegania, a naprezenie na koncu kroku przyjmuje wartos¢ probna: ¢, = tffi“f.

2Uwzglednienie wptywu poslizgéw niesprezystych na warto$é wspotczynnika tarcia prowadzi do praw
wzorowanych na modelach plastycznosci ze wzmocnieniem (Buczkowski, Kleiber [17, 18]; de Souza Neto
iin. [98])
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Rysunek 1.3: Algorytm powrotu promieniowego (radial return).

W przeciwnym razie nastepuje poslizg, a naprezenie probne jest korygowane (ang. plastic
corrector) w sposob zgodny z prawem poslizgu:

__ gtrial _
INnt1 = tyny1s  travt = —HINnt1Snyt,

gdzie wektor s, jest kierunkiem poslizgu na konicu kroku:

trial
tTn—I—l

[0

Po zdefiniowaniu funkcji odpowiedzi na skonczony przyrost przemieszczenia

Sp+1 =

t(tn, dy,d —dy,) = ||trast||Snst + tnnei g1, (1.15)

jej pochodna .
ot(t,,d,,d—d,)

DY =
od

(1.16)

d=dn+1

stanowi konsystentng macierz styczng i jest rOwna

Ser ||tTn+1||
Tl

Macierze styczne konstytutywna (1.14) i konsystentna (1.17) sa niesymetryczne. Wy-
nika to z uzycia niestowarzyszonego prawa poslizgu (1.13) i pojawienia sie czlonu s ® n.
Ta wtlasno$¢ problemow kontaktowych z tarciem jest dodatkowym utrudnieniem w ich
analizie numerycznej, gdyz globalna macierz sztywnosci rowniez staje sie niesymetryczna
i w zwiazku z tym wymaga zastosowania odpowiednich algorytmow numerycznych.

Na koniec warto zwroci¢ uwage, ze stosowanie niejawnych algorytmow catkowania jest
niekiedy zbyt kosztowne numerycznie. Konieczno$é¢ iteracyjnego rozwigzywania roéwnan
o bardzo duzej liczbie niewiadomych prowadzi do znacznego wydtuzenia czasu obliczen.

(1871188041 N 1®N 1) —ICN St 1Oy 11 HCN Ny 1 RNy - (1.17)
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Dlatego tez, stosowanie metody catkowania jawnego (Eulera) — mniej doktadnej, lecz na
tyle szybkiej, ze mozna uzywac¢ bardzo duzej iloéci maltych krokéow czasowych — czesto
okazuje sie bardziej efektywne w tego typu zastosowaniach (Owen i in. [83]).

Przedstawione powyzej wyprowadzenie konsystentnej macierzy stycznej dla zagadnien
kontaktowych z tarciem jest ograniczone do przypadku, gdy jedno z cial jest nieodksztal-
calne, a elementy skoniczone opisujace jego powierzchnie sa liniowe. W przypadku, gdy oba
ciala sg odksztalcalne, i dla elementoéw zakrzywionych otrzymanie konsystentnej macierzy
stycznej jest znacznie bardziej skomplikowane i zazwyczaj jest powaznym ograniczeniem
we wprowadzaniu takich ogolniejszych elementéw kontaktowych do programoéw analizy
metoda elementow skoniczonych. Uwzglednienie bardziej zaawansowanych modeli tarcia
wiaze sie z dodatkowymi utrudnieniami.

W rozdziale 3.3.1 w oparciu o powyzszy schemat wyprowadzona jest konsystentna
macierz styczna dla nowego modelu tarcia, przeznaczonego dla opisu procesow obrobki
plastyczne;j.

1.2.5 Problemy sprezystosci z tarciem

Podklasa problemow kontaktowych z tarciem sg zadania, w ktorych znane s normalne
naciski, a wiec i bezwzgledna wielko$¢ sit tarcia, natomiast w rozwigzaniu nalezy wyzna-
czy¢ ich kierunek. Ogoélne problemy tego typu wymagaja rozwigzywania numerycznego.
Uzyskanie rozwigzania analitycznego mozliwe jest jedynie w szczegodlnie prostych, jedno-
wymiarowych przypadkach. Bardzo istotng zaleta rozwigzan analitycznych jest mozliwosé
zbadania i przejrzystego zilustrowania ciekawych efektow powstajacych w efekcie uwz-
glednienia tarcia. Ponadto rozwiazania analityczne moga by¢ wykorzystane do analizy
poprawnosci i doktadnosci metod przyblizonych.

Najprostszym jednowymiarowym zagadnieniem brzegowym z tarciem jest problem
sprezystego paska spoczywajacego na sztywnym podtozu ciernym. Na tym przyktadzie
Jarzebowski i Mroz [42] badali prawa poslizgu i prawa pamieci zwigzane z propagacja
stref poslizgu. Wprowadzony zostal opis przy pomocy powierzchni pamieci, podobny do
stosowanego w wielopowierzchniowych warunkach plastycznosci. Pasek na podlozu jest
roOwniez prototypem modeli procesow wyciggania wiokna z matrycy w kompozytach o
kruchej matrycy (np. Hutchinson, Jensen [38], Marshall [62]). W rozdziale 4 przyktad
paska na podlozu jest wykorzystany do analizy delaminacji od podtoza z jednoczesnymi
poslizgami ciernymi w strefie odspojone;j.

Innymi prostymi elementami jednowymiarowymi sa belki. Fischer i in. [30, 31] oraz
Nikitin [78] zajmowali sie oddzialywaniem z podlozem ciernym belki poddanej zgina-
niu w ptaszczyznie podltoza. Nikitin pokazal, ze rozwigzanie musi uwzglednia¢ nieskonc-
zong liczbe stref poslizgu, ktore przy obciazeniu monotonicznym propaguja w sposob
samopodobny. Problemowi oddzialywania belki z podlozem ciernym poswiecony jest
rozdzial 5.

Tematem, ktorym zajmowato sie wielu badaczy, sa belki warstwowe, w ktorych po-
miedzy warstwami moga wystepowaé poslizgi i towarzyszace im sity tarcia. Ogolne sfor-
mulowanie takiego problemu przedstawil Murakami [77]. Swobodnie podparta belka
dwuwarstwowa zajmowali sie Krzy$ i Trojnacki [58]. Pokazali oni, ze aby zachowac
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ciggltosé sit normalnych w poszczegolnych warstwach nalezy uwzgledni¢ skok wydatkow
sit tarcia na granicy strefy poslizgu. Springfield i Joshi [99], ktorzy analizowali ten sam
przypadek, nie uwzglednili tego skoku w swoim rozwigzaniu. W wyniku otrzymali btedne
rozwigzanie o zupelnie odmiennym charakterze propagacji strefy poslizgu. Ilustruje to
0g6lng trudnosé¢ przy konstruowaniu rozwigzan analitycznych probleméw, w ktorych wys-
tepuja niejednoznaczne w swej naturze zwigzki okreslajace sity tarcia.

1.3 Mechanizmy i opis proceséw tarcia i zuzycia

1.3.1 Modele tarcia
Fenomenologiczny opis tarcia

Sposrod wszystkich modeli tarcia mozna wyrézni¢ podstawowa (i przypuszczalnie naj-
liczniejsza) grupe — modele, w ktorych zaktada sie jedynie dwa mozliwe stany kontaktu:
przyleganie i poslizg. Ponadto uwzglednia sie jedynie sktadowa predkosci poslizgu styczna
do powierzchni kontaktu i pomija sie takie efekty jak na przyklad dylatacja kontaktowa.
Do opisu tego typu modeli tarcia bardzo dobrze pasuje aparat teorii plastycznosci
(rozdzial 1.2.4). Rozne modele tarcia zadaje sie przez zdefiniowanie wielkosci naprezen
ciernych wystepujacych podczas poslizgu: pst = pit(pn, w), a ogolna postaé¢ prawa tarcia

mozna zapisac¢ jako:
F(py, prsw) = |prll — pi oy, w) < 0. (1.18)

gdzie w jest symbolicznym oznaczeniem wektora dowolnych zmiennych stanu, od ktorych
zalezy wielko$¢ naprezen tarcia rozwiniete. Przyktadowo w klasycznym modelu tarcia
Coulomba mamy: pit = pit(pn) = upn.

W rownaniu (1.18) do opisu oddziatywan kontaktowych zastosowane zostalo ci$nienie
kontaktowe py = —tx > 0, bardziej naturalnym w modelowaniu konstytutywnym od nor-
malnego naprezenia kontaktowego ty. Naprezenia cierne p, zachowuja konwencje znakow
przyjeta w rozdziale 1.2. Dla zachowania zgodnosci znakéw zmiennych kinematycznych
i statycznych, wprowadzmy miary wzglednego ruchu kontaktujacych sie powierzchni wuy,
ur:

pn = —tn, pr = tr,
uy = —dN, ur = dT.

Tak wiec z dodatnim ci$nieniem kontaktowym py skoniugowana jest normalna odleglosc¢
powierzchni uy, dodatnia gdy zachodzi penetracja.
Warunkowi tarcia (1.18) towarzyszy niestowarzyszone prawo poslizgu (1.18) w postaci:

: . 0G
wp = A—,
opr
z potencjalem poslizgu G = ||py|| = const. Zgodnie z tym prawem poslizgu normalna

sktadowa predkosci poslizgu uy jest zerowa.
Nalezy zwrocié uwage, ze warunek tarcia (1.18) jest niezalezny od sposobu sformuto-
wania problemu kontaktowego i metody jego rozwiazywania. Dla przylegania (F' < 0)
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mozna rownie dobrze zaklada¢ zerowe przemieszcznia styczne, jak rowniez dopuszczac
pewien poslizg sprezysty.

Opis tarcia przy pomocy warunku (1.18) nie obejmuje modeli tarcia, w ktorych za-
ktada sie wystepowanie wiekszej liczby mozliwych stanéw kontaktu ciernego. Przyktad-
owo, w niektéorych modelach rozréznia sie mikro-poslizgi odpowiadajace za zjawiska his-
terezy kontaktowej oraz poslizg globalny, bedacy odpowiednikiem poslizgu w klasycznym
prawie tarcia Coulomba. Tego typu modele zaproponowane zostaty w pracach Mroza i
Jarzebowskiego [42| oraz Mroza i Giambanco [70]. Modele te wymagaja wprowadzenia
wiekszej liczby powierzchni tarcia, ktore pozwalaja opisaé “pamie¢” kontaktu. 7 kolei w
celu uwzglednienia dylatacji kontaktowej prosty potencjal poslizgu G = ||py|| = const
musi by¢ zastapiony odpowiednim potencjalem generujagcym skladowa normalng pred-
kosci vy = u}y # 0.

Mechanizmy tarcia

W teoriach ttumaczacych przyczyny tarcia ogolnie przyjete jest, ze istnieja dwa gltowne
mechanizmy. Pierwszy z nich, zwiazany jest z wzajemnym przyleganiem stykajacych sie
ze sobg materialow i okreslany jest mianem tarcia adhezyjnego. Drugi mechanizm — tar-
cia §ciernego (abrazyjnego) — ma swoje zrodlo w deformacjach plastycznych warstwy
powierzchniowej, wywotanych przez nieréwnosci drugiej powierzchni lub czastki trze-
ciego ciala znajdujace sie pomiedzy kontaktujacymi sie powierzchniami. Deformacje te,
w zaleznosci od rodzaju materiatéw, stanu ich powierzchni i dodatkowych czynnikow,
moga dotyczy¢ samych nieréwnosci (np. $cinanie, splaszczanie nierownosci) lub tez calej
warstwy powierzchniowej. W tym ostatnim przypadku, wyr6zni¢ mozna Scinanie calej
warstwy na skutek duzych naprezen stycznych przyltozonych do powierzchni oraz oranie
powierzchni przez twarde nieréwnosci lub czastki trzeciego ciata. Dodatkowo, w mate-
riatach kruchych, duze naprezenia $cinajace moga powodowaé powstawanie szczelin w
warstwie powierzchniowej. Klasyfikacje mechanizmoéw tarcia mozna znalez¢ na przyktad
w pracach Tabora [113] lub Suha i Sina [109].

Jedng z pierwszych byta teoria tarcia adhezyjnego (np. Bowden, Tabor [16]). Jej
podstawowym pojeciem jest rzeczywista powierzchnia kontaktu. Ze wzgledu na mikro-
nierownosci wystepujace na kazdej rzeczywistej powierzchni, przy zetknieciu sie cial bez-
posredni kontakt zachodzi jedynie na niewielkiej cze$ci nominalnej powierzchni kontaktu.
Okresla ja stosunek sumy A, po6l powierzchni rzeczywistych kontaktow nieréwnosci obu
powierzchni do catkowitego (nominalnego) pola powierzchni kontaktu A:

a=—r
W dalszej czesci pracy stosunek ten okreslany bedzie skrotowo jako rzeczywista powierzchni
kontaktu c.

Podstawowym zalozeniem teorii tarcia adhezyjnego jest, ze rzeczywiste kontakty cha-
rakteryzuje stata wytrzymalos¢ na $cinanie 7, bedaca utamkiem granicy plastycznodci przy
Scinaniu k stabszego materialu: 7 = mk. Na skutek wystepowania roznych zanieczyszczen
powierzchniowych, naprezenie tnace 7 jest mniejsze od wytrzymatosci na $cinanie, czyli
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m < 1. W przypadku kontaktu metali, adhezje stykajacych sie nier6wno$ci ttumaczy sie
powstawaniem mikro-spawow, ktorych Scinanie podczas poslizgu daje wktad do globalnej
sity tarcia. Ten wktad jest proporcjonalny do granicy plastycznosci oraz do rzeczywistej
powierzchni kontaktu a:

pgf:cw:amk, T=mk, 0<m<I1.

Staly wspotezynnik adhezji m (ang. friction factor) zalezy od rodzaju kontaktujacych sie
materialéw i od stanu ich powierzchni, obecnosci smaru itp.

Teoria tarcia adhezyjnego tlumaczy prawo Coulomba dzieki temu, ze rzeczywista
powierzchnia kontaktu « okazuje sie w wielu modelach oddzialywania chropowatych
powierzchni liniowa funkcja naciskow normalnych (np. model Greenwooda i Williamsona [32]
dla nier6wnosci oddzialujacych sprezyscie). Prosty model tarcia adhezyjnego mozna
wyprowadzi¢ zaktadajac, ze na rzeczywistych kontaktach ci$nienia sa tak duze, ze nie-
rownosci odksztalcaja sie plastycznie (Archard [4]; Bowden, Tabor [16]). Przyjmujac,
ze normalne naciski na rzeczywistych kontaktach sa wtedy rowne twardo$ci materiatu
H =~ (2 + 7)k, otrzymuje sie:

:p—N:piN pSl:amk Iu:p—%:
H Q24+mnk 77 ’ PN 24T

<0.2.

Glowna staboscia tej teorii jest, ze przewidywane przez nig wspotczynniki tarcia sa ogra-
niczone do pu < 0.2, cho¢ w rzeczywisto$ci wieksze wartosci sa czesto spotykane. Uwz-
glednienie wzrostu powierzchni kontaktu na skutek dodatkowych czynnikéw pozwala w
pewnym zakresie thumaczy¢ takie przypadki (Tabor [113]).

Uzyskanie czystego tarcia adhezyjnego mozliwe jest jedynie w warunkach laborato-
ryjnych (kontakt czystych powierzchni metalowych). W warunkach rzeczywistych prak-
tycznie zawsze wystepuja czastki zuzytego materiatu lub zanieczyszczeri. Obserwowane
w licznych testach rysy na powierzchniach kontaktu sugeruja, ze drugim waznym me-
chanizmem tarcia jest oranie twardymi nieréwnos$ciami lub czastakami znajdujacymi sie
pomiedzy kontaktujacymi sie powierzchniami i zwigzane z tym deformacje plastyczne
warstwy powierzchniowej. Powstalo wiele modeli tych zjawisk — od prostych, wycho-
dzacych z zalezno$ci geometrycznych dla zatozonych ksztaltéow twardych nieréwnosci
(Tabor [113|, Komvopoulos i in. [54]), po modele bazujace na analitycznych (metoda
charakterystyk) oraz przyblizonych (metoda gornej oceny kinematycznej) rozwigzaniach
plastycznej deformacji wokol orzacej nieréwnosci (Suh, Sin [109]; Challen, Oxley [21];
Petryk [88, 89]; Avitzur, Nakamura [5]; Komvopoulosi in. [55]; Azarkhin, Richmond [8, 9]).

W rzeczywistych warunkach kontaktowych na wypadkowy site tarcia sktadac sie¢ moze
wiele roznych mechanizmoéw (adhezja, oranie przez twarde nieréwnosci nalezace do jednej
z powierzchni, oranie przez czastki trzeciego ciala, Scinanie nieréwnosci i in.). Proby
uwzglednienia w jednym modelu réznych mechanizmoéw tarcia zawieraja miedzy innymi
prace Suha i Sina [109], Tabora [113], a takze Zhanga i in. [127, 128].

Ze wzgledu na obecno$¢ smardéw i ich udzial w zjawiskach tarcia wyrdznia sie trzy
rodzaje tarcia. Tarcie suche zachodzi w warunkach, gdy powierzchnie kontaktowe sg prak-
tycznie wolne od jakichkolwiek smaréw. W przypadku tarcia w warunkach smarowania
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Rysunek 1.4: Proste modele tarcia: (a) model Coulomba p3f = upy; (b) model o statym
naprezeniu tnagcym p§t = mk i model Orowana; (c) model Wanheima i Bay’a.

granicznego (ang. boundary lubrication), niewielkie ilogci smaru pokrywaja cienka warstwa,
powierzchnie kontaktujacych sie cial wplywajac w ten sposob (czasem bardzo znacz-
nie) na wspotczynnik adhezji m. Dyskutowane powyzej mechanizmy tarcia sa charak-
terystyczne dla tarcia suchego i smarowania granicznego. W trzecim przypadku, gdy
ilos¢ smaru jest wystarczajaca, a takze gdy predkosé poslizgu jest wystarczajaco wysoka,
cienka warstwa smaru calkowicie separuje powierzchnie kontaktowe. Mamy wtedy do
czynienia ze smarowaniem hydrodynamicznym. Osiaggane wspolezynniki tarcia oraz zuzy-
cie powierzchni sg wtedy bardzo niskie. Warunki takie sa typowe w cze$ciach maszyn,
tozyskach itp.

Niekiedy wyroznia sie jeszcze czwarty rodzaj oddzialywania powierzchni w warunkach
smarowania. Zwykle okreslany jest on rowniez terminem “smarowanie graniczne” (ang.
boundary lubrication). Dotyczy przypadku, gdy naciski normalne sg cze$ciowo przenoszo-
ne przez bezposrednie kontaktu nieréwnosci powierzchniowych, a czeSciowo przez hydro-
dynamiczne lub hydrostatyczne oddzialywania smaru (Avitzur |6, 7]; Wilson [119], Sobis
iin. [97]).

Modele tarcia w procesach obrdébki plastycznej

Model tarcia Coulomba nie moze byé¢ stosowany dla proceséw obrobki plastycznej ze
wzgledu na specyficzne warunki kontaktowe. Po pierwsze, procesy te zwykle charak-
teryzuja sie wysokimi cisnieniami kontaktowymi. Zastosowanie modelu Coulomba ze
stalym wspotczynnikiem tarcia moze prowadzi¢ do naprezen stycznych wiekszych od gra-
nicy plastycznosci na Scinanie. W najprostszych modelach zaktada sie wiec, ze naprezenia
tarcia p3! nie zaleza od naciskéw normalnych py i sa pewnym utamkiem granicy plastycz-
nosci na Scinanie — rysunek 1.4(b). Bardziej realistyczny model zostal zaproponowany
przez Orowana [82] w latach czterdziestych. Model ten jest polaczeniem modelu Coulomba
dla mniejszych wartosci naciskow normalnych z modelem o stalym naprezeniu tnacym dla
wiekszych naciskow.

Wazna cecha warunkow kontaktowych w procesach obrobki plastycznej jest duza
roznica twardosci kontaktujacych sie powierzchni. Dlatego tez, zazwyczaj zaklada sie,
ze powierzchnia narzedzia (matrycy, stempla, itp.) jest sztywna w stosunku do uplastycz-
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(a) (b)

workpiece IC)Nl_> —_— workpiece F’Nl_> —_—
Tl T |

tool tool

Rysunek 1.5: Podstawowe modele mikro-mechaniczne: (a) ST/RW; (b) RT/SW; (c)

charakter zaleznosci naprezenia ciernego od naciskow normalnych.

nionego materiatu obrabianego. Wychodzac z tego zalozenia, modele tarcia budowane na
bazie mikro-mechaniki kontaktu zaktadaja jeden z dwoch prostych schematow wspotpracy
powierzchni: kontakt chropowatego materiatu z gtadkim narzedziem (schemat ST/RW —
smooth tool-rough workpiece, rysunek 1.5(a)), oraz kontakt gtadkiego materiatu z chro-
powatym narzedziem (schemat RT/SW — rough tool-smooth workpiece, rysunek 1.5(b)).

Pierwszy schemat (ST/RW) odpowiada modelowi tarcia adhezyjnego. Modele bazu-
jace na tym schemacie uwzgledniaja wazng ceche charakterystyczng zjawisk kontaktowych
w warunkach wysokich naciskéw normalnych. Plastyczna deformacja nier6wnoéci prowadzi
do ich sptaszczania i do wzrostu rzeczywistej powierzchni kontaktu. Jednak rzeczywista
powierzchnia kontaktu moze co najwyzej osiagna¢ warto$¢ o = 1. Po przyjeciu, ze
naprezenie styczne na rzeczywistych kontaktach nieréwnodci jest stale i wynosi 7 = mk
(typowe zalozenie modeli adhezyjnych) naprezenie tarcia przyjmuje postac:

sl

Py = amk. (1.19)

Pierwszym 1 najbardziej popularnym modelem tego typu jest model Wanheima i
Bay’a [115, 14]. Na podstawie rozwiazania metoda charakterystyk (material sztywno-
plastyczny) otrzymali oni zaleznosé rzeczywistej powierzchni kontaktu a od bezwymia-
rowego ci$nienia normalnego py = py/k oraz od wspolczynnika adhezji m opisujacego
srednie lokalne naprezenie styczne na splaszczonym czubku nieréwnosci:

= a(py, m). (1.20)
Podstawiajac (1.20) do (1.19) otrzymuje sie model tarcia o jednym tylko parametrze m:
ﬁ;‘l = ma(ﬁNa m)a

gdzie bezwymiarowe cisnienia skalowane sa przez granice plastycznosci na Scinanie obra-

bianego materiatu k:
PN _ _Dpr

7 Pr = T

Otrzymany model tarcia daje w rezultacie gtadkie przejécie od liniowego prawa Coulomba

do stalego naprezenia ciernego dla wysokich naciskow normalnych (rys. 1.5(c)).
Powyzszy model tarcia adhezyjnego statl sie punktem wyjscia do calej serii prac Wan-

heima, Bay’a i wspotpracownikow [11, 12, 13, 14, 79, 101, 116], w ktorych przedstawione

PN =
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zostaly kolejne wyniki dotyczace modeli tarcia w procesach obrobki plastycznej. Bay [14]
zaprezentowal bardziej rozbudowane rozwigzanie metada charakterystyk, w ktorym rze-
czywista powierzchnia kontaktu zalezy od dodatkowego parametru (kata nachylenia nie-
rownosci). Zaproponowal rowniez funkcje analityczna, przyblizajaca rozwiazania anali-
tyczne.

Przyjecie zatozenia, ze powierzchnia narzedzia jest chropowata, natomiast powierz-
chnia materiatu obrabianego jest gladka (schemat RT/SW), pozwala modelowaé¢ drugi
podstawowy mechanizm tarcia (oranie) i prowadzi do modeli tarcia Sciernego. Tego typu
model zostal rozwiniety przez Avitzura i Nakamure [5]. Oparty jest on na rozwiazaniu
metoda goérnej oceny kinematycznej problemu orania powierzchni twarda trojkatna nie-
rownoscia. Rowniez ten model opisuje gtadkie przejscie od prawa Coulomba do tarcia
nie zalezacego od ci$nienia normalnego (rys. 1.5(c)). W kolejnych pracach Avitzur [6, 7]
uwzglednil obecnos$é smaru, ktory przenosi czesé naciskow normalnych (smarowanie gra-
niczne).

Jedna z waznych cech warunkéw kontaktowych w procesach obrobki plastycznej jest
zaawansowana deformacja plastyczna obrabianego materialu. Deformacja plastyczna sa-
mego materialu znacznie przyspiesza proces splaszczania nieréwnosci, a wiec i wzrost
rzeczywistej powierzchni kontaktu (Wilson, Sheu [118]; Sutcliffe [111]). Powstaly wiec
modele tarcia adhezyjnego (bazujace na rozwiazaniach metoda gornej oceny kinematy-
cznej lub metoda elementow skoriczonych) uwzgledniajace wptyw deformacji plastycznej
wewnatrz obrabianego materiatu (Wilson [119, 120]; Korzekwa i in. [57]). Wilson [120]
zaproponowal rowniez prosty model tarcia $ciernego uwzgledniajacy deformacje plasty-
czng materiatu, przy wykorzystaniu rozwiazania metoda gornej oceny kinematycznej (tego
samego, na bazie ktorego zbudowany zostal jego model tarcia adhezyjnego).

De Souza Neto i in. [98]| zaproponowali fenomenologiczny model tarcia przeznaczony
dla procesow ttoczenia blach, bedacy modyfikacja modelu Coulomba. Zaktada sie w nim,
ze wspoOtczynnik tarcia zalezy od skumulowanej dysypacji ciernej. Zalozenie to oparte jest
na obserwacji, ze na skutek poslizgéw nastepuje $cieranie cienkiego pokrycia z powierzchni
blachy i w efekcie zmiana jej whasnosci ciernych. Jak pokazuja wyniki [98], przyjecie sku-
mulowanej dysypacji ciernej jako wewnetrznej zmiennej stanu daje bardzo dobre wyniki
w tego typu zastosowaniach.

W rozdziale 3.2 przedstawione sa nowe modele przeznaczone do opisu tarcia w proce-
sach obrobki plastycznej.

Tarcie anizotropowe

Badania eksperymentalne pokazuja, ze dla niektorych materialow wielkosé sity tarcia za-
lezy od kierunku poslizgu. Tego typu zaleznosci obserwuje sie¢ dla powierzchni majacych
nieizotropowa strukture. Moze ona wynika¢ z anizotropii samego materiatu (kompozyty,
krysztaly) lub moze by¢ pozostaloscia obrobki mechanicznej powierzchni. Wlasnosci ani-
zotropowe tarcia i zuzycia dla pewnych par kontaktowych zostalty udokumentowane w
bardzo wielu pracach 20, 34, 41, 91, 110|. Liczne odestania do literatury na temat tarcia
anizotropowego zawieraja prace Zmitrowicza [130, 131, 132].

Propozycje opisu tarcia anizotropowego na bazie aparatu teorii plastycznosci siegaja
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prac Michatowskiego i Mroza [67] oraz Curniera [23|. He i Curnier [35] zaprezentowali
model tarcia anizotropowego sformutowany w formalizmie duzych deformacji i duzych
poslizgow. Z kolei Zmitrowicz [131] zaproponowal opis tarcia przy uzyciu tensora tarcia,
ktory przyporzadkowuje jednostkowemu wektorowi predkosci poslizgu wektor sity tarcia.
W odréznieniu od innych modeli prowadzi on do niestowarzyszonego prawa poslizgu.

Rozdzial 3.1 zawiera model anizotropowego tarcia i zuzycia bedacy rozszerzeniem mo-
delu Michalowskiego i Mroza [67].

1.3.2 Zuzycie powierzchni

Przez zuzycie powierzchni rozumie sie ubytek materiatu na skutek oddziatywan kontak-
towych. Predkosé zuzycia opisuje normalna predkosé transformacji powierzchni w mier-
zona w [m/s|. W innym ujeciu odzwierciedla ona ubytek objetosci materiatu na jednostke
powierzchni i jednostke czasu [m?/(m?s)].

Podstawowymi mechanizmami zuzycia sa zuzycie adhezyjne, $cierne, korozyjne oraz
zmeczeniowe. Pierwsze dwa sa bezposrednio zwiagzane z odpowiadajacymi im mecha-
nizmami tarcia. Zuzycie korozyjne ma duze znaczenie w niektorych warunkach kontak-
towych, gdzie wysokie temperatury powierzchni kontaktowych sprzyjaja przyspieszonemu
utlenianiu i w konsekwencji znacznemu ubytkowi materiatu. Z kolei zuzycie zmeczeniowe
wystepuje na powierzchniach poddawanych cyklicznym obcigzeniom i zwigzane jest z
propagacja mikro-szczelin zmeczeniowych. Obciazenia cykliczne moga mieé¢ charakter
czysto mechaniczny, jak w przypadku kot zebatych, ltozysk itp., badZz termiczny lub
mieszany termiczno-mechaniczny, typowy dla powierzchni matryc, stempli, walcow u-
zywanych w procesach obrobki plastycznej na goraco. Zmeczenie termiczne zwigzane
jest z wielokrotnymi cyklami zmian temperatury powierzchni, wywotujacymi cykliczne
naprezenia termiczne napedzajace procesy zmeczenia warstwy powierzchniowe;j.

Klasyfikacja mechanizmow zuzycia i typowych warukow ich wystepowania zawiera
praca Lima i Ashby’ego [60]. Wyro6zniaja oni sposrod innych mechanizmow zuzycia te,
ktore sa zwiazane z deformacjami plastycznymi nieréwnosci powierzchniowych oraz w calej
warstwie powierzchniowej, a wiec zuzycie adhezyjne oraz $cierne. Zuzycie na skutek tych
mechanizméw jest dla wielu warunkéw kontaktowych z dobra dokladno$cig opisywane
przez proste prawo Archarda [4].

Prawo Archarda, wyprowadzone przy zalozeniu mechanizmu zuzycia adhezyjnego mo-
wi, ze objetos¢ zuzytego materialu V' jest wprost proporcjonalna do sity normalnej Fly
oraz drogi poslizgu ur, a odwrotnie proporcjonalna do twardosci powierzchni H:

s

VNH

Lokalna predkos¢ zuzycia w wyraza sie wiec przez normalne naciski kontaktowe py oraz

predkosé poslizgu v§ = ||v5||:

PNUT
T

gdzie 7y jest parametrem modelu. Do rownowaznego prawa zuzycia prowadzi teoria zuzy-

cia delaminacyjnego (ang. delamination wear) rozwijana przez Suha i wspotpracownikow

(1.21)

w="ry
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[106, 107, 108]. Zgodnie z ta teorig zuzycie nastepuje wskutek nukleacji pustek oraz
rozwoju podpowierzchniowych szczelin rownoleglych do powierzchni kontaktowej. Propa-
gacja tych szczelin wywolywana jest nastepujacym cyklicznie nagniataniem powierzchni
przez §lizgajace sie po niej nieréwnosci drugiej powierzchni kontaktowej. Gdy szczelina
osigga pewna krytyczna dlugo$é nastepuje oderwanie kawatka materiatu, ktéry ma charak-
terystyczny ksztalt ptatka. Poniewaz zuzycie powierzchni nastepuje cienkimi warstwami,
mechanizm ten zostal skojarzony z delaminacja.

Szczegolne warunki zuzycia w procesach obrobki plastycznej omowione sa na przyktad
w pracach Hansena [33] oraz Spuzica i in. [100], a pewne uogolnienie prawa Archarda
dla tego typu warunkoéw kontaktowych zostalo zaproponowane przez Sobisa i in. [97].
Hansen [33] pokazal, ze stosujac prosty model oddzialywania twardych nier6wnosci z
powierzchnia, mozna wykaza¢ prawo zuzycia $ciernego w postaci zgodnej z prawem Ar-
charda. Ten mechanizm zuzycia, a w szczegolnosci $cieranie przez czastki trzeciego ciala
(ang. third body abrasion), jest dominujacy w procesach obrobki plastycznej na goraco.
Przyktadowo, badania statystyczne przyczyn zniszczenia matryc dla ponad 100 elementow
(o roznych geometriach) kutych na goraco wykazaly, ze w okolo 70% za zniszczenie ma-
tryc odpowiedzialne bylo zuzycie $cierne (Meyer-Nolkemper, Heinemeyer [66]). Roznego
rodzaju spekania spowodowaly uszkodzenie okoto 25% matryc, a pozostate 5% przypadalo
na trwate odksztalcenia plastyczne.

Prawo Archarda (1.21) zostalo wyprowadzone w oparciu o zalozenie, ze rzeczywista
powierzchnia kontaktu jest proporcjonalna do naciskéw normalnych. W tym zakresie
naciskow zachowuje stusznosé prawo tarcia Coulomba, a wiec zachodzi proporcjonalnosc¢
cisnienia kontaktowego py do naprezenia tarcia poslizgowego pr = ||pr||. A zatem prawo
zuzycia (1.21) mozna przedstawi¢ w rownowaznej postaci, w ktorej predkosé zuzycia jest
proporcjonalna do dysypacji ciernej D:

.rvs
U.’:’NYPTH T

_ 5D (1.22)

Przypuszczalnie dzieki wladnie tej wtasnosci, zapewnia ono bardzo dobry opis zuzycia
w szerokiej gamie warunkow kontaktowych. Fenomenologicznym wyttumaczeniem takiej
zaleznosci moze by¢ nastepujaca argumentacja:

Mikroskopowym przejawem dysypacji sit tarcia jest dysypacja towarzyszaca
deformacjom plastycznym oraz rozwojowi uszkodzen w warstwie powierzchnio-
wej. Tak wiec wielkosci obu dysypacji sa ze sobg silnie zwigzane. Jednoczesnie
procesy zachodzace w warstwie powierzchniowej sa przyczyna zuzycia. Mozna
przyjaé, ze przy ustalonym mechanizmie zuzycia, jego predkosé jest proporcjo-
nalna do predkosci dysypacji energii w warstwie. Predko$¢ zuzycia jest wiec
proporcjonalna rowniez do predkosci dysypacji sit tarcia.

Powyzsze rozumowanie jest podstawa modeli zuzycia zaproponowanych w rozdziatach 3.1
i 3.2, dla powierzchni anizotropowych oraz dla proceséw obrébki plastycznej.
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Rysunek 1.6: Podstawowe mody rozwarcia i propagacji szczeliny.

1.4 Zniszczenie — odspajanie i delaminacja

Jednym z celéw niniejszej pracy jest analiza wzajemnych oddziatywan miedzy procesa-
mi zniszczenia i procesami ciernymi. Procesy mikrouszkodzen warstwy powierzchniowej
prowadzace do zuzycia powierzchni wraz z odno$nymi modelami zostalty omoéwione w
poprzednim podrozdziale. Ponizej zostang wprowadzone podstawowe pojecia i zaleznosci
wystepujace przy opisie proceséw zniszczenia, takich jak odspajanie i delaminacja, charak-
terystycznych na przyktad dla kompozytéw warstwowych.

Badajac propagacje szczeliny na granicy dwoch osrodkéw (np. miedzy dwiema warst-
wami kompozytu, lub miedzy cienka powloka a podlozem) mozna koncentrowac sie na
skomplikowanym polu naprezen panujacym wokot korica takiej szczeliny i na mozliwosci
zmiany kierunku jej propagacji (czyli przejsciu od delaminacji do rozwoju szczeliny w
poprzek jednej z warstw). Dla potrzeb uproszczonego opisu zjawisk tego typu mozna tez
zaktadaé, ze propagacja takiej szczeliny zachodzi w Scisle okreslonym kierunku, to znaczy
w plaszezyznie dzielacej oba osrodki. Przyjmujac uproszczony model elementu (belkowy,
plytowy, itp.) koncentrowac sie wtedy mozna na wplywie uszkodzenia na wlasnosci catego
elementu. Pierwsze podejécie jest typowe dla mechaniki pekania®. W pracy, do fenome-
nologicznego opisu zjawisk odspajania i delaminacji, stosowane bedzie drugie podejscie,
wywodzace sie¢ z mechaniki zniszczenia.

W mechanice pekania wyrdznia sie trzy mody propagacji szczelin (rysunek 1.6): mod
[ zwiagzany z otwieraniem, mod II zwigzany ze $cinaniem w plaszczyznie prostopadlej do
linii tworzonej przez koniec szczeliny oraz mod III zwigzany ze Scinaniem w plaszczyznie
rownolegltej do tej linii. W kompozytach warstwowych procesy delaminacji moga za-
chodzi¢ we wszystkich tych modach oraz ich kombinacjach. W literaturze najobszerniej
badana jest delaminacja zachodzaca przy dominacji modu I, polaczona najczesciej z
wyboczeniem zdelaminowanych warstw kompozytu (np. Storakers [102]). Zjawiska tego
typu wystepuja rowniez w ukladach skladajacych sie z cienkiej warstwy na podtozu,
typowych na przyktad w elementach elektronicznych lub powtokach lakierowych (np.
Hutchinson i in. [40]).

Przy zalozeniu, ze warstwy sa Sciskane odpowiednio duzymi ci$nieniami normalnymi,
w rejonach, gdzie nastapito odspojenie, pozostaja one w kontakcie. W takim przypadku
delaminacja ograniczona jest jedynie do modow II i III. Natomiast na odspojonej po-
wierzchni mozna sie spodziewaé poslizgéw i zwigzanych z nimi oddzialywan ciernych.
Wiasnie tego typu zjawiskom, nie przyciggajacym jak dotad uwagi badaczy, poswiecone

30bszerny przeglad metod i wynikow z tej dziedziny mozna znalez¢ w pracy Hutchinsona i Suo [39].
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sa przyktady z rozdzialow 4 oraz 5.2.

W najprostszym przypadku rozw6j nieodwracalnego procesu zniszczenia opisywany
jest przez jeden parametr skalarny. Moze to by¢ na przykitad dtugosé szczeliny w jakims$
elemencie konstrukcyjnym. Klasyczny warunek energetyczny propagacji zniszczenia Grif-
fitha mowi, ze propagacja jest mozliwa wtedy, gdy energia uwalniana na skutek jednos-
tkowego przyrostu dlugosci szczeliny jest rowna “oporowi” tej propagacji, czyli energii
zuzytej w tym nieodwracalnym procesie. Oznaczajac przez [l energie potencjalng uktadu

H:/ Ue)dV — [ t,-uds, (1.23)
\% St

predkosé uwalniania energii G zwigzang ze wzrostem skalarnego parametru zniszczenia a
definiuje sie jako
G = 9
W réownaniu (1.23) U(e) oznacza sprezysta energie odksztalceniowa, a t, — obciazenia
zewnetrzne. Warunek Griffitha méwi, ze w ciele sprezystym propagacja zniszczenia za-
chodzi, gdy
G =R, (1.24)

gdzie R oznacza energie dysypowang przy jednostkowym przyroscie zniszczenia. W ogol-
nym przypadku G i R moga zaleze¢ od wartoéci parametru zniszczenia a i wtedy z prze-
biegu zaleznosci G.(a) = R(a) wnioskuje sie o statecznosci procesu zniszczenia.

Warunek propagacji zniszczenia nalezy zmodyfikowa¢, gdy zniszczenie nie jest jedynym
procesem dysypatywnym. Taki uogélniony warunek propagacji, bedacy w istocie bilansem
energii, mozna wtedy zapisa¢ jako

—dIl =dL —dU =dD = dD* +dD". (1.25)

Oznacza to, ze na skutek przyrostu zniszczenia o da praca sit zewnetrznych przyrasta o dL,
catkowita energia sprezysta — o dU, a calkowita energia dysypowana — o dD. Przyrost
dysypacji ma dwa sktadniki, mianowicie dD? zwigzany z propagacja zniszczenia oraz d.D"
zwigzany z pozostalymi procesami dysypatywnymi (na przyklad na skutek tarcia).



Rozdziat 2

Wilasnosci wybranych problemoéow
brzegowych z tarciem

W niniejszym rozdziale przedstawione sa dwie szczeg6lne klasy problemoéw brzegowych z
tarciem. Pokazano, ze istnieje pewna klasa probleméw kontaktowych z tarciem, ktorych
odpowiedz na obciazenie proporcjonalne jest rowniez proporcjonalna, mimo nieliniowosci
problemu oraz przyrostowego charakteru prawa tarcia Coulomba.

Druga klasa zagadnien dotyczy cienkich, ptaskich cial (tarcz) oddziatujacych z podto-
zem. Wystepujace miedzy ciatem i podlozem sity tarcia maja znana wartos¢ bezwzgledna,
nie jest natomiast znany ich kierunek i zwrot. Zbadane sa warunki delaminacji takich ciat
od podloza i wplyw tarcia na propagacje rozwarstwienia. Szczeg6lnymi przypadkami tego
typu probleméw sa rozwazane w dalszych rozdziatach pracy przyktady paska oraz belki
na podlozu z tarciem.

2.1 Klasa probleméw kontaktowych o proporcjonalnej
odpowiedzi na proporcjonalne obcigzenie

Zagadnienia kontaktowe sg silnie nieliniowe ze wzgledu na jednostronne warunki kontaktu
oraz oddzialywania cierne. Najprostszymi prawami konstytutywnymi sa odpowiednio
warunek Signoriniego oraz prawo tarcia Coulomba. Nieliniowo$¢ warunku Signoriniego
przejawia sie nie znang i zmieniajaca sie powierzchnig kontaktu. Tarcie, bedace procesem
dysypatywnym, réwniez jest zrodtem nieliniowosci. Prawo poslizgu wynikajace z warunku
tarcia Coulomba, powstawanie i ewolucja roznych stref (poslizgu, przylegania, poslizgow
powrotnych, itp.) powoduja, ze problemy kontaktowe z tarciem zaleza od historii i $ciezki
obciagzenia.

Klasyczny model tarcia Coulomba wigze ze sobg sily tarcia oraz predko$¢ wzglednego
poslizgu kontaktujacych sie cial. Przy zalozeniu, ze mozna zaniedbaé sity masowe, pra-
widlowy opis tego typu zaleznos$ci wymaga sformulowania problemu quasi-statycznego,
to znaczy takiego, w ktorym znany stan w pewnej chwili ¢ pozwala wyznaczy¢ jedynie
pochodng tego stanu wzgledem czasu. Rozwigzanie w pewnym skoriczonym przedziale
czasu t € [ty,to] wymaga wiec scatkowania zwiazkow przyrostowych.

26



Rozdzial 2. Wlasnosci wybranych probleméw brzegowych z tarciem 27

Ponizej zostanie pokazane, ze istnieje klasa probleméw kontaktowych, w ktorych stan
kontaktu nie zmienia sie pod dzialaniem obcigzen, i dzieki temu rozwigzania sa liniowa
funkcja parametru obcigzenia. Wtedy tez przyrostowy model tarcia Coulomba okazuje
sie rownowazny modelow: tarcia sprezystego, ktory uzaleznia sity tarcia od wzglednych
przemieszczen, a nie od ich predkosci. A zatem problem statyczny, zdefiniowany jako taki
problem, ktory jest w pelni okreslony przez stan poczatkowy i koricowy (a wiec zaklada-
jacy model tarcia sprezystego) staje sie rownowazny problemowi quasi-statycznemu.

2.1.1 Sformulowanie monotonicznego problemu quasi-statycznego

Rozwazmy problem kontaktu dwoch ciat sprezystych, sformulowany w rozdziale 1.2.1 i
opisany rownaniami (1.3)—(1.9). Zalézmy dodatkowo, ze obciazenie jest proporcjonalne
i monotonicznie rosnace, oraz ze w chwili poczatkowej na calej powierzchni kontaktu
obu cial zar6wno odlegtos¢ w kierunku normalnym jak i normalne naciski kontaktowe sa
zerowe. Niech A, takie ze A > 0, oznacza parametr obciazenia. Wtedy zadane obcigzenia
proporcjonalne wyrazaja sie wzorami:

Fo(m,\) = A, (x), to(z, ) =X (x), ul(m,\) = ul (), (2.1)
gdzie wielkosci ]’IO:, iz‘, uy nie zaleza od parametru obciazenia A. Drugie zalozenie, doty-
czace zerowej separacji i zerowych naciskow kontaktowych dla A = 0, mozna zapisac¢ jako:

dy(x,0) =0, py(x,0)=0 dlaxzeS.. (2.2)

Rozwigzaniem tak postawionego problemu quasi-statycznego sa dwa pola przemieszczen
u*(x,\) (¢ € Q* XA >0, a = 1,2) speliajace rownania (1.3)—(1.9) oraz (2.1) i (2.2).
Zdefiniowane powyzej obcigzenie monotoniczne moze réwniez obejmowadé przypadek
obciazenia cieplnego. W takim przypadku prawo Hooke’a (1.4): o = Ce, przyjmuje
postac:
o=Cle—€e")=C(e —aAT), AT(z,)) = \AT(x), (2.3)

gdzie € oznacza odksztalcenia termiczne, a jest tensorem wspotczynnikéw rozszerzal-
nosci cieplnej, a AT oznacza zmiane temperatury wzgledem stanu poczatkowego. Nalezy
jednak zwroéci¢ uwage, ze zalezne od czasu zjawiska przewodzenia ciepta nie moga by¢
uwzglednione w powyzszym opisie. Tak wiec zmiany temperatury moga sie jedynie
odnosi¢ do rownomiernych (a wiec powolnych) zmian temperatury calego ciata. W swietle
tego, istnienie niejednorodnych poél temperatury AT, spelniajacych wymog proporcjonal-
nosci (2.3), nie wydaje sie prawdopodobne.

2.1.2 Sformulowanie ré6wnowaznego problemu statycznego

Zalozmy, ze istnieje! rozwiazanie u®(x) (x € Q% a = 1,2) spelniajace nastepujacy uktad
réwnan:

!Nie bedgcymi tematem tej pracy problemami istnienia i jednoznacznosci rozwigzan probleméw kon-
taktowych z tarciem, zajmowali sie na przyktad Duvaut i Lions [28] dla probleméw statycznych oraz Alart
i Curnier [2], Klarbring [49, 50] dla probleméw quasi-statycznych.
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e roéwnanie rownowagi B
Dive®+ f, =0 (2.4)

e rownanie konstytutywne (liniowej sprezystosci)

% =C"e" (2.5)
e warunki zgodnosci odksztalcen
e” = z(Va* + V'a®) (2.6)
e warunki brzegowe
u® = uy na Sg,
o'n® = t, na S¢, (2.7)
o’n = t na S,

e normalne prawo kontaktowe (warunek Signoriniego)

dy >0, tn <0, dyty =0 (2.8)

e model tarcia sprezystego

|iT| S —/,Lt;v ~ B Jezeh |ElT| =0

dr (2.9)

- - t 1
|tT| = _ll/tNy |t—§:| — m Jezeh |dT| > 0

W modelu tarcia sprezystego (2.9) zaktada sie, ze sily tarcia zaleza od przemieszczen
wzglednych, a nie od ich predkosci, tak jak w modelu tarcia Coulomba (1.9). Tak wiec
rownania (2.4)—(2.9) opisuja statyczny problem kontaktowy z tarciem (por. Duvaut, Li-
ons [28]).

Mozna tatwo pokaza¢, ze problem statyczny (2.4)—(2.9) z nieznanym @®(x) jest rowno-
wazny problemowi quasi-statycznemu (1.3)—(1.9) z nieznanym u®(x, A) przy spelnionych
zalozeniach (2.1). W istocie, rozwiazanie proporcjonalne (liniowo zalezne od \) w postaci

u(xz,\) = \u®(x), oz, \) =N (x),...,

automatycznie spetnia rownania (1.3)-(1.8). Natomiast réwnowaznosci modelu tarcia
sprezystego (2.9) i Coulomba (1.9) dowodza ponizsze zaleznoSci:

dT o )\&T - &T

|dT| |)\C_lT| |dT|7

itr] = AMtr| < M—pty) = —ptn,

gdyz dla obciazenia monotonicznego A> 0.
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2.1.3 Inne konstytutywne prawa kontaktowe

Zastapmy warunek Signoriniego oraz prawo tarcia Coulomba modelami z liniowa podat-
noscia kontaktowa (styczna i normalna). Styczne przemieszczenie wzgledne moze by¢
roztozone na sktadowa sprezysta d7. i niesprezysta dj zwiazana z poslizgiem:

dT - dsﬂ‘i‘d;v

Przyjmijmy nastepujace podatne prawa kontaktowe:

(o0 dla dy > 0,
tn = { exdy  dlady <0, (2.10)
tr| < —pty . jezeli |d| =0,
tr = crd; t d, : 2.11
T = e tr| = —pty, ——=—L  jezeli |dy| > 0. (2.11)
|tr] d |
Latwo pokaza¢, ze rozwiazanie proporcjonalne u(x,\) = Au(x) spelnia rownania

(1.3)—(1.7) z konstytutywnymi prawami kontaktowymi (2.10) i (2.11), jezeli u(x) jest
rozwiazaniem problemu (2.4)—(2.7) z prawami kontaktowymi w postaci:

ElT = El; + EIST,,
Fo— 0 - dla CzN > 0,
N7 endy dla dy <0,
i ltr| < —uty ) jezeli |dy| = 0,
-ZT - CTd;“a 'ZT d;

ltr| = —pty, T I jezeli |d| > 0.

Normalne prawo kontaktowe (2.8) lub (2.10) moze by¢ wzbogacone o liniowe prawo
dylatacji i rozwigzanie wcigz zachowa wlasnos¢ proporcjonalnosci. Jezeli nieréwnosci obu
powierzchniowe modelowane sg przez trojkatne “zeby” o nachyleniu 9, idealnie pasujace
do siebie przy zerowym potozeniu poczatkowym, to wzgledne przemieszczenie styczne
powoduje dylatacje kontaktowa. Uogolniony warunek Signoriniego uwzgledniajacy liniowa
dylatacje kontaktowa ma wtedy postac:

dN— |dT|tan520, tN S 0, (dN— |dT|tan5)tN:0,
a prawo z podatnoscig normalna mozna zapisaé¢ jako

o = 0 dla dN—|dT|tan5>0,
N7 enl(dy — |dp| tand) dla dy — |dr|tand < 0.

Odpowiednie prawa kontaktowe dla réwnowaznych probleméw statycznych otrzymuje sie
przez podstawienie ty, dy, dp w miejsce ty, dy, dp.

W koricu, izotropowy warunek tarcia Coulomba (1.9) moze by¢ — bez utraty wlasnosci
proporcjonalno$ci rozwigzania — zastapiony anizotropowym prawem tarcia, na przyktad
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w postaci opisanej w rozdziale 3.1. Aby rozwigzanie mogto byé¢ proporcjonalne, model
tarcia musi zachowywa¢ podstawowe wlasnosci modelu tarcia Coulomba, to znaczy sita
tarcia nie moze zaleze¢ od predkosci poslizgu i musi by¢ dla danego kierunku poslizgu
liniowa funkcja naciskow normalnych.

Wyznaczmy teraz energie dysypowana na skutek tarcia. Predkos¢ dysypacji ciernej w
punkcie na powierzchni kontaktu jest réwna

D(x, \) = tr(xz, \) - dr(x, \).

Catkowita energie dysypowana w danym punkcie otrzymuje sie przez scatkowanie pred-
kosci dysypacji D:

/OAD(:I:, NdA = 12 Ep() - dr(e).

Jak widaé¢ energia dysypowana nie jest liniowa funkcja parametru obcigzenia A\. Co za
tym idzie, problemy kontaktowe z prawami konstytutywnymi, ktore zaleza od dysypacji
ciernej, nie beda miaty rozwigzan proporcjonalnych. Przyktadem takiego prawa konsty-
tutywnego jest prawo zuzycia Archarda, zgodnie z ktérym objeto$¢ zuzytego materiatu
jest proporcjonalna do skumulowanej dysypacji ciernej.

2.1.4 Przyklad — pasek na podlozu z tarciem

Jako przyktad opisanej powyzej wltasnosci niektorych problemoéw kontaktowych z tar-
ciem moze postuzy¢ problem sprezystego paska spoczywajacego na sztywnym podtozu.
Rozdzial 4 zawiera opis wielu aspektéw zachowania tego prostego modelu przy zastoso-
waniu réznych modeli jego oddziatywania z podtozem.

Niech pasek o przekroju prostokatnym i wysoko$ci h obcigzony bedzie ci$nieniem nor-
malnym py, rownowazonym reakcja podtoza. Rosngcym naciskom kontaktowym towa-
rzyszy wzrost sit tarcia rozwinietego 7, = upy. Dla prostoty pomijamy odksztalcenia
wzdluzne wywotane przyltozonym obcigzeniem normalnym na skutek poprzecznego efektu
Poissona. Ponadto, do konca paska przylozone jest obciazenie o, — rysunek 2.1(a).
Rownanie rownowagi paska ma postac:

d—%zm (2.12)
gdzie o jest wzdhuznym naprezeniem w pasku, prim oznacza pochodna wzgledem wspo6t-
rzednej z, 7 jest naprezeniem stycznym miedzy paskiem a podtozem, a h jest wysokoscia
paska. W strefie poslizgu, gdzie wystepuja poslizgi punktow paska wzgledem podtoza,
cierne naprezenia styczne sa rowne 7 = 7y signu = +7,, gdzie u oznacza przemieszczenia.
Naprezenie w pasku jest zwigzane z przemieszczeniami zaleznosScia

Eu' = Fe =o. (2.13)

Dla uproszczenia ograniczymy sie tylko do przypadku rozciagania paska (o, > 0),
kiedy w strefie poslizgu 7 = +7,. Oznaczajac przez s dlugo$¢ strefy poslizgu, warunki
brzegowe réwnan (2.12) i (2.13) mozna zapisaé jako:

c=0, u=0, dlaz=-s.
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(@) (b)

Ga
Ts= const A
pN ///
333331337 Ca yd
f— /
I TS: CGa
oL 7
z=0 0 U,

Rysunek 2.1: Pasek pod obciazeniem proporcjonalnym: (a) schemat uktadu; (b) zaleznosc
obcigzenie-przemieszczenie.

Zalozmy, ze obcigzenie paska jest proporcjonalne. Istnieje wtedy liniowa zalezno$é
miedzy obcigzeniem o, i naprezeniami ciernymi 7,, kt6ra mozna zapisa¢ jako

Ts = COgq,

gdzie ¢ > 0 jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci. Roéwnania (2.12) i (2.13) mozna
zapisa¢ w znormalizowanej postaci:

1 1
7' =~, @ =-0 2.14
l Y l 0—7 ( )
gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia
0 _ Eu h
o=—, u= , L= —.
Oq 04S c

Rozwiazanie rownan (2.14) ma postac

a zalezno$¢ obciazenie-przemieszcezenie o, (u,) jest liniowa (u, jest przemieszczeniem korica
paska):

W najprostszym modelu paska na podtozu ciernym (rozdz. 4.1) sity tarcia 7, sa state —
a wiec obcigzenie nie jest proporcjonalne. Dlugosé strefy poslizgu s rosnie wtedy liniowo ze
wzrostem obcigzenia o,. Zalezno$é¢ obcigzenie-przemieszczenie jest nieliniowa i ma postag:
u, = ho?/(2ETs). Krzywe obciazenie-przemieszczenie dla obu przypadkéow (obcigzenia
proporcjonalnego i nieproporcjonalnego) pokazane sa na rysunku 2.1(b). Punkt przeciecia
odpowiada jednakowym w obu przypadkach wartosciom o, oraz ;.
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2.1.5 Dyskusja

Klasa problemo6w kontaktowych opisana powyzej z pewnoscig nie jest ogélna ze wzgledu
na silne zalozenia dotyczace malych poslizgow oraz poczatkowego stanu kontaktu (brak
separacji powierzchni i brak oddzialywan kontaktowych dla A = 0). Jednakze wykazana
zostata ciekawa cecha ukladow tego typu. Mianowicie odpowiedZ na obciazenie propor-
cjonalne jest réwniez proporcjonalna. Prowadzi to do dalszych wnioskow o rownowaznosci
klasycznego przyrostowego prawa tarcia Coulomba z prawem tarcia sprezystego oraz
rOwnowazno$ci quasi-statycznych oraz statycznych probleméw kontaktowych.

Wykazana wlasnos¢ zachodzi dzieki temu, ze warunek tarcia Coulomba f(ty,tr) =0
jest funkcja jednorodng stopnia zerowego wzgledem naprezen kontaktowych t. Co za
tym idzie, przy ustalonym kierunku poslizgu, sity tarcia rozwinietego sa liniowa funkcja
normalnych sit kontaktowych. Dzieki temu dla rozwiazania proporcjonalnego stan kon-
taktu w kazdym punkcie powierzchni kontaktowej jest ustalony: punkt, w ktorym nie
zachodzi poslizg, pozostaje w stanie przylegania; punkt, w ktérym poslizg zachodzi, §l-
izga sie w ustalonym kierunku. To znaczy, nieskoriczenie maly przyrost obcigzenia od
stanu poczatkowego A = 0 powoduje uksztaltowanie sie stref poslizgu, przylegania i sep-
aracji, ktore nastepnie pozostaja nie zmienione w trakcie obcigzania proporcjonalnego.
Przyktad paska na podtozu z tarciem ilustruje ta wlasno$¢ — dtugosé strefy poslizgu
jest stala podczas obciazania proporcjonalnego i zalezy tylko od obciazenia (parametru ¢
proporcjonalnosci obciazenia o, i naprezen ciernych 7y).

Wtlasnosé proporcjonalnosci rozwigzania zachowuja réwniez inne kontaktowe prawa
konstytutywne opisane w rozdziale 2.1.3. Uwzgledniaja one zjawiska takie jak podatnosé
i dylatacja kontaktowa. Dzieki temu, ze majg prosta postaé¢ zaleznosci liniowych, stan
kontaktu oraz stosunek sit tarcia do normalnych sit kontaktowych pozostaje nie zmieniony
przy rosnacym parametrze \. Oczywiscie przy zastosowaniu bardziej fizycznych, nielin-
iowych réwnan konstytutywnych rozwigzanie proporcjonalne nie istnieje.

Zalezno$¢ miedzy tarciem w przyrostowej postaci prawa Coulomba, a tarciem w postaci
przemieszczeniowej w modelu tarcia sprezystego, jest analogiczna do zaleznosci miedzy
teorig plastycznego plyniecia a deformacyjna teorig plastyczno$ci. Rownowazno$é obu
teorii plastyczno$ci zachodzi tylko wtedy, gdy naprezenie pozostaje ciagle w tym samym
punkcie na powierzchni plastycznosci. Jednakze nawet wtedy proporcjonalne obciazenie
nie spowoduje proporcjonalnej odpowiedzi. Dla warunku plastycznosci Hubera-Misesa,
proporcjonalna odpowiedz uktadu moglaby jedynie mie¢ miejsce gdyby granica plastycz-
noéci rosta liniowo od zera w funkcji odksztatcen plastycznych. Rzeczywiste materialty nie
wykazuja takich wtasnodci.

2.2 Problem tarczy na podlozu z tarciem

2.2.1 Sformulowanie problemu

Rozwazmy cienka tarcze, spoczywajaca na sztywnym, ptaskim podtozu. Tarcza, pokazana
na rysunku 2.2, jest reprezentowana przez zbior Q € R2. Zalézmy tez, ze krzywa ¥
dzieli obszar Q na dwie czesci: €, w ktorej tarcza jest przymocowana (przyklejona) do
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Rysunek 2.2: Tarcza odspajana i oddzialujaca ciernie z podtozem.

podtoza oraz €24, na ktorej tarcza ulegta odspojeniu od podloza. Zaktadamy, ze potaczenie
tarczy z podlozem jest nieskoniczenie sztywne, a zatem we wszystkich punktach x € €,
przemieszczenia u sg zerowe: u = (. Z kolei na odspojonej czesci tarcza oddziatuje ciernie
z podlozem. Znana jest bezwzgledna wielko$¢ naprezen ciernych, co odpowiada zalozeniu,
ze znane s3 normalne naciski miedzy tarcza a podtozem.

Na brzegu S, zadane sa przemieszczenia u, a do brzegu S; przylozone sa obciazenia
zewnetrzne T, = t,h, gdzie h jest gruboscia tarczy, a T, jest wydatkiem sily na jednos-
tkowa dhugo$¢ brzegu. Sity tarcia 7 maja charakter sit masowych, gdyz sa przytozone do
wszystkich punktow tak zdefiniowanego ciala dwuwymiarowego. Ich bezwgledna wielkosé
T = |T| = upn jest stala i znana (p jest wspotczynnikiem tarcia), natomiast kierunek
okreslony jest prawem poslizgu wyprowadzonym z prawa tarcia Coulomba.

Na granicy obszaru zdelaminowanego okreslony jest jednostkowy wektor normalny n
skierowany na zewnatrz {2;. Wzdtuz krzywej 3 ciggte sa odksztalcenia tarczy w:

[u] =0, (2.15)

gdzie [p(x)] = p(xt) — p(x7), ¢ € X, oznacza skok wielkoSci ¢ przy przejSciu przez
powierzchnie ¥ (" =&~ =x, *™ € O, x~ € Q).

Na skutek zatozenia, ze w obszarze (), potaczenie tarczy z nieodksztatcalnym podtozem
jest idealnie sztywne, mozna sie spodziewac¢ skoku naprezen kontaktowych przy przejsciu
przez krzywa X:

lon] # 0.

Taki skok nalezy interpretowa¢ jako skutek nieskoriczonego impulsu oddziatywan sty-
cznych miedzy tarcza a podtozem na froncie delaminacji ¥. Przy zalozeniu podatnego
potaczenia na obszarze (2, naprezenia styczne miedzy tarcza a podlozem wystapityby w
obszarze o skoriczonej powierzchni (prawdopodobnie na calym obszarze 2, przy zaloze-
niu, ze tak tarcza jak i charakterystyka podatnosci warstwy taczacej tarcze z podtozem sa
sprezyste). Przypadek sztywnego potaczenia mozna wiec traktowaé jako graniczny, gdy
sztywno$¢ potaczenia dazy do nieskoriczonosci. Wtedy oddzialywania styczne wewnatrz
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Rysunek 2.3: Propagacja frontu delaminacji X.

obszaru (2, daza do zera, a oddzialywania na froncie delaminacji > daza do nieskonczo-
nosci.

Rozwazmy kinematyke propagacji frontu delaminacji (rysunek 2.3). Niech punkt P
stale lezy na poruszajacej sie krzywej ¥. Sktadowa normalna V;, predkosci punktu P musi
by¢ nieujemna (V,, > 0), gdyz proces delaminacji jest nieodwracalny. Zrozniczkowany
warunek ciaglodci przemieszcezen (2.15) daje zaleznos$é miedzy predkoscia propagacji krzy-
wej ¥ a skokiem predkosci punktow tarczy v = 4 = Ou/0t oraz skokiem gradientu
przemieszczenia u:

(@] + V,[(Vu)n] = 0. (2.16)

Poniewaz sity tarcia 7 maja charakter sil masowych réwnanie rownowagi przybiera
postacé
DivN + f =0,

gdzie przez N;; = hoy; (i,j = 1,2) oznaczone sa wewnetrzne sily membranowe. Sily
masowe f rowne sg sitom tarcia:
f =T,
przy czym znak “minus” zostal wprowadzony aby zachowaé¢ zgodnosé oznaczeniami przy-
jetymi w rozdziale 1.2. Tak zdefiniowane dysypatywne sity tarcia 7 spelniajg prawo tarcia
W postaci:
Ir| <7 jezeli |u| =0,
T u
irl=7, T=" jeseliul > 0. (2.17)
T
Prawo (2.17) uwzglednia fakt, ze predkos¢ kazdego punktu tarczy @ jest jednoczesnie jego
predkoscia poslizgu wzgledem nieruchomego podtoza.
Warunki brzegowe zadane sa na brzegach S, i S;:

u = u, na Sy,
Nn = T, na S;.

Z warunku ciaglo$ci przemieszczen (2.15) 1 (2.16) na ruchomym froncie delaminacji wynika
dodatkowy warunek brzegowy:

u=0, u=-V,Vu-n nal. (2.18)
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Ponadto nalezy, podobnie jak w rozdziale 1.2.1, narzuci¢ warunki zgodnosci odksztalcen
(1.5) oraz liniowe prawo Hooke'a N = Ce.

2.2.2 Analiza caltkowitej dysypacji i prawo propagacji frontu de-
laminacji

Zrodlem dysypacji w ukltadzie jest delaminacja oraz oddzialywania cierne. Stosujac podej-
$cie zblizone do podejscia przedstawionego w pracy Pradeilles-Duval i Stolza [90] zostana
znalezione termodynamiczne sily napedowe obu tych proceséow dysypatywnych.

Traktujac uklad tarczy i podloza jako calo$¢, obciazenia T, przylozone do brzegu
S oraz przemieszczenia w, zadane na brzegu S, bedziemy traktowac jako wymuszenia
zewnetrzne. Natomiast oddzialtywania miedzy tarcza a podlozem beda traktowane jako
sity wewnetrzne. Calkowita energia dysypowana w uktadzie tarczy z podtozem jest roznica
miedzy przyrostem pracy sit zewnetrznych a przyrostem energii sprezyste;j:

d
D:/T-'dS T-'dS——/ U(e)dQ, 2.19
g P udoS + Uyp at Jo, (e) ( )

Su
gdzie U(e) = %s - Ce jest gestoscia odksztatceniowej energii sprezystej. Pochodna catko-
witej energii sprezystej calkowanej po zmiennym obszarze €;(t) mozna wyznaczy¢ jako:

d

il U(s)dQ:/ N:édQ+/ U(e)Vpds, (2.20)
dt Jo, Q )

gdyz jedyna zmienng czescia brzegu jest X, a V), opisuje normalna predkosé brzegu .
Wykorzystujac zaleznosci (2.18) i (2.20) oraz zasade prac przygotowanych w postaci:

| Nieo= [ T,-adS+ [ Toids+ [ Towas+ [ foaa; o (221)
Qq S S ) Qg
catkowita dysypacje (2.19) mozna wyznaczy¢ jako sume dwoch sktadnikow:

D= (r-wao+ /Z (Nn) - (Vun) — U(e)]V,ds. (2.22)
d

Przemieszczenia skoniugowane z oddzialywaniami miedzy tarcza a podlozem na granicy
strefy zdelaminowanej ¥ (o teoretycznie nieskoriczonej wartosci) sa zerowe — ze wzgledu
na zatozenie sztywnego potaczenia. Dlatego tez, ich praca oraz zwiazana z nimi energia
sprezysta jest zerowa i nie wystepuja one w rownaniu (2.21). Posrednio manifestuja sie
one w niezerowych oddziatlywaniach T' wzdtuz krzywej ¥ (trzeci czlon po prawej stronie
rownania (2.21).

Pierwsza catka w rownaniu (2.22) opisuje dysypacje na skutek tarcia. Zgodnie z
prawem poslizgu (2.17) zachowana jest dodatnio$¢ energii dysypowanej, 7 -4 > 0. Drugi
czlon réwnania (2.22) zwiazany jest z dysypacja na froncie delaminacji. Termodynamicz-
na sita napedowa zwiazana z normalng predkoscia frontu delaminacji V,, jest predkosé
energii uwalnianej GG zdefiniowana jako:

G = (Nn)-(Vun)—U(e) = (Nn) - (Vun) — ;N : . (2.23)
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Wprowadzajac parametr s zdefiniowany wzdtuz krzywej ¥ prawo propagacji frontu
delaminacji mozna wyrazi¢ w lokalnej postaci warunku Griffitha, mianowicie:

9(G(s)) <0, Vals) 20,  g(G(s))Va(s) = 0.

A zatem, gdy ¢(G(s)) < 0 propagacja frontu delaminacji nie jest mozliwa: V,(s) = 0;
natomiast gdy ¢g(G(s)) = 0 delaminacja moze zachodzi¢: V,(s) > 0. Jak widaé¢ z row-
nania (2.23) powyzszy lokalny energetyczny warunek propagacji wyraza sie przez lokalne
naprezenia i odksztalcenia na froncie delaminacji. A zatem jest on rownowazny warunkowi
naprezeniowemu (wytrzymalosciowemu).

W szczegolnosei posta¢ warunku delaminacji g(G(s)) < 0 moze mie¢ postac

G(s) — G, =G(s)-T <0, (2.24)

gdzie krytyczna warto$é¢ energii uwalnianej G, jest rowna energii I' potrzebnej do odspo-
jenia jednostkowej powierzchni, przy zalozeniu, ze energia odspojenia w modzie II jest
rowna energii odspojenia w modzie III (I'yy =Ty =1T).

Wykazana wlasnos¢ rownowazno$ci energetycznego i naprezeniowego warunku propa-
gacji rozwarstwienia jest zilustrowana dwoma przykladami jednowymiarowymi: paska
(rozdz. 4) oraz belki (rozdz. 5.2) na podlozu ciernym. W szczegolnym przypadku prostych
modeli jednowymiarowych (takich jak pasek czy belka), posta¢ energii uwalnianej G
znacznie sie upraszcza. Gdy jedyna niezerowa skladowa tensora naprezenia jest sktad-
owa normalna do granicy frontu delaminacji o,, = (on) - n, energia uwalniana G redukuje
sie do postaci:

G =1U, (2.25)

2
gdzie U jest jednostkowa energia sprezysta. Warunek delaminacji (2.24) mowi wtedy, ze
na froncie delaminacji nastepuje skok jednostkowej energii sprezyste;.



Rozdzial 3

Modelowanie konstytutywne tarcia
1 zuzycila

Zjawiska zachodzace przy wzajemnym kontakcie cial sa niezwykle ztozone a ich pozna-
nie i opis sg ciagle wyzwaniem dla badaczy. Sktada sie na to bogactwo wystepujacych
warunkéw kontaktu i tarcia. O warunkach kontaktu decyduje rodzaj kontaktujacych
sie materialow, stan powierzchni (chropowato$¢, ztozona struktura warstwy powierzch-
niowej, obecno$¢ tlenkow, zanieczyszcezen itp.), warunki smarowania, wreszcie typowe dla
danej pary kontaktowej ci$nienia kontaktowe oraz wielko$¢ poslizgdéw. Ztozonosé zjawiska
powoduje, ze brak jest jednolitego, uniwersalnego modelu tarcia i zuzycia, a prawdopodob-
nie stworzenie takiego modelu nie jest w ogble mozliwe.

Na tym tle jest swoistym fenomenem, ze dwa niezwykle proste modele — model tar-
cia Amontona-Coulomba (Amonton [3], Coulomb [22]) oraz prawo zuzycia Archarda [4]
— opisuja ztozone zjawiska tarcia i zuzycia w bardzo szerokiej klasie warunkoéw kontak-
towych. Klasyczne podejscie do opisu tarcia i towarzyszacego mu zuzycia (Bowden, Ta-
bor [16]; Rabinowicz [92|), tlumaczy pewne zjawiska i zaleznosci jednak obecny stan
wiedzy nie pozwala na przewidywanie wartosci parametréw modeli (wspotezynnikow tar-
cia i zuzycia) w rzeczywistych warunkach kontaktowych. Jedynie badania eksperymen-
talne pozwalaja wyznaczy¢ zakresy stosowalnosci modeli i wartosci ich parametrow.

Z drugiej strony, rozwijane sa teoretyczne modele tarcia. Modele te staraja sie prze-
widywaé wartosci wspotczynnikéw tarcia czy zuzycia dla zatozonych warunkow kontakto-
wych lub uogolniajg istniejace modele, tak aby opisa¢ zjawiska nie poddajace sie opisowi
istniejacymi modelami. W niniejszym rozdziale przedstawione sa dwa nowe modele tarcia
i zuzycia. Pierwszy jest uogoélnieniem modeli Coulomba i Archarda na przypadek tarcia i
zuzycia anizotropowego, drugi przeznaczony jest dla warunkéw tarcia w procesach obrobki
plastycznej, gdzie stosowalnosé modelu tarcia Coulomba jest ograniczona.

3.1 Model anizotropowego tarcia i zuzycia

Klasyczny izotropowy model tarcia Coulomba zaktada, ze wielkos¢ sity tarcia nie zalezy od
kierunku predkosci wzglednej (poslizgu), a jej kierunek jest zgodny z kierunkiem poslizgu.
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Liczne wyniki eksperymentalne! pokazuja, ze przy kontakcie i poslizgu pewnych powierz-
chni warunki te nie sa zachowane. Tarcie w takim przypadku okresla sie pojeciem tarcia
anizotropowego a wystepujace zazwyczaj jednocze$nie zuzycie powierzchni zalezace od
kierunku poslizgu nosi nazwe zuzycia anizotropowego.

Anizotropia tarcia i zuzycia zwiagzana jest z anizotropia wtasnosci jednej lub obu kon-
taktujacych sie powierzchni. Uprzywilejowane kierunki nieréwnosci powierzchniowych
mozna spotka¢ na przyktad w kompozytach czy krysztatach, gdzie odzwierciedlaja one
niejednorodno$¢ samego materiatu (w skali mikro). Rowniez powierzchnie materialow
jednorodnych i izotropowych moga uzyska¢ wtasnosci anizotropowe na skutek obrobki
powierzchniowej lub zuzycia.

Badanie zalezno$ci warto$ci sity tarcia od kierunku poslizgu ma bardzo bogata litera-
ture. Znacznie mniejsza jest wiedza na temat sktadowej sity tarcia normalnej do kierunku
poslizgu, ktora decyduje o roznicy kierunkow wektorow sity tarcia i predkosci poslizgu.
Do nielicznych prac zawierajacych wyniki eksperymentalne na ten temat naleza prace
Rabinowicza [91] i Halaunbrenner [34]. O ile jednak prace te obrazuja wystepowanie
samego zjawiska, o tyle jego iloSciowa ocena nie jest ciagle mozliwa.

Klasyczne izotropowe prawo tarcia Coulomba jest reprezentowane przez stozkowa po-
wierzchnie graniczna tarcia (1.12). Poniewaz poslizg zachodzi w plaszczyznie stycznej do
powierzchni kontaktu (przy braku dylatacji kontaktowej) potencjal poslizgu jest walcem i
zatem prawo poslizgu (1.13) nie jest stowarzyszone z powierzchnia graniczna tarcia. Jed-
nakze czesto nazywa sie je prawem stowarzyszonym majac na mysli normalnosé¢ wektora
poslizgu do krzywej granicznej tarcia w plaszczyznie sit stycznych (czyli dla ustalonej sity
normalnej). W przypadku anizotropowym krzywa graniczna tarcia, czyli przekroj po-
wierzchni granicznej tarcia ptaszczyzna stalej sity normalnej nie jest okregiem. Rowniez
w tym przypadku o stowarzyszonym prawie poslizgu bedziemy mowié, gdy zachowane
bedzie prawo normalnosci wektora predkosci poslizgu do krzywej granicznej tarcia.

Pierwsze proby opisu tarcia anizotropowego na bazie aparatu teorii plastycznosci moz-
na znalez¢ w pracach Michatowskiego i Mroza [67] oraz Curniera [23]. Rozwazajac kon-
takt dwoch powierzchni o sztywnych, podtuznych nier6wnosciach Michatowski i Mroz [67]
pokazali, ze prawo poslizgu moze nie by¢ stowarzyszone. Jednakze w ich modelu nastepuje
dylatacja, a co za tym idzie uklad wraz ze wzglednym przemieszczeniem nabiera en-
ergii potencjalnej. Ponizej przedstawiony zostanie, pozbawiony tej wady, prosty model
kontaktu powierzchni o izotropowym rozktadzie nieréwnosci z powierzchnia ortotropowsa
prowadzacy do ortotropowego prawa tarcia z rowniez niestowarzyszonym prawem poSliz-
gu, ale bez dylatacji kontaktowej.

Kolejne podrozdzialy zawieraja propozycje ogblnego opisu tarcia i zuzycia anizotropo-
wego. Model ten dotyczy tylko przypadku tarcia suchego (niezaleznego od predkosci posl-
izgu) i jest uogodlnieniem prostego modelu Coulomba na przypadki kontaktu powierzchni
anizotropowych. Pokazane zostanie, ze ten og6lny model obejmuje tak stowarzyszone
prawa poslizgu, jak i szczeg6lne prawo tarcia z niestowarzyszonym prawem poslizgu row-
nowazne modelowi Zmitrowicza [131]. Zmitrowicz wprowadzil opis tarcia anizotropowego
przez tensor tarcia odwzorowujacy jednostkowy wektor kierunku poslizgu na wektor sity

!Odestania do literatury na temat tarcia anizotropowego mozna znalezé na przyktad w pracach
Zmitrowicza [130, 131, 132].
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a) \ b)
| 2 L :ig
Rysunek 3.1: Model tarcia ortotropowego: (a) powierzchnia o ortotropowym uktadzie

sztywnych nier6wnosci; (b) powierzchnia z rownomiernie roztozonymi sprezystymi nie-
roOwnosciami.

tarcia.

3.1.1 Mikro-mechaniczny model tarcia ortotropowego

Rozwazmy wyidealizowany model wspolpracy dwoch powierzchni — izotropowej i orto-
tropowej — pokazanych na rysunku 3.1. Nieréwnosci powierzchni ortotropowej sa szty-
wne, podtuzne i réwnolegle do siebie, a ich przekrdj poprzeczny jest trojkatem. Boki
tych nieré6wnosci nachylone sa do ptaszczyzny nominalnej pod katami ¢ i 5. Druga
z powierzchni jest izotropowa, a jej rownomiernie roztozone nieréwnosci modelowane sa
przez sprezynki o jednakowej sztywnosci podtuznej k. Nierownosci te sa sztywne na zgi-
nanie, tak ze podczas wzglednego ruchu obu powierzchni konce sprezynek §lizgaja sie po
nieréwnosciach powierzchni ortotropowej zmieniajac tylko swoja dlugo$¢ — bez zginania.

Rozwazmy najpierw oddzialywanie pojedynczej sprezynki z powierzchnig ortotropows.
Rysunek 3.2 przedstawia ptaszczyzne Il nachylong pod katem ¢ do plaszczyzny nominal-
nej kontaktu I1,. Uklad osi z, y, 2 jest zwiazany z plaszczyzna I1,., natomiast uktad &, n lezy
w plaszczyznie II. Predko$¢ podlizgu vy po plaszczyznie I ma sktadowe ve = vy cos S,
v, = vpsin fy. Dzieki odrzuceniu podatnosci gietnej sprezynek, rzut predkosci vy na
ptaszczyzne nominalng II, moze by¢ utozsamiony ze wzgledna predkoscia poslizgu v obu
powierzchni (v, = vcos 3, v, = vsin ). Sktadowe predkosci vy w ukladzie wspolrzednych
T,Y,z 8§ rowne

vy = [vcos B,vsin B,vcos Btan¢]’, tan By = tan 3 cos .

Zaltozmy, ze oddziatywanie miedzy nieréwnosciami obu powierzchni moze by¢ opisane
prawem tarcia Coulomba. Odpowiada to zalozeniu, ze na powierzchniach kontaktowych
wystepuja dwie skale nieréwnosci. Kontakt wiekszych, pokazanych na rysunku 3.1, jest
zrodlem anizotropii tarcia. Mniejsze, roztozone na powierzchni duzych nieréwnosci powoduja
oddzialywania cierne przy kontakcie duzych nier6wnosci. Lokalny wspotczynnik tarcia p
wigze ze sobg lokalne sity kontaktowe N i T: T = puN. Sity N i T rbwnowazone s
reakcjami R,, R, i R,:

R, =Ncosgp —Tgsing, R,=Nsinp+T,cosp, R,=T,, (3.1)

gdzie Ty = T cos 3y iT;, = T sin 3. Pionowa sita R, jest zwigzana z podtuznym skréceniem
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Rysunek 3.2: Punkt slizgajacy sie po pochylonej powierzchni IT: (a) wektory predkosci v
i vy; (b) sity kontaktowe T'i N i rownowazace je reakcje R, R, R,.

sprezynek u, tak wiec R, = ku. Ze zwiazkow (3.1) mozna wyznaczy¢ site N

~1
(i tan @ cos

\/1 + tan? ¢ cos? 3

N =ku |cosp — (3.2)

Poniewaz musi by¢ spelniony warunek N < 400, rownanie (3.2) naklada ograniczenie na
dopuszczalne wartosci parametrow modelu p i . Wyznaczajac maksymalng dopuszcezalng
wartos$¢ lokalnego wspotczynnika tarcia g w funkeji kata ¢ otrzymuje sie

C

2
0s
< oy = — (p\/l/COSQB—f—tanng.
iny

S

Rownanie to jest spetnione dla dowolnego kata /3, gdy

W< fher = €Ot Q. (3.3)

Z rownan (3.1) mozna wyznaczy¢ sity styczne R,, R, w funkcji sity normalnej R, oraz



Rozdzial 3. Modelowanie konstytutywne tarcia i zuzycia 41

parametrow modelu:

sin ¢y/1 + tan? ¢ cos? 8 + pcos 3
R, = ku \/ = Rsz(Ma 2 5)
cos go\/l + tan? ¢ cos? 8 — ptan ¢ cos 3

psin 3
= R.Hy(p, ¢, ) (3.4)
oS go\/l + tan? p cos? f — ptan ¢ cos 3
R, = ku.

R, = ku

Aby otrzymac¢ podobne zaleznosci dla catej powierzchni kontaktowej nalezy rozwazy¢
uktad jednorodnie roztozonych sprezynek oddziatujacych z obiema stronami podtuznych
nieré6wnosci, a nastepnie usredni¢ wynikowe sity kontaktowe. Sity kontaktowe wystepujace
przy wzajemnym ruchu obu powierzchni otrzymuje sie ze wzoréow

J 1
T, = —T7W 4~ 7
+1°7 Jr<5+1 ‘
J 1
T, = —TW 4+ _—13 .
Y Sr1 a1 (3:5)
J 1
N = — NO L _— N©
6+1 AR

gdzie TV oraz T? oznaczaja wypadkowe sily tarcia sprezynek bedacych aktualnie w
kontakcie z bokami podtuznych nier6wnosci o nachyleniu odpowiednio ¢y i 5. Usrednione
sity normalne N i N® sa sobie rowne, N = N® = N poniewaz $rednie skrocenia
sprezynek po obu stronach sa sobie rowne, @) = 4 = @, a N wyraza sie wzorem

N = yAka,

gdzie liczba sprezynek na jednostke powierzchni zostala oznaczona przez v, a A jest po-
wierzchnig kontaktu?. Stosunek powierzchni obu bokéw podtuznych nieréwnosci (a wiec
i stosunek liczby sprezynek bedacych w kontakcie z jedna lub drugg strona podtuznych
nierownosci) okresla parametr § dany wzorem

s1 tan ¢

5 —

- 9
S9 tan @o

gdzie s 1 sy pokazane sa na rysunku 3.2(b). Natomiast czastkowe sily tarcia wyrazaja sie
wzorami
T(l) = NH:L‘(,Uﬂ()Olaﬁ)a T(2) = NHI(Ma_()O%B)

x

Ty(l) — NHy(,Ula(plaﬁ)a Ty(2) = NHZJ(M7_(10276)

W ogo6lnym przypadku, gdy ¢; # s powierzchnia graniczna tarcia nie jest symet-
ryczna wzgledem punktu 7, = T, = 0 (czyli wielkos¢ sily tarcia zmienia sie przy zmianie

(3.6)

2W obecnym sformulowaniu uzywane s sily kontaktowe N i T'. Jednakze, przez proste zastapienie
ich naprezeniami kontaktowymi py i py (gdzie py = N/A = ~ku) we wszystkich wzorach poczawszy
od (3.5), mozna bezposrednio otrzymaé lokalne sformutowanie dla naprezen kontaktowych.
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zwrotu wektora predkosci poslizgu na przeciwny). Rownania (3.5) wraz z (3.6) i (3.4)
pozwalaja wyznaczy¢ wtedy kierunek i wielko$¢ sity tarcia w zaleznosci od kierunku posl-
izgu (kata ).

W szczegblnym przypadku, gdy ¢ = @2 = ¢, powierzchnia graniczna tarcia jest
symetryczna. Naprezenia cierne wyrazaja sie wtedy wzorami

Tx = :u’xNa TZ/ = IU’?IN’ (37)
gdzie
’ | u\/l + tan? ¢ cos? 3 cos 3
By = Hz(D, 0 0) = 1 —sin® psin® B — p2 tan? p cos? B cos @ (3.8)
u\/l + tan? ¢ cos? 3 _
fy = ,uy(5, P, ) = sin f cos .

1 — sin? psin? B — u2 tan? p cos? 3

Z roéwnan (3.8) mozna wyznaczy¢ zaleznos¢é miedzy kierunkami wektorow predkosci
poslizgu v oraz sily tarcia T, okre$lonych katami odpowiednio o i § (tanf = v, /vy,
tana =T,/T,)

tan a = cos? p tan 3. (3.9)

Otrzymane ortotropowe prawo tarcia ma dwa kierunki gltéwne

1%
(6 B M1 M 1— (1 + /LZ) Sin2 ©

™ 0
a=A=G: m=pm= (3.10)

a stosunek gtéwnych wspotczynnikow tarcia wynosi

2
H _ (14 p?) cos o — <1 (3.11)

1 cosp

Warunek graniczny tarcia opisany réwnaniami (3.7) i (3.8) mozna przedstawié¢ w
postaci
T = Nf(a),

gdzie T oznacza dlugos¢ wektora sity tarcia, oo — jego kierunek, natomiast funkcja f(«)
wyraza sie wzorem

U \/0052 @ cos? a + sin’ a

fle) = cos o sin® a4 [1 — (1 + p2) sin® @] cos? o’

Rysunek 3.3 przedstawia wykresy biegunowe f = f(«) dla roznych wartosci parametrow
p oraz . Widaé, ze krzywe graniczne tarcia sa zblizone do elips dla szerokiego zakresu
wartosci parametrow modelu. Dla duzych wartosci i gdy ¢ bliskie jest maksymalnej
dopuszczalnej wartosci okreslonej przez rownanie (3.3) krzywa graniczna tarcia przestaje
by¢ wypukta. Jest to warte odnotowania, cho¢ otrzymane warto$ci wspotczynnikow tarcia
(rzedu p > 4) sa niefizyczne.
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Rysunek 3.3: Krzywe graniczne tarcia generowane przez mikro-mechaniczny model tarcia
ortotropowego: (a) p = 0.25; (b) p = 0.75; (¢) p = 1.5; dla kata ¢ zmieniajacego sie od
¢ = 0 (okregi) do ¢ = 0.9 arctan(1/pu).

Zwrocémy uwage, ze zaleznosé (3.9) miedzy kierunkami sit tarcia a1 poslizgu 3 jest gen-
erowana przez eliptyczny potencjal poslizgu G = const o potosiach elipsy pokrywajacych
sie z osiami ortotropii x, y

N2 TN d
G(T,, T, = (—x> + <—y> ] , — = COoS. 3.12
)= |(5) + (3 % cose 3.12)
Rzeczywiscie, prawo poslizgu w postaci
. 0G T, . 0G T, .
=, e T e, Tt T

daje po uwzglednieniu warunku dy/d; = cos ¢, zaleznosé¢ tozsama z rownaniem (3.9):

v T,
t I a—
an 3 o Tx(

d

2
-2
= COS tan o.
d2> v

Krzywa graniczna tarcia (3.12) nie jest elipsa, zatem przedstawiony powyzej prosty model
tarcia ortotropowego prowadzi do niestowarzyszonego prawa poslizgu. Poniewaz jednak
krzywe graniczne tarcia maja ksztalt zblizony do elips, warto zbadaé¢ na ile bliske sobie
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Rysunek 3.4: Zalezno$¢ parametru p skalujacego potosie elipsy potencjatu poslizgu w
funkcji kata ¢ dla réznych wartosci parametru pu.

sa te krzywe z odpowiadajacymi im elipsami potencjatu poglizgu. Dzieki temu uzyskamy
informacje, na ile wyprowadzone prawo poslizgu odbiega od zasady normalnosci.

W tym celu zal6zmy, ze krzywe graniczne tarcia mozna przyblizy¢ elipsami o potosiach
p1 i pe, wz. (3.10), oraz ze stosunek poétosi elips tarcia i potencjalu poslizgu opisany jest
parametrem p zgodnie ze wzorem

- ()
dy pi)

Ze wzoru (3.11) mozna teraz wyznaczy¢ warto$¢ parametru p:

In(cos @)
In[(1 + p?) cosp — p?/ cos p]

p= (3.13)

Zaleznosé (3.13) pokazana jest na rysunku 3.4 w funkcji parametrow p oraz . Wartosé
p = 1 odpowiada prawu poslizgu stowarzyszonemu z eliptyczna krzywa graniczna tarcia.
Dla p < 1 otrzymuje sie klase niestowarzyszonych praw poslizgu zaleznych od parametrow
modelu i .

Przedstawiony powyzej model cho¢ uproszczony i wyidealizowany daje wglad w nature
anizotropowych praw poslizgu. Pokazano, ze nie musi zachodzi¢ prawo normalnosci w
ptaszczyznie sit stycznych. Prawo poslizgu wynikajace z tego modelu jest generowane
przez eliptyczny potencjal poslizgu o stosunku polosi dy/d; rozniacym sie (czesto znacznie,
rys. 3.4) od stosunku glownych wspotezynnikow tarcia po/ .
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3.1.2 Ogoblny opis tarcia anizotropowego

Mozna wyr6zni¢ dwa przypadki kontaktu powierzchni anizotropowych rézniace sie wys-
tepujacymi symetriami wlasnosci kontaktowych: kontakt powierzchni anizotropowej z
powierzchnig izotropowa oraz bardziej ztozony przypadek kontaktu dwoéch powierzchni
anizotropowych. W drugim wypadku sita tarcia zalezy nie tylko od kierunku poslizgu,
ale rowniez od wzajemnej orientacji charakterystycznych kierunkéw anizotropii obu po-
wierzchni. Opis tarcia mozna wtedy prowadzi¢ wzgledem ukltadu zwigzanego z jedng z
powierzchni, natomiast kat okreSlajacy wzajemng orientacje obu powierzchni staje sie
dodatkowym parametrem modelu. Tego typu modelami tarcia oraz rozwazaniami doty-
czacymi symetrii par kontaktowych zajmowali sie Zmitrowicz [131]| oraz He i Curnier [35].

Znacznie prostszy jest opis tarcia przy kontakcie powierzchni anizotropowej z izotro-
powa. Poniewaz tylko powierzchnia anizotropowa ma wyrdznione pewne kierunki charak-
terystyczne (moga to by¢ kierunki osi symetrii), do opisu wlasnosci ciernych wystarcza
zdefiniowanie uktadu wspotrzednych zwiazanego z ta powierzchnia. Wtedy wektory pred-
kosci poslizgu v oraz sity tarcia T moga by¢ jednoznacznie opisane w takim uktadzie?.
W przypadku wystepowania osi symetrii powierzchni anizotropowej, naturalnym jest
przyjecie jej kierunku jako kierunku uktadu odniesienia. Na przyktad dla powierzchni or-
totropowej, najwygodniej jest przyjac osie uktadu wspotrzednych rownolegte do kierunkow
ortotropii (tak jak w poprzednim rozdziale).

Niniejsze rozwazania ograniczone sg do przypadku kontaktu powierzchni anizotropowe;j
z powierzchnia izotropowa. Zaktadajac, ze sila tarcia nie zalezy od predkosci poslizgu oraz
ze zalezy liniowo od sily normalnej, uogélniony na przypadki anizotropii kontaktu warunek
tarcia Coulomba mozna zapisaé jako

F(T,,T,,N) =T — Nf(a) = 0, (3.14)

gdzie « jest katem pomiedzy wektorem sity tarcia T i osiag x kartezjanskiego uktadu
wspotrzednych zwiazanego z powierzchniag anizotropowa, a 1" jest dtugoscia tego wektora
(rys. 3.5). Wektor predkosci poslizgu v tworzy z osia x kat (3, a wiec

T, v
tana = -2 tan B = 2 = plw).
7o tnf= 5=
Prawo poslizgu jest opisane funkcja f = fB(«). Oczywiscie dla kierunkow pokrywa-
jacych sie z osiami symetrii powierzchni anizotropowej (jesli takie wystepuja) kierunek
poslizgu pokrywa sie z kierunkiem silty tarcia, czyli a = .
Wygodnie jest zada¢ prawo poslizgu przez wypukly potencjal poslizgu

G(1;,T,,N)=G(1T;,T,) =T — cg(a) = 0, (3.15)
wraz z prawem poslizgu
. 0G . ! . 0G . !
Uy = )\aTw =A (cosa—i— %sina) . Uy = )\a—Ty =A (sina - %cosa) , (3.16)

3W szczegolnym przypadku kontaktu dwoch powierzchni anizotropowych, gdy ich wzajemna orientacja
nie zmienia sie, opis kierunkowych zmian silty tarcia i poslizgu jest taki sam jak dla przypadku z jedna
powierzchnig izotropowa.
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/ o

F(Tx.Ty ,N)=0

Rysunek 3.5: Anizotropowe prawo tarcia i prawo poglizgu generowane przez powierzchnie
graniczna F(T,,T,, N) = 0 i potencjat poslizgu G(T,T,) = 0.

gdzie c¢ jest stala, ¢’ oznacza pochodng wzgledem «, a mnoznik A\ wyznaczony jest z

zaleznosei v® = vl + vy
—1/2
(g'> ] (3.17)
14+ = . .
g

W przypadku stowarzyszonego prawa poslizgu zachodzi f(a) = g(a), a we wzo-
rach (3.16) i (3.17) nalezy podstawi¢ f(a) zamiast g(a).
Zwiazek miedzy katem poslizgu f a katem dziatania sily tarcia a przybiera postacé

A=v

—p)=tan :g_’ u a) =a — 0(a) = o — arctan g'(a)

gdzie § jest katem miedzy wektorami sily tarcia T i predkosci poslizgu v (rys. 3.5).
Funkcja dysypacji zdefiniowana jest jako

. ~1/2
D=T -v=Nvf 1+(i> ] :Nvd(a):NUJ(B),

9

gdzie

I = (8% o) = o |V gI(O[) 2-|71/2
8 = da(®),  d() = f >[1+( ) | (3.18)

g9(a)

Poniewaz na dysypacje wptywa tylko sktadowa sity tarcia rownolegta do kierunku poslizgu,
wprowadzmy sktadowe tej sily rownolegta do kierunku poslizgu T, i prostopadta 7;:

D !
T,==2, T,=T,tand = LT,
v g
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oraz odpowiadajace im wspotczynniki tarcia t, i t;

g'()
tn dla), t d(a) () (3.19)
Nalezy zwroci¢é uwage, ze powyzsze funkcje okreslajace wspotczynniki tarcia ¢, i t;
zaleza od kierunku dziatania sily tarcia a. Aby otrzymaé zalezno$¢ tych wspotczynnikdow
od kierunku poslizgu 3 nalezy dodatkowo podstawi¢ o = a(f3).
Rozdzial 3.1.4 zawiera przyktady zastosowania powyzszego formalizmu opisu tarcia
anizotropowego dla konkretnych postaci funkeji funkeji f(«) i g(«).

3.1.3 Modelowanie zuzycia anizotropowego

Predkos$é¢ zuzycia w, czyli ubytek objeto$ci materiatu na jednostke powierzchni i na jed-
nostke czasu (o wymiarze [m/s|), moze w przypadku kontaktu powierzchni anizotropo-
wych zaleze¢ od kierunku poslizgu. Poniewaz procesy tarcia i zuzycia sa ze soba blisko
zwigzane mozna przyjaé proste zalozenie uogodlniajace klasyczne prawo Archarda, mia-
nowicie ze predkosé¢ zuzycia dla danego kierunku po$lizgu zalezy od predkosci dysypacji
sit tarcia wlasciwej dla poslizgu w tym kierunku. To proste zatozenie wiaze ze soba
anizotropowe wtasciwosci tarcia i zuzycia. Opis zuzycia anizotropowego zaproponowany
przez Zmitrowicza [130, 132] nie zapewnial takiego zwiazku.

Powyzsze zalozenie nie jest ogolnie wazne. Pewne wyniki eksperymentalne (np. Ja-
cobs i in. [41]; Miyoshi, Buckley [69]) wskazuja na bliska wspotzalezno$¢é miedzy ani-
zotropowymi wlasnosciami tarcia i zuzycia. Jednak z drugiej strony, mozna znalez¢ wyniki
nie potwierdzajace takiej zaleznosci — na przyktad Sung i Suh [110].

U podstaw postulatu powiazania zuzycia z dysypacja ciernag lezy obserwacja, ze me-
chanizmy tarcia i zuzycia sa ze soba silnie zwigzane, a energia dysypowana w danym
mechanizmie tarcia i zuzycia napedza zwigzany z nim proces zniszczenia warstwy powierz-
chniowej przejawiajacy sie zuzyciem powierzchni. Stad w przypadku, gdy wystepuje jeden
dominujacy mechanizm zuzycia lub gdy dla réznych kierunkéw poslizgu udzial roznych
mechanizméw tarcia i zuzycia nie zmienia sie zbyt silnie, predkosé¢ zuzycia powinna by¢
silnie skorelowana z predkoscig dysypacji ciernej.

W ogdélnym przypadku wystepujace jednocze$nie r6zne mechanizmy zuzycia i zniszcze-
nia warstwy kontaktowej (patrz Berthier [15]; Hornbogen [36]) moga by¢ silnie sprzezone
ze soba, a procesy tarcia, zuzycia i zniszczenia moga by¢ zbyt ztozone, aby powyzsze
proste rozumowanie dawato zadowalajace przyblizenie.

Po przyjeciu najprostszego zatozenia, ze predkosé¢ zuzycia jest proporcjonalna do pred-
kosci dysypacji, model zuzycia anizotropowego przybiera postac

W =vyD/A = ~yupnd (), (3.20)

gdzie D jest predkoscia dysypacji odniesiona do powierzchni A, a py = N/A jest normal-
nym ci$nieniem kontaktowym. Powyzszy model jest uogoélnieniem izotropowego prawa
Archarda [4]. Zgodnie z prawem Archarda wspotczynnik proporcjonalnosci v zalezy od
twardosci powierzchni podlegajacej zuzyciu.
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Rysunek 3.6: Wyniki do$wiadczalne Jacobsa i in. [41] opisane funkcjami (3.1.3): (a)
wspolezynnik tarcia t,(5) w kierunku poslizgu; (b) zuzycie w(f).

Wprowadzmy bezwymiarowa funkcje zuzycia j(/5) odzwierciedlajaca zaleznosé pred-
kosci zuzycia w od kierunku poslizgu

w(p)

i=20

Z zatozenia liniowej zaleznosci predkosci zuzycia od predkoéci dysypacji (3.20) wynika,
ze j() = d(B). Bardziej ogolnie mozna przyjaé, ze zuzycie jest dowolna monotoniczna
funkcja dysypacji. Przyjmujac na przyktad zaleznosé potegowa otrzymuje sie

3(B) =[d@B),  w(B) = ypyvji(B) = ypnvld(B)], (3.21)

gdzie ¢ > 0 jest dodatkowym parameterem modelu.

Rysunek 3.6 przedstawia przyktad zastosowania powyzszego prawa zuzycia do opisu
danych doswiadczalnych z pracy Jacobsaiin. [41], dotyczacej tarcia i zuzycia kompozytow.
Eksperymentalne wartosci wspotezynnika tarcia ¢, (mierzonego wzdtuz kierunku poslizgu,
sktadowa prostopadta nie byla mierzona) oraz zuzycie zmierzone dla roznych kierunkow
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poslizgu zostaly przyblizone nastepujacymi funkcjami
to(B) = a1+ ax(1 —cos )3,
w(B) = asfta(B)),

gdzie a; = 0.111, as = 0.018, a3 = 6.72 1 ¢ = 2.78.

W $wietle zaproponowanego opisu anizotropowego tarcia i zuzycia kierunkowe wtas-
nosci kontaktowe mozna prezentowaé przy pomocy pieciu podstawowych diagraméw (w
postaci wykresow biegunowych), na ktorych przedstawione sa:

e krzywa graniczna tarcia, wz. (3.14)

[ ]
o
=
N
<
=
&
<
Q
+
@
=
&.
I
o
=
<
@}
(I.i\‘
—-
N
o
L=
=
N
—
had
[y
Ot
~—

bezwymiarowa funkcja dysypacji, wz. (3.18), (3.19)

krzywa statej dysypacji

5 _ v _ ~1
1= = B T d)

funkcja zuzycia, wz. (3.21)

j=13(B).

Te podstawowe diagramy pokazane zostana dla konkretnych modeli prezentowanych w
nastepnym rozdziale.

3.1.4 Przykladowe modele tarcia anizotropowego
Eliptyczny warunek tarcia ortotropowego

Poniewaz izotropowy warunek tarcia jest reprezentowany przez koto jego najprostszym i
najpopularniejszym uogoélnieniem na przypadek tarcia ortotropowego jest warunek elip-
tyczny (Ziemba [126]; Michatowski, Mroz [67|; Curnier [23]; Zmitrowicz [131]). Naj-
czedciej stosowanym prawem poslizgu jest prawo stowarzyszone, ale na przyktad model
Zmitrowicza [131], ktory wprowadzil tensor tarcia, daje w efekcie prawo niestowarzyszone.
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Wykorzystujac wyniki mikro-mechanicznego modelu tarcia powierzchni z ortotropo-
wym uktadem nier6wnosci (rozdzial 3.1.1) wprowadzmy eliptyczna powierzchnie graniczna
tarcia oraz eliptyczny potencjal poslizgu w postaci

T \2 T\2 —1/2
F(TxaTyaN) - l<i> +<—y>] — N :0, 0<@:m<1,
“ c2 “ 3.22)
T\ 2 T \2 —-1/2 d ( .
G(TmaTy) = [(d_f> +<d—z> ] —c =0, d—i:mp, 0<p<i,

gdzie osie z,y pokrywaja sie z osiami ortotropii powierzchni. Potencjal poslizgu ma inny
stosunek polosi elipsy niz powierzchnia graniczna tarcia. Stosunek ten zdefiniowany jest
przez parametr p. Dla p = 1 otrzymuje sie stowarzyszone prawo poslizgu, a dla p = 0
potencjal poslizgu staje sie kotem i kierunki wektoréw predkosci poslizgu i sity tarcia
pokrywaja sie. Z prawa pos$lizgu

. 2¢ 396

wynika nastepujaca zaleznos¢ miedzy katami o i 3
tan 5 = m~% tan a.

Podstawiajac (3.23) do warunku tarcia F' = 0 mozna obliczy¢ mnoznik , a nastepnie
sktadowe T}, i T, w funkcji kata poslizgu 3. Zaleznosci te mozna zapisa¢ w zwieztej postaci
wprowadzajac tensor tarcia C'"

CMwv C*v
T = N[v M N[v C ) (3.24)

Reprezentacja tensoréw C' i M jest diagonalna w uktadzie osi ortotropii z, y:

0 Cl 0 0 __ mf(p71/2) 0
Cpy = [ ] , M= [ . (3.25)

0 ¢ 0 mP—1/2)
Ponadto zachodzi zaleznos¢ M = (¢ cy) =P~/ C?P~1,
Otrzymane rownania konstytutywne (3.24) zachowuja waznos$¢ rowniez w dowolnym
prostokatnym ukladzie wspolrzednych 2/, ¥’ nie koniecznie pokrywajacym sie z osiami

ortotropii x, y. W uktadzie z’, ¢’ obréconym wzgledem osi ortotropii o kat ¢ reprezentacja
tensorow C oraz M ma postac

Cij = QuQuCri,  Mij = QuQuMy,

gdzie @ jest tensorem obrotu w plaszezyznie kontaktu (Q ' = Q' det Q = 1), a jego
reprezentacja w uktadzie osi ortotropii jest

Qi = [ cos¢p —sing ]

sing  cos ¢
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Otrzymane rownania konstytutywne (3.24) pozwalaja wyznaczyé site tarcia T dla
zadanej predkosci poslizgu v. Mozna pokazaé, ze powyzsze prawo tarcia jest obiektywne
ze wzgledu na obrot uktadu odniesienia.

Funkcja dysypacji wyraza sie wzorem:

v -C%v p-C*p

[’v . C4p72,v]1/2 U[p . C4p72p]1/2’

gdzie p = v /v jest znormalizowanym wektorem poslizgu.

Wyprowadzony model tarcia ortotropowego zawiera trzy parametry — dwa gléwne
wspotezynniki tarcia ¢; i ¢ w kierunkach ortotropii oraz parametr p okres$lajacy prawo
poslizgu. W szczegolnym przypadku, gdy p = 1/2 (wtedy M = M° = 1), réwnanie (3.24)
staje sie rownowazne prawu tarcia zaproponowanemu przez Zmitrowicza [131]:

v

v|’

Z kolei dla p = 1 otrzymuje sie stowarzyszone prawo poslizgu dyskutowane w pracach
Michatowskiego i Mroza [67] oraz Curniera [23]. Ma ono postac:

T=NC

C*v

Jak wida¢ prawo tarcia (3.24) w jednolity sposob ujmuje dotychczasowe modele tarcia
ortotropowego, a dodatkowy parametr p generuje cala klase praw poslizgu.

Rysunek 3.7 pokazuje podstawowe diagramy prezentujace charakterystyki kierunkowe
modelu tarcia ortotropowego opisanego wzorami (3.22), (3.23).

Potencjal poslizgu dla dowolnego anizotropowego warunku tarcia

Koncepcje skalowania potosi elipsy potencjatu poslizgu, przedstawiona w poprzednim
rozdziale, mozna uogoélnié¢ dla dowolnego anizotropowego warunku tarcia, wz. (3.14). Mia-
nowicie przyjmijmy potencjal poslizgu (3.15) w postaci

G(T, Ty) =T = c[f()]P =0, (3.27)

gdzie 0 < p < 1 dla wypuktego warunku granicznego tarcia F' = 0, natomiast 0 < p <
Pmaz < 1 dla niewypuktego warunku tarcia. W drugim wypadku p,,,, oznacza najwieksza
warto$¢ parametru p, dla ktérego otrzymany potencjal poslizgu jest wypukty.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze tak zdefiniowany potencjat poslizgu jest Scisle zwigzany z
warunkiem tarcia (g(a) = [f(a)]?) i dzieki temu zachowuje wszystkie symetrie warunku
tarcia.

Jako przyktad zastosowania prawa poslizgu (3.27) zalézmy nastepujaca postaé funkcji

fla) n
fla) = agcos(2ka). (3.28)

k=0
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F=0and G=20 v{3 for D .= const

a) b)
2 0.6 p=0
p=0 0.25 [0.5 0.75 1
0.4
1 p=1
0.2
2\ \\-1 1 -0.8-0.6.40.2 | 0.20}40.60.8
-1

c) d)
tn(3) and tt(3) X9
2.5
2 p=1 30
1.5 p=0 20
0.5 p=0 10 5 S0 100 125 150 175
0.5 25 50 7g=1 5 5 p=1
-1 -30
tn(Q) ¢
e) f)
2
p=1 4

Rysunek 3.7: Podstawowe charakterystyki modelu tarcia ortotropowego (3.22) dla m =
c2/cy = 1/2 1 dla réznych wartosci parametru p: (a) krzywe potencjatu poslizgu g(«) dla
0 < p < 1 oraz krzywa graniczna tarcia f(«) (pokrywa sie z krzywa g(a) dla p = 1);
(b) krzywe stalej dysypacji 0(3); (c) wykresy t,(8) (gorne krzywe) oraz t,(5) (dolne
krzywe); (d) wykres 0 = o — 3 w funkcji 3; (e) bezwymiarowe diagramy funkcji dysypacji
d(B) = t,(B); (f) funkcja zuzycia j(8) = [d(B)]? dla ¢ = 0.5,1, 2.
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F=0and G=0 v(/_?) for D = const
b)

c) d
tn(J) and tt (M 15 [ 16Y
2.5 p=0.2
2 o 10
p=
1.5 5 =0
1
- 25 50 175 0 127 150 175
' el p=0.2
0 75 1 1 1 -10
-0.5 WF%O-Z 7

-15

Rysunek 3.8: Podstawowe charakterystyki ortotropowego modelu tarcia (3.28), gdzie ay =
21 ay = 0.5, 1 dla réznych wartosci p: (a) warunek tarcia f(«) i potencjat poslizgu g(«);
(b) krzywe statej dysypacji ©(3); (c) wykresy t,(3) (gorne krzywe) oraz t,(5) (dolne
krzywe); (d) wykres 6 = o — 3 w funkcji 3; (e) bezwymiarowe diagramy funkcji dysypacji
d(B) = t,(B); (f) funkcja zuzycia j(B) = [d(B)]? dla ¢ = 0.5,1, 2.
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Rysunek 3.9: Identyfikacja parametréow modelu dla danych do$wiadczalnych Caseya i
Wilksa [20]: (a) diagramy ¢, = t,(8) przyblizajace wyniki doswiadczalne; (b) krzywe
graniczne tarcia f = f(a).

Na rysunku 3.8 przedstawione zostaly podstawowe charakterystyki kierunkowe otrzymane
dla n = 2. Ze wzgledu na symetri¢ wzgledem dwoch prostopadtych do siebie osi jest to
ortotropowy warunek tarcia.

Rysunek 3.9 pokazuje wyniki proby zastosowania modelu tego typu do opisu danych
eksperymentalnych. Casey 1 Wilks [20] zmierzyli wspotezynniki tarcia ¢, krysztalu dia-
mentu po powierzchni (100) innego krysztalu diamentu dla réznych kierunkéw poslizgu
(. Sktadowa prostopadta do kierunku ruchu ¢; nie byta mierzona.

Do opisu danych eksperymentalnych przyjeto funkcje f(a) w postaci f(a) = ay +
as cos 4. Nastepnie dla kilku zadanych wartosci parametru p zidentyfikowano wartosci
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p ) as
0.00 0.0752 -0.0190
0.05 0.0721 -0.0202
0.10 0.0696 -0.0208

Tabela 3.1: Parametry modelu opisujacego wyniki Caseya i Wilksa [20], rys. 3.9.

wspolezynnikow ag i as tak, aby teoretyczna funkcja ¢, (3) jak najlepiej przyblizata punkty
doswiadczalne, rysunek 3.9(a). Tabela 3.1 zawiera otrzymane wartosci wspotczynnikow
dla trzech wartosci parametru p. Na rysunku 3.9(b) pokazane sa odpowiadajace ziden-
tyfikowanym wartosciom parametréw modelu krzywe graniczne tarcia f = f(«). Jak
wida¢ roznice miedzy charakterystykami kierunkowymi dla poszczegolnych wartosci p nie
sa duze. Spowodowane jest to malym dopuszczalnym zakresem zmiennosci parametru p:
0 < p < 0.1. Ograniczenie to wynika z wymogu wypuklosci potencjatu poslizgu G = 0
opisanego funkcja g(a) = [f(a)]?, gdzie f(«) definiuje niewypukla krzywa graniczna tarcia
F=0.

3.1.5 Sprzezony model tarcia i zuzycia

Zuzycie powoduje ubytek materialu z powierzchni kontaktowej. Mozna sie wiec w nie-
ktorych przypadkach spodziewaé efektow sprzezenia tarcia i zuzycia. Mianowicie wraz z
postepujacym zuzyciem powierzchni moga nastepowaé zmiany anizotropii powierzchni, a
w konsekwencji rowniez zmiany wlasnoéci ciernych. Wydaje sie, ze efekty tego typu moga
mie¢ wieksze znaczenie w przypadku, gdy anizotropia powierzchni jest skutkiem obrobki
powierzchni, niz wtedy gdy jest ona odzwierciedleniem anizotropii samego materiatu (np.
w kompozytach). W drugim przypadku $cieranie warstw z powierzchni powoduje odstani-
anie kolejnych warstw anizotropowego materiatu, zatem zuzycie powierzchni nie powinno
powodowaé zmian jej anizotropii i wlasnosci ciernych.

Odwrotnego efektu mozna sie spodziwaé¢ w pierwszym przypadku — gdy powierzchnia
izotropowego materiatu uzyskata anizotropie na skutek obrobki powierzchniowej. Wtedy
zuzycie powierzchni moze sie¢ w poczatkowym okresie przejawiaé Scieraniem nieréwnosci,
ktorych rozklad bedzie sie zmienial z poczatkowo anizotropowego na izotropowy. W
konsekwencji moze znikna¢ anizotropia powierzchni, a wraz z nig anizotropia tarcia. W
og6lnym przypadku mozna sie spodziewac, ze dtugotrwalte poslizgi o ustalonym kierunku
moga spowodowac¢ powstanie wtornej anizotropii powierzchni, ktérej wyrdznione kierunki
beda zwiazane z kierunkiem poslizgu a nie z kierunkiem poczatkowej anizotropii. Ponizej
zaprezentowany zostanie prosty model uzwgledniajacy pierwszy z dyskutowanych powyzej
efektow.

Rozwazmy najpierw model mikro-mechaniczny wyprowadzony w rozdz. 3.1.1. Wspol-
czynniki tarcia w kierunkach gtownych ortotropii p1, p9 zaleza od dwoch parametrow: kata
nachylenia nier6wnosci powierzchni ortotropowej ¢ oraz lokalnego wspotczynnika tarcia
i (wz. (3.10)). Poniewaz mozna przyja¢, ze najszybciej zuzywaja sie czubki nieréwnosci,
wraz ze zuzyciem powierzchni Sredni kat nachylenia nieréwnosci powierzchni ortotropowe;j
bedzie malal. Jednoczesnie zgodnie ze wzorami (3.10) wartosci glownych wspotezynnikow
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tarcia pq i po beda dazyty do wartosci parametru p odpowiadajacego gltadkiej powierzchni
(p = 0). Powyzsza jakoSciowa analiza moze stuzy¢ jako punkt wyjscia oraz ilustracja dla
bardziej og6lnego modelu.

Zalozmy, ze na powierzchni izotropowego materiatu wystepuja nieréwnosci o ortotropowym
rozkladzie (bedace na przyklad pozostatoscia obrobki skrawaniem). Przyjmijmy tez dla
uproszczenia, ze wlasnosci cierne pary kontaktowej sktadajacej sie z tej powierzchni oraz z
innej, izotropowej powierzchni opisuje eliptyczny warunek graniczny tarcia ze stowarzys-
zonym prawem poslizgu (rownania (3.22) dla p = 1).

Glowne wspotezynniki tarcia ¢; oraz ¢y definiuja elipse krzywej granicznej tarcia:

F(Ty,T,,N) = l(ﬂf + <5>Z] oo (3.29)

& C2

Wzor (3.26) opisuje wynikajaca z powyzszego prawa tarcia zalezno$¢ sity tarcia T od
predkosci poslizgu v:

C%v
[v - C*v]1/2

Reprezentacja tensora C podana jest wzorem (3.25).

Zalozmy tez, ze istnieje pewien stan asymptotyczny, w ktorym tarcie jest izotropowe,
a asymptotyczny wspotczynnik tarcia niech bedzie oznaczony przez c* = p®. W stanach
przejéciowych wspolczynniki tarcia ortotropowego ¢ i ¢ ulegaja zmianie na skutek zuzy-
cia i dgza do wartosci asymptotycznej ¢*. Mozna wiec zaproponowaé proste prawo ewolucji
tych wspotczynnikow w postaci:

T=N

¢ =(c"—¢)—, =12, (3.30)
Wo
gdzie wy jest parametrem modelu, ktory mozna interpretowaé jako pewna charakterys-
tyczng wielko$¢ zuzycia zwigzang ze zmianami anizotropii powierzchni. Przyjmijmy prawo
zuzycia w postaci (3.21):

w(B) = y(N/A)ld(B)), (3.31)
gdzie funkcja dysypacji d(8) okreslona jest wzorem:
i P Cp

Znormalizowany wektor poslizgu p = v/v ma w ukladzie osi ortotropii z,y sktadowe
p = [cos B,sin B]. Roéwnania (3.29)—(3.32) opisuja sprzezone prawo tarcia i zuzycia, w
ktorym zuzycie powierzchni wplywa na jej wlasnosci cierne, za$ predkos¢ zuzycia jest
bezposrednio zwiazana z prawem tarcia. Pominiete zostaly efekty zwiazane z wtorna
anizotropia powierzchni wywolang powtarzajacymi sie poslizgami ciernymi o ustalonym
kierunku.
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3.1.6 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zostal przedstawiony nowy model tarcia anizotropowego z niesto-
warzyszonym prawem poSlizgu. Prawo tarcia wyprowadzone dla prostego mikro-mecha-
nicznego modelu kontaktu powierzchni o ortotropowym uktadzie nier6wnosci charaktery-
zowato sie takim wlagnie niestowarzyszonym prawem poslizgu. Jedna z cech tego modelu
zrodzita koncepcje generowania potencjalu poslizgu przez skalowanie krzywej granicznej
tarcia. Koncepcja ta zostata nastepnie uogolniona i zastosowana do opisu danych dos-
wiadczalnych. Przedstawiono jednolity sposéb opisu tarcia i zuzycia anizotropowego wraz
z prostym zatozeniem konstytutywnym $cisle wigzacym ze soba wtasnosci tarcia i zuzycia.

Zaproponowano réwniez nowy model tarcia ortotropowego o eliptycznym warunku
tarcia z niestowarzyszonym prawem po$lizgu, ktory uogolnia dotychczas stosowane mod-
ele tego typu (Michatowski, Mroz [67]; Curnier [23]; Zmitrowicz [131]). Dla przypadku
stowarzyszonego prawa poslizgu wprowadzony zostal dodatkowo sprzezony model ani-
zotropowego tarcia i zuzycia.

3.2 Fenomenologiczny model tarcia i zuzycia w proce-
sach obrébki plastycznej

3.2.1 Krytyczna analiza istniejacych modeli

Warunki kontaktowe w procesach obrobki plastycznej charakteryzuja sie kilkoma cechami,
ktore powoduja, ze klasyczny model tarcia Coulomba nie moze by¢ w nich stosowany do
doktadnego opisu zachodzacych zjawisk. Procesy obrobki plastycznej wyrozniaja wysokie
ciSnienia kontaktowe, duza roznica twardosci kontaktujacych sie powierzchni oraz zaawan-
sowana deformacja plastyczna obrabianego materiatu. W procesach obrobki na goraco
dodatkowsa cechg jest duza réznica temperatur kontaktujacych sie powierzchni.

Istniejace modele (omowione w rozdziale 1.3.1) bazujace na jednym z podstawowych
schematow oddzialywania powierzchni z nier6wnosciami (ST/RW lub RT/SW) prowadza
do nieliniowych praw tarcia. Prawa te dla niskich ci$nieii kontaktowych modeluja sity
tarcia zgodnie z prawem Coulomba. Natomiast dla ci$nienn wysokich sity tarcia asympto-
tycznie daza do stalej wartosci (rys. 1.5(c)).

Tego typu nieliniowe prawo tarcia otrzymali Avitzur i Nakamura [5] przyjmujac, ze
kontaktuja sie ze soba twarda, chropowata powierzchnia narzedzia oraz gltadka i miekka
(uplastyczniona) powierzchnia obrabianego materiatu (schemat RT/SW). Modele tego
typu pozwalaja uwzgledni¢ wpltyw chropowatosci powierzchni narzedzia na sity tarcia.
Jednakze zalozenie, ze powierzchnia materiatu jest gtadka bardzo czesto stoi w sprzecz-
nosci z obserwacjami. Ogolnie znany jest fakt, ze ubocznym skutkiem niektoérych procesow
obrobki plastycznej jest znaczna poprawa gladkosci powierzchni wykonanego elementu.
Mimo iz modele bazujace na schemacie RT/SW, daja racjonalna podstawe stosowania
modeli tarcia o nieliniowej zaleznosci sit tarcia od naciskow normalnych, pomijaja proces
zmian chropowato$ci powierzchni zwigzany ze splaszczaniem nieréwnosci.
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Warunek tarcia dla modeli tarcia orania ($ciernego) mozna zapisaé¢ w ogolnej postaci:

fo(pn, o) = |pr| — 5 (Pw) <0, (3.33)

gdzie bezwymiarowe naprezenia kontaktowe p = p/k odniesione sa do wytrzymalosci na
$cinanie k materiatu obrabianego, a P35t = p5t(py) jest nieliniowa funkcja bezwymiaro-
wego ci$nienia kontaktowego py. Posta¢ warunku tarcia (3.33) odpowiada przypadkowi
dwuwymiarowemu, gdyz zamiast wektora naprezenia tarcia p, zawiera skalar pr. Dla
uproszczenia i bez utraty ogoélnosci, w dalszym ciggu rozwazan stosowany bedzie taki
opis, przy czym nalezy pamietaé, ze przejscie do przypadku tréojwymiarowego wymaga
jedynie podstawienia p; w miejsce pp. Charakter zaleznosci p5l = p5(pn) pokazany jest
schematycznie na rysunku 1.5(c). Poniewaz powierzchnia narzedzia traktowana jest jako
sztywna, jedynym parametrem bedacym skalg dla naprezen kontaktowych jest granica
plastycznosci k. Dzieki temu warunek tarcia mozna zapisa¢ w bezwymiarowej postaci
(3.33).

Z kolei modele tarcia adhezyjnego (Wanheim, Bay [115, 14|; Wilson, Sheu [118, 120])
zakladajace kontakt gtadkiej i sztywnej powierzchni narzedzia z chropowata powierzch-
nig obrabianego materiatlu opisuja wazny proces sptaszczania nieréwnosci i zwigzany z
nim wzrost rzeczywistej powierzchni kontaktu «. Podstawowe zalozenie modeli tarcia
adhezyjnego mowi, ze lokalne naprezenia styczne na rzeczywistych mikro-kontaktach sa
statle (1 = mk) i nie zaleza od ci$nienia normalnego. Sa natomiast zwigzane z granica
plastycznosci na $cinanie k. Wspolezynnik adhezji m okresla stosunek 7/k. Powierzchnie
graniczng modeli tego typu mozna zapisa¢ w postaci:

fo(Pn, Pr) = |pr| — P (Pn) = |pr| — ma(py) < 0. (3.34)

Zalezno$¢é o = «a(py) otrzymywana jest z modeli mikro-mechanicznych bazujacych na
rozwigzaniach metoda charakterystyk lub gornej oceny kinematycznej, przy zatozeniu, ze
materiat obrabiany jest sztywno-plastyczny.

Modele tarcia adhezyjnego w postaci (3.34) sa znaczacym krokiem naprzod w stosunku
do modelu Coulomba. Jednakze zawieraje pewna niesp6jnosé. Mianowicie nie uwzgled-
niaja, ze proces splaszczania nieré6wnosci jest nieodwracalny. Przyjecie jednoznacznej
zaleznosci rzeczywistej powierzchni kontaktu od ci$nienia normalnego o = a(py) (np. w
modelu Wanheima i Bay’a [115, 14]) odpowiada bowiem zalozeniu petnej odwracalnosci
tego procesu.

Z kolei w podejsciu Wilsona i Sheu [118, 120| rzeczywista powierzchnia kontaktu « jest
niemalejaca zmienng stanu. Zalezy ona nie tyle od aktualnego ci$nienia normalnego ale
od jego historii oraz od historii deformacji plastycznej materiatu. W tym ujeciu oczywis-
cie nieodwracalno$¢ procesu jest uwzgledniona. Jednakze model taki prowadzi do innej
sprzecznosci. Ot6z jezeli w dowolnym procesie nastapito pewne splaszczenie nieréwnosci,
po czym ciSnienie kontaktowe spada do zera, to zgodnie z modelem adhezyjnym, skoric-
zonej rzeczywistej powierzchni kontaktu odpowiada skoriczone naprezenie styczne sit tar-
cia mimo, ze ci$nienie normalne moze by¢ nieskonczenie mate. W sposob oczywisty taki
rezultat nalezy uznac¢ za niefizyczny.

A zatem nalezy szuka¢ modelu, ktory uwzgledniajac nieodwracalne sptaszczanie nie-
rownosci, jednocze$nie bytby spdjny i zgodny z obserwowang rzeczywistos$cig. Propozycje
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tego typu modelu wysunal Wilson [120]. Przyjal on, ze splaszczone czubki duzych nie-
rownosci obrabianego materiatu oddziatywuja nie z gtadka powierzchnia narzedzia, ale
ze znacznie od siebie mniejszymi nier6wnoSciami znajdujacymi sie na tej powierzchni.
To samo zalozenie lezy u podstaw nowego modelu tarcia przedstawionego w nastepnym
rozdziale. Wilson [120] koncentrowal sie na wplywie deformacji plastycznej materiatu
na rzeczywista powierzchnie kontaktu oraz tarcie. Wplyw ten jest szczegolnie wazny
w procesach tloczenia blach, w ktorych cisnienia normalne nie sa wysokie, natomiast
deformacje plastyczne sg znaczne.

Prosty model tarcia powierzchni o podwojnej skali nieréwnosci pomija wplyw defor-
macji plastycznej materiatu. Model ten pozwala tatwo wyodrebni¢ poszczegdlne mechaniz-
my tarcia oraz zwiazane z nimi oddzialywania nieréwnosci powierzchni. Ten podstawowy
model moze tez stuzyé¢ jako baza dla bardziej zlozonych modeli uwzgledniajacych na
przyktad stany przejsciowe kontaktu lub tarcie Scierne wywotywane przez czastki trzeciego
ciala.

3.2.2 Model tarcia powierzchni o podwdjnej skali nieré6wnosci
Podstawowe zalozenia

W procesach obrobki plastycznej whasnosci kontaktujacych sie ze soba powierzchni narze-
dzia oraz obrabianego materiatu bardzo réznig sie od siebie. Przede wszystkim powierz-
chnia narzedzia jest duzo twardsza od powierzchni materialu. Pozwala to traktowac ja
jako sztywna. Z drugiej strony wystepowanie duzych deformacji plastycznych w obrabia-
nym materiale uzasadnia pominiecie jego odksztatcen sprezystych i traktowanie go jako
sztywno-plastycznego.

Druga réznica dotyczy chropowatosci powierzchni. O ile powierzchnia narzedzia pod-
dawana jest starannej obrobce majacej na celu uzyskanie matej chropowatosci, o tyle chro-
powato$¢ powierzchni obrabianego materiatu odzwierciedla zazwyczaj stan powierzchni
potproduktu i jest zazwyczaj znacznie wieksza od chropowatosci powierzchni narzedzia.
Ponadto wzgledna twardos¢ powierzchni narzedzia powoduje, ze chropowatos$¢ narzedzia
praktycznie nie zmienia sie. Tak wiec mimo, ze zuzycie powierzchni narzedzia moze w
dhuzszym okresie prowadzi¢ do zmian stanu powierzchni, w tym chropowatodci, jednak
zmiany te sa powolne i mozna je zaniedbaé, gdy rozwaza sie jeden cykl wytworczy. Z
drugiej strony chropowato$é¢ powierzchni materiatu moze doznawaé znaczacych zmian na
skutek procesu splaszczania nieréwnosci.

O ile proste modele ST /RW oraz RT /SW zaktadaja, ze jedna z powierzchni jest gladka,
o tyle bazujac na powyzszych obserwacjach mozna zaproponowa¢ model wspotpracy dwoch
chropowatych powierzchni. Zal6zmy, ze rozmiary nier6wnosci powierzchni narzedzia sa
znacznie mniejsze od rozmiar6w nieréwnosci powierzchni materialu obrabianego. Kon-
takt nierownosci takich powierzchni pokazany jest schematycznie na rysunku 3.10. Cha-
rakterystyczne dhugosci nieréwnosci powierzchni materiatu obrabianego oraz narzedzia
oznaczone sa odpowiednio przez [, oraz l;, a dlugos$ci odcinkéw, na ktorych zachodzi
bezposredni kontakt oznaczone sa przez t, i t;. Oczywidcie zgodnie z powyzszym zalo-
zeniem [, > [;. Bazujac na tych charakterystycznych wielkosciach wprowadzmy wspot-
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workpiece

Rysunek 3.10: Model kontaktu powierzchni o podwd6jnej skali nier6wnosci: charakterysty-
czne wymiary periodycznie rozmieszczonych nieréwnosci.

czynniki efektywnej powierzchni kontaktu «,, oraz oy zdefiniowane jako:

tw tt
Ay = 7, oy = l_
t

L
Rzeczywista powierzchnia kontaktu a réwna jest ich iloczynowi:

O = QU .

Srednie naprezenia kontaktowe panujace na sptaszczonych wierzchotkach nieréwnosci
obrabianego materiatu p%”), p(Tw) zwigzane sa z globalnymi naprezeniami kontaktowymi

PN, pr nastepujacymi zaleznosciami

“(w) _ PN (w) _ PT

PN = oy’ br = .
Zgodnie z zalozeniem, ze powierzchnia narzedzia jest sztywna, jedyna wielkoscia skalujaca
naprezenia kontaktowe jest granica plastycznosci materiatu obrabianego k. Dlatego tez w
dalszej czesci uzywane beda jedynie bezwymiarowe naprezenia kontaktowe p = p/k.

Bazujac na zalozeniu, ze nieréwnosci narzedzia sa duzo mniejsze od nieréwnosci mate-
riatu obrabianego, mozna postulowaé, ze oba mechanizmy tarcia (splaszczanie nieréwnosci
oraz oranie) sa niezalezne. Wtedy w uproszczonym opisie oddzialywarn takich powierz-
chni splaszczanie nieréwnosci moze byé przyblizone prostym schematem ST/RW. Z kolei
oranie twardymi nieréwnosciami narzedzia moze by¢ opisane schematem RT/SW.

W rezultacie otrzymuje sie model bedacy kombinacja obu prostych modeli tarcia: ad-
hezyjnego oraz orania. Warunkiem wzglednego poslizgu obu powierzchni jest spetnienie
warunku tarcia (3.33) modelu RT/SW na wierzcholtkach duzych nieréwnosci. Podstawie-
nie do niego lokalnych naprezen kontaktowych ﬁ(Nw) i ﬁ(Tw) prowadzi do warunku tarcia w
postaci:

L5, 5%)) = f (Dn /s Br/ ) = falpns Py ) = 0. (3.35)

Otrzymany warunek tarcia f; = 0 modelu uwzgledniajacego dwie skale nieréwnosci
zawiera kontaktowa zmienng stanu v, zwigzang ze splaszczaniem nieréwnosci. Poniewaz
proces splaszczania nieréwnosci jest nieodwracalny, efektywna powierzchnia kontaktu «,
nie moze male¢. Wyznacza sie ja w funkcji naprezen kontaktowych z modelu tarcia ad-
hezyjnego (3.34). Oczywiscie w granicznym przypadku, gdy «,, = 1, model sprowadza sie
do modelu tarcia orania (RT/SW).



Rozdzial 3. Modelowanie konstytutywne tarcia i zuzycia 61

f maxp— — —

f propl _ __

prop X

>l N

0

Rysunek 3.11: Funkcja liniowo-potegowa.

Specyfikacja funkcji i parametréw modelu

Aby przedstawiony powyzej model byt pelny, nalezy okresli¢ funkcje opisujace sktadowe
modele ST/RW oraz RT/SW. Oba modele prowadza do nieliowych praw tarcia. Charakter
zaleznodci naprezenia tarcia od naciskow normalnych p§t = psl(py) zostal pokazany na
rysunku 1.5(c). Zaleznosci tego typu wynikaja z modelu tarcia adhezyjnego Wanheima i
Bay’a [115, 14| a takze z modelu tarcia na skutek orania zaproponowanego przez Avitzura
i Nakamure [5].

W obu przypadkach zaleznosé pt = pst(py) jest liniowa dla matych normalnych cignien
kontaktowych, a dla wysokich ci$nieni dazy asymptotycznie do stalej wartosci. Tego typu
zalezno$¢ mozna w przyblizeniu opisa¢ funkcjg bedaca sklejeniem funkcji liniowej oraz
funkcji potegowej w postaci:

~

f@) = fla,amr, pron, oy -

frrop

dla 0 < g < gProp
Prop =7 =

_ _ eprop(.. _ ~prop (3.36)
fma:v . (fma:v _ fp?"op) exp (IL‘ i ) dla z > gProp
X

prop(fmax _ fprop)

Funkcja f(z) opisana wzorem (3.36) zalezy od trzech parametrow xP™°P  fPror  fmos
pokazanych na rysunku 3.11. Wtasnie przy pomocy takiej funkcji Bay [14] zaproponowal
przyblizony opis rozwiazan analitycznych modelu sptaszczania nieréwnosci (ST/RW).

W modelu tarcia adhezyjnego naprezenie styczne na rzeczywistych kontaktach (na
wierzchotkach splaszczonych nier6wnosci) opisywane jest przez staly wspolezynnik m:

p(Tw) = mk, *(T“’) =m.
Rozwiazania analityczne Wanheima i in. [115] otrzymane metoda charakterystyk zostaly
przez Bay’a [14] przyblizone funkcja liniowo-potegowa (3.36):

y = Oy [ﬁN, ﬁz]o\;"op(m), O‘z;mp(m)a agam (m)] = 02 (ﬁNa m)v (337)

rop

A 3 o~ 70 max
ktorej parametry piy ™, ol oraz «

mar zaleza od wspoétczynnika adhezji m:

rop 1+ 5 +arccosm + /1 —m? 1 maz _ 1

= AT = —
N 1+v/1—m oo 1+/1—-m v

(3.38)
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gt mo p*]]?\;"(’p {77"017 {naw
1° 0.2 251 0.14 0.24
5° 0.2 216 0.26 0.39
5° 0.6 191 045 0.74

Tabela 3.2: Przyktadowe wartosci parametrow funkeji liniowo-potegowej (3.36) przybliza-
jacej zaleznos$é pit = fi(py) otrzymana przez Avitzura i Nakamure [5] dla modelu RT/SW
(tarcie orania).

Rozwigzanie Wanheima i in. [115] bazuje na zalozeniu, ze kat nachylenia nieréwnosci
jest zaniedbywalnie maly. Bardziej rozbudowane rozwiazanie Bay’a [14] uwzglednia dodat-
kowo skoriczony kat nachylenia nier6wnosci oraz zmiane tego kata na skutek sptaszczania
nierownosci. W takim przypadku zaleznosé (3.37) przyjmuje bardziej ogolng postaé:

Qw = G2(Dn, M, Buo), (3.39)

gdzie poczatkowy kat nachylenia nieréwnosci 6, jest dodatkowym parametrem modelu.
Dla 6, = 0 model Bay’a [14] jest rownowazny modelowi Wanheima i in. [115], a zalezno§¢
(3.39) upraszcza si¢ do (3.37).

Opis tarcia na skutek orania (schemat RT/SW) mozna oprze¢ na wynikach Avitzura.
Rozwiazania (zaleznosci pif = pif(py)) otrzymane metoda gornej oceny kinematycznej
zaleza od dwoch parametrow: kata nachylenia nieréwnoéci powierzchni narzedzia #; oraz
od lokalnego wspoltczynnika adhezji my na rzeczywistych kontaktach. Roéwniez w tym
przypadku funkcja liniowo-potegowa (3.36) moze stuzy¢ do przyblizonego opisu zaleznosci
¥ = D7 (b):

pr = Dr(on, DN 7 ) = fi(bw). (3.40)

Wartosci parametrow modelu piy”, fI" i f"** mozna oszacowaé z wynikow Avitzura

i Nakamury [5] przyjmujac jako niezalezne parametry kat nachylenia nieréwnosci oraz
wspotczynnik adhezji. W tabeli 3.2 zestawione sa przyktadowe wartosci tych parametrow
wraz z odpowiadajacymi im warto$ciami parametréw funkcji liniowo-potegowej (3.36).
Te przykladowe wartosci beda uzywane w przykladach. Rowniez model Wilsona [120]
dotyczacy tarcia na skutek orania moze by¢ wykorzystany do opisu modelu RT/SW.
Poroéwnanie pokazuje, ze oba modele daja zblizone wyniki (Mroz, Stupkiewicz [76]).

W innym podejéciu parametry ph?, fF™ i f"% mozna traktowac jako niezalezne
parametry fenomenologiczne wyznaczane eksperymentalnie bez odwotywania sie do —
przyblizonego przeciez — modelu Avitzura i Nakamury.

Podsumowujac, model Wanheima i in. [115] dotyczacy splaszczania nier6wnosci (sche-
mat ST/RW) opisany jest funkcja liniowo-potegowa oy, = go(pn, m) (wz. (3.37)), ktorej
parametry opisane sa analitycznymi wyrazeniami (3.38). Z kolei model RT/SW zwiazany
z mechanizmem orania opisany jest funkcja pif = fi(py) (wz. (3.40)) o trzech nieznanych

parametrach piy”, fI"" 1 fime.
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Rownania modelu

Zgodnie z przyjetym powyzej sposobem opisu modelu RT /SW lokalne naprezenia kontak-

towe p\) oraz p\*) zwiazane sa ze soba zaleznoscia p\*) = f,(p\)), ktéra wyrazona przez

globalne naprezenia kontaktowe py i pr specyfikuje globalny warunek tarcia (3.35):

fd(ﬁNaﬁTa aw) = ﬁT - O‘wfl(ﬁN/aw) =0. (341)

Do wyznaczenia efektywnej powierzchni kontaktu c,, wykorzystamy zaleznosé¢ (3.37)
wynikajaca z modelu ST/RW: ay, = g2(pn, m). Przyjmujac, ze parametr m nie jest staly,
i ze odzwierciedla aktualne lokalne naprezenia tarcia na wierzchotkach nieréwnosci, na
podstawie modelu RT/SW mozna go wyznaczy¢ jako:

m=py") = (V).

Podstawiajac m = f; (ﬁ(Nw)) do rownania (3.37) otrzymuje sie nieliniowe réwnanie

_ PN
PN, fl <_>
aw
wiazace ze soba efektywna powierzchnie kontaktu v, i normalne ci$nienie kontaktowe py.
Rozwiazanie tego rownania ze wzgledu na ., oznaczmy symbolicznie przez hs:

Oy = g2

Y

= ha (D). (3.42)

Poniewaz proces sptaszczania nieréwnosci jest nieodwracalny, efektywna powierzchnia
kontaktu «,, zalezy nie od aktualnej wartosci cisnienia normalnego, lecz od jego wartosci
maksymalnej pymaz. A zatem zalezno$¢ miedzy «,, a ci$nieniem kontaktowym mozna
zapisa¢ w postaci

fs(ﬁNmaw; aw) = Oy — hZ(ﬁNmam) = 07 (343)

gdzie fy = 0 jest powierzchnig sptaszczania nierownosci.

W przestrzeni globalnych naprezen kontaktowych warunek graniczny tarcia reprezen-
towany jest przez zbior powierzchni granicznych f; = 0 odpowiadajacych réznym wartos-
ciom zmiennej stanu «,,. Powierzchnie te pokazane sa schematycznie na rysunku 3.12.
Nalezy zwroci¢ uwage, ze zgodnie z rownaniem (3.35) powierzchnie f; = 0 powstaja przez
skalowanie powierzchni granicznej f, = 0 opisujacej prosty model RT/SW i odpowiada-
jacej przypadkowi granicznemu cy,, = 1.

Powierzchnie f; = 0 oraz f; = 0 zamykaja obszar dozwolonych wartos$ci naprezen
kontaktowych. Ze wzgledu na aktywne procesy zachodzace na powierzchni kontaktowej
mozna wyrozni¢ cztery stany kontaktu. Punktom na powierzchni f; = 0 odpowiada
splaszczanie nierownodci i wzrost efektywnej powierzchni kontaktu a,,. W punktach leza-
cych na powierzchni f; = 0 zachodzi poslizg, natomiast efektywna powierzchnia kontaktu
oy, nie ulega zmianie. W punktach bedacych przecieciem powierzchni f; = 0 z powierzch-
nig f; = 0 zachodzi jednoczesny poslizg oraz splaszczanie nier6wnosci. Punkty te tworza
powierzchnie stanow krytycznych tarcia F. = 0 pokazang na rysunku 3.12 linig przery-
wang. Czwartym stanem kontaktu jest przyleganie, ktoremu odpowiadaja punkty lezace
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Rysunek 3.12: Powierzchnie graniczne tarcia dla modelu tarcia powierzchni o podwdjnej
skali nier6wnosci.

wewnatrz obszaru ograniczonego powierzchniami f; = 01 f; = 0. W tym stanie nie
zachodzi ani poslizg ani splaszczanie nieréwnosci.

O ile na powierzchniach fy(pn, pr, a'*) = 0 efektywna powierzchnia kontaktu v, jest
stata i rowna o, = ha(PNmaz), O tyle na powierzchni stanéow krytycznych F.(py,pr) = 0
efektywna powierzchnia kontaktu c«,, zalezy od aktualnej wartosci ci$nienia normalnego.
Punkty powierzchni F, = 0 odpowiadaja wiec przypadkowi, gdy nastepuje poslizg przy
jednoczesnym monotonicznym wzro$cie normalnego cisnienia kontaktowego i zwigzanym z
nim ciagglym splaszczaniu nieréwnoéci. Ro6wnanie powierzchni stanéw krytycznych £, = 0
ma postac:

Fe(pn,pr) = |pr| — ha(pn) f1 <p7N> = 0.
ha(Pw)

Zdefiniowany powyzej model tarcia powierzchni o podwojnej skali nieréwnosci jest
ztozeniem dwoch prostych modeli tarcia adhezyjnego (model ST/RW) oraz tarcia orania
(model RT/SW). Dzieki wykorzystaniu rozwiazan analitycznych Wanheima i in. [115],
jedynymi parametrami modelu sg parametry opisujace zalezno$¢ p5t = f1(px) dla modelu
RT/SW. Gdy zaleznos¢ ta opisywana jest przy pomocy funkcji liniowo-potegowej (3.36), to
sa to trzy parametry: piy?, fF"P i fime. Przykladowe wartosci tych parametrow zawiera
tabela 3.2. Na rysunku 3.13 pokazane sa podstawowe krzywe modelu dla parametrow
odpowiadajacych przypadkowi 6, = 5°, my = 0.6 (tabela 3.2). Przypadkowi temu
odpowiada maksymalna warto$¢ naprezen tarcia prpje, = f{"** = 0.74. Dla poréwnania
pokazane sa rowniez krzywe odpowiadajace sktadowym modelom ST/RW oraz RT/SW.

Rozdzial 3.3 poswiecony jest zastosowaniu powyzszego modelu w numerycznej ana-
lizie probleméw kontaktowych. Wyprowadzona jest konsystentna macierz styczna dla
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Rysunek 3.13: Krzywe tarcia modelu tarcia powierzchni o podwojnej skali nieréwnosci
dla przypadku prpes = f**" = 0.74.

przypadku, gdy powierzchnia narzedzia jest nieodksztalcalna i aproksymowana elemen-
tami liniowymi. Przedstawione sa réwniez wyniki otrzymane dla prostych zadan dwuwy-
miarowych, ilustrujace podstawowe wtasnosci modelu.

3.2.3 Splaszczanie nieré6wnosci pod wplywem $ciskania i Scinania

W modelu tarcia, przedstawionym w poprzednim podrozdziale, sptaszczanie nieréwnosci
zalezy jedynie od normalnych naciskow kontaktowych py. Odzwierciedla to ptaska po-
wierzchnia f; = 0 opisana réwnaniem (3.43) i pokazana na rysunku 3.12. Mozna si¢
jednak spodziewaé, ze w rzeczywisto$ci na splaszczanie nier6wnosci ma wplyw rowniez
wielkos$¢ naprezenia stycznego dziatajacego na nieréwnosc.

Jako przyktad niech postuzy model Wanheima i in. [115]. Linie ciagle na rysunku 3.14
przedstawiaja zalezno$¢ naprezenia tarcia od naciskow normalnych p(py) dla réznych
warto$ci wspotezynnika adhezji m (zmieniajacego sie od m = 0.2 dla najnizszej do m = 1
dla najwyzszej krzywej). Liniami przerywanymi oznaczone sa krzywe o stalej efektywnej
powierzchni kontaktu o = ay,.

Rownania modelu

Aby uwzglednié¢ wplyw naprezenia stycznego na proces splaszczania nieréwnosci zalozmy,
ze powierzchnia f; = 0, opisujaca proces splaszczania nieréwnos$ci, ma postaé¢ potowy
elipsoidy obrotowej (rys. 3.15), ktorej o§ obrotu pokrywa sie z osia py. Rownanie takiej
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Rysunek 3.14: Krzywe stalej powierzchni kontaktu o, = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 (linie prz-
erywane) w modelu Wanheima [115]. Linie ciagle pokazuja zaleznos¢ psl(py) dla réznych
wartosci wspotezynnika adhezji m.

powierzchni ma postac:
(Pv = Pne)*  IPrl?
(Ong — Pne)? (Pre)?

fs(ﬁN;I_)T;CYw) — _]-:0 dlaﬁN >]5NC7
gdzie py. okredla potozenie $rodka elipsoidy, a pr. oraz pny — pn. sa dlugosciami jej
potosi. Parametry elipsoidy pwe, pre, Pny sa z zalozenia funkcjami efektywnej powierzchni
kontaktu «,,. Tak wiec powierzchnie graniczna tarcia tworza powierzchnie f; = 0 dla
Py < Pne oraz f, = 0 dla py > Pye.
Zatozmy rowniez niestowarzyszone prawo poslizgu zdefiniowane przez potencjal pos-
lizgu G(ﬁNapTa aw):
. 0G . 0G . 0G
v’ = )\—_ lub U}gv = )\f, ’U;—: = )\f (344)
op Opn Opr
Potencjal poslizgu niech sktada sie z powierzchni cylindrycznej G = ¢ (gdzie ¢ jest stala)
oraz elipsoidy obrotowej (G5 = ¢ zdefiniowanych jako:

AR o
G = 2 dla py < pne
“Te _ (3.45)
_ 2 2
Gy = oo BT gy s g
(Pnf — Pne) DT
Cylindryczny potencjal poslizgu i = ¢ odpowiada powierzchni granicznej tarcia

fa = 0 i generuje prawo poslizgu, zgodnie z ktéorym predkosé poslizgu jest styczna do
powierzchni kontaktu: v* = v, vy = 0. Taki stan kontaktu odpowiada samemu posl-
izgowi przy ustalonej efektywnej powierzchni kontaktu c,, — nie zachodzi sptaszczanie
nier6wnosci.

Z kolei eliptyczny potencjal poslizgu G, = ¢ jest zwiazany z powierzchnia f, = 0,
na ktorej jednoczesnie wystepuje poslizg oraz splaszczanie nierownosci ze wzrostem o,.
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Rysunek 3.15: Model tarcia uwzgledniajacy wplyw $cinania na sptaszczanie nieréwnosci.

Obie elipsoidy maja wspolny $rodek lecz r6zny stosunek poétosi. Stosunek poétosi elipsy
fs = 0 rowny jest (pnf — Pne)/Pre, podczas gdy w przypadku potencjatu poslizgu Gy = ¢
wynosi on Y(py s —Pne)/Pre. Jak wida¢ parametr v > 1 okresla niestowarzyszonosé prawa
poslizgu. Dla v = 1 otrzymuje sie stowarzyszone prawo poslizgu.

Sktadowa normalna predkosci v}, wynika jedynie ze splaszczania nieréwnosci. Nato-
miast sktadowa styczna predkosci vi, zwiazana jest gtownie z poslizgiem zachodzacym na
czubkach splaszczonych nieréwnosci obrabianego materiatu, ale rowniez z niewielka sktad-
owa wynikajaca z plastycznego Scinania nieréwnosci. Mozna sie zatem spodziewa¢ duzej
dysproporcji miedzy wielko$ciami normalnej i stycznej sktadowej predkosci poslizgu v°.
Aby uwzglednié¢ powyzsze réznice przyjete zostalo niestowarzyszone prawo poslizgu (3.44)
i (3.45), zgodnie z ktorym dla duzych wartosci parametru v sktadowa styczna predkosci
poslizgu jest znacznie wieksza od sktadowej normalne;j.

Funkcje i parametry modelu

Powierzchnia graniczna tarcia f; = 0 odpowiadajaca samemu tylko poslizgowi bez jed-
noczesnego splaszczania nieréwnosci zdefiniowana jest podobnie jak w rozdziale 3.2.2 przez
sktadowe modele ST/RW oraz RT /SW. Wykorzystujac te same proste modele mozna wyz-
naczy¢ parametry eliptycznej powierzchni f; = 0 oraz odpowiadajacego jej potencjalu
poslizgu Gy = ¢: pne = Pne(Qw), Pre = Dre(ow) oraz pyy = py (o).

Punkt przeciecia powierzchni f; = 0 z powierzchnia f; = 0 lezy na powierzchni stanow
krytycznych F, = 0. Zwiazek miedzy ci$nieniem normalnym py a powierzchnia kontaktu
o, w punktach lezacych na powierzchni F, = 0 okresla zaleznos¢ (3.42): ay, = ha(py). A
zatem Srodek obu powierzchni eliptycznych zdefiniowany przez py. mozna wyznaczy¢ z za-
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Rysunek 3.16: Splaszczanie nier6wnosci przy zachowaniu: (a) stalego kata nachylenia lub
(b) statej objetosci.

leznosci odwrotnej: Py = hy (). Dhugosé potosi w kierunku pr wynika bezposrednio z
rownania powierzchni granicznej tarcia: pr. = v, f1(Pne/cw). W koticu wielko$¢ ci$nienia
Py, ktore odpowiada splaszczaniu nieréwnosci przy zerowym naprezeniu tnacym, mozna
wyznaczy¢ z rozwigzania Wanheima i in. [115]: ay, = go(pn, m); zakladajac zerowe tarcie.
Odpowiada to podstawieniu m = 0, a zalezno$¢ odwrotna do a,, = go(py,0) ma postac
analityczna:

24T dla 0 < o, < 3,
PNEZ L4+ m){1 —nf2(1 — )]} dlaa, > L.

Na rysunku 3.14 pokazane sa krzywe statej efektywnej powierzchni kontaktu a,, wy-
nikajace z modelu Wanheima i in. [115]. Zdefiniowana powyzej powierzchnia splaszcza-
nia nier6wnosci f; = 0 jest tylko w dwoch punktach (pne, pre) oraz (Pyy,0) zgodna z
rozwigzaniem Wanheima. Na tych dwoch punktach oparta jest elipsa, ktora jak widaé
z rysunku 3.14 nie opisuje krzywych statej wartosci o, zbyt dokladnie. Za przyjeciem
takiej postaci powierzchni f; = 0 przemawia jednak prostota opisu tej powierzchni oraz
zwigzanego z nig potencjalu poslizgu Gy = c¢. Rowniez otrzymane prawo poslizgu oraz
zwigzki przyrostowe znacznie sie upraszczaja gdy obie powierzchnie sa elipsoidami. 7
drugiej strony nalezy pamieta¢, ze rozwiazania analityczne (np. Wanheima i in. [115])
sa tylko bardzo uproszczonymi modelami i w zwigzku z tym rygorystyczne wymaganie
zgodnosci z nimi nie ma sensu.

Aby zamknaé¢ model nalezy jeszcze zdefiniowaé zalezno$¢ miedzy normalng penetracja
uy zwigzang ze splaszczaniem nieréwno$ci i efektywna powierzchnia kontaktu a,,. Za-
lezno$¢ ta mozna wyznaczy¢ z czysto geometrycznych zwiazkow, zaktadajac jeden z dwoch
prostych schematow deformacji nieréwnosci. W pierwszym schemacie zaktada sie za-
chowanie stalego kata nachylenia nierownosci (rys. 3.16(a)) lub zachowanie stalej obje-
tosci (rys. 3.16(b)). Zaleznosci dla obu schematéow oraz dla dwuwymiarowych (trojka-
ty) i trojwymiarowych (piramidy) nieréwnosci zawiera praca [76]. Charakter zaleznosci
Q= aq(un) jest we wszystkich przypadkach taki sam, natomiast wartosci r6znia sie w
skrajnych przypadkach nawet dwukrotnie. Poniewaz brak jest jakichkolwiek argumentow
przemawiajacych za wybraniem ktoregos z tych schematow, arbitralnie zostal wybrany
schemat dwuwymiarowych nier6wnosci o statym kacie nachylenia. Poszukiwane zaleznosci
maja w tym przypadku posta¢:

uny (2 — ay) , doy, 1 1

h—():i? s aw:

duy :h_ol—aw’

gdzie hy jest charakterystyczna (Srednia) wysokoscia nierownosci. Natomiast maksymalna
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penetracja, odpowiadajaca catkowitemu splaszczeniu nieréwnosci (o, = 1) jest w réwna
_ 1
UNmaz = §h0-

Roéwnania przyrostowe i charakterystyki modelu

Aby zbada¢ jaki wplyw na charakterystyki modelu ma uwzglednienie splaszczania nie-
rownosci na skutek jednoczesnego $ciskania i $cinania, rozpatrzymy wybrane programy
obcigzenia w ptaszczyznie py, pr. Dla uproszczenia ograniczmy sie do proceséw, podczas
ktorych punkt w przestrzeni naprezen kontaktowych stale znajduje sie na powierzchni
fs = 0. Punktom na tej powierzchni odpowiadaja stany przejSciowe tarcia, ktore sa
gltowna cecha omawianego modelu. Na powierzchni f; = 0 nie zachodzi splaszczanie
nierownosci (a,, = const) i w tych punktach stany przejsciowe nie wystepuja.

Z prawa poslizgu (3.44) generowanego przez potencjal poslizgu G5 = ¢ wynikaja nas-
tepujace zaleznosci:

0Gy - 0Gy
vy = A=— = Afsn, VF=A—=2]\ ST 3.46
N apN fN T apT v f T ( )
gdzie fsy 1 f,p sa zdefiniowane jako:
_Ofs _Ofs
fsN_apNa fsT_apT‘

Jak widaé dzieki zalozeniu, ze powierzchnia f; = 01 potencjal poslizgu G2 = ¢ sa elipsoida-
mi o wspolnym $rodku, wektory ich gradientéw réznig sie tylko czynnikiem 2 skalujacym
sktadowa w kierunku stycznym — réwnanie (3.46).

Z warunku zgodnosci f’s = 0 w postaci:

fsNﬁN_FfsT 'i)T—FfsaO‘éw - 07

gdzie
_an.
Oy’
mozna wyznaczy¢ mnoznik . Wykorzystujac zaleznosé du, = ol vy, gdzie o, = day, /duy
oraz prawo poslizgu (3.46) otrzymuje sie

fsa

)'\: fSN]'jN_FfsT'bT
fstsaa;U

Podstawiajac A do prawa poslizgu (3.46) otrzymuje sie zwigzki przyrostowe dla procesow
sterowanych naprezeniami kontaktowymi. Przyjmuja one postac

(3}l witzon () oo
vy fsally | V' VINTFr ® For Pr

Dla v > 1, a wiec dla niestowarzyszonego prawa poslizgu, otrzymana macierz podat-
nosci jest niesymetryczna. Poniewaz czynnik 72 linowo skaluje wektor stycznej predkosci



70

0.4

0.35
0.3

0.25

0.15

0.1

0.05

0 ! ! ! ! ! ! !
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

up = u%/(fVQuNma:v)

Rysunek 3.17: Scinanie przy stalym ci$nieniu kontaktowym p%); (a) program obciazenia

0-1-2-3; (b) zaleznos¢ sit tarcia od bezwymiarowej dtugosci poslizgu dla réznych ci$nien
normalnych.

poslizgu v, mozna wprowadzi¢ znormalizowana predkos¢ poslizgu o7 = v5./v%. Odpo-
wiada ona stowarzyszonemu prawu poslizgu na powierzchni f; = 0, a wiec przypadkowi
v = 1. Rownania (3.47) przyjmuja teraz postac:

{UJSV}:_ 1 lfsN for ]{pN}
’b;“ fsozaiu -fsT s_]\}fsT ® fsT ﬁT

Zatem zalezno$ci dla niestowarzyszonego prawa poslizgu mozna otrzymac z zaleznosci dla
prawa stowarzyszonego przez proste przeskalowanie sktadowej stycznej predkosci poslizgu:
v = v

Rozwazmy teraz prosty program obciazenia pokazany na rysunku 3.17(a). Po przyto-

zeniu wstepnego normalnego ci$nienia kontaktowego pgi) (0-1), stopniowo zwiekszane jest
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naprezenie styczne i nastepuje poslizg przy stalym cisnieniu normalnym (1-2-3). Rysunek
3.17(b) przedstawia wyniki otrzymane dla parametrow modelu pokazanych w tabeli 3.2
odpowiadajacych maksymalnemu naprezeniu tarcia pryqe. = f{"* = 0.39. Bezwymiaro-
wa dlugo$é poslizgu ar zdefiniowana jest jako @S = @5 /Unmar = U/ (Y UNmaz), gdzie
UNmaz = %ho jest maksymalng penetracja na skutek splaszczania nieréwnosci.

Model opisuje stany przejsciowe, w czasie ktorych przy statych naciskach normalnych
sity tarcia rosng w funkcji dtugosci poslizgu. Wyniki pokazuja, ze przyjecie stowarzyszo-
nego prawa poslizgu (v = 1) prowadzi do bardzo szybkiego osiagniecia stanu asymptoty-
cznego. Dla v =1 kontakt osiaga stan ustalony na odcinku poslizgu o dtugosci mniejszej
niz potowa charakterystycznej wysokosci splaszczanych nieréwnoéci. Zatem, aby efekty
zwigzane ze stanami przejSciowymi byly zauwazalne, prawo poslizgu musi by¢ “silnie”
niestowarzyszone, co odpowiada duzym warto$ciom parametru vy > 1.

3.2.4 Model uwzgledniajacy czastki trzeciego ciata

W procesach obrobki na goraco, powierzchnia obrabianego materiatu pokrywa sie tlenkami,
czesto o duzej twardosci. Dlatego tez dominujacym mechanizmem tarcia i zuzycia jest
$cieranie czastkami trzeciego ciala (ang. third body abrasion). Warunki kontaktu powierz-
chni pokrytej twardymi czastkami tlenkow sa oczywiscie znaczaco rézne od warunkow,
ktore sa zaktadane w prostych modelach tarcia (ST/RW, RT/SW), jak rowniez w modelu
przedstawionym w poprzednich rozdzialach. Mimo powszechnej zgody co do dominujacej
roli czastek trzeciego ciala w oddzialywaniach kontaktowych w tego typu procesach, nie
ma obecnie modelu uwzgledniajacego wplyw tych czastek na tarcie i zuzycie. Ponizej
przedstawiony jest zarys rozwijanego obecnie modelu tarcia, w ktérym jednym z uwzgled-
nianych mechanizmoéw tarcia jest $cieranie czastkami trzeciego ciata. Model ten przeznac-
zony jest glownie dla proceséw kucia na gorgco oraz innych proceséw obrobki plastycznej
na goraco.

Ze wzgledu na ztozonosé proceséw zachodzacych podczas kontaktu i poslizgu w wa-
runkach typowych dla proceséw obrobki na goraco niezbedne jest przyjecie zatozen up-
raszczajacych. Rozpatrywane sa trzy sktadniki odzialujace ze soba: powierzchnia narze-
dzia (matrycy), powierzchnia obrabianego materiatu oraz czastki trzeciego ciata réwno-
miernie roztozone na powierzchni kontaktu. Czastki trzeciego ciata traktowane sa jako
sztywne. Poniewaz powierzchnia narzedzia jest duzo twardsza od powierzchni materiahu,
zaklada¢ sie bedzie, ze wszystkie czastki sa osadzone (wgniecione) w powierzchni obra-
bianego materiatu i poruszaja si¢ wraz z nia. Ponadto przyjmiemy, ze liczba czastek nie
zmienia sie. Zaniedbujemy wiec powstawanie nowych czastek (usprawiedliwia to krotki
czas kontaktu). Zaniedbane jest takze dzielenie sie czastek.

Rozwazmy pojedyncza czastke umieszczong pomiedzy powierzchnig narzedzia i mate-
riatu (rysunek 3.18) reprezentowana przez kulke o $rednicy D3. Przyjmijmy za Zhangiem
i in. [127], Ze powierzchnie kontaktu Ajs, oraz A pomiedzy czastka a odpowiednio ma-
teriatem i narzedziem zaleza od stosunku twardosci obu powierzchni:

H, Ay (d\°
—w_ I 2R 3.48
Ht A3w (dw> ( )
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a) b)

workpiece /\
DS /\

workpiece \ /

tool d¢ tool

Rysunek 3.18: Pojedyncza czastka pomiedzy powierzchniami narzedzia i materiatu: (a)
wcisnieta czesciowo (niskie cisnienie); (b) catkowicie osadzona w powierzchni materiatu

(dy = D3).

Poniewaz powierzchnia narzedzia jest duzo twardsza od powierzchni materialu (H;, >
H,), czastka jest wgniatana w powierzchnie materialu w duzo wiekszym stopniu niz
w powierzchnie narzedzia. Z zaleznosci (3.48) wynika rowniez, ze istnieje maksymalna
sita normalna Fj3,,.., jaka moze by¢ przenoszona przez pojedyncza czastke w przypadku
petnego osadzenia (d,, = Ds):

T T
Fy=—-H,d?, Fsmew = —H,D?.

Catkowita powierzchnia kontaktu A sktada sie z dwoch czesci: czeéci okupowanej przez
czastki trzeciego ciala Az oraz czesci, na ktorej mozliwe sg bezposrednie oddzialywania
powierzchni narzedzia i materialu A,,. Udzial powierzchni A; okresla parametr a®
zdefiniowany jako:

a® = N3 (£ D3) = ng <ED§> — é,
A 4 A
gdzie Nj jest liczba czastek na powierzchni A, a ng = N3/A oznacza ich koncentracje.
Nalezy zwroci¢ uwage, ze a(® nie jest efektywna rzeczywista powierzchnia kontaktu, a
jedynie okresla catkowita powierzchnie zajmowana przez czastki trzeciego ciata.

W najprostszym schemacie oddziatywania powierzchni (bedacym uogdlnieniem mo-
delu RT/SW) powierzchnia materiatu jest gltadka i wraz z osadzonymi w niej czastkami
oddzialywuje z chropowata powierzchnig narzedzia. Na bazie tego schematu (rys. 3.19(a))
mozna zbudowa¢ bardziej rozbudowane modele uwzgledniajace sptaszczanie nieréwnosci
chropowatej powierzchni materiatu, na przyktad przyjmujac jedno z mozliwych zatozen
upraszczajacych odnos$nie wielkosci czastek trzeciego ciata — rysunek 3.19(b) lub (c).
Przejscie do rozbudowanego modelu jest podobne do przejscia z prostego modelu RT/SW
do modelu tarcia powierzchni o dwoch skalach nieréwnos$ci — tak jak to zostato opisane
w rozdziale 3.2.2.

Przyjmijmy, ze powierzchnia materiatu jest gladka, to znaczy, ze wszystkie czastki
w niej osadzone moga jednoczes$nie oddzialywaé z powierzchnia narzedzia (rys. 3.19(a)).
Oddziatywania kontaktowe mozna wtedy rozdzieli¢ na dwie czesci: p%w), pgfw) zachodzace
na bezposrednich kontaktach narzedzia z materialem (na powierzchni Ay, o udziale 1 —
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a) . b) c)
workpiece workpiece workpiece
tool tool tool

Rysunek 3.19: Czastki trzeciego ciata na powierzchni kontaktu — powierzchnia materialu
obrabianego: (a) gladka; (b) chropowata z malymi oraz (c¢) duzymi czastkami.

a®) oraz pg{o}), pgﬁ’ ) zwigzane z kontaktem przez czastki trzeciego ciata. Catkowite napreze-

nia kontaktowe mozna wiec roztozy¢ zgodnie z ponizszymi wzorami:

pv = (1—a®)p” +a@pg 540
_ o (3)\ #(tw) (3)=(3) ( : )
pr = (1—a)pr’ +apy
Normalne ci$nienie kontaktowe ﬁg{o}) mozna przestawi¢ w postaci:
2 2
(3) 1 N3F3_ (dw> Hw_ (dw> i
p - 7. —\ 7 — \ )
N7k As Ds) k., \D3) "
gdzie wprowadzona zostata bezwymiarowa twardo$¢ powierzchni materiatu H,, = H,,/k,,.

Gdy czastka jest catkowicie osadzona (d,, = Dj3) lokalne ci$nienie 1353) przenoszone przez

czastki trzeciego ciata osigga maksimum:

]5(3) = Hw-

Nmaz —

Aby zamkna¢ model nalezy wprowadzi¢ zalezno$¢ miedzy globalnym ci$nieniem kon-
taktowym py a czastkowymi ciSnieniami ]553) i ﬁ%w). W tym celu przyjmijmy, ze gdy
czastki trzeciego ciata nie sa calkowicie osadzone w powierzchni materiatu (d, < Ds)
powierzchnie narzedzia i materiatlu sa rozdzielone, a kontakt zachodzi jedynie za pos-
rednictwem czastek. Dopiero gdy czastki zostaja catkowicie wcisniete, pojawiaja sie
bezposrednie kontakty narzedzia z materialem. Przenosza one cze$é ci$nienia normal-
nego przekraczajaca maksymalne cidnienie, jakie moze by¢ przeniesione przez czastki:

py = a®p®) = 0B, Zaleznos¢ odzwierciedlajaca takie zalozenie ma postac:

ﬁS\Z’ = DN ﬁ%w) =0, . dla py < I?wa(‘“’), (3.50)
PN =Hy BN =Lty — Hoa®),  dlapy > Hya®.

Majac czastkowe ci$nienia normalne ]553) i ﬁ%w), odpowiadajace im naprezenia tarcia

—5? )4 ﬁgw) mozna wyznaczy¢ z prostych modeli. Warunki na bezposrednich kontaktach
powierzchni narzedzia i materialu odpowiadaja schematowi RT/SW. Przyjmijmy wiec
nastepujaca zaleznosc:

i = AEN), (3.51)

gdzie funkcja f, opisuje tarcie w modelu RT/SW (wz. (3.40)).
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Z faktu, ze powierzchnia narzedzia jest duzo twardsza od powierzchni obrabianego
materiatu wynika, ze penetracja powierzchni narzedzia przez czastki trzeciego ciala jest
bardzo mala: d; < d,, < Dj (por. wz. (3.48)). Model oraz wyniki eksperymentalne
Komvopoulosa i in. [54] pokazuja, ze w takim przypadku wspotczynniki tarcia Coulomba
sa rzedu 0.1 = 0.2. Tak wiec tarcie czastek trzeciego ciata mozna wyznaczy¢ z rOwnania:

Py = u®py, (3.52)

ze wspoOtczynnikiem tarcia u® o wartosci rzedu 0.2.

Podsumowujac, zaproponowany zostat model tarcia w obecno$ci czastek trzeciego
ciala, w ktorym oddziatywania kontaktowe sg roztozone na czesci odpowiadajace poszczegol-
nym mechanizmom tarcia (rownania (3.49) i (3.50)). Poszczegolne mechanizmy tarcia sa
opisane prostymi modelami (réwnania (3.51) i (3.52)). Parametrami modelu sa: udziat
czastek trzeciego ciata al®) | wspolezynnik tarcia czastek o powierzchnie narzedzia p(® oraz
parametry funkcji f; opisujacej model RT/SW. Nalezy zwroci¢ uwage, ze mimo zaltozenia
statej liczby czastek trzeciego ciata, parametr a(® moze sie zmienia¢ na skutek zmian
powierzchni zwigzanych z duzymi deformacjami plastycznymi obrabianego materiatu:

@ _ o4
« aU A )

gdzie a(()?’) jest poczatkowa koncentracja czastek, a stosunek Ay/A oznacza zmiane pola
powierzchni.

Zastosowanie zaleznosci (3.50) powoduje, 7e otrzymana funkcja pif(py) nie jest gtadka
w punkcie py = o®H,. W rzeczywistosci czastki trzeciego ciala nie sa jednakowe, a
powierzchnie nie sg idealnie gtadkie. Odzwierciedleniem tego faktu mogta by by¢ bardziej
fizyczna, gtadka zaleznosé psl(py) modelujaca stopniowe przejscie od stanu, gdy kontakt
zachodzi tylko przez czastki trzeciego ciala, do stanu, gdy czastki przenosza maksymalne
obcigzenie, a reszta przenoszona jest przez bezposrednie kontakty powierzchni narzedzia
i obrabianego materiatu.

Przedstawiony powyzej prosty model tarcia moze byé¢ punktem wyjscia dla bardziej
rozbudowanych modeli, uwzgledniajacych dodatkowo splaszczanie nieréwnosci powierz-
chni materialu. Zbudowanie tego typu modeli wymaga miedzy innymi zdefiniowania wa-
runkoéw odciagzenia oraz okreslenia charakterystyk modelu przy zmniejszajacym sie nor-
malnym cignieniu kontaktowym. Obecnie trwaja prace nad modelami uwzgledniajacymi
powyzsze zjawiska.

3.2.5 Uogoblnienie prawa zuzycia Archarda

Klasyczne prawo zuzycia Archarda [4] wiaze predko$é¢ zuzycia z naciskami normalnymi
oraz dlugoscig poslizgu. Zgodnie z dyskusja zawarta w rozdziale 1.3.2, w warunkach
kontaktowych, w ktorych zachowuje stuszno$é¢ prawo Coulomba, prawo Archarda mozna
rownowaznie wyrazi¢ przez dysypacje cierna (1.22):

. .D
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Powstaje pytanie, jak opisywaé¢ zuzycie, gdy prawo Coulomba nie jest spetnione i gdy
nie zachodzi proporcjonalnosé¢ miedzy sitami normalnymi i sitami tarcia. Ma to miejsce
na przyktad w procesach obrobki plastycznej.

Prawo Archarda wyprowadzone zostalo przy zalozeniu, ze za zuzycie powierzchni
odpowiada mechanizm adhezji. Zaleznos$¢ predkosci zuzycia od ciSnienia normalnego w
tym prawie wynika z przyjecia liniowej zalezno$ci miedzy rzeczywista powierzchnig kon-
taktu i ci$nieniem normalnym. Jak wiadomo, dla wysokich ci$nien kontaktowych zaleznosé
ta przestaje by¢ liniowa, a zatem zalozenia modelu przestaja by¢ spelnione. Jednakze
mozna zauwazy¢, ze z samej istoty modelu tarcia adhezyjnego wynika, ze zostaje zacho-
wana liniowa zalezno$¢ miedzy naprezeniem tarcia i rzeczywista powierzchnia kontaktu.
Powyzsza argumentacja prowadzi do wniosku, ze dla duzych cisnieni nalezaloby raczej
postulowa¢ zaleznosé zuzycia adhezyjnego nie od sit normalnych, a od sit tarcia (czyli od
dysypacji ciernej).

Jednocze$nie nalezy sobie zdawa¢ sprawe, ze w rzeczywistych warunkach kontaktowych
jednocze$nie moze by¢ aktywnych kilka mechanizmoéw tarcia i zuzycia. Przykladowo w
procesach ttoczenia blach dominuja dwa procesy: adhezja oraz oranie powierzchni blachy
przez nieréwnosci powierzchni narzedzia. Zwykle przyjmuje sie, ze zuzycie powierzchni
narzedzia (matrycy, stempla) powodowane jest glownie przez adhezje. Jest to zrozumiate
o tyle, ze oranie powoduje deformacje plastyczne w wartstwie powierzchniowej blachy i
w zwigzku z tym mechanizm orania nie ma wplywu na zuzycie powierzchni narzedzia.
7Z drugiej strony, mozna réwniez rozpatrywaé zuzycie powierzchni blachy?. W tym przy-
padku nalezy sie spodziewaé, ze na zuzycie powierzchni wptywaé¢ moga oba mechanizmy
— adhezja oraz oranie.

Rozwazmy inny przypadek, mianowicie procesy kucia na goraco. Jak wiadomo, domi-
nujacym mechanizmem zuzycia jest w tych procesach Scieranie powodowane przez czastki
trzeciego ciala. Ze wszystkich procesow wystepujacych podczas kontaktu (adhezja, o-
ranie powierzchni odkuwki przez twarde nier6wnosci narzedzia oraz oranie powierzchni
narzedzia przez czastki trzeciego ciala) tylko ten jeden mechanizm powoduje deformacje
plastyczne w warstwie powierzchniowej narzedzia i napedza zuzycie. Pozostate mechaniz-
my zwigzane sg z deformacjami plastycznymi w warstwie powierzchniowej odkuwki.

Rozszerzajac powyzsze rozwazania mozna zaproponowa¢ model zuzycia powierzchni
uogoblniajacy prawo Archarda. Predkos$é¢ zuzycia w, kazdej z kontaktujacych sie powierz-
chni niech wyraza sie wzorem:

7
e =Y ) = zygp%”, (3.53)
i i a
gdzie indeks o = 1,2 rozr6znia rozpatrywane powierzchnie, a indeks ¢ numeruje wszys-
tkie mechanizmy tarcia i zuzycia wystepujace w danych warunkach kontaktowych. A
zatem prawo zuzycia (3.53) mowi, ze na predkos¢ w, zuzycia powierzchni « skladaja sie
czastkowe predkosci () zwigzane z i-tym mechanizmem zuzycia. Za$ kazdy z mechaniz-
moéw zuzycia opisywany jest przez prawo podobne do prawa Archarda, zgodnie z ktorym

4Scieranie cienkich warstw, ktorymi pokrywa sie powierzchnie blach do tloczenia moze powodowaé
znaczace zmiany ich wlasnosci ciernych. Model tarcia uwzgledniajacy te efekty przedstawili de Souza
Neto i in. [98].
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czastkowa predkosé zuzycia () zalezy od czesci dysypacji ciernej D przypadajacej na
ten mechanizm. Parametry v!) s stalymi wspotczynnikami charakteryzujacymi odpor-
no$¢ powierzchni na zuzycie na skutek danego mechanizmu, a H, jest twardoscia powierz-
chni.

Model zuzycia (3.53), mimo swej ogélnosci, musi by¢ zwiazany z konkretnym modelem
tarcia, pozwalajacym wyodrebnié¢ czesci calkowitej dysypacji ciernej zwiazane z posz-
czeg6lnymi mechanizmami tarcia i zuzycia. Ogolnie, jezeli calkowite naprezenie cierne
pr mozna roztozy¢ na skladniki pgf) odpowiadajace poszczegdlnym mechanizmom, to
catkowita dysypacja cierna D = ppvr rozktada sie zgodnie ze wzorami:

D=3 DY DY =pilur, pr=3py.

Przyktadowo podstawa modelu tarcia uwzgledniajacego obecnosé czastek trzeciego
ciala (rozdzial 3.2.4) jest rozbicie oddzialywan kontaktowych na czesci zwiazane z posz-
czeg6lnymi mechanizmami. Poniewaz w procesach obrobki na goraco dominuje zuzycie na
skutek Scierania czastkami trzeciego ciata, mozna przyjac, ze zuzycie matrycy zalezy tylko
od dysypacji zwigzanej z tym mechanizmem. Wykorzystujac model tarcia przedstawiony
w rozdziale 3.2.4 predko$¢ zuzycia powierzchni matrycy mozna opisaé zaleznoScia: w; =
~a®pP v/ H,.

Tak w klasycznym prawie Archarda, jak i w modelu (3.53) uogoélniajacym to prawo,
predkos¢ zuzycia powierzchni zalezy od jej twardosci. Zas na twardos¢ powierzchni silnie
wplywa jej temperatura. Wplyw ten ma szczeg6lne znaczenie w procesach obrobki na
goraco, gdzie temperatura powierzchni narzedzia doznaje znaczacych zmian w trakcie
jednego cyklu obrobki. Prawidtowy opis zjawisk zuzycia wymaga wiec rozpatrywania nie
tylko oddzialywan mechanicznych, ale i sprzezonych proceséw przewodzenia ciepta.

3.3 Modelowanie tarcia — przyklady numeryczne

W ponizszym rozdziale przedstawione sa rozwiazania przykladowych zagadnienn brzego-
wych, w ktorych zastosowany zostal nowy model tarcia wprowadzony w rozdziale 3.2.2.
Omowione s aspekty zwigzane zastosowaniem tego modelu w metodzie elementow skori-
czonych i zilustrowane sa wtasnosci modelu w poréwnaniu z innymi modelami tarcia.

3.3.1 Konsystentna macierz styczna

W rozdziale 1.2.4 wyprowadzona zostata konsystentna macierz styczna dla przypadku
kontaktu z tarciem Coulomba (Peri¢, Owen [85]). Jest ona konsystentna z w pelni nie-
jawna metoda catkowania po czasie (ang. one-step backward Fuler scheme). Otrzymana
macierz styczna odpowiada przypadkowi kontaktu, w ktéorym jedna z powierzchni jest
nieodksztatcalna i zdyskretyzowana elementami liniowymi. Przy tych samych zatozeni-
ach wyprowadzona zostanie konsystentna macierz styczna dla modelu tarcia powierzchni
o podwojnej skali nieréwnosci (rozdzial 3.2.2).



Rozdzial 3. Modelowanie konstytutywne tarcia i zuzycia 77

Zgodnie z formalizmem teorii plastycznosci wzgledna predkosé styczna d rozkladana
jest na czes$¢ sprezysta i niesprezysta:

d=d +d,

przy czym w rozpatrywanym modelu tarcia jedynie predkos¢ styczna ma sktadowa niesprezysta
d Zwiazki miedzy naprezeniem kontaktowym ¢ a predkoscig poslizgu maja postac:

tN :cN(n®n)de, tT:CT(l —n®n)de,

gdzie ¢y i er sa odpowiednio normalng i styczna podatnoscia kontaktowa, a ty = tyn
jest wektorem naprezenia normalnego. Warunek tarcia w ogolnej postaci (1.23) wyrazony
przez naprezenia kontaktowe ¢ zamiast przez p (por. wz. (1.10)) ma postac:

F(tN,tT,UJ) == ||tT|| - t;é(tN,UJ) S 0, (354)

gdzie funkcja 5t (tn, w) = pit(pn, w) opisuje wartoéé tarcia poslizgowego w funkeji kon-
taktowych naprezen normalnych ¢y oraz wektora zmiennych stanu w. Klasa praw tarcia,
ktorych warunek tarcia mozna zapisa¢ w powyzszej postaci scharakteryzowana jest w
rozdziale 1.3.1.

W modelu tarcia powierzchni o podwdéjnej skali nieréwnosci wystepuje jedna zmienna
stanu v, a warunek graniczny tarcia opisany jest rownaniem (3.41). Dla tego warunku
tarcia funkcja #5!(ty, w) ma postac:

Bt ) = EL (b, s ) = Ko fi (k ZV ) , (3.55)
gdzie funkcja f; jest podstawowa charakterystyka sktadowego modelu RT/SW, wz. (3.40),
a k,, jest granica plastycznosci obrabianego materiatu (k,, moze sie zmienia¢ w trakcie pro-
cesu, na przyklad na skutek zmian temperatury powierzchni lub utwardzenia materiatu).
Kontaktowa zmienna stanu c,, opisuje proces splaszczania nieréwnosci i jest okreslona
rownaniem (3.43):
Oy = hZ(ﬁNmam)a DNmaz = maX(_tN/kw)-

Poniewaz «,, zalezy od maksymalnego bezwymiarowego ci$nienia kontaktowego pymaz,
wygodniej jest traktowa¢ wlasnie ten parametr jako zmienng stanu. Maksymalne ci$nienie
PNmae pelni funkcje parametru pamieci maksymalnego splaszczenia nierdéwnosci i jest
oczywiscie zwigzane z kazdym punktem materialnym powierzchni obrabianego materiatu
(a nie powierzchni narzedzia). Podstawowa zaleznosé konstytutywna modelu (3.55) mozna
wiec zapisaé jako:

tg“l(tNaﬁNma:va kw) — kth(ﬁNma:v)fl <#> ; PNmaz = maX(_tN/kw)- (356)
kwhf?(meax)

Dalsze rozwazania prowadzone beda przy zalozeniu, ze rozpatrywany jest kontakt
punktu powierzchni obrabianego materiatu z liniowym (o stalej normalnej) i sztywnym
elementem powierzchni narzedzia. Rozwazmy (n + 1)-szy krok czasowy analizy przy-
rostowej. Znane jest rozwiazanie dla kroku czasowego n, czyli: tng,, trn, oraz py,,..-
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Poszukujemy rozwigzania na koncu kroku po przyroscie przemieszczenia wzglednego o
Adn-i—l-
Probna wartos$¢ naprezenia kontaktowego tt”“1 wyraza si¢ wzorem:

t%ié]‘il = th + CNAdNn+1, t?:;ﬁl = tTn + CTAdTn+1. (357)

Podobnie jak w przypadku tarcia Coulomba (oba modele maja taki sam potencjal poslizgu
G = ||tr|| = ¢) naprezenie normalne na koricu kroku przyjmuje wartos¢ probna:

tanst = Lt (3.58)

Na podstawie ¢y,; uaktualniana jest zmienna stanu pymqz:

ﬁ%tr}am = max[ﬁ%maw7 _th+1/kZJ+1]7 (359)

gdzie k"' jest granica plastycznosci na koncu kroku. Jezeli naprezenie probne tff}r“ll

spelnia warunek graniczny tarcia (3.54) na koricu kroku: F(¢ial pitl —krtl) <0, to
punkt znajduje sie w stanie przylegania i tr,,, = t%‘ﬁl Jezeli warunek nie jest spelniony,
to punkt jest w stanie poslizgu i naprezenie probne jest korygowane wedtug algorytmu
powrotu promieniowego:

trng1 = tégnJrlSnJrl? (3.60)
gdzie kierunek poglizgu 8,41 oraz wartos¢ bezwzgledna naprezenia tarcia t3,, | wyrazaja
sie wzorami:

~ _tN 11 t¥2a11
a1 = Ky ha(Bias) fi ( - ) Spa1 = L (3.61)
Bk N kit o (D) RN

Zalezno$c¢ przyrostowa naprezen kontaktowych przy skoniczonym przyroscie przemiesz-
czenia wzglednego o Ad, 1 = d, 1 — d,, definiuje funkcja odpowiedzi (Simo, Taylor [96];
Peri¢, Owen [85]) w postaci (1.15):

i(tna dna d - d ) = t§£n+13n+1 + th-l—lnn—i—l-

W wyniku linearyzacji funkCJl odpowiedzi t w punkcie d = d, 41 otrzymuje SIQ konsys-
tentng macierz styczng DY = = 0t/0dd. Dla rozpatrywanego modelu, z funkcja 5 zdefin-
iowana rownaniem (3.56), macierz styczna ma postac:

Dep - ¢ an+1
e a

N atN a]5Nmaac atN

— Spt1 ® Spi1 — N1 @ Npg1) + CN Ny @ Ny +

> Sni1 & Nyt (362)

Wystepujace we wzorze (3.62) pochodne wyrazaja sie wzorami:

atsl
325; - _fl( NTH-I)
ot A1y (il () () ()
aﬁN = kw h (meaw)[fl(pNn-i—l) _pNn+1f1(pNn+l)]7
a]5Nmaalc Jezeh prjif-'r_r}ax = ﬁ?\fmax

0
Ot n { —1/kp™ jereli Patoe > Phomass
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(@)

Rysunek 3.20: Kontakt wezla S z segmentem M;—M,: (a) klasyczny element kontak-
towy; (b) schemat elementu pozwalajacego uwzgledni¢ wpltyw utwardzenia plastycznego
materialu na wtasnosci cierne.

gdzie dodatkowo wprowadzono nastepujace oznaczenie:

L. —iNn+1

Nalezy zwroci¢ uwage, ze podczas linearyzacji funkeji odpowiedzi ¢ nie zostata uwz-
gledniona pochodna 0k, /dd mimo, ze k, moze sie zmienia¢ w trakcie procesu. Zmiany
parametru k,, w trakcie procesu moga mie¢ dwa zrodta. Po pierwsze granica plastycznosci
moze sie zmienia¢ przy zmianach temperatury. Jednakze powszechnie stosowane meto-
dy rozwiazywania sprzezonych problemoéw termo-mechanicznych bazuja na rozdzieleniu
problemu na dwa — mechaniczny i termiczny — i na osobnym rozwigzywaniu kazdego
z nich (Johansson, Klarbring [46]; Wriggers, Miehe [124]). Sprzezenia obu probleméw sa
uwzgledniane przez wymiane wspolnych zmiennych na koncu kroku lub iteracji. W obu
przypadkach temperatura jest stala w trakcie iteracyjnego rozwigzywania problemu me-
chanicznego. A zatem linearyzacja funkcji odpowiedzi przy zalozeniu statej temperatury
(a wiec i statej wartosci k) jest poprawna.

Zmiany granicy plastycznosci k,, moga by¢ réwniez zwigzane z utwardzaniem plastycz-
nym materiatu. Tego typu efekty sa pominiete w powyzszym wyprowadzeniu. Konsys-
tentne uwzglednienie wptywu utwardzenia plastycznego materialu na wtasnosci kontak-
towe wymagatoby bowiem uzycia znacznie bardziej skomplikowanych elementéw kontak-
towych. W przypadku dwuwymiarowym, klasyczny element sklada sie z dwoch weztow
My, M, powierzchni odniesienia (master) i jednego wezta S (slave) — rysunek 3.20(a).
Aby uzgledni¢ wplyw utwardzenia plastycznego na wtasnosci kontaktowe (przez parametr
k.), dla kazdego wezta S w kontakcie nalezaloby zbudowaé element obejmujacy wszys-
tkie wezly elementow, do ktorych nalezy wezel S. Element tego typu pokazany jest na
rysunku 3.20(b). Tak wiec w przypadku uwzglednienia wplywu utwardzenia plastycznego
na parametr k, macierz styczna (3.62) przestaje by¢ konsystentna. Moze to prowadzié
do pogorszenia zbieznoéci iteracyjnych algorytmow rozwigzania.

Model tarcia powierzchni o dwoch skalach nieréwnodci przedstawiony w rozdziale 3.2.2,
opisany w postaci przyrostowej rownaniami (3.57)—(3.61) wraz z konsystentna macierza
styczng (3.62), zostal zaimplementowany do programu analizy metoda elementow skori-
czonych ELFEN [29]. W nastepnym podrozdziale przedstawione sa wyniki otrzymane dla
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trzech przyktadowych problemoéw brzegowych.

3.3.2 Przyktady numeryczne

Model tarcia powierzchni o dwoch skalach nieréwnosci (rozdzial 3.2.2) zostal zastoso-
wany do opisu tarcia kontaktowego w symulacjach prostych dwuwymiarowych procesoéw
kucia. Pierwszy przyktad dotyczy klasycznego zadania splaszczania osiowo-symetrycznej
odkuwki przez dwie ptaskie matryce. W drugim przykladzie rozpatrywane jest Sciskanie
dtugiego prostopadltoscianu (plaski stan odksztalcenia) pomiedzy dwoma cylindrycznymi
stemplami. Poniewaz gléwnym celem tych symulacji bylo zbadanie wtasnosci nowego
modelu tarcia, a nie symulowanie rzeczywistych proceséw, przyjeto prosty, sprezysto-
idealnie plastyczny model materialu o granicy plastycznosci o = 200 MPa. Granica
plastycznosci przy Scinaniu (bedaca jednym z parametrow modelu tarcia) jest wiec rowna
k, = 115.47MPa. W trzecim przyktadzie pomiedzy ptaskimi matrycami Sciskany jest
sprezysto-lepko-plastyczny pierscieni. We wszystkich przykladach powierzchnia narzedzia
jest sztywna (nieodksztalcalna).

W rozdziale 3.2.2 zostaly wyprowadzone podstawowe rownania modelu tarcia powierz-
chni o dwoch skalach nieréwnosci. Pokazano, ze jezeli poslizg zachodzi przy rosnacym
monotonicznie cisnieniu normalnym (a wiec przy ciaglym wzroscie efektywnej powierzchni
kontaktu a,), to punkt reprezentujacy naprezenie kontaktowe na plaszczyznie py,pr
porusza sie po powierzchni stanow granicznych F.(pn,pr) = 0. Natomiast jezeli po
osiggnieciu pewnego maksimum ci$nienie normalne zmniejszy sie, to powierzchnie gra-
niczng tarcia tworza powierzchnie f; = 0 odpowiadajace ustalonej wartosci efektywnej
powierzchni kontaktu c,.

Do przyktadowych obliczenn przyjete zostaly nastepujace parametry modelu: piy” =
1.91, fI"" = 0.45 1 fi™* = 0.74. Odpowiadaja one przypadkowi 6; = 5°, mg = 0.6 z
tabeli 3.2.

Aby umozliwi¢ porownanie nowego modelu z istniejacymi modelami, kazde z zadan
zostato rozwigzane rowniez z zastosowaniem prawa tarcia Coulomba, a takze z zastoso-
waniem nieliniowego prawa tarcia, jakie wynika na przyklad z prostych modeli ST/RW
lub RT/SW (por. rozdz. 1.3.1). Parametry tych modeli zostaly przyjete tak, aby ich
powierzchnie graniczne odpowiadaty powierzchni stanéw krytycznych F. = 0. Wtedy
dla niewysokich, monotonicznie rosngcych cisnienn kontaktowych wszystkie trzy modele
przewiduja takie same wartosci sit tarcia. W przypadku prawa Coulomba przyjeto wspol-
czynnik tarcia p = 0.1685 odpowiadajacy poczatkowemu nachyleniu krzywej stanoéw gra-
nicznych F, = 0. Nieliniowy model tarcia zostal opisany funkcja liniowo-potegowa (3.36)

Pt = ﬁ;f (PN, PN, Py, pipe), przyblizajaca krzywa stanow krytycznych F, = 0. Wartosci
jej parametrow przyjeto jako: piy” = 2.8, piy” = 0.4718, pF* = 0.74. A zatem dla
cisnien mniejszych od piy” = 2.8 model nieliniowy jest calkowicie rownowazny modelowi

Coulomba (gdyz ph " /™ = 0.1685 = ).
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Sciskanie osiowo-symetrycznego walca

Osiowo-symetryczny walec o stosunku $rednicy do wysokosci rownym do/hy = 1 $ciskany
jest miedzy dwiema sztywnymi ptaskimi powierzchniami. Na rysunku 3.21 pokazany

Rysunek 3.21: Sciskanie osiowo-symetrycznego walca — podzial na elementy skoriczone.

jest ogolny widok uktadu oraz podzial na elementy skoriczone. Ze wzgledu na symetrie
obrotowa oraz wzgledem poziomej powierzchni sSrodkowej wystarczy rozpatrywaé tylko
jedna ¢wiartke.

Rozktady efektywnych odksztalcen plastycznych otrzymane dla modelu tarcia po-
wierzchni o dwoch skalach nieréwnosci oraz dla modelu tarcia Coulomba pokazane sa
rysunku 3.22. Jak widaé¢ deformacja plastyczna jest w obu przypadkach bardzo zblizona.
Roznice — rowniez niewielkie — ujawniaja sie jednak w naprezeniach kontaktowych.
Wartosci normalnych i stycznych (ciernych) naprezen kontaktowych w poszczegdlnych
weztach lezacych na powierzchni kontaktu pokazane sa na rysunku 3.23. Wykresy z ry-
sunku 3.23 nie obrazuja rzeczywistego rozktadu naprezen na powierzchni kontaktowej lecz
wartosci naprezen Cauchy’ego pokazane w konfiguracji nieodksztalconej. Dzieki temu
mozna zaobserwowaé zmiany cisnienia normalnego w poszczegolnych weztach.

Na wykresach nie pokazano wynikéw otrzymanych dla nieliniowego prawa tarcia, gdyz
pokrywaja sie one doktadnie z wynikami dla tarcia Coulomba. Fatwo to wyttumaczy¢,
gdyz w zakresie wystepujacych naciskow normalnych oba prawa tarcia sa praktycznie
rownowazne (py < 3, przy granicy proporcjonalnosci prawa nieliniowego py” = 2.8).

Poréwnanie wynikéw otrzymanych dla nowego modelu z wynikami dla prawa Coulomba
potwierdza ogoélna zasade, ze wielkoSci ciSnien normalnych sa malo czule na zmiany
warunkow kontaktowych (rys. 3.23(a)). Z kolei z poréwnania naprezen ciernych widacé, ze
dla niewielkiego $cisniecia (Ah/hy = 0.1%) wyniki pokrywaja sie (rys. 3.23(b)). Jednak
juz dla Ah/hy = 1% pojawia sie réznica zwiazana ze spadkiem ci$nien normalnych w
weztach od 0 do 6. Przy 50% redukcji wysokosci roznice naprezen ciernych sa znaczne,
szczegOlnie w zewnetrznej strefie kontaktu.

W powyzszym przykladzie powierzchnia kontaktu jest ptaska. Dlatego tez w trakcie
procesu normalne ci$nienia kontaktowe wykazuja og6lng tendencje do wzrostu. Niewielkie
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Rysunek 3.22: Sciskanie osiowo-symetrycznego walca. Rozklad efektywnych odksztalcen
plastycznych po redukeji wysokosci o 50% w przypadku: (a) modelu tarcia powierzchni o
dwoch skalach nieréwnosci; (b) modelu tarcia Coulomba.

spadki cis$nieri, zgodnie z przewidywaniami, znajdowaly odbicie w réznicach sit tarcia
miedzy przypadkiem z tarciem Coulomba i przypadkiem z nowym modelem tarcia, czutym
na odcigzanie naciskow normalnych. Aby lepiej zilustrowa¢ te wlasno$ci modelu, drugi
przyktad zostal tak dobrany, aby zmiany naciskéw normalnych byty bardziej znaczace.

Sciskanie cylindrycznymi stemplami

Dtugi prostopadloscian o przekroju kwadratowym (10 x 10cm) jest Sciskany przez dwa
sztywne cylindryczne stemple o promieniu 20cm kazdy. Przyjeto, ze panuje ptaski stan od-
ksztatcenia, co odpowiada zatozeniu, ze dtugos¢ jest duzo wieksza od wymiaréw przekroju
poprzecznego. Ze wzgledu na symetrie wzgledem pionowej i poziomej osi wystarczy roz-
patrywaé tylko jedna czwarta przekroju poprzecznego. Konfiguracja nieodksztatcona
i podzial na elementy skoriczone pokazane sa na rysunku 3.24. Rysunki 3.25(a,b)
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Rysunek 3.23: Sciskanie osiowo-symetrycznego walca. Normalne cinienia kontaktowe (a)
i naprezenia tarcia (b) w poszczegolnych weztach (wezel 0 lezy na osi symetrii, wezel 12
w konfiguracji poczatkowej lezy w narozu, wezlty 13 i 14 wchodza w kontakt w trakcie
deformacji).
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Rysunek 3.24: Sciskanie cylindrycznymi stemplami: konfiguracja nieodksztatcona i
podziat na elementy skonczone.

przedstawiaja rozklady efektywnych odksztatcen plastycznych w konfiguracji odksztal-
conej przy Scisnieciu 20% oraz 50% (mierzonym wzdtuz pionowej osi symetrii) otrzymane
dla przypadku z nowym modelem tarcia. Dla poréwnania na rysunku 3.26 pokazane
sy efektywne odksztalcenia plastyczne otrzymane dla przypadku z tarciem Coulomba.
Roznice sg niewielkie, ale bardziej zauwazalne niz w przypadku $ciskania walca osiowo-
symetrycznego, gdyz oddzialywania kontaktowe wykazuja w obu przypadkach wieksze
roznice.

Sciskanie wypuklym stemplem powoduje, ze poczatkowo wysokie cignienia normalne
zmniejszaja sie wraz ze zwiekszajaca sie powierzchnia kontaktu. Obrazuja to wykresy na
rysunku 3.27(a) przedstawiajace wartosci normalnych ci$nien kontaktowych w poszcze-
golnych weztach. Taka historia naciskow normalnych powoduje, ze naprezenia tarcia dla
nowego modelu i dla modelu Coulomba r6znia sie znaczaco — rysunek 3.27(b).

Rowniez w rozwazanym przypadku $ciskania cylindrycznymi stemplami, rozwigzania
dla nieliniowego prawa tarcia i dla prawa Coulomba sa praktycznie jednakowe. Maksy-
malne ci$nienia kontaktowe w trakcie procesu osiagaja py = 5. Przy tak duzych ci$nieni-
ach normalnych naprezenia tarcia poslizgowego sa oczywiscie bardzo rézne dla obu modeli.
Jednakze tak wysokie ci$nienia wystepuja tylko w strefach przylegania. A zatem ro6znica
granicznych (poslizgowych) naprezen tarcia nie wplywa w zaden sposob na rozwiazanie.

Termo-mechaniczna analiza $ciskania pierScienia

Sciskanie pierscienia miedzy plaskimi matrycami jest jedna z klasycznych metod eks-
perymentalnej identyfikacji wtasnosci ciernych par kontaktowych w procesach obrobki
plastycznej (Danckert [27]; Hansen [33]). Test ten wykazuje duza czulosé¢ deformacji
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Rysunek 3.25: Sciskanie cylindrycznymi stemplami, model tarcia powierzchni o dwoch
skalach nieréwnosci. Rozklad efektywnych odksztalcen plastycznych przy $ci$nieciu o:
(a) 20% oraz (b) 50%.
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Rysunek 3.26: Sciskanie cylindrycznymi stemplami, model tarcia Coulomba. Rozktad
efektywnych odksztalceni plastycznych przy Sci$nieciu o 50%.

wzgledem wtasnosci kontaktowych, a jednoczesnie warunki kontaktowe sa zblizone do
warunkow typowych dla procesow kucia (duze naciski normalne w strefie kontaktu).

W jednej ze standardowych geometrii takiego testu stosunek zewnetrznego promienia
R,, promienia wewnetrznego R; oraz wysokosci h przyjmuje sie jako R, : R; : h =
6 : 3 : 2. Na rysunku 3.28 pokazana jest konfiguracja poczatkowa oraz zastosowany
w obliczeniach podzial na elementy (z uwzglednieniem symetrii osiowej oraz symetrii
wzgledem plaszczyzny poziomej).

Tym razem przeprowadzono analize termo-mechaniczna. Poczatkowa temperature
pierScienia przyjeto wyzsza o 500°C od temperatury matrycy. Zastosowany zostal spre-
zysto-lepko-plastyczny model materiatu opisany prawem potegowym (Perzyna [86]):

~ ~ N
LUp 0 — Oy
e =1 = ;
Ty

gdzie n jest lepkoscia, N wykladnikiem prawa konstytutywnego, ¢ jest efektywnym na-
prezeniem dewiatorowym, &, jest granica plastycznosci, a funkcja (f) zdefiniowana jest
jako:

] 0 jezeli f < 0;
()= { f jezeli f > 0.

Aby uwzgledni¢ wplyw temperatury przyjeto, ze granica plastycznosci ¢, oraz zwigzany z
nig parametr modelu tarcia k,, (granica plastycznosci na $cinanie) zaleza od temperatury
— wraz ze wzrostem temperatury maleja liniowo (o 10% na kazde 100°C).
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Rysunek 3.27: Sciskanie cylindrycznymi stemplami. Normalne ci$nienia kontaktowe (a) i
naprezenia tarcia (b) w poszczegolnych weztach (wezel 0 lezy na osi symetrii).
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Rysunek 3.28: Test Sciskania pierscienia.

Do obliczen przyjeto nastepujace wlasnosci lepko-plastyczne: &, = 200 MPa (w tem-
peraturze poczatkowej), n = 2, N = 2. Podobnie jak w poprzednich przykladach zas-
tosowano trzy prawa tarcia (Coulomba, nieliniowe oraz prawo tarcia powierzchni o dwoch
skalach nieréwnosci). Granica plastycznosci na $cinanie bedaca jednym z parametrow
modeli tarcia zostata przyjeta jako k, = 115.47MPa (w temperaturze poczatkowej)
i, tak jak granica plastycznosci materialu, jest liniowa funkcja temperatury. Parame-
try uzyte w analizie przeplywu ciepla to: gestos¢ p, = p; = 7800kgm 3, pojemnosc
cieplna ¢, = ¢; = 480 J kg 'K !, wspolezynnik przewodzenia ciepta k,, = 36 Wm 'K !,
k, = 19Wm 'K ! oraz opoér cieplny powierzchni kontaktowej® R = 4000 Wm 2K !.
Sciskanie piericienia z redukcja wysokosci o 50% trwato 1 sekunde (przy statej predkosci
$ciskania rownej 10 mms™").

Na rysunku 3.29 pokazane sa rozktady efektywnych odksztalcen plastycznych dla re-
dukeji wysokosci 0 25% i 0 50% otrzymane dla modelu tarcia powierzchni o dwoch skalach
nierownosci. Rysunek 3.30 przedstawia rozklad temperatury w pierécieniu i matrycy po
splaszczeniu pierScienia o 50%. Temperatura odniesiona jest do poczatkowej temperatu-
ry w matrycy. Zatem poczatkowa temperatura matrycy byta rowna 0°C, a poczatkowa
temperatura w pierscieniu réwna 500°C. Jak wida¢ na rysunku 3.30, na skutek dysy-
pacji plastycznej oraz ciernej, temperatura wewnatrz pierscienia wzrosla (maksymalnie o
ok. 170°C). W strefie kontaktu, na skutek odprowadzenia ciepta do matrycy tempera-
tura spadta do 440-480°C. Jednoczesnie temperatura powierzchni matrycy w punktach
stykajacych sie z goracym pierscieniem wzrosta o 140-160°C.

Wyniki pokazane na rysunkach 3.29 i 3.30 otrzymano dla nowego modelu tarcia. De-
formacja oraz rozklady temperatury dla pozostatych rozwazanych przypadkow modeli
tarcia sa na tyle niewielkie, ze nie ma potrzeby prezentowania analogicznych wynikow
otrzymanych dla tych modeli. Roznice ujawniaja sie, jezeli rozpatrzy¢ rozktad naprezen
kontaktowych — rysunek 3.31. Innaczej niz w dwoéch omawianych wczesniej przyktadach,
w przypadku Sciskania pierécienia, model tarcia powierzchni o dwoch skalach nieréwnosci
oraz nieliniowe prawo tarcia daja bardzo zblizone wyniki, podczas gdy wyniki otrzy-
mane dla prawa tarcia Coulomba roznia sie od nich znacznie. Tak duza rozbiezno$é¢ jest

®Zastosowano najprostsze prawo przewodzenia ciepta przez powierzchnie kontaktowa, zgodnie z
ktorym strumien ciepla na jednostke powierzchni jest wprost proporcjonalny do réznicy temperatur
powierzchni kontaktujacych sie cial.
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Rysunek 3.29: Sciskanie piericienia. Rozklad efektywnych odksztatcen plastycznych.
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440.0000
160.0000
110.0000

60.00000

HH

10.00000

-5.00000

Rysunek 3.30: Sciskanie piericienia. Rozklad temperatury dla Ah/hy = 50% (catkowity
czas kontaktu 1 sek.).

spowodowana wysokimi normalnymi naciskami kontaktowymi (maks. pymee = 7), dla
ktorych model Coulomba znacznie odbiega od pozostatych modeli. Naprezenia cierne dla
nowego modelu oraz dla prawa nieliniowego r6znia si¢ tylko nieznacznie co sugeruje, ze w
trakcie procesu nie wystepowaly znaczace spadki naciskow normalnych.

Rysunek 3.32 przedstawia zmiane minimalnego wewnetrznego promienia pierscienia
w funkeji redukeji wysokosci. Tu rowniez wida¢, ze prawo tarcia Coulomba daje wyniki
roznigce sie od dwoch pozostatych modeli tarcia.

3.3.3 Podsumowanie

Na bazie krytyki istniejacych modeli, w rozdziatach 3.2.2-3.2.4 zaproponowane zostaly
nowe modele oddzialywan kontaktowych specjalizowane dla warunkow kontaktowych ty-
powych w procesach obrobki plastycznej. Modele oparte na zatozeniu istnienia dwoch skal
nierownosci charakteryzuja sie pamiecia maksymalnego ci$nienia normalnego. Parametr
ten w zalozeniu opisywac¢ ma nieodwracalny proces splaszczania nieréwno$ci powierzchni
obrabianego materiatu.

Otrzymane prawo tarcia reprezentowane jest przez powierzchnie graniczne tarcia, ktore
“rosng” wraz ze wzrostem maksymalnego ci$nienia kontaktowego (rysunek 3.12). Tak wiec
nowy model jest jakosciowo rozny od dotychczasowych modeli (prawa Coulomba, nielin-
iowych praw tarcia) gdyz nie prowadzi do jednoznacznej zaleznosci miedzy normalnymi i
stycznymi sitami kontaktowymi. Potwierdzenie (badz nie) efektow przewidywanych przez
teorie wymaga przeprowadzenia badan eksperymentalnych. Niestety obecnie brak jest
wynikow takich badan.

Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe, ze pomiary wlasnosci ciernych, szczegélnie w
warunkach kontaktowych wtasciwych dla proceséw obrébki plastycznej, wiaza sie z prob-
lemami, jakie nie wystepuja w przypadku wielu innych rodzajow warunkoéw kontakto-
wych. Nalezy bowiem zapewni¢ warunki doktadnie odpowiadajace rzeczywistym, co w
przypadku proceséw takich jak kucie na goraco jest niezwykle trudne. Oprocz parametrow
takich jak temperatura powierzchni dotyczy to réwniez odksztatcen plastycznych obrabi-
anego materialu, co powoduje, ze proste metody pomiarowe nie moga by¢ stosowane. W
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1000 T | |
S e nowy model tarcia —
900 - . prawo nieliniowe - - - - _|
' prawo Coulomba - - - -
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700 -
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600 -
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200 T |
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Rysunek 3.31: Sciskanie pierscienia. Rozklad naciskéw normalnych (a) oraz naprezen
ciernych (b) w funkcji promienia dla redukcji wysokosci Ah/hy = 50%.
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50 T |
nowy model tarcia <—
prawo nieliniowe - - 0
40 prawo Coulomba [- - <
50

Rysunek 3.32: Sciskanie pierécienia. Zmiana minimalnego promienia wewnetrznego w
funkcji zmiany wysokosci.

zwigzku z tym, dane do$wiadczalne dotyczace wlasnosci ciernych w warunkach obrobki
plastycznej sa niezwykle ubogie. Rozw6j metod analizy numerycznej tego typu prob-
lemow, identyfikacji oraz analizy odwrotnej otwiera nowe mozliwosci badania praw tarcia
w warunkach kontaktowych uniemozliwiajacych ich bezposredni pomiar.

W biezacym rozdziale przedstawione zostaty wyniki analizy numerycznej z wykorzys-
taniem najprostszego z zaproponowanych w poprzednim rozdziale modeli. Zgodnie z
oczekiwaniami wyniki otrzymane dla tego modelu réznia si¢ od wynikéw dla modelu tar-
cia Coulomba i dla nieliniowego prawa tarcia. O ile, dopoki ci$nienia kontaktowe rosna
monotonicznie modele te daja takie same wyniki, o tyle w procesach, w ktorych normalne
ciSnienia kontaktowe, po osiggnieciu pewnego maksimum, spadaja, zastosowanie nowego
modelu prowadzi do znaczacych zmian rozktadu naprezen ciernych.



Rozdzial 4

Pasek 1 wiokno — proste modele
jednowymiarowe

Jednowymiarowy model sprezystego paska spoczywajacego na podlozu jest czesto uzywa-
ny do uproszczonej ilustracji ztozonych zjawisk. Przyktadem moze by¢ tu praca Jarze-
bowskiego i Mroza [42| poswiecona efektom pamieci w uktadach z tarciem. Model paska
zostal rowniez wykorzystany w rozdziale 2.1 jako przykitad problemu kontaktowego z
obcigzeniem proporcjonalnym. 7 drugiej strony, sprezysty pasek moze by¢ takze uproszc-
zonym modelem rzeczywistego problemu technicznego — wspotpracy wiokna z matryca
w kompozytach o kruchej matrycy (np. Marshall, Oliver [61]).

W niniejszym rozdziale przedstawiony jest caty szereg modeli wykorzystujacych pros-
tote jednowymiarowego modelu paska w potaczeniu z roznorodnymi modelami oddzialy-
wania paska z podlozem. Na poczatku wprowadzone s trzy podstawowe rodzaje odd-
zialywania (podloze cierne, sprezyste oraz kruche), jako podstawa do dyskusji wzajem-
nej interakcji tarcia i postepujacej delaminacji. Kolejny podrozdzial krotko przedstawia
prace paska poddanego obcigzeniom termicznym. Ostatnie trzy podrozdzialy poswiecone
sa technicznemu problemowi wspotpracy wlokna z matryca i efektom towarzyszacym dy-
latacji i zuzyciu powierzchni kontaktu w kompozytach o kruchej matrycy.

4.1 Proste modele paska na podlozu

Pasek spoczywajacy na podlozu jest schematycznie przedstawiony na rysunku 4.1. Ozna-
czajac przez o naprezenie w pasku, a przez T naprezenie tngce dziatajace na powierzchni
kontaktu witokna z podtozem, rownanie rownowagi paska mozna zapisa¢ w postaci

Qe

o — 17" 0, (4.1)
lub ze wzgledu na zaleznos¢ o = Ee = Eu' w postaci
" Qe
- =0 4.2

gdzie przemieszczenie punktoéw paska oznaczone jest przez u, pole przekroju paska przez A,
a jednostkowa powierzchnia kontaktu paska z podlozem przez a.. Prim oznacza pochodna
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Ga o o+do 2R¢

0 Z T %

Rysunek 4.1: Model paska spoczywajacego na podlozu (a) oraz (b) rownowaga elemen-
tarnego odcinka o dtugosci dz.

wzgledem wspolrzednej z. Dla paska o przekroju prostokatnym a./A = 1/h a dla wlokna
o przekroju kotowym a./A = 2/R; (rys. 4.1).
Trzy najprostsze modele oddzialywania sprezystego paska z podtozem to:

1. pasek na podtozu z tarciem, 7 = 7gsignu;
2. pasek na podtlozu sprezystym, 7 = ku;

3. pasek na podlozu kruchym, 7 = 0 wszedzie poza granicg miedzy czeScia paska
odspojona a czescig nieodspojona, gdzie 7 = oo.

Powyzej, pochodna przemieszczenia wzgledem czasu (predkosé) oznaczona jest przez i,
75 > 0 jest wielkoscia naprezenia ciernego podczas poslizgu (tarcie rozwiniete), a k jest
modulem sprezystosci na $cinanie podtoza sprezystego.

Rozwiazanie przypadku monotonicznego rozciagania paska na podltozu z tarciem (7 =

Ts przy zalozeniu, ze o, > 0) z warunkami brzegowymi u = 0 = 0 dla 2 = —s jest
nastepujace
Qe a ATy
0 =04+ T2, U= %(z+s) + QETA(ZZ —5%), —-s<z<0, (4.3)

gdzie dtugosé strefy poslizgu s wyraza sie wzorem

Ao,

QAcTs

(4.4)

S

Rownanie rownowagi (4.2) paska na podlozu sprezystym przyjmuje postac

5  kac

2u=0, r*=—=

"
u —r

a jego rozwiazaniem dla warunkow brzegowych: o(—L) = 0 oraz o(0) = o, jest

o, 67"(L—|—z) _|_e—r(L+z)

= rE el —e L
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Rysunek 4.2: Podstawowe charakterystyki dla prostych modeli paska na podtozu: (a)
ciernym; (b) sprezystym; (c) kruchym.

Dla pot-nieskonczonego paska (L — 00) otrzymujemy

Oq

UZT_E

=wuee?, T=—e€" =71, o=04.,", 2<0 (4.5)
i liniowg zaleznos¢ o, = rFu,

W przypadku podtoza kruchego o energii delaminacji I' (na jednostke powierzchni
kontaktowej) obciazenie, przy ktorym nastepuje propagacja szczeliny odspajajacej mozna
wyznaczy¢ 7z warunku Griffitha (1.24)

—dIT =Ta.ds,

gdzie II oznacza energie potencjalng paska. Obcigzenie krytyczne o, wyraza sie wzorem:

Q¢
0w =0 = /2—FET. 4.6
o o \/ Yl (4.6)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla podtoza kruchego krytyczna warto$¢ naprezenia w pasku
jest stala i nie zalezy od dlugosci odspojenia s.

Na rysunku 4.2 przedstawione sg rozklady naprezen o(z) i 7(z) oraz zaleznosci obciaze-
nie-przemieszczenie o, (u,) monotonicznie obciazonego konca paska (o, = 0(0), u, = u(0))
dla omowionych powyzej trzech modeli oddzialywania paska z podlozem.

Dla modelu podtoza sprezystego wzbogaconego o wytrzymatosciowy warunek znisz-
czenia i propagacji szczeliny |7| < 7,,, po przekroczeniu ktorego nosnosé podloza spada
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do zera, krytyczne naprezenie delaminacji i propagacji szczeliny rowniez nie zalezy od
dhugosci szczeliny i jest rowne
B _lac

Ocr = O = r A
Tak wiec w tym przypadku warunek energetyczny i wytrzymatosSciowy sa sobie rownowaz-
ne, a energia propagacji szczeliny I' jest bezposrednio zwiazana z maksymalnym napreze-
niem tnacym podloza sprezystego 7,,, a raczej z maksymalng wtasciwa energia sprezysta
podloza (drugi czton wyrazenia):

Tm-

_Arfn
a2k

Przy sztywnosci podloza dazacej do nieskoriczonosci (K — oo) podloze kruche mozna
traktowac jako przypadek graniczny takiego modelu.

4.2 Oddzialywanie tarcia i postepujacej delaminacji

4.2.1 Podloze kruche

W bardziej ztozonym przypadku, gdy delaminacja paska od kruchego podtoza polaczona
jest z oddzialywaniem ciernym na zdelaminowanym odcinku paska, rozwigzanie rownania
rownowagi (4.1) przedstawiaja rownania (4.3). Jest ono takie samo jak dla paska z samym
tylko oddziatywaniem ciernym z ta roznica, ze dtugosc s strefy poslizgu (delaminacji) nie
wyraza sie wzorem (4.4) i nalezy ja wyznaczy¢ z warunku delaminacji.

Uogolniony warunek propagacji szczeliny dla przypadku z tarciem ma postaé (1.25):

—dIl = dL — dU = dD’ + dD?, (4.7)

gdzie dD/ i dD? s3 odpowiednio przyrostami energii dysypowanej na skutek tarcia i
na skutek delaminacji spowodowanymi przyrostem dlugosci strefy zdelaminowanej o ds.
Przyrosty pracy zewnetrznej dL, energii sprezystej paska dU oraz energii dysypowanej
dD/ i dD? wyrazaja sie wzorami

Ao?  a.r,0

dL = Ac,du, = @ _ £ %) ds,

o,du (E z S

d 01 _, Ao?  a.T.0, a’t?
dU = £<S§E6Adz>_<2E_ i S+2EAS ds,

0 ou ApTsO a’r?
D= [ (2 e = (0, i
d _sa7<as>dsdz ( T S EAS)dS,
dD¢ = qa/Jds.

Warunek (4.7) pozwala wyznaczy¢ zaleznosé miedzy dlugoscia s zdelaminowanego odcin-
ka, a obcigzeniem powodujacym dalsza delaminacje o, ¢

Oger = %Tss + \/ 2%EP = %Tss + o¢p. (48)
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Z rownan (4.8) i (4.3) wynika, ze naprezenie krytyczne na froncie delaminacji jest takie
samo jak w przypadku bez tarcia i réwne o... A zatem tarcie na zdelaminowanym odcinku
paska nie wpltywa na lokalne naprezenie krytyczne na granicy strefy zdelaminowanej. Jest
to oczywiscie odzwierciedleniem ogo6lnej prawidtowosci udowodnionej w rozdziale 2.2.2.

Proces obcigzania paska wyglada wiec nastepujaco. Dla o, < 0., warunek delaminacji
nie jest spelniony i pasek nie odksztalca sie. Gdy przylozone obciazenie przekracza o,
nastepuje delaminacja i dtugosé strefy zdelaminowanej ro$nie wraz z rosnagcym obcigze-
niem. Zachodza wtedy zaleznosci

A _ A 2 2
g Moam0e) o Alda—0w)
ATy 2Fa,7,

4.2.2 Podloze sprezyste

Rozwazmy teraz sprezysta warstwe kontaktowa zdelaminowang na odcinku —s < z < 0.
Na poczatku zalozymy, ze o propagacji strefy zdelaminowanej decyduje lokalne naprezenie
styczne T = 1, > 7, (wytrzymalosciowy warunek delaminacji). W strefie sprezystej (nie
zdelaminowanej) —oco < z < —s rozwiazanie (4.5) przyjmuje postaé

(+s) U= upye" Y (4.9)

T ="Tme" . 0= ope’ ),

natomiast w strefie poslizgu (zdelaminowanej) —s < z < 0

Qe A(02 — o2 ) Oq AcTs o
— Tg, = —(TsZ s U = Um e mZ —Z Z, 410
T=T, 0=T +o + SFar, +E +2EA (4.10)
przy czym zachodza nastepujace zwiazki
la. const 1o, A(og — Om) -
Om = ——Tm;m = CON Upy = ——, S=——"—">, 04> Op.
m r A m Y m r E ) a,CTs ) a m

Zastosujmy teraz energetyczny warunek delaminacji (4.7). Wykorzystujac rozwiazanie
(4.9) i (4.10) otrzymuje sie

dL = Ao, (U—mrﬁ> ds,

E k
dU = dU'+dUs,
2
e rAT,o,,
dU' = o ok ) ds, )
2 )
qUs — Ao, B rAT,o, ds,
2F 2k
0 2
dD! = /ﬂ AT (%ds) dz = (a(ﬂgam — Ta]js> sds,

dD? = a/Ids,

gdzie dU' i dU® oznaczaja odpowiednio przyrosty energii sprezystej podloza sprezystego
i paska. Podstawienie wyrazen (4.11) do warunku (4.7) pozwala wyznaczy¢ krytyczne
naprezenie w pasku na granicy strefy zdelaminowanej of, = 0, = 04 — %75

(06.)" = 0e + 07,
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gdzie

a/C U/CTS
=122 B, o =2
“ A 9= A

Jak widac¢ rowniez w przypadku paska na podtozu sprezystym, lokalne naprezenie krytycz-
ne o¢, na koncu strefy odspojonej nie zalezy od dtugosci strefy poslizgu. W stosunku do
przypadku paska na podtozu kruchym jego wartosc zostata jedynie zmodyfikowana o czton
o, zwiazany z energia sprezysta podloza $cinanego sitami tarcia 7, (w strefie poslizgu).
Krytyczne obcigzenie konca paska ma postaé analogicznag do rownania (4.8) dla paska

na podtozu kruchym:
a o, a
Oger = ZCTSS + O—zr + Ul2 = ZCTSS + O—sr

Tak wiec, dla prostego przypadku delaminacji paska od podtoza, energetyczny warunek
delaminacji redukuje sie do warunku wytrzymatosciowego, a krytyczna warto$¢ naprezenia
stycznego w podltozu sprezystym wyraza sie wzorem

e
B ko,

Tm ="

Do tej pory dyskutowany byt jedynie przypadek paska z monotonicznie rosngcym ob-
cigzeniem. Odciazenie a nastepnie docigzenie zwigzane jest z powstawaniem i ewolucja
stref przylegania (zamrozonego poslizgu) oraz powrotnego poslizgu (o kierunku przeci-
wnym do poczatkowego). Rysunek 4.3 przedstawia ewolucje kontaktowych naprezen sty-
cznych podczas obcigzania, a nastepnie odcigzania paska na podtozu sprezystym. Rysunek
4.4 przedstawia petle histerezy na ptaszczyznie obciazenie-przemieszczenie.
Poczatkowo, dla o, < o¢,, (Sciezka 0-1), uktad reaguje sprezyscie (rys. 4.3(a)). Nas-
tepnie, wraz ze wzrostem obcigzenia nastepuje delaminacja i poslizg w strefie zdelami-
nowanej (rys. 4.3(b); Sciezka 1-2 na rys. 4.4). Podczas odciazania delaminacja jest za-
hamowana a kolejne rysunki 4.3(c,d,e) odpowiadaja $ciezkom 2-3, 3-4 oraz 4-5. Dalsze
odciazanie poza punkt 5 powoduje ponowna delaminacje (rys. 4.3(f)) — podobnie jak
podczas obciazania 1-2 (rys. 4.3(b)). Z kolei dociazenie paska powoduje zamkniecie petli
histerezy.

Petla histerezy dla paska na podlozu kruchym jest podobna do tej z rysunku 4.4 z
ta roznica, ze odcinek 0-1 jest pionowy (nieskorniczona sztywnosé podloza), a odcinki 2-3
oraz 5—3’ redukuja sie do punktow.

4.3 Obcigzenie termiczne paska na podtozu ciernym

Obciazenia termiczne moga pojawié sie na skutek zmian temperatury gdy pasek i podtoze
maja roézne temperatury lub rézne wspolczynniki rozszerzalnosci cieplnej. Obcigzenie
termiczne jednorodne wzdluz dtugosci paska moze by¢ zastapione rownowaznym mu ob-
cigzeniem mechanicznym przylozonym do brzegu ciata.

Rozwazmy pasek spoczywajacy na sztywnym podlozu, poddany obcigzeniu termicz-
nemu. W chwili poczatkowej pasek jest nieodksztatlcony: v = o = 0. Jego jedynym
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Rysunek 4.3: Ewolucja naprezenia stycznego w warstwie kontaktowej podczas obcigzania i

odcigzania (I — strefa sprezystego przylegania, IT — strefa poslizgu, 11, — strefa poslizgu
powrotnego, III — strefa przylegania).

Rysunek 4.4: Krzywe obcigzenie-przemieszczenie wraz z petlami histerezy podczas odcia-
zania 1 docigzania.
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Rysunek 4.5: Rzeczywiste o i fikcyjne ¢ naprezenia w pasku podczas pelnego cyklu
obciazenie-odciazenie wymuszenia termicznego: (a) i (b) obciazanie, (c) i (d) odciazanie.

obcigzeniem jest jednorodny przyrost temperatury AT i zwigzane z nim odksztatcenia
cieplne. Zwiazek miedzy naprezeniami a odksztalceniami w pasku ma postaé

= E(e —aAT) = Ec — or,

gdzie « jest wspoOlczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej paska, a o = FaAT jest zastep-
czym naprezeniem termicznym. Wprowadzajac fikcyjne naprezenie ¢ wyrazone wzorem:

5':E€:0'+O'T

problem paska z wymuszeniem termicznym mozna zastapi¢ czysto mechanicznym prob-
lemem paska obcigzonego na koncach naprezeniem o, = op. Pasek obcigzony takim
fikcyjnym naprezeniem i pasek z wymuszeniem termicznym maja takie same pola prze-
mieszczen oraz dhugosci stref poslizgu. Rozktad naprezen w pasku w obu przypadkach
pokazany jest na rysunku 4.5 dla pelnego cyklu obciazenie-odciazenie. Nalezy zwroci¢
uwage, ze rozwigzanie dla naprezenia fikcyjnego ¢ doktadnie pokrywa sie z rozwigzaniem
dla paska obcigzonego naprezeniem przylozonym do konca.

4.4 Wlbokno w matrycy — efekt Poissona

Mimo swojej prostoty model paska na podtozu z tarciem znalazl zastosowanie w rzeczy-
wistym problemie technicznym, mianowicie w zagadnieniu wyciggania wiokna z matrycy
(ang. fiber pull-out) w kompozytach zbrojonych wioknami. Wybor modelu podtoza za-
lezy od wtasnosci kompozytu. W szczegolnosci dla kompozytow o kruchej matrycy (kom-
pozyty ceramiczne, kompozyty o matrycy na bazie cementu, itp.) szerokie zastosowanie



Rozdzial 4. Pasek i wldkno — proste modele jednowymiarowe 101

a) b) c)

ftt t |
UL
Wnnﬂ |

i

Rysunek 4.6: Wspolpraca wiokien z matryca w okolicy szczeliny — rys. (a). Ekspery-
mentalne badanie wtasnoSci mechanicznych powierzchni styku wtokna i matrycy: (b)
wyciaganie, (¢) wciskanie wlokna.

AL

znalazt model paska na podlozu z tarciem. W biezacym rozdziale oraz w dwoch kolejnych
omowione sa wyniki (Stupkiewicz [105]) dotyczace modelowania zagadnienia wyciagania
wlokna z matrycy.

W wiekszosci kompozytow ceramicznych potaczenie miedzy wioknem i matryca jest
bardzo stabe (mala jest energia potrzebna do odspojenia) i gtownym oddziatywaniem na
powierzchni styku jest tarcie. Totez pierwszym, najprostszym zastosowanym modelem byt
przedstawiony w rozdziale 4.1 model paska na podlozu z tarciem, w ktéorym kontaktowe
naprezenie styczne przyjmowano jako state.

Kompozyty ceramiczne zachowuja dobre wtasnosci mechaniczne w bardzo wysokich
temperaturach — do 1500-1700°C (kompozyty weglowo-weglowe nawet w temperaturach
powyzej 2000°C). Dzieki temu sa one bardzo atrakcyjnym materialem konstrukcyjnym z
szerokimi zastosowaniami w technice lotniczej i kosmicznej. Na wtasnosci mechaniczne
kompozytu jako calosci decydujacy wptyw maja oddziatywania miedzy wtoknem a ma-
tryca (Evans, Marshall [26]). Dzieki odpowiedniemu doborowi parametréw materiatowych
i technologicznych kompozyt moze charakteryzowac sie doskonaly wytrzymaloscia na pe-
kanie, mimo ze sktadowe materialy matrycy i wtokna sa kruche.

Kompozyty ceramiczne zawdzieczaja swoja wysoka odporno$é na pekanie zjawisku
powstrzymywania rozwoju szczeliny w matrycy przez wtokna biegnace w poprzek szczeliny
(ang. crack bridging effect), tak jak to zostalo pokazane na rysunku 4.6. Wiokna taczace
przeciwne strony szczeliny ulegaja odspojeniu w sasiedztwie szczeliny, a sily tarcia to-
warzyszace poslizgom tagodnie rozprowadzajg naprezenia dzieki czemu rozwoj szczeliny
jest hamowany. Oczywiste jest wiec, ze wielkoS¢ sit tarcia miedzy wtoknem i matryca ma
decydujacy wpltyw na wtasnosci kompozytu. Zbyt duze tarcie moze spowodowaé zerwanie
wlokna, natomiast stabe tarcie moze w niewystarczajacy sposob przeciwdziata¢ rozwojowi
szczeliny.

Metody eksperymentalnego badania wtasnosci warstwy rozgraniczajacej wtokno i mat-
ryce bazuja na dwoch prostych schematach: wyciaggania lub wciskania pojedynczych
wlokien (rys. 4.6b,c). Blizsze rzeczywistosci warunki otrzymuje sie w bardziej ztozonych
testach — przy wyciaganiu wielu wtokien jednoczesnie.
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Rysunek 4.7: Osiowo-symetryczny model wiokna w matrycy: (a) obciazanie; (b) strefy
poslizgow pierwotnych i wsteczne w czasie odcigzania.

Wraz z rozwojem metod eksperymentalnych powstawaly modele teoretyczne pozwala-
jace interpretowa¢ wyniki. Najbardziej zaawansowany model wyciggania wiokna z mat-
rycy zostal przedstawiony przez Hutchinsona i Jensena [38]|. Jest on ograniczony do
kompozytow ze Sciskajacym naprezeniem normalnym na powierzchni styku wtokna i ma-
trycy. Naprezenia te powstaja podczas chtodzenia kompozytu w procesie wytwarzania
na skutek réznych wspotezynnikow rozszerzalnosci cieplnej wlokna i matrycy. W modelu
Hutchinsona i Jensena [38] uwzglednione zostaly: skoriczona energia odspojenia, osiowe
naprezenia resztkowe we wloknie oraz zmiana naprezei normalnych (promieniowych) na
skutek naprezeni osiowych we wloknie (efekt Poissona). Model pozwala opisaé zar6wno
wycigganie pojedynczego jak i wielu wlokien. Zastosowano dwa modele tarcia — ze
stalym naprezeniem tnacym oraz model tarcia Coulomba, w ktorym naprezenia cierne
zmieniaja sie wraz ze zmianami naprezen normalnych do powierzchni kontaktu. Liang i
Hutchinson [59] dostosowali model Hutchinsona i Jensena do przypadku weiskania wlokna.

W biezacym rozdziale przedstawione zostana oba modele [38, 59| jako podstawa dla
nowego modelu uwzgledniajacego dylatacje warstwy kontaktowej. Model zostanie wpro-
wadzony w nowej, bezwymiarowej formie w sposob jednolity dla wyciggania i wciskania
pojedynczego wlokna zaré6wno przy obciazeniach monotonicznych jak i z cyklami odcigze-
nia i obcigzenia.

4.4.1 Sformulowanie problemu

Osiowo-symetryczny model wspolpracy wiokna z matryca przedstawiony jest na rysunku
4.7(a). Stan naprezenia we wloknie jest opisany przez naprezenie osiowe o i promieniowe
o, (réwne obwodowemu). Dla modelu pojedynczego wlokna mozna przyjaé, ze Ry/R = 0,
i zaniedba¢ wplyw naprezen ciernych na stan matrycy, czyli przyja¢, ze w kierunku os-
iowym matryca nie odksztaltca sie. Zaklada sie ponadto, ze w kazdym przekroju matrycy
prostopadtym do osi ukladu panuje ptaski stan odksztalcenia. Oddzialywania miedzy
wloknem i matryca ograniczaja sie do cisnienia normalnego p = —o, oraz naprezen sty-
cznych tarcia 7.
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W kompozycie przed obcigzeniem istnieje poczatkowy stan naprezenia wywotany spre-
zystymi odksztalceniami niedopasowania w kierunku promieniowym €. oraz osiowym €. .
Odksztatcenia te sg wynikiem réznych wspotczynnikéw rozszerzalnosci cieplnej wiokna i

matrycy. Poczatkowy stan naprezenia jest opisany przez réwnania

ot = —ayE,e"

of = —ayE,ef = —pT. (4.12)
Bezwymiarowe wspotczynniki as i a4 zostaly podane przez Hutchinsona i Jensena [38]
i zaleza od wtasnosci sprezystych wtokna i matrycy, od udzialu objetosciowego wiokien
w kompozycie oraz od wspolezynnika A = €X' /el'. Wspolezynnik A moze si¢ r6zni¢ od
jednosci na skutek anizotropii wtokna lub na skutek odksztatcen plastycznych w matrycy
powstatych podczas chlodzenia kompozytu w trakcie wytwarzania.

Po przytozeniu obcigzenia, na czesci dtugosci wtokna nastepuje odspojenie i cate wto-
kno dzieli sie na dwie strefy: strefe odspojona (poslizgu) —s; < z < 0 i strefe nieodspojona
(idealnego polaczenia) z < —s; (rys. 4.7(a)). W rozwazanym przypadku obciazania po-
jedynczego wlokna (R;/R = 0), mozna przyjac, ze w strefie nieodspojonej poczatkowy
stan naprezenia pozostaje niezmieniony. Natomiast w strefie odspojonej, na skutek odksz-
tatcen promieniowych we wtoknie, wywotanych zmiang naprezen osiowych i efektem Pois-
sona, zmienia sie rowniez naprezenie normalne p na powierzchni kontaktu. Z rozwigzania
zadania Lame’go dla przekrojow prostopadlych do osi wiokna otrzymuje sie (por. [38])

Ap = —b1Ao, Ac=0bAcEy, (4.13)

gdzie € jest osiowym odksztalceniem wlokna, a A oznacza zmiany wzgledem stanu po-
czatkowego zdefiniowane jako:

Aoc=0c—0o", Ap=p—p", Ace=¢c—-¢".
Bezwymiarowe wspotczynniki by, by sa dla izotropowych materialow witokna i matrycy
réwne
I/fEm
(14 vim)Ey + (L= vp)En’

gdzie Ey,, B¢, vy, v5 sa modutami Younga i wspotczynnikami Poissona matrycy i wiokna.
Rownanie rownowagi wlokna (4.1) ma postac

b1:

b2 =1- 21/fb1,

2
o — R—fT =0, (4.14)

a naprezenie tnace 7 dane jest prawem tarcia Coulomba ze wspolczynnikiem tarcia p
T = upsignu.

W strefie odspojonej —s; < z < 0 obcigzanego monotonicznie wtokna poslizgi i sity
tarcia maja staly zwrot. Podczas odcigzania powstaje nowa strefa poslizgéow powrotnych
(rys. 4.7(b)) i w tej strefie poslizgi i sily tarcia rowniez maja ustalony zwrot — przeciwny
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do ich zwrotu w strefie poslizgow pierwotnych. Zatem znak sit tarcia w kazdej ze stref
poslizgu mozna zapisa¢ w postaci

signu = nd = +1,

gdzie
1 dla obcigzania
_ { 1 dla wyciagania wtokna 9 — —1 dla odciazania
—1 dla wciskania wtékna 1 dla dociazania

Rownanie rownowagi (4.14) oraz zwiazek kinematyczny u' = Ae, gdzie Ae dane jest
drugim z rownan (4.13), mozna teraz zapisa¢ w postaci bezwymiarowej

A" = nd(1 - Ada)
7 = Ao (4.15)

gdzie uzyto nastepujacych oznaczen:

blO' _ blEf _ 2/Lb1
e u = au Z =0z a = .
P TR

o=

W rownaniach (4.15), pochodne wielkosci bezwymiarowych (Aa, @) zdefiniowane sa jako
Ad' = dAg/dz, w odroznieniu od pochodnych wielkosci wymiarowych (Ao, u) roznicz-
kowanych wzgledem wspoltrzednej z: Ao’ = dAo/dz.

Rozwiazanie rownan rozniczkowych (4.15) nie nastrecza zadnych trudnosci po przyje-
ciu warunkoéw brzegowych odpowiednich dla programu obciazenia.

4.4.2 Obcigzanie

Podczas monotonicznego obcigzania wtokna nastepuje propagacja szczeliny odspajajacej
wzdluz powierzchni styku wtokna z matryca i rosnie dtugosé strefy odspojonej. Podobnie
jak w modelu paska na kruchym podtozu (rozdz. 4.2.1) przy koncu szczeliny naprezenie
osiowe we wloknie doznaje skoku. Hutchinson i Jensen [38] wyznaczyli skok naprezenia

jako:
I'E;
=2 . 4.16
gl \/bQRf (4.16)

Rownanie (4.16) okreslajace v redukuje sie do réwnania (4.6) na naprezenie krytyczne
propagacji delaminacji paska na podtozu kruchym (b, =1, a./A = 2/R;). Dla wltokna o
niezerowym poczatkowym naprezeniu osiowym ot naprezenie krytyczne na koncu strefy
odspojonej o~ jest réwne

o =ot+ny. (4.17)

Powyzszy wynik jest dobrym przyblizeniem dla przypadku propagacji szczeliny odspa-
jajacej w stanie ustalonym, gdy odleglo$é¢ korica szczeliny od powierzchni swobodnych
kompozytu jest wieksza od okoto jednej srednicy witokna (por. [38, 59)]).
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Zaleznosé (4.17) oraz warunek zerowych przemieszczen na koricu strefy odspojonej
tworza warunki brzegowe rownan (4.15):

A

Qi
Il

- =m (4.18)

N
Il
o o

Z=—8;:

Ze scatkowania rownarn (4.15) otrzymuje sie nastepujace rozklady naprezenia osiowego o
i przemieszczenia u w strefie odspojonej wtokna:

Ad = AG(2,5) = (ny—1e 1+ 41
uw = u(z,5) = (-—y[e") —1]+z2+5

Po oznaczeniu przylozonego obciazenia przez 6, = 5(0,5;) mozna wyznaczy¢ dhugosé

strefy odspojonej §;
B (1 — A&a>
si=-nhn|{——),
L=y
a zalezno$¢ obcigzenie-przemieszczenie przyjmuje postac

g = —n |In 1_7% + Ag, — | . (4.19)
L=y

Skutkiem Sciskajacych naprezen poczatkowych wtokna moze byé¢ samoistne odspojenie
czesci witokna po utworzeniu powierzchni swobodnej kompozytu zanim jeszcze wtokno
zostanie obcigzone. Ma to miejsce, gdy spelniony jest warunek 1 +% < 0 (Marshall [62]).
Przemieszczenie konca wlokna na skutek samoistnego odspojenia @ mozna wyznaczy¢ z
rownania (4.19) przez podstawienie 5, = 0.

Zatem, w przypadku wyciggania wtokna z matrycy, po przyltozeniu obcigzenia dtugosé
strefy odspojonej dalej rosnie, a “mierzone” przemieszczenie Au, (czyli jego przyrost na
skutek przytozonego obciazenia) jest rowne

Aaa:aa—a;:—lln<u>+&a].

ot —1

Jak wiec widaé¢ zaleznos$¢ At,(G,) nie zalezy od 4 a wiec i od bedacej whasnoscia ma-
teriatowa energii [' potrzebnej do odspojenia wtdokna od matrycy. Wtlasno$é ta opisal
Marshall [62].

Rysunek 4.8 przedstawia zalezno$¢ Ad,(u,) dla réznych wartosci skoku naprezenia
osiowego 7. Poniewaz 6, = A, + 7", krzywe 7,(1,) powstaja przez przesuniecie osi i, o
wielko§¢ + (linia przerywana na rys. 4.8). Na rysunku pokazane jest rowniez samoistne
przemieszczenie 4, dla v = 0.

Inna wazna cecha powyzszego modelu byta juz dyskutowana przez wielu autorow
(np. Hutchinson, Jensen [38]; Kerans, Parthasarathy [48]). Mianowicie, przy wycia-
ganiu wiokna z matrycy obcigzenie ma gorng granice Ady(mary = 1 (lub réwnowaznie
Ga(maz) = 1 +71), co pokazane jest na rys. 4.8. Obciazenie to odpowiada stanowi, w
ktoérym naciski normalne p na powierzchni miedzyfazowej spadaja do zera na obcigzanym
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Rysunek 4.8: Wpltyw 7 na krzywe obciazenie-przemieszczenie.

koricu wlokna (czyli tam, gdzie naprezenia rozciajace sa najwieksze). Wtedy propagacja
odspojenia nastepuje bez dalszego wzrostu obciazenia.

Oczywiscie efekt ten wystepuje tylko w przypadku wyciggania wiokna z matrycy.
Przy wciskaniu wtokna, naprezenia Sciskajace we wloknie powoduja jego pecznienie, i w
konsekwencji wzrost (a nie spadek) naciskow p.

4.4.3 Odcigzanie i docigzanie

Gdy dla pewnego maksymalnego obciazenia 6! rozpoczyna si¢ odcigzanie, powstaje nowa
strefa poslizgu —53 < Z < 0 propagujaca od konca wtokna. Podobnie z dociazaniem
zwiazana jest strefa poslizgow —s3 < z < 0 oraz kolejny punkt zwrotny obciazenia &I,

Jezeli dhugosci stref s, oraz s3 nie przekraczaja dlugosci pierwotnej strefy s; warunkami
brzegowymi dla rownan (4.15) sa warunki ciagtosci naprezenia & i przemieszczenia @ na
granicach stref poslizgu z = —35, dla odcigzania lub Z = —53 dla dociazania. Wtedy
dtugos¢ aktywnej strefy poslizgu 55 lub 53 mozna wyznaczy¢ jako

1 1— Ag,
2 1 — Agy

a zaleznos¢ obcigzenie-przemieszczenie ma postac

tg = a8V 409 |(1 — AG,) + (1 — AgU=D) — 2\/(1 —AG)(1— AsEY),
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gdzie 6~ i al~1) oznaczaja obciazenie i przemieszczenie w ostatnim punkcie zwrotnym
obciazenia. Otrzymane petle histerezy sa zamkniete, podobnie jak w prostym przypadku
paska na kruchym podtozu z tarciem (rozdz. 4.2.1).

W przypadku gdy dlugosé 55 strefy zwigzanej z odcigzaniem osiaga dtugos$é §; strefy
poslizgow pierwotnych, nastepuje wymazanie pamieci kontaktu, a kontynuowany proces
odcigzania staje sie procesem obcigzania, ktoremu towarzyszy postepujace odspajajenie.

4.5 Wlokno w matrycy — dylatacja warstwy kontak-
towej

4.5.1 Oddzialywanie nieréwnosci kontaktujacych sie powierzchni

Model przedstawiony w poprzednim rozdziale zaktada, ze powierzchnia kontaktu wtokna
z matryca jest gtadka. W niektorych przypadkach takie zalozenie jest usprawiedliwione,
jednak tam gdzie wzgledne przemieszczenia (poslizgi) sa tego samego rzedu co wymiar
charakterystyczny nieré6wnosci powierzchni kontaktowej, wzajemne oddzialywanie nier6w-
no$ci moze w zasadniczy sposob wplywacé¢ na efektywne wlasnosci powierzchni kontak-
towej.

Mozna przyja¢, ze powierzchnia kontaktu tworzona przez propagujaca sie szczeline
odspajajaca posiada nieréwnosci (na powierzchni wlokna i matrycy), ktore “pasuja’ do
siebie, gdy wtokno jest w swoim potozeniu poczatkowym. Jednak, gdy wtokno sie prze-
sunie z potozenia poczatkowego nieréwnosci przestaja pasowac do siebie. W konsekwencji
rosnie promieniowe niedopasowanie, a wraz z nim rosnie normalne ci$nienie kontaktowe
i sity tarcia. Waga tego efektu zostala pokazana doswiadczalnie [19, 43, 44]. Prace te
opisuja testy, w ktorych wiokno zostalo wyciagniete czesciowo z matrycy, a nastepnie byto
wciskane z powrotem. Wykazano spadek sit tarcia gdy wtokno wracalo do swojego potoze-
nia poczatkowego, a nastepnie jego wzrost gdy wtokno bylo przepychane w druga strone,
poza polozenie poczatkowe. Spadek sily wciskajacej (rownej sitom tarcia zsumowanym
calej na dlugosci wlokna) wystepowal przez czas gdy wlokno przemieszczalo sie o dystans
porownywalny z charakterystycznym wymiarem nieréwnosci powierzchni wiokna.

To, co jest zwykle traktowane jako powierzchnia rozgraniczajaca witokno i matryce,
sktada sie z wielu wartstw o zréznicowanym sktadzie chemicznym, czesto niejednorod-
nych. W takich warunkach rzeczywista powierzchnia kontaktu moze podczas odspajania
powstawaé na wiele réznych sposobow, a nieréwnosci powierzchni kontaktowej moga miec
wiele zrodet (Jero i in. [44]). W szczegdlnosci nieréwnosci powierzchni moga odzwier-
ciedla¢ nieréwnosci samego wtokna lub nieregularng powierzchnie szczeliny odspajajacej
propagujacej sie przez poszczegdlne warstwy na styku wtokna z matryca.

Gdy wzgledne przemieszczenia na powierzchni kontaktu sa duze, wpltyw oddzialywania
nierownosci mozna uwzglednié¢ jako staly dodatkowy czlon cisnienia normalnego p™ — tak
jak to zrobili na przyktad Kerans i Parthasarathy [48]. Jednak w wielu testach dlugosci
poslizgu sa rzedu kilku mikronéw (np.Marshall i in. [63]), a wiec sa poréwnywalne z rozmi-
arami nieréwnosci. Mozna sie wiec spodziewac, ze zmian niedopasowania promieniowego
w funkcji zmieniajacych sie wzglednych przemieszczen na powierzchni kontaktowe;j.
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Rysunek 4.9 przedstawia schematycznie wspotprace nierownosci gdy powierzchnie wza-
jemnie sie przemieszczaja. Obserwowany eksperymentalnie fakt, ze po poczatkowym

a)  u=0
matrix
Oa
Y //,uA,/ fiber
b) 0<|ul< ua
cl Jul>u,
1
Oa

=

Rysunek 4.9: Wzrost niedopasowania promieniowego podczas wzgledego przemieszczania
sie powierzchni z nieréwno$ciami.

wzrodcie nie ma spadku niedopasowania (jak mozna by wnioskowaé z prostego schematu
z rysunku 4.9), mozna wyttumaczy¢ nieperiodycznym rozkladem nieréwnosci. Tak wiec
po wzglednym przemieszczeniu wiekszym od charakterystycznego wymiaru nieréwnosci,
powierzchnie z nieréwnos$ciami “nie pasuja’ juz do siebie i promieniowe niedopasowanie
nie spada.

Wplyw oddziatywania nieréwnosci na wspoltprace wiokna z matryca mozna uwzglednié
zaktadajac, ze powierzchnia kontaktu jest cienka warstwa dylatacyjna. Oznaczajac przez
d grubos¢ warstwy (§ = 0 gdy wlokno jest w swoim polozeniu poczatkowym) mozna
uogolni¢ rownania (4.13) — tak aby opisywaly dodatkowo efekty zwiazane z dylatacja
warstwy kontaktowej. Z rozwiazania zadania Lamégo dla kazdego przekroju poprzecznego
wlokna i matrycy otrzymuje sie:

Ap = —bAc+diE;(5/Ry)

Ac = (bs/E;)Ao+ dy(5/Ry) (4.20)

gdzie wspolezynniki dy 1 dy (podobnie jak by i by) zaleza od wlasnosci sprezystych wlokna
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Rysunek 4.10: Odcinkami liniowy model dylatacji warstwy kontaktowej. Linig przerywanga
schematycznie pokazano bardziej realistyczna gtadka funkcje dylatacji.

i matrycy. Dla izotropowego wlokna i matrycy sa one rowne

b
d1 - —1, d2 - 2b1

vy

Po uwzglednieniu dylatacji warstwy kontaktowej, bezwymiarowe rownania rozniczkowe
(4.15) przybieraja postac:

A5 = 7719 [1 — Ad + Hl((S/Rf)]

@ = A6+ Hy(8/Ry), (4.21)
gdzie
E bidy E;
Ho—d 2L, [g,= 222
1 1p+7 2 b2 p+

Parthasarathy i in. [84] przedstawili ostatnio podobny model uwzgledniajacy wptyw
nieré6wnosci. W modelu tym pominieto wptyw zmian niedopasowania promieniowego na
odksztatcenia osiowe wtokna. Odpowiada to przyjeciu dy = 0 w rownaniu (4.20),. Nato-
miast uwzgledniono inny efekt pominiety w przedstawionym powyzej modelu. Mianowicie
oprocz zmiany grubosci warstwy kontaktowej wywotanej $lizganiem sie po sobie dwoch
nachylonych powierzchni nieréwnoéci uwzgledniono, ze kierunek dziatania lokalnych naprezen
kontaktowych (normalnych oraz stycznych naprezen tarcia) jest obrocony wzgledem osi
wiokna o kat rowny katowi nachylenia tych powierzchni. Wplyw tego efektu jest jednak
niewielki dla rzeczywistych nieréwnodci, ktére maja katy nachylenia rzedu 1°.

Aby opis byt kompletny, potrzebny jest jeszcze model konstytutywny dylatacji 6. W
og6lnym przypadku, dylatacja kontaktowa zaleze¢ moze od przemieszczen wzglednych i od
zuzycia powierzchni. Jesli przyjaé, zalezy ona tylko od przemieszczen wzglednych wiokna
i matrycy, § = 0(u), otrzymuje sie model dylatacji odwracalnej.

4.5.2 Odcinkami liniowy model dylatacji

Prosty, odcinkami liniowy model dylatacji kontaktowej jest przedstawiony na rys. 4.10.
Cho¢ wyidealizowany, posiada dwie najwazniejsze cechy. Dylatacja rosnie, gdy przemiesz-
czenie jest mniejsze od charakterystycznej wartosci |u| < ug, i jest stala dla wiekszych
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przemieszczen |u| > u,. Jednoczesnie liniowe zwiazki pozwalaja na analityczne rozwiaza-
nie rozniczkowych réwnan ukltadu. Funkcje dylatacji mozna zapisa¢ w postaci

oA
5= a|u| for |u| <wuga (4.22)
N for |u| > ua

gdzie d4 1 us sa parametrami modelu, ktorych fizyczne znaczenie obrazuje rysunek 4.9.
Tak dlugo jak przemieszczenia u maja staly znak wyrazenie |u| w rownaniu (4.22) mozna
zastapi¢ mu rownowaznym: |u| = nu. Wtedy 6 = n(da/ua)u dla |u] < uy i rownania
(4.21) przyjmuja postac¢

EIRRTACINTS

gdzie bezwymiarowe wspotczynniki Dq i D, s zdefiniowane jako

body 1 04 1 94
Di=——— Dy=d
1 b aR;us’ 2 2

OzRfa

Rozwiazanie ogolne tego liniowego uktadu réwnan rozniczkowych ma postac

AG | & Bi =Dy \ s, 1 D,
il R L e Tt

gdzie C; sa stalymi catkowania a (3, » wyrazaja sie wzorem

Bia= % {—77(19 — Dy) + \/(19 + Dy)? + 419D1}

Stale catkowania nalezy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych (4.18) dla obcigzania oraz
z warunkow cigglosci naprezenia o i przemieszczenia u na granicy aktywnej strefy poslizgu
dla odcigzania i dociazania (analogicznie jak dla prostego paska na podlozu z tarciem).
O ile wyznaczenie stalych catkowania dla procesu obciazania jest stosunkowo proste (ich
warto$ci podane sa w pracy [105]), o tyle w przypadku odciazania i dociazania przeksz-
tatcenia sa bardzo zmudne i praktycznie konieczne jest uzycie programu komputerowego,
takiego jak na przyklad Mathematica (Wolfram [121]), ktory potrafi dokonywaé przeksz-
tatcenn symbolicznych.

Otrzymane rozwigzanie jest znacznie bardziej skomplikowane niz rozwiazanie dla klasy-
cznego modelu uwzgledniajacego tylko efekt Poissona (rozdz. 4.4). Otrzymuje sie rozktady
naprezenia we wioknie o i przemieszczenia u jako funkcje potozenia z, dlugosci aktywnej
i wszystkich zamrozonych stref poslizgu oraz trzech parametréow D;, Dy, ¥ zalezacych
od wtasnosci kompozytu. Zalezno$¢ obciazenia od przemieszczenia jest co prawda wyz-
naczona analitycznie w postaci parametrycznej — z dlugoscig aktywnej strefy poslizgu
jako parametrem — jednakze wyznaczenie przemieszczenia dla danego obciazenia (lub
odwrotnie) wymaga numerycznego obliczenia odpowiadajacej im dtugosci strefy poslizgu.

Gdy podczas monotonicznego obciazania (¥ = 1) przemieszczenie 4 przekroczy war-
to$¢ nu4, wtedy zgodnie z przyjetym modelem dylatacji (4.22) na odcinku wlokna, na
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ktorym jest |u| > @4, dylatacja jest stala i w rezultacie rownania (4.21) przestaja by¢
sprzezone. W wyniku réwnania modelu staja sie podobne do réwnan modelu klasy-
cznego (4.15) i maja postac

Ad' = —nAao 1
2 nao + (L + ) (4.23)
u = Ao+ e
gdzie nowe czlony 75 i €5 mozna interpretowa¢ jako, odpowiednio, dodatkowe normalne
ci$nienie kontaktowe i dodatkowe odksztalcenie osiowe wywotane wzrostem niedopasowa-
nia promieniowego 04/ R;:
(SA Ef (SA (SA bldQEf (SA
s = Diuy = Hi— = dy——, €s = Dotig = Hy— = —=—1 =
5 1ua lRf 1p+Rf 5 2UA 2Rf b ot R
Oznaczajac przez 54 dlugos$c strefy odspojonej, a przez G4 obciazenie, dla ktoérych
i, = MUy, otrzymuje sie zaleznosS¢ obcigzenie-przemieszczenie o charakterze podobnym
do zaleznosci otrzymanej dla modelu klasycznego (rozdz. 4.4):

(1+7T§) — Aa,
(1+7T§) — Ady

ua:n{uA—(1+7r5+e5)lnl ]—i—Aaa—AaA}.

Nalezy zwrocié uwage, ze S5 1 04 sg roézne przy wyciaganiu i przy wciskaniu wtokna.
Rownania (4.23) rozwiazane zostaly z warunkami brzegowymi Ad = Ad4, u = nua dla
Z=—5 4+ 354.

Na rysunku 4.11 pokazany jest wplyw dylatacji warstwy kontaktowej na krzywe ob-
cigzenie-przemieszczenie przy wycigganiu wiokna. Poszczegolne wykresy odpowiadaja
réznym wartosciom w4 przy stalym 4. Przypadek w4 = 0 odpowiada modelowi Keransa
i Parthasarathy’ego [48].

Wplyw zmieniajacej sie wraz z przemieszczeniem dylatacji na o rozklady naprezenia
we wloknie oraz normalnego naprezenia kontaktowego p = p/p™ przedstawiony jest na ry-
sunku 4.12. Podczas obciazania (wyciaganie) na skutek efektu Poissona $rednica wlokna
maleje, ale jednoczesnie dylatacja kontaktowa powoduje przeciwny efekt wzrostu niedopa-
sowania. W rezultacie, ci$nienie kontaktowe p doznaje mniejszych zmian niz w przypadku
modelu klasycznego (linie kropkowane), a naprezenie we wioknie & jest prawie liniowe.
Usprawiedliwia to czeSciowo uzycie modelu ze stalym naprezeniem tarcia (tak jak dla
prostego paska). Podczas odciazania (przerywane linie na rys. 4.12(b)) oraz dociazania
(przerywane linie na rys. 4.12(d)) normalne ci$nienie kontaktowe p zmienia sie znaczaco
wzdhuz wtokna. Dzieje sie tak dlatego, ze przemieszczenia powrotne podczas odcigzania
sa niewielkie w poré6wnaniu z przemieszczeniami po obciazeniu (a wiec i zmiany dylatacji
sa niewielkie), natomiast naprezenie osiowe we wtoknie spada znaczaco (do zera na koricu
wiokna po catkowitym odciazeniu).

Wykresy wykonano dla materiatlu opisanego w nastepnym podrozdziale i dla zidenty-
fikowanych tam parametréow modelu: 67 = —y = —0.123, d4/us = 0.0137, p = 0.329
and p* = 261MPa.
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Rysunek 4.11: Wplyw parametru u4 na charakterystyki obciazenie-przemieszczenie przy
wyciaganiu wtokna z matrycy (04 = const).

E,, 80 GPa
Ey 414 GPa
Vm 0.3

Vg 0.3
Ry 70 pm
udzial obj. wlokien 0.36
by 0.404
by 0.976

Tabela 4.1: Wtasnosci kompozytu TizAl/SiC.

4.5.3 Identyfikacja parametréow modelu

Model wspotpracy wiokna z matryca przedstawiony w poprzednim rozdziale zostal uzyty
do opisu wynikow doswiadczalnych przedstawionych w pracy Marshalla i in. [63]. Wtas-
nosci uzytego kompozytu o matrycy z glinianu tytanu (TizAl) zbrojonej wioknami SiC
podane sa w tabeli 4.1.

Program obciazenia pojedynczego wyciaganego wiokna sktadat sie z monotonicznego
obciazenia sita P, = 37N, po czym wtokno zostalo calkowicie odciazone (P, = 0) a
nastepnie ponownie obcigzone az do sity P, ~ 50N, przy ktorej nastapito catkowite
odspojenie wtokna od matrycy. Mierzono zaleznosé obciazenia od przemieszczenia P, (u,).
Z niezaleznych pomiaréw wyznaczono poczatkowe naprezenie osiowe we wloknie ot =
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Rysunek 4.12: Rozklad naprezenia we wloknie o i normalnego cisnienia kontaktowego
p = p/pt podczas wyciggania wiokna z matrycy. Na rys. (a) i (b) linie ciagle oznaczaja
stan po obcigzeniu, a linie przerywane odpowiadajg réznym stanom odcigzenia. Podobnie
narys. (c)i(d) linie state pokazuja stan po catkowitym odciazeniu, a przerywane odnosza
sie do docigzania. Liniami kropkowanymi pokazano te same rozktady wynikajace z modelu

klasycznego (bez dylatacji).
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—800 + 20MPa (Sciskanie).

Przemieszczenie obcigzanego konca wtokna w chwili, gdy nastapito catkowite odspo-
jenie byto réwne okoto 10pum. Wielkosé ta jest tego samego rzedu co charakterystyczny
wymiar nierownos$ci powierzchni wtokna (Jero, Kerans [43]), zatem mozna sie spodziewac,
ze na calej dtugosci wtokna oddzialywanie nieréwnosci mogto powodowaé¢ zmienng dylat-
acje (zmienng grubos¢ warstwy kontaktowej). Pojedynczy cykl odciazenie-dociazenie nie
spowodowal znaczacej zmiany wlasnosci powierzchni kontaktowej, a wiec zastosowanie
modelu z dylatacja w pelni odwracalna jest jak najbardziej dopuszczalne.

Do identyfikacji wynikow doswiadczalnych Marshall i in. [63] uzyli modyfikacji klasy-
cznego modelu Hutchinsona i Jensena [38] w postaci przedstawionej przez Marshalla [62].
Na podstawie krzywej monotonicznego obcigzania znaleziono parametry modelu, ktore
dawaly najlepsze przyblizenie danych doswiadczalnych. Nastepnie wyznaczono odpo-
wiedz ukladu na cykl odcigzenie-docigzenie na podstawie modelu teoretycznego przy u-
zyciu zidentyfikowanych wartosci parametréw i poréwnano ze wartosciami otrzymanymi
do$wiadczalnie. Ta sama procedura zostala zastosowana przy identyfikacji parametrow
modelu uwzgledniajacego dylatacje.

Model odcinkami liniowej funkcji dylatacji ma o dwa parametry (ua i 04) wiecej niz
model klasyczny. A zatem oprocz wlasnosei sprezystych wiokna i matrycy (ktore sa znane
dla danego kompozytu), teoretyczna krzywa obciazenie-przemieszczenie zalezy od szesciu
parametrow: p*, p, 84, ua, v i ot. Jednakze istnieje bezposredia zalezno$¢ miedzy ot a
p* (réwnania (4.12)), mianowicie

b
o B = 80 (4.24)

Tak wiec bezwymiarowe naprezenie poczatkowe &+ jest stale dla danego kompozytu
i mozna je wyznaczy¢ na podstawie wlasnosci sprezystych wiokna i matrycy, udziatu
objetosciowego wtokien w kompozycie oraz parametru A okreslajacego anizotropie po-
czatkowych odksztalcen termicznych €’ i €/. Jedynym nieznanym i trudnym do wyz-
naczenia parametrem jest tu A. Dla potrzeb identyfikacji przyjeto dwie wartoéci: A =1
(izotropia) i A = 2 (anizotropia stanu poczatkowych odksztalcen niedopasowania), ktorym
odpowiadaja wartosci 6t = —0.123 1 67 = —0.080.

Przy wykorzystaniu zaleznosci (4.24) mozna na podstawie niezaleznego pomiaru po-
czatkowego naprezenia we wloknie (ot = 800MPa) wyznaczyé warto$é normalnego cis-
nienia kontaktowego: pt = 261MPa dla A = 1 oraz p* = 400MPa dla A = 2.

Doswiadczalna krzywa obciazenie-przemieszczenie otrzymana przez Marshalla i in. [63]
pokazuje, ze odspajanie wtokna nastapilo przy bardzo niewielkiej wartosci obcigzenia. Ob-
serwacja ta prowadzi do wniosku, ze skok naprezenia v na granicy strefy odspojonej jest
mniejszy od naprezenia resztkowego ot we wioknie. Zaleznosé ta (o + v < 0) jest jed-
nocze$nie warunkiem samoistnego odspojenia, ktory byt dyskutowany w rozdziale 4.4.2.
W takim przypadku, podobnie jak dla modelu klasycznego, zalezno$¢ obcigzenia od
przemieszczenia jest nieczula na warto$é parametru y (por. Marshall [62], Stupkiewicz
[105]). A zatem mozna przyja¢ dowolna wartos¢ speliajaca warunek 0 <y < —o™.

Ostatecznie pozostaja do okreSlenia trzy parametry modelu: wspotczynnik tarcia pu i
charakterystyczne wymiary nieréwnosci powierzchni v, i 64. Wyniki minimalizacji sumy
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Rozdzial 4. Pasek i wldkno — proste modele jednowymiarowe
A da/ua 1 pt spes
[MPa| [mm)]
1 0.0137 0.329 261 1.69
2 0.0128 0.196 400 1.70

Tabela 4.2: Wyniki identyfikacji parametrow modelu: p, 64 i uy (dlay = —a
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Rysunek 4.13: Identyfikacja parametrow modelu uwzgledniajacego dylatacje warstwy
kontaktowej. Doswiadczalna (Marshall i in. [63]) oraz teoretyczne krzywe obciazenie-
przemieszczenie wiokna wycigganego z matrycy.

kwadratow roznicy miedzy do$wiadczalng a teoretyczng krzywa obcigzenie-przemieszcze-
nie podane sg w tabeli 4.2. W tabeli umieszczony jest tylko stosunek ¢4/u 4, poniewaz
najlepsze dopasowanie krzywej teoretycznej do do$wiadczalnej otrzymano dla parametru
ug > uP &~ 10pm (v} oznacza przemieszczenie korica wlokna przy maksymalnym
obciazeniu). W takim wypadku, na calej dtugosci wiokna dylatacja jest liniowa funkcja
przemieszczenia, a wiec ma ona tylko jeden niezalezny parametr d4/u 4.

Dtugosé strefy odspojonej odpowiadajaca maksymalnemu obciazeniu (czyli catkowi-
temu odspojeniu) oznaczona jest w tabeli 4.2 przez s7***. Calkowita dlugos¢ wlokna
osadzonego w matrycy wynosita okoto 1.5 mm, a zatem s{*** — cho¢ zbyt duze — jest
dosy¢ bliskie rzeczywistosci.

Przykladowa teoretyczna krzywa obciazenie-przemieszczenie wraz z punktami dos-
wiadczalnymi pokazana jest na rysunku 4.13. Model uwzgledniajacy dylatacje warstwy
kontaktowej opisuje dane eksperymentalne lepiej niz model klasyczny, poniewaz ma wiecej
parametrow. Dopasowanie do krzywej obcigzenia monotonicznego jest bardzo dobre.
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Przewidywany teoretycznie cykl odciazenie-dociazenie wykazuje dobra (duzo lepsza niz
w przypadku modelu klasycznego) zgodnosé z doswiadczeniem. Dotyczy to tak poje-
dynczych punktéw pomiarowych, jak i energii dysypowanej podczas cyklu.

4.6 Wlbokno w matrycy — ewolucja stanu powierzchni

Tarcie i poslizgi sa zawsze zwigzane ze zuzyciem kontaktujacych sie powierzchni. Zuzy-
cie powierzchni powoduje z kolei zmiane stanu powierzchni, a co za tym idzie zmiane
wtlasnosci ciernych. W uktadzie wlokno-matryca zuzycie nieréwnosci powierzchni moze
prowadzi¢ do zmniejszenia niedopasowania promieniowego wywotanego oddziatywaniem
tych nieréwnosci. W przypadku obciazen cyklicznych (ktore przeciez dominuja w uktadach
mechanicznych) kumulowane z cyklu na cykl efekty zuzycia moga silnie wptywaé na efek-
tywnosé zjawiska powstrzymywania rozwoju szczeliny. Co za tym idzie rowniez wtasnosci
calego kompozytu moga sie zmienia¢ na skutek zuzycia. W niniejszym rozdziale zawarte
s3 wyniki symulacji efektow zuzycia powierzchni kontaktu wlokna z matryca podczas
wyciggania wiokna z matrycy.

4.6.1 Model konstytutywny zuzycia

Model wspolpracy wiokna z matryca (4.21) uwzgledniajacy dylatacje warstwy kontak-
towej moze by¢ rowniez uzyty do modelowania efektéw zuzycia. Dylatacja 6, czyli grubosé
warstwy kontaktowej, musi wtedy zaleze¢ nie tylko od wzglednego przemieszczenia, ale i
od jakiego$ parametru opisujacego nieodracalny proces zuzycia nier6wnosci powierzchni.

Taki prosty model mozna skonstruowac¢ zaktadajac, ze funkcja dylatacji ¢ zalezy od
maksymalnej grubosci warstwy kontaktowej 6, okreslonej przez wysokosé nieréwnosci
obu kontaktujacych sie powierzchni. Postepujace zuzycie powierzchni mozna wtedy wigzaé
ze spadkiem 0,,,,. Niech maksymalna grubosé¢ warstwy kontaktowej 0,,,, zdefiniowana
jest jako odlegtosé¢ obu powierzchni nominalnych, ktore doznaty wzglednych przemieszczen
wystarczajaco duzych, ze nieréwnosci obu powierzchni nie pasuja do siebie (rys. 4.9(c)).
Poczatkowa grubosé maksymalng 0,,,, niezuzytej warstwy kontaktowej mozna przyjac
jako 0,02 = 04, gdzie d4 jest Srednig wysokoscig nierownosci.

Ponadto nalezy uwzgledni¢, ze funkcja dylatacji zalezy od wzglednych przemieszczen
wilokna i matrycy. Dylatacje kontaktowa mozna uzalezni¢ od przemieszczen u przez
bezwymiarowa funkcje 0y = 0g(u/us) taka, ze 6(0) = 0 i do(u/us > 1) = 1 (uy oz-
nacza tak jak poprzednio wymiar charakterystyczny nieréwnosci).

Zaktadajac ponadto, ze zuzycie powierzchni nie wplywa na wielko$¢ wspotczynnika
tarcia p (co oczywiscie ogodlnie nie musi byé¢ spelnione), wpltyw zuzycia na wspotprace
wlokna z matrycg manifestuje sie tylko przez zmiane niedopasowania promieniowego, a
co za tym idzie przez zmiane ci$nienia kontaktowego i sit tarcia. Ogolny model konstytu-
tywny mozna wiec zapisa¢ w postaci

§ = mazdo(u/uy). (4.25)

Zgodnie z dyskusja z rozdzialu 1.3.2, mozna przyja¢, ze zuzycie zalezy od energii
dysypowanej przez tarcie (Mroz, Giambanco [70], Mro6z, Stupkiewicz [73]|). Dysypacja
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Rysunek 4.14: Wyciaganie wtokna z matrycy po catkowitym odspojeniu.

cierna na jednostke dlugosci wtokna jest rowna
D(z,t) = 2w Rs (2, t)u(z, t)

gdzie 7 jest predkoscia poslizgu. Skumulowana energia dysypacji w punktach obu po-
wierzchni ma postaé

t
K@ (2@ ¢) = / D[2(Z®) 1), £]di (4.26)
0

gdzie a = f, m odpowiednio dla wlokna i matrycy, natomiast Z(® oznacza wspolrzedna
materialng tych punktow. Cho¢ odksztalcenia w rozpatrywanym uktadzie sa male, to po
calkowitym odspojeniu wlokna od matrycy wystepuja duze poslizgi (duze przemieszczenia)
i dlatego skumulowana energie dysypacji nalezy wprowadzi¢ osobno dla obu powierzchni.
Dla jednowymiarowego modelu wiokna w matrycy wspolrzedne materialne Z(® mozna
zapisa¢ jako

z(m) — , ) — 5 _ U,

gdzie u, jest przemieszczeniem nieobcigzonego konca witokna podczas catkowitego wycia-
gania wlokna z matrycy (rys. 4.14). Oczywiscie gdy nie nastapito catkowite odspojenie
wlokna (u, = 0), skumulowane energie dysypacji dla obu powierzchni sg sobie réwne.

Skumulowana energia dysypacji moze by¢ teraz uzyta do opisu maksymalnej grubosci
warstwy kontaktowej 0,4, (a wiec do opisu zuzycia powierzchni). Przyjmujac, ze w stanie
asymptotycznym (dla catkowicie zuzytych nieréwnosci) 6,4, = 0, mozna przyja¢ nastepu-
jaca prosta funkcje opisujaca 0,4z

(m) (f)
A )] , (4.27)

5ma:v =9 €xXp [_ <— + =
4 K el

gdzie IC(()O‘) sa parametrami modelu (stalymi materiatlowymi). Takie prawo konstytutywne
zaniedbuje efekty transportu zuzytego materiatu.

Zaleznos¢ funkceji dylatacji od przemieszczen wzglednych, spetniajaca podstawowe wa-
runki: §(u =0) =0, §(u > wa) = Jpnqe; MOZe miec¢ postac:

5, <i> _ { sin (g ‘%D for fu/ual <1 (4.28)

ta 1 for |u/ual > 1
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Jest to postaé bardziej ogolna od pozwalajacej na analityczne rozwiazanie funkeji odcin-
kami liniowej uzywanej w rozdziale 4.5.

Model konstytutywny dylatacji opisany réwnaniami (4.25), (4.27) i (4.28) zawiera
cztery parametry: 04 i u4 opisujace chropowatosé niezuzytej powierzchni oraz IC(()m) i K[(]f )
okreslajace intensywnos$¢ procesu zuzucia nieréwnosci. W bardziej rozwinietych mode-
lach mozna by uwzglednié¢ réznice miedzy mechanizmami zuzycia przy malych (u < uy4) i
duzych (u > u4) poslizgach, czy efekty transportu zuzytego materiatu. Jednakze na obec-
nym etapie znajomosé¢ zjawisk zachodzacych na styku wiokna z matryca nie jest wystar-
czajaca i brak podstaw do tworzenia oraz weryfikacji takich modeli. Nawet powyzszy
prosty model jest tylko proba fenomenologicznego opisu obserwowanych efektow.

4.6.2 Uproszczona metoda rozwigzania

Model konstytutywny dylatacji kontaktowej, wprowadzony w poprzednim rozdziale, u-
zaleznia dylatacje nie tylko od wzglednych przemieszczenn wtokna i matrycy, ale réwniez
od skumulowanej energii dysypacji (), ktora opisuje nieodwracalny proces zuzycia po-
wierzchni. Tak wiec uktad rownan (4.21) wraz z rownaniem konstytutywnym w ogolnej
postaci & = &(u, K™, KU)) gdzie K@ okregla wzor (4.26), nie jest juz uktadem row-
nan rozniczkowych zwyczajnych. Rozwiazanie takiego uktadu réwnan wymagatoby sfor-
mulowania przyrostowego, a nastepnie odpowiedniego rozwiazywania numerycznego (np.
metoda elementow skonczonych).

Jednakze w wiekszosci przypadkéw zmiany stanu powierzchni wywolane zuzyciem sa
powolne i dopiero kumulacja w dtuzszych okresach moze powodowacé znaczace efekty. Dla-
tego tez do symulacji efektow zuzycia zastosowane zostato podejécie uproszczone. W tym
podejéciu rownania (4.21) sa catkowane przy zalozeniu, ze skumulowana dysypacja K(®)
jest stala w pewnym okresie At. Dla dysypacji K(® nie zalezacej od czasu sa to réwnania
rozniczkowe zwyczajne, ktore tatwo jest catkowaé¢ numerycznie. Nastepnie, wyznaczana
jest energia dysypowana w czasie At i znajdywane jest poprawione rozwigzanie uwzgled-
niajace zmiane stanu powierzchni na skutek tej dysypacji. Ponizszy algorytm opisuje
uproszczona metode rozwigzania:

1. Dla t = t; znane sa: o(z,t;), u(z,t;), K(Z t;).

2. Obhczyc 5(z t) u(z t) dla t; < t < t; + At przy zalozeniu stalych w czasie
K(Z0) = K9 (2, t;).
3. Obliczy¢ K@) (Z(@) t; + At), réwnanie (4.26):
t;+At _ . . -
K@O(Z@ t; + At) = K(Z t;) + 21 R; (29 1), T u[2(Z ), 1), T] di.
4. Obliczy¢ o(z,t; + At), u(z, t; + At) przy uzyciu K@ (2@ +; + At).
5. Nastepny krok czasowy: t;q :=t; + At.

Dtugosé kroku czasowego (lub obciazenia) At moze byé¢ dopasowana w zaleznosci od
intensywnosci zuzycia oraz wymaganej doktadnosci.
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4.6.3 Symulacja wynikéw eksperymentalnych

Oproécz testu monotonicznego obcigzania z pojedynczym cyklem odciagzenie-dociagzenie,
praca Marshalla i in. [63] zawiera wyniki innego testu, w ktérym wtokno poddane byto
obcigzeniu cyklicznemu. Test ten sktadal sie z dwoch czesci. Najpierw, przy maksy-
malnym obciazeniu 20N, przy ktorym witokno bylo tylko czesciowo odspojone, wiokno
byto poddane 150 cyklom, w ktorych sita wyciagajaca zmieniata sie miedzy zerem a 20N.
Amplituda przemieszczenia konca wtokna wyniosta okoto 1um. Nastepnie, wiékno byto
obcigzone az do calkowitego odspojenia i wyciggniete 170pum, po czym przylozono 20
cykli obcigzenia o zmiennym znaku. Podczas tych 20 cykli zachowana byta stata ampli-
tuda przemieszczenia wlokna — réwna 100um.

Pierwsza seria cykli obciazenia spowodowata nieznaczne zmiany wtasnosci ciernych
— przemieszczenia maksymalne wzrosty o okoto 10%. Druga seria cykli, o duzej ampli-
tudzie przemieszczenia, spowodowala spadek sity wyciggajacej wtokno o okoto 25%. Takie
zachowanie tatwo wyttumaczy¢ tym, ze energia dysypowana podczas jednego cyklu pier-
wszej serii jest duzo mniejsza od energii dysypowanej podczas cyklu drugiej serii. Zatem
i efekty zuzycia napedzane przez dysypowang energie sa mniejsze.

Prezentowane dotychczas w literaturze modele wspolpracy wtokna z matryca nie sa w
stanie opisa¢ zjawisk tego typu. Dopiero uwzglednienie ewolucji stanu powierzchni kon-
taktowej, na przyklad w postaci przedstawionej w rozdziale 4.6.1, daje takie mozliwosci.
Jak to bedzie pokazane ponizej, nawet bardzo prosty model pozwala jakosciowo opisac
testy cykliczne tak przy matych, jak i przy duzych poslizgach wzglednych.

W uproszczonym modelu zatozymy, ze dylatacja zalezy tylko od skumulowanej e-
nergii dysypacji ™ w punktach powierzchni matrycy. A zatem zaniedbana zostanie
zalezno$é¢ dylatacji od przemieszczenia u, a takze od skumulowanej dysypacji ciernej w
punktach powierzchni wtokna. To drugie zatozenie odpowiada przyjeciu, ze nieréwnosci
matrycy zuzywaja sie duzo szybciej od nieréwnosci wlokna (IC[()m) < IC(()f )). Tak wiec
liczba parametrow zostala ograniczona do dwoch (94 i IC(()m)), a caly uproszczony model
dylatacji mozna zapisa¢ w postaci

d =04€xp (—IC(m)/IC(()m)) .

Model uktadu witokno-matryca zawiera teraz sze$¢ parametréw. Postepujac podob-

nie jak przy identyfikacji w rozdziale 4.5.3 (tzn. przyjmujac ¥ = —a+ = 0.123 oraz
pt = 261MPa), liczbe parametrow do wyznaczenia mozna ograniczy¢ do trzech: 04, u i
Kk,

Procedura identyfikacji tych parametrow byta nastepujaca. Dla kazdej z kilku wyb-
ranych wartosci parametru d4 (pokryto zakres prawdopodobnych wysokosci nieréwnosci)
zostal wyznaczony odpowiadajacy jej wspolczynnik tarcia pu przez dopasowanie teore-
tycznej krzywej obcigzania do eksperymentalnej w zakresie obciazenia poczatkowego od 0
do 20N. Na tym etapie wplyw zuzycia zostal zaniedbany. Nastepnie dla kazdej pary 4,
i zasymulowany zostal caty program obcigzenia przy kilku r6znych wartosciach bezwymi-
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arowej intensywnosci zuzycia' ng’"). Otrzymane krzywe obcigzenie-przemieszczenie zostaly

porownane z wynikami do$wiadczalnymi. Ostatecznie, wybrana zostala para parametrow
04 =051 mém) = 0.6 (wraz z odpowiadajacym parametrowi d4 wspotczynnikiem tarcia
p = 0.174), dla ktorej dane doswiadczalne byly najlepiej przyblizone.

Wyniki symulacji wraz z danymi doswiadczalnymi pokazane sa na rysunku 4.15. Ja-
kosciowa zgodno$¢ wynikow jest bardzo dobra, a ilo$ciowo wyniki symulacji odbiegaja w
niewielkim stopniu od wynikéw testu. Stosunkowo najgorzej opisany jest spadek sil tarcia
podczas cykli drugiej serii — rys. 4.15(c). Jednakze nalezy pamietaé, ze zastosowany
model kostytutywny wartstwy kontaktowej jest bardzo prosty i wyniki symulacji nalezy
traktowac raczej jako probe pokazania mozliwosci i potrzeby modelowania ztozonych zja-
wisk zuzycia.

Ciekawy efekt zostal pokazany na rysunku 4.15(d). Przy statej amplitudzie obciaze-
nia, na skutek cyklicznej degradacji wtasnosci powierzchni nastepuje cykliczne odspajanie
sie wtokna. Wyniki symulacji pokzuja, ze po 150 cyklach obcigzenia dtugosé strefy odspo-
jonej wzrosla o okolo 15%. Wystepowanie tego typu efektow podczas pracy rzeczywistego
spekanego kompozytu moze prowadzi¢ do spadku efektywnosci pracy wtokien przeciwdzi-
atajacych otwieraniu sie szczeliny i w konsekwencji do dalszego wzrostu spekania kom-
pozytu.

Przy czesciowym odspojeniu witokna poslizgi sa niewielkie, a co za tym idzie energia
dysypowana podczas jednego cyklu jest znikoma. Jednak akumulacja efektow zuzycia
moze prowadzi¢ do zauwazalnych zmian charakterystyk kompozytu (por. rys. 4.15(a)).
Rownoczesnie, przy duzych poslizgach wzglednych, dysypacja energii jest wystarczajaco
duza aby efekty zuzycia manifestowaly sie nawet podczas monotonicznego wyciagania
wiokna (Sciezka (3—4) na rys. 4.15(b)).

4.7 Podsumowanie

W biezacym rozdziale przedstawione zostaly r6zne modele wspotpracy paska i wiokna
z podtozem. W modelach wyciggania wiokna z matrycy przyjeto zalozenie, ze matryca
(podtoze) jest sztywna w kierunku osiowym. Zatem model ten odpowiada rozwazanemu
w rozdziale 4.2.1 przypadkowi paska na podtozu kruchym. Jak pokazuja wyniki rozdzi-
atu 4.2 model podtoza kruchego i model uwzgledniajacy podatno$c sprezysta podtoza daja
jakosciowo zblizone wyniki. W szczeg6lnosci w obu przypadkach, energetyczny warunek
propagacji szczeliny odspajajacej jest rownowazny lokalnemu warunkowi wytrzymatoscio-
wemu. Dla paska lub wtokna na podlozu kruchym warunek propagacji szczeliny odspa-
jajacej wyraza sie przez staly (nie zalezny od dtugosci strefy odspojonej) skok naprezenia
wzdhuznego na froncie odspojenia (patrz wynik otrzymany dla ogélniejszego dwuwymia-
rowego problemu tarczy na podtozu — rozdz. 2.2.2). W przypadku podtoza sprezystego

'Bezwymiarowa energia dysypowana (%) okreslona jest wzorem

2
(@) _ blEf2 1 o)
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Rysunek 4.15: Symulacja cyklicznego obciazania wiokna (Marshall i in. [63]): (a) wycia-
ganie przy postepujacym odspajaniu oraz 150 cykli obciazenia 20-0-20 N (pokazano tylko
pierwszy i ostatni cykl); (b) wyciaganie calego wlokna (po caltkowitym odspojeniu oraz
20 cykli z amplituda przemieszczenia 100 um; (¢) zmiana przylozonej sity potrzebnej do
wywotania catkowitego poslizgu wiokna podczas obciazania cyklicznego (4-5); (d) zmiana
dtugosci strefy odspojonej z liczba cykli (1-2).
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(rozdz. 4.2.2) taki skok nie wystepuje. Na skutek podatnosci podtoza zmiana naprezenia
wzdhiznego nastepuje na odcinku paska o skonczonej dtugosci.

Przedstawione modele wyciagania i wciskania wtokna rozszerzaja modele dotychcza-
sowe o: efekty mikro-dylatacji warstwy kontaktowej oraz jednolite sformutowanie prob-
lem6w wyciggania i wciskania wlokna przy ztozonych programach obcigzenia. Modele
uwzgledniajace odwracalna dylatacje konfiguracyjna (zwiazana ze wzglednymi poslizgami
nierownosci powierzchni kontaktowej) oraz nieodwracalng dylatacje spowodowana zuzy-
ciem powierzchni zostaly z powodzeniem zastosowane do opisu wynikéw doswiadczalnych.
Symulacja cyklicznego wyciggania wldokna z matrycy wskazuje, ze mozna sie spodziewac
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znacznych zmian wlasnosci kompozytoéw o kruchej matrycy poddanych obcigzeniom cyk-
licznym.

Waznym efektem pominietym w przedstawionym modelu wspotpracy wtokna z ma-
tryca jest generacja ciepta zwigzana z dysypacja energii przy oddzialywaniach ciernych.
Lokalny wzrost temperatury moze prowadzi¢ do zmian stanu naprezenia w kompozycie, a
w szczegblnoséei do zmian naciskow normalnych na powierzchni miedzyfazowej. Rowniez
wlasnosci cierne (np. wspolezynnik tarcia) moga sie zmienia¢ wraz z temperatura.



Rozdziat 5

Belka na podlozu ciernym

5.1 Belka po6l-nieskonczona

W niniejszym podrozdziale oméwiony zostanie problem pot-nieskoriczonej belki sprezystej
spoczywajacej na sztywnym podlozu ciernym. Podobnie jak w przypadku paska (roz-
dzial 4) podloze oddzialuje z belka silami tarcia o znanej wartosci bezwzglednej lecz o
nieznanym zwrocie (zaklada sie, ze znane jest normalne ci$nienie kontaktowe). Jednak
przypadek zginanej belki jest znacznie bardziej skomplikowany ze wzgledu na powstawanie
i ewolucje wielu stref poslizgu nawet przy obcigzaniu monotonicznym. Dla poréwnania,
przy monotonicznym obcigzaniu paska powstaje tylko jedna strefa poslizgu.

Problemem tym zajmowali si¢ juz Fischer i in. [30, 31| oraz Nikitin [78]. W pracach
Fischera i in. [30, 31| zaprezentowana zostata metoda rozwigzania problemu dla zdyskrety-
zowanej belki obcigzonej momentem termicznym. Motywacja postawienia takiego zadania
byt technologiczny problem zwigzany ze studzeniem dlugich szyn kolejowych po walco-
waniu na goraco. Zaobserwowano mianowicie, ze w trakcie studzenia na tozu, oba konce
szyny ulegaja wygieciu, a wygiety odcinek szyny ma dlugo$c¢ niezalezna od dtugosci szyny.
Ugiecie szyny jest spowodowane momentem termicznym wywolanym nieréwnomiernym
studzeniem przekroju poprzecznego szyny. Przy braku tarcia miedzy szyna a tozem taki
moment termiczny powodowalby rownomierne zakrzywienie calej szyny. Jednak na skutek
oddziatywan ciernych tylko konce szyny wyginaja sie, podczas gdy $rodkowa jej czesc
nie odksztalca sie i pozostaje prosta. Uplastycznienie w przekrojach o maksymalnym
momencie gnacym powoduje trwate wygiecie obu koncow szyny.

Z kolei Nikitin [78] zajmowal sie nieskonczong belka obciazona poprzeczna sita sku-
piona. Nikitin pokazal, ze rozwiazanie przy monotonicznie rosnacym obcigzeniu jest
samopodobne i ze musi uwzgledniaé¢ nieskoriczong liczbe stref poslizgu, oraz przedstawit
metode przyblizonego rozwiazania.

Ze wzgledu na liczne analogie miedzy tarciem i plastyczno$cia blisko zwigzana z tym
tematem jest rowniez praca Zingone [129], dotyczaca wspolpracy belki ze sprezystym-
idealnie plastycznym podtozem Winklera.

W kolejnych czesciach tego rozdzialu omoéwione jest nowe sformutowanie problemu
belki na podtozu z tarciem (Stupkiewicz, Mroz [104]). Sformutowanie to jest odpowiednie
tak dla przypadkow obcigzenia monotonicznego jak i dla dowolnych historii obcigzenia
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Rysunek 5.1: Belka spoczywajaca na podtozu ciernym.

belki pot-nieskoniczonej, ktore nie byly dotad poruszane w literaturze. Rozdzial 5.2 zaw-
iera dyskusje oraz wstepne wyniki dotyczace belki, ktora oddzialywuje ciernie na odcinku
o skoniczonej dhugosci a na pozostalej czesci jest przymocowana do podtoza.

5.1.1 Sformulowanie problemu

Rozwazmy pot-nieskoriczong belke sprezysta spoczywajaca na poziomym sztywnym pod-
lozu. Poczatkowo prosta belka obciazona jest sita poprzeczna T'(t) oraz momentem zgi-
najacym M (t). Rysunek 5.1 przedstawia widok uktadu z gory. Ugieciu belki towarzysza
poprzeczne poslizgi miedzy punktami belki a podtozem. Zewnetrzne obciagzenie jest wt-
edy réownowazone roztozonymi sitami tarcia. Mozna sie spodziewaé (i takie zalozenie
przyjmiemy), ze ugiecia poprzeczne nie wystapia na calej dlugosci belki, a tylko na jej
czesci o skoriczonej dlugosci. Obserwacje Fischera i in. [30, 31| potwierdzaja stusznosé
takiego zalozenia. Cze$¢ belki, na ktorej w trakcie procesu obcigzania wystapity jakie-
kolwiek ugiecia i poslizgi, bedziemy nazywaé strefq odksztatcong, a jej dtugosé oznaczymy
przez Lq(t) < oo.

Dalej zalozmy, ze kontakt pomiedzy belka a podlozem zachodzi tylko wzdluz linii
srodkowej belki. Dzieki temu zalozeniu, w kazdym przekroju poprzeczym belki jest tylko
jeden punkt w kontakcie z podtozem, a co za tym idzie, nie wystepuja poslizgi w kierunku
osi belki wywotane obrotem przekroju. Ponadto zaniedbane jest skrecanie belki wywotane
nieosiowym przytozeniem sit tarcia.

Przyjmujac, ze oddziatywanie belki z podlozem opisuje prawo tarcia Coulomba, row-
nanie réwnowagi belki poddanej obcigzeniu quasi-statycznemu mozna zapisa¢ w postaci

EIw" = —gsign(w), (5.1)
wraz z warunkami brzegowymi dla z = 0
EIw"(0,t) = M(t), FEIw"(0,t) =T(t) (5.2)

idla xz = Ld
’LU(Ld, t) = ’LU,(Ld, t) = ’LU”(Ld, t) = ’LU’”(Ld,t) = 0, (53)
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oraz z warunkami poczatkowymi
w(z,0) = wy(z) = 0. (5.4)

Ugiecie belki oznaczone jest przez w = w(x,t), jego pochodne czastkowe wzgledem wspot-
rzednej x oznaczone sy przez w', w”, w™ i w'V, natomiast w jest pochodng czastkowa
wzgledem parametru obcigzenia ¢ (czasu). Niejednoznaczna funkcja sign(w) jest zdefinio-
wana jako:
W< 0:  sign(w) = —1;
w=0: |sign(w)| < 1;
w>0: sign(w) = 1.

W przypadku wymuszenia przemieszczeniowego, warunki brzegowe (5.2) moga by¢
zastapione odpowiednimi warunkami na ugiecie i obrét konca belki.

Parametrami uktadu sa sztywnos$¢ belki na zginanie E'I oraz wydatek sil tarcia roz-
winietego ¢ = py, gdzie 7y jest ciezarem wlasciwym belki na jednostke dlugosci, a p jest
wspotczynnikiem tarcia. W ogdlnym przypadku wielkosci te moga sie zmienia¢ wzdtuz
dhugosci belki, jednak w niniejszej pracy zaklada sie, ze sa one stale. Tak wiec problem
jest w pelni opisany przez parametry EI, g oraz historie obciazenia T'(t), M(t).

Klasyczny model tarcia Coulomba zaktada, ze sita tarcia zalezy od znaku predkosci
wzglednej (poslizgu). Zastapienie tego modelu przez model tarcia sprezystego, w ktorym
kierunek sity tarcia zalezy od znaku wzglednego przemieszczenia prowadzi do sformuto-
wania uproszczonego modelu, w ktorym roéwnanie réwnowagi belki przyjmuje postac

ETw" = —gsign(w). (5.5)

Rownania (5.1)—(5.4) opisuja quasi-statyczne zginanie poczatkowo prostej belki. Ze
wzgledu na wyrazenie sign (i), czastkowe réwnanie rozniczkowe (5.1) jest silnie nieliniowe
i nie jest znane rozwiazanie analityczne tak postawionego problemu. Kolejne podrozdziaty
zawieraja rozwazania dotyczace wspotpracy belki z podtozem prowadzace do alternatyw-
nego sformutowania. Dzieki temu sformutowaniu mozliwe jest numeryczne rozwigznie

problemu.

5.1.2 Wlasnosci ukladu belka-podloze
Obcigzenie monotoniczne

Przy monotonicznie rosnacym obciazeniu belka (poczatkowo prosta) sklada sie z dwoch
czesci (Fischer i in. [30, 31|, Nikitin [78]). W strefie aktywnych poslizgdw pochodna ugiecia
(predkos¢ poslizgu) jest niezerowa, natomiast strefa przylegania sktada sie z punktow, w
ktorych w historii obciazenia nie wystapily ugiecia i poslizgi: w = 0, x > Ly; gdzie dtugosc¢
strefy aktywnych poslizgow zostala oznaczona przez L.

Poniewaz dtugosé strefy aktywnych poslizgéw moze tylko rosna¢ wraz z monotonicznie
rosngcym obciagzeniem, pokrywa sie ona ze strefa odksztatcong. A zatem dla obcigzenia
monotonicznego mozna utozsamic¢ ze soba strefe aktywnych poslizgéow i strefe odksztal-
cona: Ly =Ls= L.
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Przyjmijmy, ze strefa aktywnych poslizgow 0 < x < L sktada sie z nieznanej na razie
liczby stref poslizqu, czyli odcinkow belki o stalym zwrocie wydatkow sit tarcia f(x,t).
W sasiadujacych strefach poslizgu sity tarcia maja przeciwne zwroty, a punkty laczace
sasiadujace ze soba strefy poslizgu maja zerowa predkosé poslizgu. W tych punktach sity
tarcia sg nieokreslone, podczas gdy wewnatrz kazdej strefy poslizgu wydatki sit tarcia sa
state i rowne +¢q lub —q. Oczywiscie w strefie przylegania, w ktorej belka nie doznata
odksztalcen sily tarcia sa zerowe: f(x,t) =0, z > L.

Rownanie belki (5.1) mozna teraz zapisa¢ w postaci

EIw" = —¢sign(w), (5.6)
gdzie sign(w) jest funkcja jednoznaczna:

w<0: sign(w) =—1;
w=0: sign(w) =0;
w>0: sign(w) =1.

Rozwiazanie rownania (5.6) musi spetia¢ sze§¢ warunkoéw brzegowych (5.2) i (5.3).
Zaktadajac liczbe stref poslizgu réwna N otrzymuje sie dodatowych N — 1 warunkow
zerowej predkosci poslizgu w punktach taczacych sasiadujace strefy poslizgu. Niewiado-
mymi sa: cztery state catkowania rownania (5.6) oraz N dlugosci stref poslizgu. Poniewaz
w sumie jest N + 4 niewiadomych oraz N + 5 rownari, mozna wyciagnac wniosek (por.
Nikitin [78]), Ze nie istnieje rozwigzanie dla jakiejkolwiek skoriczonej liczby N stref pos-
lizgu, a jedyna mozliwoscia jest rozwigzanie zaktadajace ich nieskoriczona liczbe.

Whiosek dotyczacy nieskoniczonej liczby stref poslizgu mozna réwniez poprzeé¢ argu-
mentami natury fizycznej. Zal6zmy, ze dla pewnej wartosci obcigzenia zewnetrznego wys-
tepuje skoniczona liczba stref poslizgu. Rozwazmy odcinek belki a < x < L(t) bedacy czes-
cig ostatniej strefy poslizgu stykajacej sie ze strefa przylegania, rysunek 5.2(a). Zgodnie z
warunkami brzegowymi (5.3) oraz przy zalozeniu dodatniego zwrotu sit tarcia f(x,t) = g,
ugiecie rozwazanego odcinka belki ma postac:

q 4 q 4
U= SaprY T st

i jest schematycznie pokazane na rysunku 5.2(b). Poniewaz dlugosé¢ strefy aktywnych

poslizgow rosnie monotonicznie, L(t) < L(t + At), predkosé¢ punktow belki jest dodatnia

q

Y= GEI

(L —x)3L >0,
tak jak to pokazano na rysunku 5.2(c). Z prawa tarcia Coulomba otrzymujemy wydatek sit
tarcia f(z,t) = —¢sign(w) = —¢ < 0 o ujemnym zwrocie, czyli przeciwny do zatozonego.
Dowodzi to, ze nie jest mozliwe jednoczesne spelnienie prawa tarcia oraz warunkéw brze-
gowych (5.3), gdy pole wydatkow sil tarcia sklada sie ze skoriczonej liczby stref poslizgu.
Rozwiazanie z nieskoniczong liczbg stref poslizgu wynika z przyjecia jednowymiarowego
modelu belki oraz prawa tarcia Coulomba. Oczywiscie model traci sens, gdy dtugosé
stref poslizgu jest rzedu wymiaru przekroju poprzecznego belki. Roéwniez stosowalnosé



128

L(t) Lit)
9 9 .
+q N wix, t)
EEREE T~
- Wix,t)=0 wix, t)=0
y
a) b)
L{t+dt) L (t+dt)
L{t) ' L
a a
—_— ——‘

~d wix, t+dt)

vl TRy

q

/

o~

R |

y
c d)

Rysunek 5.2: Tlustracja dowodu braku rozwiazania sktadajacego sie ze skoriczonej liczby
stref poslizgu: (a) odcinek belki obciazony wydatkami tarcia; (b) ugiecie tego odcinka,
(c) pole poslizgow; (d) sily tarcia wynikajace z pola poslizgow.

modelu tarcia Coulomba jest ograniczona, gdy poslizgi sa bardzo mate i gdy bardziej
adekwatny bylby model ze sprezysta podatnoscia kontaktows. Dlatego tez efekt w postaci
nieskoriczonej liczby stref poglizgu nalezy raczej traktowac jako skutek zastosowanego
modelu matematycznego niz odzwierciedlenie rzeczywistosci fizycznej. Jest to oczywiscie
powszechny problem wystepujacy przy matematycznym modelowaniu rzeczywistych uk-
tadow.

Aby rozwiazanie uwzgledniajace nieskoniczong liczbe stref poslizgu miato sens, dtugosci
stref poslizgu musza tworzy¢ zbiezny ciag [;(t) spelniajacy nastepujace wtasnosci:

zlg?o li =0, zlgc{lo;lk - zlg?o Ji = Ls, (5.7)
gdzie ciag J;(t) opisuje polozenia kolejnych punktow taczacych sasiednie strefy poslizgu:

Ji=S Ik
k=1
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Dowolna historia obcigzenia

W ogélnym przypadku obcigzenia podzial belki na strefy zwigzane z réznymi stanami
kontaktu ciernego musi by¢ przeanalizowany bardziej starannie. W szczegdlnosci, gdyby
dla jakiejs historii obciazenia dtugos$¢ Ly strefy aktywnych poslizgéw malata, wtedy strefa
aktywnych poslizgow przestataby byé¢ tozsama ze strefy odksztalcona, gdyz dtugosé Ly
tej drugiej z definicji nie moze male¢. W takim przypadku pomiedzy obiema strefami
powstalaby strefa zamrozonych poslizgow Ly < x < Lg, w ktorej wydatki sit tarcia f(z,t)
moga mie¢ dowolna warto$é spelniajaca nieréwnosé: |f(z,t)| < q.

Rownanie rownowagi belki (5.1) moze by¢ wtedy zastapione rownaniem (5.6) dla strefy
aktywnych podlizgow 0 < x < Ly, ale nalezy jednocze$nie zmodyfikowa¢ warunki brze-
gowe (5.3) do postaci

d? d? d
r=~L,: w"= d;U?)f, w" = d;jj?f’ w':%, w=wy, (5.8)

gdzie wy(r) oznacza ugiecie belki w strefie zamrozonych poslizgéw L, < x < L4. Przy
braku strefy zamrozonych poslizgéw (Ls = L4) warunki brzegowe (5.8) sa rownowazne
warunkom (5.3), tak jak to ma miejsce na przyktad dla obciazenia monotonicznego.

W przypadku powstania strefy zamrozonych poslizgéw problem staje sie nierozwiazy-
walny, gdyz brakuje warunku pozwalajacego wyznaczy¢ zamrozone ugiecia wy. Przezwy-
ciezenie tej trudnosci jest mozliwe dzieki przyjeciu zalozenia upraszczajacego. Zalozymy
mianowicie, ze ugiecia w strefie zamrozonych poslizgow (gdyby taka powstala) sa zanied-
bywalnie male. Przyjecie takiego zalozenia pozwala stosowaé¢ warunki brzegowe (5.3) na
koricu strefy aktywnych poslizgow x = L, zamiast na koricu strefy odksztatconej v = L.
Dzieki temu zalozeniu, niezaleznie od programu obciazenia, belke mozna podzieli¢ na dwie
czesci: strefe aktywnych poslizgow 0 < x < Ly (o niezerowych ugieciach) oraz strefe o
ugieciach zerowych x > Ly:

w(z,t) =0, x> L. (5.9)

Ponizej przedstawiona zostanie argumentacja usprawiedliwiajaca przyjecie powyzszego
zalozenia. Chociaz brakuje $cistego dowodu prawdziwosci zalozenia (5.9) istnieja przes-
lanki pozwalajace sadzié¢, ze strefa zamrozonych poslizgéw nie moze powstac¢ (wtedy za-
lozenie to jest automatycznie spelnione) lub, ze nawet w przypadku gdyby taka strefa
mogta powsta¢, jest ono co najmniej dobrym przyblizeniem.

Dyskusja dotyczaca ugie¢ w strefie zamrozonych poslizgéw ma sens tylko w przypadku
powstania takiej strefy. Nalezy sie wiec zastanowié¢ czy jest mozliwe jej powstanie, czyli
czy jest mozliwe zeby strefa aktywnych poslizgéw kurczyta sie.

Nalezy zaczac od tego, ze dowolny przyrost obcigzenia d7', dM jest zwigzany ze zmia-
nami dlugosci wszystkich stref poslizgu (dowod przebiega w sposob podobny do tego
zilustrowanego na rys. 5.2). Oznacza to, ze na przyktad gdy po obciazaniu monotnicznym
nastepuje odciazenie, odpowiedz uktadu obejmuje cala strefe aktywnych poslizgow (wszys-
tkie punkty rozgraniczajace strefy poslizgu doznaja przemieszczen). Nie powstaje nato-
miast lokalna strefa odciagzenia na samym konicu belki — czego mozna by sie spodziewac
po pobieznej analizie.
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Rysunek 5.3: Poréwnanie rozktadow sit tarcia belki obciazanej rosngcym momentem M
poddanej przyrostowi obcigzenia dM: T — dodatniemu (dalsze obcigzanie); i II — ujem-
nemu (poczatek odcigzenia): (a) rozklad sit tarcia dla obciazenia momentem M oraz (b)
momentem M +dM ; (c¢) rozklad przyrostow sit tarcia rownowazacych przyrost momentu
dM; (d) rozktad przyrostu sity tnacej w belce i (e) rozktad przyrostu momentu gnacego
w belce. Na rysunkach (d) i (e) pominieto dtugosci przyrostow d.J;.

Po drugie zwroémy uwage, ze kazda zmiana znaku przyrostu obcigzenia powoduje
powstanie nowej strefy poslizgu na obcigzanym koricu belki. Spowodowane jest to zmiana
znaku poslizgu konca belki zwigzana ze zmiang znaku przyrostu obciazenia. I tak pod-
czas odcigzania powstaje nowa strefa poslizgu, ktorej dlugo$é¢ ronie mimo, ze wielkosé
obcigzenia spada przy odcigzaniu. Na rysunku 5.3 pokazane sa schematycznie rozktady
sit tarcia oraz sit wewnetrznych w belce wywotane dodatnim i ujemnym przyrostem ob-
cigzenia belki poddanej zginaniu monotonicznie rosngcym momentem. Rosnaca pierwsza
strefa poslizgu powoduje w obu przypadkach odsuwanie najblizych jej stref poslizgu w
kierunku od korica belki. Tak wiec w przypadku gdyby dtugosci tych stref zmniejszaty
sie, oba efekty dawalyby przeciwne wktady w sumaryczne przemieszczenie punktéw roz-
graniczajacych strefy poslizgu. Istnieje zatem mozliwo$¢, ze przy malejacym obciazeniu
(podczas odciazania) catkowita dtugoscé strefy aktywnych poslizgow rosnie.

Zaltozmy teraz, ze dtugosé strefy aktywnych poslizgow jednak maleje. Poniewaz wy-
datek sit tarcia zmienia znak w sasiadujacych strefach poslizgu, mozna sie spodziewac,
ze krzywa ugiecia belki jest pofalowana z amplituda i dtugoscia fali zmniejszajacymi sie
i dazacymi do zera. Jezeli przy jakims przyroscie obciazenia przyrost dtugosci strefy ak-
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Rysunek 5.4: Strefa poslizgu w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

tywnych poslizgow AL, bytby ujemny, to na odcinku pomiedzy poprzednim a nowym
polozeniem korica tej strefy lezalaby nieskonczona liczba “falek” poczatkowej krzywej
ugiecia. Nalezy teraz rozwazy¢ dwie mozliwosci. Warunki brzegowe musialyby oscylo-
wacé nieskoniczong liczbe razy, co nie wydaje si¢ mozliwe przy monotonicznym przyroscie
obcigzenia. Drugag mozliwoscig jest, ze zamrozone ugiecia belki musialyby by¢ nieskoncze-
nie mate. Oba przypadki usprawiedliwiaja przyjecie zalozenia zerowych ugie¢ poza strefg
aktywnych poslizgow.

7 powyzszej dyskusji wynika, ze zalozenie (5.9) jest automatycznie spelnione, gdy
L, > 0 oraz ze powinno by¢ dobrym przyblizeniem gdyby L, < 0. Nalezy zwroci¢ uwage
na fakt, ze wyniki obliczeri numerycznych wykorzystujace zatozenie (5.9) nie daly, w zad-
nym z rozpatrywanych przypadkow obciazenia, malejacej dtugosci strefy aktywnych posl-
izgow Ls. Co wiecej, wszystkie wyrazy ciggu J;(t) rosty monotonicznie, czyli we wszys-
tkich otrzymanych rozwiagzaniach strefy poslizgu ewoluowaly w ten sposob, ze punkty
rozgraniczajace sasiadujace strefy zawsze przemieszczaly sie w kierunku od korica belki.
Zatem zalozenie (5.9) bylo automatycznie spetnione.

5.1.3 Krzywa ugiecia belki

Wykorzystujac wyniki poprzedniego rozdzialu mozna teraz wyznaczy¢ krzywa ugiecia
belki jako funkcje nieskonczonego ciggu dtugosci stref poslizgu ;. Metoda jest w zasadzie
podobna do tych proponowanych przez Fischera i in. [30, 31| oraz Nikitina [78] z tym, ze
biezace sformutowanie pozwala uwzgledni¢ nieskoniczong liczbe stref poslizgu. Réwnanie
belki (5.6) zostanie scatkowane wewnatrz kazdej strefy poslizgu, a nastepnie poszczegolne
krzywe zostana ze soba zszyte z wykorzystaniem warunkow ciggtosci funkeji ugiecia i jej
trzech pochodnych.

Po przyjeciu zatozenia (5.9) punkt x = L dzieli belke na dwie czesci: strefe aktywnych
poslizgow oraz strefe, gdzie ugiecie belki jest zerowe (w = 0, dla x > Lg). Poniewaz jest
to jedyny charakterystyczny punkt belki jego potozenie bedzie odtad okreslane po prostu
przez L = L.

Rozwazmy pojedyncza strefe poslizgu w jej lokalnym uktadzie odniesienia O;z;y;, ry-
sunek 5.4. Rownanie belki (5.6) ma w tym uktadzie postac
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EIwIV = nl(_l)i_lqa 0 S T S lia ny = j:]-a L= ]-7 27 ceey OO, (510)

gdzie ny zalezy od zwrotu sil tarcia w pierwszej strefie poslizgu (ny = 1 gdy zwrot jest
dodatni). Krzywa ugiecia w kazdej strefie tatwo jest teraz wyznaczy¢ jako

1 .
w;(z;) = 7 [2—14711(—1)@*1(13:;l + s Ta? + %Mix?] + O + Wi, 0<a; <1, (5.11)
gdzie warunki brzegowe dla x; =0 (i = 1,2,...,00) oznaczono jako

r;=0: FlIw!' =T, FElw/=M;, w,=06; w,=W,: (5.12)

)

Zatem warunki ciggltoéci krzywej ugiecia i sit wewnetrznych na granicach stref poslizgu
maja postac

€T; = lz . EIU];” = ﬂ-}—la EI’U);I = Mi+1, U]; = ®i+1? w; = I/Vi_|_1. (513)
Aby spelnione byty warunki brzegowe (5.3) dla « = L, nieskonczone ciagi T;, M;,

©; oraz W, musza zbiega¢ do zera przy i — oco. Zachodzi to, gdy lim; .. l; = 0 (por.
wz. (5.7)), oraz gdy ciagi te wyrazaja sie wzorami

k=i

M, = 3 [Ena(=1)*ql} — Tily
k=i
1 oo
1 o0
Wi = = [Lm (=gl — ETl} — LMIZ — EIOd,] . (5.14)
k=i

Wyrazenia podlegajace sumowaniu we wzorach (5.14) sa przyrostami odpowiednio sity
tnacej, momentu zginajacego, kata ugiecia i ugiecia na k-tej strefie poslizgu, wynikajacymi
z rozwiazania (5.11).

Warunki brzegowe (5.2) dla = 0 mozna teraz zapisac jako

T, =T(t), M;= M(t). (5.15)
Wprowadzajac charakterystyczng dtugosé [y i przy jej pomocy bezwymiarowe wielkosci

l; " w . T; O;

M,
lik:—, w :7, 7—; :—, M::—Z, @::7, 516
A (qly/ET) qlo ql? (¢l3/ET) (5.16)

rownania (5.11)—(5.15) mozna tatwo przeksztalci¢ do postaci bezwymiarowej.

Rownania (5.11) i (5.14) pozwalaja opisa¢ krzywa ugiecia belki w(x,t) w funkcji ciagu
dtugosci stref poslizgu [;(¢). Nieznane dtugosci [; nalezy wyznaczy¢ z warunkow zerowej
predkosci poslizgu w punktach O; taczacych strefy [, ; oraz [;. Poniewaz punkty O;
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przemieszczaja sie w trakcie procesu ich wspotrzedne sa funkcjami czasu: J; = J;(t) (punk-
towi O; odpowiada J;_1). Dlatego tez wyznaczajac predkos¢ poslizgu nalezy uzy¢ pochod-
nej konwekcyjnej wzgledem czasu. Przedstawiajac ugiecie belki w ruchomym uktadzie
wspotrzednych z;

r=x;+ Ji 1, w(z,t)=wi(z;t)=w(x—J;1,t),

warunki zerowej predkosci poslizgu w punktach O; otrzymuje sie w postaci

_y = — =0 =2,3,... . 5.17
w|:v—Jl_1 ot - dt 8% - ) Q y 9y y OO ( )
Rownania (5.17) musza by¢ spelnione dla i = 2,3,..., 00, to znaczy we wszystkich

punktach taczacych strefy poslizgu. Nie ma zadnego ograniczenia na predkosé poslizgu
na koricu belki (i = 1). Jednakze moze sie zdarzy¢, ze w trakcie obciazania predkosé konca
belki stanie si¢ zerowa, a nastepnie zmieni sw6j znak. Wtedy na koricu belki powstaje
nowa strefa poslizgu i ciag [; nalezy przenumerowaé¢ (I; := l;_1, l; := 0). Jednoczesnie
wspolezynnik ny zmienia swoj znak (ny := —ny).

Wykorzystujac zaleznosci (5.14) warunki (5.17) mozna zapisaé jako

W, —J, 10, =0, i=23,..., 0. (5.18)

Ten nieskonczony uktad rownan jest w rzeczywistosci uktadem rownan rézniczkowych,
gdyz mozna go zapisa¢ w postaci

YA =0, i=23,..., 00, (5.19)
j=1
gdzie
. . ow; 0J; 1 _ .
Al = Ai(l,) = yey . i=23....00 k=12 .. 00
] (k) ol © o, i 3 00, J 00

Poczatkowy problem opisany nieliniowym rownaniem rézniczkowym czastkowym (5.1)
z warunkami brzegowymi (5.2) i (5.3) zostal przeformutowany do postaci nieskoniczonego
ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (5.19) z dwoma dodatkowymi réwnaniami
algebraicznymi (5.15). Uklad ten opisuje ewolucje stref poslizgu [;(¢) belki obciazonej na
koricu sita poprzeczng T'(t) i momentem gnacym M (t). Przeksztalcony warunek poczat-
kowy (5.4) przyjmuje teraz postac

Chociaz nie jest znane rozwigzanie analityczne problemu w nowym sformutowaniu, poz-
wala ono szuka¢ rozwigzania przyblizonego na drodze numeryczne;j.
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5.1.4 Obciazenie proporcjonalne

Rozwazmy teraz szczeg6lny przypadek obciazenia — obcigzenie proporcjonalne i mono-
toniczne. Jak pokazal Nikitin [78], w przypadku obciazenia rosnacego monotonicznie
rozwigzanie jest samopodobne. Wykorzystujac ceche samopodobienstwa rozwigzania,
uklad rownan rozniczkowych (5.18) mozna zastapi¢ uktadem rownan algebraicznych. Po-
nizej zostanie zdefiniowane pojecie obcigzenia proporcjonalnego oraz zostana okreslone
warunki, jakie musi spetnia¢ obcigzenie proporcjonalne.

W najprostszym przypadku rozwigzanie samopodobne jest odpowiedzig na monoto-
nicznie rosnace obciazenie sama sita T (przy zerowym momencie M) lub samym mo-
mentem M (przy zerowej sile T'). Uklad jest wtedy w pelni opisany wielkosciami E1, ¢
oraz 1" lub M. Latwo sprawdzié¢, ze w obu przypadkach istnieje tylko jedna bezwymiarowa
kombinacja tych parametrow:

T3 M3
lub .
Elg¢* (ET)*q

A zatem przy monotonicznie rosnacym obcigzeniu rozwigzanie musi by¢ samopodobne, a
rosnacy wraz z obcigzeniem wymiar charakterystyczny [y:

wyznacza skale rozwigzania samopodobnego wzdtuz dtugosci belki.
Rozwiazanie samopodobne moze wystapi¢ rowniez w bardziej ogoélnym przypadku jed-
noczesnego obciazania sitag i momentem. Warunkiem samopodobiefistwa rozwiazania jest

wtedy:
2

l
i =const < i const. (5.21)

Powyzsze rownanie definiuje warunek obcigzenia proporcjonalnego rozumianego jako taki
przypadek obciazenia, przy ktorym rozwigzanie jest samopodobne. Jak widaé, prosty
warunek T'/M = const nie spelnia powyzszej definicji obciazenia proporcjonalnego.

Rozwiazanie samopodobne jest w pelni opisane bezwymiarowym ciagiem [, a ewolucje
stref poslizgu opisuje rownanie

Li(8) = L),

gdzie wymiar charakterystyczny [y ro$nie monotonicznie wraz z rosnacym obciazeniem,
a wszystkie wielkosci bezwymiarowe (wz. (5.16) nie zaleza od parametru obciazenia ¢
(czasu). Dla obciazenia proporcjonalnego warunki zerowej predkosci poslizgu w punktach
O; (5.18) upraszczaja sie do postaci:

(AW = J7,0;) lgio =0, ©=2,3,...,00.
Poniewaz 10 > 0, przyjmuja one posta¢ uktadu réwnan algebraicznych':

AW; — J7 07 =0, i=2,3,...,00. (5.22)

)

'Posta¢ warunkéw (5.22) jest rownowazna postaci otrzymanej inna metoda przez Nikitina [78].
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Rownania te, wraz z bezwymiarowymi warunkami brzegowymi (5.15), stanowia nieskori-
czony uklad réwnan algebraicznych z niewiadomym nieskoniczonym ciggiem [. Roéwniez
i ten uklad réwnan nie ma rozwigzania analitycznego. Mozna jednak wykaza¢ pewna
interesujaca ceche, jaka musi spetnia¢ jego rozwigzanie.
Zalozmy, ze poczawszy od pewnego i, ciag [ jest zbieznym ciggiem geometrycznym,
czyli
l;y,=elf, i>i, 0<e<l. (5.23)

Wtedy bezwymiarowe ciagi T}, M, ©F oraz W}, rOwniez staja sie ciagami geometrycz-

nymi dla ¢ > 7., a ponadto spetnione sa nastepujace zaleznosci:
:+1 = _639:7 i:—l = _64Wi*7 12 e (5.24)

Widaé, ze ciag W zbiega do zera szybciej niz ciag OF, gdyz e* < e*. Jednoczesnie dla
rosnacego i ciag J; przybliza sie do swojej granicy L, por. wz. (5.7). A zatem dla i — oo
warunek (5.22) redukuje sie do jednego réwnania:

0; = 0. (5.25)

Sens fizyczny tego rownania jest taki, ze dla duzych ¢ punkty zerowej predkosci poslizgu
leza w punktach ekstremalnych krzywej ugiecia (O} jest katem ugiecia belki w punkcie O;).
Oznacza to, ze predkosé unoszenia kazdej strefy poslizgu jest duzo wieksza od predkosci
zmian ugiecia w lokalnym uktadzie odniesienia. Wykorzystujac wzory (5.14) i (5.23) z
rozwiazania rownania (5.25) mozna otrzymac¢ warto$¢ parametru e:

¥ _
e = lim ”1:3 Vo

i—00 l:‘ 2

~ 0.38197. (5.26)

Z powyzszej wlasnosci rozwigzania samopodobnego wynika, ze przy obciazeniu pro-
porcjonalnym dtugosci stref poslizgu tworza nieskoriczony cigg zbiezny, ktory przy ¢ — oo
dazy do ciagu geometrycznego o ilorazie e niezaleznym od przylozonego obcigzenia. Ta
wlasnos¢ rozwigzania bedzie wykorzystana do zmniejszenia liczby niewiadomych przy kon-
struowaniu rozwigzania przyblizonego.

5.1.5 Model tarcia sprezystego

Zastapienie modelu tarcia Coulomba modelem tarcia sprezystego prowadzi do uprosz-
czenia modelu. Mozliwe jest wtedy znalezienie rozwigzania analitycznego w zamknietej
postaci. Poniewaz model tarcia sprezystego (czesto stosowany w mechanice teoretycznej
— np. Duvaut, Lions [28]) nie wprowadza do uktadu dysypacji, jego stosowalnos¢ jest
ograniczona do procesOw obciazania monotonicznego.

Gdy tarcie zalezy od znaku wzglednego przemieszczenia a nie predkosci, rownanie
belki przyjmuje postaé¢ (5.5) (rozdzial 5.1.1), a warunki zerowej predkosci poslizgu w
punktach O; rozgraniczjacych strefy poslizgu nalezy zastapi¢ warunkami zerowego ugiecia.
Korzystajac z formalizmu wprowadzonego w poprzednim rozdziale warunki te zapisuje sie
po prostu jako
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Warunki te sa spelnione, gdy ciag [¥ ma postaé ciagu geometrycznego (5.23), przy czym

EL
=t <3+ V33— v2V/3v33 + 13) ~0.2421, >, = 2.

Podobnie jak w przypadku granicznego ciagu rozwigzania problemu z tarciem Cou-
lomba iloraz ciagu geometrycznego e nie zalezy od obciazenia. Aby ciag [} byl poprawnie
okreslony nalezy jeszcze z warunkow brzegowych (5.15) wyznaczy¢ jego wyrazy [ oraz [;.
W wyniku otrzymuje si¢ nastepujace rozwiazanie analityczne:

o= T+ V14 3T + M
ly = (L4+e)(ly = T7);
L* = li‘+%_el;;

e?—3e+1 4
6(1+e2)(1+e?) 2
wr = Lit—ire - M+ o0l

O = —HP + 3T+ MUl +

Powyzsze rozwigzanie odnosi sie do takiego przypadku obcigzenia, dla ktorego zwrot
sil tarcia w pierwszej strefie poslizgu jest ujemny. Rozdzial 5.1.7 zawiera dyskusje i
wyniki tego modelu poréwnane z wynikami otrzymanymi dla klasycznego modelu tarcia
Coulomba.

5.1.6 Przyblizona metoda rozwigzania

Problem sformulowany w poprzednich rozdziatach nie posiada rozwiazania analitycznego
ze wzgledu na nieskonczong liczbe rownan i niewiadomych. Gléowng idea proponowane;j
przyblizonej metody rozwiazania jest ograniczenie liczby réwnan i niewiadomych.

Po pierwsze zalozmy, ze nieskonczony ciag [; moze by¢ w przyblizeniu opisany przy
pomocy n parametréow 7;:

l::l:(T]), 7::]-727"'3003 j:]-a2a"'7n' (527)

Oczywiscie przy wzrastajacej liczbie parametrow n doktadnosé takiego przyblizenia wzras-
ta. Wykorzystujac wlasnosé ciagu [ wykazana w rozdziale 5.1.4, przyjmiemy nastepujaca
prosta postaé przyporzadkowania (5.27):

ol dlal1<i<n-1,
) ralig dla i > n.

Z drugiej strony, liczba rownan moze by¢ ograniczona przez zaniedbanie warunkéw
zerowej predkosci poslizgu (5.18) dla i > m + 1. To znaczy, ze od rozwigzania bedziemy
wymagaé spelnienia tylko pierwszych m warunkow (5.18).

Majac skonczong liczbe rownan i niewiadomych (rézna w ogélnym przypadku) roz-
wiazania problemu bedziemy szuka¢ na drodze minimalizacji. Dla obcigzenia propor-
cjonalnego i dla danych obcigzeti T* i M* poszukiwane parametry 7; sa rozwigzaniem
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nastepujacego problemu minimalizacji

m-+2

min 3 wil fi ()], (5.28)

gdzie wy, oznacza wspotczynniki wagowe, natomiast f(r;) sa funkcjami resztkowymi zde-
finiowanymi jako

fk(’r]) = 4WI:+1_J1:97~;+17 k=1,2,...,m
fm+1(rj) = T —Tl*,
fm+2(7“j) = M*— M.

W powyzszym podejsciu zadamy, aby roéwnania opisujace uklad (czyli warunki (5.22)
dla i < m + 1 oraz warunki brzegowe (5.15)) byly spelnione tylko w przyblizeniu. W
procesie minimalizacji poszukiwane sa takie wartosci r;, dla ktorych funkcje resztkowe
sa jak najblizsze zera. Wspolczynniki wagowe zostaly wprowadzone w celu wymuszenia
mozliwie dokladnego spelnienia warunkow brzegowych (5.15) oraz “dowarto$ciowania”
warunkow zerowej predkosci poslizgu w punktach O; dalszych od obciazanego konca belki.
Poniewaz wraz z oddalaniem sie od konca belki ugiecia w kolejnych strefach poslizgu sa
coraz mniejsze (por. wz. (5.24)) rowniez funkcje resztkowe f;(r;) maja tam w naturalny
sposOb mniejsze wartos$ci. Zatem zastosowanie wspotczynnikow wagowych wy rosngcych
dla wiekszych k zwieksza ich udzial w catkowitej funkeji btedu (5.28).

Dla dowolnej historii obcigzenia rozwigzanie traci ceche samopodobienstwa, a uktad
opisany jest rownaniami rézniczkowymi (5.19). Proponowana metoda rozwiazania jest
naturalnym rozwinieciem przedstawionej powyzej metody dla obciazenia proporcjonal-
nego. Glowna réznica polega na tym, ze na drodze minimalizacji poszukuje sie pochod-
nych parametrow r; na kazdym kroku czasowym, a otrzymane réwnania rézniczkowe
i = 1;(rj,t) sa calkowane po czasie?.

Dwa zjawiska, ktore moga wystapi¢ w trakcie procesu obcigzania wymagaja specjalnej
uwagi. Jak to juz zostalo wspomniane w rozdziale 5.1.3 na kazdym kroku czasowym
nalezy kontrolowa¢ predkosé¢ konca belki. W przypadku gdy zmienia ona swdj znak nalezy
uwzgledni¢ powstanie nowej strefy poslizgu. Na przyktad przy obciazeniu cyklicznym
kazdemu punktowi zwrotnemu obcigzenia towarzyszy powstanie nowej strefy poslizgu.
Po drugie nalezy sprawdzaé¢, czy dlugosé ktorejs strefy poslizgu nie staje sie zerowa.
W takim przypadku nalezy przenumerowa¢ pozostale strefy oraz usungé odpowiednie
warunki (5.18).

5.1.7 Wiyniki i dyskusja

Ponizej przedstawione sa wyniki numeryczne dla przyktadowych historii obcigzenia. Na
rysunku 5.5 pokazane sa rozwiazania samopodobne dla monotonicznego obciazenia sila i
momentem. Nastepne rysunki zawieraja wyniki dla niemonotonicznych historii obcigzenia
otrzymane dla obcigzenia samym momentem zginajacym M, przy zerowej sile poprzecznej

2Szczegoly mozna znalezé w pracy Stupkiewicz, Mroz [104].
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Rysunek 5.5: Rozwiagzania samopodobne dla monotonicznego obciazenia sitg 1" i mo-
mentem M okreslonymi przez kat obciazenia a: (a) uktad stref poslizgu J («); (b) ugie-
cie W*(«) 1 kat ugiecia ©*(«); (¢) rozwigzania dla nieskonczonej belki obciazonej sama
sita lub samym momentem. Wyniki dla modelu tarcia sprezystego narysowane sa linig
przerywana.
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T = 0. Poniewaz model ograniczony jest do przypadku obciazenia quasi-statycznego, dla
wszystkich historii obcigzenia przyjeto najprostsza — liniowa — zalezno$¢ obciazenia od
parametru obciazenia t, rosnaca lub malejaca w zaleznosci od etapu obciazenia (obcia-
zanie, odciazanie, dociazanie, itd.). We wszystkich przyktadach, z wyjatkiem obciazenia
monotonicznego, wymiar charakterystyczny ly = [, jest zwiazany z wielkoSciag momentu
M; w pierwszym punkcie zwrotnym obciazenia (M]" = 1), czyli na koricu pierwszego etapu
obciazania — wzrostu monotonicznego. Oczywiscie w punkcie tym rozwigzanie przestaje
by¢ samopodobne.

Aby prawidtowo opisywaé zjawiska histerezy nalezy wybra¢ odpowiedniag miare uogol-
nionego przemieszczenia zwigzang z obcigzeniem momentem gnacym. Taka miarg jest
oczywiscie kat ugiecia w punkcie przylozenia momentu, czyli na konicu belki. Kat ten
przyjety bedzie jako © = —O7, aby zapewni¢ jego dodatnie wartosci dla dodatnich
wartosci momentu gnacego M*.

Obciazenie proporcjonalne

Rozwiazanie problemu belki pod rosnacym monotonicznie obcigzeniem proporcjonalnym
zalezy od jednego parametru, mianowicie od stosunku sity do momentu — patrz réwna-
nia (5.21). Obciazenie zostato zdefiniowane przez “kat obciazenia” o

T =sina, M"=cosaq,

Taka definicja bezwymiarowych obciazen narzuca przyjecie wymiaru charakterystycznego

lp w postaci
2=l (l% I/ 41314) ,

gdzie I i [y okreslone sa wzorami (5.20). Prostym przypadkom obcigzenia samym mo-
mentem lub sama sita odpowiadaja wartosci odpowiednio a = 0° lub o = 90°, a wymiar
charakterystyczny [y jest wtedy rowny [, lub (7.

Rysunek 5.5 zawiera wyniki otrzymane dla obcigzenn proporcjonalnych. Na rysun-
ku 5.5(a) pokazane sa wykresy J(«) oraz L*(«) = J% (), a rysunek 5.5(b) przedstawia
ugiecie W*(«) oraz kat ugiecia ©* («) korica belki. Linie przerywane oznaczajg rozwigzanie
analityczne dla modelu tarcia sprezystego. Dokladnos¢ tego uproszczonego modelu jest
jak wida¢ bardzo dobra, szczegélnie w odniesieniu do ugiecia konca belki (W*, ©%).

Parametr o« zmienia sie od oy = —67.7° do oy = 112.3°. Zakres ten odpowiada
obcigzeniom, przy ktorych ugiecie konica belki jest dodatnie, a zwrot sit tarcia w pierwszej
strefie poslizgu jest ujemny.

Graniczne wartosci kata a odpowiadaja przypadkowi o zerowym ugieciu konca belki
(W* = 0). Przypadek ten jest rownowazny obciazeniu nieskorniczonej belki momentem
zginajacym o wartosci 2M — rys. 5.5(c). Sile tnaca T mozna wtedy traktowaé jako
reakcje jednej pot-nieskonczonej czeéci belki na drugg. Dla as < a < ay + 180°, ugiecie
konca belki jest ujemne, natomiast dlugodci stref poslizgu sa identyczne jak w przypadku
a—180°. Potwierdza to rysunek 5.5(a), gdzie mozna zaobserwowac, ze J; (az) = JJ, (o).

Kat obciazenia o = 109.4° odpowiada przypadkowi nieskoriczonej belki obcigzonej
poprzeczng sita 2T. 7 warunkow symetrii wynika wtedy warunek ©* = 0 — rys. 5.5(c).
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MY OWE L =J7  J3 L =JL
Stupkiewicz, Mroz [104] -0.3739 0.0684 1.3739 1.8725 2.1434
Nikitin [78] -0.374  0.068 1.374 1.873 2141

Tabela 5.1: Poréwnanie wynikéw dla przypadku ©* = 0.

[F
I s I T = li L* o* Btad
0.9269 1.2293 — 029381 2.6676 0.68428 0.99x10
1.0407 1.3460 0.41214 0.35007 3.0208 0.93296 0.56x10~%°

n
3
4
5 1.0407 1.3461 0.41363 0.37752  3.0399 0.93297 0.11x1028
9
0
1

1.0405 1.3459 0.41316 0.38184  3.0365 0.93259 0.11x10°!
1.0407 1.3461 0.41324 0.38188 3.0370 0.93296 0.10x10
1.0407 1.3461 0.41324 0.38200 3.0370 0.93296 0.44x10~!

oo NN NS

Tabela 5.2: Porownanie wynikow dla réznych wartosci m i n (o = 0).

Przypadek ten zostal rozwiazany przez Nikitina [78], a zgodnos¢ wynikow osiagnietych
roznymi metodami jest bardzo dobra — patrz tabela 5.1. Nikitin 78] zalozyt skonczona
liczbe stref poslizgu i aby uzyskaé¢ jednakowa liczbe rownan i niewiadomych odrzucit jeden
z warunkow brzegowych dla x = L dotyczacy w'. Do wynikoéw przedstawionych w tabeli
uzyto wymiaru charakterystyczego [y = I, co odpowiada wartosci obcigzenia T = 1.

Z kolei obciazenie samym momentem gnacym (o = 0) odpowiada przypadkowi belki
spoczywajacej na podlozu i poddanej wymuszeniu zmiana krzywizny ! = k() jed-
norodng wzdtuz dhugosci belki. Zalezno$¢ miedzy momentem zginajacym w belce a jej
krzywizng x = w” przybiera wtedy postac:

M = EI(k — ') = EI(w" — k).

Zmiana krzywizny moze by¢ spowodowana na przyktad gradientem temperatury w
przekroju poprzecznym belki. Przypadkiem tym zajmowali sie Fischer i in. [30, 31] w
odniesieniu do problemu studzenia dtugich szyn kolejowych po walcowaniu na goraco. Pole
momentow M*(z,t) dla przypadku wymuszenia zmiang krzywizny ' mozna latwo otrzy-
maé¢ majac rozktad momentow gnacych M(z,t) wyznaczony dla obciazenia momentem
M?°(t) na koricu belki:

M'(x,t) = M(x,t) — M°(t),

gdzie M° = EIk! jest zastepczym momentem termicznym. Ugiecia belki i rozmiary stref
poslizgu sa w obu przypadkach identyczne.

Doktadno$é¢ zastosowanej metody zostala przetestowana przez poréwnanie wynikow
otrzymanych dla r6znych wartosci m oraz n, czyli dla réznych liczb niewiadomych oraz
rownan. Wyniki pokazane w tabeli 5.2 pokazuja, ze dla szerokiego zakresu zmian paramet-
row m i n otrzymane wyniki sg bardzo zblizone do siebie. Ze wzgledu na zalezno$c¢ liczby
funkeji resztkowych fi(r;) od m, btad, czyli minimalna wartos¢ kwadratu funkcji resztko-
wych — wz. (5.28) — mozna poréwnywaé tylko dla przypadkow o tej samej wartosci m.
Wiecej szczegotow dotyczacych analizy doktadnosci metody zawiera praca [104].
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Nalezy zwroci¢é uwage, ze otrzymane wartosci parametru r, wykazuja bardzo dobra
zgodnos¢ z wynikiem teoretycznym (5.26): e = [, /I = 0.38197.

Proste programy obcigzenia

Na rysunkach 5.6 i 5.7 pokazane sg proste historie obciazenia — obciazenie-odcigzenie oraz
obciazenie-odcigzenie-docigzenie. Na wykresach przedstawiajacych ewolucje stref poslizgu
J(t), kolejne linie od dotu przedstawiaja polozenie kolejnych punktow O; rozdzielajacych
sasiadujace strefy poslizgu. Powstanie nowej strefy jest zawsze zwigzane ze zmiana znaku
przyrostu obciazenia w punktach zwrotnych (M} = 1 lub M}; = —1). Dla obu historii
obciazenia widaé, ze przy wzroscie obciazenia (po ostatnim punkcie zwrotnym) pamieé
kontaktu zostaje wymazana i uklad dazy do rozwiazania samopodobnego (przerywane
linie na rys. 5.6 1 5.7).

Interesujaca ceche uktadu mozna zaobserwowaé na rysunku 5.8. Przy niesymetrycznym
cyklu odciazenie-dociazenie (M;; = 0), dwie sasiadujace strefy poslizgu znikaja przy
pewnej wartosci obcigzenia. Zachowanie to ro6zni si¢ od przypadku symetrycznego do-
ciazania (M}; = —1, rys. 5.7), w ktorym wszystkie strefy poslizgu ewoluuja do rozwiaza-
nia samopodobnego. Oczywiscie musi istnie¢ wartos¢ Myij, rozgraniczajaca te dwa stany,
jednak problem ten nie byl glebiej analizowany.

Praca [104] zawiera analize dokladnosci metody numerycznego rozwiazywania prob-
lemu dla dowolnych historii obciazenia. Podobnie jak dla rozwiazan samopodobnych,
wyniki otrzymane dla réznych wartosci parametréw m i n sg bardzo zblizone do siebie,
co Swiadczy o duzej doktadnosci oraz matej wrazliwosci na wyboér parametrow m i n
(oczywiscie w rozsadnych zakresach wartosci tych parametrow).

Obciazenia cykliczne

Znikanie stref poslizgu jest typowe we wszystkich analizowanych przypadkach obcigzenia
cyklicznego. Wyniki dla symetrycznego cyklu obcigzenia pokazane sa na rysunku 5.9. Na
rysunku 5.9(a) mozna zaobserwowa¢, ze po kilku (ok. trzech) cyklach obciazenia osiagany
jest stan bliski asymptotycznemu. Natomiast symetryczna i prawie ustalona petla his-
terezy jest osiagana juz po pierwszym cyklu — rysunek 5.9(b). W stanie ustalonym,
rownolegle z powstawaniem nowych stref poglizgu w punktach zwrotnych obcigzenia,
siodma i 6sma strefa cyklicznie znikaja. Zatem mozna powiedzie¢, ze praktycznie tylko
pierwszych osiem lub dziewie¢ stref jest aktywnych, podczas gdy pozostate bardzo wolno
(z zanikajaca predkoscia) przemieszcezaja sie w kierunku od korica belki.

Rysunek 5.10 przedstawia ewolucje stref poslizgu i petle histerezy dla bardziej ztozo-
nego programu obciazenia. Mianowicie obciazenie cykliczne z amplituda [—0.5, +0.5] jest
poprzedzone dwoma i pot cyklami o amplitudzie [—1, +1]. Po kilku cyklach o mniejszej
amplitudzie uktad stref poslizgu zmienia sie cyklicznie, natomiast petla histerezy nie jest
ustalona — rysunek 5.10(b,c¢). Jednak, jak wida¢ na rysunku 5.10(c), uklad dazy do stanu
ustalonego z symetryczna petla histerezy.

W przypadku niesymetrycznego obciazenia cyklicznego (rysunek 5.11) nie udato sie
znalez¢ stanu ustalonego. Po dwudziestu pelnych cyklach obcigzenia catkowita dtugosc
strefy aktywnych poslizgow L* (rys. 5.11(b)) oraz maksymalny kat ugiecia w kazdym
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Rysunek 5.6: Obciazenie-odciazenie belki zginanej momentem M* (T* = 0): (a) ewolucja
stref poslizgu J(t); (b) krzywa obciazenie-przemieszczenie, M*(©*).
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Rysunek 5.7: Obciazenie-odciazenie-dociazenie belki zginanej momentem M*: (a)
ewolucja stref poslizgu J*(t); (b) krzywa obciazenie-przemieszczenie, M*(©*).
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Rysunek 5.8: Niesymetryczne obciazenie-odciazenie-dociazenie belki zginanej momentem
M*: ewolucja stref poslizgu J;*(t).

cyklu ©F . (rys. 5.11(c)) ciagle rosna. A zatem narzuca sie wniosek, ze uktad poddany
niesymetrycznemu cyklowi obcigzenia nie posiada stanu asymptotycznego. Druga mozli-
woscig jest, ze stan asymtotyczny osiagany jest po bardzo duzej liczbie cykli. Jednak
porownujac z wynikami dla symetrycznych obcigzen cyklicznych, gdzie stan asyptoty-
czny osiagany jest po kilku cyklach obcigzenia, ta druga mozliwo$¢ nie wydaje sie praw-
dopodobna. W koricu, wykluczy¢ tez mozna tlumaczenie takiego zachowania kumulacja
btedéw numerycznych. Nie ma bowiem powodu, dla ktérego btedy numeryczne miatyby
w rozwazanym przypadku by¢ wieksze niz dla symetrycznych cykli obciazenia. Zatem z
duzym prawdopodobienstwem mozna stwierdzi¢, ze nie istnieje stan asymptotyczny przy
niesymetrycznym obcigzeniu cyklicznym.

Jak to juz byto sygnalizowane, we wszystkich rozpatrywanych przypadkach obcigzenia
punkty O; rozgraniczajace strefy poslizgu poruszaly sie w kierunku od konca belki. Widaé
to na rysunkach 5.6-5.10, gdzie wszystkie krzywe J7(t) rosna monotonicznie. Oczywiscie
rowniez catkowita dtugosé strefy aktywnych poslizgow ro$nie monotonicznie, co potwier-
dza stuszno$¢ zalozenia (5.9). Co wiecej, poniewaz nigdy nie zaobserwowano spadku kto-
rejkolwiek z wielkosci J7(t), wydaje sie, ze jest to odzwierciedleniem jakiej$§ ogolniejszej
zasady, ktora nie zostata jednak na razie wyttumaczona ani udowodniona.
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Rysunek 5.9: Belka obciazona cyklicznie zmiennym momentem M*: (a) ewolucja stref
poslizgu J#(t); (b) zalezno$¢ obciazenie-przemieszczenie M*(©*).
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Rysunek 5.10: Belka obciazona cyklicznie ze zmiang amplitudy obciazenia: (a) ewolucja
stref poslizgu J(t); (b) zaleznosé¢ obciazenie-przemieszczenie M*(0%); (c) kat obrotu ©*

w punktach zwrotnych obciazenia (©* dla M* = 0.5 oraz —O* dla M*

~0.5).
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5.1.8 Podsumowanie

Mimo ze problem belki na podtozu ciernym wydaje sie stosunkowo prosty, jego rozwiazanie
okazuje sie znacznie bardziej skomplikowane niz analogicznego przyktadu paska na podtozu
— rozdz. 4. Przedstawione sformutowanie jest znacznie bardziej ogdlne od dotychczaso-
wych (Fischer i in. [30, 31]; Nikitin [78]). W szczegblnosci, jedynie po zalozeniu nie-
skonczonej liczby stref poslizgu mozna spetni¢ wszystkie warunki brzegowe na koncu od-
ksztalconej czesci belki. Ponadto nowe sformutowanie pozwala opisa¢ dowolne historie
obciagzenia, a nie tylko obciazenia monotonicznie rosnace.

Zaprezentowane wyniki obrazuja kilka ciekawych cech uktadu. Po pierwsze, dla mono-
tonicznie rosnacych obciazen proporcjonalnych rozwigzanie jest samopodobne. Po drugie
uktad posiada stany przejsciowe w dwoch ogolnych przypadkach. Gdy od pewnego mo-
mentu obcigzenie rosnie monotonicznie rozwigzanie dazy asymptotycznie do rozwigzania
samopodobnego, a pamie¢ historii obcigzenia jest stopniowo wymazywana — rys. 5.6—
5.8. Z kolei przy symetrycznych obcigzeniach cyklicznych ustala si¢ stan asymptotyczny,
w ktorym uktad stref poslizgu zmienia sie cyklicznie — rys. 5.9 i 5.10. Ponadto nalezy
zwrOci¢ uwage, ze takie same charakterystyki zewnetrzne (zaleznosé obciazenie-przemiesz-
czenie) odpowiadaja réoznym rozktadom stref poslizgu wynikajacym z réznych historii
obcigzenia — por. rys. 5.9 1 5.10.

Metoda przyblizonego rozwigzania jest czasochlonna, szczegdlnie gdy liczonych jest
wiele cykli obcigzenia. Nalezy jednak podkresli¢, ze jej doktadnos¢ jest zadowalajaca.
Swiadczy o tym miedzy innymi doskonata zgodno$é z wynikami Nikitina [78] dla monoto-
nicznego obciazenia belki nieskonczonej. Rowniez przy dowolnych programach obciazenia
wyniki nie sg silnie wrazliwe na zmiane liczby réwnan i niewiadomych.

Rozwiazanie analityczne uzyskane dla modelu tarcia sprezystego okazuje sie by¢ dob-
rym przyblizeniem. Model ten moze by¢ jednak stosowany tylko dla obcigzen monoto-
nicznych.

Poniewaz strefa aktywnych poslizgow ma skoriczong dtugosé, poczatkowe zalozenie, ze
belka jest pot-nieskoniczona moze by¢ ostabione. Wystarcza zalozenie, ze belka jest na tyle
dtuga, ze strefa aktywnych poslizgéw nie dochodzi do swobodnego korica belki. Nastepny
podrozdzial zawiera dyskusje dotyczaca belki o skoficzonej dtugosci, gdy warunek ten nie
jest spelniony.

5.2 Belka o skonczonej dtugosci

Jednym z wnioskéw poprzedniego rozdziatu jest, ze odpowiedz na obciazenie p6t-nieskon-
czonej belki na podtozu ciernym obejmuje tylko jej czes¢ o skonczonej dlugosci. Stad
wynika, ze zalozenie nieskoriczonej dtugosci moze byé¢ ostabione — wystarczy zalozy¢, ze
dhugosé belki jest wieksza od dlugoéci strefy aktywnych poslizgow belki poddanej obcigze-
niu. Niniejszy rozdzial zawiera jako$ciowe omoéwienie przypadku, gdy strefa aktywnych
poslizgow osigga swobodny lub utwierdzony koniec belki. Nastepnie przedstawione sa
proste przyktady odspajania belki zamocowanej do podtoza, ktéra na odspojonym odcinku
oddzialuje ciernie z podtozem. Przyktady te pokazuja roznice w zachowaniu zginanej belki
oraz rozcigganego paska (rozdz. 4) oraz wplyw tarcia na postepujace odspajanie belki.
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Rysunek 5.12: Utwierdzona belka oddziatujaca ciernie z podlozem.

5.2.1 Ocena jako$ciowa oddzialywania belki z podlozem

Rozwazmy belke o dlugosci Lp pokazana na rysunku 5.12. Jej swobodny koniec jest
obcigzony sita poprzeczng T oraz momentem gnacym M. Ugieciom belki pod wptywem
obcigzenia towarzysza poprzeczne poslizgi, ktore powoduja powstanie poprzecznych sit
tarcia miedzy belka a podlozem. Po przyjeciu zalozen, podobnych jak w poprzednim
rozdziale, znana jest wielko$¢ wydatku sit tarcia ¢, natomiast nie jest znany ich zwrot w
poszczegblnych punktach belki.

Rysunki 5.13(a)—(d) przedstawiaja schematycznie przewidywany rozktad sit tarcia po-
czatkowo prostej belki poddanej monotnicznie rosngcemu obcigzeniu sitag 7. Dla matych
warto$ci obciazenia, rozwiazanie jest takie jak dla belki polieskonczonej — rys. 5.13(a).
Wraz ze wzrostem obcigzenia samopodobny uktad stref poslizgu obejmuje coraz wieksza
czes¢ belki, az do obcigzenia, przy ktorym dlugosé strefy aktywnych poslizgow L zréwna
sie z dtugoscia belki L = Lp — rys. 5.13(b). Przy dalszym wzroscie obciazenia nastepuje
przejscie od nieskoriczonej liczby stref poslizgu (wlasciwej dla rozwiazania samopodobnego
belki pot-nieskonczonej) do skonczonej liczby stref. Dochodzace do utwierdzonego korica
belki strefy poslizgu kolejno znikaja — rys. 5.13(c). W koncu, pozostaje jedna strefa
poslizgu obejmujaca cala dlugosé belki tak, jak to pokazano na rysunku 5.13(d).
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Rysunek 5.13: Rozktlad sit tarcia przy rosnacym obciazeniu belki utwierdzone;j.
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Podobnie mozna przewidzie¢ zachowanie belki swobodnej spoczywajacej na podtozu
ciernym i obcigzonej na jednym z koncow. Sekwencja zdarzen bedzie podobna z tym, ze po
wygaszeniu stref poslizgu dochodzacych do swobodnego koiica belki, w koncu pozostang
dwie strefy poslizgu rownowazace przyltozone obciazenie, a cata belka oprocz ugiecia dozna
sztywnego obrotu.

Modelowanie przejscia od stanu z nieskonczona do stanu ze skoriczona liczba stref
poslizgu jest niezwykle ztozone, gdyz wiaze sie ze zmiana warunkow brzegowych oraz
z koniecznosciag uwzglednienia procesu wygaszania nieskonczonej liczby stref poslizgu
na koncu belki. Opis iloSciowy tego zjawiska nie zostal poruszony w niniejszej pracy.
Nastepny podrozdzial zawiera sformutowanie problemu belki o skoniczonej dlugosci, na
ktorej wystepuje skonczona i znana liczba stref poslizgu. Odpowiada to stanowi pokaza-
nemu na rysunku 5.13(c).

5.2.2 Sformulowanie problemu

Rownania opisujace belke o skoniczonej dlugosci sa podobne jak w przypadku belki pot-
nieskonczonej (5.1)—(5.4), z tym, ze zamiast czterech warunkow brzegowych (5.3) naktada-
ne sa tylko dwa warunki na koncu belki z = Lg. W zaleznosci od sposobu zamocowania
moga to by¢ warunki na ugiecie i kat ugiecia w przypadku belki utwierdzonej lub na
przyktad warunek zerowej sity tnacej i zerowego momentu gnacego dla swobodnego konca
belki. W ogélnym przypadku ugiecie w oraz jego trzy pierwsze pochodne na koricu belki
(x = Lp) sa zwiazane dwoma ograniczeniami.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze nieobcigzony koniec belki jest zamocowany. Wtedy
warunki brzegowe dla x = Lg przyjmuja postac:

w(Lp,t) =W, =0, w'(Lp,t)=0O,=0. (5.29)

Ugiecia i sity wewnetrzne dla x = Lg oznaczane beda przez W,, O, M, i T..
Poniewaz cala belka jest podzielona na strefy poslizgu (aktywne) rownanie (5.1) mozna,
podobnie jak w przypadku belki pot-nieskonczonej, przeksztalci¢ do postaci (5.10):

EIw"™Y =n (-1)"Yq, 0<z;<l;;, ni=+=+1, i=12,...,N. (5.30)

Oczywiscie teraz liczba stref poglizgu N jest skonczona i znana. Niewiadomymi sa N
dhugosci stref poslizgu I; oraz cztery wielkosci W,, ©,, M, i T, okreslone dla x = Lg —
w sumie N + 4 niewiadome. Réwnan jest rowniez N + 4: po dwa warunki brzegowe na
obu koncach belki (dla z = 01 z = Lp); N — 1 warunkéw zerowej predkosci poslizgu
w punktach rozgraniczajacych strefy poslizgu oraz jedno rownanie wigzace dtugosci stref
poslizgu 7 catkowita dtugoécia belki: YN I, = Lp. Dhugoéé belki moze byé stata, moze
tez rosnaé, gdy rozpatrywane jest postepujace odspojenie belki od podtoza. W drugim
przypadku, dodatkowym réwnaniem pozwalajacym wyznaczyé¢ przyrost dlugosci Ly jest
warunek propagacji szczeliny odspajajacej (warunek odspojenia).

Rownanie (5.30) mozna scatkowaé wewnatrz kazdej strefy poslizgu. Otrzymanag krzywa
ugiecia opisuja wzory (5.11)—(5.13), przy czym wyrazy ciagow T;, M;, ©, oraz W; sa dla
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1=1,2,..., N + 1 okre$lone wzorami
ﬂ = T +Zn1 qlka
M, = M, +Z[ 1rql = Tl

0, = [2ny(—1)kql} — LThi — Myl

gyl
1 al 4 3 1 2
W, = T (i (= 1)hqlf — ¥T0l} — LMyI2 — EIOd] . (5.31)

k )

Warunki zerowej predkosci poslizgu w punktach O; sa identyczne jak dla belki nie-
skoniczonej — wz. (5.18):

W, — Ji_10,=0, i=2,3,...,N. (5.32)

Problem belki o skoniczonej dtugosci opisany jest N — 1 roéwnaniami roézniczkowymi
zwyczajnymi (5.32) wraz z dodatkowymi piecioma réwnaniami algebraicznymi wynika-
jacymi z warunkoéw brzegowych na koncach belki. Sa to na przyklad rownania (5.2)
oraz (5.29) dla belki utwierdzonej i obciazonej sita T i momentem M.

W przypadku belki, ktorej dlugos¢ moze rosnaé¢ na skutek odspajania od podtoza,
catkowita dtugos¢ belki jest funkcja czasu i uktad nalezy wzbogaci¢ o dodatkowy warunek
propagacji szczeliny odspajajace;j.

Podobnie jak w przypadku belki pot-nieskonczonej, kazdej zmianie znaku przyrostu
obciagzenia towarzyszy powstanie nowej strefy poglizgu na obcigzonym koricu belki. Z
drugiej strony kazda ze stref poslizgu moze w trakcie procesu znikngé. W szczegdlnosci
nalezy sie spodziewac, ze strefy poslizgu dochodzace do nieobcigzonego korica beda kolejno
znikac.

5.2.3 Przyktad

Rozwazmy prosty przyktad belki utwierdzonej, pokazanej na rysunku 5.14. Nie wnikajac
jaka historia doprowadzita do takiego stanu zat6zmy, ze poczatkowo na catej belce rozciagga
sie jedna strefa poslizgu. Oznacza to, ze przy rosnacej sile T' wszystkie punkty belki

T @ ()
T
Prrt
Vvl vy v b vv i bvviy EEEEEEEER
Lg Iy I2

Rysunek 5.14: Belka utwierdzona odzialujaca ciernie z podtozem: (a) obciazanie ; (b)
odcigzanie.
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przemieszczaja sie do gory — rys. 5.14(a). Po osiagnieciu przez site T wartosci 17 zaczyna
sie odcigzanie i sita T" zaczyna male¢. Rownocze$nie powstaje nowa strefa poslizgu, ktora
zaczyna sie stopniowo rozszerza¢ na cala dlugosé belki — rys. 5.14(b). Korzystajac ze
sformutowania przedstawionego w poprzednim podrozdziale poszukamy rozwigzania tak
postawionego problemu odcigzania belki na podtozu z tarciem.

Przyjmijmy dlugo$é belki Lp jako charakterystyczna dlugo$é¢ odniesienia. Uzywa-
jac wzorow (5.16) wszystkie wielkosci mozna przedstawi¢ w postaci bezwymiarowej. Na
podstawie rownan (5.31) mozna wyznaczy¢ nastepujace wielkosci:

T = T+ -1
M; = TH(I5 +13) + (152 = 13%) + 1113,
) = T(=5ls* = 1{I3) + §15° — 5I°05 — 31315%,

Wy = T3+ 513037 — $3* + 2051535 + 11232

Nastepnie przy wykorzystaniu zaleznosci Ij + I; = 1 oraz J; = [, warunek (5.32)
zerowej predkosci poslizgu dla o* = [} sprowadza sie do postaci
s 41 =13) dr* 41 =13)

7r= 20T ey .
o+ 0"y 2+ [

Rozwiazaniem powyzszego rownania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym 7% = T}
dla I = 0 jest

AT* =T —T{ = 417 — 12In(1 + 317), (5.33)
gdzie AT* oznacza roznice obciazenia wzgledem jego wartosci zwrotnej 71", Jak widad,
rozwigzanie nie zalezy od wartosci zwrotnej obcigzenia, a jedynie od roznicy wzgledem tej
wartosci. Reakcje w utwierdzeniu oraz ugiecie obcigzanego konca belki mozna przedstawic

w postaci sparametryzowanej wzgledem dlugosci strefy poslizgu I (0 < I3 < 1), przy czym
AT* = AT*(17):

AT = AT* + 21,
AM? = AT* + 207 — 17,
AO* = AT — L1 -3+ 4
* 1 * 1 7% 17% 2 7%
gdzie A oznacza réznice odpowiednich wielkosci wzgledem ich wartosci w punkcie zwrot-
nym obciazenia. Zatem dla 7% =17 mamy AT* = AT = AM; = AW} = A©} = 0.

Dla rosnacego obciazenia, przed osiagnieciem punktu zwrotnego (I; = 0), rozwiazanie
jest liniowe wzgledem sity T™:

AT = AT
AMY = AT*
AO* = AT

AW* = L1AT™
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Rysunek 5.15: Zaleznos¢ obciazenie-przemieszczenie umocowanej belki na podlozu z tar-
ciem.

Podczas odciazania, strefa poslizgu [ staje sie coraz krotsza i znika dla AT* = —0.8656.
Przy dalszym spadku obcigzenia sity tarcia pozostaja nie zmienione, a rozwigzanie po-
nownie jest liniowe wzgledem sity 7' (I = 1):

AT = AT*+2,
AM; = AT*+1,
AO* = JAT* + 3,
AW* = JAT* + 1.

Obrazuje to zalezno$¢ obciagzenia AT™ od ugiecia konca belki AW™* pokazana na rysunku
5.15. Mozna zauwazy¢, ze caly proces przegrupowania stref tarcia odbywa sie przy nie-
wielkiej zmianie ugiecia konca belki.

Rysunki 5.16(a)—(c) pokazuja zmiany obciazenia T*, dlugosci strefy poslizgu [ oraz
reakcji utwierdzenia AM} w czasie. Jak wida¢ podczas odciazania, mimo malejacej sity
T, moment w utwierdzeniu rognie. Zmiany sily tnacej w utwierdzeniu AT} maja podobny
charakter do zmian momentu gnacego AM}, to znaczy reakcja utwierdzenia 7, réwniez
poczatkowo ro$nie mimo spadku obciazenia. W obu przypadkach przyczyna jest zmiana
rozkladu sit tarcia zwiazana ze wzrostem strefy poslizgu ;. Gdy nowa strefa poslizgu
obejmuje cata dlugosé¢ belki [T =1, reakcje w utwierdzeniu zaczynaja malec.

Caly proces przegrupowania stref poslizgu zachodzi przy zmianie bezwymiarowej sity
tnacej T o wielko$¢ rzedu 1, czyli gdy warto$¢ sity T' zmienia si¢ mniej wiecej o qLpg.
Opisane zjawisko jest znaczace jedynie wtedy, gdy obcigzenie jest tego samego rzedu,
to znaczy gdy sily tarcia sa relatywnie duze. Kolejne podrozdziaty zawieraja dyskusje
problemu odspajania belki od podtoza tak przy braku, jak i w obecnosci oddziatywan
ciernych z podtozem. Pokazane zostanie, ze sily tarcia moga mieé znaczacy wplyw na
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Rysunek 5.17: Obciazenie belki odspajanej od podtoza.

taki proces.

5.2.4 Odspajanie belki w modzie III

Rozwazmy teraz belke przymocowana (na przyktad przyklejona) do sztywnego podtoza.
Belka jest odspojona na dtugosci Lpy i obciazona skupiong sitag 7' i momentem M na
konicu oraz roztozonym wydatkiem sil poprzecznych p — rysunek 5.17. Belka jest zginana
w plaszczyznie podloza, tak wiec odspojenie belki jest zwigzane z propagacja szczeliny w
modzie III.
Niech warunkiem odspojenia bedzie kryterium Griffitha

oIl

oL, gl (5.34)
gdzie II jest energia potencjalng belki, a R = v jest energia potrzebna do odspojenia
jednostkowej dtugosci belki w modzie III. Energie potencjalng Il mozna tatwo wyznaczy¢
jako

M T 1 L
II = —<ﬂ+ﬂ+—/3pw(x)dx>:
2 2 2 Jo

_ (M?LB T°Ly  p°Ly | MTLy | MpLi, TpL4B>

2ET 6E1  40FE1 2F1 6E1 S8EIT
a energia uwalniana przy propagacji szczeliny odspajajacej przyjmuje postac

g O0m _ (M+TLg+ 1pL3,)?
OLp 2E1 '

Przyrownujac energie uwalniang G do energii potrzebnej do odspojenia R =~ (wz. 5.34)
otrzymuje sie warunek na krytyczna wiekos¢ obcigzenia w postaci

M + T Ly + Lp7 L% = \/2ET7. (5.35)

Latwo zauwazy¢, ze wyrazenie po lewej stronie réwnania (5.35) jest w istocie mo-
mentem gnacym belki w utwierdzeniu M, = M + TLg + %pLQB, a zatem energetyczny
warunek propagacji szczeliny sprowadza sie do warunku wytrzymatosciowego na maksy-
malny moment gnacy w utwierdzeniu M***:

M =M™ M™ = \[2EI7. (5.36)
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Moment M"** zalezy od energii potrzebnej do odspojenia jednostkowej dtugosci belki
v. Ta prosta zalezno$¢ jest przypadkiem szczegdlnym ogodlnego wyrazenia na predkoscé
energii uwalnianej G otrzymanego w rozdziale 2.2, wz. (2.23). Wynika ona z przyjetego
prostego modelu belkowego, w ktéorym na energie sprezysta belki sktada sie wytacznie
energia zwigzana ze zginaniem.

Przyjmujac proste stany obcigzenia samym momentem M lub samg sitg T" otrzymuje
sie dobrze znane wyrazenia na ich krytyczne wartosci:

1
MT™ =,/2EIy lub T = LoV2EI;

uzywane czesto w analizie propagacji szczeliny w modzie I (np. w tescie DCB — ang.
double cantilever beam). Krytyczna warto$¢ momentu gnacego jest stala, co zapewnia
stateczny proces propagacji szczeliny. Natomiast krytyczna wielko$é¢ sity T maleje ze
wzrostem dtugosci szczeliny, a zatem proces jej propagacji jest niestateczny.

5.2.5 Odspajanie belki w obecnoéci sil tarcia

Rozwazmy teraz odspajanie belki od podtoza w obecnosci sil tarcia miedzy belka a
podtozem. Traktujac site 1" oraz moment M jako obciagzenie zewnetrzne, natomiast dysy-
patywne sity tarcia miedzy belka a podlozem jako sity wewnetrzne, warunek propagacji
szczeliny odspajajacej mozna przedstawié jako (por. wz. (1.25))

—dIl = dL — dU = dD’ 4 dD*, (5.37)

gdzie dDf i dD? sa odpowiednio przyrostami energii dysypowanej przez sity tarcia i na
skutek odspojenia belki zwigzanymi z przyrostem szczeliny odspajajacej o dLp.

Przy zalozeniu, ze na calym odspojonym odcinku belki 0 < x < Lp sily tarcia maja
jednakowy zwrot® warunek (5.37) mozna sprowadzi¢ do postaci klasycznego warunku
Griffitha (5.34). Mozna je bowiem potraktowa¢ jako znane (i stale) obciazenie zewnetrzne.
Wtedy ich praca —dD/ < 0 moze byé¢ traktowana jako czeé¢ pracy sil zewnetrznych
dL = dL —dD/.

Dodatnim warto$ciom obciazen T'1 M odpowiada ujemna warto$¢ wydatku sil tarcia
p = —q (¢ > 0 jest bezwzgledna wartoscia wydatku sit tarcia). Otrzymane w poprzednim
podrozdziale rownanie (5.35) okreslajace wartosé obciazenia krytycznego mozna zatem
przeksztalci¢ do postaci

M + T Ly = \/2EIy + LqL%. (5.38)

Tak wiec obecnosé sil tarcia powoduje wzrost obciazenia krytycznego. Wzrost ten zwia-
zany jest z momentem gnacym sit tarcia —%qLZB przeciwdzialajacym momentowi wywo-
tanemu obcigzeniem T', M. Energetyczny warunek propagacji szczeliny jest rownowazny
warunkowi wytrzymato$ciowemu na maksymalny moment gnacy w utwierdzeniu:

M =M™ + T Ly — LqL% = M=,

30dpowiada to przypadkowi, gdy sita T' i moment M s tego samego znaku (powoduja zginanie w
tym samym kierunku) i gdy obciazenie jest monotoniczne, a wiec nie wystepuja strefy poslizgu zwiazane
z odciazaniem itp. (cala dtugosé belki obejmuje jedna strefa poslizgu).
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Rysunek 5.18: Zalezno$c¢ sity krytycznej T" od dlugosci odspojonego odcinka belki Lp:
(a) bez sit tarcia; (b) w obecnosci sit tarcia miedzy belka a podtozem.

Na przyktad w przypadku, gdy dziala tylko sita T' (M = 0), wzor na jej krytyczng
wielko$¢ wynika z warunku (5.38)

1
T = —\/2EIy + qLp. (5.39)
Lp

Zaleznosé sity krytycznej od dlugosci odspojonego odcinka belki T (Lpg) pokazana jest

cr

na rysunku 5.18(b). Istnieje minimalna sita krytyczna Timiny> 84y L = Lp(min):

Timiny = \/2M7"*%q,  Lpminy = \/2M"q ",

gdzie maksymalny moment gnacy w utwierdzeniu M"** okreslony jest wzorem (5.36). Tak
wiec dla Lp < Lp(min) proces odspajania jest niestateczny, natomiast dla Lp > Lp(mnin)
— stateczny. Mozna sie zatem spodziewa¢ przeskoku (ang. snap-through) jak to pokazano
na rysunku 5.18(b) (linia 1-2).

Poniewaz charakterystyczna dtugo$¢ Lp(min), zwiazana z minimalng wielkoscig sity
krytycznej, zalezy od wielkosci sit tarcia ¢, powyzszy wynik mozna interpretowaé nas-
tepujaco. Niewielkie sity tarcia, ktorym odpowiada duza warto$¢ Lpminy > Lp nie
wplywaja znaczaco na wielko$é sity krytycznej, ani na zachowanie uktadu. Dopiero gdy
sily tarcia sg na tyle duze, ze Lpgnin) jest tego samego rzedu co diugos¢ odspojonego
odcinka belki Lg, uwidacznia sie wpltyw sit tarcia na site krytyczng oraz na zachowanie
uktadu. W szczegolnosci, gdy Lp > Lpmin) sily tarcia dysypuja na tyle duzo energii, ze
proces propagacji szczeliny odspajajacej staje sie stateczny.

Zgodnie z wynikami otrzymanymi w rozdziale 2.2 réwniez w przypadku belki zachodzi
rownowazno$¢ energetycznego i wytrzymalo$ciowego warunku propagacji szczeliny odspa-
jajacej. W rozwazanych przypadkach warunek odspajania sprowadza sie do prostego
ograniczenia maksymalnego momentu gnacego w utwierdzeniu (czyli na granicy strefy
odspojonej). Ta posta¢ warunku odspajania rzuca nowe $wiatto na wyniki przyktadu
przedstawionego w rozdziale 5.2.3.

Zalozmy, ze nastepuje stateczne odspajanie (Lp > Lp(min)) belki obciazonej sama
tylko rosnaca sitag T'. Podczas postepujacego odspajania wielko§¢ momentu gnacego w
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utwierdzeniu jest stata, M, = M = M a caly odspojony odcinek belki tworzy jedna
strefe poslizgu. Zalozmy tez, ze w pewnym momencie obciazenie zaczyna male¢ (poczatek
odciazania). Na obciazanym koncu belki powstanie wtedy nowa strefa poslizgu.

Tak postawione zadanie jest podobne do przyktadu rozwiazanego w rozdziale 5.2.3. W
szczegOlnodei, jesli podczas odciazania nie ulegtaby zmianie dhugos¢ odspojonego odcinka
belki, to rozwiazanie (5.33) zachowaloby waznosé¢ rowniez dla przypadku odciazania od-
spajajacej sie belki. Jednak z rysunku 5.16(c) wida¢, ze w poczatkowym okresie odciazania
moment gnacy w utwierdzeniu AM,(t) rosnie. Tymczasem, warunek odspajania ogranicza
maksymalny moment gngcy w utwierdzeniu, ktéry nie moze wzrosnaé powyzej swojej
wartosci krytycznej. A zatem ze spadkiem obciazenia musi by¢ zwiazane dalsze odspajanie
belki od podloza.

5.2.6 Podsumowanie

Rozwazany w niniejszym rozdziale problem belki spoczywajacej na podtozu ciernym wy-
kazuje cechy zasadniczo rozne niz przyklad paska omawiany w rozdziale 4. Obcigzeniu
paska towarzyszy powstanie jednej strefy poslizgu propagujacej od punktu przytozenia ob-
cigzenia, ktorej dhugos$é rosnie wraz ze wzrostem obciazenia. Odcigzanie paska powoduje
powstanie lokalnej strefy poslizgéw powrotnych, podczas gdy na pozostalej czesci paska
poslizgi ulegaja zamrozeniu.

Zupetnie inne sg prawa ewolucji stref poslizgu w przypadku belki obcigzanej poprzecz-
nie do swojej osi. Przylozenie niewielkiego poczatkowego obcigzenia powoduje powstanie
wielu stref poslizgu. W przyjetym prostym modelu belkowym potaczonym z modelem
tarcia Coulomba, rozwiazanie sklada sie z nieskonczonej liczby stref posligu (propaguja-
cych w spos6b samopodobny, gdy obciazenie jest monotoniczne). Z kolei przy odciazaniu,
na koricu belki powstaje nowa strefa poslizgu, ale pozostalte strefy poslizgu nie ulegaja
zamrozeniu i s aktywne. Dotyczy to tak przypadku belki pol-nieskoriczonej (rozdz. 5.1),
jak i przypadku belki o skoniczonej dtugosci (rozdz. 5.2).

Pokazane zostaly ciekawe wtasnosci charakteryzujace przypadek odspajania belki od
podtoza w obecnodci sit tarcia na odspojonym odcinku belki. 7 jednej strony obecnos¢ sit
tarcia powoduje stabilizacje procesu odspajania od podloza, a zaleznos¢ sity krytycznej
od dhugosci odspojonego odcinka posiada minimum. Dla wiekszych dlugosci odspojenia
proces odspajania belki obcigzonej samg sila tnaca staje sie stateczny. Jednak z drugiej
strony, obecnos¢ sil tarcia powoduje, ze odcigzanie, a wiec zmniejszanie obcigzenia, moze
prowadzi¢ do dalszej propagacji szczeliny odspajajace;j.
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Podsumowanie pracy 1 wnioski koncowe

Rozprawa podsumowuje wyniki otrzymane przez autora w zakresie modelowania zjawisk
zwigzanych z tarciem kontaktowym oraz jego wplywem na rozwoj uszkodzen w strefie kon-
taktu: zuzycie powierzchni i propagacje odspojenia wzdtuz powierzchni miedzyfazowe;j.
W ramach tej szerokiej tematyki zwrocono uwage na dwie grupy zagadnieri: modelowanie
konstytutywne zjawisk kontaktowych oraz rozwigzywanie problemoéw brzegowych z tar-
ciem. Do oryginalnych wynikéw nalezacych do pierwszej grupy zagadnien zaliczy¢ nalezy:

1. nowe modele anizotropowego tarcia i zuzycia (rozdz. 3.1):

e mikro-mechaniczny model wspotpracy powierzchni o ortotropowym uktadzie
nierownosci prowadzacy do niestowarzyszonego prawa poslizgu (pokazano, ze
powszechnie przyjmowana zasada normalnosci i stowarzyszone prawo poslizgu
nie musza by¢ spetnione w ogdlnym przypadku);

e wprowadzenie eliptycznego prawa tarcia ortotropowego z niestowarzyszonym
prawem poslizgu uogodlniajacego dotychczas stosowane prawa: bazujace na sto-
warzyszonym prawie poslizgu |67, 23|, badZz wychodzace z koncepcji tensora
tarcia [131];

e model anizotropowego zuzycia powierzchni bezposrednio wigzacy predkos¢ zu-
zycia z anizotropowymi wlasnosciami tarcia;

2. modele tarcia i zuzycia specjalizowane dla procesow obrobki plastycznej (rozdz. 3.2):

e model wychodzacy z koncepcji wystepowania dwoch skal nieréwnosci, uwz-
gledniajacy dwa najwazniejsze mechanizmy oddzialywania powierzchni chro-
powatych (splaszczanie nieréwnosci oraz oranie);

e model uwzgledniajacy obecnosé czastek trzeciego ciata miedzy kontaktujacymi
sie powierzchniami (przeznaczony dla proceséw obrobki plastycznej na goraco);
wynikajace z modelu rozbicie sil tarcia na czeSci zwiazane z poszczegdlnymi
mechanizmami tarcia i zuzycia jest rowniez podstawa uogolnionego prawa zu-
zycia Archarda;

3. model wspolpracy wiokna z matryca uwzgledniajacy dylatacje warstwy kontaktowe;j
na skutek oddziatywania nieréwnosci powierzchniowych (rozdz. 4.5 i 4.6).
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Modele tarcia anizotropowego oraz wspoltpracy wiokna z matryca zostaly zastosowane
do opisu wybranych danych doswiadczalnych, a identyfikacja parametrow modeli data
zadowalajace wyniki. W szczegolnosci, proste prawo zuzycia nieréwnosci, zastosowane dla
cyklicznego obcigzenia wlokna wycigganego z matrycy, pozwolito bardzo dobrze opisac
zmiany wlasnosci warstwy kontaktowej dla matych (rzedu kilku mikronéw) i duzych (sto
mikronow) amplitud przemieszczen (rozdz. 4.6).

Nie byla mozliwa weryfikacja modeli tarcia dla proceséw obrobki plastycznej, gdyz
nie s3 dostepne odpowiednie dane doswiadczalne. Bazuja wiec one jedynie na krytyce
dotychczasowych modeli oraz na wnioskowaniu mikro-mechanicznym. Badania prowa-
dzone w ramach projektu Copernicus' (dotyczacego zuzycia matryc w procesach kucia),
pozwalaja mie¢ nadzieje, ze bedzie mozliwa weryfikacja doswiadczalna tych modeli. W
szczegdlnodei, w zwiazku z dyskutowanymi w rozdziale 3.3.3 trudnosciami zwigzanymi z
bezposrednim pomiarem sit tarcia w warunkach charakterystycznych dla procesow obrobki
plastycznej, obiecujace wydaje sie zastosowanie do tego celu metod analizy odwrotne;j.

Praca zawiera réwniez przyklady rozwigzan konkretnych probleméw brzegowych z
tarciem. W przypadku zagadnien wspotpracy z podlozem ciernym elementéow jednowy-
miarowych takich, jak pasek lub belka, mozliwe jest uzyskanie analitycznych lub poétana-
litycznych rozwiazan. W bardziej ztozonych przypadkach dwuwymiarowych konieczne
jest zastosowanie metod przyblizonych — na przyklad metody elementéw skonczonych.
Najwazniejsze przyktady rozwigzane w pracy to:

1. problem sprezystej belki na sztywnym podtozu ciernym (rozdz. 5), w ktérym nowe
elementy to:

e ogo6lny warunek, jaki spetlnia¢ musi obciazenie belki pol-nieskonczonej, aby
rozwigzanie bylo samopodobne — wz. (5.21);

e rozwigzanie analityczne w zamknietej postaci dla belki p6t-nieskoniczonej z za-
stosowaniem uproszczonego modelu tarcia sprezystego (rozdz. 5.1.5);

e przyblizone rozwigzania dla monotonicznych obcigzen proporcjonalnych oraz
dla dowolnych (w tym cyklicznych) programow obciazenia (rozdz. 5.1.7);

e rozwigzanie problemu odcigzania belki o skonczonej dtugosci i wynikajace z
niego wnioski dotyczace postepujacego odspajania w tego typu problemach
(rozdz. 5.2);

2. symulacja procesu cyklicznego obciazenia wlokna wyciaganego z matrycy (rozdz.
4.6), w ktorej uwzgledniona zostala ewolucja stanu powierzchni i zmiany jej wlas-
nosci ciernych w trakcie procesu (tego typu rozwiazania sa rzadko spotykane w liter-
aturze — jedynym znanym autorowi przypadkiem jest praca Johanssona [47| zawier-
ajaca rozwigzanie dwuwymiarowego problemu kontaktowego ze zuzyciem powierzchni
kontaktowych na skutek obciazen cyklicznych);

3. rozwiazania (przy uzyciu metody elementow skoriczonych) probleméw dwuwymia-
rowych ilustrujacych wlasnosci nowego modelu tarcia (rozdz. 3.3).

'Projekt Copernicus nt ERBCIPACT940170: Development of a Decision Support System for Predict-
ing Wear in Hot and Warm Forging Dies.
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Uwzglednienie tarcia w konkretnych problemach brzegowych (nawet w najprostszej
postaci modelu Coulomba) wprowadza nowe efekty, a jednoczesnie zwykle znacznie utrud-
nia ich rozwigzanie. Dobrym przyktadem jest problem belki sprezystej na podtozu z tar-
ciem (rozdz. 5). Po przyjeciu prostego modelu belkowego oraz prawa tarcia Coulomba,
rozwigzanie tego zadania wymaga uwzglednienia nieskonczonej liczby stref poslizgu. Z
kolei, gdy rozpatrywana jest belka o skonczonej dtugosci, przyrostowy charakter prawa
tarcia oraz konieczno$é¢ spetnienia warunku zerowej predkosci na granicach stref poslizgu
powoduja, ze rozwigzanie rowniez nie jest oczywiste (por. rozdz. 5.2.3). Tego typu jed-
nowymiarowe przyktady daja wglad w ztozona nature zjawisk zwigzanych z tarciem w
uktadach sprezystych, a takze pozwalaja w przejrzysty sposob zilustrowaé wptyw tarcia
na inne procesy (na przyktad na zjawiska propagacji szczeliny odspajajacej w warunkach,
gdy na odspojonej czesci zachodza poslizgi cierne).

Oczywiscie probleméw, ktore zostaly poruszone w pracy, nie mozna w zadnym razie
traktowac¢ jako zamknietych. Obecnie trwaja prace poswiecone dopracowywaniu modeli
konstytutywnych tarcia w procesach obrobki plastycznej. W szczegdlnosdci dotycza one
modeli uwzgledniajacych obecno$¢ czastek trzeciego ciata w strefie kontaktu i przeznaczo-
nych dla procesow obrobki na goraco. Otwartym problemem pozostaje rowniez uwzgled-
nienie wptywu deformacji plastycznej obrabianego materiatu na jego oddziatywanie cierne
z powierzchnia narzedzia. Jak pokazali Wilson i Sheu [118, 120], zachodzaca jednoczesnie
z kontaktem deformacja plastyczna samego materialu moze w znaczacy sposob wplywaé
na procesy oddzialywania nier6wnosci (sptaszczanie, oranie), a co za tym idzie na sily
tarcia.

Nowe modele tarcia zaprezentowane w rozdziale 3.2 opieraja sie na modelach mikro-
mechanicznych. Ich opis jest przez to stosunkowo ztozony i zawiera wiele parametrow.
Jednakze, biorgc pod uwage, ze zastosowane modele mikro-mechaniczne sa proste i bardzo
wyidealizowane, wydaje sie celowe przejscie do czysto fenomenologicznych modeli za-
chowujacych podstawowe cechy modeli bazujacych na mikro-mechanice kontaktu, a jed-
nocze$nie mozliwie prostych i zawierajacych minimalng liczbe parametrow. Tego typu
modele powinny by¢ prostsze w zastosowaniach numerycznych i tatwiejsze do identyfikacji.

W zakresie modelowania tarcia anizotropowego szczeg6lnie wazne i interesujace moze
by¢ uwzglednienie zmian stanu powierzchni na skutek zuzycia, powodujacych w konsek-
wencji zmiany anizotropii wtasnosci ciernych. Ponadto, wydaje sie pozadane rozszerzenie
modeli tarcia anizotropowego o efekty dylatacji kontaktowej typowe dla kontaktu ciat
kruchych. Tego typu izotropowy model tarcia zostal ostatnio zaproponowany przez Mroza
i Giambanco |70]. Wewnetrzna struktura materiatow, takich jak na przyktad skaty warst-
wowe lub o ukierunkowanych spekaniach, powoduje, ze ich powierzchnie czesto charak-
teryzuja sie anizotropowym ukltadem nieréwnosci i anizotropia wtasnosci kontaktowych
— tarcia i dylatacji (por. np. Jing [45]).

Wyniki przedstawione w rozdziatach 4 oraz 5 dotycza propagacji stref poslizgu i de-
laminacji w prostych przyktadach jednowymiarowych. Dalsze badania moga dotyczy¢
bardziej skomplikowanych zagadnien. Jako przyktad niech postuzy rozwigzanie otrzy-
mane dla problemu dwuwymiarowego z tarciem. Rysunek 6.1 pokazuje geometri¢ uktadu
oraz obcigzenie t przylozone do czesci jednego z bokow tarczy. Pozostale boki sa swo-
bodne. Na calej powierzchni kontaktu tarczy z podtozem panuja state i jednorodne naciski
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Rysunek 6.1: Tarcza na podlozu z tarciem: geometria i obciazenie (réwnowazone tylko
sitami tarcia) oraz propagacja strefy poslizgu. Widok w kierunku prostopadtym do
podtoza.

normalne. Zgodnie z prawem Coulomba w strefie poslizgu znana jest wiec bezwzgledna
wartosé sil tarcia, natomiast nie jest znany ich kierunek. Poza strefa poslizgu zerowe sa
przemieszczenia, a wiec rOwniez poslizgi i sity tarcia. Przytozone obcigzenie réwnowazone
jest tylko przez oddzialywania cierne.

Przyktad ten nalezy do klasy probleméw dyskutowanej w rozdziale 2.2, przy czym nie
zostato uwzglednione odspajanie, a tylko oddzialywanie cierne z podlozem. Obliczenia
wykonano metoda elementow skoriczonych przy pomocy programu ABAQUS [1].

Na rysunku 6.1 dla czterech wartosci obcigzenia pokazane sg granice strefy poslizgu
rosnacej wraz ze wzrostem obcigzenia. Jak wida¢ przy obciazeniu monotonicznym zmie-
nia sie wielko$¢ strefy poslizgu i jej ksztatt. Na razie nie udalo sie uzyskaé¢ rozwiazania
dla przypadku obciazenia niemonotonicznego (brak zbiezno$ci juz na pierwszym kroku
odciazenia). Odciazanie zwiazane jest z powstaniem i propagacja strefy poslizgéw powrot-
nych. Zwigzane z tym gwaltowne zmiany kierunku sit tarcia przypuszczalnie byty przyczy-
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ng probleméw numerycznych. Badanie praw ewolucji stref poslizgu (pierwotnych, powrot-
nych, itp.) w tego typu problemach wydaje sie wiec zadaniem ciekawym z poznawczego i
numerycznego punktu widzenia. Dla ogoélnego przypadku zdefiniowanego w rozdziale 2.2
nalezy sie dodatkowo spodziewac interakcji aktywnych i zamrozonych frontow poslizgu z
frontem delaminacji.

Tematyka zwigzana z tarciem i jego wplywem na zachowanie uktadéw mechanicznych
jest tak obszerna, ze wyniki zawarte w niniejszej rozprawie pokrywaja jedynie jej drobny
wycinek. Autor staral sie pokazaé¢, ze wiedza na temat zjawisk zwigzanych z tarciem kon-
taktowym jest ciagle uboga i dlatego potrzebne jest prowadzenie badan w tym kierunku.
Dotyczy to w szczegblnosci praw konstytutywnych opisujacych oddziatywania kontak-
towe. O tym, ze prawo tarcia Coulomba znajduje powszechne zastosowanie w mechanice
kontaktu, decyduje jego prostota, a z drugiej strony ciggle niewystarczajaca znajomosc¢
niezwykle ztozonych zjawisk tarcia oraz brak bardziej doktadnych i wiarygodnych modeli.
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