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W artykule przedstawiono sposob postepowania
podczas szacowania niezawodnosci duzych nielinio-
wych uktadéw konstrukcyjnych. Nacisk potozono na
zastosowanie metody rdézniczkowania bezposred-
niego (DDM). Jako przyktad wybrano zelbetowa
konstrukcje budynku ostonowego reaktora nuklear-
nego.

Niezawodnos$¢ — algorytm

Zapisujagc proces stochastyczny jako wektor zmien-
nych losowych X, ktérego specyficzng realizacjg jest
wektor x = {x*, x°}, gdzie x* i x° sa wektorami
parametréw rozktadéw prawdopodobienstwa, okres-
limy funkcje zniszczenia jako g(x) = 0. Po dokonaniu
transformacji zmiennych x do uktadu zmiennych
standaryzowanych u przy zastosowaniu transformacji
Rosenblatta x = T(u) definicja indeksu niezawodnosci
ma postaé [1]:

(1)

Istnieje kilka metod obliczania wskaznika nieza-
wodnosci, np. metoda R-F [2].

Zapisujac wystepujacg w réwnaniu (1) funkcje g
jako zalezng od wektora parametréw stochastycznych
x(u) oraz wektora przemieszczen lub naprezen
zaleznych réwniez od x, otrzymamy jej postaé

g{x(u), ¥ [x(u)]} =0 (2)

Pierwsza pochodna funkcji zniszczenia g wzgledem
wektora zmiennych standaryzowanych u ma postac

B = ||u’|| = min ||u|| pod warunkiem g(u) = 0

dg a9 ox o9 d¥ ox

(3)
du ox du oSy dx Ou

Pochodne dg/dy i dg/ou moga by¢ zazwyczaj
obliczone w sposéb jawny. Pochodne dx/du sg
obliczane ze zwigzku x = T(u). Pochodne dy/dx sg
wrazliwosciami (pochodnymi projektowymi). Dla
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omawianego przypadku obliczane one sg metoda
przedstawiong w nastgepnym punkcie. W tym przy-
padku metoda rézniczkowania bezposredniego [3, 4].

DDM dla konstrukcji zelbetowych

e Sformutowanie problemu

Wezmy pod uwage funkcje okreslong w obszarze Q
oraz na jego brzegu 0Q , spetniajgcg przemiesz-
czeniowe i naprezeniowe warunki brzegowe. Funkcja
ta zalezy od naprezen o i przemieszczen w weztach q.
Zarowno naprezenia, jak i przemieszczenia sg zalezne
niejawnie od zmiennej h i sg obliczone w chwili t +At
(tj. na koncu kroku). Funkcja ta ma nastepujacg
postac:

r+Ar(mo,’ q;h] - J G(!+Aro_’!+drq: h)dgr ¥
! (4)
+ gt q; mdae2l)

ot

gdzie t + At oznacza koniec kroku czasowego. Przy-
rostowe réwnanie rownowagi, zapisane w uaktual-
nionej konfiguracji Lagrange’a, ma nastepujacag po-
stac:

|B/ Acd(2' = AQ (5)
ﬂt

gdzie B, jest takim liniowym operatorem, ze B/Aq
oznacza przyrost odksztatcen (jego cze$¢ liniowa),
Ao jest przyrostem naprezen oraz AQ jest przyrostem
sit zewnetrznych.

Celem analizy wrazliwosci jest obliczenie pochodnej
funkcji (4) wzgledem parametru projektowego h,
nazywanej dalej pochodng projektowa, jak nastepuje:

+ a6 d""q + %6 deo' +
og dh oh

do dh

d!+df(p _ J' G dI+A!a_
dh

(6)

T+ At
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W dalszym ciggu wezmiemy pod uwage szczegolny
przypadek funkcji (4) w postaci ograniczenia prze-
mieszczeniowego jako:

(D:‘q|—qa<0 (7)
gdzie g jest wybranym przemieszczeniem, za$ g° jego
wielkoscig dopuszczalna.

e Metoda rézniczkowania bezposredniego

Celem naszym jest otrzymanie przyrostu pochodnej
funkciji (4) wzgledem parametru projektowego. Zatem
dokonamy rézniczkowania réwnania réwnowagi (5),
otrzymujac:
dAod

dh

P

== (8)
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W celu obliczenia pochodnej projektowej przyrostu
naprezenia Ao wezZmiemy pod uwage jawnie cat-
kowane réownanie konstytutywne, w ktérym przyrost
odksztatcen Ae i macierz sprezysto-plastyczna Cle»
zaleza od zmiennej projektowej h. Macierz sprezysto-
-plastyczna jest réwnoczesnie funkcjg catkowitych
naprezen o i wektora zmiennych wewnetrznych y.
Obydwie wspomniane wielkos$ci sg znane w chwili t
(tj. na poczatku kroku). Zatem przyrost naprezenia
zapiszemy nastepujaco:

Ao = CleP)(ig,ty, h)Ae(h) (9)

Po dokonaniu rézniczkowania rownania (9) otrzy-
mujemy nastepujgcy zwigzek na pochodng projek-
towa przyrostu naprezen:

dAc _[aC*# d'g ac® ™ dy ac®”
= + —+ Ae+
dh dc dh 3y dh  oh
A (10)
+CE PGt ,h)——e
T

Po zastgpieniu wystepujgcego w réwnaniu (8)
przyrostu pochodnej projektowej przez wyrazenie (10)
otrzymamy rownanie, z ktérego mozemy wyznaczy¢
pochodng projektowg przyrostu przemieszczen:

18/ce g, d | 929
o dh

R (11)
_ oA _ J BI_T dAc d.Qr

oh at dh Agihi=const

Pierwszy czton powyzszego réownania (11) (w na-
wiasach okragtych) jest styczng macierzg sztywnosci
(sprezysto-plastyczng), a ostatni jest pochodng pro-
jektowa przyrostu wektora sit wewnetrznych obliczang
przy zatozeniu, ze przyrost wektora przemieszczen nie
zalezy od zmiennej projektowej h. Po rozwigzaniu
rownania (11) wzgledem przyrostu pochodnych pro-
jektowych nalezy je — zgodnie z duchem podejscia
UL — akumulowac tak jak przyrosty naprezen i zmien-
nych wewnetrznych.

e Przyktadowy model konstytutywny - analiza
wrazliwosci

Zaprezentujemy zarys algorytmu obliczania wraz-
liwosci dla modelu konstytutywnego majacego
zastosowanie w konstrukcjach zelbetowych. Wez-
miemy pod uwage model konstytutywny Chana-
-Scordelisa [5, 6] dla betonu oraz model sprezysto-
-plastyczny z izotropowym wzmochnieniem dla stali
zbrojeniowe;j.

Gtoéwnym zatozeniem modelu jest koncepcja jedno-
osiowych odksztatcen, ktéra pozwala opisaé za-
chowanie materiatu w osiach kierunkow gtéwnych
poprzez zwigzki opisujace jego stan. Mozliwe stany
materiatu to $ciskanie-Sciskanie, sciskanie-rozcig-
ganie, rozcigganie-rozcigganie. Opiszemy tu jedynie
stan materiatu dla $ciskania w obu kierunkach. Row-
nanie dla stanu jednoosiowego $ciskania jest opisane
rownaniem Saenza [7]

o = Eogiu
! 2
14| Bo o[ || fu
Es Eie Eic
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2 (12)
Eig
2 i=12
1+(5n2Ji+(i]
Es g,c Eic

W réwnaniu powyzszym E_ jest poczatkowym
modutem Younga, E_jest modutem siecznym, ¢, sg
zastepczymi odksztatceniami jednoosiowymi, ¢, sg
maksymalnymi odksztatceniami jednoosiowymi, za$
o, 8§ maksymalnymi naprezeniami jednoosiowymi.
Zwigzki dla o, i ¢, dla stanu sciskanie-Sciskanie sg
zdefiniowane zgodnie z krzywa Kupfera-Gerstle’a [8]

1+ 3,65
Oz¢ = +—ﬁfcl & = 86(3 C‘;-Zc —2)7

(1+ g¥

E =

c

Oy = ﬂO'ZC ’

3 2
£re =gc[—1,6(af1“] +2,25[%) +0,35(%]]
c [+ c

gdzie B jest stosunkiem naprezen gtéwnych o,/o,.
Posta¢ prawej strony rownania (11), wtasciwa dla
zelbetu w pfaskim stanie naprezenia, przyjmuje
postac:

(13)

dAF
dh Agih=const
(14)
{e—p)
| BT 9CE V) o g +| [ BT 9 g0t g
ot dh o dh

W powyzszym réwnaniu (14) C jest macierza kon-
stytutywng dla materiatu ortotropowego zalezgcg od
aktualnych modutéw w kierunkach gtéwnych, zas
C'er jest macierzg sprezysto-plastyczng dla stali zbro-
jeniowej bedacej w jednoosiowym stanie naprezenia.
W celu obliczenia pochodnej projektowej przyrostu
wektora sit wewnetrznych (11) nalezy znaé¢ pochodne
modutéw stycznych zalezgce od stanu materiatu, tj.
catkowitych naprezen i odksztatcen oraz ich po-
chodnych. Przyrost naprezenia w kierunku i moze by¢
wyrazony nastepujaco:

Ao, = Efe, (15)

iu’

e (B, ), e.(B, h)Ae,,
Pochodna projektowa przyrostu naprezenia (15)
przybiera postac:
diAg; E, dAeg, N dE, As,
dh df dh

Pochodna projektowa modutu stycznego ma
postac:

dE, _ O, de, ai[g_éfzé__]

(16)

dh  dg, dh  dg,\ 88 Oh Oh 1)
17
. O (30, df | B0y J{@]
do,\ 0f dh = oh oh

Pochodne czgstkowe wystepujgce w réwnaniu (17)
dla stanu $ciskanie-$ciskanie mogag by¢ otrzyma-
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ne droga rézniczkowania réownan krzywej Kupfera
i Gerstle'a (12, 13), natomiast pochodne zwyczajne
muszg by¢ akumulowane w czasie.

Analiza konstrukgji

e Plyta McNeice [9]

Pierwszym przyktadem jest ptyta McNeice o wy-
miarach 36 x 36. Grubos$¢ zastepcza warstwy zbrojenia
(ortotropowego) wynosi 0,11. Odlegto$¢ tej warstwy
od dolnej powierzchni ptyty wynosi 0,44. Poczatko-
wy modut Younga dla betonu réwna sie 4,15-106,
Granica wytrzymatoséci na $ciskanie wynosi 5,5-10%.
Modut Younga dla stali réwna sie 2,9-107. Granica
plastycznosci wynosi 6,0-10% Ptyta jest obcigzona
w érodku jej rozpietosci sifg skupiong réwna 5000 oraz
punktowo podparta w narozach. Uktad jest zdyskre-
tyzowany 36 izoparametrycznymi, dziewieciowezto-
wymi, warstwowymi, ptytowo-powtokowymi elemen-
tami typu Ahmada [10] (rys. 1).

Uktad stochastyczny sktada sie z czterech para-
metrow projektowych zwigzanych ze zbrojeniem oraz
mnoznika obcigzenia. Zmienne stochastyczne zostaty
zdefiniowane jako grubosci warstw w czterech
¢wiartkach ptyty. Podlegaja one rozktadom nor-
malnym o odchyleniach standardowych, kolejno
(przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara liczagc od
lewego dolnego rogu), 5%, 10%, 10% oraz 15%.
Mnoznik obcigzenia podlega rozktadowi logaryt-
miczno-normalnemu, ktérego odchylenie standar-
dowe wynosi 20%. Ograniczeniem projektowym jest
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Rys. 1. Ptyta McNeice: a) pole przemieszczen, b) pole wrazli-
wosci przemieszczen; parametr projektowy — grubos¢ warstwy
zbrojenia znajdujagcego sie w elementach w prawej gornej
éwiartce ptyty
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Rys. 2. Konstrukcja budynku ostonowego: a) przekrdj po-
przeczny, b) typowy przekroj sciany

warunek nieprzekraczalnosci pionowego przemiesz-
czenia punktu srodkowego ptyty, ktérego wartosé
wynosi 0,16.

Rys. 1a przedstawia pole przemieszczen, zas 1b po-
le wrazliwos$ci przemieszczen, gdy parametrem pro-
jektowym jest grubos$é warstwy zbrojenia znajduja-
cego sie w prawej, goérnej ¢wiartce ptyty. Pola przed-
stawione na rys. 1a i b odpowiadajg maksymalnemu
przemieszczeniu osiggnietemu w analizie deter-
ministycznej wynoszgcemu 0,15 dla poziomu 73% cat-
kowitego obcigzenia.

Dla tak zdefiniowanego ukfadu stochastyczne-
go wskaznik niezawodnosci  wynosi 4,283, za$
odpowiadajgce mu prawdopodobienstwo awarii
9,2376-10°.

e Budynek ostonowy

Nastepnym przyktadem jest badanie niezawodnosci
uktadu konstrukcyjnego budynku ostonowego reak-
tora. Schemat konstrukcji przedstawiony jest na rys. 2.
Konstrukcja skfada sie z cylindra o promieniu 20 m
oraz koputy. Wysoko$¢ catej konstrukcji wynosi 64 m.
Schemat dyskretyzacji konstrukcji 640 elementami
skonczonymi, takimi jak uzyte w poprzednim przy-
ktadzie, podano na rys. 3. Zastosowano réwny podziat
20 elementami na obwodzie. Strefe | podzielono na
40 elementow, Il na 120 elementow, Il na 80 ele-
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mentow, IV na 40 elementow, V na 180, VI na 120 VII
na 40 elementéw. Liczba weztow wynosi 2600, zas
liczba stopni swobody 12 800. Konstrukcja jest spre-
zona uktadem ciegien. Wptyw sprezenia zostaf zastg-
piony oddziatywaniem ci$nienia zewnetrznego, ktére-
go rozktad jest w przyblizeniu zgodny z ukfadem
zbrojenia, lecz pewnymi odstepstwami. Cisnieniem
544 kN/m? obcigzono, liczgc od podstawy, 160 pierw-
szych elementow, 60 nastepnych obcigzono cisnie-
niem 534 kN/m?, a 260 kolejnych elementow cis$nie-
niem 640 kN/m?2. Elementy gérnej czesci koputy sg
obcigzone cisnieniami 600 kN/m? (pierwsze 120 od
goéry) i 720 kN/m? nastepne 40 elementéw. Dane
dotyczace grubosci i uktadu poszczegdlnych warstw
zbrojenia podane zostaty w pracy [11]. Modut spre-
zystosci stali ptaszcza wewnetrznego i zbrojenia
wiotkiego wynosi 2,1-108 kN/m?, za$ zbrojenia spre-
zajacego jest réowny 2,025-108 kN/m2. Granice plas-
tycznosci dla stali ptaszcza, zbrojenia miekkiego i spre-
Zajgcego wynoszg odpowiednio 1,68-10° kN/m?,
4,2:-10° kN/m? i 3,2:10° kN/m?2. Modut wzmocnienia
dla wszystkich rodzajow stali wynosi 1,0-107 kN/m?2.
Poczatkowy modut Younga dla betonu wynosi
3,0:107 kN/m?, wytrzymato$é na $ciskanie jest réw-
na 3,2:10* kN/m? i wytrzymato$¢ na rozcigganie
wynosi 3,2:103 kN/m?2,

Celem analizy jest okreslenie niezawodnosci uktadu
z uwzglednieniem warunku ograniczenia przemiesz-
czen. Konstrukcja badana jest w zakresie nieliniowym.
Dla betonu zostat przyjety wyzej opisany model kon-
stytutywny, a dla stali przyjeto model materiatu
sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem. Aspekty
analizy rownowagi uktadu, analizy wrazliwosci oraz
niezawodnos$ci metodg Monte-Carlo zostaty opisane
w pracach [12, 13, 14, 15].

Na poczatku przeprowadzona zostata analiza
wrazliwosci konstrukcji w zakresie obcigzen od fazy
sprezenia, poprzez faze wzrostu ci$nienia wewnetrz-
nego, do jej zniszczenia. Parametrem projektowym
jest grubos¢ warstwy zbrojenia obwodowego, wew-
netrznego w wybranym elemencie (141).

Wyniki analizy wrazliwos$ci sg przedstawione na
rys. 4 i b. Na rys. 4 przedstawione zostaty ksztatt
konstrukcji w fazie sprezenia oraz pole wrazliwos$ci
przemieszczen dla wybranego parametru projek-
towego. Rys. b przedstawia ksztaft konstrukcji w fa-
zie zniszczenia dla ci$nienia wewnetrznego wy-
noszgcego 1064 kN/m? oraz przemieszczenia po-
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Rys. 3. Podziat na elementy skonczone (a), strefy réznego
zbrojenia (b)
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Rys. 4. Ksztatt konstrukcji: a) faza sprezenia, b) pole wrazliwosci
przemieszczen; parametr projektowy — grubos$é warstwy zbro-
jenia, wewnetrznego — obwodowego w elemencie 141

ziomego punktu znajdujgcego sie na srodku po-
wierzchni bocznej cylindra réwnego 0,174 m. Z lewe;j
strony przedstawiono pole wrazliwosci przemiesz-
czen dla tego samego parametru projektowego.
Widoczna jest jakosciowa réznica w rozktadach
wrazliwosci dla obu faz. W fazie sprezenia, gdy kon-
strukcja zachowuje sie praktycznie rzecz biorgc li-
niowo, rozktady gradientéw wrazliwos$ci sg skon-
centrowane w poblizu badanego elementu, natomiast
w fazie zniszczenia, gdy nieliniowe zachowanie ma-
teriatu jest bardzo znaczace, wptyw zmiany grubosci
warstwy zbrojenia w badanym elemencie propaguje
sie na cafg konstrukcje.

W dalszym ciggu przeprowadzona zostata analiza
niezawodnosci uktadu. Parametrami projektowymi
i losowymi sg odlegtosci catych warstw zbrojenia od
powierzchni srodkowej powtoki. Tym samym uktad
stochastyczny skfada sie z 6 parametrow zwigzanych
ze zbrojeniem oraz mnoznika obcigzenia. Przyjete
zostaty nastepujgce odchylenia standardowe dla
odlegtosci warstw od powierzchni srodkowej: 0,8%,
0,4%, 0,5%,0,5%, 0,1%, 0,5% (rozktady Gaussa) oraz
dla mnoznika obciazenia 20% (rozkfad logarytmiczno-
-normalny).

Funkcja zniszczenia zostata przyjeta tak jak w po-
przednim przyktadzie. Ograniczenie natozone zostato
na przemieszczenie poziome punktu 651 znajdujgcego
sie w potowie wysokosci cylindra i wynosi 0,035 m.
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Rys. 5. Ksztatt konstrukcji: a) faza wzrostu ci$nienia wewnetrz-
nego, b) pole wrazliwosci przemieszczen; parametr projektowy
— grubos$¢ warstwy zbrojenia wewnetrznego — obwodowego w
elemencie 741

Przemieszczenie deterministyczne dla ci$nienia wew-
netrznego 415 kPa wynosi 0,186E-3 m. Otrzymany po
49 iteracjach wskaznik niezawodnosci wynosi 6,561.
Dla tego poziomu obcigzenia na rys. 6 przedstawiony
zostat ksztatt konstrukcji oraz pole wrazliwosci prze-
mieszczen, gdy parametrem projektowym jest od-
legto$¢ wyktadziny ochronnej (liner) od powierzchni
srodkowej we wszystkich elementach

Peten przebieg analiz rownowagi i wrazliwosci dla
fazy zniszczenia zajmuje okoto 20 godzin CPU kom-
putera DEC APLHA (677 MHz, 4CPU), jedna iteracja
programu niezawodnos$ciowego dla badanego wa-
runku projektowego zajmuje okofo 12 godzin CPU.
Czas przebiegu modutu niezawodnos$ciowego stanowi
utamek procentu catego procesu obliczen. Dla porow-
nania, podobne obliczenia (analiza réwnowagi) dla
powyzszego przyktadu wykonane kilka lat temu na
komputerze CRAY YMP4E zajmowaty okofo 2 tygodni
CPU i analiza niezawodno$ci tego typu ukfadéw opisy-
wang metodg wéwczas w zasadzie nie byta mozliwa.

Program komputerowy i uwagi koncowe

Program komputerowy sktada sie z dwéch mo-
dutéw, modutu analizy niezawodnosci rozwigzujacego
problem przepisany réwnaniem (1) oraz modutu
analizy rownowagi rozwigzujgcego problem prze-
pisany réwnaniem (5) z implementowang analizg
wrazliwosci, potrzebng do obliczenia pochodnej
funkcji zniszczenia wzgledem zmiennych standary-
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zowanych danej rownaniem (3). Ogolne sformuftowa-
nie dla analizy wrazliwosci dane jest réwnaniami (4)
i (6). Moduf analizy niezawodnosci stanowi program
COMREL-TI [15], za$ modut analizy rownowagi sta-
nowi istotnie rozszerzony program NASHL [6] z im-
plementowang analizg wrazliwos$ci. W opracowaniu
do obliczen wrazliwos$ci zastosowana zostata metoda
rozniczkowania bezposredniego uzyta do analizy
uktadéw nieliniowych. Zastosowano jg dla niewielkiej
liczby zmiennych projektowych. Do analizy nieza-
wodnosci drugiego przyktadu (w wersji liniowej), o
duzej liczbie parametréw losowych (rzedu kilku ty-
siecy), do obliczen pochodnych projektowych zasto-
sowana zostata metoda zmiennej sprzezonej [11].

Autorzy dzigkujg firmie RCP GmbH w Monachium za do-
starczenie programu COMREL, Universidad Politecnica de
Catalunya w Barcelonie, gdzie powstat pomyst powyzszego
przyktadu oraz Interdyscyplinarnemu Centrum Modelowania
Matematycznego Uniwersytetu Warszawskiego, Centralnemu
Osrodkowi Informatyki i Instytutowi Techniki Cieplnej Poli-
techniki Warszawskiej za uzyczenie ich komputeréw.
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