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PROPOZYCJA NOWEGO KRYTERIUM PLASTYCZNOSCI
DLA BLACH ORTOTROPOWYCH
Z UWZGLEDNIENIEM ASYMETRII ZAKRESU SPREZYSTEGO

W artykule przedstawiono propozycje nowego kryterium plastycznosci dla blach ortotropowych wykazujgcych réznice wy-
trzymatosci przy rozcigganiu i Sciskaniu. Nowe kryterium bazuje na energetycznym warunku stanu granicznego dla mate-
riatow anizotropowych zaproponowanym przez Rychlewskiego [2] i fgczy sie z wprowadzong przez Burzyriskiego [3] kon-
cepcjq zaleznych od charakteru stanu naprezenia funkcji okreslajgcych udziat poszczegdlnych sktadnikéw rozktadu gfownego
gestosci energii sprezystej w catkowitej mierze wytezenia materiatu. Podano specyfikacje kryterium dla wszystkich ptaskich
symetrii sprezystych. Zaprezentowano ogolng metode pozyskiwania danych niezbednych do wyznaczenia parametrow kry-
terium na podstawie wynikow prostych prob wytrzymatosciowych — rozciggania, sciskania i scinania. Wskazano na szcze-
goine konsekwencje w opisie deformacji plastycznej blach w przypadku przyjecia prawa ptyniecia plastycznego stowarzy-
szonego z zaprezentowanym warunkiem plastycznosci.

Stowa kluczowe: blachy walcowane, anizotropia, asymetria zakresu sprezystego, kryterium plastycznosci, hipotezy wytezenia

PROPOSITION OF A NEW YIELD CRITERION FOR ORTHOTROPIC
METAL SHEETS ACCOUNTING FOR ASYMMETRY OF ELASTIC RANGE

A new proposition of a yield criterion for orthotropic metal sheets exhibiting the strength-differential effect is presented in
the paper. New criterion is based on the energetic limit condition for anisotropic bodies proposed by Rychlewski [2]. It is ex-
tended by introduction of a concept of stress state dependent functions defining the contribution of each component of the
main elastic energy density decomposition to the total measure of material effort — the concept which was first intro-
duced by Burzynski [3]. Criterion specification for all plane elastic symmetries is given. General method of acquiring the da-
ta which are necessary for determination of the criterion parameters basing on simple strength tests — tension, compres-
sion, shearing — is presented. Specific properties of the plastic deformation description in case of taking the flow-rule as-
sociated with the presented yield criterion are indicated.

Keywords: rolled metal sheets, anisotropy, strength-differential effect, yield criterion, material effort hypothesis
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D. Banabic [1], gdzie mozna znalez¢ szczegdtowe referencje
Jednym z kluczowych zagadnien analizy proceséw pla- wymienionych prac.

stycznej deformacji metali zaréwno z punktu widzenia me-
chaniki ciata statego jak i praktycznych zastosowan w prze-
mysle, jest okreslenie warunkdw, jakie muszg byc¢ spetnione
aby materiat przeszedt ze stanu liniowo sprezystego w stan
nieliniowo sprezysty badz plastyczny. Warunki te zwykfo sie
formutowa¢ w postaci pojedynczego réwnania kryterium

Przedmiotem pracy jest wtasna propozycja nowego kry-
terium plastycznosci dla zagadnien ptaskich, ktére uwzgled-
nia niska symetrie sprezysta materiatu oraz rdznice wy-
trzymatosci przy rozcigganiu i Sciskaniu. Podstawe teore-
tyczng nowej propozycji warunku granicznego stanowi roz-

stanu granicznego. Poczawszy od potowy XX w. zapropono- ktad energii sprezystej na czesci energetycznie niezalezne
wano szereg kryteriéw granicznych dla blach, ktérych ©raz analiza widmowa tensoréw sprezystosci, zbadane
gtownym celem jest uwzglednienie anizotropii indukowanej ~ SZczegotowo przez Rychlewskiego [2], a takze ogdlna kon-
w procesie walcowania — Hill (1948, 1979, 1990, 1993), cepcja funkcji wptywu stanu naprgzenia na energetyczng
Bassani (1977), Gotoh (1977), Logan (1983), Budiansky = miare wytezenia, wprowadzona po raz pierwszy przez Bu-
(1984), Barlat (1989, 1991, 1994, 1996, 2003), Montheillet  rzynskiego [3].
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Propozycja kryterium stanu granicznego

Stany wfasne tensora sztywnosci i podatnosci
Rozpatrujemy uogdlnione prawo Hooke’a

=S¢ = e=C-o,

gdzie 6 oznacza tensor naprezen Cauchy’ego, € jest tenso-
rem matych odksztatcen, zas S i C s3 odpowiednio tenso-
rem sztywnosci i podatnosci o nastepujacych symetriach

Aijkl =4 jikl = Aijlk = Aklij

Kazdy materiat Hooke’a — materiat liniowo sprezysty,
dla ktorego istnieje potencjat sprezysty w postaci jedno-
rodnej funkcji kwadratowej — scharakteryzowa¢ mozna
przez uktad liczb bedacych sktadowymi macierzy reprezen-
tacji tensorow sztywnosci S i podatnosci C. W ogdlnosci
liczb tych jest 21 i w rzeczywistosci ich wartosci zmieniajg
sie w zaleznosci od przyjetego uktadu wspoétrzednych, co
ma kluczowe znaczenie przy opisie ciat anizotropowych.
Rychlewski pokazat w [2], ze jedynie 18 z nich ma istotne
znaczenie fizyczne, podczas gdy 3 pozostate stuzg jedynie
orientacji probki wzgledem przyjetego uktadu odniesienia.
Ponadto sposrdd tych 18 wspétczynnikow, jedynie 6 (tzw.
moduty Kelvina) petni w istocie role modutéw sztywnosci,
za$ 12 pozostatych (tzw. dystrybutory sztywnosci) okresla
postaé stanu odksztatcenia bedacego odpowiedzig na za-
dany stan naprezenia. Moduty Kelvina sg wartosciami wta-
snymi tensora sztywnosci, zas odpowiadajgce im stany od-
ksztatcenia nazywamy stanami wtasnymi tensora sztywno-
Sci. Podprzestrzenie wtasne tensora sztywnosci i podatno-
Sci sg identyczne, zas odpowiadajgce sobie wartosci wiasne
sg swoimi odwrotnosciami. Z uwagi na wymiar przestrzeni
symetrycznych tensoréw drugiego rzedu, istotnie réznych
wartosci wtasnych i podprzestrzeni wtasnych moze by¢ co
najwyzej 6.

Dowolny materiat Hooke’a moze zosta¢ jednoznacznie
scharakteryzowany przez jego moduty Kelvina Ax oraz od-
powiadajgce im unormowane stany wtasne wg (K=1, 11, ...,
VI) — uktad szesciu stanéw naprezenia lub odksztatcenia.
Stany te wykazujg szereg interesujgcych wtasnosci [4]

— ukfad stanéw wtasnych jest bazg w przestrzeni standw
naprezenia i odksztatcenia — dowolny stan naprezenia

i odksztatcenia moze zosta¢ zapisany jako kombinacja

liniowa stanow wtasnych
oy =(0-wgwy K=1.VI

Ex :(3"'01()‘”1(’

— stany wtasne sg ortogonalne

0=0,+0,;+..+0

£:£I+£”+'"+£1V

Wy 0, =8,

— odksztatcenie odpowiadajace naprezeniu bedacemu
stanem witasnym, jest do niego proporcjonalne, przy
czym wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest odpo-
wiedni modut Kelvina
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— stany wiasne sg energetycznie niezalezne — praca wy-
konywana przez stan naprezenia bedacy jednym ze sta-
néw wiasnych na odksztatceniach generowanych przez
stan wiasny nalezacy do innej podprzestrzeni jest row-
na0

1 1
K#L = L(O‘K,SL)IEO‘K g :ESK 6, =0

Energetyczna niezalezno$¢ standw wtasnych pozwala
zapisa¢ gestos¢ energii odksztatcenia sprezystego spowo-
dowanego stanem naprezenia o jako addytywng funkcje
swojej zmiennej

O(0)=D(o;+0, +..+06,,)=D(0,)+D(0, )+

$ |ok §
+"'+(D(GIV)ZZ(DK (DK ZT
K=I K

co dla funkcji kwadratowej jakg wyraza sie gestosc¢ energii
sprezystej nie jest w ogdlnosci mozliwe. Rozktad powyzszy
nazywamy rozktadem gtéwnym energii sprezyste;.

Energetyczne kryterium Rychlewskiego

Rychlewski zaproponowat aby liniowg kombinacje
sktadnikéw podanego powyzej rozktadu uwaza¢ za miare
wytezenia materiatu [2]. Rychlewski udowodnit miedzy in-
nymi, iz dowolny warunek stanu granicznego typu uogél-
nionego warunku Misesa

c-Ho=1

w ktorym tensor stanu granicznego H jest symetrycznym
tensorem czwartego rzedu, mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowg maksymalnie szesciu gestosci energii zwigzanych z
pewnymi stanami energetycznie niezaleznymi

1 1 1
occHo=—®(o,)+—D(0,)+..+—D(0 <6,
- (01) - (0;) - (6,) p

1 2 P

L(og,0,)=0, K, L=1,.p

Jak wykazuje Rychlewski w [2], wspomniane powyzej stany
energetycznie niezalezne niekoniecznie muszg by¢ ortogo-
nalne lub tez by¢ stanami wtasnymi tensoréw sprezystosci.
Szczegdtowq dyskusje tego zagadnienia i oryginalnych wy-
nikéw Rychlewskiego mozna znalez¢ w [4].

Ogdlne sformutowanie kryterium

Wtasna propozycja autoréw polega na rozszerzeniu
energetycznego kryterium Rychlewskiego na ciata wykazu-



jgce asymetrie zakresu sprezystego. Nowe kryterium stanu
granicznego mozna zapisa¢ w nastepujgcej postaci
Ny ®(01)+n, P(0;)+..+1m, P(o,)=1 p<6,

gdzie rozktad przestrzeni tensoréw naprezenia i odksztat-
cenia 6=0;+06,+..+06, jest dowolnym rozktadem na

podprzestrzenie standw energetycznie niezaleznych. Wspot-
czynniki ; sa wielkoSciami zaleznymi od stanu naprezenia
i bedziemy je nazywac funkcjami wptywu.

Proponowane kryterium bazuje na zatozeniu prawa
Hooke’a. Dlatego rozwazany stan graniczny utozsamiac na-
lezy z granicg proporcjonalnosci. W przypadku braku wy-
raznej granicy proporcjonalnosci, nalezy w doswiadcze-
niach dokona¢ pomiaru umownej granicy odpowiadajgcej
pewnemu niewielkiemu ustalonemu odksztatceniu trwa-
temu. Matematyczny formalizm tego warunku moze zatem
znalez¢ zastosowanie takze do okreslenia kryterium pla-
stycznosci.

Funkcje wptywu

O funkcjach wptywu zaktadamy:

— K-ta funkcja wptywu zalezy jedynie od rzutu stanu na-
prezenia na K-tg podprzestrzen rozpatrywanego rozkta-
du przestrzeni tensoréw naprezenia i odksztatcenia

Nk =mg(og) K=1,..p p<6

— funkcje wptywu sg izotropowe w podprzestrzeni, w kto-
rej sy okreslone — mozna je wyrazi¢ zatem za pomoca
niezmiennikdw rzutu naprezenia na dang podprze-
strzen. W szczegdlnosci niezmiennikami tymi mogg by¢
trzy podstawowe niezmienniki tensora drugiego rzedu,
jego norma itp.,

— w przypadku, gdy dana podprzestrzen jest podprzestrze-
nig czystych scinan, wtedy o funkcji wptywu zaktadamy,
Ze jest parzysta, tj. symetryczna ze wzgledu na znak sta-
nu naprezenia — jest to konsekwencja zafozenia, iz w przy-
padku czystego scinania zakres sprezysty jest zawsze
symetryczny,

— w przypadku jednowymiarowych podprzestrzeni czys-
tych Scinan, funkcja wptywu jest statym parametrem,
proporcjonalnym do granicy sprezystosci przy scinaniu
nalezgcym do tej podprzestrzeni.

W przypadku, gdy stan graniczny, w jakim znajduje sie cia-

to, w catosci nalezy do K-tej podprzestrzeni, odpowiadajgca

jej funkcja wptywu ma warto$¢ rowng odwrotnosci gra-
nicznej wartosci gestosci energii sprezystej dla tej podprze-
strzeni

K=1,.p

1
<
g p<6

Ng(og )=—+
CDKr

Ogdlna specyfikacja kryterium
dla wybranych ptaskich symetrii sprezystych

Rozwazany bedzie szczegdlny przypadek, w ktérym roz-

patrywanym rozktadem na podprzestrzenie energetycznie
niezalezne jest rozktad na podprzestrzenie wtasne tenso-
row sprezystosci. Sktadniki kombinacji gestosci energii
w analizowanym kryterium sg wtedy sktadnikami rozktadu
gtdwnego energii sprezyste;j.

W przypadku blach (zagadnienie ptaskie), liczba nieza-
leznych sktadowych tensora naprezenia redukuje sie z 6 do 3
(wymiar przestrzeni ptaskich tensoréw symetrycznych) —
maksymalna liczba sktadnikdow kombinacji gestosci energii
w proponowanym kryterium granicznym jest réwna p <3.

W kazdym z analizowanych przypadkéw zaktadamy, ze
osie przyjetego prostokgtnego uktadu wspétrzednych po-
krywajg sie z kierunkami wyrdéznionymi w materiale —
w przypadku blach s3g to: kierunek walcowania i kierunek
do niego prostopadty.

W celu dokonania rozktadu spektralnego tensorow
sprezystosci, ktéry umozliwia wyznaczenie modutéw Kelvi-
na i standw witasnych analizowanych tensoréw oraz doko-
nanie rozktadu gtéwnego energii sprezystej, konieczne jest
wyznaczenie wszystkich sktadowych tensora sztywnosci lub
podatnosci w przyjetym uktadzie wspoétrzednych

1 _Vy 0
Ve, Ve,
c- —Vy Y 0
EO E90
0 0 1

26,

gdzie

Eo, E9o — oznaczajg moduty Younga przy rozcigganiu
wzdtuz i prostopadle do kierunku walcowania,

Vo — wspotczynnik Poissona przy rozcigganiu wzdtuz kie-
runku walcowania,

Go — modut Kirchhoffa przy scinaniu wzdtuz i prostopadle
do kierunku walcowania.

Pomiaru wielkosci modutu Younga E, mierzonego pod
katem ¢ do kierunku walcowania, mozna dokona¢ w trak-
cie statycznej préby rozciggania oraz Sciskania probek wy-
cietych z arkusza blachy pod odpowiednim katem. W ana-
logiczny sposéb mozna dokona¢ pomiaru modutu Kirch-
hoffa G, w trakcie $cinania probki blachy przy zadanej jej
orientacji wzgledem kierunku walcowania. Mozliwe jest
wyznaczenie wspoétczynnika Poissona przy rozcigganiu
wzdtuz kierunku walcowania na podstawie pomiaréw mo-
dutu Kirchhoffa oraz modutéw Younga przy réznych orien-
tacjach testowanych prébek, przyktadowo

Vi = (Eq +Eqg)E4s —4EEq n Ey
0 2EgoE 45 26G,
Znajac sktadowe tensora podatnosci w ukfadzie wspoét-
rzednych pokrywajacym sie z osiami symetrii blachy, mozna

wyznaczy¢ moduty sztywnosci przy dowolnej innej orienta-
cji probki

1 1 1 1 1
1 _ g, 2(__v_oj_[_+_J .
E, 4 26, E,) \E, Eq
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Szczegotowaq dyskusje ptaskich tensoréw Hooke’a oraz kryte-
riow granicznych dla stanéw ptfaskich mozna znalez¢ w [5, 6].

1 1
+ Z(E_(l +¢0s2¢) +E—(1 —cos Z(P)H

Ptaska ortotropia

Rozktad spektralny ortotropowego
tensora sztywnosci / podatnosci

Z rozktadu spektralnego tensora sztywnosci dla blachy
ortotropowej otrzymujemy:
— dwie jednowymiarowe podprzestrzenie wtasne standw
o niezerowej sktadowej hydrostatycznej
z modufami Kelvina

2EEq
A= 2 22
(Eo +E90)+\/[E0 —Eq)" +4voEg,

2EEq
Ao = 2 22
(Eo +E90)_\/(E0 —Eq)" +4voEq,

i unormowanymi stanami wtasnymi

cosN 0 —sinN 0
Wy = . W, =
0 sin{ 0 cosN

gdzie parametr X dany wzorem

jest funkcja dystrybutora sztywnosci,

— jednowymiarowa podprzestrzen witasna standw czyste-
go $cinania w kierunkach wyréznionych w materiale
z modutem Kelvina

A3 =2G
gdzie
G — modut Kirchhoffa przy $cinaniu w kierunku walcowa-

nia i prostopadle do niego,
oraz unormowanym stanem wtasnym

el )

Specyfikacja kryterium
stanu granicznego dla ortotropii

Kryterium stanu granicznego mozna zapisa¢ w postaci
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NPy +1y P, +n3P3 =1

gdzie

Ok —sg gestosciami energii sprezystej zwigzanymi z K-tym
stanem wtasnym, zas ng s funkcjami wptywu (K = 1,2,3).
Zgodnie z zatozeniami o funkcjach wptywu oraz z uwagi na
fakt, ze wszystkie podprzestrzenie sg jednowymiarowe, a co
za tym idzie, wszystkie niezmienniki rzutéw na te podprze-
strzenie sg proporcjonalne do miary tego rzutu lub jego po-
teg, warunek graniczny mozna przepisa¢ w postaci

2

~ 2~ 2.0

T]l(Gl)Gl +1’]2(02)62 +—32:1
2k?

GK :G'U)K, K:1,2,3

gdzie

ks jest granicznym naprezeniem stycznym przy Scinaniu bla-
chy wzdtuz kierunku walcowania, zas miary rzutéw na pod-
przestrzenie witasne C i S, tj. sktadowe stanu naprezenia
w bazie stanéw wtasnych (c4,5,,03), s réwne

Gy =0,C0sN+0 ), sinN

G, =—0,sinN+0c, cosN

63 = \/E’txy

przy czym os x przyjetego uktadu wspotrzednych pokrywa
sie z kierunkiem walcowania. Funkcje My podlegajg wy-
znaczeniu. Funkcja wptywu T, jest proporcjonalna do ny
z pierwotnego sformutowania kryterium i rézni sie jedynie
statym parametrem skalujgcym proporcjonalnym do od-
powiedniego modutu Kelvina. Oznaczmy tymczasowo cat-
kowity wptyw K-tego stanu witasnego (K = 1, 2) pewna
funkcja f

~ 2
fx =mk(ok)-ok
Warunek graniczny przyjmuje wtedy postac

2

c

f,(0,)+f,(0,)+—==1
1(01)+1£,(03) %

N

tatwo zauwazy¢, ze nie tylko spetniony jest warunek
fx(0)=0 (czego wymaga spetnienie warunku stanu gra-

nicznego przy czystym scinaniu wzdtuz kierunku walcowa-
nia), ale ponadto

co ma swoje istotne konsekwencje. Jesli bowiem przyjgé
klasyczne prawo ptyniecia plastycznego Levy’ego-Misesa
z potencjatem plastycznym W stowarzyszonym z warun-
kiem plastycznosci (utozsamianym tutaj z rozpatrywanym



warunkiem stanu granicznego), wtedy otrzymujemy

daf = cosNdng +sinN~d85),y =

=dA\| cosN- oy +sin- oy
G x oy

dslzj =—sinN-d£§X +C05N~d85’,y =

=d\ —sinN-a—w+cosN~a—w

oy
deb =2de§), =2d) .

Otxy

co wobec

oy _ @ o3
N __9 I (6,)+,(0,)+ 22 | =
{1( D+(5) Zkz}

do, Oo, :
_ of, 0oy N of, 0o, _ of; oSN — of, Sin
0o, 0o, 0o, 0o, 0oy 0o,

oy 0 c%
—=—-|f +f +—= =
oo, acyl: 1(01)+f,(03) stz:l

_ of; 6o, n ofy do, _ ofy Sin&+%cosx
dc, 0o, 0o, 0o, doy 0o,

0 ot

2
»._9 f1(01)+f1(52)+6_32 -
Txy Xy 2k

N

1 0 2 1 0 2 2 \/E
= o5 = (2t )=—1, =—O0
AT o R A
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f f
daf — d;\,a_l dglz’ = dxa—z ds’37 = dec—g
Gl 802 s

W takim przypadku przyrost odksztatcen plastycznych na
kierunku standw wtasnych w sytuacji, gdy sktadowa napre-
zenia na tym kierunku jest réwna 0, réwniez jest zerowy.
A zatem energetyczna niezaleznos$¢ standéw witasnych, przy
zatozeniu stowarzyszonego prawa ptyniecia Levy’ego-Mise-
sa skutkuje takze niezaleznoscig deformacji plastycznej na
kierunkach stanéw wtasnych od wptywu pozostatych skta-
dowych stanu naprezenia. Nie powinno to by¢ zaskocze-
niem — gestos¢ energii odksztatcenia jest jak wiadomo po-
tencjatem sprezystym. Dokonanie rozktadu gtéwnego energii
sprezystej i rozpatrywanie stanéw odksztatcenia i napreze-
nia w bazie standw wtasnych jest rownowazne z rozprzeze-

niem uktadu réwnan uogdlnionego prawa Hooke’a. Wyko-
rzystujgc zatem w charakterze potencjatu plastycznego lekko
tylko zmodyfikowang gestos¢ energii sprezystej (z uwzgled-
nieniem nieliniowosci zwigzkow konstytutywnych dla pla-
stycznosci, jednoczesnie bez mieszania wptywu standéw
wtasnych) takze i zwigzki fizyczne dla przyrostéw odksztat-
cen plastycznych wyrazaé sie muszg niezaleznymi od siebie
réwnaniami.

Zasadniczo specyfikacji kryterium dokona¢ mozna bazu-
jac przede wszystkim na wynikach dwdch najprostszych
préb wytrzymatosciowych, tj. obcigzenia jednoosiowego
oraz czystego $cinania, przy czym mogg one by¢é wykony-
wane dla rdéznych orientacji probek. Szczegdlne znaczenie
majg takie orientacje, dla ktérych zanika wptyw co najmniej
jednego rzutéw na podprzestrzenie analizowanego rozktadu.

W przypadku obcigzen jednoosiowych o wartosci ¢ je-
dyng orientacjq osi probki, dla ktérej znika wptyw podprze-
strzeni Scinan jest orientacja pokrywajgca sie z kierunkiem
walcowania (¢ =0°) lub z kierunkiem do niego prostopa-
dtym (¢ =90°). Wtedy

01((p:0°)=GCOSN 61(@:900):GSiHN
o,(p=0°)=-0osinX o,(p=90°)=ccosN

o5(p=0°)=0 o5(p=90°)=0.

Istnieje takze orientacja, dla ktérej zanika wptyw jedne-
go ze standw wtasnych z podprzestrzeni niedewiatorowych,
co upraszcza wyznaczenie catkowitego wptywu drugiego
z nich. Zajs¢ moze tylko jeden z ponizszych przypadkow
(nigdy obydwa dla danego materiatu), przy czym mozna
pokazac, ze zalezy to tylko i wytgcznie od znaku wspotczyn-
nika Poissona.

Wptyw drugiego stanu wiasnego zanika dla obcigzenia jedno-

osiowego ¢ pod katem @ =arctg,/tgN (tgN>0< v, <0)
do kierunku walcowania
c

6, =kj=—"""7—
cosN +siniN

vJ2cosN-sin¥ kf
—_— =

G3=0 f(k;)=1——-cos¥-sinN
3 cosN +siniN 1( 1) ks2

Woplyw pierwszego stanu wtasnego zanika dla obcigzenia
jednoosiowego o pod katem @=arcctg,/—tgN (tgN<0

< v >0) do kierunku walcowania

c
61=0 oy=ky=—"—"—
cosN —sin{N

Vv—2cosN-sinX

kz
: f,(k;)=1+=2cosN-sinN
cosN —sin

G3 =0 >
N

W przypadku testow $cinania, jedyng orientacjg, dla
ktorej zanika wptyw naprezen nalezgcych do podprzestrze-
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ni niedewiatorowych, jest orientacja, w ktorej kierunki sci-
nania pokrywajg sie z kierunkiem walcowania i kierunkiem
do niego prostopadtym. Szczegdlng jednak orientacjg jest
réwniez ta wyznaczona przez kierunki rowno nachylone do
kierunku symetrii materiatu (¢ = 45°) — zanika wtedy
wplyw rzutu naprezenia na podprzestrzen scinan

o, =1(sinN—-cosNX) o, =1(sinN+cosN) o3=0

Symetria kwadratu

Rozktad spektralny tensora
sztywnosci/podatnos$ci o symetrii kwadratu

W szczegdlnym przypadku, gdy wtasciwosci mechanicz-
ne materiatu sg identyczne w dwdch prostopadtych kierun-
kach lecz rézne od pozostatych par kierunkéw, wtedy mamy
do czynienia z symetrig kwadratu — odpowiada to ortotro-
pii z wartoscig parametru tgX=—1. Przyjmijmy, ze te wy-
réznione kierunki pokrywaja sie z osiami x i y przyjetego
uktadu wspotrzednych. Z rozktadu widmowego tensora
sztywnosci otrzymujemy
— jednowymiarowg podprzestrzen ptaskich stanéw hydro-

statycznych

z modutem Kelvina A; = I oraz unormowanym sta-

-V

, 1 {1 0}
nem wiasnym (1)1 =T )
210 1

— jednowymiarowg podprzestrzen czystych $cinan pod
katem 45° do osi symetrii

. E
z modutem Kelvina A, = 1 oraz unormowanym sta-

+v

1 {—1 0}
nem wilasnym w, =— ,

J210 1
— jednowymiarowg podprzestrzen czystych scinan rowno-

legle i prostopadle do osi symetrii
z modutem Kelvina A3 =2G oraz unormowanym sta-

1 {0 1}
nem wiasnym w; =—= .

J2|1 0

Specyfikacja kryterium stanu
granicznego dla symetrii kwadratu

Pierwsza podprzestrzen jest jednowymiarowa, zatem
(podobnie jak w poprzednim przypadku) odpowiadajace jej
funkcja wptywu zaleze¢ bedzie jedynie od miary rzutu sta-
nu naprezenia na te podprzestrzen, tj. od miary naprezenia
hydrostatycznego p. Pozostate dwie podprzestrzenie sg
jednowymiarowymi podprzestrzeniami czystych $cinan, za-
tem funkcje wptywu redukujg sie do statych parametrow.
Ostatecznie kryterium stanu granicznego mozemy zapisac
w postaci
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2 2
T 5 T
fo(p) PP+ — =1
! kis kS
gdzie
1 1 , .
p:E(G)ﬁ‘Gy) T45:E(Gy_cx] T=Ty, 23S ki i Kus

oznaczajg graniczne naprezenia styczne przy obcigzeniu
probki odpowiednio réwnolegle (badz prostopadle) oraz
pod katem 45° do kierunkéw wyrdznionych.

Wartosci funkcji wptywu ci$nienia mozna wyznaczy¢
przeprowadzajgc eksperymenty w jednoosiowym stanie
naprezenia przy roznych orientacjach prébki wzgledem kie-
runkéw wyréznionych — dla dowolnego kierunku danego
katem ¢, mierzonym od dowolnego z dwdch prostopadtych
kierunkow wyrdznionych

f’{k—wJ _ 4 _[cos?o-singf _ 4(cosg-sing)?
2 2 2
2 kg kias k

S

gdzie

k, — oznacza graniczne naprezenie osiowe przy rozcigga-
niu/$ciskaniu pod katem ¢ do kierunkéw wyréznionych.
Jesli przyja¢ funkcje wptywu naprezenia hydrostatycznego
za Burzynskim [3], tj. funkcje wymierng o ogdlnej postaci

f,(p)=a+2
p

gdzie

A i B sg pewnymi statymi parametrami materiatowymi,
wtedy state te mozna wyrazi¢ poprzez wartosci granicznych
naprezen przy Sciskaniu, rozcigganiu i $cinaniu. Funkcja wpty-
wu naprezenia hydrostatycznego przyjmuje wtedy postac

k. -k
fp(P):{ki —kl }+%( e ~kr)

2
545 kckr

gdzie
k. i k. — oznaczajg odpowiednio graniczne naprezenie $ci-
skajace i rozciggajace na kierunkach wyréznionych w mate-
riale.

Ptaska izotropia

Rozktad spektralny izotropowego
tensora sztywnos$ci / podatnosci

Izotropia w przypadku zagadnienia ptaskiego moze by¢
utozsamiana albo z ciatem catkowicie izotropowym obcia-
zonym w dowolnej ptaszczyznie albo tez z ciatem transwer-
salnie izotropowym obcigzonym w ptaszczyznie prostopa-
dtej do wyrdznionej osi symetrii. Z ptaska izotropig mamy



do czynienia w szczegdlnym przypadku symetrii kwadratu,
gdy dodatkowo spetniony jest warunek

_E
T 2(1+v)

Z rozktadu widmowego tensora sztywnosci otrzymujemy:
— jednowymiarowa podprzestrzen ptaskich stanéw hydro-
statycznych

i E
z modutem Kelvina A =1— oraz unormowanym

11 0
stanem wtasnym w, =— ,

N

— dwuwymiarowg podprzestrzen Scinan

E
z modutem Kelvina A, =2G =
1+v
oraz unormowanym stanem wtasnym
1 |cos® sin®
Wy =—=| .
J2|sin® —cos®

Druga podprzestrzen witasna ptaskiego izotropowego
tensora podatnosci jest podprzestrzenig wielowymiarowg,
stad odpowiada jej nieskoriczenie wiele kierunkdw standw
wilasnych — baze ortonormalng mogg stanowi¢ dowolne
dwa stany odpowiadajgce parametrom 0; i 6, spetniaja-
cym warunek 6, —0,= 90°. Kat 0= 90° odpowiada czy-
stemu $cinaniu w kierunkach réwnolegtych do osi przyjete-
go uktadu wspétrzednych, zas 6=0° odpowiada Scinaniu
w kierunkach nachylonych pod katem 45° do osi przyjetego
ukfadu.

Specyfikacja kryterium stanu
granicznego dla izotropii

Charakter funkcji wptywu naprezenia hydrostatycznego
jest analogiczny jak w przypadku oméwionym uprzednio.
Funkcja wptywu naprezen stycznych zaleze¢ powinna od
niezmiennikdw rzutu stanu naprezenia na podprzestrzen
czystych Scinan. Przyjmujemy, iz zasadnicza miarg wptywu
naprezenia stycznego jest jego norma, ktérg mozna wyrazi¢
poprzez naprezenie dewiatorowe. O ile wielko$¢ ta jest
miarg ilosciowq wptywu naprezenia, o tyle parametr 6 do-
konuje rozréznienia jakoSciowego réznych standow Scinania
nalezgcych do tej samej podprzestrzeni — stuszne jest za-
tem, aby przyjgé go za zmienng funkcji wptywu naprezenia
dewiatorowego. Ostatecznie mozemy wiec napisac

n,(p)-p* +n(0)-q° =1

gdzie

1
naprezenie hydrostatyczne jest réwne p = E(GX +0,),zas na-

- . . . 2 2
prezenie dewiatorowe jest rowne q:\/(cx —csy) +415,.

Ogodlniejszy przypadek przestrzenny omawianego kryterium
stanu granicznego dla materiatéw izotropowych przedsta-
wiony zostat w [7], zas jego specyfikacja dla wybranego ma-
teriatu na podstawie danych doswiadczalnych dostepnych
w literaturze zaprezentowana zostata w [8].

W rzeczywistosci w przypadku ptaskim, nie da sie doko-
nac istotnego rozrdéznienia miedzy stanami $cinania odpo-
wiadajgcymi réznym wartosciom parametru 0 . Z uwagi na
mozliwo$¢ dowolnego obrotu uktadu wspétrzednych w przy-
padku izotropowym, wszystkie te stany sg sobie réwno-
wazne, bedac czystymi Scinaniami, zatem warunek granicz-
ny mozna zapisa¢ w postaci

2 qz
np(p)-p +F:1

N

gdzie

ks jest granicznym naprezeniem stycznym. Trzeba jednak
zwréci¢ uwage, iz w przypadku przestrzennym, pieciowy-
miarowa podprzestrzen $cinan nie sktada sie wytgcznie ze
stanéw czystego scinania i konieczne jest uwzglednienie
réznego ich charakteru poprzez zastosowanie odpowied-
niej funkcji wptywu. Parametrem rozrdzniajgcym te stany
jest wtedy kat Lodego czy tez w ogdlnosci trzeci niezmien-
nik dewiatora naprezenia [7, 8].

Podsumowanie

Zaproponowano nowe kryterium stanu granicznego dla
anizotropowych materiatéw sprezystych wykazujgcych
asymetrie zakresu sprezystego w przypadku ptaskiego sta-
nu naprezenia. W artykule przedstawiono propozycje me-
tody pozyskiwania danych doswiadczalnych do specyfikacji
kryterium z préb jednoosiowego rozciggania lub Sciskania
oraz z préb scinania probek wycietych z arkusza blachy,
przy rdznej orientacji geometrii probek wzgledem kierunkow
wyrdéznionych w materiale — kierunku walcowania oraz
kierunku do niego prostopadtego.
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MONIKA WALKOWICZ

CHARAKTERYSTYKA CECH MATERIAtOWYCH
| TECHNOLOGICZNYCH MIEDZI BEZTLENOWE)
DEDYKOWANEJ DO APLIKACJI KABLOWYCH

Dokonujgca sie w ostatnich latach na swiecie ekspansja przemystu metalurgicznego scisle zwigzanego z hutnictwem, a tak-
Ze rozwoj metod doswiadczalnych fizyki ciata statego determinujq wejscie na rynek elektroniczny i elektrotechnicznych no-
wych gatunkdéw miedzi o coraz to wyzszym poziomie wtasnosci uzytkowych. Jednym z takich materiatow jest miedz beztle-
nowa OFE (Oxygen Free Electronic Copper), ktora z uwagi na brak obecnosci tlenkow (CuO, Cu,0) stwarza nowe mozliwosci
ksztaftowania wtasnosci fizycznych, technologicznych i eksploatacyjnych — niezbednych do zastosowan w réznych gafe-
ziach przemystu elektrotechnicznego. Ponadto z uwagi na proces produkcji wykonywany technikq ciggtego odlewania ma-
teriat charakteryzuje sie specjalnie uksztattowangq strukturg ziaren umozliwiajgcq podniesienie przewodnosci elektrycznej.
W przypadku aplikacji miedzi beztlenowej w konstrukcjach kablowych (m.in.: przewody teleinformatyczne przesytu danych,
dZwieku i obrazu) odgrywa to kluczowe znaczenie, poniewaz pozwala na istotne oszczednosci materiatowe i ekonomiczne
w poréwnaniu do tradycyjnie stosowanej na cele elektryczne miedzi tlenowej ETP (Electrolytic Tough Pitch Copper). Przy-
ktadem przemystowej technologii wytwarzania miedzi beztlenowej jest metoda UPCAST®, ktora uruchomiona zostata
w Zaktadzie Przetwdrczym Huty Miedzi Cedynia w Orsku. Zastosowane parametry procesu technologicznego (m.in.: pred-
kos¢ odlewania, ilos¢ wody chtfodzqcej krystalizator) decydujq o jakosci wyrobdw tj. drutéw uzyskiwanych metodami prze-
robki plastycznej zaréwno na zimno, jak i na gorgco. Oprocz tego istotng role odgrywa jakos¢ materiatéw wsadowych do
procesu ciggtego topienia, ktérymi sq katody gatunku Cu-CATH-1 (LME Grade-A) charakteryzujgce sie wysokq czystoscig
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